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OZET

Anahtar Kelimeler: Stokastik Integral, ito Formiilii, Stokastik Diferansiyel Denklem,
Wiener Siireci

Bu cahgmada oncelikle Wiener siirecine gore stokastik integral tanim: verilip, S(t)
stokastik siirecine gore

dS(t) = a(t) dt + o(t) dW(t)
stokastik diferansiyeli tanimlanarak stokastik analizde buyiik 6neme haiz Ito Formulii
ifade edilmistir. Daha sonra stokastik diferansiyel denklemlerin varhk ve tekligi ile
¢dziim metodlan incelenmigtir.
Uygulama béliimiinde Portfy analizinde bir yatinm modeline bagh olarak

dS(t) = p S(t) dt + o S(t) dW(t)
denklemi ile yonlendigi digiiniilen hisse senetleri ve

B(® = B(0) et

ile tammh bonolar igin bir oto-finans stratejisinin nasil belirlenebilecegi ve bu sekilde
olugturulan bir yatinm modelinde nasil bir rasyonel tahmin elde edilebilecegi iizerine
bazi oneriler getirilerek yorumlar yapilmigtir. Burada p, riskli bir yatinm araci olan
hisse senetleri igin hisse senedi getirisinin ortalamasm, o2 ise getirinin varyansini

gostermektedir. Risksiz yatinm araci olan tahviller de ise P(0); sabit bir sayiy1, r faiz
oramm gostermektedir.

vii



Stochastic Differential Equations and An Application to Portfolio Analysis
SUMMARY

Key Words: Stochastic Integral, Ito Formula, Stochastic Differential Equation,
Wiener Process

In this study, it is introduced an application of stochastic differential equations in
portfolio analysis. Firstly, it is given the definition of stochastic integral with respect to
wiener (brownion motion) process and the definition of stochastic differential with
respect to stochastic function S(t) as follows

dS(t)=a(t)dt+o(t)dW(H) (1)

where a(t) and o(t) are the coefficient of equation (1). It follows Ito Formula,
important in stochastic analysis, given by

df(S(t),t)=[ft(5(t),t)+f}(5(t),t)a(t)4‘; £ (S(2),0)0%()1dtH(S(), ) ()W)

where f{x,t) are twice continuously differentiable in xe(0,:0) and once continuously
differentiable in t<[0,T].

In the last chapter, it is studied on that how one can determine an investment model
including stock and bond. The stock whose price S(t) per share at time t is governed
by the stochastic diferential equation

dS®=p SE)dt + o SE)AW() , 20

where p#0, 6>0 are constants, and p may be interpreted as the mean rate of return,
and o2 may be interpreted as the variance of the rate of return.

The bond is a riskless asset whose price B(t) per share at time t is given by
B(t) =B(0)e™ , where r>0 is the interest rate and B(0) is a positive constant.

Finally, it is indicated that how one might guess the rational value and identify an
associated self-financing strategy.
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BOLOM 1. GIRIS

1.1 Sigma Cebir ve $ans Degigkenleri

Olasitik teorisi, sonuglart sansa bagli olan denemelerin matematik modelleriyle
ilgilenir[1]. Miimkiin olas: sonuglarin kiimesi € ile gosterilir. Bir gozlenebilir A olay:
Q nin altkiimesidir ve AcQ seklinde yazlir.

Tamm 1.1.1: Q bir kesin olay, J ise, Q nin alt ciimleleri olan tek denemede
gozlenebilecek olaylann sinifim1 gostersin. Asagidaki sartlari saflayan 3 siifina bir
"sigma cebir " denir.

) Qe3

ii) Her Ae3J igin A°=Q\A €3

o
jii) Her keIN igin Ay €3 ise [JAy €3
k=1

Olasilik teorisinde 3 in elemanlarna olay, (Q,J) ikilisine de dlciilebilir uzay denir. Q
kesin olayi, O ise imkansiz olay: gostermektedir.

Teorem 1.1.1: Q bir ciimle , R ise 2 nin bog olmayan bir sinifi olsun. R yi kapsayan
sigma cebirlerin bir en kiigiigi vardir.

Tamm 1.1.2 :Bir R simfim kapsayan sigma cebirlerin en kiigiigiine R nin irettigi
sigma cebiri denir ve I(RN) ile gosterilir.

Tanm 1.1.3: IR nin tim agik (a,b) araliklarinin direttii sigma cebirine "Borel
cebiri " denir ve IB(IR) ile gosterilir.



Tanmm 1.1.4: Q bir ciimle, I ise Q lizerinde bir sigma cebiri olsun. (Q,3J) ikilisine
bir "Olgiilebilir Uzay", 3 in her bir elemanma da "Olgiilebilir ciimle " denir.
Ozel olarak Borel cebirinin elemanlarina "Borel dlgiilebilir ciimle” veya sadece
"Borel ciimlesi" denir.

Tanm 1.1.5: (Q;,3)) ve (2,,3;) iki olgulebilir uzay olsun. X:Q; >Q,
fonksiyonu verilsin. BC), ciimlesinin ters goriintiisi

X 1(B) = {0 €Qy;X(0) B}
seklinde tammlamir ve {XeB} ile gosterilir.
Tamm 1.1.6: (Q,3;) ve (2,,3y) iki olgllebilir uzay verilsin. Eer BcQ,
ciimlesinin tersi J3; deise yani

X—I(B) ={o €Q;; X(0) eB}eSl
ise X fonksiyonuna "&lciilebilir" denir.
Tamm 1.1.7: Eger X: (©, 3)— (IR,IB) élgilebilir ise X: Q—IR fonksiyonuna
"dlgiilebilir fonksiyon" veya "J-Ol¢iilebilir fonksiyon" denir.
Tanum 1.1.8: IR iizerinde her B borel ciimlesi igin efer
{o; X(0)eB}e3
ise Q iizerinde tammlanan X(o) fonksiyonuna bir "gsans degigkeni" denir.

Tamm 1.1.9: Asagidaki sekilde tammlanan I, fonksiyonuna, Ac€) kiimesinin
karakteristik fonksiyonu denir.

I, eferoecA
UNC) ={ 0, efero gA



Teorem 1.1.2: I, nmn Olgilebilir olmas: igin gerek ve yeter sart A ciimlesinin
olgiilebilir olmasidir, yani AcJ olmasidir. Olgiilebilir fonksiyonlar dizisinin limiti
olgiilebilirdir.

1.2 Olastlik ve Dagihm Fonksiyonlan

Tanmm 1.2.1: (Q,3) olgiilebilir uzay olsun. Asafidaki sartlan saglayan, J iizerinde
tammh genisletilmis reel degerli bir p fonksiyonuna "8l¢ii fonksiyonu " veya kisaca
"iilcl’i’; ad: verilir,

) wd)=0

ii) Her Ae3Ji¢in p(A)=0

iii) Her aynk (Ap) dizisi igin p(UJAn)= 2 (Al

n=1 n=1
Tammm 1.2.2: Her AeJ igin p(A)<wise yye bir "sonlu dl¢ii" denir.

Tanmm 1.2.3: Eger Q ciimlesi herbirinin 6l¢iisii sonlu olacak bigimde sayilabilir
¢okluktaki climlelerin birlegimi olarak yazlabilirse, yani her A, igin u(A,)<oo olacak
bigimde
[+ o)
Q=UA,

n=1
ise, p Olgiisiine "sigma sonludur” denir.

Tamm 1.2.4: Eger u(Q) =1 ise p olgisine "olasthk ol¢iisii " denir. Olasilik
Olgiisii P ile gosterilir.

Tanm 1.2.5: Q bir ciimle, I ise  nin altciimlelerinden olusan bir sigma cebiri
olsun. J lzerinde tammh p Olgisinden olugan (€Q,3,u) swrah tglisiine bir "dl¢i
uzayr" denir. ESer p bir olasthk olgiisii ise bu uzaya "olasihk wzayr" denir ve



(Q,3,P) seklinde gosterilir. A bir ciimle olmak tizere PA) ya A ciimlesinin olasih;
denir.

Tanmm 1.2.6: (,3,P) bir olasihk uzay1 ve AcQ olsun (AcI olmak zorunda
degildir). Eger AcB, P(B)= 0 ve BeJ sartlanm saglayan Q nin bir B alt ciimlesi
varsa A climlesine"P bostur"” denir.

Tanmm 1.2.7: (Q,3,P) bir olasilik uzay1 olsun. Q min her bir P-bog alt ciimlesi J
sigma cebirine ait ise (Q2,J3,P) uzayma "tam olasithik uzay1" denir.

Tamm 1.2.8: IR iizerindeki B borel ciimlelerinde tamimh, bulundugu aralif
uzunluBuna gotiiren olgiiye "Lebesgue dl¢iisii" denir. Bu olgii A{x:a<x<b}= b-a
seklinde ifade edilir. A(IR)=x oldufundan Lebesgue ol¢iisi sonlu degildir. Her
sayilabilir ciimlenin Lebesgue olgiisi sifirdir[1].
Tanm 1.2.9: (Q2,3,P) bir olasilik uzay: olsun.

P, (B)=P(X"1(B)) = P{w: X(0)eB} = P[XcB]

seklinde ifade edilen fonksiyona X sans degigskeninin dafilim denir ve Py ile
gosterilir. Reel-degerli bir sans degiskeni igin P, dagihim, IB tizerinde

F(x) = P{o: X(0)<x }=P[X<x]
ile tektiirlii tammlamir.

Tamm 1.2.10: Bir X sans degigkeni verildiginde {X<x} olayimn P{X<x} olasilizina X
sans defigkeninin "dagilim fonksiyonu" denir ve F(x)=.P{X< x} ile gbsterilir.

Uygulamalarda sans degigkenleri, dagiim fonksiyonlar: cinsinden tamimlanir. F(x)
fonksiyonu verildiginde X sans degiskeninin dagilim fonksiyonu F olacak bigimde bir
X sans deg@iskeni ve (Q,3,P) olasilik uzay: olusturmak miimkiindiir. Omek olarak



(Q,3,P)=(IR,IB,Py) ve X(0)=0 segilebilir. Burada Pg, F ile IB iizerinde tek tiirlii
tanimh olasihk ifadesidir. Eger IB tizerinde F ile iiretilen Pp olasih: lebesgue siirekli
(IB cebirine ait sifir lebesgue olgiilii her ciimle i¢in Pr(N)=0 ) ise Pg olasihfi bir
yogunluga sahiptir dier bir ifade ile

F(9)= Jiy)dy

olacak bigimde integrallenebilir bir f{x)>0 fonksiyonu vardir.

F daghm fonksiyonu “mutlak siirekli” (e>0 verildiginde I;,I,,....I, sonlu
araliklarinda bu araliklarin toplam uzunlugu & dan kiigiik iken bu araliklarda F deki
toplam artig € dan daha kiigiik olacak bigimde bir § vardir) ise tiirevlenebilirdir ve

dF
—d;=f(x)

seklinde ifade edilir{1].
1.3 integral ve Beklenen Deger

Tanm 1.3.1: (Q,3,P) olasiik uzay1 Gizerinde reel degerli bir sans defigkeni verilsin.
Eger X sans defiskeni sonlu sayida c¢g,cq,........ ,cp farkli degerleri alyorsa
agagidaki sekilde tammianan E(X) reel sayisina X sans degiskeninin "beklenen
degieri"” denir.

EX)= Y e P(X=cy) (1.1)
k=1

(Q,3,P) olasihk uzay: iizerinde tanimh reel degerli sans degiskenleri igin integral
tamim agamah olarak asagidaki gekilde verilmigtir.

n
Tamm 1.3.2: (Q,3,P) olasiik uzay1 olsun. Jeyla, =Q, AxnA =2 (k#1) ve
k=1
Ay €3 olmak iizere



n
X=zckIAk (1-2)
k=1

seklinde tamimlanan X gans degiskenine bir "basamak fonksiyonu" denir. Burada
I, A€3 in karakteristik fonkstyonunu gostermektedir.

Tammm 1.3.3: X sans de@igkeni bir basamak fonksiyonu olmak iizere

[X(0)dP(@) = [XdP = ¥ i P(A) (1.3)
Q Q k=1

yazilabilir. Bu integrale “X in P-ye gore integrali” denir.

Tamm 1.3.4: X >0 herhangi bir ol¢giilebilir fonksiyon olsun. Her o€ igin

lim Xy(0)=X()
n—w

lim [XpdP=c<w

n—>®o O

olacak bigimde negatif olmayan Olgiilebilir basamak fonksiyonlarimn artan bir {X;}
dizisi vardir. Burada ¢, {Xy} dizisinden bagimsizdir ve c= j XdP dir.
Q

Tamum 1.3.8: X herhangi bir 6lgilebilir fonksiyon olsun.

+ _ _} X efierX>0
X" = Xlx=0) “‘ 0, eper X<0

(1.4)
- _ _) X, eferX<0
X =-Xlx<0) "{ 0, efer X20

seklinde tammlanan X ve X fonksiyonlanna X fonksiyonunun pozitif ve negatif
kismu denir. Buradan X =X*- X" esitlii mevcuttur.



Tanmm 1.3.6: (,3,P) olasihik uzay1 ve X herhangi bir ol¢iilebilir fonksiyon olsun.

Eger jX‘*dP ve J'X‘dP integralleri sonlu ise X fonksiyonu Q iizerinde P ye gore
Q Q

integrallenebilirdir denir ve bu integral X =X*- X" esitligi ile

[xdp= [x*dp - [x"ap (1.5)
Q Q Q

seklinde tanimlanur. Olastlik teoride integral, beklenen deger olarak da adlandinlir ve
E(X)= j XdP (1.6)
Q
seklinde ifade edilir.
Teorem 1.3.1: g: IR—> IR o6lgiilebilir fonksiyon olsun. Buradan Y= g(x) i¢in Y nin
beklenen degeri

E(Y) = | g(x)dF(x)
IR

ve Ozel olarak g(x) =x igin

EQO= [ xdF(x)= [xf(x)dx
IR IR

seklindedir. F, X in dagihim fonksiyonudur. (IR,IB,Py) olasihk uzay: iizerinde g(x)

fonksiyonunun integrali J‘ g(x)dF(x) seklinde ifade edilir. Bu integrale "Lebesgue-
IR

Stieltjes integrali" denir.

(€2, 3,P) uzay: yerine (IR,IB,A) uzay: alimirsa (A, Lebesgue olgiisii) olugan integrale

"Lebesgue integrali” denir ve bu integral

Jf(x)dx = [ £(x)dnx)
R IR



seklinde ifade edilir. Smurh bir aralikta tamimh her siirh Riemann-integrallenebilir
fonksiyon aym zamanda Lebesgue-integrallenebilir{1].
Tanmm 1.3.7: X sans degiskeni igin

P(X|=¢) < ;li-E|X|2 (c0)

seklinde tanimlanan egitsizlige "Chebyshev Egsitsizligi" denir.

Tamm 1.3.8: Var(X) =E(X-E(X))? =02(X) seklinde ifade edilen Var(X) saysina

X in varyans: denir. (Var(X))U 2 sayisina ise X in "standart sapmasi” denir.

Tamm 1.3.9: E(Xk) sayisina X in k-inc1 momenti, E(X-E(X))k sayisina X in
k-inc1 merkezi momenti denir.

Tamm 1.3.10: Cov(X)Y) = E(X - EX)(Y - EY) sayisma X ve Y nin kovaryans
denir.

Teorem 1.3.3 (Monoton Yakmsaklik Teoremi): {X,}, negatif olmayan gans
degsiskenlerinin artan bir dizisi ise
lim E(X,)=E( lm X,) tK)
n—->»a0 n—>ow
yazilir,

Teorem 1.3.4 (Smurh Yakinsaklik Teoremi): lim X, =X olacak bigimde sans

n-—»oo
degiskenleri dizisi {X,,} olsun. Buradan
limE(X,) = EX) (1.8)

ifadesi yazilir.



1.4 Yakinsakhk Tammian

Olgiilebilir fonksiyonlar simifi, siirekli fonksiyonlar kiimesinin aksine olarak, limit alma
iglemine kapahdir{2].

Tamm 1.4.1: Bir X fonksiyonu A kiimesinin, olasth@ sifir olan noktalarint olugturan
altkiimesinin diindaki tiim noktalaninda belli bir 6zellife sahip ise, bu durumda X
fonksiyonu A iizerinde bu 6zellie "hemen hemen heryerde (a.e)" sahiptir denir.

Teorem 1.4.1: Olgiilebilir fonksiyonlar dizisi hemen hemen her yerde X(w)
fonksiyonuna yakmstyor ise X(®) fonksiyonu da ol¢iilebilirdir.

Tamm 1.4.2: Eger hemen hemen her o€ Q igin
lim X;(0)=X(o0) 1.9
n—»0

oluyorsa, yani (1.9) esitliginin saglanmadigs noktalar kiimesinin olasthg: sifir ise, Q

uzayt uzerinde tammh X, (@) sans defiskenleri dizisi, X(®) sans degiskenine
"hemen hemen kesin (a.s)" yakinsar denir ve

m X;=X a.s. (1.10)

n—>w

seklinde yazilir,

Tamm 1.4.3: Eger her >0 igin

lim P{o: [X,(0)-X(@)|2e}=0 (1.11)
n—>w

ise, {X,} sans degiskenleri dizisi X sans degigkenine "stokastik olarak" veya
"olasthk icinde yakmsar" denir ve agagidaki sekilde ifade edilir.
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im X,=X st (1.12)

n—»

Tamm 1.4.4: {X,}, kare-integrallenebilir olacak bigimde élgiilebilir fonksiyon olsun.
Eger
lim EX,-X=0
n—w0

ise { X}, } dizisi X fonksiyonuna "kareli ortalama icinde" yakimnsar denir ve

lim X, =X q.m.

n—w

seklinde ifade edilir.
1.5 Borel-Cantelli Lemma

Tamm 1.5.1: (Q,3,P) olasiik uzayinda A, €3 olsun. {A, i.o} cimlesi {®:0€A,
a0
sonsuz sayida nigin} seklinde veya {A, io}=lim [JA, seklinde tammlanir.
m

Ca>m
Lemma 1.5.1:

(=): Eger A 3 ise

Y PA)<w = P(A io)=0 ohr

n=1

(<): Eger A, €3 bagimsiz olaylar ise

[* o]
Y P(Ay)= = P(A,io)=] olur.

n=1



BOLUM 2. STOKASTIK SUREC

2.1 Stokastik Siiregler

Bir gans deneyinin deneme sonucu @ olsun. Her denemenin sonucuna belli bir kurala
gore bir X(t,®) fonksiyonu karsiik getirilsin. Buna gore bir "stokastik siirec",
t parametreli ve @ degiskenli bir fonksiyon sinifi olur. ® lerin tamm bolgesine durum
uzay (state space) denir ve Q ile gosterilir. t lerin tamm kiimesine ise index kiimesi
veya parametre kiimesi denir ve ICIR ile gosterilir.

(Q,3,P) olasihk uzay1 olsun. {X(t,0);tcl} ailesine IR durum uzayh ve I parametre
kiimeli "stokastik (sans) siire¢" denir.

Eger t degigken, @ (fixed) de@igmez ise X(.,0) bir zaman fonksiyonu (time function)
veya 6rnek fonksiyonu (sample function) olur. @ degigken, t defismez (fixed) oldugu
zaman X(t,.) bir sans degiskeni olur. Son olarak t ve @ degiymez (fixed) oldugu
zaman X(t,0) bir say1 olur. Cofu zaman durum degigkeni ihmal edilir ve siireg
{X(t), tel} seklinde ifade edilir. Sonug olarak stokastik siireg (Q2,3,P) olasihik uzayr
tizerinde tanimlanan gans degiskenlerinin bir sinifi olmug olur. Eger ICIR ise bu siirece
"siirekli parametre siireci”, ICIN ise bu siirece de "kesikli parametre siireci"
denir[3].

Tanm 2.1.1: Her tel igin EX(t)> <o gartim saglayan sirece "ikinci mertebe
siireci” denir.

Tamm 2.1.2: {X(t),tel} ikinci mertebe siireci olsun. Siirecin ortalamas: fonksiyonu

EX(t)= W
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seklinde ifade edilir.
Tamm 2.1.3 : Bir {X(t)teI} stokastik siirecinin korelasyon fonksiyonu X(t)X(s)
nin beklenen degeridir ve R(s,t) ile gosterilir.
R(s,1)y = E[X(s)X(¥)]

Kovaryans fonksiyonu ise

Cov (X(s),X(1)) = E[X(s) X(t)] - u(s).m(t)
seklinde ifade edilir. EX(f)=0 ise kovaryans, korelasyon fonksiyonuna egittir.
s=talmrsa Varyans fonksiyonu elde edilir.

Cov (X(1).X(t)) = E[X(s) X(1)] - p(t)-u(t)

Var(X(t)) = EX(®)” - (£®)°

Tamm 2.1.4: Eger X;,X,,.....X,, sans degiskenleri iseler, X=(X;,X;,.....X,,) ye
n-boyutlu gans degiskeni veya IR™ deki degerlerle bir "sans degiskeni” denir.

Fp(x1,X3,....X0 FP(X] <Xp,e.eeee. ,Xn<Xy) n-boyutlu bir dagihmdir. Tersine
n-boyutlu F, dagilum igin, dagihm fonksiyonu F, olacak bicimde IR" deki degerleri
ile bir X gans degiskeni ve (,J,P) olasihk uzay vardir[4].

Tanmm 2.1.5: F,(x1,%3,....%,7P(X; <xp,...,X, <x,) n-boyutlu dafihm olmak
iizere n>1 i¢in efer

Xu_an(xl,xz,....x,,) =F1(®1,e e Xp.1) 2.1

ise {F,(xy,......x,;)} dagihm fonksiyonlan dizisine "tutarhdir” denir.
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Tamm 2.1.6: (Q,3,P) bir olasthk uzayr ve {X,;}, sans defigkenlerinin bir dizisi
olsun. Boyle bir diziye "sayilabilir stokastik siire¢" ya da bir "stokastik dizi" denir.

Teorem 2.1.1: {F,}, (2.1) tutarhhik sartim saZlayan n-boyutlu daihm fonksiyonlan
dizisi olsun. Buradan (€,3,P) olasilik uzay1 ve n>1 igin

PX; <xp,....X; <x,)=F(x1,%3,....,%,)

olacak bigimde {X,, }sayilabilir stokastik siireci vardur.

Tamm 2.1.7: Bir stokastik siire¢, (€2,3,P) olasilik uzay: Gizerinde tammh {X(t)} sans
degiskenlerinin bir sinifidir. Burada t, IcIR arahifinda degigir. Bu stokastik siire¢
{X(t),tel} ile gosterilir.

2.2 Baz Siire¢ Tanimlan

Tamm 2.2.1:{X(t), tel} bir stokastik siire¢ olsun. Sonugcta her tel i¢in X(t), X(1,0)
sans degiskenidir. t—>X(t,0) (0 defigmez) fonksiyonlanna siirecin "drnek yollar"
denir.

Tamm 2.2.2: s<t igin J,cJ; olacak bigimdeki 3 sigma cebirlerinin {; }tzo alt
sigma cebirleri sinifina bir "filtre" denir. Eger agagidaki iki yarti saSlarsa {St}tzo ye
bir »standart filtre™ denir{6].

i) 3; sag sareklidir

1) Jg , 3 deki P-bos ciimlelerin hepsini kapsar.

Tamm 2.2.3: Sigma cebirlerin {3, ,tel} artan smifi verildiginde eger her tel icin
X()eJ; (3, olgiilebilir) ise X stireci bu smifa "uyumludur (adapted)" denir.
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T

Tanmm 2.2.4: Eger her te[0,T] i¢in jEIf (t)l2 dt <o ise f{t) stokastik siirecine
0

"kareli ortalamada integrallenebilir” denir.

Tamm 2.2.5: Her t<[0,T] igin bir olasilikla (w.p.1) eger X(t) = X(t) ise X(t) ve X(t)
stokastik siireglerine aym olasihk uzayinda "stokastik olarak denktir" denir. X(t)
siirecine X(t) siirecinin "versiyonu" denir.

Tanmm 2.2.6: Eger her 0eQ igin {(u,X;(0))ucU} kimesi, {(t,X(®), t=0}
kiimesinde yogun olacak bicimde sayilabilir bir U indis kiimesi varsa reel degerli
{X(t), 1=0} stokastik siirecine "ayrilabilir siire¢"” denir.

Tanmm 2.2.7: Biitiin siirekli uyumlu siiregler ile iiretilen (0,00)x€2 iizerindeki o-
cebirlere gore olgiilebilir siirece " tahmin edilebilir (predictable siireg)" denir.

2.3 Stokastik Siireklilik

Tammm 2.3.1: Eger hemen hemen her o igin 6rnek yollar, her tel igin sirekli
fonksiyonlar ise stokastik siireg "siireklidir" denir. ESer hemen hemen her @ igin
ornek yollar sag (sol ) siirekli ise stokastik siireg sag (sol) stireklidir.

Teorem 2.3.1:{X(t), a<t<b} reel ve ayrilabilir bir siire¢ olsun. Baz1 r,c,e >0 ve yeteri
kadar kiigiik h >0 igin
E(|X(t +h)- X(t)]r) <ch!*®

varsayilsin. Buradan hemen hemen her érnek fonksiyonu siireklidir. Diger bir ifade ile
hemen hemen her o i¢in X(.,0) [a,b] arahifinda siireklidir.

Ispat: a=0, b =1 varsayam. Chebyshev esitsizligi ile
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E[X(t+h)- X(t)["
hl’k

chl"'S
- hl‘k

P{IX(t +h) - X(t)|> hk} <

< chl+8-l‘k

bulunur, h—0 icin limit alinwrsa yukandaki ifade sifira yakinsar. Eger k>0
segildiginde &-rk >0 olur.

Tanmm 2.3.2: Eger herhangi bir tel ve € >0 i¢in
lim P{{X, ()~ X®|>&} =0
n—>w

ise {X(t), tel} stokastik siirecine, "olasihk icinde" veya "stokastik olarak
siireklidir" denir ve

im X, (t)=X(t) st
n—w

seklinde ifade edilir.

Tanmm 2.3.3: {X(1), t €I)} stokastik siireg olsun. Eger
P{lim [Xa()-X(t)| = o} =1
n-—>»w

ise {X(t)} dizisi X siirecine "bir olasihkla (w.p.1)" veya "hemen hemen kesin (a.s)
yakinsar" denir ve

lim Xp(t)=X(t) as.
n—»co

seklinde ifade edilir.
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Tanmm 2.3.4: Eger E|X(t)l<oo ve

lim E[Xp () X" =0
n-—»w0

ise {X(t)} dizisi X siirecine "kareli ortalama" i¢inde yakinsar denir ve

lim X, (t)=X(t) qm
n—>

seklinde gosterilir.
2.4 Stokastik Tiirev

Eger
fim X(t+h)—-X(t)

h—>0 h

=X'(1)

veya

2
fim E(X(t+h)—-X(t)_X,(t)) —0
h—0 h

ise X(t) siirecine "kareli ortalamada tiirevlenebilirdir" denir.
2.5 Bagimsiz Artigh Siregler

Tanmum 2.5.1: Eger X(t) sans degigkenlerinin her sonlu lineer kombinasyonu normal
dagilmg ise {X(t),teT }siirecine "Gauss siireci” denir.

Tanm 2.5.2: t;<ty<..<t, igin X(ty)-X(ty),....... » X(tg)~X(ty.1) sans
degiskenleri bagimsiz ise X(t) siirecine "bagimsiz artigh siire¢” denir. Wiener siireci
bagimsiz artigh bir siiregtir.
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2.6 Wiener Siireci

Tamm 2.6.1: Asagidaki sartlan saglayan {X(t), >0} stokastik siirecine bir "wiener
siireci" veya "brownion hareketi" denir.

i) X(©0)=0
i) 0<t, <t <t, <.<t, igin (X(t,)-X(t,,)) (1sk<n) sans degiskenleri

bagimsizdir.
iii) 0<s <t igin W(t)-W(s) siireci
E(X(t)-X(s)) = (t-s) u
E(X(1)-X(s))’=c*(t-5)
ile normal dagilmigtir. Burada u, ¢ # O reel sabitlerdir. p ye "ortalama", o2 ye ise

"varyans" denir.

Teorem 2.6.1: Eger X(t) stokastik siireci, u ortalama ve o2 varyansh bir wiener siireci
ve 0Sto<t1<t2 <.<ty ise

Cov[ X(t, X(tio0] = B[ X(ty) - EX(t))][ Xttx) - EXty)]
= 6% min(t;, ty )
Ispat :Gergekten de tj >ty ise
E[X(t})- X(tx ) - E(X(t3) - X(tx )+ X(tx ) - E(X(tx DA X(tx ) - E(X(tx )]
= E[X(ty) - EX(t)T

= Gztk

Eger pn=0ve o2=1 ise X(t) surecine normallestirilmis Brownion hareketi veya
sadece Brownion hareketi (Wiener siireci) denir.
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W(t) sans degigkenleri O (sifir) ortalamaya sahiptir ve t; < ty <........ < t4 igin
E[W(t2)-W(t)D] [W(t4)-W(t3)] =0
dir. s>a ve t>aigin
E[W(s)- W(@)TW(t) - W(a)] = 6’ min [(s-2),(t-2)]

Wiener siireci bir gauss siirecidir. Diger bir ifade ile t;<ty<.... <tp
igin ve by,b,,....b, reel sabitleri igin  byW(t1)+byW(ty) +.......+b,W(t,) sans
degigkenleri normal olarak dagilmigtir.

Teorem 2.6.2: Hemen hemen her o igin W(.,0) wiener siireci [0,0) arahginda
stireklidir.

Ispat: W(t+h)-W(t) siireci O ortalama ve o2h varyans ile normal dagildigindan
Teorem 2.3.1 ile

| o+vh

E(IW (t+h)-W( t)lr) _ E[!W(t + h)-W(t)I )crhrlz — ch™”?

elde edilir. Burada ¢= cfE(|z|’) dir. Z degiskeni (0,1) ile normal dagimg bir sans

degiskenidir. Teorem 2.3.1 ile (r >2) i¢in hemen hemen her o i¢in, W(,0) 6rnek
fonksiyonu [O,n] araliginda siireklidir. n keyfi poztif tamsayidir. Sonugta hemen
hemen her o igin, W(.,®) wiener siireci [0,o0) arahifinda siireklidir.

Teorem 2.6.3: W(t) wiener siireci hicbir yerde tiirevienebilir degildir.

Ispat: (ii) ozelligi ile yani W(t)-W(s), O (sifir) ortalama ve (t-s)o” varyansh normal
dagihm gostermesi dolayisiyla



E(W(t+ h)-W(t))z _o?
h |h|
Buradan limit alinirsa

2
fim E(W(t+h)-W(t)) —
b0 h

elde edilir. Eger tiirevienebilir olsayd

h—0 h

ifadesi agafidaki ifadeyi ortaya gikaracakti.

h—0 h

Fakat (2.4) sonucu (2.2) ile gelimektedir.

2.7 Martingale

Tamm 2.7.1: (,3,P) olasihik uzay: olsun. Her neIN igin  E|Xj<w0 ve

EX 11 Xpes Xg) = X

2
fim E(W(t+h)-W(t)_W,(t)) ~o

2
fim E(W(t+ h)-W(t)) _E(W'( t))z
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2.2)

(2.3)

2.4

ise {X,, } stokastik siirecine bir martingale denir. Eger her neIN igin E|X|<w ve

EXps11 X100 Xp) 2 X

ise X(t) siirecine alt martingale denir.

Teorem 2.7.1: Eger {X,,} bir alt martingale ise £>0 , n21 igin

P(max Xk >s)leXn
€

I<k<n



esttsizlifine “martingale egitsizli§i” denir.
Sonug 2.6.1: {X;} bir martingale ve a1, n1 igin E|Xy|” <oo ise

1 o
P X < —
{ max > | s—E%

Lemma 2.6.1: EZer X(t) siireci bafimsiz artigh ve sifir ortalamah bir siireg ise bu
siire¢ bir martingaledir.



BOLOM 3. STOKASTIK INTEGRAL

Bu boliimde W(t) wiener siirecine gore

T
j £()IW (1) G.1)
0

stokastik integrali tammlanacaktir, Burada f{t) bir sans (stokastik) fonkstyon veya
siirecidir. Eger her @ igin f fonksiyonu “mutlak siirekli” ise (3.1) integrali

T
ROW(T) -[ £ ())W(t)dt 32)
0

sekilde tammlanabilir. Fakat f{t) siireci sadece siirekli oldugundan bu integral
anlamsizdir. W(t) wiener siireci highbir yerde bir olasihkla tiirevienemedifinden
(3.1) integrali Lebesgue-stieltjes integrali geklinde ifade edilemez.

3.1 Basamak Fonksiyonlan ile integral Yaklaginmn

{Q,3,P) olasihk uzay1 ve {W(t), t>0} bir wiener sfireci olsun. Her te[0,T] igin I (<=3
sigma cebirleri agafadald ozellikleri saglayacak gekilde tanimlansm.

i)t < tp igin Jy <3y, , yani artan sigma cebirleri smifi

if) W(t), 3, olgilebilir, yani (W(s), 0< s< t)e T,

iif) Wt + s)-W(t) sireci, 3, sigma cebirine bagh degildir. Diger bir ifade ile
S(W(t +5) -W(1), s20), 3, den bagimsizdir (¢ 20)[5].

Tanmm 3.1.1: 0< a<b<w olmak tizere agafdaki 6zellikleri saglayan a<t<b igin tammh
f(t) stokastik siirecine, J; ye gore “karakterize edilemeyen (nonanticipative) bir
fonksiyon” denir.
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i) f{t) aynlabilir bir siirectir.

i) Kt) olgiilebilir bir siireg, yani [ab]x Q—> IR  fonksiyonu dlgiilebilirdir.
(t.0) > fito)

iii) Her bir te[ab] icin ft), 3, olculebilirdir.

Simdi de (3.1) integralinin tamimlanacag stokastik fonksiyonlar sinifi tammlansin.
p{i‘lfa)ﬁam}:l (3.3)
a

sartini salayan bitim karakterize edilemeyen fonksiyonlar smifi I12[a,b] ile gosterilir.

E‘jzlf(t)lzdt<oo G.4)

a

sartm saglayan R(t) fonksiyonlar simfi IM?[a,b}c IL2[a,b] ile tanimlanir.

Tanmm 3.1.2: tj St<tyy; (0sksr-1) iken Rt)=f(t) olacak bigimde [a,b] aralifimn
a=tg<t)<..<St;=b aynum varsa [ab] arahfinda tammh f{t) stokastik
siirecine “basamak (step) fonksiyonu” denir.

Lemma 3.1.1: fell? [a,b] olsun.
b
i) lim [|£(t)- g, (O dt=0 as. (.5

olacak bigimde IL?{a,b] iizerinde g, siirekli fonksiyonlar dizisi vardr.

i) lim hf(t)-fn(t)}zdtr-o a.5. (3.6)

olacak bigimde 12 [a,b] iizerinde f, basamak fonksiyonlar dizisi vardur.
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Ispat: i)

-1
oo-| i)t

o0
olsun. Burada c sayis, _f p(t)dt =1 gart1 ile belirlenen bir sabittir. Eger t<a ise f{t)=0

—00

Ve

b
U D0 == [ 128 ) f(s)ds  @e<1) G.7)
sa_l €

tanimlansin. Burada J.f fonksiyonu siireklidir ve

t €
@00=1 | p(“:”e) f(9)ds = [p(2) f(t-2-e) dz  (3.8)

t-2¢

olur. Schwarz esitsizlifinden

b ble &
[Gef s | { [p(2)dz [p(2)f? (t-2- s)dz}dt
a -g

ai-e
€ b
< j p(z){ j fz(t)dt}dz
-g a-1

g b
Ja£de< [ (1)t (3.9

it -1 a

elde edilir. Buradan da

b
bulunur. j £2(t,0)dt ifadesindeki degismez (fixed) @ igin t<a iken ugy(t)=0 olacak
a

bigimdeki u, fonksiyonlan, sans fonksiyonu olmayan siirekli fonksiyonlar olsun
ve

b
fim [fuy(t)-f(t,0) dt=0 (3.10)
n-—->oo a
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olsun. u, siirekli oldugundan te[a,b] arahfinda

lim (Jgup )(t) = up(t)
€0

diizgiin yakinsaktir.

b b
[1@eDt0)-f(t0)f dt < |1 (F(.0)-uy( D)) dt
a a

b b
+ [10cun)(®) - up(f dt+ [Jun (1) - £(t,0) dt
a a

yazarak ve (3.10) ifadesinde f fonksiyonu yerine f-u, fonksiyonu alinmirsa ve de
€—0 igin limit alinarak

b b
lim [|(J£)(t0)-£(t,0) dt <2[fuy(1)-£(t,0)f dt
s—-)Oa ' a
elde edilir. n—>oo igin limit alimir ve (3.10) ifadesi kullanilirsa
b 2
lim [|(To£)(t)- £(1)]"dt=0 as.
s—>0a

ifadesine ulagihir. (3.8) ifadesinin saj tarafindaki integrand aynlabilir bir siireg yani
3, olgilebilir oldugundan integralin kendisi de 3; ol¢iilebilirdir. g,=J, f almak
suretiyle (1) iddias1 saglamir.

i) 0<k <m(b-a) olmak tizere eger a+l(— <t< a+£tl ise
m m
k
hn,m(t) = gn("’)
m

olsun. Buradan

b
2
fim Jhgy m(®-ga()| dt=0 as. 3.11)
m—>ooa
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yazilir. Herhangi bir 6>0 igin
® 2 6 o
P{ [I£(t)-ga(®) dt>Z < (bazm n=n, iin)
a3
ve (3.11) ifadesinden n=n, ile
)

b
2 ) ..
P{”gno (t)'hno,m(t)l dt >5}<—2— (bazs m=m, igin)
a

elde edilir. Sonugta

a

b
P{ﬂf(t)- hno,mo(t)lz dt>38 } <3

bulunur. & =—11;- ve hno,mo =y, alinirsa \ykeILZ[a,b] olur ve

b
lim [|£()-yi(ofdt=0 st
k—>o

a

bulunur. Fakat (i) iddiasiu saglayan {yy} nin bir {f,} alt dizisi vardur.

Lemma 3.12: feIM? [a,b] olsun. Buradan

b .
i) lim Ef|f(t)- k(1) dt=0 (.12)
n—ow a

olacak bigimde M2 [a,b] zerinde k_ strekli fonksiyonlann bir dizisi vardir.
b 2
i) lim Ef|f(t)-1,(t)| dt=0 (3.13)
n—owc a

olacak bicimde IM? [a,b] de 1, sinrh basamak fonksiyonlarin bir dizist vardir.



Ispat: i) g, lemma 3.1.1 deki gibi olsun. Herhangi bir N>0 igin

on(D) =]y, N
e efer [ti>N

olsun. |@y (t)- #y(s)|<|t-5 olacagindan

lim
n—»oo

o (0~ s gm0t < lim Moo-gafat=0  as
a D—x,
bulunur.
b 2
JlonE®) - on(ga()f dt <4N*(b-2)
oldugu i¢in Lebesgue simrl yakinsaklik teoreminden
: 2
lim E [lon (£(1)) - on(ga (D) dt =0 (3.14)
a
ifadesine ulagilir. Sonra da feIM%[a,b] oldugu igin

b
2 : 24—
E £ lon (£(t))- (1) dt < 41\]11;11@{lf Ij;[lqu}(t)| dtdP =0 (3.15)

dir. (3.15) ve (3.14) den her k>0 igin
; 2 i
E[lon(ga(t)- f(0)] dt <1

olacak bigimde N=N(k) ve n=n(k,N) vardir. N=N(k) ve n =n(k,N) iken h, = ¢, (g,)
almak suretiyle ve de h, (t) nin karakterize edilemeyen fonksiyon oldugunu belirtmek

suretiyle (i) iddias1 dogrulanur. (ii) iddias1 da benzer sekilde ispatlanir. £, , lemma 3.1.1
deki gekilde iken 1, fonksiyonlann ¢n(f,) formundadir. Bu fonksiyonlar basamak

fonksiyonudur.
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3.2 Basamak Fonksiyonlan igin Stokastik integral Tanim

Tanmm 3.3.1: f{t), 2 [a,b] de bir basamak fonksiyonu ve t, <t<t,,, ise Rt)=f(t,)
olsun. Burada a=ty < t; <t <.....<t =b (0<k <r-1) dir. Buradan hareketle

-1

Dt ) Wtg+1) - Wty)]
k=0

sans degiskeni

b
j £(£)dW(t)
a

ile gosterilir ve buna £t) fonksiyonunun W(t) wiener siirecine gore “stokastik
integrali” denir. Aym zamanda Ito integrali de denir.

Lemma 3.2.1: ¢, ¢, ve fj, f, € [L*[a,b] basamak fonksiyonlan olsun. Buradan
cify +cofy €ll?[a,b] ve

b b b
[[cif tHeafy ] dW(t) = o1 [ AW (1) + ¢, [ £,dW(t) (3.16)
a a a

elde edilir.

b r-1
Ispat: I(lel +af3 J(1) dW(t) = D (1 + €26 ) (1) Wtier1) - Wity

a k=0
r-1 r-1
= > (erf)(t [ W) - Wt ]+ D (eafa )t [ Wty — Wty )]
k=0 k=0
r-1 r-1

= ¢1 2 [ ()Wt 1)~ Wit ] +¢3 3 £ (4 )[Wtiea1) - Wity )]
k=0 k=0
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b b
= o [£i() W)+ ¢ [£(1) W ()

a a

Lemma 3.2.2¢ Eger f eIM?[a,b] iizerinde bir basamak fonksiyonu ise

b
i) Ejf(t) dW(t)=0 (3.17)
a
b 2
ii) E|[ £(t) dW(t)| = E[£3(1) dt (3.18)
a a

Ispat: i) f(ty), 3,, Olglebilir oldugu icin £(t,) ve W(t,.,)-W(t,) bagimsizdir.
Sonugta, E|f(t, )] <wo oldugundan

E £(tx) [W(t+1)- W(tk)]=E f(tx) E [W(tg+1)-W(ti)]=0

ve buradan da k {izerinde toplam almirsa

b
E [f(t)dW(t)=0
a

elde edilir.

b -1
if) E[f2(t) dt= :V_:E £2 (1) ) (b1 — ti) (3.19)
a k=0

sonlu oldugundan Ef*(t,) <o olur. Yine f2(t) ve [W(t,.,)-W(t,)F bagmsiz
vede Ef’(t)<oo ile E[W(t,,,)-W(t,)F <o sonlu olduklarindan

Ef* (£, IW (t,.,)- W(t,)J <o

olur. Schwarz esitsizlifinden
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E|f(t))f(t )IW(t,.)-W(t )] <o (3.20)

bulunur. Eger i>k ise [W(t,.,)-W(t,)] sans degiskeni, £(t,)f(t,)W(t,..)-W(t,)]
den bagimsizdir. (3.20) esitsizliinden ve de E|W(t,,,)-W(t,)| < o oldugu igin

Ef(t, )E(t)IW(t,.n) - Wt ) IW(t,,,) - W(t)]=0

elde edilir. Sonugta

2

r-1
= 3 E £2 (1 )[W(tys1) - Wit
k=0

E

b
j £(t) dW(t)
a

r-1
= S E £2 (1, )E[W(tga1) - Wity) [
k=0

r-1

= 3 E (13 )(tyee1 — ti)
k=0

b
=Ejf2(t) dt

a

Lemma 3.2.3: Herhangi bir basamak fonksiyonu fe n? [a,b] i¢in ve herhangi €>0,
N>0 i¢in
P{

b
jf(t)dW(t)

b

>g}sp{jf2(t)dt >N}+~Ii (3.21)
g &

esitsizlifi vardir.

Ispat: Her ft) fonksiyonu ¢ (t) basamak fonksiyonu ile ilgili olsun. Eger f(t),
[t,,t,.,] arahifinda sabit ise k=0,1,....,m-1 igin
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k
f(1), efier D F2(t))(tj-tj) <N ise
P (t) = o

k
0 . efer ) f2(tj)(tpy-t;)) >N ise
j=0

olsun. Burada t; <t <t oldufunda f(t)=f(t)) dir. Eger R)cIL’[ab] ise

J

e()ell’[ab] ve

b s
[P xmadt= 3251 -t)
a

=0

S
bulunur. Burada s, s<r-1 iken > f2(t;)(tj;—tj)<N olacak bigimde en
i=0

bityiik tamsayidir. Buradan da

ET(]);(t)dt <N

a

b
bulunur. Eger [£2(t)dt <N ise her te[ab] igin £(t)-gy(t)=0 olur. Béylece

a
o
P{ >e}.<.P{ > +P{jf2(t)dt>N}

bulunur. Chebyshev esitsizligi ile
2

1
1

b b
[£®aw() [onmaw(e)

N

)
€

>€ sizE
£

b
[on(aw ()
a

b
[on(H)aw (o)

oldugundan

N b
>ep <—+P{[f2(1)dW(t) >N
€

a

b
jf(t)dW(t)
a

elde edilir.
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3.3 Herhangi Bir Fonksiyon igin integral Tanimi

Simdi de n? [a,b] tizerindeki herhangi bir f{t) fonksiyonu igin stokastik integral
tamimlanacaktir. Lemma 3.1.1 vasitasiyla

b
lim [|fa()-f@dt=0 st (3.22)
n—>w a .

olacak bigimde f e]LZ[a,b] basamak fonksiyonlan dizisi vardir. Buradan

m—>c
o a

b
lim P{ | |fn(t)-fm(t)|2dt}=0 st.

yazilir. Lemma 3.2.3 den £ >0 ve p>0 igin

1

bulunur. Buradan da

b b
[Ea(®)aW)- [ m(0YaW (1)
a a

b
> s} <p +P{J]fn(t)- fm(t)|2 dt> azp}
a

lim ?fn W) = ?f(t)dW(t) s.t.
n->o, a

elde edilir.

b
j £(£)dW(t)
a

integraline W(t) wiener siirecine gore f{t) fonksiyonunun “stokastik integrali”
denir. Yukaridaki tamm {f,} dizisinden bagimsizdir. Eger {g,} dizisi,

b
lim [lga(-ft)dt=0 st
n—)ooa
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olacak bicimde 2 [a,b] Gzerinde f{t) ye yakinsayan basamak fonksiyonlann bir
bagka dizisi ise, {h,} dizisi hy,=f, , hyp4; =8, olmak sartiyla olasilik dahilinde

b
ft) ye yakmnsar. Sonucta { | hn(t)dW(t)} dizisi olasihk anlaminda yakmsaktr.
a

Buradan J fadW(t) ve j gndW(t) nin limitleri stokastik olarak esittir.

Teorem 3.3.1: f;.f) ell?[a,b] ve c1.¢3 €IR olsun. ¢;f; +cyf; ell*[a,b] ve

b b b
[Tesfrreafa] dW(t) =c; [ AW (t)+ o, [ £,aW(1) (3.23)
a a a
elde edilir.
Teorem 3.3.2: Eger f eIM?[a,b] ise
b
E j £(t)dW(t)=0 (3.24)
a
b 2
E|[f(t)dW(t)| =E[f*(t)dt (3.25)
a a

elde edilir.

Ispat: Lemma3.12 ile IMZ[a,b] tizerinde
? 2
lim E[|f,(t)-£(1)[’dt=0
n-»
a
olacak bigimde f;, basamak fonksiyonlan dizisi vardir. Buradan

n—»oo

b b
lim B[f2(t)dt=E[f*(t)dt (3.26)
a a

sonucu elde edilir. Lemma 3.2.2 ile
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b
E[ £, (t)dW(t)=0 (3.27)
a
b 2 b
E|[fa(t) dW(t)| = E[f,’ (t)dt (3.28)
a a
2
lim E?fn (t)dW(t)-Tfm(t)dW(t)
nLm—>o |, a
b
= lim Ef[fa(t)-fu(®)’dt=0 (3.29)
nm—>o o

olur. Stokastik integral tanimindan

b b
im [f,()dW(t) = [£()dW(D) st
n—)wa A
elde edilir. (3.29) ifadesi kullanilarak 112 (Q) iizerinde

b b
lim [£,()dW(t) = [£(t)dW(t)
n—oo
a a

sonucuna ulagihir. Béylece

b b
E[£(t)dW(t) = lim E [£a(Byaw(t)
n—oo

a a

2 2

E

b
j f(t)dW(t)| = lim E
a n—

b
[fa(yaw()

ifadeleri elde edilir. (3.27), (3.28), (3.26) ifadeleri ile (3.24) ve (3.25) ispatlanms
olur.



Teorem 3.3.3: Eger f ell?[a,b] ise ve herhangi bir >0, N>0 i¢in

1

b
[£@&aw(r)

a

b N
>gb<P jfz(t)de +— (3.30)
€

a

esitsizligi yazihr,

Ispat: Lemma 3.1.1ile

b
lim [Ify(0)-£0) dt=0 (3.31)
n—»w a
olacak bigimde f, e I1%[a,b] basamak fonksiyonlan dizisi vardir. Stokastik integral
tammu ile

b b
lim j £,()dW(t) = j fOIW() st (3.32)
n—»ooa

a

yazilir. Lemma 3.2.3, f; fonksiyonuna uygulanirsa

F N
P >e't<P{ {2 (0dt >N b+
a

(")’
elde edilir. n—oo igin limit ahmr ve (3.31) ile (3.32) kullamlirsa , €3¢ ', N<N i¢in

b N
P > SP{JfZ(t)dt>N}+( 7
a €

sonucuna ulagilir. €' Te ve N'IN ile (3.30) elde edilir.

b
[Eaawe)

a

b
j f(t)dw(t)
a
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Teorem 3.3.4: f, f, € [L’[a,b] olsun ve

b
lim [lfy()-f@®dt=0 st (3.33)
n—)wa
varsayilsin. Buradan
b b
lim [£,()dW() = [fO)dWE) st (3.34)
n—>w
a a

ifadesine ulagilir.

ispat: Teorem3.3.3 ile €0, p>0 igin

1

yazilabilir. n—>0 igin limit alinarak (3.33) kullanilirsa (3.34) elde edilir.

b b
[ a0~ £)AW () > e} < P{I (- £ dt > szp} +p
a a

Teorem 3.3.5: Eger fell? [a,b] ve siirekliise vede lim max(tyy.;—tpx)=0 ile
n—>o

[a,b] aralifinin a=tpo <tpj<..<tgm =b aynsmiicin

n—>® k=()

my, -1
lim 3, £t )| W(tn i)~ Wit )] = ?f(t)dW(t) st (3.35)
a
esitligi yazilir.
Ispat: g, basamak fonksiyonlar, 0<k <mp-1 iken efer tpy <t<tpy+] ise
gn(t) = f(ty k) seklinde olsun. Hemen hemen her o igin t[a,b] de

lim gp(t)=£(t)

n—w

diizgiin yakinsar. Buradan



fim Tlgn(t)—f(t)lzdt=0 as.
n—-)ooa

bulunur, Teorem 3.3.4 ile

?gn tdW(t)= ?f(t)dW(t) s.t.

lim
n >0 a a
elde edilir.
b m, -1
[eaaW(t) = 3 £(tn 1) Wltn,ka1) - Wlta )]
a k=0

oldugu i¢in (3.35) iddias: saglanir.

Teorem 3.3.5: feIM?[0,T] olsun. Herhangi bir §>0 igin

t 1 T .
P{OggT £ f(s)dW(s)|> a} < gz—E £ £2(s)ds

esttsizligi vardir.

Teorem 3.3.6: feIM*[0,T] olsun. Buradan

2 2

<4E

t
j f(s)dW(s)
0

T
j £(£)dW (1)
0

T
E{ sup =4E[f*(t)dt
0<t<T 0

ifadesi elde edilir.
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BOLUM 4. STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1. Stokastik Diferansiyel

Tamm 4.1.1: Her 0<t, <t,<T i¢in

t t
&€ = f a(t)dt + f o(t)dW(t) 4.1)

t 4
bagintisim saglayan &(t) stokastik stirecinin diferansiyeli

dg(ty=a(t) dt + o(t) dW(1) (42)

seklinde ifade edilir. Burada a(t)cIL![a,b] ve o(t)eIL?[a,b] dir. Buradaki &(t) siireci,
karakterize edilemeyen ve siirekli bir fonksiyondur. Stokastik diferensiyel, lineerlik
6zellifine sahiptir[4].

Lemma 4.1.1: t; <tyigin t)} = tyq <tpj <....<ty, =t arahk aynsim verilsin ve

n—»o k ’

n-1 2
lim X [Witaxs1)-Witag)] =(t, - t) st

elde edilir.

. L) 2
Ispat: C,= kZOIW(tn’kH) - W(tn,k)] olsun. Buradan

- L=t

ve [W(t,,0)-W(t,,)] degiskenlerinin bagmsizligmdan



Varl=3 Var[W(t, ) - W(t,,)]

=0
yazilabilir. Fakat

Var[W(t,,,k,,l )-W(t,, )]2 < E[W(tn,kﬂ )-W(t,, )]4': 3 (togen ~tax)’
oldugu icin

ne-l 2 .
VarCy, < 3Z(tn,k+l "tn,k) < 311_130 max( LAPUPE) A0 ) (t,-t,) =0
k=0

bulunur. Chebyshev esitsizliginden

P{n- BLole < 22m = 0
4

elde edilir.

Sonug 4.1.1: t, < t, i¢in
‘f 1 2 1 2 1
WaW () =5 [We)|” ~S[Wen]” -5t - 1)
4
Ispat: t) <ty igin t1= tpo <tp; <...<tpp =ty ve lim max (., - t,, ) =0

ise

t n-1
fw@awe - tim 2 Witn 1) Wit 1) - Wetn )]
t n—>0k=(

n-1
Lim ¥ {[W(t,,,,m)]2 —[W(t,,,k)]2 -[W(tn,k+1)—W(tn,k)]2}

2 n>0p_g
n-1
~ V)T W -1 tim 3 [Wetpson W]

Buradaki limit olasilik anlaminda limittir ve Lemma 4.1.1 ile t, -t, e yakinsar.
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Sonugta
fwoaw = wee)T - WeT -5 (6 1) @*3)
veya
d(W(t))" = dt+2W(t)dW(t) (4.4)
elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2:t, < t, igin  d(tW(t)) =tdW() + W(t)dt  bulunur.

t n-1
ispat: j tdW ()= nli_r)xxwkgo(tn,k)[W(tn,kH)—W(tn’k)] sit.

4

n-1
= lim . [(tni)Wltn )~ (tni) Wit )] @.5)
N—>W k==()

t n-1
ve f W= fim 3 Witgee)|CCase)~(tax)]

n-1
=tim X [(tnir1)Wltnks1)~ o) Witn )] 4.6)
B>®©k=0

(4.5) ve (4.6) ifadeleri toplanirsa
If
= i t W(t —(t W(t
lim 3, [ ) WCtneen) = (g0 Wit
= tzw(tz )' tlw(tl )
bulunur. Sonug olarak

dEW(D)=tdW(E) + W(t) dt .7

olur.



Teorem 4.1.1:
dgi(t) = a;(Ddt + o3(HAW(H)
dE, (1) = ay(®dt + o, (HAW()
ise carpimin diferansiyeli asafidaki gibidir.
d[€1 (D& (1) 1=81(1)dEy (1) +E5 (1) dE; () o 1(Do 2 (Ddt (4.8)

veya 0<t; <t,<T igcin integre edilmis hali

ty t
E1t)altD) - & 1t = [ &1 (R (Bdt+ [ £(Don (AW (D)

5] 1

tz t2
+[ & (a0t + [ & (Do (AW ()

t 4y

ty
+[aroy (0t “9)

f

ispat : Oncelikle [t t2] arahBinda a,(t)=a,, oy(t)= b'l, a,(t)=a, , p(t)=oy
sabit olsunlar. Bu durumda ispat igin (4.4) ve (4.7) ifadelerini gerceklemek yeterlidir.

Simdi a;, o; (=1,2) katsaydan [t,.t,] arahfinda basamak fonksiyonu olsun.
[t,.t,] aralif ardisik araliklar halinde yazihir ve de bu araliklarda toplam alinirsa (4.9)
ifadesine ulagilir.

Simdi de genel durum igin a; ve o; ler (i=1,2)

T
im flajq(t)-2;(]dt =0 as.
n—»oo 0



a4

T
lim [lo; o(t)-0;(t)]dt =0 as.
n—>w0

olacak bigimde 2;, . ©j, karakterize edilemeyen basamak fonksiyonlar ile
yaklagtinlsin ve

4 t
Ein(8)=£i(0) +[ 2 y(s)ds+[ oy n(s5)AW(s)
0 0

olsun. Sonugta

lim suleﬁl,n(t) gl(t){ 0 s.t.

n—w

ve de te[0,T] i¢in

im & y(1)=&;(t) as (4.10)
n—>w
diizgiin yakinsayacak bi¢imde bir &; ;y alt dizisi vardir. (4.10) ile

lim J2 632905 00W0) - Jzal (oW st

n=n'-

bulunur . Aym gekilde

I €i,n(tajn(t)dt = j&, (aj()dt  as.

4

ty

lim_ joln(t)o“(t)dt jol(t)czdt a.s.
t

elde edilir. (4.9) denklemi a; ;,, G; p, &; , i¢in yazilir ve de n—>o icin limit alimirsa (4.9)
iddiasina ulagilir,
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Teorem 4.1.2: &(t) stokastik siireci,

dg(t) = a(t)dt + o(IW(t)
stokastik diferansiyeline sahip olsun. f{t,x), (t,x)e[0,00)xIR igin siirekli bir fonksiyon
ve fi (t,x)), fx(t,x) , fxx(t,x) siirekli tiirevlere sahip olsun. f (t,E(t)) asagdaki
sekilde verilen bir stokastik diferansiyele sahiptir.

d ft.6() = [ £ (t.5(1) + £ (t EB)a(t) + %fxx(tyé(t)) % (t)+)] dt

+ £, (1, &1) (AW (4.11)

(4.11) formiiliine “ito formiili” denir. Eger W(t) siirekli tiirevlenebilir olsaydi toplam
diferansiyel teoreminden —;-fx,,(t,f,(t))a2 (t)dt terimi olmayacakt:

Ispat : Ispat basamak basamak yapilacaktir.

Adm I: m >2i¢in (m tamsay1)

AW = m{We = taw () + 2D w2 dy .12)

Bu tiimevarimla gosterilebilir. m=2 igin Teorem 4.1.1 den bulunur. m>2 olsun. m =k
i¢in saglandif varsayilsi ve m=k+1 igin ispatlansin. Teorem 4.1.1 kullamilarak

d[W(B)]<= d[(W(t))* WO I=(W(t))* dWEO+WRd(W())* + k(W(t))“'dt
k k-1 k(k - l) k-2
= (W(1))*dW(t) + WHIk(W(t))* dW(t) + —Z—(W(t)) dt]
+k(W(t))dt

k(k+1)

2

= (k1 (W(L)"*dW(D) + (W(t)“dt

Stokastik diferansiyelin lineerlik 6zelliinden herhangi bir f{x) polinomu i¢in



AW (E)=F ' (W)W () %f"(wct»dt @.13)
elde edilir.

Admm 2: Q(tx) = g(t)f(x) olsun. Burada f{(x) bir polinom ve g(t), t>0 icin strekli
tiirevlenebilir fonksiyondur, Teorem 4.1.1 ve (4.13)ile
dQ(t,W(1) = d[s(ORW (D)} AW (D)dg(t)+ g(t)df (W(t))

= I (WEOIW() + %f "(W(D)dt ] +£(W()) g(t)dt

=[EW) g®) + -;-g(t)f "(W(D)] dt + g(Of (WENIW D)

Yani 0<t; <t,<T i¢in

t
Aty ()1 - Ot Wet1 = | @y W)+ Qe WO
t1-
(4.14)
t
+ .f Q. (1, W())W(t)

4
yazlir.

Adm 3: Q(t,x)=§gi(t)fi(x) igin (4.14) formili gegerlidir. Burada £(x) ler

i=1

polinom, g;(t) ise siirekli tiirevienebilir fonksiyondur. Qpu(t.x),

QUEDRL), QD > D)

2
T30 > a8, 2 Q) >

olacak bigimde polinomlar dizisi olsun. Buradan
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t
Qulty, Wit Q11 Wet1 = [—gt—qn(t,wa» +-;'"§2‘Qn(t,w(t))}1t
L3}

{f = 0y, WONWC) @15)
yazilir. Boylece 1
lim. zJ: [gon(t,wa)n%gyon(t,wa»]m as
- :f [ Wep e W
- 1

215 2
lim Jz l'é;Qn(t,W(t))-fx(t,W(t))l dt=0  as.

n——)ootl

olacafi agiktir. (4.15) ifadesinde n—oo igin limit alinirsa

t
2, W) It W) | [ft(t,wa»%fna,wa»}n
4

t
+.f £, (t, WEOXIW() (4.16)
]

bagntisina ulagihir,

Admm 4: (4.16) ifadesi,

LWL, &1 +a5t+0,W(D)
siirecine genigletilebilir. Burada §;, a;, by 3, e gore olgiilebilir yans defiskenleridir.
Yani £=¢; +a;t+oyW(t) iken

t
Ot W WD | 00+ .00+ BN }‘t

)



t
+ J £, AW @.17)

t

bulunur. (4.17) denkleminin ispatt (4.16) denkleminin ispatimn bir tekrandur.

Adim S: Eger a(t), o(t) basamak fonksiyonu i¢in

t
£t &t )~ £t )= | [fta,&mwfxa,&(t»a(t)+-§—fn(t,§(t»é(t)}at
L}
t
+f £ (LED(OIW (D (4.18)
4
yazihr. [t),ty] arahfs, a ve o lann sabit oldufiu ardigk arahklara aynisin. (4.17)

ifadesinde [t;,t5] yerine her aralifin u¢ noktalan alinrsa ve de n Uzerinde toplam
alimirsa (4.18) bulunur.

Adm 6: a; veo; ler

lim ﬂai(t)-a(t)ht =0 as (4.19)
1-p00q
lim }Ici ®-c0fdt=0 st (4.20)
i»w 0

olacak bicimde karakterize edilemeyen fonksiyonlar olsun ve de

t t
&) =50) + [a;(s)ds + [0 (8)AW(S)
0 0
olsun. Buradan

Im sup }E,i(t)-&(t)lzo s.t.
1—>00g1<T



olur. Sonugta {i'} altdizisi igin

lim  sup |§,(t) E(t)|=0 a.s. (4.21)
i=i'—»w0 0<1<T

elde edilir. (4.21) ve (4.20) den

lim fe, a6, 0E00fe=0 st
i=i'—>00

ve yine

llm f £ (L& O (OIW(E) = Jz f(LEO)SAW(E) st

elde edilir. (4.19), (4.20),(4.21) ifadelerinden

lim j[ [ft(t &)+ (L& ®)a; () + fxx(t,é(t))fa(t)z]d st.

i=i'—>w0 tl

t
f l:ft (t.8O) + . (LEDaB+ fmc(t,ﬁ(t))ﬂ2 ('t)]m

t

oldugu kolayca bulunur. (4.18) ifadesini a=a;, 6 =0;, £ =&; igin yazarak ve de
i=1i —>o alarak (4.18) ifadesi genel a ve o icin bulunmus olur.

Teorem 4.1.3: 61(t), 65(t)eIlL2[ab] olsun ve

T T
[Bol(tydto , [Eol(t)diw
0 0

olsun . Buradan

T T T
E [ (t)dW(t) j 02()dW(t)=[ Eoy(t)o, (t)dt
0 0 0



elde edilir.

T T T 2
E[o1(t)aW(t) [or(H)dW(t)= % E[ flortr+o, (t))dW(t)]
0 0 0

. T 2l T 2
- EE[ { cl(t)dW(t)) -—Z—E{ { G5 (t)dW(t))

T
- % js(ol(t)m(t))zdt-—;— TEo%(t)dt--;— }Eo%(t)dt
0 0 0

T
= [Boioa ()t
0

4.2 Stokastik Diferansiyel Denkiemler

dn(ty=a(t,n(®dt+o(t,n(t))dW() (4.22)
denklemine "stokastik diferansiyel denklemi” denir. a(t,x) ve o(t,x) fonksiyonlan
(4.22) denkleminin katsaydandir ve (t,x)e(0,T)x(-c0,0) icin tammh ve de 8lgiilebilir
fonksiyonlardir. W(t), wiener siirecidir. Asafiidaki gartlan saflayan #(t) siirecine
“(4.22) denkleminin ¢dziimiidiir” denir.

i) 3J; , olghlebilir n(s) ve W(s) degiskenlerine gére sigma cebiri gostermek
tizere W(t+s) - W(t) siireci, 3¢ ye bagh degildir.

ii) a(t,n@®)<eILY0,T] ve o(tn(t))eIL2[0,T]
iii) {0, T} aralimda n(t) siireci

dn(®) =a(t)dt +o()dW(t)

stokastik diferansiyeline sahiptir. Burada a(t)=a(tn(t), o(t)=o(tn(t) dir.



Eger n(t), (4.22) denkleminin ¢oziimii ise t>0 i¢in n(0), W(t)-W(0) siirecinden
bagimsizdir. Stokastik integral tanimi kullamlarak (4.22) denklemi

n)= n(0) + j a(s)ds + jG(S)dW(S) (4.23)

0 0
sekilde ifade edilebilir. Eger o(tx) = 0 ise (4.22) denklemine "adi diferansiyel

denklem" denir ve her ®€(Q igin ¢oziilir.

fto formiiti kullamlarak (4.22) denkleminin doniisimleri diigiiniilsin. n(t), (4.22)
denkleminin bir ¢oziimii, f{t,x) ise (t,x)€[0,T]x(-00,00) i¢in tammh ve siirekli fonksiyon
aynica fi(tx), f{tx), £f,(tx) tirevierine sahip olsun. Her tc[0,T] i¢in ftx)
fonksiyonuna ters olan bir g(t,x) fonksiyonu vardir. Yani f{t,g(t,x))=x ve g(t,f{tx)) =
x dir. ) =ftn(t)) olsun. Buradan n(t)=gtL(t)) vede

dC(®) = [ftn(@) + £(n®) atn(®)) + %fxx(t:ﬂ(t)) o2(tn(®)] dt
+ £ (,n®)o(t,nt )JdW(t)

denklemi yazilabilir. Sonugta {(t) siireci
de(ty=a (LEM)dt+ o(LLH)IW(E)

denklemini saBlar. Burada

;(t,X)=ft(’t,g('t,x))Jffx(t,g(’t,x))a(’t,g(t,x)ﬁ%fxx(t,g(t,x))ff2 tetx) (424

o(tx)=E gt x)oltgtx)) (4.25)
Fonksiyonun bu sekildeki yazihmi diferansiyel denkleminin daha uygun bir forma
(katsayilan degigtirmekle) doniigmesini sadlar. Burada iki tiirli analizden sozetmek
mimkiindiir.

) otx)=1 yani £{tx)o(tx)=1 veya
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1 1
< EE’E&S‘“ (426)

e

Bu gekildeki analiz ancak o(t,x) >0 ve o,(tx) sirekli ise mimkiindiir.
ii) a(tx)=0 olsun. Bu durumda f{t.x) fonksiyonu

of(tx) 1
afg;x) fatx) ‘79%25"2“”)225:%{2:0 (4.27)

denklemini saglar. Eger a(tx) ve o(tx) katsayilan t parametresinden bagimsiz ise
ft,x) igin daha agik bir ifade bulunabilir. Bu durumda (4.27) denklemi

a®f () +_;- SR (xy=0
denklemine donigiir. By denklemin ¢oziimii ise

s _[2a(0)
fix)= C1+C2§exp{ I 20) du}dz

0

4.2.1 Katsayilan t parametresine bagh stokastik diferansiyel denklem
dn(t)=a(t)ydt+ o(t) dW(D) (4.28)

n(t) = n(0)+ j a(s)ds + j o(s)dW(s)

t
formundadir- Bu bagimsiz artigh bir gauss siirecidir. Cinkii fo(s)dW(s) normal
L

dagiimugtir. Buradan

Efn(t)n©)] = [a(s)ds



Var [n(§)-n(0)] = f o? (s)ds

0
elde edilir.

4.2.2 (4.22) denkleminin (4.28) denkiemine indirgeme kogulu

& = Kt,n() olsun. {(t) siirecinin
dZ(®) = 2 (®dt + o(t) dW(L)

stokastik diferansiyel denklemini saflamasi icin (4.24) ve (4.25) denklemlerinden

RE)E) £,00) + 2 Flt) 0708) =30) 4.29)

£(tx)o(tx)= o(t) (4.30)

olmas1 gerekir. Bu denklemlerin sag yanlan x defiskenine bagh olmadifl: i¢in g(t,x)
yerine x yazilabilir. (4.30) denkleminden

_ o
£t 0= g @31
yazilir, (4.29) denklemi x degiskenine gore tiiretilirse
fu+—a—a;[a(t,x)fx(t,x) + éola,x)fu(t,x)] =0 4.32)

elde edilir. (4.31) denkleminin x vet ye gore ikinci tiirevieri

; tI(Wcvt(t)o(t;:;)(-t’ci(;)q(t,x)

R U ()]
T x)
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bulunur. Bu tiirevier (4.32) denkleminde yerine yazilirsa

Satx) Aoy o[ . o) 1, { G(t)ox(t,x)]}zo
LG I (35 [a“’ Vo0 27 CA 2

veya

) [otx) @ (““”‘)J ]
Fr R T ey L i (4.33)

denklemine ulagilir. (4.33) denklemi x defiskenine gore tiiretilirse (4.22) denkleminin
(4.28) denklemine indirgeme sarti elde edilir.

2 0y (t,x) (a(t,x)) ]}
{dt’ {Gz(t,x) aclattn),) T 20 %) (434)

Efjer (4.34) denklemi saflanirsa (4.33) denkleminin saf tarafi sadece t ye bagl olur.

(4.33) denkleminden o(t)ve £(tx) -c‘é)) ile f(tx) belirlenebilir. (4.33) denklemi

f;[ft (& x)alt D) (4.%) + —;—az(t,x)fn(t,x)] <

denklemine denktir. Kogeli parantez icindeki ifade x deffiskeninden bafimsizdir ve
a(t) olarak alinabilir. Eger a(tx)=a(x) ve o(tx)=o(x) ise (4.33) denklemi

30 _ {in d(egz)]
a0 2% D o)

haline doniigiir. Bu denklemin sol tarafi sadece t parametresine, saJ taraf ise x
degiskenine bagh oldugundan

d (t) {l " a(x)
o0 =ofx o(x) (4.35)

olur. C sabit bir sayty1 gostermektedir. Somugta G(t)=e"' ve (4.31) denkleminden
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_ctf 4y
]2
bulunur. Buradan
el [ 9Y_ a) 1 -
at)=e [CI c(y)+ o) ZG(JC):I
elde edilir,

4.2.3 Lineer stokastik diferansiyel denklem

x degiskenine lineer bagh a(t,x) ve o(t,x) fonksiyonlarindan olugan bir lineer denklem

dn(t)=fa()yHB(tm® Idt + [Y(OHOMOIdW() (4.36)
seklinde ifade edilir. o(ty=0 ve Y(t)}=0 ise bu lineer denkleme "homojen denklem"
- dn()=[B(tm(®)1dt + [6(tn(®)IdW(D 437
(4.37) homojen denklemin ¢oziimii asagdaki gekilde ifade edilir. n(0)>0 varsayilsm.

Siireklilikten dolayr belirli aralikta n(t)>0 dir. {(t)=logn(t) olsun. Ito formili
kullanilirsa

1 JLENR S S 1
di(t) e B(tm(t)dt 220 ° (O (t)dt + "o d(t(HIW()

denklemi elde edilir. Buradan
() = [ XDt + SOWEY)
=0+ (BE)-55*E)ds +Jaeawes
0 0

. (4.38)

B! t
n(®) =n(0) exp{ J B8 eas + a(s)dW(s)}
0 0



(4.38) formiili (4.37) denkleminin ¢bziimiinii ifade eder.
4.2.4 Homojen olmayan denklem

Homojen olmayan (4.36) stokastik diferansiyel denkleminin ¢oziimii igin n(t) ile ilgili
yeni bir {(t) fonksiyonu E(t)=np(t)n(t) seklinde olsun. Burada

t t
10(t) = expl- [ (B(5)- 337 )ds - [3(:)AW )]
0 0
Yukandaki denklemin diferansiyeli alinirsa
dng(t) = no(t)[(—ﬁ(m—;-sz (t))dt—s(t)dwa)]

ifadesi bulunur. Sonugta

dg(t) = n(t)dnp(t) +ne(t)dn(®)- [YOH3OMEI o ()5t

~n@no(®) L5 5 - BOI- nOm)BOIWE)

+ mp(t) [a(t) + B(E) n(®) Jdt + mp () [t} HB (M) IAW(H)

- 50 O+ 3OO dt
= (] &H1OBE»3 OB (O + T () OIWE)
0= o 6] a)- 19850 2829 s+ Friomoawee
0 0

bulunur. Bagintida {(t) icin mp(t) yazbirsa ve n(t), (%) ile ifade edilirse agagidaki
¢oziim elde edilir.



t 1
n(t)=exp{ f {B(s)--;-sz(s)]mJS(s)dW(s)}
0

0

x{n«»J epo (B3 @) - Zs(umwm}[ A NS 1ds
0 0
t s 1 S
+ av{— [ BC)- 28 (w))du - [B(u)aW(w) {7 (AW (S)
0 0 0

4.2.5 Lineer hale indirgenebilen denkiem

(4.22) ve (4.36) denklemindeki katsayilar t den bafimsiz olsun. Eger denklem, f(x) in
tersi g(x) ve [(t)=f(n(t)) ile lincer hale indirgenebilecek ise

(B (8s) + o) £ (el =a + B

o(g)f (g(x)) =y + bx

olacak bigcimde o, B,y ve & sabitlerine ihtiyag duyulur. Bu denklemlerde x=Rz)
yazilirsa

a(x)f'(xﬁ;—oz(x)f”(x)rawf(x)
(4.39)
a(x) £'(x) =y + 3 Kx)

elde edilir. 50 varsayilsin. G(x) = T;(!;)dz almak suretiyle
0

fx) = Ce* - —;—

bulunur. Bunu (4.39) ifadesinin birincisinde yerine yazilirsa
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a1, [ 8 o(x)]}c 56061 ooty )
{G(x)5+2°2(x{oz(x) T =B +a

ax) 1, . 8. ] o _0B-vP
L‘() 28 ﬁ-—zc(x) P 5C
elde edilir.
a(x) 1
20= 3572 ®

olsun. Bu ifade denklemde yerine yazilir ve de tiirev alinirsa

d R
d| oz @) |

sart bulunur. (4.40) saglandifinda Rx)=Cexp{6 G(x)} ifadesi baglangictaki denklemi
lineer forma indirger. C bir sabit say1 ve

v il (o2 )

Z'(x)

olmaktadir. 5=0 ise
fx)=7Gx)+C

9 Li|rsrama

bulunur. Sonug olarak lineerlifie indirgeme gartt
d '
E;[c{x)z )] =0

olur.



4.3 Stokastik Diferansiyel Denkiem Coztimlerinin Varhk ve Tekligi

a(t,x) ve o(t,x) katsaydan (tx)e[0,T]xIR igin dlgiilebilir fonksiyonlar olsun. 0<t<T
i¢in n(0) baslangg sart ile

dn(®) = a(tn(v) dt + o(t,n(t)) dW(t)
veya (4.41)

1 t
n® =n(O)+ a(s,n(s))ds + [ o(s,n(s))dW (s)
0 0

denklemlerini saglayan n(t) stokastik siirecine (4.41) denkleminin ¢bzimii denir.
Burada a(tn(t))<IL1[0,T] ve o(tn(t))<IL[0,T] dir.

Eger o(t,x)=0 ise (4.41) denklemi adi diferansiyel denklem olur. o(t,x)=0 igcin varhk
ve teklik ispati asafndaki bicimde verilir.
Teorem 3.3.1: a(t,x) ve o(t,x), (t.x)e[0,TIXIR i¢in dl¢ilebilir ve
la(tx)-a(t.y)| + lo(tx)-o(ty)| <K p-y|
4.42)

a0+ poP <K2(1+x?)
olsun. K sabit bir sayry1 gostermektedir. 1(0), Ejn(0)® <o olacak sekilde W),
0<t<T} den bagmsizdw. Buradan (4.41) denkleminin IM2[0,T] tzerinde tek bir
goziimii vardr.
Eger m;(t) ve 1, (1) sirecleri (4.41) denkleminin iki ¢dziimii ise
P{m(ty=m()}=1 dir

Ispat : Once teklik ispatlansin. Bunun igin Ejn;(t)- nz(t)!z =0 bulunmas: yeterlidir.
(1) ve ny(t), (4.41) denkleminin iki ¢dziimi olsun. Yani
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mt)=n(0)+ ] a(s,ny(s))ds + } o(s,M;(s))dW(s)

0 0
M (t) =ﬂ(0)+j a(s,nz(s))ds +} o(s, 2 (s))dW(s)
0 0
olsun. Buradan

t t
M (®)-ma(t)=[[a(s, m () - a(s, a(D)]ds+ f[o(s,my(5) -0 (5,2 ()] AW ()
0 0

yazilir. Usteki denklemin once karesi sonra beklenen deferi almir ve de schwarz
esitsizligi kullanilirsa

Em®)-m@)f=

t 2

t
E{[ [a(s, m(s))-a(s, na () ]ds+ [ [o(s, m1 (8)) - 0 (5, 2 () [AW (s)
0 0

2

t
[Tots m(E)- 06,1 (6)JAW(s)

t
<2Et [ |a(s, m(5)) - a(s, mp ()] ds-+2E
0 0

t t
< 2K [ Bjny ()~ np () ds+ 2K [ Ejmy (5)-mp (9 s
0 0

t
<2(+DK? [ Ejy (5) - np () ds
0

t
Teoremin ispat1 igin a(t)=E|n1(t)-n2(t)|2 fonksiyonu a(t)scja(s)ds (a(0)=0)
0
ifadesini sajlayacak sekilde olsun. c pozitif bir sabittir. Buradan o(t)=0 ve
Ejny(t)-nz(9)?=0 bulunur. Sonug olarak P{n;(t)=ny(1)}=1 elde edilir.

Simdi de (4.41) denklemi i¢in ¢6ziimiin varhig ispatlansin. g, Jg-6lgtlebilir; W(t),
3; olgilebilir ve I{W(t+s)-W(s),0<s<T-t}, 3; den bafimsiz olacak bigimde sigma



cebirlerin artan sinift 3, {0<t<T} olsun. J;, my ve I{W(s), s<t} ile Gretilen sigma
cebir olarak alinabilir. Burada mg, 3{W(s), 0<s<T} den bagims:z varsayilir.

Simdi np(t)=mne ve
i1 t
Tm+1(8)= No+ f a(s, N ())ds+ o (5, Min ())AW(s) (4.43)
0 0

tammiansin. Timevarim varsayimlan 1y, eIMZ[O,T] ve

(M )k+l

| O (4.44)

B ©-m O s 52—
olur. Burada M sabit sayisi K ve T ye baghdir. 1 €3y oldugu icin m=0 ise M4
iyi tammhidir. Cauchy-Schwarz egitsizlifinden

2

t 2
[a(s, mo())ds| +2
0

Im®-nof’<2

t
Jos,no()dW ()
0

yazilir. Beklenen deger ve (4.42) Lipshitz gart ile
Efny(t)- no (1< 2K22(1+E|ng ) + 2Kt (1+E[no[?)
<Mt
elde edilir. Burada Mz 2K2(T+1)(1+E|no)”) dir. Sonugta m; eIM2[0, T} bulunur ve

m=0 icin (4.44) saglanr.

Simdi de m>0 igin varsaymm kabul edilsin ve m+1 igin ispatlansin. n, € IM2[0,T]

oldugu igin (4.42) kullanilarak a(t,nm(t))eMZIO,T] ve c(t‘,nm(t))eIMZIO, T}

bulunur. Sonug olarak (4.43) denkleminin safindaki integraller iyi tammmhdir. Schwarz
itsizliginden
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2

{

a1 (®-na® < 2tj[a(s,nm(s»-a(s,nm.l(S))dSI%
0

t

2
+2|[[o(s, (-G, nm.l(s))]dwcs>’ (4.45)
0

elde edilir. Beklenen deger almir ve (4.42) kullanilirsa
2 } 2 2 } 2
i -na(f’ <2K @)1 6 0+ 2 E )1 O
0
olur. Buradan M2 2K2(T+1) igin
t
a1 ()N < M[Elnp()- 1) s
0

bulunur. (4.44) ifadesinin saJ tarafinda k=m-1 yazlirsa

(Ms)”‘ _ (™!
(m+1)!

Engmi1)-nm®f <M j

olur. Sonugta (4.44) ifadesi k=m icin saflamr.ng,;cIM2[0,T] oldugu igin
titmevarim m+1 igin ispatlanmig olur. (4.45) den yine

0 st<T

T
sup [Nt 1()- MO < 2TK? f{ngy(8)- im0 ds
0

2
t

+2 sup |[[0(8, N (8)- 08, a1 (HAW(S)
0

Beklenen defer, Teorem 4.3.6 ve (4.44) kullamlarak

E sup [Npm+1(t)- nm(t)l2 < ZTKZ}Ehm(s) nm.l(S)l ds

0 <t'<T



Eosgg.rlnmﬂ(t)- ﬂm(t)l2 < 2TK? }Ehm(s)-nm_l(s)lzds
o

+8K? ]:Elnm(s)-ﬂm-i(s)lzds
0

<« MD”
m!

elde edilir. Burada C=K2(2T+8)T dir. Chebyshev egitsizlifinden

1 2m (MT)m
- —_3g2 R mhiaiur AR
P{ogg,rl'ﬂml(t) N (®]> Zm} c

egitsizliffi yazlir. i(ZZ‘“ (_l\g);_) <o oldugundan Borel-Cantelli lemmas ile

m=1

1.
P{Og‘g_rl"lmﬂ () - nm(®)]> mr 0} =0

bulunur.

lim a(t,ny,(t))=a(t,n(t)) as
m-yod
im o(t,nm(t)) =o(t,n(t)) as
m-—»®
lim }]qt,nm(t))-o(t,n(t))lzdt =0 st
m—»oq
oldugundan (4.43) denkleminde m—»oo igin limit alinirsa
t t
n(6) = 1(0) + [ a(s, n(s))ds + [ o (s, n())AW () (4.46)
0 0

denklemi elde edilir. n(t), (4.41) denkleminin bir ¢oziimadir. (4.43) ifadesinden
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2

f lots, N (S)|AW(s)
0

Efnms1 (O < 3Epno|” +3E
0

2
I a(s,nm(s»dsl +3E

1
< C(l +E|110|2) +C[Enm@ds
0

bulunur. Burada C sabiti K ve T ye baghdir. Tiimevanm ile

2 2, (3,2 mea t0H 2
Efna (O €| C+CH+C 4 4C™2 s [1+E|n0| ]

< C[l +E[n0]2:| et
olur. m—o ve Fatou Lemmas: kullanilarak

Ent)* < CQ1+Eno|) ¢

elde edilir. Sonug olarak n(t) eIM[0,T] dir.
4.4 Uygulama: Portféy Problemi
W(t), (2,3,P) tam olasihk uzay: iizerinde tammli  bir Wiener siireci olsun. {3,} ise

W(t) ile iiretilen standart filtre olsun.

Hisse senetleri ve tahvil iglemleri yapan bir finans merkezi diigtiniilsiin. Bir risk yatirimi
olan hisse senetleri icin S(t), t amindaki hisse bagt fiyati olsun. S(t) stirecinin

dSE=uSEdt+oSEHIWE  (20) (4.47)

stokastik diferansiyeli ile yonlendigi varsayisin. Burada p+#0, o>0 ve S(0)>0
sabitlerdir.

(4.47) denklemi
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BO) _ g+ oaw(t) (448)

5(t)

seklinde yazlabilir. Burada p degeri hisse senetleri igin hisse senedi getirisinin
ortalamasi, o2 ise varyansi olarak kabul edilebilir. (4.47) denklemindeki katsayilar
Lipshitz sartlarim1 saglar. Bu denklemin S(0) baglangic sartiyla tek ¢Oziimi vardur.
Bu ¢dziim

S(t) =S(0) exp{(u - %02 )t + G’W(t)} (t=0) (4.49)

Risksiz bir yatinim araci olan bonolar (devlet tahvil)) i¢in B(t), t anmdaki tahvil
bagina fiyat: gostersin. B(t)=B(0) e™ formilis ile ifade edilir. r>0 faiz oram ve B(0)
ise pozitif bir sabittir.

Bir yatinmcmn t amnda hisse senetlerinden a tane hisse aldify ve bunlan tt+h siire

sonra saftifs varsayihirsa gergeklesen sermaye kazanci a(S(t+h)-S(t)) olur. Genel
olarak bir yatimmcinm (tg,t11,(t1,t2],.....,(t5.1,tn] zaman arabiklarimn herbirinde
sabit miktarda hisse senetleriyle tiim [0,T] siiresince elindeki hisse senetlerini kontrol
ettiii kabul edilsin. Burada ty=0 ve ty;= T dir. Herhangi bir t aninda eldeki hisse
senedi miktarin: gosteren siireg , t<f0,T] olmak iizere

n
a(t)= Z a(t; )I(ti-i 4 } )

i=1

seklinde ifade edilir. [0,T] arabfmda gergeklesen sermaye kazanci da
n
3 a(t; )(S(t;) - S(ti—1)) (4.50)
i=1

seklinde olur. (4.50) formiilii a siirecinin dS e gore stokastik integralidir ve

T
Jawyasc (4.51)
[¢]



seklinde yazilir. (4.47) denklemi (4.50) ifadesinde yerine yazilirsa (4.52) ifadesi elde

T T T
Ja®)as)=nfa)s(rydt +o fa()S()dW (1) (4.52)
0 0 [+

Simdi de spekiilatér olmayan bir yatinmer doginilsiin. a(t), (tj.;,tj] siresince
gegerli olan bilgilere bajlh sans deBiskenleri olsun (yani a(t)e3; ). {a(t), t<[0,T1}
siireci tahmin edilebilir bir sireg olur. a(t) siireci integrallenebilen tahmin edilebilir
bir siireg kabul edilerek hisse senetleri igin siirekli ticaret modeli kurulabilir. (4.51)
ifadesi bu gekildeki bir yatinm stratejisinde sermaye kazancm ifade eder. Aym sekilde
b={b(t), t[0,T]} siireci ile de bonolar igin strekli ticaret modeli kurulabilir. Burada
b(t) streci, te[0,T] icin

t
[(sap(s) (4.53)
0

olacak bicimde tahmin edilebilir bir siiregtir. (4.53) ifadesi boyle bir yatinmdan
gerceklesen sermaye kazancim gosterir. (a,b) ikilisine bir "ticaret stratejisi” denir.
Her te[0,T] icin, efer

i t
aHSE+HOBH= (0)SOYOPO)+ [a(s)dS(8)+[b()dB(s)  (4.54)
o 4]

ise bu stratejiye "oto-finans" stratejisi denir. (4.54) denkleminin sol terafindaki kisma
su andaki "Portfy defieri” denir ve V(t) ile gosterilir. Portfoy deferi ilk yatinm ile
son ana kadarki sermaye kazancmmn toplamidir. a(t), b(t) degerleri pozitif olabildigi
gibi negatifte olabilir. Fakat toplam Portfoy deferi negatif olamaz. a(t), b(t) nin
negatif degerleri kisa siireli sahiglar anlamina gelir.

Simdi de =T amnda yatmmcisma H sabit fiyattan yeni bir hisse senedi alabilmesi
icin t=0 amnda yatiimcinin bir hisse senedi alabilmesi miimkin olsun. Bu H fiyatina
"islem fiyatt" denir. Eier t=T aminda hisse senedi fiyatt S(T)<H ise, senede islem
uygulanmaz ve senet defier kaybetmig olur. Difer yandan S(T)>H ise, senet sahibi
H fiyattan bir hisse senedi alabilir ve bunu S(T)-H net kar elde etmek igin S(T)
fiyattan satabilir. Sonucta senet, yatiimcisina t=T aninda (S(T)-H)* net kar birakar.



Bu finans modelinde cevap aranmasi gercken soru, t=0 amnda bu opsiyona 6denmesi
gerekli olan "tahmini defer" ne olmahdu? geklinde olacaktir. Black ve Scholes,
"tahmini defer” igin cesithi ¢dzimler ortaya koymuglardir[14].

Bir yatnma bu gekildeki tahmini degeri hisse senedi ve bonoya t=0 anmnda
yatirdiktan sonra, sanki opsiyon satin ahinmig gibi (S(T)-H)* miktanim elde edebilmek
icin oto-finans stratejisine gore kendi portfoy deerini yonlendirebilir.

Simdi tahmini degerin ve ilgili bir oto-finans stratejisinin nasil belirlenmesi lazim
geldigi incelenecektir. Her t<[0,T] igin

V(t) = £(S(t),T~1t) (4.55)

olacak bigimdeki V(t) portfoy deferi ile alakali bir (a,b) oto-finans stratejisi
bulunmaya calgidsin. Burada feC2l((0,0)x[0,T]) ve V(T)=(S(T)-H)* dir.
C2:1((0,0)x[0,T] ), f(x,s) reel-degerli fonksiyonlar uzaymi gostermektedir. fx,t), x e
gore iki kez , te[0,T] ye gore bir kez tiirevienebilir fonksiyondur. (4.55) ile tanimh
V(t) stirecine ito formulii uygulanirsa

V(t)-V(0)= } £ (S(u), T u)dS(u) —} fs(S(w), T-u)du
0 0

(4.56)
+§-I ?SZ (u)f, (S(u), T~ u)du
0

denklemi elde edilir. Diger yandan  V(t) deferinin (ab) stratejisine Kargihik bir
degier alabilmesi igin gerek ve yeter sart her te[0,T] igin

V(t)-V(0)= } a(u)dS(u)+) b(u)dp(u)
0 0
ve Vi) —a(DS() (4.57)
(V(t)—a(t)S(t)
b =
©="""3w
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olmasidir. (4.56) ve (4.57) denklemleri kargilastinlarak ve de B(t)=P(0)e™ yazilarak
her te[0,T]igin

a(t) = £,(S()), T-1) (4.58)
r{F(S(E), T— £) - S()E,(S(1), T— 1) = —£(S(1), T-t) + -;-0'282 (OF e (S(1), T—1)
ifadeleri elde edilir. Buradan (x,s)e(0,0)x[0,T] i¢in

1
A =502x2fxx+1xfx—rf (4.59)

lusmi diferansiyel denklemine ulagir. f(x,0) = (v-H)* ise baglangig sartidir. (4.59)
parabolik bir denklemdir ve f(x,0) = (x-H)" baglangi¢ sartiyla bir ¢oziim bulunabilir.

a= (%&_015) ve y=%oza2 +({r-—-;—oz)—r
olmak tizere
f(x,5) = (cylnlx]+ ¢y )x*e™
ifadesi (4.59) denkleminin bir ¢oziimiidiir. £(x,0) = (cilnlx|+ ¢y )x*=(-H)* ifadesi

s=0 amindaki yatinm miktarim gostermektedir.

Sonu¢ olarak o ile y arasinda bir bagintmin mevcut oldufu goriilmektedir.
Varyansin ve faiz oramnm degisik degerlerine karjihk farkh degerler ortaya
cikmaktadir, Yine bu gekilde belirlenecek bir tahmini degerin ortalamaya bagh
olmadifn gozitkmektedir.



BOLUM 5. SONUCLAR

Bolim 4.4. deki problemde, hisse senetleri ve bonolardan olugan bir portfoy
yonetiminde (a,b) ikilisi ile ifade edilen yatnm stratejisinde dénem sonunda kar
edebilmek i¢in donem baginda miktar olarak ne kadar yatinm yapilmas: gerektigi
iizerine ¢aligmalar yapilmugtir. {S(0),T) ile ifade edilen tahmini degerin ortalamaya
bagh olmadifi, fakat hisse senetleri getirisinin varyansma ve bonolardaki faiz
oranlarina bagh oldugu ortaya ¢ikmugtir. a(t) ile ifade edilen hisse senetlerinin her
te[0,T] igin daima pozitif ¢iktif1, b(t) ile ifade edilen bonolarin ise negatif degerler de
alabilecegi ortaya ¢ikmmgtir. Bu durumda hisse senetleri icin kisa satiglara gerek
olmadif: seklinde bir kanaata variimugtir.

Tahmini deger {S(0),T), q ile ifade edilsin. Baslangigtaki opsiyon fiyat: ise p olsun.
Eger p>q ise t=0 aninda agafidaki sekilde bir strateji takip etmek uygun olur.

i) Opsiyon p fiyattan satihr ve

i) (a,b) yatiim stratejisine gore hisse senetleri ve bonolarda q miktarinda
yatinm yapihr. Bu stratejiye gore baglangic kan p-g>0 olacaktir. =T aminda son
portfoy degeri a(T)S(T)+b(T)B(T)=(S(T)-E)* olur.



BOLUM 6. TARTISMA ve ONERILER

Stokastik analiz, iktisat ve mithendislik dallarinda bir ¢ok uygulama alami olan son
yillarin en popiiler konulanndan birisidir. Stokastik integral ve stokastik diferansiyel
denklem uygulamalan ile yakindan ilgilenen okuyucular i¢in [1], [4], [6], [9]
kaynaklan onerilir.

Béliim 4.4. deki problemde okuyucu farkli ¢6ziim yollart arayarak degigik yorumlar
ortaya koyabilir. o ve y mn farkh degerlerine kargihk farkh sonuglar ve yorumlar elde
edilebilir. Yine okuyucu portféy probleminde farkh bir strateji ortaya koyarak bu
stratejiye gore bir yatinm modeli olugturabilir. Bolim 4.4. deki problemle daha
yakindan ilgilenenler igin [6], [14], [18] kaynaklan 6nerilir.
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