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Bu çalışmada başlangıç şartları verilen genelleştirilmiş kompleks k-Horadam dizisi 

 2

, 2 , 1 ,KH H ( ) ( ) ( ) H ( ) ( ) ( )k n k n k nf k if k ig k g k if k g k 
        ve genelleştirilmiş Gaussian              

k-Horadam dizisi  2

, 2 , , 1GH H ( ) ( ) ( ) H ( ) ( ) ( )k n k n k nf k g k if k f k g k ig k 
        rekürans 

bağıntılarıyla tanımlanmış ve bu dizilerin temel özellikleri incelenmiştir. Bu dizilerin kısmı toplam 

formülleri elde edilmiştir. Daha sonra bu sayı dizileri için önemli bazı eşitlikler verilmiştir. 

Hankel matris yardımıyla r-Hankel matris tanımlanmış, elemanları genelleştirilmiş kompleks    

k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayılarından oluşan bu matrislerin normları 

hesaplanmıştır. Ayrıca elemanları bazı sayı dizileri olan bu matrislerin norm değerleri için hesaplamalar 

yapılmıştır.  

 

Anahtar Kelimeler: Genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam, Genelleştirilmiş Kompleks      

k-Horadam, r-Hankel.  
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In this study generalized complex k-Horadam sequence, 

 2

, 2 , 1 ,H ( ) ( ) ( ) H ( ) ( ) ( )k n k n k nKH f k if k ig k g k if k g k 
        and Gaussian k-Horadam sequence 

 2

, 2 , , 1H ( ) ( ) ( ) H ( ) ( ) ( )k n k n k nGH f k g k if k f k g k ig k 
       with initial conditions are defined by 

means of their recurrence connections and main principles of these sequences are examined. 

Subsequently, certain significant equations are given for these numerical sequences.  

r-Hankel matrix is defined in wiev of Hankel matrix. Moreover, the norms of these matrices, 

whose constituents are composed of generalized complex k-Horadam and generalized Gaussian               

k-Horadam numbers, are computed. In addition, calculations are conducted for the norm values of these 

matrices, some of whose constituents are composed of certain numerical sequences. 
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,k nL   : n. genelleştirilmiş Lucas sayısı 

,k nP   : n. genelleştirilmiş Pell sayısı 

,k nQ   : n. genelleştirilmiş Pell-Lucas sayısı 

,k nH   : n. genelleştirilmiş Horadam sayısı 

nKF   : n. kompleks Fibonacci sayısı 

nKL   : n. kompleks Lucas sayısı 

nKH   : n. kompleks Horadam sayısı 

nGF   : n. Gaussian Fibonacci sayısı 

nGL   : n. Gaussian Lucas sayısı 

nGH   : n. Gaussian Horadam sayısı 

E
A   : A matrisinin Euclidean normu 

2
A   : A matrisinin spectral normu 

1
A   : A matrisinin sütun normu 

A
   : A matrisinin satır normu 

p
A   : A matrisinin lp normu    
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 1c A   : A matrisinin maksimum sütun normu 

 1r A   : A matrisinin maksimum satır normu 

 A   : A matrisinin spectral yarıçapı 

nA   : 
ija  elemanlarına sahip genel bir n-kare matris 
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T
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*
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1. GĠRĠġ 

  

 Sayılar Teorisi’nin çalışma alanının bir parçası, rekürans ilişkili olan sayı 

dizileridir. Rekürans ilişkili sayı dizileri birçok araştırmacının ilgisini çekmiş ve bunlar 

üzerine çeşitli araştırmalar yapılmıştır. Sayı dizilerinin bu kadar büyük öneme sahip 

olması, vücudumuzda ve çevremizdeki nesnelerdeki uyumla karşılaşmamızdan 

kaynaklanmaktadır. Bir ayçiçeğindeki taneciklerin şaşırtıcı düzeninin, çam 

yapraklarının düzeniyle gösterdiği inanılmaz benzerlik verilebilecek örneklerden sadece 

bir tanesidir. Bu benzerliklerin “altın sayı”, “gümüş sayı” ve “bronz sayı” gibi bir 

sayıyla ifade edilme çabaları etrafımızdaki sayısız göz alıcı şeylerde görülebilmektedir.  

 

 Rekürans sayı dizileri, rasyonel fonksiyonları temsil eden kuvvet serileri teorisi, 

pseudo rastgele sayı üreteçleri, dinamik zeta fonksiyonları, Poincare serileri, lineer 

rekürans dizilerinden oluşan Diophantine denklem sınıflarının çözüm dizileri gibi 

bilimin temel başlıklarını oluşturan birçok alanın ilerlemesinde önemi büyük olmuştur. 

Bu şekildeki diziler nümerik analizin önemli alanı olan yaklaşım teoride, şifre 

biliminde, bilgisayarla grafik çizimlerinde ve zaman serileri analizinde sıkça 

kullanılmaktadır (Civciv, 2009). 

 

1.1. Amaç ve Kapsam  

 

 Bu çalışmanın temel amacı, genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve 

genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayı dizilerini tanımlayarak bu dizilerin bazı 

özelliklerini araştırmaktır. r-Hankel matrisi tanımlamak ve elemanları genelleştirilmiş 

kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayı dizileri olan bu özel 

matrislerin normları için sınırları hesaplamaktır.  

 

1.2. Kaynak AraĢtırması  

 

 Çalışmanın bu kısmında, birçok alanda çalışma konusu olan, uygulama alanları 

günbegün genişleyen rekürans ilişkili sayı dizileri ve sayı dizileri yardımıyla tanımlanan 

Toeplitz, Hankel ve Circulant matrislerin normları üzerine literatürde yapılmış olan 

çalışmalardan bahsedilecektir.  
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 Horadam, “Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions” isimli 

çalışmasında, kompleks Fibonacci sayılarını 1i  

 

olmak üzere,  

1n n nKF F iF  
 

şeklinde tanımlamış, bazı özelliklerini ele almış ve bazı bağıntılar elde etmiştir          

(Horadam, 1963).  

 

 Horadam,  “Basic  properties  of  a  certain  generalized  sequence  of numbers”  

isimli makalesinde, kendi ismiyle anılacak dizisini tanımlamış ve tanımlanan dizinin 

genel özelliklerini ele almıştır (Horadam, 1965). 

 

 Horadam,  “Applications of Modified Pell Numbers to Representations” isimli 

çalışmasında, modified Pell dizisini tanımlayarak, modified Pell dizisinin özelliklerini 

incelemiştir. Pozitif ve negatif tam sayıların modified Pell dizileriyle temsillerini 

bulmuş, min-max dizisini elde etmiş ve bu dizinin özelliklerini incelemiştir               

(Horadam, 1994).  

 

  Karner ve ark., “Spectral Decomposition of Real Circulant Matrices” isimli 

makalelerinde, sağ circulant, sol circulant, ters sağ circulant ve ters sol circulant 

matrisleri tanımlayarak spectral ayrışımlarını incelemişlerdir                                

(Karner, Schneid & Ueberhuber, 2003).   

  

 Solak, “On The Norms of Circulant Matrices with The Fibonacci and Lucas 

Numbers” isimli makalesinde, elemanları Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan 

circulant matrislerin Spektral ve Euclidean normları için sınırlar elde etmiştir       

(Solak, 2005). 

 

 Cerin ve Gianella, “On Sums of Pell Numbers” isimli çalışmalarında, Pell 

sayılarının çarpımlarının toplamları, karelerinin toplamları ve ardışık toplamları için 

formüller vermişlerdir (Cerin & Gianella, 2007). 
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 Yalçıner, “Spectral Norms of Some Special Circulant Matrices” isimli 

makalesinde, elamanları Catalan sayılarından oluşan circulant matrisin spectral normu 

için sınırlar bulmuştur (Yalçiner, 2008). 

 

 Shen ve Cen, “On the Bounds for the Norms of r-Circulant Matrices with the 

Fibonacci and Lucas Numbers” isimli çalışmalarında elemanları Fibonacci ve Lucas 

sayılarından oluşan r-circulant matrislerin spectral normları için sınırlar elde 

etmişlerdir. İlave olarak bu matrislerin Kronecker ve Hadamard çarpımlarının da 

spectral normları için sınırlar bulmuşlardır (Shen & Cen, 2010). 

 

 Shen ve Cen, “On the Spectral Norms of r-Circulant Matrices with the k-

Fibonacci and k-Lucas Numbers” isimli çalışmalarında, elemanları k-Fibonacci ve k-

Lucas sayılarından oluşan r-circulant matrislerin spectral normları için sınırlar elde 

etmişlerdir (Shen & Cen, 2010). 

 

 İpek, “On the Spectral Norms of Circulant Matrices with Classical Fibonacci 

and Lucas Numbers Entries” isimli makalesinde, elemanları Fibonacci ve Lucas 

sayılarından oluşan circulant matrislerin spectral normlarını bulmuştur (Ġpek, 2011). 

 

 Uslu ve ark., “The Relations among k-Fibonacci, k-Lucas and Generalized k-

Fibonacci and k-Lucas Numbers and the Spectral Norms of the Matrices of Involving 

These Numbers”  isimli çalışmalarında, k-Fibonacci, k-Lucas ve genelleştirilmiş k-

Fibonacci sayıları arasındaki ilişkiyi bulmuşlardır. k-Lucas ve genelleştirilmiş k-

Fibonacci sayılarını içeren circulant matrislerin spectral normlarının alt ve üst sınırlarını 

hesap etmişlerdir (Uslu, Taskara & Uygun, 2011). 

 

 Yazlık ve Taşkara, “Spectral Norm, Eigenvalues and Determinant of Circulant 

Matrix Involving Generalized k-Horadam Numbers” isimli çalışmalarında, elemanları 

genelleştirilmiş k-Horadam sayılarından oluşan circulant matrisin spectral normunu, 

özdeğerlerini ve determinantını hesaplamışlardır (Yazlik & Taskara, 2012). 

 

 Shen, “On the Norms of Toeplitz Matrices Involving k-Fibonacci and k-Lucas 

Numbers” isimli makalesinde, elemanları k-Fibonacci ve k-Lucas sayılarından oluşan 

Toeplitz matrislerin spectral normları için sınırlar elde etmişlerdir. İlave olarak bu 
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matrislerin Kronecker ve Hadamard çarpımlarının da spectral normları için sınırlar 

bulmuştur (Shen, 2012). 

 

 Aşçı ve Gürel, “Gaussian Jacobsthal and Gaussian Jacobsthal Lucas 

polynomials” isimli çalışmada, Gaussian Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas 

polinomlarını ve sayılarını tanımlayarak pek çok özelliklerini vermişler                   

(Asci & Gurel, 2013). 

 

 Koshy, “Pell and Pell-Lucas Numbers with Applications” isimli çalışmasında, 

2 1

1 0
P

 
  
 

 

matrisiyle klasik Pell sayı dizisi  
0n n

P


 arasında  

1

1

n nn

n n

P P
P

P P





 
  
 

 

şeklinde bir ilişki sunmakta ve Pell sayıları için çeşitli özdeşlikler ve eşitsizlikler 

vermektedir. Benzer şekilde, 

0 1

1 2
A

 
  
 

 

matrisiyle n-inci klasik Pell sayısı nP arasında  

11

0

nn

n

P
A

P

  
   

   
 

bağıntısı vardır. Koshy, bu çalışmasında ayrıca Pell-Lucas sayıları için de çeşitli 

özdeşlikler ve eşitsizlikler vermektedir (Koshy, 2014).     

  

 Vasco ve ark., “k-Pell, k-Pell-Lucas and Modified k-Pell Numbers: Some 

Identities and Norms of Hankel Matrices” isimli çalışmalarında, k-Pell, k-Pell-Lucas ve 

modified k-Pell dizi terimlerini içeren bazı tanımlar ve elemanları bu dizinin elemanları 

olan Hankel matris için bazı sonuçlar bulmuşlardır                                                 

(Vasco, Catarino, Campos, Aires & Borges, 2015).  

 

 Altınışık ve ark., “Determinants and inverses of circulant matrices with complex 

Fibonacci numbers” isimli çalışmalarında, elemanları kompleks Fibonacci sayıları olan 
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circulant matrislerin deteminantlarını ve terslerini hesaplamışlardır                   

(AltınıĢık, Yalçın & Büyükköse, 2015).  

 

 Türkmen ve Gökbaş, “On the Spectral Norm of r-Circulant Matrices with the 

Pell and Pell-Lucas Numbers” isimli çalışmalarında, elemanları Pell ve Pell-Lucas 

sayılarından oluşan r-circulant matrislerin spectral normları için sınırlar bulmuşlardır 

(Türkmen & GökbaĢ, 2016). 

 

 Kızılateş ve Tuğlu, “On The Bounds Fort The Spectral Norms of Geometric 

Circulant Matrices” isimli çalışmalarında, elemanları genelleştirilmiş Fibonacci ve 

hiperharmonik Fibonacci olan geometrik circulant matrisi tanımlamışlar ve bu 

matrislerin spectral normları için sınırlar belirlemişlerdir (KızılateĢ & Tuglu, 2016). 

    

 Solak ve Bahşi, “On The Norms Of Circulant Matrices With The Complex 

Fibonacci And Lucas Numbers” isimli çalışmada, elemanları kompleks Fibonacci 

sayıları olan circulant matrislerin normları için hesaplamalar yapmışlar, Kompleks 

Fibonacci sayılarının altın oran değerini vermişlerdir (Solak & BahĢi, 2016). 

 

 Gökbaş ve Türkmen, “On the Norms of r-Toeplitz Matrices İnvolving Fibonacci 

and Lucas Numbers” isimli çalışmalarında, r-Toeplitz matrisi tanımlamış, elemanları 

Fibonacci ve Lucas sayılarından oluşan r-Toeplitz matrislerin spectral normları için 

sınırlar bulmuşlardır ( GökbaĢ & Türkmen, 2016). 

  

 Halıcı ve Öz, “On Gaussian Pell Polynomials and Their Some Properties” isimli 

çalışmada, Gaussian Pell polinomlarını tanımlamışlar bazı özelliklerini ele almışlardır 

(Halici & Öz, 2018). 

  

 Yağmur ve Karaaslan, “Gaussian Modified Pell Sequence and Gaussian 

Modified Pell Polynomial Sequence” isimli çalışmada, Gaussian Modified 

polinomlarını tanımlamışlar, Binet ve bazı toplam formüllerini vermişlerdir. Gaussian 

Modified Pell ve Gaussian Modified Pell polinomlarını içeren Catalan, Cassini ve 

d’Ocagne eşitsizliklerini vermişlerdir (Yagmur & Karaaslan, 2018). 
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 Halıcı ve Öz, “On Some Gaussian Pell and Pell-Lucas Numbers” isimli 

çalışmada, Gaussian Pell ve Pell-Lucas sayılarını tanımlamışlar bazı özelliklerini ele 

almışlardır (Halici & Öz, 2016).     

 

 Tossavainen ve ark., “On the spectral and Frobenius norm of a generalized 

Fibonacci r-circulant matrix” isimli çalışmalarında, elemanları genelleştirilmiş 

Fibonacci sayıları olan r-circulant matrislerin spectral ve Frobenius normları için sınır 

hesaplamaları yapmışlardır (Merikoski, Haukkanen, Mattila & Tossavainen, 2018). 

 

 Pacheenburawana ve Sintunavarat, “On the spectral norms of r-circulant 

matrices with the Padovan and Perrin sequences” isimli çalışmada, elemanları Padovan 

ve Perrin sayıları olan r-circulant matrislerin spectral normları için hesaplamalar 

yapmışlardır (Pacheenburawana & Sintunavarat, 2018).      

 

1.3. Temel Kavramlar   

 

 Bu bölümde, literatürde önemli bir yer tutan Pell ve Pell-Lucas sayı dizileri 

tanımlanacak ve bu sayı dizileriyle ilgili temel bazı özellikler verilecektir. 

 

Tanım 1. 3. 1. 0 0P  ,    1 1P 
 
olmak üzere, 

1 12 , 1n n nP P P n     

ile tanımlanan  n n
P


 sayı dizisine Pell dizisi ve bu dizinin elemanlarına Pell sayıları 

denir. 

 Pell dizisinin rekürans bağıntısı geriye doğru düşünüldüğünde negatif indisli Pell 

sayıları 
1( 1)n

n nP P

  
 
formülü ile elde edilir.  

 0 1, ,..., na a a  sonlu dizisinin üreteç fonksiyonu   1 2

0 1 2 ... n

nf x a a x a x a x      

şeklindedir. 0 10, 1P P   ve 1 22n n nP P P    olmak üzere, Pell sayıları bir kuvvet 

serisi yardımıyla elde edilebilir. 

  0 1 2

0 1 2

0

... ...n n

n n

n

f x P x Px P x P x P x




        

  

fonksiyonu Pell dizisinin üreteç fonksiyonu olmak üzere, 
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1 2 3

0 1 2 1

2 2 3 4

0 1 2 2

2 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2

2 2 2 2 ... 2 ...

... ...

2 2 2 ... 2 ...

n

n

n

n

n

n n n

xf x P x Px P x P x

x f x P x Px P x P x

f x xf x x f x P P P x P P P x P P P x





 

     

     

            

 

     

 

 

2

2

2

2

1 2

1 2

f x xf x x f x x

f x x x x

x
f x

x x

  

    


 

 

 

elde edilir. Üreteç fonksiyonu yardımıyla ve 1 2    ve 1 2    olmak üzere; 

  

 Pell sayılarının Binet formülü 

n n

nP
 

 





 

şeklinde bulunur (Horadam, 1971).  

  

 Pell sayıları arasındaki bazı bağıntılar, 

 2

1 1 1
n

n n nP P P      

2 1 2

0

2 1
n

n k

k

P P



   

1

2 2 1

0

2
n

n k

k

P P






   

 1

0

1
1

2

n

k n n

k

P P P



    

2 1

0 2

n
k k

k

k

P P
P 



  

şeklindedir (Koshy, 2014). 
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Tanım 1. 3. 2. 0 2Q  ,    1 2Q 
 
olmak üzere, 

1 12 , 1n n nQ Q Q n     

ile tanımlanan  n n
Q


 sayı dizisine Pell-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarına Pell-

Lucas sayıları denir. 

 Pell-Lucas dizisinin rekürans bağıntısı geriye doğru düşünüldüğünde negatif 

indisli Pell-Lucas sayıları ( 1)n

n nQ Q  
 
formülü ile elde edilir. 

 0 1, ,..., na a a  sonlu dizisinin üreteç fonksiyonu   1 2

0 1 2 ... n

nf x a a x a x a x      

şeklindedir. 0 12, 2Q Q   ve 1 22n n nQ Q Q    olmak üzere, Pell-Lucas sayıları bir 

kuvvet serisi yardımıyla elde edilebilir. 

  0 1 2

0 1 2

0

... ...n n

n n

n

f x Q x Q x Q x Q x Q x




        

fonksiyonu Pell-Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu olmak üzere, 

 

 

           

     

 

 

1 2 3

0 1 2 1

2 2 3 4

0 1 2 2

2 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2

2

2

2

2 2 2 2 ... 2 ...

... ...

2 2 2 ... 2 ...

2 2 2

1 2 2 2

2 2

1 2

n

n

n

n

n

n n n

xf x Q x Q x Q x Q x

x f x Q x Q x Q x Q x

f x xf x x f x Q Q Q x Q Q Q x Q Q Q x

f x xf x x f x x

f x x x x

x
f x

x x





 

     

     

            

   

     




 
 

eşitliği elde edilir. Üreteç fonksiyonu yardımıyla 1 2    ve 1 2    olmak 

üzere Pell-Lucas sayılarının Binet formülü 

n n

nQ     

şeklinde bulunur (Horadam, 1971).  
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 Pell-Lucas sayıları arasındaki bazı bağıntılar, 

 
12

1 1 8 1
n

n n nQ Q Q


      

2 1 2

0

2 2
n

n k

k

Q Q



   

1

2 2 1

0

2 2
n

n k

k

Q Q






   

 1

0

1

2

n

k n n

k

Q Q Q



   

2 1

0

4

2

n
k k

k

k

Q Q
Q 




  

şeklindedir (Koshy, 2014).  

 

 Pell ve Pell-Lucas sayıları arasında 

 

1 1n n nP P Q    

1
2

n
n n

Q
P P    

1
2

n
n n

Q
P P    

1 1 8n n nQ Q P    

1 4n n nQ Q P   

1n n nQ Q P    

2n n nQ P P  

1

1

2
n

i n

i

Q P




  

1

1

2

4

n
n

i

i

Q
P






  

 2 28 4 1
n

n nQ P    

2 2

1 2 18n n nQ Q P    
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 2 2 2 2

1 18n n n nQ Q P P     

bağıntıları bulunmaktadır (Reix, 2005). 

 

Tanım 1. 3. 3. Pell dizisi için ardışık sayıların limitleri oranı, 

1 1

1

2
lim lim

1
2

lim

1
2

n n n

n n
n n

n

n
n

P P P
x

P P

x
P

P

x
x

 

 





 

 

 

 

olur. Bu eşitlik çözümünden 
2 2 1 0x x   ve 1 2x    olarak bulunur. 0x   olmak 

üzere, 1 2x  
 
şeklindedir (Koshy, 2014). 

 

Tanım 1. 3. 4. Pell-Lucas dizisi için ardışık sayıların limitleri oranı, 

1 1

1

2
lim lim

1
2

lim

1
2

n n n

n n
n n

n

n
n

Q Q Q
x

Q Q

Q

Q

x
x

 

 





 

 

 

 

olur. Bu eşitlik çözümünden 
2 2 1 0x x   ve 1 2x    olarak bulunur. 0x   olmak 

üzere, 1 2x  
 
şeklindedir (Koshy, 2014). 

 

Tanım 1. 3. 5. Ardışık Pell ve Pell-Lucas sayılarının limitleri oranı, 

1

1

lim lim

lim

n n n

n n
n n

n n

n
n

P Q Q

Q Q

Q Q

Q
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1
1

1 2

2

 




 

şeklindedir (Koshy, 2014). 

 

Tanım 1. 3. 6. 0k 
 
reel sayısı için 

,0 0kP  ,    
,1 1kP  olmak üzere,  

,n 1 , , 12 , 1k k n k nP P kP n     

ile tanımlanan  ,nk n
P


 sayı dizisine k-Pell dizisi ve bu dizinin elemanlarına k-Pell 

sayıları denir. 

 k-Pell dizisinin rekürans bağıntısının karakteristik denklemi, 
2 2 0r r k    

olup bu denklemin kökleri 
1 1 1r k    ve 

2 1 1r k    ayrıca 2 10r r  olmak 

üzere 1 2 2r r  ,    
1 2 2 1r r k    ve 1 2r r k   elde edilir. k-Pell sayılarının Binet 

formülü  

1 2
,

1 2

n n

k n

r r
P

r r





 

şeklindedir. k=1 alınmasıyla 
1 1 2r    kökü “gümüş oran” olarak isimlendirilir 

(Catarino, 2013).  

 

Tanım 1. 3. 7. 0k 
 
reel sayısı için 

,0 2kQ  ,    
,1 2kQ  olmak üzere,  

,n 1 , , 12 , 1k k n k nQ Q kQ n     

ile tanımlanan  ,nk n
Q


 sayı dizisine k-Pell-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarına    

k-Pell-Lucas sayıları denir. 

 k-Pell-Lucas dizisinin rekürans bağıntısının karakteristik denklemi, 

2 2 0r r k    olup bu denklemin kökleri 
1 1 1r k    ve 

2 1 1r k    ayrıca 

2 10r r  olmak üzere 1 2 2r r  ,    
1 2 2 1r r k    ve 1 2r r k   elde edilir. k-Pell-

Lucas sayılarının Binet formülü  

, 1 2

n n

k nQ r r   

şeklindedir (Catarino & Vasco, 2013). 
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Tanım 1. 3. 8. 
20, 0 0s t ve s t   

 
olacak şekilde s ve t reel sayıları için 

   0 1, 0, , 1P s t P s t   ve  

     1 1, 2 , , , 1n n nP s t sP s t tP s t n     

rekürans ilişkisi ile tanımlanan   
0

,n n
P s t


 sayı dizisine (s,t)-Pell dizisi veya 

genelleştirilmiş Pell dizisi denir ve bu dizinin elemanlarına genelleştirilmiş Pell sayıları 

denir (Gulec & Taskara, 2012). 

 

 Tanım 1. 3. 9. 
20, 0 0s t ve s t   

 
olacak şekilde s ve t reel sayıları için 

   0 1, 2, , 2Q s t Q s t s   ve  

     1 1, 2 , , , 1n n nQ s t sQ s t tQ s t n     

rekürans ilişkisi ile tanımlanan   
0

,n n
Q s t


 sayı dizisine (s,t)-Pell-Lucas dizisi veya 

genelleştirilmiş Pell-Lucas dizisi denir ve bu dizinin elemanlarına genelleştirilmiş Pell-

Lucas sayıları denir (Gulec & Taskara, 2012). 

 

Tanım 1. 3. 10. k > 0,   f(k) ve g(k) k’nın skaler değerli polinomları olsun. 

2

,0 ,1( ) 4 ( ) 0, ,k kf k g k H a H b   
 
olmak üzere, 

, 2 , 1 ,( ) ( )k n k n k nH f k H g k H    

rekürans bağıntısıyla tanımlanan  ,k n n
H


 sayı dizisine genelleştirilmiş k-Horadam 

dizisi ve bu dizinin elemanlarına da genelleştirilmiş k-Horadam sayıları denir.  

 Ayrıca,   

 

   1

, 1 , 1 ,1 1 ,0 2 1.1n

k n k n k kH r H H r H r 

  
 

 ,1 1 ,0 ,1 2 ,0 içink k k kX H r H ve Y H r H ve n     
 
olmak üzere, 

 

 1 2
,

1 2

1.2
n n

k n

Xr Yr
H

r r
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, , , ,

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1.3

k m k n k m r k n r

n r

k k r k k r k k m n r k k m n r

k k k k

H H H H

g k H H H H H H H H

H H g k H H f k

 



     

 

    

 

 

eşitlikleri geçerlidir (Yazlik & Taskara, 2012). 

 

 

 

Çizelge 1. 3. 1. Pell, Pell-Lucas, k-Pell ve k-Pell-Lucas sayılarının ilk birkaç teriminin gösterimi 

 

n 0 1 2 3 4 5 6 … 

nP  0 1 2 5 12 29 70 … 

nQ  2 2 6 14 34 82 198 … 

,k nP  0 1 2 4+k 8+4k k
2
+12k+16 6k

2
+32k+32 … 

,k nQ  2 2 4+2k 8+6k 2k
2
+16k+16 10k

2
+40k+32 2k

3 
+ 36k

2
+96k+64 … 

 

 

1.4. Matris Normları   

 

 Bu bölümde vektör normları, matris normlarıyla ilgili tanımlar ve teoremler 

verilecektir. 

 

Tanım 1. 4. 1. F
 

reel ya da kompleks sayılar cismi ve V , F cismi üzerinde 

tanımlanmış vektör uzayı olmak üzere,  . : 0V    şeklinde ifade edilen ve 

aşağıdaki üç aksiyomu sağlayan .  dönüşümüne vektör normu, üzerinde norm 

tanımlanmış vektör uzayına da normlu uzay denir (Horn & Johnson, 1991). 

I. v V    
için  0v 

  
ve   0 0v v    

II. F   
ve  v V    için  v v   

III. ,u v V   
için  u v u v     
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Tanım 1. 4. 2.   ,mnM F elemanları F
 
cisminden alınan m n

 
matrislerin kümesi ve 

 , ,mnA B M F F   olmak üzere,    . : 0mnM F    şeklinde ifade edilen ve 

aşağıdaki dört aksiyomu sağlayan .  dönüşümüne matris normu denir.  

 

I. 0 A
 
ve  0 0A A    

II. F
  
ve  A A   

III. A B A B     

IV. AB A B  

 Bir A matrisinin normu genel anlamda A  şeklinde gösterilir. Bu 

aksiyomlardan ilk üçü sağlanıyorsa bu norma genelleştirilmiş matris normu denir  

(Horn & Johnson, 1991).   

 

 x herhangi bir vektör olmak üzere matris normları ile vektör normları arasında 

Ax A x  şeklinde bir ilişki vardır. Bu eşitsizliği sağlayan A  matris normuna, x

vektör normuyla uygundur denir (Horn & Johnson, 1991).   

 

Tanım 1. 4. 3. ,A n n
 

tipinde bir matris olmak üzere aşağıdaki tanımlamalar 

geçerlidir (Horn & Johnson, 1991).   

I. 

2

1 1

n n

ijE
i j

A a
 

   
ifadesine A matrisinin Euclidean (Frobenius) normu denir. 

II.  *
T

A A
 
için    *

max max2
A A A A    ifadesine A matrisinin spectral 

normu denir. 

III. 
1

1

max
n

ijl j n
i

A a
 



   
ifadesine A matrisinin sütun normu denir. 

IV. 
1

1

max
n

ij
i m

j

A a
  



   
ifadesine A matrisinin satır normu denir. 
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V. 1 p 
 
için 

1

, 1

n pp

ijp
i j

A a


 
  
 
  

ifadesine A matrisinin lp normu denir. 

VI.  
2

1

1

max
n

ij
j

i

c A a


   
ifadesine A matrisinin maksimum sütun uzunluk normu 

denir. 

VII.  
2

1

1

max
n

ij
i

j

r A a


   
ifadesine A matrisinin maksimum satır uzunluk normu 

denir. 

 A, m n tipinde bir matris olmak üzere yukarıda verilen normlar arasında 

aşağıdaki bağıntılar mevcuttur (Horn & Johnson, 1991). 

I. 
2

1
E E

A A A
n

   

II. 
2 1

A A A


  

III. 
2

1
A A m A

n
 
   

IV. 
1 2 1

1
A A n A

m
   

 

Tanım 1. 4. 4. ,ijA a n n     
tipinde bir matris ve i değerleri A matrisinin öz 

değerleri olmak üzere A matrisinin mutlak değerce en büyük öz değerine A matrisinin 

spectral yarıçapı denir ve    
1
max i

i n
A 

 
  şeklinde gösterilir                              

(Horn & Johnson, 1991).   

 

Tanım 1. 4. 5. ,ijA a     
ve ,ijB b n n     tipinde matrisler olmak üzere 

ij ijA B a b     şeklinde verilen çarpıma A ve B matrislerinin Hadamard çarpımı denir 

(Horn & Johnson, 1991).   
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Teorem 1. 4. 6.   ,A A matrisinin spectral yarıçapı ve ,A  A matrisinin normu 

olmak üzere  A A 
  
eşitsizliği vardır (Horn & Johnson, 1991).   

 

Teorem 1. 4. 7. A, B, C  n n
 

tipinde matrisler ve A B C   olmak üzere,  

   1 12
A r B c C

  
eşitsizliği vardır (Horn & Johnson, 1991). 
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2. KOMPLEKS k-HORADAM VE GAUSSIAN k-HORADAM SAYILARI 

 

 Bu bölümde, genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian 

k-Horadam sayı dizileri tanımlanacak; kompleks Pell, kompleks Pell-Lucas, Gaussian 

Pell ve Gaussian Pell-Lucas sayı dizileri için elde edilen özellikler gösterilecektir.  

 

2.1. GenelleĢtirilmiĢ Kompleks k-Horadam ve GenelleĢtirilmiĢ Gaussian                

k-Horadam Dizilerinin Özellikleri    

 

Tanım 2. 1. 1. 0k  , f(k) ve g(k) k’nın skaler değerli polinomları olsun. 

2

,0 ,11, ,k ki H a H b   
 
olmak üzere, 

 

 2

, 2 , 1 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2.1)k n k n k nKH H f k if k ig k H g k if k g k 
      

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanan  ,k n n
KH


 sayı dizisine kompleks k-Horadam dizisi 

ve bu dizinin elemanlarına da kompleks k-Horadam sayıları denir                         

(GökbaĢ & Köse, 2018a).  

 

 (2.1)’de verilen rekürans bağıntısı düzenlendiğinde, 

 

 

2

, 2 , 1 ,

2

, 1 , 1 , 1 , ,

2

, 1 , , 1 , 1 ,

, 2 , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k n k n k n

k n k n k n k n k n

k n k n k n k n k n

k n k n

KH H f k if k ig k H g k if k g k

f k H if k H ig k H g k H if k g k H

f k H g k H i f k H g k H f k g k H

H i f k f k H g k H

 

  

  

 

      

    

     

   , , 1

, 2 , 2 , 1

, 2 , 2 , 3

( )

( ) ( )

(2.2)

k n k n

k n k n k n

k n k n k n

g k H

H i f k H g k H

KH H iH



  

  

  

    

 

eşitliği elde edilir.  

Çizelge 2. 1. 1. Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayılarının ilk birkaç teriminin gösterimi 
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n 0 1 2 … 

KH a + ib b + i(f(k)b+g(k)a) f(k)b + g(k)a + i(f
2
(k)b+f(k)g(k)a+g(k)b) … 

 

 

 (2.1)’de verilen rekürans bağıntısında, f(k), g(k), a ve b özel değerleri için 

 ,k n n
KH


 kompleks k-Horadam dizisi literatürde yer alan diğer sayı dizilerine 

indirgenir. Örneğin,  ,k n n
KH


 dizisinde; 

 f(k)=1, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,  , { , 1 , 1 2 , ...}k n n
KH i i i


  


 kompleks 

Fibonacci dizisine, 

 f(k)=1, g(k)=1, a=2 ve b=1 için,  , {2 , 1 3 , 3 4 , ...}k n n
KH i i i


   


 kompleks 

Lucas dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,  , { , 1 2 , 2 5 , ...}k n n
KH i i i


  


 kompleks 

Pell dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=1, a=2 ve b=2 için,  , {2 2 , 2 6 , 6 14 , ...}k n n N
KH i i i


     

kompleks Pell-Lucas dizisine, 

 f(k)=1, g(k)=2, a=0 ve b=1 için,  , { , 1 , 1 3 , ...}k n n
KH i i i


  


 kompleks 

Jacobsthal dizisine, 

 f(k)=1, g(k)=2, a=2 ve b=1 için,  , {2 , 1 5 , 5 7 , ...}k n n
KH i i i


   


 kompleks 

Jacobsthal-Lucas dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,   2

, { , 1 , , ...}k n n
KH i ik k ik i


   


 

kompleks k-Fibonacci dizisine, 
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 f(k)=k, g(k)=1, a=2 ve b=k için, 

  2 2 3

, {2 , 2 , 2 3 , ...}k n n
KH ik k ik i k ik ik


      


 kompleks k-Lucas 

dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=k, a=0 ve b=1 için,  , { , 1 2 , 2 4 , ...}k n n
KH i i i ik


   


 

kompleks k-Pell dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=k, a=2 ve b=2 için, 

 , {2 2 , 2 2 4 , 4 2 8 6 , ...}k n n
KH i ik i k i ik


      


 kompleks k-Pell-Lucas 

dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=2, a=0 ve b=1 için,   2

, { , 1 , 2 , ...}k n n
KH i ik k i ik


   


 

kompleks k-Jacobsthal dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=2, a=2 ve b=k için, 

  2 2 3

, {2 , 4 , 4 6 , ...}k n n
KH ik k ik i k ik ik


      


 kompleks k-Jacobsthal-

Lucas dizisine, 

indirgenir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Tanım 2. 1. 2. 0k  , f(k) ve g(k) k’nın skaler değerli polinomları olsun. 

2

,0 ,11, ,k ki H a H b   
 
olmak üzere, 

 

 2

, 2 , , 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2.3)k n k n k nGH H f k g k if k H f k g k ig k 
      

 

rekürans bağıntısıyla tanımlanan  ,k n n
GH


 sayı dizisine Gaussian k-Horadam dizisi 

ve bu dizinin elemanlarına da Gaussian k-Horadam sayıları denir                        

(GökbaĢ & Köse, 2018a).  

 

 (2.3)’de verilen rekürans bağıntısı yeniden düzenlendiğinde, 
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, 2 , 2 , 1 (2.4)k n k n k nGH H iH   

eşitliği elde edilir. 

 

Çizelge 2. 1. 2. Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayılarının ilk birkaç teriminin gösterimi 

 

  

 (2.3)’de verilen rekürans bağıntısında, f(k), g(k), a ve b özel değerleri için 

 ,k n n
GH


 Gaussian k-Horadam dizisi literatürde yer alan diğer sayı dizilerine 

indirgenir. Örneğin,  ,k n n
GH


 dizisinde; 

 f(k)=1, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,  , { , 1, 1 , ...}k n n
GH i i


 


 Gaussian Fibonacci 

dizisine, 

 f(k)=1, g(k)=1, a=2 ve b=1 için,  , {2 , 1 2 , 3 , ...}k n n
GH i i i


   


 Gaussian 

Lucas dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,  , { , 1, 2 , ...}k n n
GH i i


 


 Gaussian Pell 

dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=1, a=2 ve b=2 için,  , {2 2 , 2 2 , 6 2 , ...}k n n
GH i i i


   


 

Gaussian Pell-Lucas dizisine, 

 f(k)=1, g(k)=2, a=0 ve b=1 için,  , { , 1, 1 , ...}
2

k n n

i
GH i


 


 Gaussian 

Jacobsthal dizisine, 

n 0 1 2 … 

GH a + i
𝑏−𝑓(𝑘)𝑎

𝑔(𝑘)
 b + ia f(k)b + g(k)a + ib … 
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 f(k)=1, g(k)=2, a=2 ve b=1 için,  ,

4
{ , 1 2 , 5 , ...}

2
k n n

i
GH i i




  


 Gaussian 

Jacobsthal-Lucas dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=1, a=0 ve b=1 için,  , { , 1, , ...}k n n
GH i k i


 


 Gaussian             

k-Fibonacci dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=1, a=2 ve b=k için,   2

, {2 , 2 , 2, ...}k n n
GH ik k i k ik


   


 

Gaussian k-Lucas dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=k, a=0 ve b=1 için, 

  2 2 2 2

, {46 86 40 29 48 20 , 19 36 16 12 20 8 , ...}k n n
GH k k ik ik i k k ik ik i


           



 Gaussian k-Pell dizisine, 

 f(k)=2, g(k)=k, a=2 ve b=2 için, 

  2 2 2 2

, { 130 244 112 82 136 56 , 54 100 48 34 56 24 , ...}k n n
GH k k ik ik i k k ik ik i


           



 Gaussian k-Pell-Lucas dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=2, a=0 ve b=1 için, 

 
3 2 2 3 2 2

,

3 10 17 10 3 10 11 6 7 6 6 5
{ , , ...}

8 4
k n n

k k k ik ik i k k k ik ik i
GH



            




 Gaussian k-Jacobsthal dizisine, 

 f(k)=k, g(k)=2, a=2 ve b=k için, 

 
3 2 2 3 2 2

,

7 34 45 34 7 34 31 5 14 27 14 5 14 17
{ , ,...}

8 4
k n n

k k k ik ik i k k k ik ik i
GH



            




 Gaussian k-Jacobsthal-Lucas dizisine, 

indirgenir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

 

 Kompleks Pell (KPn), kompleks Pell-Lucas (KQn), Gaussian Pell (GPn), 

Gaussian Pell-Lucas (GQn) sayılarının ilk birkaç terimi aşağıda verilmiştir. 
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Çizelge 2. 1. 3. Kompleks Pell, Kompleks Pell-Lucas, Gaussian Pell ve Gaussian Pell-Lucas  sayılarının 

ilk birkaç teriminin gösterimi 

 

n 0 1 2 3 4 5 6 … 

KP i 1+2i 2+5i 5+12i 12+29i 29+70i 70+169i … 

KQ 2+2i 2+6i 6+14i 14+34i 34+82i 82+198i 198+478i … 

GP i 1 2+i 5+2i 12+5i 29+12i 70+29i … 

GQ 2-2i 2+2i 6+2i 14+6i 34+14i 82+34i 198+82i … 

 

Lemma 2. 1. 3. 1n  , ,nkH
 

n. genelleştirilmiş k-Horadam, ,nkKH
 

n. kompleks                

k-Horadam ve ,nkGH  n. Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

   2 2

, 2 , 2 , , 1( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1k n k n k n k nKH GH H if k f k g k H ig k f k g k  
         
   

 

eşitliği geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018a).  

 

Ġspat: 

 

  

  

2

, 2 , 2 , 1 ,

2

, , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n

k n k n

KH GH H f k if k ig k H g k if k g k

H f k g k if k H f k g k ig k

  



       

      

  

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

  

  

2

, 2 , 2 , , 1 ,

2

, , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n k n

k n k n

KH GH f k H g k H f k if k ig k H g k if k g k

H f k g k if k H f k g k ig k

  



           

      

   2 2

, 2 , 2 , , 1( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1k n k n k n k nKH GH H if k f k g k H ig k f k g k  
         
     

elde edilir.■  
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 Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde,  

 

, 2 , 2 , 3 , 1k n k n k n k nKH GH i H H   
      

olur. 

 

 

Lemma 2. 1. 4. 1n  , ,nkH
 

n. genelleştirilmiş k-Horadam, ,nkKH
 

n. kompleks                

k-Horadam ve ,nkGH  n. Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

2 3

, 2 , 2 ,

2 2

, 1

2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n

k n

KH GH H f k g k if k ifg k if k

H fg k if g k ig k ig k

 



       

     
 

eşitliği geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Ġspat: 

 

  

  

2

, 2 , 2 , 1 ,

2

, , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n

k n k n

KH GH H f k if k ig k H g k if k g k

H f k g k if k H f k g k ig k

  



       

      

  

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

  

  

2

, 2 , 2 , , 1 ,

2

, , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n k n

k n k n

KH GH f k H g k H f k if k ig k H g k if k g k

H f k g k if k H f k g k ig k

  



           

      

2 3

, 2 , 2 ,

2 2

, 1

2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n

k n

KH GH H f k g k if k ifg k if k

H fg k if g k ig k ig k
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elde edilir.■  

 

 Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde,  

 

, 2 , 2 , 2 , 3 , 12k n k n k n k n k nKH GH H i H H    
       

olur. 

Lemma 2. 1. 5. 0n  , ,nkH
 

n. genelleştirilmiş k-Horadam, ,nkKH
 

n. kompleks                

k-Horadam ve ,nkGH  n. Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

   2

, 2 , 2 , 1 ,( ) ( ) 1 ( ) ( )k n k n k n k nKH GH H f k g k H f k g k      
 

 

eşitliği geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018a).  

 

Ġspat: 

 

  

  

2

, 2 , 2 , 1 ,

2

, , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n

k n k n

KH GH H f k if k ig k H g k if k g k

H f k g k if k H f k g k ig k

  



       

      
  

eşitliği düzenlendiğinde, 

 

  

  

2

, 2 , 2 , 1 , , 1 ,

2

, , 1 , , 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k n k n k n k n k n k n

k n k n k n k n

KH GH f k H g k H i f k g k H f k g k H

f k g k H f k g k H i f k H g k H

   

 

          

         

 
2

2

, 2 , 2 , 1 ,( ) ( ) 1 ( ) ( )k n k n k n k nKH GH f k g k H f k g k H  
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 2

,n 2 ,n 2 , 1 ,KH GH ( ) ( ) 1 H ( ) ( ) Hk k k n k nf k g k f k g k      

 

elde edilir.■  

 

 Son eşitlik yeniden düzenlendiğinde,  

 

,n 2 ,n 2 , 3 , 1KH GH H Hk k k n k n     
 

olur. 

 

 Kompleks Pell (KPn) ve Gaussian Pell (GPn) sayıları arasındaki farkın modülü, 

kompleks Pell-Lucas (KQn) ve Gaussian Pell-Lucas (GQn) sayıları arasındaki farkın 

modülüyle ilgili birkaç terim aşağıda verilmiştir. 

 
Çizelge 2. 1. 4. Kompleks Pell ve Gaussian Pell sayıları arasındaki farkın modülüyle ilgili ilk birkaç 

teriminin gösterimi 

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

KP 0+i 1+2i 2+5i 5+12i 12+29i 29+70i 70+169i 169+408i … 

GP
 

0+i 1 2+i 5+2i 12+5i 29+12i 70+29i 169+70i … 

|KP  - GP|
 

0 2 4 10 24 58 140 338 … 

 

Çizelge 2. 1.  5. Kompleks Pell-Lucas ve Gaussian Pell-Lucas sayıları arasındaki farkın modülüyle ilgili 

ilk birkaç teriminin gösterimi 

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 … 

KQ 2+2i 2+6i 6+14i 14+34i 34+82i 82+198i 198+478i 478+1154i … 

GQ
 

2-2i 2+2i 6+2i 14+6i 34+14i 82+34i 198+82i 478+198i … 

|KQ – GQ|
 

4 4 12 28 68 164 396 956 … 
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Grafik 2. 1. 1. Kompleks Pell ve Gaussian Pell sayılarının ilk birkaç teriminin koordinat düzleminde 

gösterimi 

 

 

 

Grafik 2. 1. 2. Kompleks Pell-Lucas ve Gaussian Pell-Lucas sayılarının ilk birkaç teriminin koordinat 

düzleminde gösterimi  
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 Bu kısımda, genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian 

k-Horadam sayı dizileri için önemli bazı eşitlikler verilecektir. 

 

Teorem 2. 1. 6. r1 ve r2, , 2 , 1 ,( ) ( )k n k n k nH f k H g k H    rekürans bağıntısı ile verilen 

genelleştirilmiş k-Horadam dizisinin ikinci mertebeden bir fark denkleminin 

karakteristik kökleri olmak üzere, 

 

   1

, 1 , 1 ,1 1 ,0 2 1 , ,1 1 ,0 2a) n n

k n k n k k k n k kKH r H H r H r i r H H r H r


         

 

   1 2

, 1 , 1 ,1 1 ,0 2 1 , 2 ,1 1 ,0 2b) n n

k n k n k k k n k kGH r H H r H r i r H H r H r 

 
         

 

eşitlikleri geçerlidir.     

 

Ġspat: 

 (1.1) eşitliği, 
, , , 1k n k n k nKH H iH   , n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam 

sayısında yerine yazılırsa, 

 

   1

, 1 , 1 ,1 1 ,0 2 1 , ,1 1 ,0 2

n n

k n k n k k k n k kKH r H H r H r i r H H r H r


         

elde edilir.■ 

 

 Benzer şekilde,  

 

   1 2

, 1 , 1 ,1 1 ,0 2 1 , 2 ,1 1 ,0 2

n n

k n k n k k k n k kGH r H H r H r i r H H r H r 

 
         

elde edilir.■ 

 

Teorem 2. 1. 7. (Binet Formülü): ,1 ,0 2k kX H H r  , ,1 ,0 1k kY H H r   ve n   olmak 

üzere, 

 

1 1

1 2 1 2
,

1 2 1 2

a)
n n n n

k n

Xr Yr Xr Yr
KH i

r r r r
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1 1

1 2 1 2
,

1 2 1 2

b)
n n n n

k n

Xr Yr Xr Yr
GH i

r r r r

  
 

   

 

eşitlikleri geçerlidir.     

 

Ġspat: 

 
(1.2) eşitliği, 

, , , 1k n k n k nKH H iH   , n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam 

sayısında yerine yazılırsa, 

 

1 1

1 2 1 2
,

1 2 1 2

n n n n

k n

Xr Yr Xr Yr
KH i

r r r r

  
 

 
 

elde edilir.■ 

 

 Benzer şekilde,  

 

1 1

1 2 1 2
,

1 2 1 2

n n n n

k n

Xr Yr Xr Yr
GH i

r r r r

  
 

 
 

elde edilir.■ 

 

Teorem 2. 1. 8. (d’Ocagne EĢitliği): ,nkKH
 
n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam 

sayısı ve ,nkGH
 
n. genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayısı olmak üzere, 

 

          
   

    
 

, 1 , , , 1

12

,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

,1 ,2 ,0 ,3 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0

a) k m k n k m k n

m n

k k k k k n m k k n m k k m n k k m n

k k k k

m

k k k k k k n m k k n m

k k k

KH KH KH KH

H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H
i

H H g k H H

 



     

  

 

           

 

    


   ,1k f k
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, 1 , , , 1

12

,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 ,2 ,0 ,3 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,

b) k m k n k m k n

n m

k k k k k m n k k m n k k n m k k n m

k k k k

m

k k k k k k n m k k n m

k k k

GH GH GH GH

H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H
i

H H g k H

 



     



  

 

           

 

    


   0 ,1kH f k

 

eşitlikleri geçerlidir.     

 

Ġspat: 

 

     

   

 

, 1 , , , 1 , 1 , 2 , , 1 , , 1 , 1 , 2

, , 1 , 1 , , 2 , 1 , 1 , 2

, , 2 , 2 ,

k m k n k m k n k m k m k n k n k m k m k n k n

k n k m k n k m k n k m k n k m

k n k m k n k m

KH KH KH KH H iH H iH H iH H iH

H H H H H H H H

i H H H H

       

     

 

      

   

 

 (1.3) eşitliği kullanılarak,  

 

    
   

    
   

   

,1 ,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1

, 1 , , , 1 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 ,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

,1 ,2 ,0 ,3

m

k k k k k k n m k k n m

k m k n k m k n

k k k k

n

k k k k k k m n k k m n

k k k k

m

k k k k

g k H H H H H H H H
KH KH KH KH

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H
i

  

 



  

    
 

 

    


 

   


 
   

,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

k k n m k k n m

k k k k

H H H H

H H g k H H f k

  

 

 

 

          
   

    
   

12

,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

,1 ,2 ,0 ,3 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

m n

k k k k k n m k k n m k k m n k k m n

k k k k

m

k k k k k k n m k k n m

k k k k

H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H
i

H H g k H H f k
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elde edilir.■  

 

 Benzer şekilde,  

 

          
   

    
 

, 1 , , , 1

12

,1 ,0 ,2 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 ,2 ,0 ,3 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0

k m k n k m k n

n m

k k k k k m n k k m n k k n m k k n m

k k k k

m

k k k k k k n m k k n m

k k k

GH GH GH GH

H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H
i

H H g k H H

 



     



  

 

           

 

    


   ,1k f k

 

elde edilir.■ 

 

Teorem 2. 1. 9. (Catalan EĢitliği): ,nkKH
 
n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam 

sayısı ve ,nkGH
 
n. genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayısı olmak üzere, 

 

          
   

       

2

, ,

1

,1 ,m ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , 2 ,1 , 1

a) k n m k n m n

n n m

k k k k m k k m k k m k k m k k m

k k k k

n n

k k m k k m k k m k k m k k m

KH KH KH

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H
i

 

 

    



      

 

          

 

         


  
   

,0 ,

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

k k m

k k k k

H H

H H g k H H f k
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2

, ,

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , ,1 , 1

b) k n m k n m n

n n m

k k m k k m k k m k k m k k m k k m

k k k k

n n

k k m k k m k k m k k m k k m

GH GH GH

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H H
i

 

 

    



     

 

          

 

          


  
   

,0 , 2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

k k m

k k k k

H

H H g k H H f k

 

 

 

eşitlikleri geçerlidir.     

 

Ġspat: 

     

   

   

2

, , , , 1 , , 1 , , 1 , , 1

, , , , , 1 , 1 , 1 , 1

, , 1 , , 1 , , 1 , , 1

k n m k n m n k n m k n m k n m k n m k n k n k n k n

k n m k n m k n k n k n k n k n m k n m

k n m k n m k n k n k n m k n m k n k n

KH KH KH H iH H iH H iH H iH

H H H H H H H H

i H H H H i H H H H

         

       

       

      

   

   

(1.3) eşitliği kullanılarak, 

    
   

    
   

   

,1 ,m ,0 , 1 ,1 , ,0 , 12

, , 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

,1 , ,0 , 1 ,1

n

k k k k m k k m k k m

k n m k n m n

k k k k

n m

k k m k k m k k m k k m

k k k k

n

k k m k k m k

g k H H H H H H H H
KH KH KH

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H
i

   

 

 

 



    
 

 

    


 

   


 
   

    
   

, 1 ,0 , 2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 ,

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

k m k k m

k k k k

n

k k m k k m k k m k k m

k k k k

H H H

H H g k H H f k

g k H H H H H H H H
i

H H g k H H f k
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1

,1 ,m ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , 2 ,1 , 1 ,0 ,

2 2

,1 ,0

n n m

k k k k m k k m k k m k k m k k m

k k k k

n n

k k m k k m k k m k k m k k m k k m

k k

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H H H
i

H H

 

    



       

           


 

           


    ,0 ,1k kg k H H f k

 

elde edilir.■  

 

 Benzer şekilde,  

          
   

       

2

, ,

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , ,1 , 1 ,

k n m k n m n

n n m

k k m k k m k k m k k m k k m k k m

k k k k

n n

k k m k k m k k m k k m k k m k

GH GH GH

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H H
i

 

 

    



     

 

          

 

          


  
   

0 , 2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

k m

k k k k

H

H H g k H H f k

 

 

 

elde edilir.■     

 

Sonuç 2. 1. 10. 

 

 Teorem 2. 1. 9. Catalan Eşitliği’nde m=n alındığında,  

 

          
   

       

2

,2 ,0

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , 2 ,1 , 1 ,0

a) k n k n

n

k k n k k n k k n k k n k k n k k n

k k k k

n n

k k n k k n k k n k k n k k n k k

KH KH KH

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H H H
i

    



      

 

          

 

          


  
   

,

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

n

k k k kH H g k H H f k
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2

,2 ,0

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1 ,1 , ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

1

,1 , ,0 , 1 ,1 , 1 ,0 , ,1 , 1 ,0

b) k n k n

n

k k n k k n k k n k k n k k n k k n

k k k k

n n

k k n k k n k k n k k n k k n k k

GH GH GH

H H H H g k H H H H g k H H H H

H H g k H H f k

H H H H g k H H H H g k H H H H
i



    



     

 

          


 

          


  
   

, 2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

n

k k k kH H g k H H f k

 

 

 

eşitlikleri elde edilir.     

 

Teorem 2. 1. 11. (Cassini EĢitliği): ,nkKH
 
n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam 

sayısı ve ,nkGH
 
n. genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayısı olmak üzere, 

 

        
   

     
   

2

, 1 , 1

2 2 2

,1 ,0 ,2 ,1 , 1 ,0 ,1 ,0 ,2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

12

,1 ,0 ,2 ,1 , 2 ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

a) k n k n n

n

k k k k k k k k k

k k k k

n

k k k k k k k

k k k k

KH KH KH

H H H g k H H H H H H

H H g k H H f k

H H H g k H H H H
i

H H g k H H f k

 





 

 

      

 

    


 

 

 

          
   

     
   

2

, 1 , 1

22 2 2

,1 ,0 ,2 ,1 , 1 ,0 ,1 ,0 ,2

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

2

,1 ,0 ,2 ,1 , 2 ,0 , 1

2 2

,1 ,0 ,0 ,1

b) k n k n n

n n

k k k k k k k k k

k k k k

n

k k k k k k k

k k k k

GH GH GH

H H H g k H H H g k H H H

H H g k H H f k

H H H g k H H H H
i

H H g k H H f k

 





 

 

          


 

    


 

 

eşitlikleri geçerlidir.     
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Ġspat: 

 Teorem 2. 1. 9. Catalan Eşitliği’nde m=1 alındığında Teorem 2. 1. 11. Cassini 

Eşitliği’nde ki değerler elde edilir.■ 

 

 f(k)=2, g(k)=1, Hk,0=0, Hk,1=1 olmak üzere, Gaussian Pell dizisi için Cassini 

Eşitliği, 

   2

1 1 1 2 2
n

n n nGP GP GP i       dir. 

 f(k)=2, g(k)=1, Hk,0=2, Hk,1=2 olmak üzere, Gaussian Pell-Lucas dizisi için 

Cassini Eşitliği, 

   
12

1 1 1 16 16
n

n n nGQ GQ GQ i


       dir (Halici & Öz, 2016). 

Teorem 2. 1. 12. 1n  , ( ) ( ) 1 0,f k g k   ,nkH
 

n. genelleştirilmiş k-Horadam ve 

,nkKH  n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

 

 
 

1
,n 1 ,n ,1 ,0 2

, 2

0

,n ,n 1 ,1 ,n

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

(k) ( ) 1
g( ) ( )

( ) ( ) 1

n
k k k k

k m

m

k k k k

H g H H f k H
KH a f k if k ig k

f k g k

H g H H f k H
k ifg k

f k g k










    
         

    
  

  



 

 

eşitliği geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Ġspat: 

 
1 1 1

2

, 2 , 1 ,

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

k m k m k m

m m m

KH H f k if k ig k KH g k ifg k
  

 

  

           

eşitliği düzenlendiğinde,  
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1
,n 1 ,n ,1 ,0 2

, 2

0

,n ,n 1 ,1 ,n

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

(k) ( ) 1
g( ) ( )

( ) ( ) 1

n
k k k k

k m

m

k k k k

H g H H f k H
KH a f k if k ig k

f k g k

H g H H f k H
k ifg k

f k g k










    
         

    
  

  



 

elde edilir.■  

 

Teorem 2. 1. 13. 1n  , ( ) ( ) 1 0,f k g k   ,nkH
 

n. genelleştirilmiş k-Horadam ve 

,nkGH  n. genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

 

 
 

1
,n ,n 1 ,1 ,0 2

, 2

0

,n 1 ,n 2 ,1 ,0

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

n
k k k k

k m

m

k k k k

H g H H f k H
GH f k g k if k

f k g k

H g H H f k H
f k g k ig k

f k g k








 

    
        

    
  

  

  

 

eşitliği geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Ġspat: 

 
1 1 1

2

, 2 , , 1

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

k m k m k m

m m m

GH H f k g k if k KH f k g k ig k
  

 

  

           

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

 

 
 

1
,n ,n 1 ,1 ,0 2

, 2

0

,n 1 ,n 2 ,1 ,0

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

(k) ( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

n
k k k k

k m

m

k k k k

H g H H f k H
GH f k g k if k

f k g k

H g H H f k H
f k g k ig k

f k g k








 

    
        

    
  

  



 

istenilen elde edilir.■  
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Teorem 2. 1. 14. ,nkH  n. genelleştirilmiş k-Horadam ve 
2 2( ) ( ) 2 ( ) 1 0,f k g k g k     

    
 2 2

2 1

1 ( )
( ) a 2 ,

1 ( )

n
g k

S b af k b ar b ar
g k

  
      
 
 

    
 

1

2 2

2 1

1 ( )
( ) a 2 ,

1 ( )

n
g k

R b af k b ar b ar
g k

  
       

 
 

 
ve ,nkKH  n. genelleştirilmiş 

kompleks k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

  
         

      

2 2 2 2 2 21
, 1 , , , 12 2 2 2

, 2 2 2 2 2
0

2 2 2

, , 1

2 2 2 2

2 12

,1 ,0 ,2

(k) (k)

( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) 1

2

2 1 1

1 1

2

n
k n k n k n k n

k m

m

k n k n

n

k k k

H g H R H g H S
KH M b N

f k g k g k f k g k g k

H g k H S

f k g k g k f k g k

H H H g k g k

MN


 









      
     

        

 

          

      
 



 

            

  
   

2 2 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

2 2

,n ,n 1 ,0 ,1 ,1 ,2 ,n ,n 1 ,0 ,1 , 1

,02 2

1 1

1

k k k k

k k k k k k k k k k k

k

g k

H H g k H H f k g k g k f k g k

g k H H H H H H H H H H H
H

f k g k

  

 
 
 
 
 
 
 

  
   

              
 
 
 
 

      
  
  

 

eşitliği geçerlidir. 

2( ) ( ) i ( )M f k if k g k      ve  ( ) i ( ) ( )N g k f k g k   dir (GökbaĢ & Köse, 2018a).  

 

Ġspat: 

  
21 1

2 2

, 2 , 1 ,

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

k m k m k m

m m

KH H f k if k ig k H g k ifg k
 

 

 

          

eşitliği düzenlendiğinde,  
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2 2 2 2 2 21
, 1 , , , 12 2 2 2

, 2 2 2 2 2
0

2 2 2

, , 1

2 2 2 2

2 12

,1 ,0 ,2

(k) (k)

( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) 1

2

2 1 1

1 1

2

n
k n k n k n k n

k m

m

k n k n

n

k k k

H g H R H g H S
KH M b N

f k g k g k f k g k g k

H g k H S

f k g k g k f k g k

H H H g k g k

MN


 









      
     

        

 

          

      
 



 

            

  
   

2 2 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

2 2

,n ,n 1 ,0 ,1 ,1 ,2 ,n ,n 1 ,0 ,1 , 1

,02 2

1 1

1

k k k k

k k k k k k k k k k k

k

g k

H H g k H H f k g k g k f k g k

g k H H H H H H H H H H H
H

f k g k

  

 
 
 
 
 
 
 

  
   

              
 
 
 
 

      
  
  

 

istenilen elde edilir.■  

 

Teorem 2. 1. 15. ,nkH
 
n. genelleştirilmiş k-Horadam ve 

2 2( ) ( ) 2 ( ) 1 0,f k g k g k     

    
 2 2

2 1

1 ( )
( ) a 2 ,

1 ( )

n
g k

S b af k b ar b ar
g k

  
      
 
 

    
 

1

2 2

2 1

1 ( )
( ) a 2 ,

1 ( )

n
g k

R b af k b ar b ar
g k

  
       

 
 

 ,nkGH  n. genelleştirilmiş 

Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 
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2 2 2 2 2 21
, , 1 , 1 , 22 2 2

, 2 ,n 12 2 2 2
0

2 2 2

, , 1

, 1 ,0 ,0 ,1 ,n 12 2 2 2

(k) (k)

( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) 1

2

2 1 1

2

n
k n k n k n k n

k m k

m

k n k n

k k k k k

H g H S H g H R
GH M N H

f k g k g k f k g k g k

H g k H S
H H H H H H

f k g k g k f k g k

MN


  

 





 

      
     

        

 
  

          





        

            

  
   

,n

2 12

,1 ,0 ,2

2 2 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

2 2

,n ,n 1 ,0 ,1 ,1 ,2 ,n ,n 1 ,0 ,1 , 1

2 2

1 1

1 1

1

k

n

k k k

k k k k

k k k k k k k k k k k

H H H g k g k g k

H H g k H H f k g k g k f k g k

g k H H H H H H H H H H H

f k g k



  

 
 
 
 
 
 
 

                         
 
 
 
 

     
  
 

 

eşitliği geçerlidir. 

 

2( ) ( ) i ( )M f k g k f k      ve  ( ) ( ) i ( )N f k g k g k   dir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Ġspat: 

  
21 1

2 2

, 2 , , 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

k m k m k m

m m

GH H f k g k if k H f k g k ig k
 

 

 

          

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

2 2 2 2 2 21
, , 1 , 1 , 22 2 2

, 2 ,n 12 2 2 2
0

(k) (k)

( ) ( ) 2 ( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) 1

n
k n k n k n k n

k m k

m

H g H S H g H R
GH M N H

f k g k g k f k g k g k
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2 2 2

, , 1

, 1 ,0 ,0 ,1 ,n 1 ,n2 2 2 2

2 12

,1 ,0 ,2

2 2 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

2

,n ,n 1 ,0 ,1

2

2 1 1

1 1
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1 1

k n k n

k k k k k k

n

k k k

k k k k

k k k k

H g k H S
H H H H H H

f k g k g k f k g k

H H H g k g k g k

MN
H H g k H H f k g k g k f k g k

g k H H H H H



 





 
  

          

          
            

 


   

2

,1 ,2 ,n ,n 1 ,0 ,1 , 1

2 2 1

k k k k k k kH H H H H H

f k g k

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
  
  

 

elde edilir.■  

 

Teorem 2. 1. 16. 1 n  ,    
2 2

( ) 1 ( ) 0,g k f k   ,nkH
 
n. genelleştirilmiş  

k-Horadam ve ,nkKH  n. genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayıları olmak üzere, 

 

 

   

 

   

 

1
,2n ,0 ,2n 1 , 1

,2 2 2
0

,2n 1 , 1 ,2n ,0

2 2

1
,2n 1 , 1

,2 1

0
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n
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k m
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g k H H f k g k H H
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g k f k

g k g k H H f k H H
i

g k f k

g k g k H H f
KH


 



 


 





            
   

            
   

    




   

 

   

,2n ,0

2 2

,2n 2 ,0 ,2n 1 , 1

,02 2

)

( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

k k

k k k k

k

k H H

g k f k

g k H H f k g k H H
i H

g k f k

  

   
 

   

            
   

 

 

eşitlikleri geçerlidir. 
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Ġspat: 

1 1 1

,2 ,2 ,2 1

0 0 0

n n n

k m k m k m

m m m

KH H i H
  



  

      

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

 

   

 

   

1
,2n ,0 ,2n 1 , 1

,2 2 2
0

,2n 1 , 1 ,2n ,0

2 2

( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) ( )
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n
k k k k

k m

m

k k k k

g k H H f k g k H H
KH

g k f k

g k g k H H f k H H
i

g k f k


 



 

            
   

            
   



 

elde edilir.   

 

1 1 1

,2 1 ,2 1 ,2 2

0 0 0

n n n

k m k m k m

m m m

KH H i H
  

  

  

      

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

 

   

 

   

1
,2n 1 , 1 ,2n ,0

,2 1 2 2
0

,2n 2 ,0 ,2n 1 , 1

,02 2

( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) ( )
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n
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m

k k k k

k

g k g k H H f k H H
KH

g k f k

g k H H f k g k H H
i H

g k f k


 





  

            
   

            
   



 

elde edilir.■ 

 

Teorem 2. 1. 17. 1 n  ,    
2 2

( ) 1 ( ) 0,g k f k   ,nkH
 
n. genelleştirilmiş  

k-Horadam ve ,nkGH  n. genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayıları olmak üzere, 
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0

,2n 3 , 1 ,2n 2 ,0
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,2 1
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2 2
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( ) 1 ( )
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f k H H

g k f k

g k H H f k g k H H
i

g k f k

 

        
 

   

            
   

 

 

eşitlikleri geçerlidir. 

 

Ġspat: 

1 1 1

,2 ,2 ,2 1

0 0 0

n n n

k m k m k m

m m m

GH H i H
  



  

      

eşitliği düzenlendiğinde,  

 

 

   

 

   

1
,2n ,0 ,2n 1 , 1

,2 2 2
0

,2n 3 , 1 ,2n 2 ,0

, 12 2

( ) 1 ( ) ( )
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k k k k

k

g k H H f k g k H H
GH

g k f k

g k g k H H f k H H
i H

g k f k


 



  



            
   

            
   



 

elde edilir. Benzer şekilde,  

 

1 1 1

,2 1 ,2 1 ,2

0 0 0

n n n

k m k m k m

m m m

GH H i H
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eşitliği düzenlendiğinde,  

 

 

   

 

   

1
,2n 1 , 1 ,2n ,0

,2 1 2 2
0

,2n ,0 ,2n 1 , 1

2 2

( ) 1 ( ) ( )

( ) 1 ( )
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k m
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g k g k H H f k H H
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g k H H f k g k H H
i

g k f k


 





 

            
   

            
   



 

elde edilir.■ 

 

Teorem 2. 1. 18. Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam dizisi için ardışık sayıların 

limitleri oranı, 

2
, 1

,

( ) ( ) 4 ( )
lim

2

k n

n
k n

KH f k f k g k

KH





 


 

şeklindedir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

Ġspat: 

, 1 , , 1

, ,

,

, 1

( ) ( )
lim lim

( )
( )

lim

( )
( )

k n k n k n

n n
k n k n

k n

n
k n

KH f k KH g k KH
x

KH KH

g k
x f k

KH

KH

g k
x f k

x

 

 





 

 

 

 

 Bu denklem çözümünden 
2 ( ) ( ) 0x f k x g k   ve 

2( ) ( ) 4 ( )

2

f k f k g k
x





 

olarak bulunur. 0x   olmak üzere, 

2( ) ( ) 4 ( )

2

f k f k g k
x

 


 
şeklindedir.■ 
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 f(k)=2, g(k)=1 için, kompleks Pell dizisinin ardışık sayılarının limitleri oranı, 

2( ) ( ) 4 ( ) 2 4 4
1 2

2 2

f k f k g k
x

   
     olur. 

 f(k)=2, g(k)=1 için, kompleks Pell-Lucas dizisinin ardışık sayılarının limitleri 

oranı, 

2( ) ( ) 4 ( ) 2 4 4
1 2

2 2

f k f k g k
x

   
     olur. 

 

Teorem 2. 1. 19. Genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam dizisi için ardışık sayıların 

limitleri oranı, 

2
, 1

,

( ) ( ) 4 ( )
lim

2

k n

n
k n

GH f k f k g k

GH





 


 

şeklindedir (GökbaĢ & Köse, 2018a). 

 

 

Ġspat: 

 Bu teoremin ispatı Teorem 2. 1. 18’in ispatına benzer şekilde yapılır.■  

 f(k)=2, g(k)=1 için, Gaussian Pell dizisinin ardışık sayılarının limitleri oranı, 

2( ) ( ) 4 ( ) 2 4 4
1 2

2 2

f k f k g k
x

   
     olur. 

 f(k)=2, g(k)=1 için, Gaussian Pell-Lucas dizisinin ardışık sayılarının limitleri 

oranı, 

2( ) ( ) 4 ( ) 2 4 4
1 2

2 2

f k f k g k
x

   
     olur. 



 

 

44 

2.2. GenelleĢtirilmiĢ Kompleks k-Horadam ve GenelleĢtirilmiĢ Gaussian                

k-Horadam Dizilerinin Üreteç Fonksiyonları    

 

 Bu bölümde, genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian 

k-Horadam dizilerinin üreteç fonksiyonları verilecektir. 

 

 Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayıları bir kuvvet serisi yardımıyla elde 

edilebilir. 

 

  0 1 2

0 1 2

0

... ... (2.1.1)n n

n n

n

KH x KH x KH x KH x KH x KH x




        

fonksiyonu genelleştirilmiş kompleks k-Horadam dizisinin üreteç fonksiyonu olmak 

üzere, 

(2.1.1) eşitliğinin her iki tarafı önce f(k)x, sonra g(k)x
2
 ile çarpıp düzenlenirse,  

 

 

 

 

1 2

0 1 1

2 2

0 2

( ) ( ) ( ) ... ( ) ...(2.1.2)

( ) ( ) ... ( ) ...(2.1.3)

n

n

n

n

xf k KH x f k KH x f k KH x f k KH x

x g k KH x g k KH x g k KH x





    

   
 

 

elde edilir. (2.1.1) eşitliğinden (2.1.2) ve (2.1.3) eşitlikleri çıkarılırsa, 

 

 

        

          

          

 
   

    

2

0 1 0

2

,0 ,1 ,1 ,2 ,0 ,1

2

,0 ,1 ,0 ,1 ,2 ,1

,0 ,1 ,0 ,1 ,2 ,1

2

1

1

1 ( ) ( )

( ) ( )

1

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

KH x xf k x g k KH x KH fKH

KH x xf k x g k H iH x H iH fH ifH

KH x xf k x g k H xH xf k H i H xH xf k H

H xH xf k H i H xH xf k H
KH x

xf k x g k

    

       

       

    


 

 

elde edilir. Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam dizisinin üreteç fonksiyonu, 
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,0 ,1 ,0 ,1 ,2 ,1

2

( ) ( )

1

k k k k k kH xH xf k H i H xH xf k H
KH x

xf k x g k

    


 
 

 

şeklindedir. 

 

 Benzer şekilde, genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam dizisinin üreteç 

fonksiyonu, 

 

 
   

    
,0 ,1 ,0 , 1 ,0 , 1

2

( ) ( )

1

k k k k k kH xH xf k H i H xH xf k H
GH x

xf k x g k

     


 
 

 

şeklinde olacaktır.  

 

 f(k)=2, g(k)=1, Hk,0=0, Hk,1=1 olmak üzere, Gaussian Pell dizisi için üreteç 

fonksiyonu, 

 
 

 2

1 2

1 2

x i x
GH x

x x

 


 
 dir. 

 f(k)=2, g(k)=1, Hk,0=2, Hk,1=2 olmak üzere, Gaussian Pell-Lucas dizisi için 

üreteç fonksiyonu, 

 
   

 2

2 2 6 2

1 2

x i x
GH x

x x

  


 
 dir (Halici & Öz, 2016). 

 

 

 

 

 



 

 

46 

 Bu kısımda, sonraki bölümde kullanılacak k-Horadam dizisinin bazı toplamsal 

özellikleri verilmiştir.  

 

Lemma 2. 3. 1. ,nkH
 
n. genelleştirilmiş k-Horadam sayısı, 

2 2( ) ( ) 2 ( ) 1 0,f k g k g k   
 

        2 2

,1 ,0 ,0 ,1 1 0,k k k kH H g k H H f k g k g k          

    
 2 2

,1 ,0 ,0 ,1 ,0 2 ,1 ,0 1

1 ( )
( ) 2

1 ( )

n

k k k k k k k

g k
S H H f k H H H r H H r

g k

  
      
 
 

 

olmak üzere, 

 

 

     

        

        

2 12
2 2 21 ,1 ,0 ,2
, , 1

, 1 , 1 2 2 2 2
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1 1
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k n k n

k i k i

i k k k k

H H H g k g k g kH g k H S
H H

f k g k g k H H g k H H f k g k g k






 



            
          



 

eşitliği geçerlidir. 

 

Ġspat: 

 

 (1.3) eşitliğinde, m=n ve r=1 değerleri alındığında,  

 

   
   

21 2

,1 ,0 ,2

, , , 1 , 1 2 2

,1 ,0 ,0 ,1

n

k k k

k n k n k n k n

k k k k

g k H H H
H H H H

H H g k H H f k



 

   
 

 
 

 

elde edilir.  

   
   

21 2
1 1 1

,1 ,0 ,2

,i ,i ,i 1 ,i 1 2 2
0 0 0 ,1 ,0 ,0 ,1

i
n n n

k k k

k k k k

i i i k k k k

g k H H H
H H H H

H H g k H H f k


  

 

  

   
 

 
    

 

eşitliği yeniden düzenlenirse, 
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      ,0 ,1 1kH f k g k g k      

 

elde edilir.■ 

 

Lemma 2. 3. 2. ,nkH
 
n. genelleştirilmiş k-Horadam sayısı, 

 

 
2 2 2 2( ) ( ) 2 ( ) 1 0, ( ) ( ) 1 0,f k g k g k f k g k      

 

        2 2
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3. r –HANKEL MATRĠSLER 

 

 Bu bölümde r-Hankel matris tanımlanmış, elemanları bazı özel sayı dizilerinden 

oluşan r-Hankel matrisler oluşturulmuş, bu matrislerle ilgili bazı özellikler 

incelenmiştir.   

 

Tanım 3. 1. Aşağıdaki şekilde tanımlanan n n  tipindeki bir matrise r-Hankel matris 

denir.  
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şeklinde tanımlanan  ,r ij n nH h M      matrisine r-Hankel matris denir. 1r   

alınmasıyla Hankel matris elde edilir (GökbaĢ & Köse, 2018b). 

 

 

Tanım 3. 2. Aşağıdaki şekilde tanımlanan n n  tipindeki bir matrise simetrik r-Hankel 

matris denir.  
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şeklinde tanımlanan  ,r ij n nSH h M      matrisine simetrik r-Hankel matris denir. 

1r   alınmasıyla Hankel matris elde edilir (GökbaĢ & Köse, 2018b). 

 

 Örneğin, elemanları genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayıları olan 2 2  
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 Örneğin, elemanları genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayıları olan 2 2  
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3.1. GenelleĢtirilmiĢ Kompleks k-Horadam ve GenelleĢtirilmiĢ Gaussian                

k-Horadam Sayıları Ġle Tanımlı r-Hankel Matrisler   

 

 Bu bölümde, elemanları genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve 

genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayıları olan r-Hankel matris tanımlanmış, bu 

matrisler ile ilgili bazı temel özellikler incelenmiştir.   

 

Teorem 3. 1. 1. r
 
olmak üzere, n n  tipindeki A matrisi elemanları genelleştirilmiş 

kompleks k-Horadam sayılarının modülü olan r-Hankel matris olmak üzere,  
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Ġspat: 

 Elemanları genelleştirilmiş kompleks k-Horadam sayılarının modülü olan A  

r-Hankel matrisi aşağıdaki formda olsun. 
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Teorem 3. 1. 2. r
 
olmak üzere, n n  tipindeki A matrisi elemanları genelleştirilmiş 

Gaussian k-Horadam sayılarının modülü olan r-Hankel matris olmak üzere,  
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Teorem 3. 1. 3. r
 
olmak üzere, n n  tipindeki A matrisi elemanları genelleştirilmiş 

kompleks k-Horadam sayılarının modülü olan r-Hankel matris olmak üzere,  
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir. 
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 Euclidean normun tanımından, 
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 B ve C matrisleri aşağıdaki formda olsun. 
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 C matrisinin maksimum sütun uzunluk normu,
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 Euclidean normun tanımından, 
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Teorem 3. 1. 4. r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları genelleştirilmiş Gaussian  

k-Horadam sayılarının modülü olan r-Hankel matris olmak üzere,  
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir. 

 

Ġspat: 

 Bu teoremin ispatı Teorem 3. 1. 3’ün ispatına benzer şekilde yapılır.■
 

 

3.2. Bazı Sayı Dizileri Ġle Tanımlı r-Hankel Matrisler   

 

 Bu bölümde, elemanları bazı sayı dizileri olan r-Hankel matrisler tanımlanmış, 

bu matrislerin spektral norm değerleri için yeni eşitsizlikler verilmiştir.    
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Teorem 3. 2. 1. A matrisi elemanları Fibonacci sayıları olan Hankel matris olmak üzere, 
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spectral norm eşitlikleri geçerlidir (Solak & BahĢi, 2011). 

 

 

Teorem 3. 2. 2. r
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018b). 

 

 Yukarıdaki teoremlerde gösterilen, elemanları Fibonacci sayıları olan r-Hankel 

matrisin spektral norm eşitsizliğiyle, elemanları Fibonacci sayıları olan Hankel matrisin 

spektral norm eşitlik değerleri aşağıdaki çizelgede gösterilmiştir. 
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Çizelge 3. 2. 1. r = 1 Değerini Aldığında Elemanları Fibonacci Sayıları Olan r-Hankel Matrisin Spektral 

Norm Eşitsizlik ve Elemenları Fibonacci Sayıları Olan Hankel Matrisin Spektral Norm Eşitlik Sayısal 

Değerleri 
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 Yukarı çizelgedeki sayısal değerler incelendiğinde, Teorem 3. 2. 2. deki 

değerlerin, Teorem 3. 2. 1. deki değerlere yaklaştığı, farklı bir sınır yaklaşık değeri 

olarak görülür. Farklı r değerleri için yeni sınır değerleri elde edilir. 

 

Teorem 3. 2. 3. A matrisi elemanları Lucas sayıları olan Hankel matris olmak üzere, 
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spectral norm eşitlikleri geçerlidir (Solak & BahĢi, 2011). 
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Teorem 3. 2. 4. r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları Lucas sayıları olan r-Hankel 

matris olmak üzere, 
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2018b). 

 

 

 Yukarıdaki teoremlerde gösterilen, elemanları Lucas sayıları olan r-Hankel 

matrisin spektral norm eşitsizliğiyle, elemanları Lucas sayıları olan Hankel matrisin 

spektral norm eşitlik değerleri aşağıdaki çizelgede gösterilmiştir. 
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Çizelge 3. 2. 2. r = 1 Değerini Aldığında Elemanları Lucas Sayıları Olan r-Hankel Matrisin Spektral 

Norm Eşitsizlik ve Elemenları Lucas Sayıları Olan Hankel Matrisin Spektral Norm Eşitlik Sayısal 

Değerleri 
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 Yukarı çizelgedeki sayısal değerler incelendiğinde, Teorem 3. 2. 4. deki 

değerlerin, Teorem 3. 2. 3. deki değerlere yaklaştığı, farklı bir sınır yaklaşık değeri 

olarak görülür. Farklı r değerleri için yeni sınır değerleri elde edilir. 

 

Teorem 3. 2. 5. r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları Pell sayıları olan r-Hankel 

matris olmak üzere, 
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2017). 
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Ġspat: 

 Elemanları Pell sayıları olan A r-Hankel matrisi aşağıdaki formda olsun. 
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elde edilir. 

 

 B ve C matrisleri aşağıdaki formda olsun. 
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 B matrisinin maksimum satır uzunluk normu,
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b) 1,r   

 Euclidean normla spectral norm arasındaki ilişkiden, 
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elde edilir. 

 

 B ve C matrisleri aşağıdaki formda olsun. 
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 B matrisinin maksimum satır uzunluk normu, 
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Teorem 3. 2. 6. r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları Pell-Lucas sayıları olan  

r-Hankel matris olmak üzere, 
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spectral norm eşitsizlikleri geçerlidir (GökbaĢ & Köse, 2017). 

 

Ġspat: 

 Elemanları Pell-Lucas sayıları olan A r-Hankel matrisi aşağıdaki formda olsun. 
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 B ve C matrisleri aşağıdaki formda olsun. 
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 B matrisinin maksimum satır uzunluk normu, 
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b) 1,r   

 Euclidean normla spectral norm arasındaki ilişkiden, 
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 B matrisinin maksimum satır uzunluk normu, 
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olur. A B C   Hadamard çarpım olmak üzere,    1 12
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4. NÜMERĠK SONUÇLAR 

 

 Bu bölümde tez çalışmamızda elde edilen bazı teorik sonuçlara ilişkin nümerik 

değerlere örnekler verilecektir.  

 

Örnek 4. 1. (Teorem 3. 1. 1) r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları kompleks Pell 

sayılarının modülü olan r-Hankel matrisi, 
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Örnek 4. 2. (Teorem 3. 1. 2) r
 

olmak üzere, A matrisi elemanları Gaussian        

Pell-Lucas sayılarının modülü olan r-Hankel matrisi, 
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Örnek 4. 3. (Teorem 3. 1. 3) r
 
olmak üzere, A matrisi elemanları kompleks Pell 

sayılarının modülü olan r-Hankel matrisi, 

 

 

3 3

1 2 2 5

1 2 2 5 5 12

2 5 5 12 12 29

r i r i i

A r i i i

i i i


 
 
 
 
 
 

 

   

  

 

olsun. A matrisinin spektral norm eşitsizliği, 
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bulunur. 

 

Örnek 4. 4. (Teorem 3. 1. 4) r
 

olmak üzere, A matrisi elemanları Gaussian        

Pell-Lucas sayılarının modülü olan r-Hankel matrisi, 
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olsun. A matrisinin spektral norm eşitsizliği, 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

5.1. Sonuçlar 

 

 Bu çalışmanın, genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş 

Gaussian k-Horadam sayı dizileri için önemli bir kaynak oluşturabileceği düşüncesiyle 

bu sayı dizileri ayrıntılı bir şekilde incelenmeye çalışılmıştır. Çalışmada, 

genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam sayı 

dizileri tanımlanmış, bu sayı dizilerinin bazı özellikleri ve ilişkileri ele alınmıştır. 

Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam 

sayılarının bazı kısmi toplamları için formüller elde edilmiştir. Buradan elde edilen 

sonuçlar makale olarak “On complex k-Horadam and Gaussian k-Horadam sequences” 

adıyla International Journal of Mathematics and Computer Science dergisinde 

yayınlanarak literatüre yeni sonuçlar kazandırılmıştır. Ayrıca, r-Hankel matris 

tanımlanmış, elemanları genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş 

Gaussian k-Horadam sayı dizileri olan bu matrislerin norm değerleri hesaplanmıştır. 

Daha sonra elemanları Pell ve Pell-Lucas sayıları olan r-Hankel matrisler oluşturulmuş, 

bu matrislerle ilgili bazı temel norm özellikleri ele alınmıştır. Elemanları sayı dizili olan 

r-Hankel matrislerin norm eşitsizlik değerlerine yeni eşitsizlik değeri katılmış ve 

buradan elde edilen sonuçlar makale olarak “On the norms of r-Hankel matrices 

involving Fibonacci and Lucas numbers” adıyla Journal of Applied Mathematics and 

Physics dergisinde yayınlanarak literatüre yeni sonuçlar kazandırılmıştır.     

 

5.2. Öneriler 

 

 Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam 

sayı dizileriyle ilgili bazı sayı dizilerinde olduğu gibi daha birçok yeni özellikler 

bulunabilir, literatüre katkı sağlanabilir. r-Hankel matrislerin de r-Circulant matriste 

olduğu gibi çeşitleri tanımlanarak farklı sayı dizileri için uygulamaları 

gerçekleştirilebilir. Genelleştirilmiş kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian 

k-Horadam sayıları için bazı formüller ele alınabilir, incelenebilir. Genelleştirilmiş 

kompleks k-Horadam ve genelleştirilmiş Gaussian k-Horadam polinomlarıyla ilgili 

özellikler ele alınabilir, eşitlikler bulunabilir.  
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