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Bu c¢alismada baslangig sartlar1 verilen genellestirilmis kompleks k-Horadam dizisi

KH, .o = Hi o | F(K)+if2(K) +ig(k) [+ H, , [g() +if ()g(k)]  ve  genellestirilmis  Gaussian
k-Horadam  dizisi ~ GH, ., =H,,[ F2(k)+g(k)+if (k) |+ H, . [ f (K)g(k)+ig(k)] rekiirans

bagmtilariyla tanimlanmis ve bu dizilerin temel 6zellikleri incelenmistir. Bu dizilerin kismi toplam
formiilleri elde edilmistir. Daha sonra bu sayi dizileri i¢in 6nemli baz1 esitlikler verilmistir.

Hankel matris yardimiyla r-Hankel matris tanimlanmis, elemanlar1 genellestirilmis kompleks
k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilarindan olusan bu matrislerin normlari
hesaplanmistir. Ayrica elemanlar1 bazi say1 dizileri olan bu matrislerin norm degerleri i¢in hesaplamalar

yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Gaussian k-Horadam, Genellestirilmis Kompleks
k-Horadam, r-Hankel.
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In this study generalized complex k-Horadam sequence,
KH, .o =Hy nn [ f (k) +if 2(K) + ig(k)] +H, ,[9(k)+if (k)g(k)] and Gaussian k-Horadam sequence

GH, ., =Hy o[ F2(K)+ (k) +if (k) |+H, ., [ f (K)g(k) +ig(k)] with initial conditions are defined by
means of their recurrence connections and main principles of these sequences are examined.

Subsequently, certain significant equations are given for these numerical sequences.
r-Hankel matrix is defined in wiev of Hankel matrix. Moreover, the norms of these matrices,

whose constituents are composed of generalized complex k-Horadam and generalized Gaussian
k-Horadam numbers, are computed. In addition, calculations are conducted for the norm values of these

matrices, some of whose constituents are composed of certain numerical sequences.

Keywords: Generalized Gaussian k-Horadam, Generalized Kompleks k-Horadam, r-Hankel.
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1. GIRIS

Sayilar Teorisi’nin ¢alisma alaninin bir parcasi, rekiirans iligkili olan say1
dizileridir. Rekiirans iliskili say1 dizileri bir¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve bunlar
lizerine gesitli arastirmalar yapilmistir. Sayr dizilerinin bu kadar biiyiik dneme sahip
olmasi, viicudumuzda ve c¢evremizdeki nesnelerdeki uyumla karsilasmamizdan
kaynaklanmaktadir. Bir aygicegindeki taneciklerin sasirtict  diizeninin, ¢am
yapraklariin diizeniyle gosterdigi inanilmaz benzerlik verilebilecek 6rneklerden sadece
bir tanesidir. Bu benzerliklerin “altin say1”, “glimiis say1” ve “bronz sayi” gibi bir

saytyla ifade edilme ¢abalar1 etrafimizdaki sayisiz goz alici seylerde goriilebilmektedir.

Rekiirans say1 dizileri, rasyonel fonksiyonlar1 temsil eden kuvvet serileri teorisi,
pseudo rastgele say1 iiretegleri, dinamik zeta fonksiyonlari, Poincare serileri, lineer
rekiirans dizilerinden olusan Diophantine denklem siniflarmin ¢éziim dizileri gibi
bilimin temel basliklarini olusturan bircok alanin ilerlemesinde 6nemi biiyiik olmustur.
Bu sekildeki diziler niimerik analizin Onemli alani olan yaklagim teoride, sifre
biliminde, bilgisayarla grafik ¢izimlerinde ve zaman serileri analizinde sikca

kullanilmaktadir (Civciv, 2009).

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Bu g¢alismanin temel amaci, genellestirilmis kompleks k-Horadam ve
genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayi dizilerini tanimlayarak bu dizilerin bazi
ozelliklerini arastirmaktir. r-Hankel matrisi tanimlamak ve elemanlar1 genellestirilmis
kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam say1 dizileri olan bu 6zel

matrislerin normlari i¢in sinirlart hesaplamaktir.

1.2. Kaynak Arastirmasi

Calismanin bu kisminda, bir¢ok alanda ¢alisma konusu olan, uygulama alanlar
giinbegiin genisleyen rekiirans iligkili say1 dizileri ve say1 dizileri yardimiyla tanimlanan
Toeplitz, Hankel ve Circulant matrislerin normlar1 iizerine literatiirde yapilmig olan

calismalardan bahsedilecektir.



Horadam, “Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions” isimli

calismasinda, kompleks Fibonacci sayilarini i =+/—1 olmak iizere,

KF, =F, +iF,,,

seklinde tanimlamis, bazi oOzelliklerini ele almis ve bazi bagintilar elde etmistir
(Horadam, 1963).

Horadam, “Basic properties of a certain generalized sequence of numbers”
isimli makalesinde, kendi ismiyle anilacak dizisini tanimlamis ve tanimlanan dizinin

genel 6zelliklerini ele almistir (Horadam, 1965).

Horadam, “Applications of Modified Pell Numbers to Representations™ isimli
calismasinda, modified Pell dizisini tanimlayarak, modified Pell dizisinin 6zelliklerini
incelemistir. Pozitif ve negatif tam sayilarin modified Pell dizileriyle temsillerini
bulmus, min-max dizisini elde ectmis ve bu dizinin Ozelliklerini incelemistir

(Horadam, 1994).

Karner ve ark., “Spectral Decomposition of Real Circulant Matrices” isimli
makalelerinde, sag circulant, sol circulant, ters sag circulant ve ters sol circulant

matrisleri tanimlayarak spectral ayrisimlarini incelemiglerdir

(Karner, Schneid & Ueberhuber, 2003).

Solak, “On The Norms of Circulant Matrices with The Fibonacci and Lucas
Numbers” isimli makalesinde, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan

circulant matrislerin Spektral ve Euclidean normlart i¢in smirlar elde etmistir

(Solak, 2005).

Cerin ve Gianella, “On Sums of Pell Numbers” isimli ¢alismalarinda, Pell
sayilarinin carpimlarinin toplamlari, karelerinin toplamlar1 ve ardisik toplamlari igin

formiiller vermislerdir (Cerin & Gianella, 2007).



Yalciner, “Spectral Norms of Some Special Circulant Matrices” isimli
makalesinde, elamanlar1 Catalan sayilarindan olusan circulant matrisin spectral normu

i¢in smirlar bulmustur (Yalginer, 2008).

Shen ve Cen, “On the Bounds for the Norms of r-Circulant Matrices with the
Fibonacci and Lucas Numbers” isimli ¢alismalarinda elemanlar1 Fibonacci ve Lucas
sayllarindan olusan r-circulant matrislerin spectral normlar1 icin smirlar elde
etmislerdir. Ilave olarak bu matrislerin Kronecker ve Hadamard carpimlarmimn da

spectral normlari i¢in siirlar bulmuslardir (Shen & Cen, 2010).

Shen ve Cen, “On the Spectral Norms of r-Circulant Matrices with the k-
Fibonacci and k-Lucas Numbers” isimli ¢alismalarinda, elemanlar1 k-Fibonacci ve k-

Lucas sayilarindan olusan r-circulant matrislerin spectral normlari igin smirlar elde

etmislerdir (Shen & Cen, 2010).

Ipek, “On the Spectral Norms of Circulant Matrices with Classical Fibonacci
and Lucas Numbers Entries” isimli makalesinde, elemanlar1 Fibonacci ve Lucas

sayilarindan olusan circulant matrislerin spectral normlarini bulmustur (ipek, 2011).

Uslu ve ark., “The Relations among k-Fibonacci, k-Lucas and Generalized k-
Fibonacci and k-Lucas Numbers and the Spectral Norms of the Matrices of Involving
These Numbers” isimli ¢aligmalarinda, k-Fibonacci, k-Lucas ve genellestirilmis k-
Fibonacci sayilari arasindaki iliskiyi bulmuslardir. k-Lucas ve genellestirilmis k-
Fibonacci sayilarini igeren circulant matrislerin spectral normlariin alt ve {ist sinirlarini

hesap etmislerdir (Uslu, Taskara & Uygun, 2011).

Yazlik ve Taskara, “Spectral Norm, Eigenvalues and Determinant of Circulant
Matrix Involving Generalized k-Horadam Numbers” isimli ¢alismalarinda, elemanlari
genellestirilmis k-Horadam sayilarindan olusan circulant matrisin spectral normunu,

Ozdegerlerini ve determinantini hesaplamislardir (Yazlik & Taskara, 2012).

Shen, “On the Norms of Toeplitz Matrices Involving k-Fibonacci and k-Lucas
Numbers” isimli makalesinde, elemanlar1 k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarindan olusan

Toeplitz matrislerin spectral normlar igin sinirlar elde etmislerdir. Ilave olarak bu



matrislerin Kronecker ve Hadamard carpimlarinin da spectral normlart i¢in sinirlar

bulmustur (Shen, 2012).

Asct ve Giirel, “Gaussian Jacobsthal and Gaussian Jacobsthal Lucas
polynomials™ isimli ¢alismada, Gaussian Jacobsthal ve Gaussian Jacobsthal Lucas

polinomlarmi  ve sayilarin1  tanmimlayarak pek c¢ok Ozelliklerini  vermisler

(Asci & Gurel, 2013).

Koshy, “Pell and Pell-Lucas Numbers with Applications” isimli ¢alismasinda,

s

matrisiyle klasik Pell say1 dizisi {Pn }nzo arasinda

Pn _ I:)n-¢—l Pn
4 F)n I:)n—l

seklinde bir iliski sunmakta ve Pell sayilar1 igin ¢esitli 6zdeslikler ve esitsizlikler

2

matrisiyle n-inci klasik Pell sayis1 P, arasinda

w(o- %)

bagintis1 vardir. Koshy, bu c¢alismasinda ayrica Pell-Lucas sayilart igin de gesitli

vermektedir. Benzer sekilde,

ozdeslikler ve esitsizlikler vermektedir (Koshy, 2014).

Vasco ve ark., “k-Pell, k-Pell-Lucas and Modified k-Pell Numbers: Some
Identities and Norms of Hankel Matrices” isimli ¢aligmalarinda, k-Pell, k-Pell-Lucas ve
modified k-Pell dizi terimlerini igeren bazi tanimlar ve elemanlar1 bu dizinin elemanlar1
olan Hankel matris i¢cin bazi sonuglar bulmuslardir

(Vasco, Catarino, Campos, Aires & Borges, 2015).

Altinigik ve ark., “Determinants and inverses of circulant matrices with complex

Fibonacci numbers” isimli ¢alismalarinda, elemanlar1 kompleks Fibonacci sayilar1 olan



circulant matrislerin deteminantlarini ve terslerini hesaplamiglardir

(Altimisik, Yal¢in & Biiyiikkose, 2015).

Tiirkmen ve Gokbas, “On the Spectral Norm of r-Circulant Matrices with the
Pell and Pell-Lucas Numbers” isimli calismalarinda, elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas
sayilarindan olusan r-circulant matrislerin spectral normlar i¢in sinirlar bulmuslardir

(Tiirkmen & Gokbas, 2016).

Kizilates ve Tuglu, “On The Bounds Fort The Spectral Norms of Geometric
Circulant Matrices” isimli caligmalarinda, elemanlar1 genellestirilmis Fibonacci ve
hiperharmonik Fibonacci olan geometrik circulant matrisi tanimlamislar ve bu

matrislerin spectral normlari i¢in sinirlar belirlemislerdir (Kizilates & Tuglu, 2016).

Solak ve Bahsi, “On The Norms Of Circulant Matrices With The Complex
Fibonacci And Lucas Numbers” isimli ¢alismada, elemanlar1 kompleks Fibonacci
sayilar1 olan circulant matrislerin normlar1 i¢in hesaplamalar yapmislar, Kompleks

Fibonacci sayilarinin altin oran degerini vermislerdir (Solak & Bahsi, 2016).

Gokbas ve Tiirkmen, “On the Norms of r-Toeplitz Matrices Involving Fibonacci
and Lucas Numbers” isimli ¢aligmalarinda, r-Toeplitz matrisi tanimlamis, elemanlar
Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan r-Toeplitz matrislerin spectral normlari i¢in

siirlar bulmuslardir ( Gokbas & Tiirkmen, 2016).

Halict ve Oz, “On Gaussian Pell Polynomials and Their Some Properties™ isimli

caligmada, Gaussian Pell polinomlarini tanimlamiglar bazi 6zelliklerini ele almislardir

(Halici & Oz, 2018).

Yagmur ve Karaaslan, “Gaussian Modified Pell Sequence and Gaussian
Modified Pell Polynomial Sequence” isimli ¢aligmada, Gaussian Modified
polinomlarini tanimlamislar, Binet ve bazi toplam formiillerini vermislerdir. Gaussian
Modified Pell ve Gaussian Modified Pell polinomlarint igeren Catalan, Cassini ve

d’Ocagne esitsizliklerini vermislerdir (Yagmur & Karaaslan, 2018).



Halici ve Oz, “On Some Gaussian Pell and Pell-Lucas Numbers” isimli
calismada, Gaussian Pell ve Pell-Lucas sayilarini tanimlamislar bazi 6zelliklerini ele
almislardir (Halici & Oz, 2016).

Tossavainen ve ark., “On the spectral and Frobenius norm of a generalized
Fibonacci r-circulant matrix” isimli ¢aligmalarinda, elemanlar1 genellestirilmis
Fibonacci sayilar1 olan r-circulant matrislerin spectral ve Frobenius normlari i¢in sinir

hesaplamalar1 yapmislardir (Merikoski, Haukkanen, Mattila & Tossavainen, 2018).

Pacheenburawana ve Sintunavarat, “On the spectral norms of r-circulant
matrices with the Padovan and Perrin sequences” isimli ¢alismada, elemanlar1 Padovan
ve Perrin sayilar1 olan r-circulant matrislerin spectral normlari icin hesaplamalar

yapmislardir (Pacheenburawana & Sintunavarat, 2018).
1.3. Temel Kavramlar

Bu béliimde, literatiirde dnemli bir yer tutan Pell ve Pell-Lucas say1 dizileri

tanimlanacak ve bu say1 dizileriyle ilgili temel baz1 6zellikler verilecektir.

Tamm 1.3. 1. P, =0, P, =1 olmak iizere,

P

n+1

=2P +P ,, nx1
ile tanimlanan {Pn}nEN say1 dizisine Pell dizisi ve bu dizinin elemanlarina Pell sayilar

denir.

Pell dizisinin rekiirans bagintis1 geriye dogru diisiiniildiiglinde negatif indisli Pell

saytlar1 P = (-1)""P, formiilii ile elde edilir.
8,,8,,...,a, sonlu dizisinin iireteg fonksiyonu f(x)=a,+ax" +a,x*+...+ax"
seklindedir. P,=0, B =1 ve P,=2P,,+P,_, olmak iizere, Pell sayilari bir kuvvet

serisi yardimiyla elde edilebilir.

f (X) =P X’ +Px' +PX* +...+ P X" +...= ipﬂxn
n=0

fonksiyonu Pell dizisinin tirete¢ fonksiyonu olmak tizere,



2xf (X) = 2PX" + 2P X% + 2P, X% +...+ 2P, X" +...
X f (x)= PX?+Px} +Px* +...+P X" +...

f(x)—2xf (X)—x*f (X) =Py +(P,— 2P, )x" +(P,— 2P, = P))x* +...+(P, = 2P, , = P, , ) X" +...

f(x)—2xf (x)=x*f (x)=x
f (x)[l—Zx—x2]=x
0= 1ae

elde edilir. Urete¢ fonksiyonu yardimiyla ve « =1+42 ve Ys; =1-+/2 olmak iizere;

Pell sayilarinin Binet formiilii

seklinde bulunur (Horadam, 1971).

Pell sayilar1 arasindaki bazi bagintilar,

n

PP —P?=(-1)

n+l" n

P2n+1 = 22 sz +1

k=0

seklindedir (Koshy, 2014).



Tamm 1.3.2. Q, =2, Q, =2 olmak iizere,

Qn+l = 2Qn +Qn—1’ n 21

ile tanimlanan {Qn}n say1 dizisine Pell-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarina Pell-

eN
Lucas sayilar1 denir.

Pell-Lucas dizisinin rekiirans bagintis1 geriye dogru diisiiniildiigiinde negatif

indisli Pell-Lucas sayilart Q , =(-1)"Q, formiilii ile elde edilir.
8,8,,...,a, sonlu dizisinin tireteg fonksiyonu f (x)=a,+ax" +a,x*+...+ax"

seklindedir. Q, =2, Q =2 ve Q,=2Q, ,+Q, , olmak iizere, Pell-Lucas sayilar1 bir

kuvvet serisi yardimiyla elde edilebilir.
f (X) = QOXO +Q1Xl +Q2X2 i ...+Qan +..= ZQan
n=0

fonksiyonu Pell-Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu olmak tizere,

2xfF (X) = 2QuX" +2QX% +2Q,x% +...+2Q, X" +...
X2 f (x)= QX+ QX + QX"+ 4 QX"+
f(X)=2xF (X)=x*F (X) = Q +(Q —2Qy ) X +(Q, = 2Q, — Qg ) X* +..+(Q, = 2Q ;s — Q5 ) X" +..
f(X)—2xf (x)=x*f (x)=2-2x
f(x)[1-2x-x"]=2-2x

2—2X
(X)_l—Zx—xz

esitligi elde edilir. Uretec fonksiyonu yardimiyla a=1+2 ve ,B=1—\/§ olmak

tizere Pell-Lucas sayilarinin Binet formiili

Q =a"+f"

seklinde bulunur (Horadam, 1971).



Pell-Lucas sayilar1 arasindaki bazi bagintilar,

Qn+lQn—1 - Qr? = 8(_1)

Q2n+1 = ZZsz -2
k=0

n-1

Q2n = 2”21 Q2k+1 +2
_ 1
ZQk :E(Qnﬂ +Qn)

z Qk Qk Qk+1 + 4

seklindedir (Koshy, 2014).

Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasinda

I:)nJrl a Pn—l = Qn
I:)n+1 |:)n = %
2

P+P = 23
2

Qs +Qy =8F,
Q+Quu=
Quu—-Q =F,
QPR =F

n-1

ZQi = 2|:)n

Q + Qn+1 2n+l
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an +Q§+1 :8(Pnz + Pn2+1)

bagintilar1 bulunmaktadir (Reix, 2005).

Tamim 1. 3. 3. Pell dizisi i¢in ardisik sayilarin limitleri orani,

% = lim et — fim 2Pt P

n—o Pn n—w

n

x:2+1
X

olur. Bu esitlik ¢oziimiinden x> —2x—1=0ve X :11\/5 olarak bulunur. x>0 olmak

iizere, X =1++/2 seklindedir (Koshy, 2014).

Tamm 1. 3. 4. Pell-Lucas dizisi i¢in ardisik sayilarin limitleri oran,

x = lim 201t — fjm 2% * Qo

n—w Q n—w Q
n n

1
Q

n-1

=2+
lim

n—o0

x=2+1
X

olur. Bu esitlik ¢oziimiinden x*—2x—1=0ve X =1J—r\/§ olarak bulunur. x>0 olmak

iizere, X =1++/2 seklindedir (Koshy, 2014).

Tamm 1. 3. 5. Ardisik Pell ve Pell-Lucas sayilarinin limitleri oran,

lim o = Jim Qo=

n—w Q n—oo Q
n n
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=1+

1+\/§

seklindedir (Koshy, 2014).

Tamim 1. 3. 6. VK >0 reel sayistigin B ; =0, B, =lolmak iizere,

Bona=2B,+kR ., n=1
ile tanimlanan {Pk'n}neN say1 dizisine k-Pell dizisi ve bu dizinin elemanlarma k-Pell
sayilar1 denir.

k-Pell dizisinin rekiirans bagtisinin karakteristik denklemi, r”—2r—k =0

olup bu denklemin kokleri r,=1++1+k ve r,=1-+1+k ayrica I, <0<rolmak

lizere [ +1,=2, rL—r,=2yJ1+k ve rr,=—k elde edilir. k-Pell sayilarinin Binet
formili

n n

P = L-n
. h-r
seklindedir. k=1 alinmasiyla r, =1++/2 kokii “glimils oran” olarak isimlendirilir

(Catarino, 2013).

Tamm 1. 3. 7. Vk >0 reel sayistigin Q, , =2, Q,, =2olmak iizere,
Qk,n+1 = 2Qk,n + ka,n—l' n 21

ile tanimlanan {Qk n} . say1 dizisine k-Pell-Lucas dizisi ve bu dizinin elemanlarina

ne

k-Pell-Lucas sayilar1 denir.

k-Pell-Lucas  dizisinin  rekiirans  bagntisinin  karakteristik ~ denklemi,
r?~2r—k=0 olup bu denklemin kokleri r,=1+\1+k ve r,=1-+1+k ayrica
r, <O<rolmak iizere I,+r, =2, r—r,=21+k ve rr,=-k elde edilir. k-Pell-
Lucas sayilarinin Binet formiili
Qn=r+1

seklindedir (Catarino & Vasco, 2013).
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Tamm 1. 3. 8. $s>0, tz0ves’+t>0 olacak sekilde s ve t reel sayilart icin
P (s,t)=0, RB(s,t)=1ve

P..(st)=2sP, (s t)+tP, (s t), n>1
rekiirans iligkisi ile tanimlanan {Pn (S,t)}nZO say1r dizisine (s,t)-Pell dizisi veya
genellestirilmis Pell dizisi denir ve bu dizinin elemanlarina genellestirilmis Pell sayilari

denir (Gulec & Taskara, 2012).

Tamm 1. 3. 9. $>0, t=0ves’+t>0 olacak sekilde s ve t reel sayilari icin
Q(s,t)=2, Q(s,t)=2s ve

Quu(st)=2sQ, (s,t)+tQ, ,(s,t), n>1
rekiirans iliskisi ile tanimlanan {Qn (S’t)}nzo say1 dizisine (s,t)-Pell-Lucas dizisi veya

genellestirilmis Pell-Lucas dizisi denir ve bu dizinin elemanlarina genellestirilmis Pell-

Lucas sayilar1 denir (Gulec & Taskara, 2012).

Tamm 1. 3. 10. k > 0, f(k) ve g(k) k’nin skaler degerli polinomlar1 olsun.
f?(k)+4g(k) >0, H,,=a, H,, =b olmak iizere,

Hk,n+2 = f (k)Hk,n+l + g(k)Hkn

rekiirans bagintisiyla tanimlanan {Hk,n} y sayl dizisine genellestirilmis k-Horadam

ne
dizisi ve bu dizinin elemanlarina da genellestirilmis k-Horadam sayilar1 denir.
Ayrica,

H, =rlHk,n—l+<Hk,l_rlHk,O)anil (1'1)

,n

X=H,-rH, ve Y=H,-rH , ve VneN icin olmak iizere,
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H, . =

k,n—r

H, .He,—H

k,m k,m+r

I:_g (k)]n—r (Hk,lHk,r - Hk,on,r+1)<Hk,1Hk,m—n+r - Hk,OHk,m—n+r+l)
2 2 (1.3)
Hk,l - Hk,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)

esitlikleri gegerlidir (Yazlik & Taskara, 2012).

Cizelge 1. 3. 1. Pell, Pell-Lucas, k-Pell ve k-Pell-Lucas sayilarinin ilk birkag teriminin gosterimi

n [0]1] 2 3 4 5 6
P lo[1] 2 5 12 29 70

Q, |2(2]| 6 14 34 82 198

P |O|1] 2 | 4+k 8+4k k*+12k+16 6k?+32k+32
Qcn | 2] 2| 442k | 8+6k | 2k*+16k+16 | 10k*+40k+32 | 2k*+ 36k*+96k+64

1.4. Matris Normlari

Bu boliimde vektdr normlari, matris normlariyla ilgili tanimlar ve teoremler

verilecektir.

Tammm 1. 4. 1. F reel ya da kompleks sayilar cismi ve V, F cismi iizerinde

tammlanmis vektdr uzayr olmak iizere, |[:V —R"w{0} seklinde ifade edilen ve
asagidaki ti¢ aksiyomu saglayan ||| déniisimiine vektor normu, iizerinde norm

tanimlanmig vektor uzayima da normlu uzay denir (Horn & Johnson, 1991).

L WeV igin V|20 ve [v|=0ev=0
Il acF ve WeV igin |av|=|a||Vv|

WL uveV icn [u+v|<|ul+ |V
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Tamm 1. 4. 2. M (F),elemanlart F cisminden alnan mxn matrislerin kiimesi ve

A BeM, (F),aeF olmak iizere,

J: M., (F) > R" {0} seklinde ifade edilen ve

asagidaki dort aksiyomu saglayan ||| doniisiimiine matris normu denir.

. 0<|A| ve |[A|=0< A=0

acF ve |aA|=|al|A|

|A+ Bl <[Al+[8]

V. [AB] <[ Al8]

Bir A matrisinin normu genel anlamda |A| seklinde gosterilir. Bu

aksiyomlardan ilk {¢ii saglaniyorsa bu norma genellestirilmis matris normu denir

(Horn & Johnson, 1991).

X herhangi bir vektor olmak iizere matris normlart ile vektor normlari arasinda

||AX|| < ||A||||X|| seklinde bir iliski vardir. Bu esitsizligi saglayan ||A|| matris normuna, ||X||

vektor normuyla uygundur denir (Horn & Johnson, 1991).

Tanim 1. 4. 3. A nxn tipinde bir matris olmak {izere asagidaki tanimlamalar

gegerlidir (Horn & Johnson, 1991).

2

n n
ZZ‘aij‘ ifadesine A matrisinin Euclidean (Frobenius) normu denir.
i=1 j=1

Il. A*:(ﬂ)T igin ||A], zﬂfxlmax(A*A) =0, (A) ifadesine A matrisinin spectral

normu denir.

L Al =

E

n

. |A], =max>|a;| ifadesine A matrisinin siizun normu denir.
1<j<n 4=

V. ||Al = maxzn:‘aij‘ ifadesine A matrisinin saz- normu denir.
® I<ism 1
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1

n P

V. 1<p<o icin |[A] = (Z‘aij‘ } ifadesine A matrisinin |, normu denir.

ij=l

I . _

VI. ¢, (A)=max Z‘aij‘ ifadesine A matrisinin maksimum siitun uzunluk normu
! =

denir.
n
2 . . P .
VI, r(A)=max ,Z‘aij‘ ifadesine A matrisinin maksimum satir uzunluk normu
1 "
j=1
denir.

A, mxntipinde bir matris olmak iizere yukarida verilen normlar arasinda

asagidaki bagintilar mevcuttur (Horn & Johnson, 1991).

<[[Al, <[Ale

1
A,

AL < yIALIA

|OO

1
T IAL <IA, <m]A,

1
T IAL <IA, < n]Al
Tanmm 1. 4. 4. Az[aij], nxn tipinde bir matris ve A, degerleri A matrisinin 6z

degerleri olmak tizere A matrisinin mutlak degerce en biiyliik 6z degerine A matrisinin
spectral ~ yarigapr  denir  ve p(A)=max (|2,I |) seklinde  gosterilir

1<i<n

(Horn & Johnson, 1991).

Tanmm 1. 4. 5. A:[aij], ve Bz[bij], nxn tipinde matrisler olmak {izere

AoB = [aij bij] seklinde verilen carpima A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir

(Horn & Johnson, 1991).
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Teorem 1. 4. 6. p(A), A matrisinin spectral yarigapt ve ||A|, A matrisinin normu

olmak iizere p(A)<||A| esitsizligi vardir (Horn & Johnson, 1991).

Teorem 1. 4. 7. A, B, C nxn tipinde matrisler ve¢. A=BoC olmak fiizere,

|Al, <% (B)c,(C) esitsizligi vardir (Horn & Johnson, 1991).
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2. KOMPLEKS k-HORADAM VE GAUSSIAN k-HORADAM SAYILARI

Bu boliimde, genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian
k-Horadam say1 dizileri tanimlanacak; kompleks Pell, kompleks Pell-Lucas, Gaussian

Pell ve Gaussian Pell-Lucas say1 dizileri i¢in elde edilen 6zellikler gosterilecektir.

2.1. Genellestirilmis Kompleks k-Horadam ve Genellestirilmis Gaussian

k-Horadam Dizilerinin Ozellikleri

Tanim 2. 1. 1. k>0, f(k) ve g(k) k’'nin skaler degerli polinomlar: olsun.

i2=-1, H.,=a, H,,=b olmak lizere,

KH, .o = Hy [ F(K)+iF2(K) +ig (k) |+ H, , [g(k) +if (K)g (k)] (2.1)

rekiirans bagimtisiyla tanimlanan {KHk,n} o sayl dizisine kompleks k-Horadam dizisi

ne
ve bu dizinin elemanlarma da kompleks k-Horadam  sayilari  denir

(Gokbas & Kose, 2018a).

(2.1)’de verilen rekiirans bagintisi diizenlendiginde,

KH, o = He | F OO +if2(K) +ig (k) |+ H, , [9(€) +if ()g (k)]
= F (K Hy oy +if 2(K)H, 0ot HIGK)H, 0 + 9(KOH, , +if (K)G(K)H,
= F(K)H, 1 + 9K H,  +i(+ F2(OH, 0+ 9(OH, .+ F(K)GKOH, )
= iy +i[ FOO(FOOH, i+ 9KOH, )+ 9OOH, . ]
= Hypoz H[ FOOH, ez +90OH 0 |

KHk,n+2 = Hk,n+2 + in,n+3 (22)

esitligi elde edilir.

Cizelge 2. 1. 1. Genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilarinin ilk birkag teriminin gosterimi
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0 1 2

KH

a+ib | b+i(f(kb+g(k)a) | f(k)b + g(k)a + i(FP(K)b+f(k)g(k)a+g(k)b)

(2.1)’de verilen rekiirans bagmtisinda, f(k), g(k), a ve b 6zel degerleri igin

{KHkn} kompleks k-Horadam dizisi literatiirde yer alan diger sayr dizilerine
) neN

indirgenir. Ornegin, {KHk’n}neN dizisinde;

v f(K=1, g(K)=1, a=0 ve b=l icin, {KH, .} ={i,1+i,1+2i,..} kompleks

ne

Fibonacci dizisine,

f()=1, g(k)=1, a=2 ve b=1 igin, {KH, .}  ={2+i,1+3i,3+4i, ..} kompleks

ne

Lucas dizisine,

f(k)=2, g(k)=1, a=0 ve b=1 icin, {KHk’n} ={i,1+2i,2+5i,..} kompleks

ne

Pell dizisine,

f)=2, g(k}=1, a=2 ve b=2 icin, {KH,,} ={2+2i,2+6i,6+14i,..}
kompleks Pell-Lucas dizisine,

fl)=1, 9(k}=2, a=0 ve b=1 icin, {KH,,} ={i,1+i,1+3i,..} kompleks

Jacobsthal dizisine,
f()=1, g()=2, a=2 ve b=1 iin, {KH,,}  ={2+i,1+5i,5+7i,..} kompleks
Jacobsthal-Lucas dizisine,

f(k)=k, g(k)=1, a=0 ve b=1 icin, {KHk’n}neN={i,1+ik,k+ik2+i,...}

kompleks k-Fibonacci dizisine,
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v f(k)=k, g(k)=1, a=2 ve b=k icin,
{KH, |  ={2+ik k+ik?+2i, k* +2+ik®+3ik,..} ~ kompleks  k-Lucas
dizisine,

v (=2, g(K)=k, a=0 ve b=1 igin, {KH, | ={i,1+2i,2+4i+ik,..}
kompleks k-Pell dizisine,

v f(K)=2, a(k)=k, a=2 ve b=2 icin,
{KH, .}  ={2+2i,2+2ik+4i, 4+2k+8i+6ik, ..} kompleks k-Pell-Lucas
dizisine,

v f(K=k, g(K=2, a=0 ve b=1 igin, {KH,,} ={i,1+ik k+2i+ik? .}
kompleks k-Jacobsthal dizisine,

v f(k)=k, g(k)=2, a=2 ve b=k icin,
{KHkyn}neN ={2+ik, k+ik?+4i, k> +4+ik® +6ik, ..} kompleks k-Jacobsthal-

Lucas dizisine,
indirgenir (Gokbas & Kose, 2018a).

Tanim 2. 1. 2. k>0, f(k) ve g(k) k’'nin skaler degerli polinomlar: olsun.

i2=-1 Ho,=a H,= b olmak iizere,

GH,p.p = Hyy [ F2(K)+ g (k) +if (k) [+ H, ., [ T (K)g (k) +ig(K)] (2.3)

rekiirans bagintistyla tanimlanan {GHk'n} y sayl dizisine Gaussian k-Horadam dizisi

ne
ve bu dizinin elemanlarma da  Gaussian k-Horadam  sayilar1  denir

(Gokbas & Kose, 2018a).

(2.3)’de verilen rekiirans bagntisi yeniden diizenlendiginde,
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GHk,n+2 = Hk,n+2 + in,n+1 (24)

esitligi elde edilir.

Cizelge 2. 1. 2. Genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilarinin ilk birkag teriminin gosterimi

4 p=f (e

GH gU)

b +ia f(k)b + g(kK)a + ib

(2.3)’de verilen rekiirans bagintisinda, f(k), g(k), a ve b 6zel degerleri igin

{GHkn} Gaussian k-Horadam dizisi literatiirde yer alan diger say1 dizilerine
) neN

indirgenir. Ornegin, {GHk,n} . dizisinde;

v

ne

f(k)=1, g(k)=1, a=0 ve b=1 i¢in, {GHk'n}neN ={i, 1, 1+1i, ...} Gaussian Fibonacci
dizisine,
f(k)=1, g(k)=1, a=2 ve b=1 icin, {GHk,n}  ={2-i,1+2i,3+i,..} Gaussian

ne

Lucas dizisine,

f()=2, g(k)=1, a=0 ve b=1 igin, {GH,,} ={i,1 2+i,..} Gaussian Pell
dizisine,
f)=2, g(k}=1, a=2 ve b=2 icin, {GH,.} ={2-2i,2+2i,6+2i, .}

Gaussian Pell-Lucas dizisine,
f=1, g(k=2, a=0 ve b=1 i¢in, {GH,,} :{%,1,1+i,...} Gaussian

Jacobsthal dizisine,
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v f(k)=1, g(K)=2, a=2 ve b=1 i¢in, {GH, | :{%,H 2i,5+1i, ...} Gaussian

neN
Jacobsthal-Lucas dizisine,

v f(k=k, g(k)=1, a=0 ve b=1 igin, {GHkyn}neN ={i,1, k+i,..} Gaussian
k-Fibonacci dizisine,

v f(=k, g(=1 a=2 ve b=k igin, {GH,,} ={2-ik k+2i kik+2, .}

Gaussian k-Lucas dizisine,
v f(k)=2, g(k)=k, a=0 ve b=1 icin,

{GH,,} , ={46k* —86k +40+29ik® — 48ik + 20i, —19k* + 36k —16 —12ik” + 20ik — 8, ...}
Gaussian k-Pell dizisine,

v f(K)=2, g(k)=k, a=2 ve b=2 icin,

{GH, .} . ={-130k® +244k —112—82ik? +136ik —56i, 54k —100k -+ 48+ 34ik? — 56ik + 24i, ...}

ne

Gaussian k-Pell-Lucas dizisine,

v f(K)=k, g(k)=2, a=0 ve b=1 icin,

3k® —10k?® +17k —10 + 3ik? —10ik +11i —k® +6k? — 7k + 6 —ik? + 6ik —5i
{GHk,n}nEN ={ ) ’ 4 ’ }
Gaussian k-Jacobsthal dizisine,
v f(k)=k, g(k)=2, a=2 ve b=k icin,
—7k® +34k? — 45k + 34— 7ik? + 34ik —31i 5k® —14k? + 27k —14+5ik? —14ik +17i
{GH.. ), =F ! e}

8 4
Gaussian k-Jacobsthal-Lucas dizisine,

indirgenir (Gokbas & Kose, 2018a).

Kompleks Pell (KP,), kompleks Pell-Lucas (KQ,), Gaussian Pell (GP,),

Gaussian Pell-Lucas (GQp) sayilarinin ilk birkag terimi asagida verilmistir.
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Cizelge 2. 1. 3. Kompleks Pell, Kompleks Pell-Lucas, Gaussian Pell ve Gaussian Pell-Lucas sayilarinin
ilk birkag teriminin gosterimi

n 0 1 2 3 4 S) 6
KP [ 1+2i 2+5i 5+12i | 12+29i 29+70i 70+169i
KQ 2+2i 2+6i 6+14i | 14+34i | 34+82i 82+198i 198+478i
GP [ 1 2+i 5+2i 12+5i 29+12i 70+29i
GQ 2-2i 2+2i 6+2i 14+6i 34+14i 82+34i 198+82i

Lemma 2. 1. 3. n>1, H,  n. genellestirilmis k-Horadam, KH,  n. kompleks

k-Horadam ve GH, , n. Gaussian k-Horadam sayilar1 olmak iizere,

KHy e =GHy o = Hy o [iF () (F2(k) +29(K)-1) |+ Hy o4 [ig (k) (£(K) + 9 (k) -1)

esitligi gegerlidir (Gokbas & Kose, 2018a).
Ispat:
KHy o = GHy ey = (Hy [ F(K)+if () +ig (k) |+ H, . [9 (k) +if () g (K)])
~(Hia [ F200)+ g (k) +if (k) ]+ Hy o [ () g (k) +ig (k)] )
esitligi diizenlendiginde,
KHy o =GHy o = ([ FOOH, , + 9 (k) H, o [ (k) +if (k) +ig (k) |+ H, , [a (k) +if () g (K)])

~(Hyn [ F200+g(k)+if () |+ Hy [ F (g (k) +ig(k)])
KH, i = GHy o = Hy o [iF () (F2(0) + 29 () =1) [+ Hy o4 [ig (k) (£2(K) + g (k) -1)

elde edilir.m



23

Son esitlik yeniden diizenlendiginde,

KHk,n+2 _GHk,n+2 =i I:Hk,n+3 - Hk,n+l]

olur.

Lemma 2. 1. 4. n>1, H,,  n. genellestirilmis k-Horadam, KH,  n. kompleks

k-Horadam ve GH, , n. Gaussian k-Horadam sayilar1 olmak iizere,

KH, 1., #GH, 1., = Hy o [ 2F2(K) +2g (k) +if * (k) + 2ifg (k) +if (k) |
+Hy o 1] 2f9(K) +if 29 (k) +ig? (k) +ig(K) ]

esitligi gecerlidir (Gokbas & Kose, 2018a).
Ispat:
KH, 1.+ GH, 1o = (Hipa [ F(K)+if 2 (k) +ig (k) ]+ Hy . [9 (k) +if () g (k)])

+(Hia [ F200)+g(k)+if (k) ]+ Hy o [ ()9 (k) +ig (k)] )
esitligi diizenlendiginde,
KH oo +GHy o = ([ FOOH, , + 9 () H, [ F (k) +if (k) +ig (k) |+ H, , [g (k) +if (g (K)])

#(Hea[ 200+ g(k)+if () ]+ H, [ F () () +ig(K)])

KH, 1y +GH, 11y = Hy [2 f2(k)+2g(K) +if (k) + 2ifg (k) + if (k)]

+H, [ 2fg (k) +if 2g (k) +ig® (k) +ig (k) |
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elde edilir.m
Son esitlik yeniden diizenlendiginde,

KHk,n+2 +GHk,n+2 = 2Hk,n+2 +i I:Hk,n+3 + Hk,n+1:|

olur.

Lemma 2. 1. 5. n>0, H,, n. genellestirilmis k-Horadam, KH, ~n. kompleks

k-Horadam ve GH,  n. Gaussian k-Horadam sayilar1 olmak iizere,

‘KHk,n+2 - GHk,n+2

=H, . (F2(K)+9(K)-1)+H,, (f(K)g(K))

esitligi gecerlidir (Gokbas & Kose, 2018a).

Ispat:

KHk,n+2 - C;Hk,n-¢—2

= (M F 00+ 20 +ig(k) |+ Hy o [90Kk) +if (k) g (K)])

~(Heo[ 200+ 900+ (0 ]+ Hy s [ (000 +ig (9]

esitligi diizenlendiginde,

KHk,n+2 -GH k,n+2

= (L1 0OH,+ 90OH,, T+ 200+ 900) His + F (09RO, ]

—([( f2(k)+g(k))H, , + f(k)g(k)Hk,n_l]H[f(k)Hk,n +g(k)Hk,n_1])‘

KH, p2 =GHyp.2| = J[( F2(K)+ 9K) ~1) Hy o+ FOGOOH, , |
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I<Hk,n+2_ GHk,n+2

:( f 2(k) + g(k) _1)Hk,n+l+ f (k)g(k) Hk,n

elde edilir.m

Son esitlik yeniden diizenlendiginde,

KHk,n+2_ GHk,n+2 = Hk,n+3_ Hk,n+l
olur.

Kompleks Pell (KP,) ve Gaussian Pell (GP,) sayilar1 arasindaki farkin modiilii,
kompleks Pell-Lucas (KQn) ve Gaussian Pell-Lucas (GQp) sayilar1 arasindaki farkin
modiiliiyle ilgili birkag terim asagida verilmistir.

Cizelge 2. 1. 4. Kompleks Pell ve Gaussian Pell sayilar1 arasindaki farkin modiiliiyle ilgili ilk birkag
teriminin gosterimi

KP O+i | 1+2i | 2+5i | 5+12i | 12+29i | 29+70i | 70+169i | 169+408i

GP O+i 1 2+i 5+2i 12+5i | 29+12i | 70+29i 169+70i

IKP - GP|

1o
N
I~
[EEN
o
N
M~
a1l
o

140 338

Cizelge 2. 1. 5. Kompleks Pell-Lucas ve Gaussian Pell-Lucas sayilar1 arasindaki farkin modiiliiyle ilgili
ilk birkag teriminin gosterimi

KQ 2+2i | 2+61 | 6+14i | 14+34i | 34+82i | 82+198i | 198+478i | 478+1154i

GQ 2-21 | 2421 | 6+2i | 14+61 | 34+14i | 82+34i | 198+82i | 478+198i

I~
I~
[EEN
N

IKQ-GQJ 28 68 164 396 956
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Grafik 2. 1. 1. Kompleks Pell ve Gaussian Pell sayilarinin ilk birkag teriminin koordinat diizleminde

gosterimi
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Grafik 2. 1. 2. Kompleks Pell-Lucas ve Gaussian Pell-Lucas sayilarinin ilk birkag teriminin koordinat

diizleminde gosterimi
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Bu kisimda, genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian

k-Horadam sayi dizileri igin 6nemli bazi esitlikler verilecektir.

Teorem 2. 1. 6. 1y ve rp, H ., = f(k)H, ., +9(k)H,, rekiirans bagntis1 ile verilen

genellestirilmis  k-Horadam dizisinin ikinci mertebeden bir fark denkleminin

karakteristik kokleri olmak tizere,

@ KHKn:ﬁHkma+(HK1_EHKoy;4+4[ﬂHKn+(HkJ_GHKoy?]
b) GHk,n = rlHk,n—l +(Hk,l - rl"'k,o)rzm1 +i ':rlHk,n—Z +(Hk,1 - rlHk,O)r2n72:|

esitlikleri gecerlidir.

Ispat:

(1.1) esitligi, KH, =H, +iH n. genellestirilmis kompleks k-Horadam

k,n+1?

sayisinda yerine yazilirsa,

KHKn:QHKW1+(HkJ_EHKoy?4*4[EHKn+(HK1_GHKOM?}

elde edilir.m

Benzer sekilde,

GHKn:EHKma+(Hk4—EHKoﬁ?4+4[GHsz+(Hk4—EHKoﬁ§4]

elde edilir.m

Teorem 2. 1. 7. (Binet Formiilii): X =H, ,—H,r,, Y=H, —H, L ve VneN olmak

lizere,

an _ern +i Xrin+l _Yr2n+1

a) KH, =
h—-n n-n
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X" —Yr, N X" -yt

b) GH, , =
) “" - -

esitlikleri gecerlidir.

ispat:
(1.2) esitligi, KH,, =H, +iH, ., n. genellestirilmis kompleks k-Horadam

sayisinda yerine yazilirsa,

B Xrin _ern +i Xrin+1 _Yr2n+1

KH
. n-rn h=r
elde edilir.m
Benzer sekilde,
Xe"—vyr) X"ty
GH,  =—% e -
' h—-n il
elde edilir.m

Teorem 2. 1. 8. (d’Ocagne Esitligi): KH, —n. genellestirilmis kompleks k-Horadam

sayist ve GH, = n. genellestirilmis Gaussian k-Horadam say1s1 olmak iizere,

a) KH KHk,n - KHk,m KHk,n+1 =

k,m+1

(Hk21 - Hk,OHk,Z)(I:_g (k)]m (Hk,lHk,n—m - Hk,OHk,n—m+1)+|:_g (k)]n+l(Hk,lHk,m—n - Hk,OHk,m—ml))
He —HZ (k)= H o Hy, f (k)

+i [_g (k)]m (Hk,lHk,z o Hk,on,s)(Hk,lHk,n—m B Hk,on,n—m+1)
sz,l - sz,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)
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b) GH, ,.,,GH,,-GH, GH, . =

k,m+1

(Hk2,1 - Hk,OHk,Z)([_g (k):lnil(Hk,lHk,m—n - Hk,OHk,m—n+1)+|:_g (k)]m (Hk,lHk,n—m - Hk,on,n-m+1))
Hk2,1 - szvog (k)— H H, f (k)

[_g (k):lm_l(Hk,lHk,Z - Hk,on,s)(Hk,lHk,n—m - Hk,OHk,n—m+1)
sz,l_ H|<2,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)

+i

esitlikleri gecerlidir.
Ispat:

KH KHk,n - KHk,mKHk,nJrl Z(Hk,m+1 +in,m+2)(Hk,n +in,n+l)_(Hk,m +in,m+1)(Hk,n+1 +in,n+2)

k,m+1

3 (Hk,nHk,m+l - Hk,n+1Hk,m)+(Hk,n+2Hk,m+l - Hk,n+1Hk,m+2)
+i ( Hk,nHk,m+2 r Hk,n+2Hk,m)

(1.3) esitligi kullanilarak,

[_g (k)]m (Hk,lHk,l - Hk,OHk,Z)(Hk,lHk,n—m - Hk,OHk,n—erl)
Hk2,1_ sz,og(k)_ Hk,OHk,lf (k)

KH, ,.KH  —KH,  KH, .=

k,m+1

[_g (k):|n+1(Hk,lHk,1 - Hk,OHk,Z)(Hk,lHk,m—n - Hk,OHk,m—n+1)
sz,l - H|<2,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)

+

; [_g (k):lm (Hk,lHk,Z - Hk,OHk,B)(Hk,lHk,n—m - Hk,OHk,n—m+1)
+1 2 2
Hk,l_ Hk,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)

B (sz,l - Hk,OHk,Z)([_g (k)]m (Hk,lHk,n—m - Hk,OHk,n—m+1)+|:_g (k):ln+1(Hk,1Hk,m—n - Hk,OHk,m—nJrl))
- Hl<2,1_Hk2,Og(k)_Hk,0Hk,lf(k)

+i [_g (k)]m (Hk,lHk,Z - Hk,OHk,3)(Hk,lHk,n—m - Hk,on,n-m+1)
2 2
Hk,l - Hk,Og (k)_ Hk,OHk,lf (k)
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elde edilir.m

Benzer sekilde,

GH, ,.GH, , —-GH, GH

k,n+1 =

(sz,l_Hk,OHk,Z)([_g(k):lnil(Hk,lHk,m—n kO k,m- n+1) [ g ] (Hk,lHk,n—m_Hk,OHk,n—m+1))
sz,l_Hk,Og(k)_Hk,OHk,lf(k)

4i [_g(k):lm_l(Hk,lHk,Z_Hk,OHKB)(Hlekn m_Hk,OHk,n—m+l)
sz,l_sz,Og( ) HkOHklf(k)

elde edilir.m

Teorem 2. 1. 9. (Catalan Esitligi): KH, = n. genellestirilmis kompleks k-Horadam

sayist ve GH, = n. genellestirilmis Gaussian k-Horadam say1s1 olmak iizere,

a) KHk,nerKHk,n—m - KHr? =

(Hk,lHk,m_Hk,OHk,m+1)(|:_g(k):|n(Hk,lHk, HkOHk m+1)+|: g ]n mﬂ( Hk,m_Hk,OHk,m+1))
sz,l_Hk,Og( ) HkOHklf(k)

_(Hk,lHk,m_Hk,OHk,m+1)([_g(k)]n(Hk,lHk,—m+1 HkOHk m+2)+|:_g(k):|n+l(Hlek -m-1 Hk,on,-m))
+I
sz,l_szog(k) Hk,OHk,lf(k)
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b) GHk,n+mG k,n—m GHZ

:ln ) 1( lek,m _Hk,OHk,m+1))

(Hk,lHk,m_Hk,OHk,m+1)(|:_g(k):|n(H Hy, HyoHy, m+l)+|: g(k
Hk2,1 kog( ) HkOHklf(k)
i (Hk,lHk,m - Hk,OHk,m+1)(|:_g (k):ln(Hk,lHk,—m—l - Hk,OHk,—m)+|:_g (k)]nil(Hk,lHk,—erl - Hk,OHk,—m+2 ))
+1
sz,l_Hk2,Og(k)_Hk,OHk,1f(k)

esitlikleri gecerlidir.

Ispat:

KH KHk,n—m - KHr12 =(Hk,n+m + in,n+m+1)(Hk,n—m + in,n—m+1)_(Hk,n + in,n+1)(Hk,n + in,n+l)

k,n+m

Z(Hk,n+mHk,n—m B Hk,nHk,n)+(Hk,n+1Hk,n+l - Hk,n+m+1Hk,n—m+1)

+i ( Hk,n+m Hk,n—m+1 - Hk,nHk,m—l) +i ( Hk,n—mHk,n+m+1 - Hk,n Hk,n+1)

(1.3) esitligi kullanilarak,

_ KH 2 — [_g (k):ln (Hk,lHk,m - Hk,OHk,m+l)(Hk,1Hk,—m - Hk,OHk,—m+1)
o ’ HI<2,1_Hk2,0g(k)_Hk,OHk,1f(k)

KH

k,n+m

N [_9 (k)]nimﬂ(Hk,lHk,m -H, o H, m+1)(Hle Hk,OHk,m+l)
(k

Hk2,1_ sz,og(k) Hk OHklf )

[_g (k)Jn (Hk,lHk,m - Hk,on,m+1)(Hk,1Hk,—m+1 - Hk,OHk,—m+2)
sz,l_ sz,og (k)_ Hk,OHk,lf (k)

+i

[_g(k)]ml(Hk,lH HkOHkm+1)(Hk,lHk,—m—l_Hk,OHk,—m)
sz,l_ k,og(k) Hk,OHk,lf(k)

+i
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(Hk,lHk,m_Hk,OHk,m+1)(|:_g(k)]n(Hle k m+1)+|: g ]n m+1( Hk,m_Hk,OHk,m+1))
He - kog() HioHiaf (k)

i(Hk,lHk,m_Hk,OHk,m+1)(|:_g(k)]n(Hk,lHk,m+1_Hk,0Hk,m+2) [ g ]n+1( lek,—m—l_Hk,OHk,—m))
+
sz,l_sz,Og(k)_Hk,OHk,lf(k)

elde edilir.m

Benzer sekilde,

GH, ,..GH —GH’ =

k,n+m k,n—-m

(Hk,lHk,m - Hk,OHk,m+1)(|:_g (k)]n (Hk,lHk, Hk on m+1) (k)]n—m—l(Hlek‘m - Hk,on,m+1))

[-g
sz,l - Hk,Og(k)_ Hk,OHk,lf (k)

_(Hk,lHk,m _Hk,OHk,m+1)(|:_g(k):ln(Hk,lHk,—m—l_Hk,OHk,—m)+|:_g(k):|nil(Hlek -m+1 Hk,OHk,—m+2))
+1
sz,l_sz,Og(k)_Hk,OHk,lf (k)

elde edilir.m
Sonug 2. 1. 10.

Teorem 2. 1. 9. Catalan Esitligi’nde m=n alindiginda,
a) KH, ,,KH, , —KH? =

n 1
K, N , N+ - , —-n , N+ - , N , N+
(H 1Hin = HioHy 1)([ g(k)] (Hlek HyoH 1)+[ g(k)] (Hlek HyoH 1))
sz,l_HkZ,Og(k)_Hk,OHk,lf(k)

i(Hk,lHk,n_Hk,OHk,n+l)(|:_g(k)]n(Hk,lHk,n+1 HkOHk n+2) I:_g(k)]n+l(Hk,1Hk,—n—l_Hk,OHk,—n))
+
Hl<2,1_Hl<2,0g() HkOHklf(k)




33

b) GH, ,,GH, , —GH/ =

B (Hk,lHk,n - Hk,OHk,n+1)(|:_g (k)]n (Hk,lHk,—n - Hk,OHk,—n+l)+|:_g (k)]il(Hk,lHk,n - Hk,on,n+1))
Hk2,1 - sz,og(k)_ Hk,OHk,lf (k)

(Hk,lHk,n - Hk,OHk,n+1)(|:_g (k)]n (Hk,lHk,—n—l - Hk,o
He —HEog (k) -

+I

K= ) + [_g (k)]nil ( HiHy i = HioHi-niz ))
f

H ,
Hk,OHk,l (k)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2. 1. 11. (Cassini Esitligi): KH, = n. genellestirilmis kompleks k-Horadam

sayist ve GH, = n. genellestirilmis Gaussian k-Horadam say1s1 olmak iizere,

a) KHk,nJrlKHk,n—l - KHrf =

(Hk2,1 - Hk,on,z)[_g(k)]n ((Hk,lHk,—l - Hk2,0)+(Hk2,1 - Hk,OHk,Z ))
He — sz,og(k)_ HyoHy. f (k)

i (Hk2,1 - Hk,OHk,Z)I:_g(k):lml(Hk,lHk,—Z - Hk,OHk,—l)
Hk2,1 - sz,og(k)_ Hk,OHk,lf (k)

b) GHk,n+1GHk,n—1 _GHr? =

~ (sz,l - Hk,on,z)([_g(k)]n (Hk,lHk,—l - Hf,o)‘k[_g(k)]niz(sz,l - Hk,OHk,Z))
Hk2,1 - sz,og(k)_ HioHii f (k)

4 (Hk2,1 - Hk,on,z)[_g(k)]n (Hk,lHk,—Z - Hk,OHk,—l)
He = HE g (k) —H oHy, f (k)

esitlikleri gegerlidir.
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Ispat:
Teorem 2. 1. 9. Catalan Esitligi’nde m=1 alindiginda Teorem 2. 1. 11. Cassini

Esitligi’nde ki degerler elde edilir.m

v f(kK)=2, g(k)=1, Hxo=0, Hx1=1 olmak iizere, Gaussian Pell dizisi igin Cassini

Esitligi,

GP,,.GP,, —GP? =(-1)"(2-2i) dir.

n+l

v f(k)=2, g(k)=1, Hxo=2, Hx1=2 olmak iizere, Gaussian Pell-Lucas dizisi i¢in

Cassini Esitligi,
GQ,..GQ, ; ~GQ? =(-1)"" (16-16i) dir (Halici & Oz, 2016).

Teorem 2. 1. 12. n>1, f(k)+g(k)-1#0, H , n. genellestirilmis k-Horadam ve

KH, , n. genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilar1 olmak iizere,

k,m+2 —

n-1 {Hkyn+l+g(k)Hk'n—Hk'l+(f(k)—1)HkY0_a

KH, = FioTalo-1 }[f(k)+if2(k)+ig(k)}

Hk,n + g(k)Hk,n—l_ Hk,1+( f (k)_l)Hkn
' f(K)+g(k)—1

}[g(k) +ifg (k)]

esitligi gegerlidir (Gokbas & Kose, 2018a).

Ispat:

S KHyp = 3 Hoa [ 0 +1F200) +19 00|+ 5 KH, , [906) +ig ()]

m=0

esitligi diizenlendiginde,
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-t H KH, , —H,, +(f(K)-1)H
ZKHk,m+2:|: s + 91 )f(k;)+gzii;—(1( )-1) k'°—a}[f(k)+if2(k)+ig(k)]

Mo + 900H, o = Hi #(F0-D M, |
+[ f(k)+g(k)-1 }[g(k)ﬂfg(k)]

elde edilir.m

Teorem 2. 1. 13. n>1, f(k)+g(k)-1#0, H , n. genellestirilmis k-Horadam ve

GH, , n. genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilar1 olmak iizere,

n-1 B Hkyn+g(k)Hk’n_1—Hk,1+(f(k)—l)Hk’o 5 .
ZGHk,M—[ O }[f (K)+g(K) +if (K) |

Hina + 900H o —Hiu + (F(K) -1)Hy o .
J{ f(k)+g(k)-1 }[f(k)g(k)ﬂg(k)]

esitligi gegerlidir (Gokbas & Kose, 2018a).

Ispat:
S GHo iz = 3 Hi [ R + 0K +if () ]+ S KH, o [ (k)5 (k) +ig(K)]

esitligi diizenlendiginde,

-l I He F9®H, L -H o+ (FR) - H, |-, :
2 GHin.z { (T a1 }[f (K)+g(k) +if ()]

Hins+ 90 H o —Hia + (F(K) -1 H,o .
J{ f(k)+g(k)-1 }[f(k)g(k)ﬂg(k)]

istenilen elde edilir.m



36
Teorem 2. 1. 14. H, , n. genellestirilmis k-Horadam ve f?(k)—g?(k)+2g(k)—1=0,

S=(b-af (k)" —a*- 2(b—ar2)(b—ar1)£M}

1+9(k)

1_ _ k n+l
R=(b-af (k)) (b ar, )(barl)(%} ve KH, . n. genellestirilmisg

kompleks k-Horadam sayilari olmak iizere,

m=0

n—1KH2 _MZ kn+1+g (k)Hkn+R b2 NZ Hk2n+g (k)Hkn 1+S
2 KM = -’ +2900-1 | | (-0’ +20()-1

<H51_HMHM>[ O1-[-9()]")-1- ]
o

+2MN
[HA-HZg (k)= Hy oMy, (k)T g (k) 1+ g (k) [ | ( )-97 (k) +1]
gz(k)(Hk,nHk,n—l+Hk,OHk,1)+Hk,1Hk,2_Hk,nHk,n+1_Hl<2,0_Hk,lHk,—l
+ 2 2 +Hk,0
f2(k)-g°(k)+1
esitligi gecerlidir.

=[ F(K)+if*(K)+ig(k) | ve N=[g(k)+i f (k)g(k)] dir (Gokbas & Kése, 2018a).

Ispat:
“Z KH{ . Z(HW[ f (k) +if * (k) +ig(K) ]+ H, [0 (k) +ifg (K)])

m=0

esitligi diizenlendiginde,
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nflKHz —_ M 2 kn+1+g (k)Hkn+R b2:|+N2{ szn"'g (k)Hkn 1+S }
=S f2(k)-g°(k)+2g(k)-1 f2(k)-g°(k)+2g(k) -1
i 2(HZ, —9*(K)H?,, +S)
[ £2(k)+2g(k)—g” (k)-1][ £*(k)-g*(k)+1]
ol (He=HuoHe ) [ 9010 (0] )-2-9 (k) |
[HZ L —HZ g (K)=HoH, f (k) ][ g (k) (2+g (k) ][ f ( )-9° (k) +1]

92 (k>(Hk,nHk,n—l+ Hk,on,1)+ Hk,lHk,Z & Hk,nHk,n+1 - sz,o - Hk,lHk,—l
f2(k)-g*(k)+1

+ +Hk'0

istenilen elde edilir.m

Teorem 2. 1. 15. H,, n. genellestirilmis k-Horadam ve f?(k)—g?(k)+2g(k)—1=0,

S=(b-af (k))" —a*~ 2(b—ar2)(b—arl)[M],

1+g(k)

1_(_9 (k))ml

_ _ 2_ 2_ _ —_
R_(b af(k)) a Z(b arz)(b arl)( 1+ g(k) J’ GH,, n. genellestirilmis

Gaussian k-Horadam sayilart olmak iizere,
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nz_lGH'<2m+2:M2 |2-|k2,n+gj(k)Hk2,n—1+S +N Hk2n 1+g (k)Hkn 2+R o
e S fo(k)-g°(k)+2g(k) -1 f2()-g*(k)+2g(k)-1  ©

2(H?, —g%(k)H ., +S)

[ £7(k)+2g(k)-g*(k)-1][ £*(k)-g*(k)+1]

(Hk21 HkOHkZ) [g(k ( [ g(k)]n_l)_l_g(k)}
+9(

+2MN | —— > > >
[Hk,l_Hk,og( ) k,0 klf(k) [ ( )(1 9 k))][f (k)—g (k)"'l]
+gz(k)(Hk,nHk,n—l+Hk,OHk,1)+Hk,lHk,Z_Hk,nHk,n+1_Hl<2,O_Hk,lHk,—l
£2(k)—g?(k)+1
esitligi gegerlidir.

M =[ £2(k)+g(k)+i f (k) | ve N =[f(K)g(k)+ig(k)] dir (Gokbas & Kose, 2018a).

Ispat:
ZGHk me2 = E(Hk,m [ f2(k) +g(k) +if (k)]"‘ Hena| f (k)g(k)+ig(k)])

esitligi diizenlendiginde,

< 2 Hk2n+g (k)Hkn1+S Hk2n1+g (k)Hkn 2+R
ZGHkm+2 +N? -
f2(k)-g®(k)+2g(k)-1 fF2()-g*(k) +2g(k)-1

+ Hk,—lHk,O + Hk,OHk,l - Hk,n—lHk,n
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2(HZ, —g*(K)H?,, +S)

[f2(k)+29(k)—gz(k)—1][f2(k)-g?(k)+1]+H o FeoMia = HnaP

+2MN | —

(HI<2,1_Hk0Hk2) [g(k ( [ g(k)]n_l)_l_g(k)}
+9(

[HZ = HZ g (K)=Hy o He, F (k) ][ g () (1+g (k) ][ £2(k)-g°(k)+1]
+gz(k)(Hk,nHk,n—l+Hk,OHk,1)+Hk,lHk,Z_Hk,nHk,n+1_Hk2,O_Hk,lHk,—l
fz(k)—gz(k)+1
elde edilir.m

Teorem 2. 1. 16. 1<neN, [g(k)-1]" -[ (k)] 0, H,, n. genellestirilmis

k-Horadam ve KH, | n. genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilari olmak iizere,

a) ni KH =|:[g(k)_1]|:Hk.2n - Hkn]_ f(k)g(k)[Hk’Zn-l_Hk-—J}
g e [g(k)-1] ~[ f ()]’

{wW)ﬂgwﬂH““ Hi - FOO[Hyon - qu
[a()-1]" = [ f (k)]

b) nz_i KH _ {[g(k)—ﬂ g(k)[Hk,Zn—l - Hk,—1]_ f (k)[Hk’Z" _ Hk,o]}
. k,2m+1 [g(k) _1]2 _[ f (k)]2

+{ww>1ﬂH“M Hio ]~ F0090)[Hians—Hia ] }
[90)-1] [ f (T .

esitlikleri gecerlidir.



Ispat:

n-1 n-1 n-1
Z KHk,zm = Z Hk,zm + 'Z Hk,2m+l
m=0 m=0 m=0

esitligi diizenlendiginde,

ni KH o = [[g(k)l]l:Hk,Zn —Hio |- f(k)g(k)[HMn*l _ Hkﬂ]
k,2m [g(k) _1]2 _[ f (k)]Z

+i{[g(k)—l]g(k)[szn1—Hk,1]— F(O[Hezn—Hio ||
[g(K) -1 ~[F(K)]’

elde edilir.

n-1 n-1 n-1

Z KHk,2m+1 = Z Hk,2m+1 + 'z Hk,2m+2
m=0 m=0 m=0

esitligi diizenlendiginde,

S :[g(k)—l]g(k)[Hk,znl—Hk,J—f(k)[Hk,zﬁ—Hk,ow
= [a(k)-1]" [ f ()]
+i_[g(k)_1]|:Hk,2n+2_Hk,o]_f(k)g(k)l:Hk,Zn+l_Hk,—1]_H }
i [at) -1 ~[f (] *

elde edilir.m

Teorem 2. 1. 17. 1<neN, [g(k) -1 -[ f (k)] #0, H,, n. genellestirilmis

k-Horadam ve GH, | n. genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilar1 olmak iizere,



a) nZ_iGH =|:[g(k)_1]|:Hk,2n - Hk,0:|_ f(k)g(k)[Hk!Z“—l_ Hk"l}:|
[ak) 1] ~[F ()T

+i|i[g(k)_1]g(k)|:Hk,2nS_sz,l - f(E)[Hk’an_Hk’OJ-i-Hk_l}
[a(k) 1] -[ (k)] '

n-1
b) z GH k,2m+l —

m=0

|:[g(k)_1]g(k)|:Hk,2n—l - Hk,—1 - f(k)[Hk,Zn - Hk,oj}
[9(k) 1] —[f ()]’

H{[g(k)—l}[Hk,Zn—Hk,o —f(k)g(k)[Hk,znl—Hk,J}
[9(k) -1 ~[f ()]’

esitlikleri gecerlidir.

Ispat:

n-1 n-1 n-1
ZGHk,Zm = Z Hk,Zm + 'Z Hk,2m—l
m=0 m=0 m=0

esitligi diizenlendiginde,

m=0

190 =1[H, o0 =Hio |- FOGK)[ Hyons —Hi s ]
D GH, ,, =
[900 -1 ~[f (0T

i {[g(k) _l] g(k)I:Hk,Zn—S - sz,1]_ f (5)[Hk,2n2 B HKYOJ +H, 1}
[aC)-1]" = [ (k)] |

elde edilir. Benzer sekilde,

n-1

n-1
ZGHk,2m+1 = Z Hk,2m+l + iz Hk,zm

m=0 m=0 m=0

41
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esitligi diizenlendiginde,

nz_l:GH _ _[g(k) —1]9(k)[Hk,zn-1 - Hk,—lJ_ f (k)[Hk-Z“ _ Hk-ow
e k,2m+1 [g(k) _1]2 _[ f (k)]Z

+i'[g(k>—1][Hk,2n—Hk,o —f(k)g(k)[sznl—Hk,J}
[9(k)-1]" -[F ()]’

elde edilir.m

Teorem 2. 1. 18. Genellestirilmis kompleks k-Horadam dizisi igin ardisik sayilarin

limitleri orani,

i K 10047200 +4g(0

e KH, 2

seklindedir (Gokbas & Kose, 2018a).

ispat:
KH f(k)KH, . +g(k)KH
X =lim Kt lim (k)KH, , +g(K)KH, .,

n—w KHk,n n—w KHk,n

g(k)
X= f(k)+Tkn
lim ——="-

n—o KH K n-i

x=f (k) + 3K
X

FO)T (k) +4g(K)

2

Bu denklem ¢oziimiinden Xx* — f (k)x—g(k)=0ve x=

f(k)+4/f2(k)+4g(k)

2

olarak bulunur. x >0 olmak iizere, X = seklindedir.m
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v f(k)=2, g(k)=1 i¢in, kompleks Pell dizisinin ardisik sayilarinin limitleri orani,

- f(K)++ F2(k) +4g(k) _ 2+»\/24+4 1447 olur.

2

v f(k)=2, g(k)=1 i¢in, kompleks Pell-Lucas dizisinin ardigik sayilarinin limitleri

orani,

. f (k) ++/ f2(k)+4g(k) _ 2+\/24+4 1442 olur.

2

Teorem 2. 1. 19. Genellestirilmis Gaussian k-Horadam dizisi i¢in ardisik sayilarin
limitleri orani,

i CHina _ 100+ 00 +49(0

> GH, |, 2

seklindedir (Gokbas & Kose, 2018a).

Ispat:

Bu teoremin ispat1 Teorem 2. 1. 18’in ispatina benzer sekilde yapilir.m

v f(k)=2, g(k)=1 i¢in, Gaussian Pell dizisinin ardisik sayilarinin limitleri orani,

. f(k)++ F2(k)+4g(k) _ 2+x/24+4 1443 olur.

2

v f(k)=2, g(k)=1 i¢in, Gaussian Pell-Lucas dizisinin ardisik sayilarinin limitleri

orani,

. f(K)++ F2(k)+4g(k) _ 2+\/24+4 1442 olur.

2
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2.2. Genellestirilmis Kompleks k-Horadam ve Genellestirilmis Gaussian

k-Horadam Dizilerinin Urete¢ Fonksiyonlar

Bu boliimde, genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian

k-Horadam dizilerinin iireteg¢ fonksiyonlar1 verilecektir.

Genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilar1 bir kuvvet serisi yardimiyla elde
edilebilir.

KH (x) = KHX® + KH, X" + KH,X* + ...+ KH X" +...= > KH x" (2.1.1)
n=0

fonksiyonu genellestirilmis kompleks k-Horadam dizisinin iirete¢ fonksiyonu olmak
lizere,

(2.1.1) esitliginin her iki tarafi 6nce f(k)x, sonra g(k)x? ile ¢arpip diizenlenirse,

Xf (K)KH (x) = f (K)KHX! + f (K)KH,X? +...+ f (K)KH, X" +...(2.1.2)

x*g(k)KH (x) = g(K)KH X* +...+ g(K)KH, _,x" +...(2.1.3)

elde edilir. (2.1.1) esitliginden (2.1.2) ve (2.1.3) esitlikleri ¢ikarilirsa,

KH (x)(1-xf (k) - x*g (k)) = KH, +x(KH, - fKH,)

KH (x)(1=xF (k)= x*g (k)) = (H, o +iH,, )+ X(H,, +iH,, — fH,, —ifH, )

KH (x)(1=xF (k)= x*g (k)) = (H, o + XH,; =Xf ()H, o )+i(H,, +xH, , = xf (K)H, )

KH (x _(Hk,o+XHk,1_Xf(k)Hk,o)+i(Hk,1+XHk,z_Xf(k)Hk,l)
()= (1-xf (k)-xg (k)

elde edilir. Genellestirilmis kompleks k-Horadam dizisinin tirete¢ fonksiyonu,
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(Hk‘o +XH, , — xf (k)Hk10)+i(Hkvl+kay2 —xf (k)HM)

(1—xf (k)—ng(k))

KH (x) =

seklindedir.

Benzer sekilde, genellestirilmis Gaussian k-Horadam dizisinin {ireteg

fonksiyonu,

(Hyo +XHy s =xf (K)H, o )+i(H,_ +xH, o —xf (H, )

(1—xf (k)—ng(k))

GH (x)=

seklinde olacaktir.

v f(k)=2, g(k)=1, Hxo=0, Hx1=1 olmak flizere, Gaussian Pell dizisi i¢in iireteg
fonksiyonu,
X+1(1-2x
GH (X)z—( 2) dir.
(1—2x—x )
v f(k)=2, g(k)=1, Hxo=2, Hx1=2 olmak iizere, Gaussian Pell-Lucas dizisi i¢in

ireteg fonksiyonu,

2-2x)+i(6x-2)
(1—2x—x2)

GH (x) = ( dir (Halici & Oz, 2016).
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Bu kisimda, sonraki bolimde kullanilacak k-Horadam dizisinin bazi toplamsal

ozellikleri verilmistir.

Lemma 2. 3. 1. H, , n. genellestirilmis k-Horadam sayist,

f2(k)—9°(k)+2g(k)-1=0,
[Hf’l— HZ9 (k) —H, oH,, f (k)][g(k)(1+g(k))]¢o,

1—(—g(k))”]

S Z(Hk,l - Hk,of(k))2 - sz,o _Z(Hk,l - Hk,OrZ)(Hk,l - Hk,Orl)[ 1+ g(k)

olmak iizere,

S Mg s (H Mot a0l Te(]”) 1ok
T T ) 20(K) 0" ()1 [ HL0(K) - HigHiat (][0 (1+ 9 ()]

i=0

esitligi gecerlidir.

ispat:

(1.3) esitliginde, m=n ve r=1 degerleri alindiginda,

n- 2
H H —H H _ [_g(k)] l(HkZ,l_HkOsz)
k,n* "k,n k,n+1" "k,n-1 szvl_szvog(k)—Hkonlf(k)

elde edilir.

-t = w1 [—g(k)] 7 (HZ, = He H,,)
ZHk,in,i_ZHk,mHk,i—l:_ £2 _(H)z:l (k kiH 2 ku)k
i=0 i=0 i=0 My k,Og( ) oHks ( )

esitligi yeniden diizenlenirse,
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n-1 n-1 n- [g ] (sz,l_Hk,on,z)z
ig.:Hk,mHk._l ;H“Hkl Zszl k,og(k)_Hk,OHk,lf(k)
nle H ~ sz,n_gz(k)sz,n—l—'_s szl HkOHk2 |: k (1 [ g k)] ) g(k):|
2 s =713 29 (6)- 07 ()1 [HE, ~ 2,0 ()~ Foahosf (][0 (0) (12 9 (6))

elde edilir.m

Lemma 2. 3. 2. H, | n. genellestirilmis k-Horadam say1st,

f2(k)—g%(k)+2g(k)-1%0, f?(k)—g’(k)+1#0,
[Hk%l— HZ,9 (k)= H, oH,, f (k)][g (k)(1+g(k))] £0,

1—(—g(k>)”J

S =(Hy —Hyo f (K) = H, —2(Hk,1—Hk,orz)(Hk,l—Hk,orl)(—1+ )

olmak iizere,

n-1 Z(sz,n_gz(k)szyﬂ—l-‘_S)

EH“HW T[17(k)+2g (k)97 (k) -] 7 (k)- 0 (k)+1]

] (HE ol ) oK) 1-[-0 (0] )-1-9(K)]
[sz,l_sz,Og(k)_Hk,OHk,lf( ):H: ( )(1+g(k))J[ ( ) z(k)+1}

" 92 (k)(Hk,nHk,n—l + Hk,on,1)+ Hk,lHk,Z - Hk,nHk,n+1 - H|<2,o - Hk,lHk,—l
f2(k)—g?(k)+1

esitligi gecerlidir.
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Ispat:

Hy,His = fz(k)Hk,ZHk,1+ f(k)g(k)H, Hy, + F)gk)H, ,H, +92(k)|'|k,0|'|k,1

HesHe s = fz(k)Hk,e,Hk,z +f)gkH, H,,+ FK)gkH, ;H,, + gz(k)Hk,lHk,Z

HynH =f? (KH nHms + TR, o Hy o + FK)GEOH, Hy o

+ gz(k)Hk,m—ZHk,m—l

m' Tk,m+1 T

elde edilir. Elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

ot B 2(an gz(k)anl S)
éHk"H“”_[f (k)+2g(k K)-1][ £2(k)-g*(k)+1]

) (HZ~HeoH. ) | 9 (<) (1[0 ()] ) -1 }
[sz,l_HkZ,og(k)_Hk,OHk,lf( )][ 1 g(k J[f }

g2 (k)(Hk,nHk,n—l + Hk,OHk,1)+ Hk,lHk,Z B Hk,nHk,n+l - sz,o - Hk,lHk,—l
£2(k)—g%(k)+1

+

elde edilir.m

Lemma 2. 3. 3. H, | n. genellestirilmis k-Horadam say1st,

f2(k)-g°(K)+2g(k)-1#0, f*(K)-g*(k)+1#0, 1+g(k)=0
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[H?Z =HZ g (k)= HyoHy, (k)] g (k) (1+g(k))|=0,

> :(H“ - Hk’of(k))z —H _Z(Hk,l - Hk,OrZ)(Hk,l - Hk,orl)(w}

1+g(k)
n-1 n-2
M = z H,H, . ve N = Z M, olmak iizere,
i=1 i=
n-1
Zin,mHk,i = (n _1) M-N
i=1
esitligi gecerlidir.
Ispat:

S Z(Hk,l - Hk,o f (k))z i Hk2,0 _Z(Hk,l - Hk,orz)(Hk,l 2 Hkvorl)(w} olmak iizere,

1+ g(k)
X:”_ZS ”2( Hk,Of(k))z_Hk2,0_Z(Hk,l_Hk,OrZ)(Hk,l_Hk,Orl)(%]
2 2(n-2 k Hkl_HkOZ Hkl_Hk01 .
. (n—Z)[(Hkyl—Hkyof(k)) _sz,o]_ (n=2+o( ))( 1Y+g(k)vr)( : 'r) tek ise
X=>S=
i=1 2 2(n-1 Hkl_HkOZ Hkl_Hk01 ey -
(n_2)|:(Hk,l_Hk,of(k)) _sz,o}_ (n )( 1+g(l;<))( ’ ’r) ciftise
elde edilir.

n-1 2 N2 2
Sthi -8 (WS
2 = (k) r 29 (k)= g7 (k) -1

n-1

z Hk,i+1Hk,i =M

i=1



ve

c  2(W-HE,—HE L~ gf ()W - HE, L, —HE, )+ X)

NN T 20009 (-1 00970 +1]

(Hk%l— Hkyon2)2[g(k)[n+2_l+g(k)nz]_(n—z)(1+g(k))]

1+9g(k)

[HE-HZg (K)~HyoHo f () ][a (k) 2+ g (k) ][ F2 (k) -g2 (k) +1]

(gz (k)(M + Hk,OHk,l_ Hk,n—lHk,n—Z - Hk,nHk,n—l))
+
£7(k)—g° (k) +1

+(n_2)(gz(k)Hk,on,1+ Hk,lHk,Z - sz,o _Hk,lHk,—l)_(M _Hk,nHk,n—l)
f2(k)-g*(k)+1

olmak iizere,

nfl.

lek,mHk,i = Hk,ZHk,l +2Hk,3Hk,2 +3Hk,4Hk,3 +---+(n_1) Hk,nHk,n—l
i=1

n-1

n-1 n-1 n-1
= z Hk,i+1Hk,i +z Hk,i+1Hk,i +z Hk,i+1Hk,i ot Z Hk,i+lHk,i
i=2 i=3

i=1 i=n-1

=M, +(M,-M)+(M_-M,)+..+(M _,—-M,_,)

elde edilir.m

50
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Lemma 2. 3. 4. H, | n. genellestirilmis k-Horadam sayist,

f2(k)-g?(k)+2g(k)-1#0, 1+g(k)=0,

S Z(Hk,l - Hk,of(k))2 _ sz,o _Z(Hk,l - Hk,orz)(Hk,l - Hk,oﬁ){%} X :”Z’Z:S,

3" He —9%(K)HZ . +S
W= H2 = k,n k-1 _H? Ik
2 (fz(k)+29(k)—gz(k)-1 o | Olmak uzere,

S iz, = (n-1w - W~ Hia = Mo 20" ()W iy —Huns) X ~(n-2)H?
o f2(k)+2g(k)-g°(k)-1 0
esitligi gegerlidir.

Ispat:

1-(-g(k))’
S:(Hk,l_Hk,Of(k))z_Hk2,0_2(Hk,1_Hk,0r2)(Hk’1_Hkyoﬁ)(%} olmak iizere,

>
N

n—

X= ‘ S ZZZ(HM - Hk,of(k))2 - sz,o _Z(Hk,l_ Hk,OrZ)(Hk'l_ Hk'on)[%}

I
LN

2(n-2+ g(k))(Hk,l - Hk,orz)(Hk,l - Hkvorl)

n—2 (n - 2)[(Hk,1 —H,of (k))2 - sz,o]_ 1+ 9(k) tek ise
X=2.5° 2 1)(H H g H H
- (n_2)|:(Hk,1_Hk,Of(k))2_Hk2,0:|_ (n- )( k’1;+zo(li))( L k’orl) cift ise

elde edilir.

n—le _[ sz,n_gz(k)sz,n—l-i_S 2
ki —
1

2 (k)+2g(k)-g*(k)-1 H“]

I
=

ve



W HEHE 0 (KW HE, L HE, )+ X
72 (k)+2g(k)— g2 (k)1

—(n=2)H;,

olmak tizere,

n-1
Zin,i =HZ +2H7,+3H} +..+(n-1)H}?

i=1

=D HZ D HE+D HE +..+ > HE

1
i=1

W — sz,o - sz,n—l_gz(k)(w - sz,n—l_ sz,n—2)+ X

=(n-yw - 72 ()~ 20 (k) =g’ (k)1

elde edilir.m

—(n-2)H

52
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3. r —-HANKEL MATRISLER

Bu boliimde r-Hankel matris tanimlanmis, elemanlar1 bazi1 6zel sayr dizilerinden
olusan r-Hankel matrisler olusturulmus, bu matrislerle ilgili bazi 6zellikler

incelenmistir.

Tamim 3. 1. Asagidaki sekilde tamimlanan nxn tipindeki bir matrise r-Hankel matris

denir.

I r-hO rhl ' rhn—Z n-1 |
rhl rhZ hn—l n
H =| .
rhn—Z hn—l th—4 h2n—3
L hn—l hn 2n-3 h2n—2_
Bagka bir ifadeyle,
rh,j 1+]j<n
H =
h,j. i+j>n

seklinde tanimlanan Hr:[hij]eMn’n(C) matrisine r-Hankel matris denir. r=1

alinmasiyla Hankel matris elde edilir (Gokbas & Kose, 2018b).

Tanmm 3. 2. Asagidaki sekilde tanimlanan nxn tipindeki bir matrise simetrik r-Hankel

matris denir.

hO hl n-2 hn—l
h h .. h, rh
SH, =
hn—2 hn—l thn—A thn—3
hy rhy .orhy o rhy |

Bagka bir ifadeyle,
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h, ., i+j<n
SH

M, 1+j>n

seklinde tanimlanan SH, :[hij}eMn]n(C) matrisine simetrik r-Hankel matris denir.

r =1 alinmasiyla Hankel matris elde edilir (Gokbas & Kose, 2018b).

Ormegin, elemanlar1 genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilar1 olan 2x2

tipindeki r-Hankel matris

r[a +ib] [b +i(f(k)b+g(k)a)]

(b +i(fb+g(k)a)] [ f()b + g(k)a +i( F2(k)b+ f(K)g(k)a+g(k)b)]

seklindedir.

Ornegin, elemanlar1 genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilar1 olan 2x2

tipindeki simetrik r-Hankel matris

{a +iw} [b +ia]
g(k)
SH, =
b +ia] r[f ()b + g(k)a +ib]

seklindedir.
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3.1. Genellestirilmis Kompleks k-Horadam ve Genellestirilmis Gaussian
k-Horadam Sayilar: fle Tamimh r-Hankel Matrisler

Bu bolimde, elemanlar1 genellestirilmis kompleks k-Horadam ve
genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilari olan r-Hankel matris tanimlanmis, bu

matrisler ile ilgili baz1 temel 6zellikler incelenmistir.

Teorem 3. 1. 1. r € C olmak tizere, nxn tipindeki A matrisi elemanlar1 genellestirilmis

kompleks k-Horadam sayilarinin modiilii olan r-Hankel matris olmak tizere,

n-2 2n-2
|A], = \/|r|2 Zo(zm +)HZ +r[ (n-1)HZ, + Zl(4n—3—2m) H2, +nH2,

Euclidean norm esitligi gegerlidir.

Ispat:
Elemanlar1 genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilarinin modiilii olan A

r-Hankel matrisi agagidaki formda olsun.

([KH,|  FIKH,| . r[KH, | [KH, |
rKH|  r[KH,| .. [KH, | [KH,|
(KH, | [KHo| o [KHp| [KHy]
CKHL [KHL| o (KM KH, ]

Euclidean normun tanimindan,

2n-2

n-2
[z = 2 Il (m+D)[KH, [+ 3 (2n-1-m)[KH, [
m=0

m=n-1
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2n-2
”A”-_h|§: 2m+1)H; +|| (n-1)HZ, + > (4n—-3-2m)H}  +nH?Z,

m=n-1

n-2 2n-2
AL :\/|r|22;(2m+1)H§ +|r|2(n—1)H§71+ Z (4n=3-2m)Hz2, +nH?,

m=n-1
sonucuna ulasilir.m

Teorem 3. 1. 2. r e C olmak tizere, nxn tipindeki A matrisi elemanlar1 genellestirilmis

Gaussian k-Horadam sayilarinin modiilii olan r-Hankel matris olmak iizere,

n-3 2n-2
||A||E :\/|r|2 Zl(2m+3)H; +|r|2(n—1)HnZ_2 + Zl(4n—3—2m)an1 +nH?Z,

Euclidean norm esitligi gegerlidir.

Ispat:
Elemanlar1 genellestirilmis Gaussian k-Horadam sayilarinin modiilii olan A

r-Hankel matrisi agagidaki formda olsun.

r|GH,| r|GH,| .. r|GH,,| |GH,,]
rlGH,| rlGH,| . [GH,.| [oH,|
A= . e
rlGH,,| |GH,.| .. [GH,. .| [|GH,.|
| [GH.4|  |GH,| .. |GH,, 4| [GH,, ]

Euclidean normun tanimindan,

A —erl (m+DJGH, [+ 3 (2n-1-m)[GH,

m=n-1
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n-3 2n-2
||A||2E :|r|2 > (2m+3)H; +|r|2(n—1)Hn272 + > (4n=3-2m)HZ +nHZ,
m=-1 m=n-1
n-3 2n-2
1A :\/|r|2 > (2m+3)H: +|r|2(n—1)Hn{2 + > (4n=3-2m)H2+nHZ,
m=-1 m=n-1

sonucuna ulasilir.m

Teorem 3. 1. 3. r e C olmak iizere, nxn tipindeki A matrisi elemanlar1 genellestirilmis

kompleks k-Horadam sayilarinin modiilii olan r-Hankel matris olmak iizere,

n-2 2n-2
S (2m ) HZ +(1-YHZ, + 3 (4n-3-2m) 2+ THE,
a)|r|21, m=0 m=n-1 S”A”
n 2
2 2n-2
sJ(|r| (n—1)+1)(22 H2+H2, + sznlj
n-2 2n-2
2m+1)H? +(n-1)HZ, + 4n-3-2m)H}, +nHY
m n-1 m+1 n-1
o) <t Iy <A

m=n

2n-2
< ”EZZ H2+HZ, + an_lj

spectral norm esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat:
Elemanlar1 genellestirilmis kompleks k-Horadam sayilariim modiili olan A

r-Hankel matrisi asagidaki formda olsun.

[ r[KH|  r|KH,| ... r|KH,,| |KH,]
rIKH,| rlKH,| .. |KH,| [KH,|
A=| .. e e
rKH, | [KH L o [KHp| [KH G|
C[KH| [KH,| o [KHy ] [KH,, |
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Euclidean normun tanimindan,

|AL —Z|r| (m+1)|KH,, [ + Z(Zn—l—m)|KHm|2

m=n-1

elde edilir.

r|>1,

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

A7 —2|r| (MADKH, [+ 3 (20-1-m)[KH, |

m=n-1

n-2 2n-2
JAIL > (2m+1)H2 +(n=1)H2, + > (4n—3-2m)HZ, +nH2,
m=0 m=n-1
n-2 2n-2
Y (2m+1)HZ+(n-1)H2, + > (4n—-3-2m)HZ, +nH?,
|Al, === — (35.1)
n
elde edilir.
B ve C matrisleri agagidaki formda olsun.
ror ro1] |KH,|  [KHY .. [KH,| K, ]
rr 11 |KH1| |KH2| |KHn—1| |KHn|
B= c=| .. e
IKH, | [KH | - |KH,| [KH, ]
11 1 1] KH, | [KH, | [KHp ] [KH, ]

B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,

= |r|2(n—1)+1

nh(B)=




59

C matrisinin maksimum stitun uzunluk normu,

2n-2
= max iZ|Cm|2—\/I n_l‘KH ‘—\/ %HZJFHZ +Ho

olur. A=BoC Hadamard carpim olmak iizere, |A|,<r(B)c,(C) esitsizlik

ozelliginden,

|Al, < \/(lflz (n —1>+1)[22”22 Ho+H2 +H, 1] (35.2)

elde edilir. (3.5.1.) ve (3.5.2.) esitsizlikleri birlestirildiginde,

o

2n-2

Jn (2m+1)HZ +(n-1)HZ2, + > (4n-3-2m)HZ +nH?,

ra §||A||Zs\/(|r| (n- 1+1)(22H +HI +H, j

3

sonucuna ulagsilir.

b) |r|<1,

Euclidean normun tanimindan,

A Zlfl (mHDIKH, [ + 3 (20-1-m)iH,

m=n-1

elde edilir.

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

AL _Z|r| (M+1)|KH,[* + z (2n-1-m)|KH_|*

m=n-1

n-2 2n-2
[AlE > I 2 (2m+ L) Hy +[rf (n=D)HZ, [ X (4n—-3-2m)H7, +[rf nH7,
m=0

m=n-1
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}: (2m+1)H: +(n-1)H :Ef An—3-2m)HZ, +nHZ,
1A, = |r|\[ == §“4 (353.)
elde edilir.

B ve C matrisleri asagidaki formda olsun.

rr r 1 |KH,|  [KHY| .. [KH,| |KH,L| ]
rr 11 |KH1| |KH2| |KHn—1| |KHn|
B= C=| .. . I
IKH,,| |KH,.| . [KH,.| [KH,, .|
11 1 1] JKHmJ IKH,| .. |KHN%||KHNJL

B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,

b,| =n

nj

IKB)=mm<j;

C matrisinin maksimum siitun uzunluk normu,

=max [ fea|” = J H\KH \—\/ZZH2+H2 +Ha,

olur. A=BoC Hadamard garpim olmak iizere, |A|,<r(B)c,(C) esitsizlik

ozelliginden,

2n-2
||A||2s\/n[zz ERETN 254)

elde edilir. (3.5.3.) ve (3.5.4.) esitsizlikleri birlestirildiginde,
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n-2 2n-2
> (2m+DHZ+(n-1)HZ, + > (4n-3-2m)H2  +nHZ,
rly2= = <[Al,
2n-2
\/(ZZH +HZ2 +H22H1J

sonucuna ulasilir.m

Teorem 3. 1. 4. r € C olmak iizere, A matrisi elemanlar1 genellestirilmis Gaussian

k-Horadam sayilarinin modiilii olan r-Hankel matris olmak {izere,

n-3 2n-2

> (2m+3)H2+(n-1)H2,+ > (4n-3-2m)H?Z +nH?,
a)|r|>1, 2= 0 g <[A
n 2
2n-3
s\/(|r|2(n—1)+1)(2 3 HZ+H2, +H2 2]
m=n-1
n-3 2n-2
> (2m+3)HZ+(n-1)HZ,+ > (4n-3-2m)H2 +nH?,
b) |r[ <L, |r|y == — <[|Al,

2n-3
s\/nLZZ H2+HZ2 +H§n2j

m=n-1

spectral norm esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat:

Bu teoremin ispati Teorem 3. 1. 3’lin ispatina benzer sekilde yapilir.m
3.2. Baz1 Say Dizileri ile Tanimh r-Hankel Matrisler

Bu boéliimde, elemanlari bazi say1 dizileri olan r-Hankel matrisler tanimlanmus,

bu matrislerin spektral norm degerleri i¢in yeni esitsizlikler verilmistir.
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Teorem 3. 2. 1. A matrisi elemanlar1 Fibonacci sayilart olan Hankel matris olmak {izere,

Fops —1+yFA, —2F,, +4F7 +1 " cittss
2

Al =

P 1Py =Py +ARD -8
2

spectral norm esitlikleri gecerlidir (Solak & Bahsi, 2011).

Teorem 3. 2. 2. reC olmak iizere, A matrisi elemanlar1 Fibonacci sayilar1 olan

r-Hankel matris olmak iizere,

For 1F 5 2 n
an-1F2n-2 + Fan—2 ~3FqaFn 2 — 2R o + FnFpg + [1‘ (-1) J
a) |r| >1, < ||A||2

n

2
3 \/(|r| (n-1) +1)(F2n—l':2n—2 ~FraFn2)

<[4,

2 2 n
Fan-1Fan-2 * Fon—2 =38R 4F2 = 2R o +FnFyq + [1‘ (-1) ]
b) |r| <1, |r|
n

< \/n ( Fon-1Fon-2 ~FaFa2 )

spectral norm esitsizlikleri gecerlidir (Gokbas & Kose, 2018b).

Yukaridaki teoremlerde gosterilen, elemanlar1 Fibonacci sayilart olan r-Hankel
matrisin spektral norm esitsizligiyle, elemanlar1 Fibonacci sayilar1 olan Hankel matrisin

spektral norm esitlik degerleri asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.
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Cizelge 3. 2. 1. r = 1 Degerini Aldiginda Elemanlar1 Fibonacci Sayilar1 Olan r-Hankel Matrisin Spektral
Norm Egsitsizlik ve Elemenlar1 Fibonacci Sayilari Olan Hankel Matrisin Spektral Norm Esitlik Sayisal

Degerleri
n 2 3 4
3N
o
> 23 83
2] VEsisz | Pep e | [P, mm
:
I—
—
o
T 1+24§ 247 6+3\5
:
'—

Yukar1 ¢izelgedeki sayisal degerler incelendiginde, Teorem 3. 2. 2. deki
degerlerin, Teorem 3. 2. 1. deki degerlere yaklastigi, farkli bir sinir yaklasik degeri

olarak goriiliir. Farkli r degerleri icin yeni sinir degerleri elde edilir.

Teorem 3. 2. 3. A matrisi elemanlar1 Lucas sayilar1 olan Hankel matris olmak tizere,

2
L, ,+1+ 5("2“‘2 * Loy _Sj
> n cift ise
2
Al =
2
Loy +1+ JS(LZH-Z +ha _SJ +4
5 .
5 n tek ise

spectral norm esitlikleri gegerlidir (Solak & Bahsi, 2011).
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Teorem 3. 2. 4. r e C olmak iizere, A matrisi elemanlar1 Lucas sayilari olan r-Hankel

matris olmak tizere,

6
<[|Al;

JLZn—lLZn—Z — 2|-n—1|-n-2 + Lin—z _ 2Lﬁ—2 +
n

< \/(|r|2 (n _1)+1)(L2n—1|—2n—2 —L,,L,,) ngiftise

a) |r|>1,
\/LanLan B 2Ln—1Ln—2 + Lgnfz — 2'-?172 +1 < "A"
n = 2
< \/(|r|2 (n-1) +1)(L2n71L2n72 -LL,,) ntekise
|r|\/L2n—1L2n—2 — 2Ln—1Ln—2 + Lén-z — 2'—?1—2 +6 < ||A||
n = 2
< Va’n(LZHLm2 -L.,L,,) ngiftise
b) |r|<1,

L, L, —2L L, +12 ,—21%,+1
|r|\/ 2n-1"—"2n-2 1 n2 2n-2 2 S"A”z

< n(Lyysbyy, — Lok, ) N tekise
spectral norm esitsizlikleri gecerlidir (Gokbas & Kose, 2018b).
Yukaridaki teoremlerde gosterilen, elemanlari Lucas sayilart olan r-Hankel

matrisin spektral norm esitsizligiyle, elemanlar1 Lucas sayilar1 olan Hankel matrisin

spektral norm esitlik degerleri asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.
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Cizelge 3. 2. 2. r = 1 Degerini Aldiginda Elemanlar1 Lucas Sayilar1 Olan r-Hankel Matrisin Spektral
Norm Egsitsizlik ve Elemenlar1 Lucas Sayilar1 Olan Hankel Matrisin Spektral Norm Esitlik Sayisal

Degerleri
n 2 3 4
ql
o
22 < | [P | [E oy, < S
g
[
™
o
:g’j 3 6-++/21 15+6+/5
g
l_

Yukar1 ¢izelgedeki sayisal degerler incelendiginde, Teorem 3. 2. 4. deki
degerlerin, Teorem 3. 2. 3. deki degerlere yaklastigi, farkli bir sinir yaklagik degeri

olarak goriiliir. Farkli r degerleri icin yeni sinir degerleri elde edilir.

Teorem 3. 2. 5. r eC olmak tizere, A matrisi elemanlar1 Pell sayilar1 olan r-Hankel

matris olmak lizere,

a) |I’| >1 \/P4n3 — 2P2n—3 + 2P2n—1P2n—2 — 4|ananfz +1 < ||A||
= - 2

8n
< \/(|r|2 (n _l)+1)(P2n—1P2n—2 - Pn—lpn—z)
- 2
Poa—2P, ,+2P, P, ,—4P_P_+1
b) |r|<l, |r|\/ 4n-3 a3t 2n8—r1] 2n-2 nirn2 S”AHZ
< \/n I:)Zn—lF)Zn—Z — l:)n—lpn—z
2

spectral norm esitsizlikleri gecerlidir (Gokbas & Kose, 2017).



Ispat:
Elemanlar1 Pell sayilar1 olan A r-Hankel matrisi asagidaki formda olsun.
'R, B .. 1P, P, ]
re R, .. P, P
rF%—Z F%—l v an_4 F%n—3
P, P .. P, P,

n-2 2n-2
AL =Y (k+1)P?+ Y (2n-1-k)P?
E k
k=0

k=n-1
a) |r|=1,

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

n-2 2n-2
|AL > kZ(;(k +1)P2+ Y (2n-1-k)P?

k=n-1

2n-2 2n-2 n-2 n-2 n-2
=(2n-1) Y B2 -> kR*—(2n-1)>_PZ+2> kPZ+> P’
k=0 k=1 k=0 k=1 k=0

_ P4n—3 — 2P2n—3 + 2P2n—lP2n—2 — 4Pn—lpn—2 +1
- 8

P, ,—2P, ,+2P, P, ,—4P_P  +1
”[\”2 2:\/ 4n-3 2n-3 28;i 2n-2 1 2

elde edilir.

B ve C matrisleri asagidaki formda olsun.

66

(3.5.5.)
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B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,

r,(B)=max ’Z,“ by i :4f|r|2(n—l)+1

C matrisinin maksimum siitun uzunluk normu,

2n-2 —
O N e
] i .

i=n-1 2
olur. A=BoC Hadamard ¢arpim olmak iizere, |A|,<r(B)c,(C) esitsizlik

Ozelliginden,

(3.5.6.)

2
”A”z = \/(M (n _1) +1)( Py iPon s — Pn,lpnfz)

2

elde edilir. (3.5.5.) ve (3.5.6.) esitsizlikleri birlestirildiginde,

\/PAn—s —2P, 5+ 2P 1P, 4R R, +1 < ”A” < \/(|r|2 (n _1) +1)( Pon-sFon-2 = Pnflpnfz)
8n pr 2

sonucuna ulasilir.

b) |r|<1,

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

n

I =1 |

2 2n-2
(k+1)RZ+ >’ (2n—1—k)Pk2}

k=0 k=n-1
2 2n-2 2n-2 n-2 n-2 n-2
=|r| [(Zn -1) Z R? —Z kPZ —(2n —1)2 P? + 22 kP? + Z sz}
k=0 k=1 k=0 k=1 k=0

_ |r|2 P, ,—2P, ;+2P, P, ,—4P ,P ,+1

n-1"n-2
8

||A||2 > |r|\/P4n—3 — 2P2n—3 + 2P2n—1PZn—2 _4Pn—1Pn—2 +1 (357)

8n
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elde edilir.

B ve C matrisleri agagidaki formda olsun.

rr r 1_ Po Pl I:)n—z F)n—l
rr 11 R PR .. P, P
B= , C= .
F)n—2 I:)n—l I:)Zn 4 F)Zn—3
1 Pn—l I:)n PZn 3 P2n—2

B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,

= max bnjzzxﬁ
: \}i

C matrisinin maksimum siitun uzunluk normu,

2n-2
maX Z|Cm| —Jz PZ _\/PZn lPZn 22 Pn 1Pn,2

i=n-1

olur. A=BoCHadamard c¢arpim olmak tizere, |[A[,<r(B)c,(C) esitsizlik

ozelliginden,

”A”2 S\/ PZn 1P2n 22 Pn 1Pn—2 (358)

elde edilir. (3.5.7.) ve (3.5.8.) esitsizlikleri birlestirildiginde,

|r|\/P4n -3 2F)Zn 3 +2P2n lPZn 2 4Pn—1Pn—2 +1 S”A” S\/ PZn 1P2n 2 Pn an—Z
8n 2 2

sonucuna ulagilir.m

Teorem 3. 2. 6. r € C olmak iizere, A matrisi elemanlar1 Pell-Lucas sayilar1 olan

r-Hankel matris olmak iizere,
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2Q; 5 in-s =4Qpn3 =2Q,, , +10-4 -1 2 an-3 — 2,1,3—2—1” 2
) |r|21,JQ e 1 s||A||Zs\/[|r| (n—1)+1J[Q Bers 2 “}

b) |r|<1, |r|[2Q4n-s + Qs — 4Q2n-43n_ 2Q,, 4 +10-4[-1] } < "A"2 < \/n[szs — Q2n732_ 2(-1)" + 2]

spectral norm esitsizlikleri gecerlidir (Gokbas & Kose, 2017).

Ispat:

Elemanlar1 Pell-Lucas sayilar1 olan A r-Hankel matrisi asagidaki formda olsun.

rQ rQ .. rQ_, Q.

e 1, .. Q. Q
r(?n—z (?n—l *y (DZn—4 (22n—3
(?n—l (gn e (?2n—3 CDZn—Z_

n-2 2n-2
[Ale = 20 (k+1)Q¢+ X (2n-1-K) Q¢
k=0 k

=n-1

a) |r|=1,

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

2 (2n-1-K) Q7

|4 > X (k+1)QE+ 3

k=n-1
2n-2 2n-2 n-2 n-2 n-2
=(2n-1) Y. Q2 - > kQZ —(2n-1)>. Q2 +2> kQZ + > Q¢
k=0 k=1 k=0 k=1 k=0

_ 2Q4n—3 + Q4n—4 - 4Q2n—3 - 2Q2n—4 +10— 4[_1]"
4

||A||2 > \/2Q4n3 + Q4n—4 B 4Q2n—3 B 2Q2n—4 +10- 4[_1] (3.5.9.)

4n

elde edilir.
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B ve C matrisleri agagidaki formda olsun.

ror rl [Q Q . Q. Q. ]
ror 11 Q Q .. Q. Q

Qn_z Qn_l Q2n—4 QZn—S
11 11 Qu Qo Qs Q]

B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,
r,(B)=max /z by i :1f|r|2(n—1)+1
J

C matrisinin maksimum siitun uzunluk normu,

O e

olur. A=BoC Hadamard ¢arpim olmak iizere, |A|,<r(B)c,(C) esitsizlik

ozelliginden,

o2 [ (122 Q=g 22 es10)

elde edilir. (3.5.9.) ve (3.5.10.) esitsizlikleri birlestirildiginde,

\/2Q4n3 + Q4n—4 - 4Q2n—3 B 2Q2n—4 +10— 4[_1]n

<A
> A,

< \/|:|r|2 (n —1) +1}[Q4n—3 _ Q2n—32_ 2(-D)" + 2}

sonucuna ulasilir.



Ir| <1,

Euclidean normla spectral norm arasindaki iliskiden,

|A|| >Z|r| k+1)Q7 + Z|r| 2n-1-k)Q;

k=n-1
2n-2 2n-2

2| 2Qu 5+ Qun s —4Qy, 3 —2Q,, , +10— 4[_1]

I .

> 2Q4n—3 + Q4n—4 B 4Q2n—3 i 2an—4 +10-4 [_1]n
|Al, = Ir T

elde edilir.

B ve C matrisleri asagidaki formda olsun.

ror 11 Q Q .. Q. Q

Qn—2 Qn—l Q2n—4 QZn—3

B matrisinin maksimum satir uzunluk normu,

r,(B)=max Zb “=dn

nj

C matrisinin maksimum siitun uzunluk normu,

 max [Ye,f \/ZQ JQM—QMZ—Z(—D +2

=n-1

olur. A=BoC Hadamard ¢arpim olmak iizere, |A|,<r(B)c(C)

ozelliginden,

ror ri [Q Q . Q. Q]

1 1 1 l _Qn—l Qn QZn—3 QZH—Z_

71

=|r|’| (2n -1 Z Zka 2n— 1"2Q +2nZka+nZQk}
L k=0 k=1 k=0

"}

(3.5.11)

esitsizlik
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1A, < Jn[Qm—anaz -2(-1)" +2j (3512)

elde edilir. (3.5.11.) ve (3.5.12.) esitsizlikleri birlestirildiginde,

2Q,, 3 +Qy 4 —4Qy, s —2Q,, , +10-4[-1 ' ina— Qo s —2(-1)" +2
'r'[ " | ]]<||A||2<Jn(Q Qs 2+2)

sonucuna ulasilir.m
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4. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimde tez ¢alismamizda elde edilen bazi teorik sonuglara iliskin niimerik

degerlere ornekler verilecektir.

Ornek 4. 1. (Teorem 3. 1. 1) r e C olmak iizere, A matrisi elemanlar1 kompleks Pell

sayilarinin modiilii olan r-Hankel matrisi,

rif orj@+20)  [2+5il
A=|r|L+20) [2+5] [5+12i
2+5i]  [5+12i [12+29i]

3x3

olsun. A matrisinin Euclidean normu,

1 4
A =\/|r|2 Zo(zm +1)P? +|r[* 2P +Z5(9—2m) P2 +3P]

olmak iizere,

1A =\,i|r|2 (L.0+3.2)+|r[ 2.4+5.25+3.144 +1.841+ 3.4

1Al =J11|r|2 +1410

bulunur.

Ornek 4. 2. (Teorem 3. 1. 2) reC olmak iizere, A matrisi elemanlar1 Gaussian

Pell-Lucas sayilariin modiilii olan r-Hankel matrisi,

rl2-2i] r|(2+2i) [6+2i
A=|r|(2+2i) [6+2i] [14+6il
6+2i  [14+6i [34+14

3x3

olsun. A matrisinin Euclidean normu,
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1A, =J|r|2 S (2m+3)Q +[r 207 + 3" (9-2m) Q7 +3Q°

olmak iizere,

|, = Ir[* (1.4+34)+|r 2.4+5.36+3.196 +1.1156 + 3.4

Al = /24| +1936

bulunur.

Ornek 4. 3. (Teorem 3. 1. 3) r e C olmak iizere, A matrisi elemanlar1 kompleks Pell

sayilarinin modiilii olan r-Hankel matrisi,

ril or|@+20)  [2+5il
A=|r|L+20) [2+5]  [5+12i
2+5i]  [5+12i] [12+29i|

3x3

olsun. A matrisinin spektral norm esitsizligi,

n-2 2n-2
> (2m+1)P2+(n-1)R%, + > (4n—-3-2m)PZ +nP2,
A 21,2 <[,

< J(|r|2 (n—1)+1)(22n22 P2+ P2 +P2 1)

n-2 2n-2
> (2m+1)PZ+(n-1)P% + > (4n-3-2m)P’, +nP?Z,
b) |r| <1, Jr[y[==2 A <[Al,

2n-2
< \/n[zz P?+ P2 + P;HJ

m=n

olmak tizere,

a)r|>1, /£ <|Al,< \/(2|r|2 +1).1183

b) |r <1 " £<||A|| < 3549
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bulunur.

Ornek 4. 4. (Teorem 3. 1. 4) reC olmak iizere, A matrisi elemanlar1 Gaussian

Pell-Lucas sayilarmin modiilii olan r-Hankel matrisi,

r[2-2i| r|(2+2i) [6+2il
A=|r|2+2i) [6+2i] [14+6il
6+2i]  [14+6i] [34+14i|

3x3

olsun. A matrisinin spektral norm esitsizligi,

n-3 2n-2
> (2m+3)Q% +(n-1)Q%,+ Y. (4n-3-2m)Q2 +nQ?,
a)|r|>1, = e <|Al,

n

< \/(|r|2 (n —1)+1)[2 2”2‘3 an1 +Q§72 +Q22n2j

m=n-1

w

n- 2n-2
(2m+3)Q%2 +(n-1)Q2,+ > (4n-3-2m)Q +nQ?Z,
) [r] <1, Jrly == <[Al,

n

]

an(zznZ_B Q+Q2, +Q§n_2]

m=n-1

olmak tizere,

alr|>1 /@ < A= y[2Irf +1).1624

b) |r<1, " %snﬁxnzs\/rsn

bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonugclar

Bu c¢alismanin, genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis
Gaussian k-Horadam sayi dizileri i¢in dnemli bir kaynak olusturabilecegi diisiincesiyle
bu sayr dizileri ayrintili bir sekilde incelenmeye ¢alisilmistir. Calismada,
genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam say1
dizileri tanimlanmis, bu say1 dizilerinin bazi 6zellikleri ve iliskileri ele alinmistir.
Genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam
sayilarinin bazi kismi toplamlari i¢in formiiller elde edilmistir. Buradan elde edilen
sonuglar makale olarak “On complex k-Horadam and Gaussian k-Horadam sequences”
adiyla International Journal of Mathematics and Computer Science dergisinde
yayinlanarak literatiire yeni sonuglar kazandirilmigtir. Ayrica, r-Hankel matris
tanimlanmis, elemanlar1 genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis
Gaussian k-Horadam say1 dizileri olan bu matrislerin norm degerleri hesaplanmistir.
Daha sonra elemanlar1 Pell ve Pell-Lucas sayilari olan r-Hankel matrisler olusturulmus,
bu matrislerle ilgili bazi temel norm 6zellikleri ele alinmistir. Elemanlart say1 dizili olan
r-Hankel matrislerin norm esitsizlik degerlerine yeni esitsizlik degeri katilmis ve
buradan elde edilen sonuglar makale olarak “On the norms of r-Hankel matrices
involving Fibonacci and Lucas numbers” adiyla Journal of Applied Mathematics and

Physics dergisinde yayinlanarak literatiire yeni sonuglar kazandirilmustir.

5.2. Oneriler

Genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam
say1 dizileriyle ilgili baz1 say1 dizilerinde oldugu gibi daha bir¢ok yeni Ozellikler
bulunabilir, literatiire katki saglanabilir. r-Hankel matrislerin de r-Circulant matriste
oldugu gibi c¢esitleri tanimlanarak farkli sayr dizileri i¢in uygulamalar
gerceklestirilebilir. Genellestirilmis kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian
k-Horadam sayilar1 i¢in bazi formiiller ele alinabilir, incelenebilir. Genellestirilmis
kompleks k-Horadam ve genellestirilmis Gaussian k-Horadam polinomlariyla ilgili

Ozellikler ele alinabilir, esitlikler bulunabilir.



77

KAYNAKLAR

Altmisik, E., Yal¢in, N. F., & Biiyiikkose, S. (2015). Determinants and inverses of
circulant matrices with complex Fibonacci numbers. Special Matrices, 3(1), 82-
90.

Asci, M., & Gurel, E. (2013). Gaussian Jacobsthal and Gaussian Jacobsthal Lucas
polynomials. Notes on Number Theory Discrete Mathematics, 19(1), 25-36.

Catarino, P. (2013). A note involving two-by-two matrices of the k-Pell and k-Pell-Lucas
sequences. Paper presented at the International Mathematical Forum.

Catarino, P., & Vasco, P. (2013). Modified k-Pell sequence: Some identities and
ordinary generating function. Appl. Math. Sci, 7(121), 6031-6037.

Cerin, Z., & Gianella, G. M. (2007). On sums of Pell numbers. Accad. Sc. Torino - Atti
Sci. Fis.

Civciv, H. (2009). Fibonacci ve Lucas matris dizileri ve ézellikleri. Selguk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Konya.

Gokbas, H., & Kose, H. (2017). On The Norms Of r-Hankel Matrices Involving Pell
And Pell-Lucas Numbers.

Gokbas, H., & Kose, H. (2018a). On Complex K-Horadam and Gaussian K-Horadam
Sequences. International Journal Of Mathematics Computer Research, 6(11),
1938-1942.

Gokbas, H., & Kose, H. (2018b). On the Norms of r-Hankel Matrices Involving
Fibonacci and Lucas Numbers. Journal of Applied Mathematics Physics, 6(07),
14009.

Gokbas, H., & Tiirkmen, R. (2016). On the norms of r-Toeplitz matrices involving
Fibonacci and Lucas numbers. Advances in Linear Algebra Matrix Theory,
6(02), 31.

Gulec, H. H., & Taskara, N. (2012). On the (s, t)-Pell and (s, t)-Pell-Lucas sequences
and their matrix representations. Applied Mathematics Letters, 25(10), 1554-
1559.

Halici, S., & Oz, S. (2018). On Gaussian Pell polynomials and their some properties.
Palestine Journal of Mathematics, 7(1), 251-256.

Horadam, A. (1963). Complex Fibonacci numbers and Fibonacci quaternions. The
American Mathematical Monthly, 70(3), 289-291.



78

Horadam, A. (1965). Generating functions for powers of a certain generalised sequence
of numbers. Duke Mathematical Journal, 32(3), 437-446.

Horadam, A. (1971). Pell identities. Duke Mathematical Journal, 9(3), 245-252.

Horadam, A. (1994). Applications of modified Pell numbers to representations. Ulam
Quarterly, 3(1), 34-53.

Horn, R. A., & Johnson, C. R. (1991). Topics in matrix analysis Cambridge university
press.

Ipek, A. (2011). On the spectral norms of circulant matrices with classical Fibonacci
and Lucas numbers entries. Applied Mathematics Computation, 217(12), 6011-
6012.

Karner, H., Schneid, J., & Ueberhuber, C. W. (2003). Spectral decomposition of real
circulant matrices. Linear Algebra Its Applications, 367, 301-311.

Kizilates, C., & Tuglu, N. (2016). On the bounds for the spectral norms of geometric
circulant matrices. Journal of Inequalities Applications 2016(1), 312.

Koshy, T. (2014). Pell and Pell-Lucas numbers with applications: Springer.

Merikoski, J. K., Haukkanen, P., Mattila, M., & Tossavainen, T. (2018). On the spectral
and Frobenius norm of a generalized Fibonacci r-circulant matrix. Special
Matrices, 6(1), 23-36.

Pacheenburawana, A., & Sintunavarat, W. (2018). On the spectral norms of r-circulant
matrices with the Padovan and Perrin sequences. Journal of Mathematical
Analysis, 9(3).

Reix, T. J. p. (2005). Properties of Pell numbers modulo prime Fermat numbers.

Shen, S.-q., & Cen, J.-m. (2010). On the spectral norms of r-circulant matrices with the
k-Fibonacci and k-Lucas numbers. Int. J. Contemp. Math. Sciences, 5(12), 569-
578.

Shen, S. (2012). On the norms of Toeplitz matrices involving k-Fibonacci and k-Lucas
numbers. Int. J. Contemp. Math. Sciences, 7(8), 363-368.

Shen, S., & Cen, J. (2010). On the bounds for the norms of r-circulant matrices with the
Fibonacci and Lucas numbers. Applied Mathematics and Computation, 216(10),
2891-2897.

Solak, S. (2005). On the norms of circulant matrices with the Fibonacci and Lucas
numbers. Applied Mathematics and Computation, 160(1), 125-132.

Solak, S., & Bahsi, M. (2011). On the spectral norms of Hankel matrices with Fibonacci
and Lucas numbers. Selcuk Journal of Applied Mathematics.



79

Solak, S., & Bahsi, M. (2016). On The Norms Of Circulant Matrices With The
Complex Fibonacci And Lucas Numbers. Gazi University Journal of Science,
29(2), 487-490.

Tiirkmen, R., & Gokbas, H. (2016). On the spectral norm of r-circulant matrices with
the Pell and Pell-Lucas numbers. Journal of Inequalities Applications 2016(1),
65.

Uslu, K., Taskara, N., & Uygun, S. (2011). The relations among k-Fibonacci, k-Lucas
and generalized k-Fibonacci numbers and the spectral norms of the matrices of
involving these numbers. Ars Combinatoria, 102, 183-192.

Vasco, P., Catarino, P., Campos, H., Aires, A. P., & Borges, A. (2015). k-Pell, k-Pell-
Lucas and modified k-Pell numbers: Some identities and norms of Hankel
matrices. CM-Centro de Matematica.

Yagmur, T., & Karaaslan, N. (2018). Gaussian modified Pell sequence and Gaussian
modified Pell polynomial sequence. Aksaray University Journal of Science
Engineering, 2(1), 63-72.

Yalginer, A. (2008). Spectral norms of some special circulant matrices. Int. J. Contemp.
Math. Sciences, 3(35), 1733-1738.

Yazlik, Y., & Taskara, N. (2012). Spectral norm, eigenvalues and determinant of
circulant matrix involving the generalized k-Horadam numbers. Ars
Combinatoria, 104, 505-512.



OZGECMIS
KIiSISEL BiLGILER
Ad1 Soyadi : Hasan GOKBAS
Uyrugu . TC
Dogum Yeri ve Tarihi : Konya /1978
Telefon : 0505 589 65 00
Faks :
e-mail . hgokbas@hotmail.com
EGITIM
Derece Ady, Tlge, 11
Universite : Selguk Universitesi
Yiiksek Lisans : Selguk Universitesi
Doktora . Selcuk Universitesi
IS DENEYIMLERI
Yil Kurum
20 MEB

UZMANLIK ALANI
Cebir ve Sayilar Teorisi

YABANCI piLLER
Ingilizce (YOKDIL): 61,25

YAYINLAR

80

Bitirme Yih
2000
2005
2020

Gorevi
Ogretmen

Gokbas, H., Kose, H., 2018, “On the Norms of r-Hankel Matrices Involving
Fibonacci and Lucas Numbers”, Journal of Applied Mathematics and Physics, 2018(6),

31-39. (Doktora Tezinden Yapilmistir).

Gokbas, H., Kose, H., 2018, “On Complex k-Horadam and Gaussian k-Horadam
Sequences”, International Journal of Mathematics and Computer Science, 2018(6), 11,

1938-1942. (Doktora Tezinden Yapilmistir).

Gokbas, H., Tirkmen, R., 2016, “On the Norms of r-Toeplitz Matrices Involving

Fibonacci and Lucas Numbers”, Advances in Linear Algebra&Matrix Theory, 2016(6),

31-39.



81

Gokbas, H., Kose, H., 2017, “Some sum formulas for product of Pell and Pell-Lucas
numbers”, International Journal of Advances in Applied Mathematics and Mechanics,
4(4), 1-4.

Tiirkmen, R., Gokbas, H., 2016, “On the spectral norm of r-circulant matrices with the
Pell and Pell-Lucas numbers”, Journal of Inequalities and Applications, 2016(65), DOI
10.1186/s13660-016-0997-0.

Tiirkmen, R., Kan, O., Gokbas, H., 2016, “Some Norm Inequalities For Special Gram
Matrices”, Special Matrices, 2016(4), DOI 10.1515/spma-2016-0026.

Gokbas, H., Erdogan, A., 2016, “Matematik Ogretmen Adaylarmin Fonksiyon
Hakkindaki Kavramsal Yapilar1”, Journal of Research in Education and Teaching, 5(3),
208-217.

Gokbas, H., 2016, “Norm Of Hankel-Hessenberg and Toeplitz-Hessenberg Matrices
Involving Pell and Pell-Lucas Numbers”, Journal Of Advances In Mathematics, 12(11),
6799-6806.

Tiirkmen, R., Kan, O., Gékbas, H., “Some Norm Inequalities for Special Gram
Matrices”, 5th International Conference on Matrix Analysis and Applications,
17-22 Aralik 2015, U.S.A.

Gokbas, H., Erdogan, A., “Matematik Ogretmen Adaylarinin Fonksiyon Hakkindaki
Kavramsal Yapilari”, 7" International Congress on New Trends Education,
13-15 Mayis 2016, Antalya.

Gokbas, H., Tiirkmen, R., “On The Norms Of Toeplitz and Hankel Matrices with Pell-
Lucas Numbers”, 20" ILAS Conference, 11-15 Temmuz 2016, Ku Leuven.

Gokbas, H., Kose, H., “On The Norms Of r-Hankel Matrices Involving Pell and Pell-
Lucas Numbers”, 3™ IRSYSC Congress, 24-26 Mayis 2017, Konya.





