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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

t : Bir o Egrisinin Teget Vektor Alani

N : Bir o Egrisinin Birim Normal Vektor Alani

B : Bir o Egrisinin Binormal Vektor Alam

n, : Bir ¢ Egrisinin Kuasi Normal Vektor Alani

b, : Bir o Egrisinin Kuasi Binormal Vektor Alani

k : {zdiisiim Vektorii

t . : Bir « Egrisinin Tegetler Gostergesinin Evoliisyonuyla Olusan Timelike Yiizey

n, : Bir o Egrisinin Kuasi Normaller Gostergesinin Evoliisyonuyla Olusan
Timelike Yiizey

l;q : Bir o Egrisinin Kuasi Binormaller Gostergesinin Evoliisyonuyla Olusan
Timelike Yiizey
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1. GIRIS

Klasik diferensiyel geometri egri ve yiizeylerin 6zellikleri ile ilgilenir. Fakat son
on yillara kadar bu oOzelliklerle ilgili yapilan c¢alismalarda zaman O6nemli bir rol
oynamamistir. Fakat son birka¢ on yilda geometriciler zaman igerisinde evrilen sekilleri
anlamada biiylik asama kat ettiler. Bir egrinin veya bir yiizeyin evoliisyonu ile ilgili
cesitli yontemler kesfedilmistir (White, 2002). Bu yontemlerle egrilerin ve ylizeylerin
evoliisyonlarinin uygulandigi bir¢ok alan vardir. Baslica bilgisayar goriintiileme,
bilgisayarlt animasyon ve goriintii isleme bu alanlara 6rnektir. Egrilerin ve ylizeylerin
evoliisyonlarinin  bir diger uygulamasi da fizik, kimya ve biyolojide sekillerin
dinamiklerinin modellenmesidir. Bu modeller egrilerin i¢ 6zelliklerinin fonksiyonlari
tarafindan belirlenir (Abd-Ellah, 2015).

Geometrik olarak egri ve yiizeylerin evoliisyonu bir egri veya yiizeyi baska bir
egri veya yilizeye doniistiiren siirekli bir doniisiim anlamina gelir. Egrilerin ve
yiizeylerin evoliisyonunu g¢aligmaktaki amag evrilen egri ve ylizeylerin son seklini
belirlemek ve evoliisyon islemi esnasinda egri ve ylizeylerin invaryant geometrik
ozelliklerini bulmaktir. Integrallenebilir denklemler ve egrilerin geometrik hareketleri
arasinda bir iliski vardir. Oyle ki birgok 6zel geometrik harekette evoliisyon denklemleri
integrallenebilir denklemler yardimiyla tanimlanir (Abd-Ellah, 2015). Ozel olarak 3-
boyutlu Oklid uzayinda egri ve yiizeylerin hareketi genellikle integrallenebilir ve lineer
olmayan evoliisyon denklemleri ile tanimlanir. Baz1 integrallenebilir sistemler afin ve
projektif geometri gibi belli geometrilerde invaryant egri flowlarindan ortaya cikarlar
(Hashimoto, 1972).

Bu tezde 3 boyutlu Minkowski uzayinda kiiresel gostergelerin evoliisyonu ile
olusan timelike yiizeyler elde edilmistir. Ayrica MA Soliman, NH Abdel-All, RA
Hussien (Soliman, Abdel-All, Hussien, & Youssef, 2018), tarafindan yayimlanan
makale tez calismamizda temel alinmustir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Integrallenebilir denklemler ile egrilerin hareketi arasindaki geometrik
baglantinin, kaynagini, 1906 yilinda (Da Rios, 1906) tarafindan yapilan bir analizden
aldig1 soylenebilir. Da Rios, hareketli egrileri iireten kismi diferensiyel denklem elde
etmistir. Takao (Galdi, 1971), Da Rios denklemlerinin, meshur lineer olmayan
Schrodinger denklemini iiretmek iizere doniistiiriilebilecegini gostermistir. Daha sonra
1977 yilinda Lamb (Lamb Jr, 1977), egrilerin hareketini, modifiye Korteweg-de Vries,
Sine-Gordon ve lineer olmayan Schrédinger denklemleri ile iliskilendirmistir.
Lakshmanan (Lakshmanan, Ruijgrok, Th.W. and Thompson, C.J. 1976), bir uzay
egrisinin uzaysal hareketi yardimiyla Heisenberg spin zinciri denklemini elde etmistir.
Son zamanlarda, Santini ve Doliwa (Doliwa and Santini, 1994), inextensible egrilerin
hareketinin solitonik sistemlerle baglantisin1 kurmuslardir. Abd-Ellah (Abd-Ellah,
2015), 3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeylerinin evoliisyonunu ve onlarin iireteg
egrilerini calismistir, Oteleme yiizeyleri igin Christoffel sembollerini ve temel
niceliklerin evoliisyon denklemlerini elde etmistir. Hussien (Hussien & Mohamed,
2016), 3-boyutlu Oklid uzaymnda inextensible egrilerin akislari  yardimiyla
genellestirilmis yiizeyleri ¢aligmiglardir ve inextensible egrilerin hareketlerinden
tiretilen ylizeyleri olusturarak grafiklerini ¢izmislerdir. D. Y. Kwona ve F. C. Park
[(Kwon and Park, 1999), (Kwon and Park, 2005)] elastik olmayan diizlemsel egrileri,
inextensible egri akislarin1 ve agcilabilir regle yiizeylerini g¢alismiglardir. Regle
yiizeylerin akisin1 ve egrilerin akisini iireten kismi diferensiyel denklem elde
etmislerdir. Dariush Latifi ve Asadollah Razavi (Latifi and Razavi, 2008), inextensible
egri akislarinin, egrilik ve burulmayi igeren bir kismi diferensiyel denklem ile ifade
edilmesi icin gerekli ve yeterli kosullar1 elde etmislerdir. T. K&rpinar ve E. Turhan
(Kérpinar, Altay, and Turhan, 2011), 3-boyutlu Oklid uzayinda tanjant agilabilir
yiizeylerin inextensible akislarini incelemislerdir ve 3-boyutlu Oklid uzayinda minimal
tanjant acilabilir yiizeyler i¢in sonuglar elde etmigslerdir. R. Mukherjee and R.
Balakrishnan (Mukherjee, and Balakrishnan, 2008), Sine-Gordon denklemi ile hareketli
egriler arasinda iligki kurmuslardir ve Serret-Frenet denklemlerinin sayisal integrali
yardimiyla egrinin evoliisyonunu gorsellestirmislerdir.

Hashimoto (Hashimoto, 1972)’de 3-boyutlu Oklid uzayinda bir uzay egrisinin
egriliklerinin bir sisteminin integrallenebilir non-lineer Schrodinger denklemine es
oldugunu gosterdi. Schief and Rogers (Schief & Rogers, 1999)’de sabit egrilik ve
burulmaya sahip bir uzay egrisinin binormal hareketini arastirdi. Abdel-All diizlemsel
egrilerin hareketiyle olusan yeni geometrik modeller insa etti. Ayrica 3- boyutlu Oklid
uzayinda hareketli egrilerin kinematigini ve Hashimoto yiizeylerini inceledi, [(Abdel-
All, Abdel-Razek, Abdel-Aziz& Khalil, 2011), (Abdel-All, Hussien & Youssef, 2012),
(Abdel-All, Abdel-Razek, Abdel-Aziz & Khalil, 2014), (Abdel-All, Mohamed& Al-
Dossary, 2014)]. Mohamed (Lakshmanan, Ruijgrok and Thompson, 1976)’de hiper kiire
tizerinde inextensible egrilerin hareketini inceledi. Ek olarak egrilerin hareketi 3-
boyutlu Minkowski uzayinda da ¢alisildi. Ornegin Muniraja (Galdi, 1971)’de 3-boyutlu
Minkowski uzayinda uzay egrilerinin hareketini, spin denklemlerini ve Schrodinger



denklemlerini ¢alist. Nakayama [(Nakayama, 1998), (Nakayama, 1999)]’de
hiperboloidlerde egrilerin hareketini aragtirdi.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde R® Minkowski uzayinda egri ve yiizeylerin temel tanim ve teoremleri

verilmisgtir.
Tanim 3.1: V bir reel vektor uzay1 olsun.

g:VxV >R
doniisimii Va,hbeR ve Vu,v,weV i¢in

1. Simetri: g(u,v)=g(v,u),
ii. Bilineer: g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w),
g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(w,u)

kosullarini sagliyorsa g doniisiimiine V' reel vektor uzay: iizerinde simetrik bilineer
formdur denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.2: V reel vektor uzay tizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
g simetrik bilineer formuna,

1. VYveV ve v#0 igin g(v,v)>0 ise pozitif tammhdir,
ii. VYveV ve v#0 i¢in g(v,v) <0 ise negatif tammhdir,
.  VYveV ve v#0 i¢in g(v,v)>0ise yari pozitif tammhdir,

iv. VveV ve v#0 icin g(v,v) <0 ise yar1 negatif tanimhdir

denir (O’Neill, 1983).
Tanim 3.3: V reel vektor uzayi ve V lizerinde

g:VxV >R

simetrik bilineer formu,
YweV icin glv,w)=0=v=0
sartin1 sagliyorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere,
vweV igin g(v,w)=0=v=0

sartin1 sagliyorsa bu simetrik bilineer forma dejenere denir (O’Neill, 1983).



Tanim 3.4: V reel vektor uzayi ve

g:VxV >R

bir simetrik bilineer form olsun.

gy :WxW >R

negatif tanimli olacak sekilde V' nin en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna g
simetrik bilineer formunun indeksi denir ve g ile gosterilir. Ayrica ¢ ya V reel
vektor uzaymin indeksi de denir ve ind V =q ile gosterilir (O’Neill, 1983; Duggal,

1996).
Dolayisiyla 1<g<boy(V) dir. g=0 olmasi icin gerek ve yeter sart, ¢ nin pozitif

yar1 tanimli olmasidir.

Tanmm 3.5: V bir reel vektdr uzayr olsun. Her bir u,veV vektor cifti, <uv> ile

gosterilen bir reel sayiya karsilik gelsin. Bu fonksiyon asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa
V lizerinde bir (reel) i¢ ¢arpim olarak adlandirilir:

i.  (Lineerlik Ozelligi): <au1 +bu,, v> =a <u1 , v> o= <u2 , v>.
ii. (Simetrik Ozelligi): (u,v)=(v,u).
ili.  (Pozitif Tammhhk Ozelligi): <u,u> >0; ve <u,u> =0 gerek yeter sart u =0.

Bir i¢ carpimla birlikte bu V' vektor uzayina bir (reel) i¢ carpim uzayi denir (Akkus,
2016).

Teorem 3.1: V bir Lorentz uzay1 ve W, V nin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda

. g

, pozitif taniml1 ise W ya spacelike alt uzay,
. g |W nondejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike alt uzay,
. g |W dejenere ise W ya lightlike alt uzay

denir (O’Neill, 1983).

Teorem 3.2: V bir Lorentz uzayi, V nin bir alt uzay1r W ve boyW =2 olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler birbirine denktirler;

i. W bir timelike alt uzaydir,
ii. W uzayi iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir,
iii. W uzayi bir tane timelike vektor igerir

(O’Neill, 1983).



Teorem 3.3: V Lorentz uzayi ve iki timelike vektor v ve w olsun. Bu durumda

|8 w)[=[v][w]

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi icin gerek ve yeter sart v ve w
vektorlerinin lineer bagimli olmasidir.
1. v, w timelike vektorleri ayni time-konide ise

2=l cho

olacak sekilde bir tek @ >0 sayisi vardir. Bu ¢ sayisina, v ve w timelike vektorleri

arasindaki hiperbolik a¢1 denir.
ii. v, w vektorleri ayn1 time-konide degilseler o zaman

8w =[] [wl e

dir (O’Neill, 1983).

Teorem 3.4: V Lorentz uzayinda spacelike vektorleri v ve w olmak {izere

gsw)=[v]-[wlche

olacak sekilde bir 0<¢@ <z sayis: vardir. Bu sayiya, v ve w spacelike vektorleri

arasindaki ag¢1 denir. v ve w spacelike vektorleri i¢in

g(v,w) <[]
esitsizligi vardir (O’Neill, 1983).

Tammm 3.6: Diferensiyellenebilir bir manifold M olsun. M {izerinde simetrik,
nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinde g tensor alanina bir metrik tensor denir.

Bagka bir ifadeyle g, M manifoldunun her p noktasina 7,M tanjant uzay: tizerinde
bir g, skaler ¢arpimi karsilik getirir ve g skaler ¢arpiminin indeksi her peM igin
aynidir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.7: R’ | standart reel vektor uzayi iizerinde her peR’ ve
3
v, = v, v,,13) w, =(w, w,, W) eTp]R

olmak lizere

g: <vp, wp> =VW, VW, — VW,



esitligiyle verilen /-indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya R;  3-boyutlu
Minkowski uzay1 denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.8: M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M {izerinde sabit indeksli
bir metrik tensor olmak tizere (M,g) ikilisine bir yari-Riemann manifold denir
(O’Neill, 1983).

Tammm 3.9: M bir yari-Riemann manifold olsun. g nin sabit indeksine M yari-
Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamim 3.10: M bir yari-Riemann manifold olsun. boyM >2 ve M nin indeksi / ise
M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanim 3.11: M Lorentz manifoldu olsun ve a:I cR—>M bir egri olsun. T, «
egrisinin teget vektor alani olsun. Bu durumda

i. g(T,T)>0 ise a egrisine spacelike egri,
ii. g(T,T)<O0ise o egrisine timelike egri,

iii.  g(T,T)=0ve T#0 ise o egrisine null egri denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 3.12: M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.

R M —> M inclusion (icerme) doniistimii olmak lizere Vp e M i¢in

(7 (8))(r)=2(i(p)

seklinde tanimli ;" (g) doniisiimii M iizerinde bir metrik tensdr ise M ye M nin bir
yari-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.13: M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.
1: 7 (M)x (M) - z(M)
(V.W)—> 1 (V,W)=norDW
doniistimi S(]\_/I ) - bilineer ve simetriktir. Burada II ye M nin sekil tensorii (veya

ikinci temel form tensorii) denir (O’Neill, 1983).



Tamim 3.14: «, R} 3-boyutlu Minkowski uzayinda s e/ yay parametresi ile verilmis

bir egri olsun. a <s<b olmak lizere o egrisinin a ve b noktalar1 arasindaki yay
uzunlugu

b
s. =
a

da
ds

b
}ds  f[r)as

dir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.15: R; Minkowski uzayinda iki vektdr r ve ¢ olsun. r=(7,r,r) ve
t=(t,,1,,t;) olmak iizere VveR] i¢in, (rAar,w)=det(r,r,w) olacak sekilde tek
rAateR] vektorine r ve t nin vektérel ¢arpimu (veya dis carpimi) denir ve rx¢

veya r At biciminde gosterilir.

Li=j
(S”:{o,iij Y 45 &

olsun,

olarak hesaplanabilir.
Burada e, ne, =—¢,, e, Ae; =¢, e; ne =e, dir. Ayrica saat yoniiniin tersi pozitif yon

olarak ele alinmistir (Lopez, 2008).

Teorem 3.5: R}, 3- boyutlu Minkowski uzayinda iig vektor

p:(p1zp2ap3)o q:(q1:QQaQ3) veE l":(l’i,rz,ig) olsun. Bu durumda

i (prg)ar=—(p.r)g+{(q.r)p,
il. <p/\q,p>=0 ve <p/\q,q>=(),
ii.  (pagprg)=—(p.p)a.q)+((p.q))

dir (O’Neill, 1983).



Teorem 3.6: R} , 3- boyutlu Minkowski uzayinda iki vektsr p ve g olsun. Bu

durumda

i. p ve g spacelike vektdrise pAg vektori timelikedir,

ii.  p spacelike ve g timelike vektor ise ise p Aq vektorii spacelikedir,

iii.  p spacelike ve ¢ null vektorler olsunlar, < p,q> =0 olmak lizere pAg null

vektor, < D, q> #0 olmak lizere p Agq spacelike vektordiir,

iv. p ve g null vektorise pAg spacelike vektordiir,
v.  p timelike ve ¢ null vektorise p Ag spacelike vektordiir,

vi. p ve g timelike vektorise p Aqg spacelike vektordiir

(O’Neill, 1983).
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4. MATERYAL VE YONTEM

4.1. Oklid Uzayinda Bir Egri Boyunca Yonlii ¢— Cati

E’ de bir uzay egrisinin ¢ -catis1 (Dede, 2015) tarafindan tanimlanmistir. ¢ -catinin

Frenet catiya gore iki 6nemli avantaji bulunmaktadir. Bunlar;

i.  Ikinci tiirevi sifir egride tanimlanabilir,
ii.  Teget etrafinda gereksiz biikiilmeyi onler.

3 boyutlu Oklid uzayinda bir o egrisi boyunca Frenet cat ile normal diizlem vektorleri
arasindaki iliski Sekil 4.1. de, ayn1 ¢ egrisi boyunca z-ekseni yoniindeki ¢ -gatisi i¢in
normal diizlem vektorleri Sekil 4.2. deki gibidir (Dede, 2015).

Sekil 4.1. Frenet Catisi, (Tarim, 2016)

Sekil 4.2. g - Catist, (Tarim, 2016)



11

Tamm 4.1.1: E’ de biregri o ve ¢t egrinin tegetini, n , egrinin kuasi normalini ve b,
ise egrinin kuasi binormalini gdstermek lizere o uzay egrisi boyunca yonlii g-cat1
a'(t) tnk

t= , = -, b =t 4.1
ol " e A @D

dir. Burada k vektoriine izdlistim vektorii denir ve k izdiisiim vektorii ¢ teget
vektoriine paralel olmamalidir. (Dede, 2015).

Teorem 4.1.1: 3-boyutlu Oklid uzayimnda bir egri o, {t,n D q} bu egrinin kuasi vektor

alan1 olsun. Buna gore g -catinin Frenet formiilleri benzeri varyasyon denklemi

t' 0 k k||t
n, |=|a|| -k 0 k|| n, (4.2)
b —k, —k, O b,
dir. Burada
t'.n t'.b n b
klzw, k2:<_"f>, k3=< ""’> (4.3)
[ | |
egrinin g- egrilikleridir. Buna gore Frenet catisi ile ¢ — ¢atis1 arasinda
t 1 0 0 ||t
n,|=10 cos6 sinf | n 4.4)
bq 0 —sin@ cos@ || b
esitligi yazilabilir. Diger taraftan
k, =K cosd,
k, =—xsinb, (4.5)
k,=d0+t
ve
cosd — det(a”, ', k)

o 4

o' AK||

dir (Dede, 2016).
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Teorem 4.1.2: 3-boyutlu Oklid uzayinda diizgiin bir egri « olsun. Buna gore
« egrisinin tiirevleri ile g — egrilikleri arasinda asagidaki bagintilar yazilabilir:

det[a",a',k]
1T o R
o Ak
' " ' |12 "
o) o o) o
e[l ~ K]

<a',k>det[a',a",k]

! 2 12
o i o]

3

(Dede, 2015).

Sonug 4.1.1: 3- boyutlu Oklid uzaymnda bir egri a ve k,k,,k, ise bu egrinin g-
egrilikleri olsun. Buna gore k,k,,k; g—egrilikleri k izdiisim vektoriine baghdir
(Dede, 2015).

4.2. Timelike ve Spacelike Egriler i¢cin ¢ — Cati

1. Durum: Normal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin g-Catisi:

Teorem 4.2.1: R’ de n, kuasi normal vektdrii spacelike olan bir spacelike egri (k

vektorii timelike) i¢in

t 0 .k,
n; =| —k, —k, . 4.7)
b —k, -k, O s
dir. Burada
k,=xcosh0, k,=xsinh@, k,=-dO0-t (4.8)

elde edilir (Tarim, 2016).

2. Durum: Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egrilerin g- Catisi:

Teorem 4.2.2: R} de n, kuasi normal vektdrii spacelike olan bir spacelike egri (k

vektorii timelike) icin
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' 0 k k|t
n =~k 0 -k | n (4.9)
b —k, —k; 0 J|p,
dir. Burada
k, =xsinh®, k,=xcosh@, k,=d0+7 (4.10)

seklinde ifade edilir (Tarim, 2016).

3. Durum: Normal Vektorii Timelike Olan Spacelike Egrilerin g-Catisi:

Teorem 4.2.3: R de n, kuasi normal vektdrii timelike olan bir spacelike egri (k

vektorii spacelike) icin

' 0 -k Kk
n|=|-k 0 k|~ (4.11)
b —k, k; O b,
dir. Burada
k,=—xcosh@, k,=-«xsinh@ k,=dO0+7 (4.12)

elde edilir (Tarim, 2016).

4. Durum: Normal Vektorii Spacelike Olan Spacelike Egrilerin g-Catisi:

Teorem 4.2.4: R’ de n, kuasi normal vektdrii timelike olan bir spacelike egri (k

vektorii spacelike) i¢in

t' 0 —k kK,
n |=\-k 0 k|n, (4.13)
b —k, k; O b,
dir. Burada
k, =xsinh@, k,=-xcosh® k,=-dO0-r (4.14)

elde edilir (Tarim, 2016).
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5. Durum: Timelike Egrilerin g- Catisi:

Teorem 4.2.5: R; de bir timelike egri (k vektorii spacelike) igin
t' 0 k k||t
n|\=\k 0 kl|mn, (4.15)
b; ky —k bq

k,=xcosO, k,=-xsmn@ k,=dO+t (4.16)

dir. g-egrilikleri ise

olarak elde edilir. Ayrica

4 det[a”,a’,k]
T
o' Akl
—<al>k><al’af’>+ﬂ“’”2 (a" k) @.17)
e[ e ~ 4]

2

B <a‘,k>det [a‘,a” , k]

3 ] 2 . 2
o A ]

dir (Tarim, 2016).

Teorem 4.2.6: R’ de diizgiin bir spacelike egri a(t)olsun. Bu durumda g- egrilikleri
a(t) egrisinin tiirevleri cinsinden
det[a”,al,k]

! B l 1 2
o A ]

o _lemlana) e (o k) (4.18)

2 1 3 1
o[ e ~4]




olarak elde edilir (Tarim, 2016).

3

<a’,k>det[a’,a”,k]

1 2 1 2
o A [ ]

15
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5. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boliimde 3 boyutlu Minkowski uzayinda kuasi catiya gore timelike ve spacelike
egrilerin farkli durumlarina gore evoliisyonuyla timelike ylizeyleri olusturulacaktir.
Daha sonra olusturulan bu timelike yiizeylerin egrilikleri hesaplanacaktir.

S.1. Time Evoliisyon Denklemleri

Teorem 5.1.1: Spacelike izdiisiim vektoriine sahip bir timelike o egrisinin uyumluluk

kosulu
ou, Ok
a_sl r a_tl_,uskz +kspty
ou ok
8s2 = psk — kg, + 8_;’
ou ok
5_S3 =tk =k, +5_t3
dir.

Ispat: «, spacelike izdiisiim vektdriine sahip bir timelike egri olsun. Bu durumda

(4.15) esitligi geregince

t t .
n |=\k 0 k||n (-1

(5.2)

SIS

yazilabilir. Bu durumda (5.1) ve (5.2) esitlikleri



esitliginde goz Oniine alinirsa

o (ot 0
a(a) = g(ﬂlnq + ﬂzbq)

ou ou
=y (kt + k3bq)+6—szbq + 1, (kot —keym,) )

ou ou
= (,ulk1 +,uzk2)t +(a—;—y2k3jnq +(ulk3 +a—s2]bq,

ofot) ©
a(a)za(klnq +k2bq)

ok ok
=a—;nq +k1(,u1t+y3bq)+a—t2bq +k, (yzt—,u3nq)

ok ok
=(k“u1 +k2,u2)t+(a—tl—k2,u3jnq +(k,,u3 +a—;jbq,

o(on, ) 0
A ) A PR
6s(8t] o 4l 14D,

ou ou
:a—s‘t+y1 (klnq +k2bq)+a—s3bq + 14 (kzt—anq)

ou ou
= [ﬁ_sl + 1k, jt + (zulkl — Lk, )nq + (,ulkz + a_;jbq,

o(dn, ) 0o
—| =2 |==(kt+kp
ﬁt(as] az(l b,)

ok ok
:a—t‘t+kl(ylnq +,uzbq)+a—;bq +k3(,u2t—y3nq)

ok ok
= (a_l‘] +kyp, ]t + (kllul —ky 14 )nq + (khuz + 8_;jbq s

17

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)
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ob
LA e :g(ﬂzt_lt%n )
os\ ot ) Os !
ou Op
= 6_S2t + 4, (klnq +k2b4)_a_;n‘/ — s (klt +k3bq) (5.8)
ou Opt
=(a—;_ﬂ3kl]t +(“ 4 _a_;j"q +(1ok, = p1k; )b,

o (b 0
o) S ek

ok ok

==tk (#4m, +uzbq)—a—;"q —ks (4t + 41, (5.9)
ok ok

S & (o DR (VA AL

olarak elde edilir. Yukaridaki esitlikler (5.3) esitliginde gdz Oniine alinirsa

ou ok ou ok, |
0 a_s]_,uzk3_a_tl+kz,u3 ,u]k3+a—sz—k1,u3—a—:
ou, ok ou ok
D R L
ou, ok ou ok
24k, ——2+k k——— -k +— 0
s Ky o i K Os 244 o |

bulunur. Buna gore spacelike izdiisiim vektoriine sahip bir timelike o egrisinin

uyumluluk kosulu

oy, ok

6_;—a_;_ﬂ3k2+k3ﬂza

ou, k

2 =k — kg +—=,

s MRy = Ryl o 5.11)
Op

a_;: zkl_kz 1+5_3

olarak elde edilir.

Teorem 5.1.2: Izdiisiim vektorii timelike, normal vektorii spacelike, binormal vektdrii

timelike olan spacelike o egrisinin uyumluluk kosulu
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o4 _

—+ kA, — Ak,
o o ek Ak

o4, ok
Qo+ 22— kA,
o = Akt kA,
o4, ok
ok, —k A =2
=k kA —

dir.

Ispat: «, spacelike normal, timelike izdiisiim vektdriine sahip bir spacelike egri olsun.

Bu durumda (4.7) esitligi geregince

; t | To &k -k]t < 1r
a—nq:—k1 0 —ki||n, | (5-12)
A
b, | [k k0 ||s,
a_ | o A & (5.13)
1% = -4 0 =4 ||n, '
b, | LA 4 0 ]|p,

yazilabilir. Bu durumda (5.12) ve (5.13) esitlikleri

t
0 0 0 0
n |=——|n
osot| | otos|
b b

esitliginde géz Oniine alinirsa

o(at) o

S5 ) atam )
P 0
:a_iinq+z1(—klt—k3bq)——;s?b 2o (~kot ~kyn, )

(5.14)
=(—Ak + Ak, )t +(aa—ﬂ;+ﬂ,2k3jnq +(—/Lk3 —%j



é(gjzé(klnq—kzbq)
Ot\ Os ot
:aaitn +k( ﬂ,lt ﬂ,jb) 6/(2 _kz(_lzt—ﬂgnq)

ok, Ok,
= (—klﬂL1 +k2/12)t +(8—S+kzﬂ3jnq +(_klﬂ’3 _gjbq’

O ( on
E(azj as( At =5,

0
_ /11 £ (kyn _kzbq)_a_’i?bq—zg(—kzt—kﬁq)

TS

5(8”] 9 (~kt—kp,)

ot\ Os ot

ok
==tk (An, ~7b,)

_%bq —k; (_/Izt _ﬂ?nq)

:(—%+k3ﬂzjt+( k., +]<32'3)"q +(k1ﬂ'2 _%jbq’

8(%) as( Aot —An,)

Os\ ot
- ‘%t % (kin -kzbq)‘%"q-%(—klt‘ks”q)
S

( 822+ﬂ,3k )t+( ﬂzkl—%—ﬂajnq*‘(ﬂzkz"‘%@)bq’

a[abJ 9 (ke —km, )

ot\ Os ot
Ok,

_ aakzt k (A, ﬂzb)__tn ky(~At—4b,)

aﬂgjb’

20

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)
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elde edilir. Yukaridaki esitlikler (5.3) de gdz oniine alinirsa

0 a)L1+/12k —%chﬂ? -Ak, —%+k1/13+

L] 0 e S CEY

e YRR 0

bulunur. Buna gore timelike izdiistim vektorii, spacelike birim normale sahip spacelike

egrinin uyumluluk kosulu

oA _ ok,
s o oA, — Ak,
‘Mz = Lk, +—2— kA, (5.21)

%%=&@—h%+——

dir.

Teorem 5.1.3: izdiisim vektorii timelike, normal vektorii timelike, binormal vektdrii

spacelike olan spacelike o egrisinin uyumluluk kosulu

ov 8k

a—s‘ = + kv, — kv,

%:k,v3+%—k3vl,
S

% aakt + kv, — kv,
s

dir.

Ispat: o, timelike birim normal ve timelike izdiisiim vektdriine sahip bir spacelike egri

olsun. Bu durumda (4.9) esitligi geregince

ok 0 k k][t 522)
gnq:—k1 0 —k|.|n, | '
b ~k, —k; 0 ||b



5 t 0 12 —v ||t

—(n, [=|-v, 0 -—v,

at q q
b,, -v, —v; 0 b,,

esitliginde géz Oniine alinirsa

o (ot 0
2 %)=L (vm,-v0,)

o ( ot 0
(22 (km, -1,

=%n +k( —vit—vb, )

=(—kyv, +k, vz)t+[%+k vSJn +( k\@—aijbq,

ot
a[&n j 6( vt — Ub)
Os\ ot Os

=—%t L, (kn —k,b

agzb k( vzt—v3nq)

= )~ 2,0, (~kt —km,)

oy, ov
= [—g+k u3jt+( kv, —kyoy)n, +£kzul —a—;jbq,

22

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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an

0
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—(~kt—kp,)
ales ) a
Ok ok
= ﬁtl t—k, (vl . vzbq)—a—;bq —k, (—Vzt—v3nq)
ok, Ok, (5.27)
:[_E—i_k vzjt+( kv, +kyvy)n, (kvz—gjbq,
o(db,) 0o
t—
ﬁs[ or j 5 (vt =vm)
ov ov
= —a—;t v, (kn, —kzbq)—a—;n —v, (~kit —ksp,)
Ov ov (5.28
:(—a—;+k1v3)t+(—klv2—a—;]nq+(k2v2+k3v3)bq, )
ob,
g =2kt —km,)
o\ os ) o
ok Ok,
= 6[2 t—k (V] q Vzb )—En -k (—Vlt—V3bq)
ok ok 5.29)
:(—a—;+k3vljt+(—k2vl —a—;jnq+(k2v2+k3v3)bq, (
elde edilir. Yukaridaki esitlikler (5.3) de gdz oniine alinirsa
0 i*vsl +ky, ‘Z‘; +hy,  —ky, —%+klv3 %
—%—k% +%—k3v2 0 kv, —%—klvz UL [0],.,.(5:30)
ov ok ov ok
——2+k1v3+8—t2—k3v1 —klv2——3+k2vl+a—t3 0 |

bulunur. Buna gore timelike izdiisiim vektorii, timelike birim normale sahip spacelike &

egrisinin uyumluluk kosulu

dir.

v _ ok

% or + kv, —kyv,,
s

% (Z{t +k,v, — kv,
S
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Teorem 5.1.4: Izdiisiim vektorii spacelike, normal vektorii timelike, binormal vektdrii

spacelike olan spacelike « egrisinin uyumluluk kosulu

006, ok

a—;za—;+k2§3 —k352,
%:%4']{351 —k,6;,
Os Ot
%:%"'klé‘z _k251
Os ot

dir.

Ispat: o, spacelike izdiisiim vektdrii ve timelike birim normale sahip bir spacelike egri

olsun. Bu durumda (4.11) geregince

t 0 —k k||t
0 x o0 & (5.32)
a n, |=| 7%k 30 g |2
b, -k, ki 0| b, |
5 't 0 -5 &7[¢ ]
> n,|=-6 0 & ||n, (5.33)
b, -6, 06y 0] b, |

t t
00,1229
osot| *| otos| ?
b‘] q
esitliginde géz Oniine alinirsa
o (ot 0
—| — |=—(-on,+5,b
6s(8t] as( Fa =72 ")
_ —?nq — 5, (—kt +k3bq)+%bq +8, (~kot +hem, )
§ s (5.34)

b,

q

=(k,6, —k,0,)t +(—%+k352jnq +(—k3§] +%j
S

0s



é(@sj a( k.n +kb)
ot\ Os ot

ok ok
= —a—tlnq —k, (—é‘lt +53bq)+8—t2bq +k, (_52t+§3n4)

ok, ok,
=(k151_k252)t ( ot +k5j (E_ké‘jb

a(anj 2 (~st+5p,)
Os\ ot Os

_ 65,t 5( klnq+k2bq)+%bq+53(—kzt+k3"q)

0s

(Lt ok 0 ), -0+ 22,
s Os

q

a(anj a(kt+kb)
ol as ) or

= aklt k( —-on
ot

1"%q

ro,)+ ot k(o +om,)

:(—aai+k5jt+(kl51+k3§3) ( k6+aaktjb

q,

a(abj C(-o+5m,)
Os\ ot os

o5 00
=-—21-4, (~kpn, +k2bq)+a—s3n,, +6, (it +kon, )

00,

=(—g—k 0. jt‘i'(k]é‘z +%jnq +(_k252 +k353)bq’

ﬁ(ab‘IJ 5( kt +kyn )
ot\ Os ot
0
= agzt k( 51"q+52bq)+§nq+k3(_5‘t+53b")

ok, ok
:[_E_Mj ("251*a—ij"w(—kﬁﬁkﬁs)bw

25

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)



elde edilir. Yukaridaki esitlikler (5.3) de g6z Oniine alinirsa

26

0 —%Hcé +6k —k,0, —%—kﬁl—aﬁﬂc@
Os ot Os ot
65 k5 akl —k352 _kzé'l +%+k152 +% :[0]3)(3,(540)
A)
I SO S B .
os ot ot )

bulunur. Buna gore spacelike izdiisiim vektorii ve timelike birim normale sahip «

egrisinin uyumluluk kosulu

05k s is

os ot

85 8k kS ko, (5.41)
o o

05, ok

a o TR

Teorem 5.1.5: Izdiisiim vektorii spacelike, normal vektorii spacelike, binormal vektorii

timelike olan spacelike & egrisinin uyumluluk kosulu

op, ok

a_sl =k;p, +8_t1 k,ps,
op ok

6_52 = _k1p3 +5_t2+ k3p] >
0

P ko, —k,p, + :
Os

dir.

Ispat: o, spacelike izdiisiim vektorii ve spacelike birim normale sahip bir spacelike

egri olsun. Bu durumda (4.13) geregince

5 t 0 —k k||t (5.42)
Mkl ~k 0 k| ln, | '
b —k, k; O]|p



5 t 0 -p p
a nq = _pl O p3
b, -, Py 0

esitliginde géz Oniine alinirsa

o (ot 0
a(aj = a(—punq + szq)

_ %
os

0 0
=(kp - kzpz)t"'(_%‘i'kyozj ( kypy + gzjbq’

o ( ot 0
at(ﬁsj 5(—klnq+k2bq)

ofon,\ o
as( ot J 5(_’1)1”’03%)

=——1f— pl( kn +kb) aas3bq+p3(_k2t+k3nq)

0
:(—ﬁ— 2'03) +(klp1+k3p3)nq ( —k

n, —pl(—klt+k3bq)+%bq +p2(—k2t+k3nq)

27

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)
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a[a"j 9 (ke +kb,)
or\ os ) ot

= —a—tlt —k, (—plnq +,02bq)+—at3 bq +k, (—,021 +p3nq) (5.47)
ok, Ok,
2( m k3pzj (k1p1 +k3/03) [ ki ot jbq’

o[, a( £+ )
as\ar ) os\ PATAN

__op 9p;
__a—szt pz( kn, +kb, )+En +p3( klt+k3bq) (5.48)

op op
(_5_;_k1p3jt +(k1p2 +8_s3]n" +(—k2p2 +k3p3)bq;

6(%] a(kt+kn)
ot\ os | or

_ Ok, ok
=——2t—k,(—pn,+p,b, |+—n, +k,(—pt+pb
ot ( 1™ 24) or 1 3( 1 3q) (5.49)
8k ok
:( o k3p1jt+(a_;+kzp1jnq +(~k,p, +k3p3)bq
elde edilir. Yukaridaki esitlikler (5.3) de goz Oniine alinirsa
i _op ok op. 8/(
0 s ——+kp, + a_tl_kzps —kypy + o5 —Z+kp - o
0 Ok, op Ok,
_ﬁ_k2p3 at —kyp, 0 —k,p, +—+k,p, _E = [0]3><3 ’ (5.50)
op. ok op, Ok
—a—;— 1,03+a—;+k3/01 k1,02+a—;—8—;— 2Py 0 |

bulunur. Buna gore spacelike izdiisiim vektorii ve timelike binormale sahip « egrisinin

uyumluluk kosulu
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op ok
a_sl_k3p2+ al —k,ps,
P, =—kp,+—+kp,
Os

op. k
R

dir.

5.2. Bir Uzay Egrisinin Kiiresel Gostergelerinin Evoliisyonlariyla Olusturulan

Timelike Yiizeyler

Bu bolimde R’ uzayinda tegetler gostergesi, kuasi normaller gostergesi ve kuasi

binormaller gdstergesinin evoliisyonlariyla olusturulan timelike yiizeyler ele alinmistir.

a:1 cR—R;] yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis bir uzay egrisi ve

{t,n .0 q} da bu egrinin kuasi ¢atisi olsun. Ayrica R} uzaymda sirasiyla

a,(s)=t(s)
a,(s)=n,(s)
a;(s)=b,(s)

sekilde tanimli egriler sirasiyla o egrisinin tegetler gostergesi, kuasi normaller

gostergesi ve kuasi binormal gostergesi denir.

5.2.1 Tegetler Gostergesini Kullanarak Olusturulan Timelike Yizeyler

a,(s)=t(s), a egrisinin tegetler gdstergesinin evoliisyonlariyla olusturulan yiizeylerin

denklemi

1//=fq(s,t) (5.51)
dir.

Teorem 5.2.1.1: R uzayinda « bir spacelike egri, @ nin N Frenet normal vektdr

alan1 spacelike ve k izdilisiim vektorii timelike olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii timelike). Ayrica kabul edelim ki kA, —k,4, >0 olsun. Buna



30

gore 1//=fq(s,t) yizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli
egrilikleri sirasiyla,

K =1, H=-1, k;,=-1, k,,=-1
dir.

Ispat: y =t (s,7) ylizeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

w,=kn,—kb,,
=An, —4b,

(5.52)

dir. (5.52) esitlikleri gbz oniine alinarak

AW, =kt =k At

= (kIAZ - kzil )
elde edilir.
klﬂz = k2/11 >0
oldugu kabul edilirse
_ YAV,
. l//s A l//t ||
=t
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

v, =(k) n,+k(-kt-kb,)—-(k,) b, —k,(~kt —k;n,)
(—kf+k;)t+( , +kk)nq (—kk k)s)bq,
‘//sz:(kl),”q+k( ) (2) ( )

=(- kzo)n, +( ))b
v, =(4),n,+ ( ) (4),8, ( iz’”s”q)
(-

2+/12)t+( +/u3)nq (—(4), — 44 )b,

_?\7‘
o~
+
(V‘
&)
N
+
—_

}3

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari
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gll :<l//s’l//s>
=k12 _kzza
81 :<‘//ml//r>
:k1/11 _kz/lza
8n =V, v.)
=52
f]l :<V/ss’Nu/>
=—k' +k;,
'612 :<!//st’Ny/>
=—k A +k,A,,
Cy :<'//mNy/>
=2+ 2

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

_ Ll =ty

K, >
81182 ~ 82

=1,

ortalama egriligi
(180 =201,81, + L8
2(811822 _g122)
_ (k7 + 1) (A =20 )+ 2(~h Ay + o4y )+ (=47 + 23 ) (K = k3 )
2[(1612 _kzz)(ﬂﬁ2 _/122)_(161}1 _kzj*z )2}

H =

1

=1,

asli egrilikleri

k., =H, +Q/Hf -K, =-1,

k, =H,—H -K, =-1
dir.

Teorem 5.2.1.2: R’ uzayinda « bir spacelike egri, @ min N Frenet normal vektdr

alan1 timelike ve k izdiisiim vektorii timelike olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii timelike). Ayrica kabul edelim ki kv, —k,v, >0 olsun. Buna
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gore 1//=fq(s,t) yizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli
egrilikleri sirasiyla,

K =1, H=-1 k,=-1, k, =-1
dir.

Ispat: y =t (s,7) ylizeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

Ws :klnq_kzbq, (553)

w,=vn,—v,b,
dir. (5.53) esitlikleri gbz 6niine alinarak

W AW, =kt =kt

= (k1v2 —k,v, )t
elde edilir.
kv, =k, >0
oldugu kabul edilirse
Nl// — l//S /\ l//[
| l//s N l//t ||
=t
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

v, =(k) n, +k(-kt—kb,)-(k,) b, —k,(~kt —k;n,)
(k2 +K2)e+((K,), +hoks Y, +(~kky = (k,), )b,

v, =(k),m, +k (-nt =vb, )= (k) B, (Vzt v, )
=~k + kv, )t +((k,), + kyvy ), +(=kvy = (k,), )b,
(

(

v, ), n,+v, (—vlt —v3bq)—(v2 )t b,—v, (—vzt +v3nq)

= _V12 +v22)t+((v1 )t +v2v3)nq +(—(v2)1 —v1v3)bq

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilar
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gll =<l//s’l//s>
:k12 _kzzs
812 =<l//x9l//t>
=kyv, —k,v,,
8n =V, v.)
=i ool
f]l :<‘//ss’Ny/>
=—k' +k;,
g12 :<‘//St’Nl//>
=—kyv, +k,v,,
Cy =<‘//naN.,/>
=—v +v]

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

_ Ll =ty

K, >
81182 ~ 82

=1,

ortalama egriligi
(180 =201,81, + L8
2(g11g22 _g122)
(k453 ) (v =3 )+ 2=k, + ke, )+ (7 +33 ) (K —&3)
2 (k7 =K3) (v =93 ) = (kv — o, )’ |

H =

1

=1,

asli egrilikleri

k., =H, +Q/Hf -K, =-1,

k, =H,—H -K, =-1
dir.

Teorem 5.2.1.3: R’ uzaymnda a bir spacelike egri, @ min N Frenet normal vektdr

alan1 timelike ve k izdiisiim vektorii spacelike olsun (Kuasi normal vektorii timelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Ayrica kabul edelim ki k0, —k,0, >0 olsun. Buna
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gore 1//=fq(s,t) yizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli

egrilikleri sirasiyla,

dir.

Ispat: y =t (s,1) ylizeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

w,=—kn, +kb,,
W, =—on, +0,b,
dir. (5.54) esitlikleri g6z 6niine alinarak

W, AW, = kot =k,

=(k,6, —k,6, )t
elde edilir.
k.6, —k,0,>0
oldugu kabul edilirse
Nl// — l//S /\ l//[
| l//s N l//t ||
=t
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

v, = —%nq —ky (Kt +k3bq)+%bq +ky (~kyt +ksn, )
= (k' —k; )t +(—%+k2k3]nq +(—%—klk3jbq,
v, = —%nq —k (-5t +§3bq)+%bq +ky (~0,t +5,m,)
=(k,5, —k2§2)t+(—%+k2§3]nq +(%—k153]bq,
_99

1t q

===, (—51t+53bq)+%bq +6, (=5t +0n,)

00, 0o
:(512_522)t+(—8—t‘+5253jnq +(a—;—5153jbq

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

(5.54)
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gll =<l//s’l)//s>

=~k +k;,
812 =<l//s"7//t>
=—k,0, +k,0,,
gn = (Vv
=-5]+6;,
f]l :<‘//ss’Ny/>
:k12 _kzz’
glz :<‘//st’Nl//>
= k0, —k,0,,
Cy =<‘//naNW>
2512 —522

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

K, = ey _K%
81182 ~ 8
(_klz _kzz)(é‘lz _522)_(]{151 _k252 )2

B (k> +h3 ) (=87 + 87 )= (~k,8, + k,0, )’
=1,

ortalama egriligi

(18 =201,81, + L8

2(g11822 _g122)
(k=8 )(=0% +57 )+ 2(kS, ~ K, ) (87 =57 ) (K +K7)
B 2 (k7 +43 ) (=07 +87) ~ (k5 +k8.)' |

H =

— 1.

asli egrilikleri

k,, :H1+4/H12—K1 =-1,
k,, =Hl—,/Hf—K1 =-1

dir.
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Teorem 5.2.1.4: R uzayinda « bir spacelike egri, « nin B Frenet normal vektor

alani timelike ve k izdiisiim vektorii spacelike olsun (Kuasi normal vektorii timelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Ayrica kabul edelim ki & p, —k,p, >0 olsun. Buna

gore t//:fq(s,t) yizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli
egrilikleri sirasiyla,

K =1, H=-1, k,=-1, k, =1
dir.

Ispat: w =1 ,(s,1) ylizeyinin s ve t parametrelerine gore kismi tiirevi

w,=—kn,+kb,,
v, =—pn,+p.b, (5.35)

dir. (5.55) esitlikleri gbz Oniine alinarak

W AW, =kpt —k,pit

= (k1p2 —k,p, )t
elde edilir.
kip, —k,p >0
oldugu kabul edilirse
_ YAy,
NW =—2 -
| l//s N l//t ||
=t
bulunur.

Diger taraftan ylizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

~k, kt+kb) %, —2b Lo (<kot +kn,))

(-
t+( aa]z +kkj ( aai kkjb
(-

pt+ pb ) akzb +k( p2t+p3nq)

Ss

‘//.s‘r __n _kl

ok ok
= (klpl _kzpz)t +(—a—;+k2p3)nq +[a_t2_k1p3jbqa

_on

V= ot

n,—p(-pit +p3bq)+%bq +3,(-pot + pim, )



0p,

o
=(pf —pf)t+(—§+pzp3jnq +[——p1p3

Ot

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

gn=(v.v.)
=k’ +k3,
g, =(w..v,)
=—k,p, +k,p,,
8n=(V..v,)
=—p; +p3,
=N, )
=k K2,
lyy :<WST’NW>
=kp —k,p,,
ln :<V/”’N'//>
=pi-p;

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

_ Ll =ty

K, >
811822~ 812

=1,

ortalama egriligi

H = 01185 =208 +f22811 — 1,
2(g11g22 _g12)

asli egrilikleri

ki, =H1+Q/H12—K1 =-1,

k,=H, —H -K, =-1

dir.

b

37
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5.2.2 Kuasi Normaller Gostergesini Kullanarak Olusturulan Timelike Yiizeyler

a,(s)=n,(s), o egrisinin kuasi normaller gostergesinin evoliisyonlariyla olusturulan

yiizeylerin denklemi

¢= ﬁq(s,t) (5.56)
dir.

Teorem 5.2.2.1: R} uzayinda a bir spacelike egri, @ nin N Frenet normal vektor

alan1 spacelike ve k izdistim vektorii timelike olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii timelike). Ayrica kabul edelim ki kA, —k;4, >0 olsun. Buna

gore ¢ =n_(s,r) ylizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli

egrilikleri sirasiyla,
K,=1, H,=-1, k,=—-1, ky,, =1
dir.
Ispat: g=n ,(s,1) ylizeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi
¢, =—kt—kpb,,
4 =—At-Ap, (5.57)
dir. (5.57) esitlikleri gbz Oniine alinarak

¢ N, =kdon, —kAn,

= (klﬂ’j -k 4 )"q
elde edilir.
kA, —kA >0
oldugu kabul edilirse
_ o1
* g A4
= nq
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
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ok ok

¢ =— &;t k (kin —kzbq)+a—s3bq—k3(—k2t—k3nq)
ok, ok,
:(—aﬂck] + (k' + k5 ), (kk —gjbq,
Ok ok

¢sr = tl t- k (j’lnq _J”ZbQ)_a_;bq _k3 (_izt —ﬂ/}l’lq)

0
:(—%i+k A ] ( k4, +k3ﬂs)nq+(_%+kﬂzjb‘f

6, =— 821 t—2(An,—Ab,)+ ﬂ?bmg(m An,)
( ﬁﬂuugj”( 112+ﬂ32)nq+(—8—ﬂ;+21/12jbq

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

81 =<¢x’¢s>
K.
12 :<¢sﬂ¢z>
= kA, — ks,
2 :<¢t’¢r>
=/112—i32,
11 =<¢M,N¢>
=—k’+k;,
Ly :<¢WN¢>
=—kA — ki,
o :<¢n’N¢>
=_ﬁlz+ﬂgz

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

— f11522 _ﬁz

- 818» _8122

() ) (k)
(K =k ) (& =23 )~ (kA — k)

~1,

K,
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ortalama egriligi

H. = L1180 =20,8, +15,8)
2(g11g22 _g122)

(KR (B -2 )+ 2(kA k) (<A ) (K- K
2 (k=) (4 = 22) = (i =)' |

=1,

asli egrilikleri

k,, =H2+«/H22—K2 =-1,
ka :Hz_\/sz_ »=-1

dir.

Teorem 5.2.2.2: R’ uzaymda a bir spacelike egri, @ min N Frenet normal vektdr

alan1 timelike ve k izdisiim vektori timelike olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii timelike). Ayrica kabul edelim ki kv, —k,v, >0 olsun. Buna

gore ¢p=n_(s,1) ylizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli
egrilikleri sirasiyla,

K,=1, H=-1, k,=-1, k,, =-1
dir.

Ispat: ¢ =n (s,7) ylzeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

¢, =—kt—kpb,,
¢ =-vt—vsb, (5.58)
dir. (5.58) esitlikleri gbz Oniine alinarak

NS k1V3nq - k3vlnq

= (ky, —kyv, )nq
elde edilir.
kv, —ky, >0

oldugu kabul edilirse
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Y
o g

:nq

¢

bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

é, = —6—’;% —ky(kn, — kb, )+ %bq —ky(—kyt —ksn,) )
:[—%+k2k3jt+(—kf +k; )n, +(klk2 —%)bq,

P, =—%t—kl (vlnq —vzbq)—%bq —k, (—vzt—v3nq)
:(—%+k3vzjt+(—klv1 +kyvy)n, +(—%+klvzjbq,

@, :—%t—v1 (vlnq —vzbq)Jr%bq +v, (—vzt—v3nq)

ov ov
=(—a—t‘+v2v3jt+(—vl2 +v32)nq +(—6—;+vlv2jbq

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

8u :<¢s’¢x>
=k12 —k32,
812 =<¢x’¢t>
=k, —kyv;,
8» =<¢t’¢t>
i,
fll =<¢ss’N¢>
=—k! +k;,
flz :<¢st’N¢>
=—kyv, — kv,
fzz :<¢tt’N¢>
==V +V;

olarak elde edilir. Buna gore ylizeyin Gauss egriligi
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_ Ll =l
818n _g122
B (—kl2 +k32)(—v12 +V32)—(—k1\/1 +kyv, )2
(klz _k32)(v12 _v32)_(klvl — kv )2
-1,

K,

ortalama egriligi
(185 =20,81, + 18,
2(g11g22 _8122)
() (v =3 )+ 2 (ko kv ) (] 0] ) (K=K

B 2[(/(12 _k32)(v12 _vf)_(klvl _k3v3 )2:|

H,=

=1,

asli egrilikleri

k,=H, +,/H§ -K, =-1,

ky=H,~ sz_Kz =-1

dir.

Teorem 5.2.2.3: R uzayinda a bir timelike egri ve @ nin N Frenet normal vektdr

alanm1 timelike ve k izdiisiim vektorii timelike olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Ayrica kabul edelim ki k,z4 — k24, >0 olsun. Buna

gore ¢p=n_(s,1) ylzeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,, ve k,, asli

egrilikleri sirasiyla,
K,=1, H,=-1, k,=-1, ky,, =-1
dir.
Ispat: p=n ,(s,1) ylizeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

¢, =kt+kb,,
¢, = wt + b, (5:59)

dir. (5.59) esitlikleri g6z 6niine alinarak
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o, ¢ =kt + kb, ) At + b,
=kt (_nq)+(k3ll’ll)nq
:(k3ﬂ1 _klﬂs)”q

elde edilir.
kspty = kgt >0
oldugu kabul edilirse
__9 14
N
= nq
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

b, = (k) t+k (kn,+kb,)+(k) b, +k (kt—kn,)
=((k), +koky )t +(k7 =k ), +((ky), + kik, )b,
¢, = (1), t+y1(yln +,uzb) +( 3)lbq+,u3(yzt—,u3nq)
=((w), + oty )t + (17 = 13 Ym, + (11,00, + (125, )b,
b, =(k), t+k (mn, + b, )+ (k) b, +k; (st - un,)
((kl)t+k3y2)t+ kl,ul—k3y3)nq+(k1/¢2+(k3)t)bq

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

gn =(¢..4.)

—kl + kI,

(..4)
==k, + ks 5,

2 :<¢t’¢r>
==/ + 15,

Ly :<¢“,N¢>
:klz _k32,

812
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612:<¢”,N¢>
= kg, = ks,
£22:<¢,,,N¢>
=4 =45

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

fngzz _ﬁz

818» _g122

(K k) (4 )~ (gt kst )
(—kl2 +k32)(—,u12 +,u32)—(—kl,ul +ky g )2

-1,

K, =

ortalama egriligi
0118 =201,8, 128y,
2(8113’22_8122)
_ (k12 _ksz)(_:ulz +:u32)+2(k1/11 —kyp44 )2 +(,u12 _ﬂ;)(—klz +k32)
2 (k7 43 ) (=8t + 43 ) = (kg + ko)’ |

H, =

=1,

asli egrilikleri

dir.
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5.2.3 Kuasi Binormaller Gostergesini Kullanarak Olusturulan Timelike Yiizeyler

a;(s)=b,(s), a egrisinin kuasi binormaller gostergesinin evolisyonlariyla olusturulan

yiizeylerin denklemi
@=b,(s,1)

dir.

(5.60)

Teorem 5.2.3.1: R} uzayinda a bir spacelike egri, @ nin N Frenet normal vektor

alanm1 timelike ve k izdiisiim vektorii spacelike olsun (Kuasi normal vektorii timelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Ayrica kabul edelim ki ,5;, —k,0, >0 olsun. Buna

gore ¢:5q(s,t) ylizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,; ve k,; asli

egrilikleri sirasiyla,

K,=1, Hy=—1, k=1, ky,=—1

dir.

ispat: p=b ,(s,1) ylzeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

o, =—kt + k3nq
@, =—0,t + 53nq

dir. (5.61) esitlikleri g6z 6niine alinarak

@, N@, =k,0b, —k;5,b,
= (k253 —k,0, )bq

elde edilir.
k,0, —k,0, >0
oldugu kabul edilirse
__ P10
’ ¢s A q)t ||
= bq
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

(5.61)
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ok ok
—t-k, (~kpn, +k2bq)+a—s3nq +ky (—kit +k;b, )

ok ok
= (_6_;_k1k3jt +(k1k2 +a_s3jnq +(k32 _kzz)bq,

ok ok
Oy = ——*t _kz (_é‘lnq +52bq)+a_;nq +k3 (_51tq +53bq)

gDSS ==

Ot
ok ok
) B ) DRSS
oS 00.
(A _a_tzt _52 (_51’111 + 52b‘1)+8_t3nq + 53 <_§1t + 53bq>

o6 05
- (_a—;—éﬁljt +(a—;+5152jnq +(07-57)b,

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilar

81 =<¢7sﬂ(px>
:kzz_k32>
8. =(0,.9,)
= k,0, —k;0,,
82 :<¢t’¢t>
:522_532’
fll :<¢ss’N(p>
:kSZ_kzza
L :<¢st’N(p>
:k353_k2§2a
% :<(pn’N¢;>
:532_522

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

_ Ll =Ly

K 2
811822~ 812

3

=1,

ortalama egriligi

H. = 01180 =20,8p + 008 — 1
3 ’
2(g11g22 _g122)
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asli egrilikleri

k= H, +4/H§ -K, =-1,

ky,=H,—\H; K, =—1

dir.

Teorem 5.2.3.2: R} uzayinda a bir spacelike egri, @ mn B Frenet binormal vektdr

alani timelike ve k izdiisiim vektorii spacelike olsun (Kuasi normal vektorii timelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Ayrica kabul edelim ki &, p, —k;p, >0 olsun. Buna

gore ¢=5q(s,t) ylizeyinin K, Gauss egriligi, H, ortalama egriligi ve k,; ve k,, asli

egrilikleri sirasiyla,

dir.

ispat: p=b ,(s,1) ylzeyinin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevi

@, =—k,t +ksn,

@, =—p,t+pn, (5.62)
dir. (5.62) esitlikleri g6z 6niine alinarak

P, A@, =kypsb, —kyp)b,
= (k2p3 —k;p, )bq

elde edilir.
kyps —kyp, >0
oldugu kabul edilirse
N, = P NP,
¢s A @t ||
= bq
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
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ok
(p“:_ﬁ_;t_kz( klnq+k2bq)+ ‘n +k3( k,t+k3b)
:(_%—klk3]t+(klk2+ 3) (K2 -2)B,.
ok, s
(DS,Z_Et kz( Iolnq+p2bq)+ nq+k3( pltq+p3bq)
ok,
== kyp, |t+| = +k,p, |n, +(kyp5 —kyp, )b,
op. op
?, = 5_2‘2t — P (_plnq +p2b")+6_t3nq + 05 (_plt +p3bq)
op op.
(L) Los o oo

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

Nz _Eiz —

K, = 5
811822~ 812

1,

ortalama egriligi

H, = 01180 =20,8, + 008, —_1,

2(811822 _8122)
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asli egrilikleri

k= H, +4/H§ -K, =-1,

ky,=H,—\H; K, =—1

dir.

Teorem 5.2.3.3: R} uzayinda « bir timelike egri ve k izdiisiim vektdrii spacelike

olsun. Ayrica kabul edelim ki &,z —k;z, >0 olsun (Kuasi normal vektorii spacelike,
kuasi binormal vektorii spacelike). Buna gore ¢ =5q (s,t) yuzeyinin K, Gauss egriligi,
H, ortalama egriligi ve k,; ve k,, asli egrilikleri sirastyla,

K,=1, Hy=-1, k;=-1, ky,=-1
dir.

Ispat: (0=qu (s,1) ylizeyinin s ve t parametrelerine gore kismi tlirevi

o, =k,t—kn .

@, = It — i, (5.63)
dir. (5.63) esitlikleri goz oniine alinarak

O, AN, =k, b, — kb,
= (kzlus —k;p, )bq

elde edilir.
kypty =k gy >0
oldugu kabul edilirse
— ¢s A ¢t
N N
= bq
bulunur.

Diger taraftan yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
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ky) t+k,(kn, +kp, ) (k) n,+k (kt-kb,)
(ky), + ks )2+ (kiky, = (ks ), ), + (k3 k5 )b

q’

= (
(
= (), t+,u2(,uln +11b, ) (ﬂg),"q—ﬂg(ﬂlt—ﬂsbq)
«% — iy )+ (i, = (), )m, + (15 = 183 )b,
(
(

Py

ky) t+k, (yln +,uzbq)—(k3)t n,—k, (y1t+u3bq)
(kz )t kst )t +(k2ﬂ1 _(ks )t)"q _(kzzuz _k3ﬂ3)bqa

g0z Oniine alinirsa birinci ve ikinci temel form katsayilari

g, =(9,9,)
=—k; +k;,
g, =(0.9)
=—k, 1, +ky 115,
»=(9.9)
=~ + 155,
£y =(0,:N,)
=k, — ks,
li :<¢S”N</’>
= kypty — p5ks
ln :<¢U’N¢>
=~

olarak elde edilir. Buna gore yiizeyin Gauss egriligi

K3 611£‘22 K?Z

81182~ g122

(k2 _kz)(ﬂzz _ﬂf)_(kzﬂz —k; 1y )2
( k2+k )(—y22+,u32)—(—k2/12+k3/13)2
=1,

ortalama egriligi
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011820 201,81, + 15,8
2(g11g22 _g122)
(k3 =k ) (=1 + 13 )+ 2(kopty =y + (13 — 482 ) (—h3 +&3)
2 (3 +43 ) (= + 42 )~ (et + s ) |

H. =

3

=1,

asli egrilikleri

k,=H, +1/H32 -K, =-1,
k,, = H, —afo -K, =-1

dir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu tez calismasinda, ilk olarak Minkowski uzayinda egri ve yiizeylerin temel
tanimlar1 ve teoremleri aciklanmistir. Daha sonra 3-boyutlu Oklid ve Minkowski
uzaymda bir uzay egrisinin ¢ -catis1 (Dede, 2015) ve (Tarim, 2016) tarafindan

tanimlanmistir. g -¢at1 olarak adlandirilan bu yeni ¢atinin Frenet c¢atiya gore ikinci

tiirevi sifir olan egride tanimlanabilmesi ve teget etrafinda gereksiz biikiilmeyi 6nlemesi
olarak iki 6onemli avantaji bulunmaktadir.

Bir uzay egrisinin kiiresel gostergelerinin evoliisyonuyla olusturulan yiizeyler
(Soliman, 2018) tarafindan c¢alisitlmistir. Bu ¢alismada Oklid uzaymda egrilerin Frenet
catis1 kullanilmistir. Bu tezde ise Minkowski uzayinda timelike ve spacelike uzay
egrilerinin izdiisiim vektoriiniin farklt durumlarina goére evoliisyonuyla timelike
yiizeyler olusturulmustur.

6.2 Oneriler

Geometrik olarak egri ve yiizeylerin evoliisyonu bir egri veya ylizeyi baska bir
egri veya ylizeye doniistiiren siirekli bir donilistim anlamina gelir. Egri ve ylizeylerin
evoliisyonunu ¢alismaktaki amag verilen egri ve yiizeylerin son seklini belirlemek ve
evoliisyon islemi esnasinda invaryant geometrik 6zelliklerini bulmaktir. Buna gére bu
yontemle egrilerin ve ylizeylerin evoliisyonlarinin uygulandigi bir¢cok alan vardir.
Bunlardan baglicalar1 bilgisayar goriintiileme, bilgisayarli animasyon ve goriintii isleme
alanlaridir. Bu alanlarda kullanilabilecek farkli egri ve ylizeyler olusturabilmek icin
benzer hesaplamalar farkli uzaylarda yapilabilir.
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