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1. GĠRĠġ 

 

Klasik diferensiyel geometri eğri ve yüzeylerin özellikleri ile ilgilenir. Fakat son 

on yıllara kadar bu özelliklerle ilgili yapılan çalışmalarda zaman önemli bir rol 
oynamamıştır. Fakat son birkaç on yılda geometriciler zaman içerisinde evrilen şekilleri 
anlamada büyük aşama kat ettiler. Bir eğrinin veya bir yüzeyin evolüsyonu ile ilgili 
çeşitli yöntemler keşfedilmiştir (White, 2002). Bu yöntemlerle eğrilerin ve yüzeylerin 
evolüsyonlarının uygulandığı birçok alan vardır. Başlıca bilgisayar görüntüleme, 
bilgisayarlı animasyon ve görüntü işleme bu alanlara örnektir. Eğrilerin ve yüzeylerin 
evolüsyonlarının bir diğer uygulaması da fizik, kimya ve biyolojide şekillerin 
dinamiklerinin modellenmesidir. Bu modeller eğrilerin iç özelliklerinin fonksiyonları 
tarafından belirlenir (Abd-Ellah, 2015). 

 

Geometrik olarak eğri ve yüzeylerin evolüsyonu bir eğri veya yüzeyi başka bir 
eğri veya yüzeye dönüştüren sürekli bir dönüşüm anlamına gelir. Eğrilerin ve 
yüzeylerin evolüsyonunu çalışmaktaki amaç evrilen eğri ve yüzeylerin son şeklini 
belirlemek ve evolüsyon işlemi esnasında eğri ve yüzeylerin invaryant geometrik 
özelliklerini bulmaktır. İntegrallenebilir denklemler ve eğrilerin geometrik hareketleri 
arasında bir ilişki vardır. Öyle ki birçok özel geometrik harekette evolüsyon denklemleri 

integrallenebilir denklemler yardımıyla tanımlanır (Abd-Ellah, 2015). Özel olarak 3- 

boyutlu Öklid uzayında eğri ve yüzeylerin hareketi genellikle integrallenebilir ve lineer 

olmayan evolüsyon denklemleri ile tanımlanır. Bazı integrallenebilir sistemler afin ve 

projektif geometri gibi belli geometrilerde invaryant eğri flowlarından ortaya çıkarlar 
(Hashimoto, 1972). 

 

Bu tezde 3 boyutlu Minkowski uzayında küresel göstergelerin evolüsyonu ile 

oluşan timelike yüzeyler elde edilmiştir. Ayrıca MA Soliman, NH Abdel-All, RA 

Hussien (Soliman, Abdel-All, Hussien, & Youssef, 2018), tarafından yayımlanan 

makale tez çalışmamızda temel alınmıştır. 
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

İntegrallenebilir denklemler ile eğrilerin hareketi arasındaki geometrik 
bağlantının, kaynağını, 1906 yılında (Da Rios, 1906)  tarafından yapılan bir analizden 
aldığı söylenebilir. Da Rios, hareketli eğrileri üreten kısmi diferensiyel denklem elde 
etmiştir. Takao (Galdi, 1971), Da Rios denklemlerinin, meşhur lineer olmayan 
Schrödinger denklemini üretmek üzere dönüştürülebileceğini göstermiştir. Daha sonra 

1977 yılında Lamb (Lamb Jr, 1977), eğrilerin hareketini, modifiye Korteweg-de Vries, 

Sine-Gordon ve lineer olmayan Schrödinger denklemleri ile ilişkilendirmiştir. 
Lakshmanan (Lakshmanan, Ruijgrok, Th.W. and Thompson, C.J. 1976), bir uzay 

eğrisinin uzaysal hareketi yardımıyla Heisenberg spin zinciri denklemini elde etmiştir. 
Son zamanlarda, Santini ve Doliwa (Doliwa and Santini, 1994), inextensible eğrilerin 
hareketinin solitonik sistemlerle bağlantısını kurmuşlardır. Abd-Ellah (Abd-Ellah, 

2015), 3-boyutlu Öklid uzayında öteleme yüzeylerinin evolüsyonunu ve onların üreteç 
eğrilerini çalışmıştır, öteleme yüzeyleri için Christoffel sembollerini ve temel 
niceliklerin evolüsyon denklemlerini elde etmiştir. Hussien (Hussien & Mohamed, 

2016), 3-boyutlu Öklid uzayında inextensible eğrilerin akışları yardımıyla 
genelleştirilmiş yüzeyleri çalışmışlardır ve inextensible eğrilerin hareketlerinden 
üretilen yüzeyleri oluşturarak grafiklerini çizmişlerdir. D. Y. Kwona ve F. C. Park 

[(Kwon and Park, 1999), (Kwon and Park, 2005)] elastik olmayan düzlemsel eğrileri, 
inextensible eğri akışlarını ve açılabilir regle yüzeylerini çalışmışlardır. Regle 
yüzeylerin akışını ve eğrilerin akışını üreten kısmi diferensiyel denklem elde 

etmişlerdir. Dariush Latifi ve Asadollah Razavi (Latifi and Razavi, 2008), inextensible 

eğri akışlarının, eğrilik ve burulmayı içeren bir kısmi diferensiyel denklem ile ifade 
edilmesi için gerekli ve yeterli koşulları elde etmişlerdir. T. Körpinar ve E. Turhan 
(Körpinar, Altay, and Turhan, 2011), 3-boyutlu Öklid uzayında tanjant açılabilir 
yüzeylerin inextensible akışlarını incelemişlerdir ve 3-boyutlu Öklid uzayında minimal 
tanjant açılabilir yüzeyler için sonuçlar elde etmişlerdir. R. Mukherjee and R. 

Balakrishnan (Mukherjee, and Balakrishnan, 2008), Sine-Gordon denklemi ile hareketli 

eğriler arasında ilişki kurmuşlardır ve Serret-Frenet denklemlerinin sayısal integrali 
yardımıyla eğrinin evolüsyonunu görselleştirmişlerdir. 

 

Hashimoto (Hashimoto, 1972)’de 3-boyutlu Öklid uzayında bir uzay eğrisinin 
eğriliklerinin bir sisteminin integrallenebilir non-lineer Schrödinger denklemine eş 
olduğunu gösterdi. Schief and Rogers (Schief & Rogers, 1999)’de sabit eğrilik ve 
burulmaya sahip bir uzay eğrisinin binormal hareketini araştırdı. Abdel-All düzlemsel 
eğrilerin hareketiyle oluşan yeni geometrik modeller inşa etti. Ayrıca 3- boyutlu Öklid 
uzayında hareketli eğrilerin kinematiğini ve Hashimoto yüzeylerini inceledi, [(Abdel-

All, Abdel-Razek, Abdel-Aziz& Khalil, 2011), (Abdel-All, Hussien & Youssef, 2012), 

(Abdel-All, Abdel-Razek, Abdel-Aziz & Khalil, 2014), (Abdel-All, Mohamed& Al-

Dossary, 2014)]. Mohamed (Lakshmanan, Ruijgrok and Thompson, 1976)’de hiper küre 
üzerinde inextensible eğrilerin hareketini inceledi. Ek olarak eğrilerin hareketi 3-

boyutlu Minkowski uzayında da çalışıldı. Örneğin Muniraja (Galdi,  1971)’de 3-boyutlu 

Minkowski uzayında uzay eğrilerinin hareketini, spin denklemlerini ve Schrödinger 



 

 

3 

denklemlerini çalıştı. Nakayama [(Nakayama, 1998), (Nakayama, 1999)]’de 
hiperboloidlerde eğrilerin hareketini araştırdı. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

4 

3. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde 3

1
 Minkowski uzayında eğri ve yüzeylerin temel tanım ve teoremleri 

verilmiştir. 
 

Tanım 3.1: V bir reel vektör uzayı olsun.  
 

:g V V    

 

dönüşümü  ,a b   ve   , ,u v w V   için  
 

i. Simetri:  ( , ) ( , )g u v g v u ,  

ii. Bilineer: ( , ) ( , ) ( , ),g au bv w ag u w bg v w     

     ( , ) ( , ) ( , )g u av bw ag u v bg w u    

koşullarını sağlıyorsa g  dönüşümüne V   reel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer 

formdur denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.2: V  reel vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.  

g   simetrik bilineer formuna,  

 

i.  v V    ve   0v   için ( , ) 0g v v    ise pozitif tanımlıdır, 

ii. v V    ve   0v   için ( , ) 0g v v   ise negatif tanımlıdır, 

iii. v V    ve   0v   için ( , ) 0g v v  ise yarı pozitif tanımlıdır, 

iv. v V    ve   0v   için ( , ) 0g v v   ise yarı negatif tanımlıdır 

denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.3: V   reel vektör uzayı ve V   üzerinde  
 

:g V V    

simetrik bilineer formu,  

 

 w V    için ( , ) 0 0g v w v     

 

şartını sağlıyorsa bu simetrik bilineer forma non-dejenere,  

 

w V    için ( , ) 0 0g v w v    

 

şartını sağlıyorsa bu simetrik bilineer forma dejenere denir (O’Neill, 1983). 
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Tanım 3.4:  V   reel vektör uzayı ve  

 

:g V V   

bir simetrik bilineer form olsun. 

 

:
W

g W W   

 

negatif tanımlı olacak şekilde V   nin en büyük boyutlu W   alt uzayının boyutuna g   

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve q   ile gösterilir. Ayrıca q   ya V  reel 

vektör uzayının indeksi de denir ve ind V q   ile gösterilir (O’Neill, 1983; Duggal, 

1996). 

Dolayısıyla  1 ( )q boy V    dir.  0q   olması için gerek ve yeter şart, g  nin pozitif 

yarı tanımlı olmasıdır. 
 

Tanım 3.5: V bir reel vektör uzayı olsun. Her bir ,u v V  vektör çifti, .u v  ile 

gösterilen bir reel sayıya karşılık gelsin. Bu fonksiyon aşağıdaki aksiyomları sağlıyorsa 
V  üzerinde bir (reel) iç çarpım olarak adlandırılır: 
 

i. (Lineerlik Özelliği): 1 2 1 2, , , .au bu v a u v b u v     

ii. (Simetrik Özelliği): , , .u v v u  

iii. (Pozitif Tanımlılık Özelliği): , 0;u u   ve , 0u u   gerek yeter şart 0.u    

 

Bir iç çarpımla birlikte bu V  vektör uzayına bir (reel) iç çarpım uzayı denir (Akkuş, 
2016). 

  

Teorem 3.1: V   bir Lorentz uzayı ve W ,  V   nin bir alt uzayı olsun. Bu durumda  
 

i. w
g  pozitif tanımlı ise W   ya spacelike alt uzay, 

ii. W
g  nondejenere ve indeksi 1 ise W   ya timelike alt uzay, 

iii. W
g  dejenere ise W   ya lightlike alt uzay  

denir (O’Neill, 1983). 

Teorem 3.2: V  bir Lorentz uzayı, V  nin bir alt uzayı W  ve  2boyW  olsun. Bu 

durumda aşağıdaki önermeler birbirine denktirler; 
 

i. W  bir timelike alt uzaydır,  
ii. W  uzayı iki tane lineer bağımsız null vektör içerir,  

iii. W   uzayı bir tane timelike vektör içerir 

(O’Neill, 1983). 
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Teorem 3.3:  V   Lorentz uzayı ve iki timelike vektör v ve w olsun. Bu durumda 

 

( , ) .g v w v w   

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizlikte eşitlik olması için gerek ve yeter şart v  ve w    

vektörlerinin lineer bağımlı olmasıdır. 
i. v , w    timelike vektörleri aynı time-konide ise  

 

( , ) .g v w v w ch    

olacak şekilde bir tek  0   sayısı vardır. Bu    sayısına, v ve w timelike vektörleri 
arasındaki hiperbolik açı denir. 

ii. v , w    vektörleri aynı time-konide değilseler o zaman   
 

( , ) .g v w v w ch  

dir (O’Neill, 1983).  

 

Teorem 3.4: V   Lorentz uzayında spacelike vektörleri v ve w olmak üzere  
 

( , ) .g v w v w ch  

olacak şekilde bir  0     sayısı vardır. Bu sayıya, v  ve w   spacelike vektörleri 
arasındaki açı denir. v  ve w    spacelike vektörleri için  
 

( , ) .g v w v w  

eşitsizliği vardır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.6: Diferensiyellenebilir bir manifold M  olsun. M  üzerinde simetrik, 
nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinde g  tensör alanına bir metrik tensör denir. 
Başka bir ifadeyle g , M  manifoldunun her p   noktasına p

T M  tanjant uzayı üzerinde 

bir p
g  skaler çarpımı karşılık getirir ve g  skaler çarpımının indeksi her  p M  için 

aynıdır (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.7:  3
 , standart reel vektör uzayı üzerinde her  3

p   ve  

 

1 2 3( , , )
p

v v v v  ,    
3

1 2 3( , , )
p p

w w w w T    

olmak üzere 

1 1 2 2 3 3: ,
p p

g v w v w v w v w     
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eşitliğiyle verilen 1-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya 3

1
    3-boyutlu 

Minkowski uzayı denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.8: M  diferensiyellenebilir bir manifold ve g  de M  üzerinde sabit indeksli 
bir metrik tensör olmak üzere ( , )M g   ikilisine bir yarı-Riemann manifold denir 

(O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.9:  M  bir yarı-Riemann manifold olsun. g  nin sabit indeksine M  yarı-
Riemann manifoldunun indeksi denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.10:  M  bir yarı-Riemann manifold olsun. 2boyM    ve M  nin indeksi 1   ise 

M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.11: M  Lorentz manifoldu olsun ve : I M    bir eğri olsun. T ,   

eğrisinin teğet vektör alanı olsun. Bu durumda  

 

i. ( ) 0g T,T    ise   eğrisine spacelike eğri,  
 

ii. ( ) 0g T,T  ise    eğrisine timelike eğri,  
 

iii. ( ) 0g T,T  ve  0T    ise      eğrisine null eğri denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.12: M   bir yarı-Riemann manifoldu ve ,M  M   nin bir altmanifoldu olsun.  

:j M M  inclusion (içerme) dönüşümü olmak üzere  p M    için 

 

     * ( )j g p g j p  

 

şeklinde tanımlı *( )j g  dönüşümü M  üzerinde bir metrik tensör ise M  ye M  nin bir 

yarı-Riemann altmanifoldu denir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.13:  M , M   nin bir yarı-Riemann altmanifoldu olsun.  

     :II M M M  


   

                                                         , ,
v

V W II V W norD W    

dönüşümü  M  - bilineer ve simetriktir. Burada  II ye M  nin Ģekil tensörü (veya 

ikinci temel form tensörü) denir (O’Neill, 1983). 
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Tanım 3.14:  , 3

1
 3-boyutlu Minkowski uzayında s I  yay parametresi ile verilmiş 

bir eğri olsun. a s b   olmak üzere   eğrisinin a   ve b   noktaları arasındaki yay 

uzunluğu  

 
b b

a a

d
s ds ds

ds



   T  

dir (O’Neill, 1983). 

 

Tanım 3.15:   3

1
  Minkowski uzayında iki vektör r  ve  t   olsun.   1 2 3, ,r r r r   ve  

  1 2 3, ,t t t t  olmak üzere 3

1 v  için,  ,w det , ,r t r t w   olacak şekilde tek 
3

1r t   vektörüne r  ve t    nin vektörel çarpımı (veya dış çarpımı) denir ve r t   

veya   r t   biçiminde gösterilir. 
 

 

 
1,

0,
ij

i j

i j



  

      ve      1 2 3, ,
i i i i

e     

olsun, 

 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

e e e

r t r r r

t t t


    

 

olarak hesaplanabilir. 

Burada 1 2 3,e e e    2 3 1e e e  , 3 1 2e e e    dır. Ayrıca saat yönünün tersi pozitif yön 
olarak ele alınmıştır (Lopez, 2008). 

 

Teorem 3.5: 3

1 ,  3- boyutlu Minkowski uzayında üç vektör  

 1 2 3, ,p p p p ,   1 2 3, ,q q q q   ve   1 2 3, ,r r r r   olsun. Bu durumda  

 

i.    , ,p q r p r q q r p     , 

ii. , 0p q p    ve  , 0p q q  ,  

iii.   2

, , , ,p q p q p p q q p q      

dir (O’Neill, 1983). 
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Teorem 3.6: 3

1
 ,  3- boyutlu Minkowski uzayında iki vektör p   ve q   olsun. Bu 

durumda 

 

i. p   ve  q   spacelike vektör ise p q   vektörü timelikedir, 
ii. p   spacelike ve q   timelike vektör ise ise p q   vektörü spacelikedir, 

 

iii. p  spacelike ve q  null vektörler olsunlar,  , 0p q    olmak üzere p q   null 

vektör,   , 0p q    olmak üzere  p q   spacelike vektördür, 

iv. p   ve  q    null vektör ise p q   spacelike vektördür, 
v. p   timelike ve  q    null vektör ise p q   spacelike vektördür, 

vi. p    ve  q    timelike vektör ise p q   spacelike vektördür 

 (O’Neill, 1983). 
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4. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

4.1. Öklid Uzayında Bir Eğri Boyunca Yönlü q Çatı 

 

3E  de bir uzay eğrisinin q -çatısı (Dede, 2015) tarafından tanımlanmıştır. q -çatının 
Frenet çatıya göre iki önemli avantajı bulunmaktadır. Bunlar;  
 

i. İkinci türevi sıfır eğride tanımlanabilir, 
ii. Teğet etrafında gereksiz bükülmeyi önler. 

3 boyutlu Öklid uzayında bir   eğrisi boyunca Frenet çatı ile normal düzlem vektörleri 
arasındaki ilişki Şekil 4.1. de, aynı    eğrisi boyunca z-ekseni yönündeki q  -çatısı için 
normal düzlem vektörleri Şekil 4.2. deki gibidir (Dede, 2015). 

 

 
Şekil 4.1. Frenet Çatısı, (Tarım, 2016) 

 

 
Şekil 4.2. q  - Çatısı, (Tarım, 2016) 
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Tanım 4.1.1: 3E  de bir eğri   ve t   eğrinin teğetini,  n
q
 eğrinin kuasi normalini ve b

q
 

ise eğrinin kuasi binormalini göstermek üzere   uzay eğrisi boyunca yönlü q-çatı  
 

 
( )

,
( )

t







t

t
  

'
,

t
n

t





q

k

k
  b t n 

q q
  (4.1) 

 

dir. Burada k  vektörüne izdüşüm vektörü denir ve k  izdüşüm vektörü t  teğet 
vektörüne paralel olmamalıdır. (Dede, 2015). 

 

Teorem 4.1.1:  3-boyutlu Öklid uzayında bir eğri  ,  , ,t n b
q q

 bu eğrinin kuasi vektör 

alanı olsun. Buna göre q -çatının Frenet formülleri benzeri varyasyon denklemi  
 

 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b



     
          
          

q q

q q

k k

k k

k k

  (4.2) 

 

dir.  Burada  

 

 1

,
,

t n







q

k   2

,
,

t b







q

k   3

,n b







q q

k   (4.3) 

 

eğrinin q- eğrilikleridir. Buna göre Frenet çatısı ile q  çatısı arasında  

 

 

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

t t

n n

bb

 
 

     
          
         

q

q

  (4.4) 

 

eşitliği yazılabilir. Diğer taraftan 

 

 

(4.5) 

   ,  

 

ve 

det( , , )
cos

k

  
 

 


 
  

 

dir (Dede, 2016). 

1

2

3

cos ,

sin ,

k

k

k d

 
 
 


 
 
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Teorem 4.1.2: 3-boyutlu Öklid uzayında düzgün bir eğri   olsun. Buna göre 
 eğrisinin türevleri ile  q   eğrilikleri arasında aşağıdaki bağıntılar yazılabilir:   
 

'' '

1 2
' '

det , ,
,

k
k

k

 

 

  


 

2
' '' ' ' ''

2 3
' '

, , ,
,

k k
k

k

    

 





                 (4.6)       

' ' ''

3 2 2
' '

, det , ,k k
k

k

  

 

  


 

 

(Dede, 2015). 

 

Sonuç 4.1.1:  3- boyutlu Öklid uzayında bir eğri  ve 1 2 3, ,k k k  ise bu eğrinin q   

eğrilikleri olsun. Buna göre 1 2 3, ,k k k  q  eğrilikleri k  izdüşüm vektörüne bağlıdır 
(Dede, 2015). 

 

  

4.2. Timelike ve Spacelike Eğriler için q Çatı 

 

1. Durum: Normal Vektörü Spacelike Olan Spacelike Eğrilerin q-Çatısı: 

Teorem 4.2.1: 3

1   de nq kuasi normal vektörü spacelike olan bir spacelike eğri (k 

vektörü timelike) için  
 

 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b

     
           
          

q q

q q

k k

k k

k k

  (4.7) 

 

dir. Burada 

 

 1 cosh ,k      2 sinhk   ,    3k d      (4.8) 

 

elde edilir (Tarım, 2016). 
 

2. Durum: Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Eğrilerin q- Çatısı: 

Teorem 4.2.2: 3

1  de nq kuasi normal vektörü spacelike olan bir spacelike eğri (k 

vektörü timelike) için  
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1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b

     
           
          

q q

q q

k k

k k

k k

  (4.9) 

 

dir. Burada  

 

 1 sinh ,k      2 cosh ,k       3k d  
     

(4.10)
 

 

şeklinde ifade edilir (Tarım, 2016). 
 

3. Durum: Normal Vektörü Timelike Olan Spacelike Eğrilerin q-Çatısı: 

Teorem 4.2.3: 3

1  de nq kuasi normal vektörü timelike olan bir spacelike eğri (k 

vektörü spacelike) için  
 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b

     
          
         

q q

q q

k k

k k

k k

                                  (4.11) 

               

dir. Burada  

 

 1 cosh ,k       2 sinhk        3k d  
  

(4.12)
 

 

elde edilir (Tarım, 2016). 
 

4. Durum: Normal Vektörü Spacelike Olan Spacelike Eğrilerin q-Çatısı: 

Teorem 4.2.4: 3

1  de nq kuasi normal vektörü timelike olan bir spacelike eğri (k 

vektörü spacelike) için  
 

 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b

     
          
         

q q

q q

k k

k k

k k

  (4.13) 

 

dir. Burada 

 

 1 sinh ,k      2 coshk        3k d   
  

(4.14)
 

 

elde edilir (Tarım, 2016). 
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5. Durum: Timelike Eğrilerin q- Çatısı:  
 

Teorem 4.2.5: 3

1
 de  bir timelike eğri (k vektörü spacelike)  için 

 

1 2

1 3

2 3

0

0

0

t t

n n

b b

     
         
         

q q

q q

k k

k k

k k

                                            (4.15) 

 

dir. q-eğrilikleri ise  
 

 1 cos ,k      
2 sink        3k d  

  
(4.16)

 
 

olarak elde edilir. Ayrıca  
 

      1 2

det , ,ıı ı

ı ı

k
k

k

 

 

   


, 

 

 

2

2 3

, , ,ı ıı ı ı ıı

ı ı

k k
k

k

    

 

 



,                      (4.17) 

 

      3 2 2

, det , ,ı ı ıı

ı ı

k k
k

k

  

 

  


 

 

dir (Tarım, 2016). 
 

Teorem 4.2.6: 3

1  de düzgün bir spacelike eğri ( )t olsun. Bu durumda q- eğrilikleri 
( )t  eğrisinin türevleri cinsinden 

 

1 2

det , ,ıı ı

ı ı

k
k

k

 

 

   


, 

 

 

2

2 3

, , ,ı ıı ı ı ıı

ı ı

k k
k

k

    

 

 



,  (4.18) 
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3 2 2

, det , ,ı ı ıı

ı ı

k k
k

k

  

 

  


 

 

olarak elde edilir (Tarım, 2016). 
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5. ARAġTIRMA SONUÇLARI VE TARTIġMA 

 

Bu bölümde 3   boyutlu Minkowski uzayında kuasi çatıya göre timelike ve spacelike 

eğrilerin farklı durumlarına göre evolüsyonuyla timelike yüzeyleri oluşturulacaktır. 

Daha sonra oluşturulan bu timelike yüzeylerin eğrilikleri hesaplanacaktır. 

 

5.1. Time Evolüsyon Denklemleri 

 

Teorem 5.1.1: Spacelike izdüşüm vektörüne sahip bir timelike   eğrisinin uyumluluk 

koşulu 

 

1 1
3 2 3 2

2 2
3 1 3 1

3 3
2 1 2 1

,

,

k
k k

s t

k
k k

s t

k
k k

s t

  

  

  

 
  

 
 

  
 
 

  
 

 

 

dır. 

 

Ġspat: ,  spacelike izdüşüm vektörüne sahip bir timelike eğri olsun. Bu durumda 

(4.15) eşitliği gereğince  

 

 

  (5.1) 

 

 

 

           (5.2) 

 
 

 

yazılabilir. Bu durumda (5.1) ve (5.2) eşitlikleri   
 

 

 

 

1 2

1 3

2 3

0

0 . ,

0

q q

q q

k k

k k
s

k k

    
                  

t t

n n

b b

1 2

1 3

2 3

0

0 .

0

t t

n n

b b

 
 
 

    
                  

q q

q q

t
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t t

n n

b b

   
      

         
   

q q

q q

s t t s
  (5.3) 

 

eşitliğinde göz önüne alınırsa  
 

 

   

 

1 2

1 2
1 1 3 2 2 3

1 2
1 1 2 2 2 3 1 3 ,

t
n b

n t b b t n

t n b

 

  

    

         
 

     
 

                

q q

q q q q

q q

s t s

k k k k
s s

k k k k
s s

      (5.4)      
 

                                

 

   

 

1 2

1 2
1 1 3 2 2 3

1 2
1 1 2 2 2 3 1 3 ,

t
n b

n t b b t n

t n b

   

   

         
 

     
 

                

q q

q q q q

q q

k k
t s t

k k
k k

t t

k k
k k k k

t t

      (5.5)
 

                                   

 

 

   

 

1 3

31
1 1 2 3 2 3

31
3 2 1 1 3 3 1 2 ,

n
t b

t n b b t n

t n b

 

  

    

  
     


     
 

               

q

q

q q q q

q q

s t s

k k k k
s s

k k k k
s s

      (5.6)
 

                                    
 

 

   

 

1 3

31
1 1 2 3 2 3

31
3 2 1 1 3 3 1 2 ,

n
t b

t n b b t n

t n b

   

   

  
     


     
 

               

q

q

q q q q

q q

k k
t s t

kk
k k

t t

kk
k k k k

t t

      (5.7)
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 

   

 

2 3

32
2 1 2 3 1 3

32
3 1 2 1 2 2 3 3 ,

b
t n

t n b n t b

t n b

 

  

    

  
     


     

 
               

q

q

q q q q

q q

s t s

k k k k
s s

k k k k
s s

      (5.8)
 

                                 

 
 

 

   

 

2 3

32
2 1 2 3 1 3

32
3 1 2 1 2 2 3 3 ,

q

q

q q q q

q q

k k
t s t

kk
k k

t t

kk
k k k k

t t

   

   

  
     


     

 
               

b
t n

t n b n t b

t n b

      (5.9)
 

                            

 

 
olarak elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler (5.3) eşitliğinde göz önüne alınırsa  
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 (5.10) 

 

bulunur. Buna göre  spacelike izdüşüm vektörüne sahip bir timelike   eğrisinin 

uyumluluk koşulu
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olarak elde edilir. 

 

Teorem 5.1.2: İzdüşüm vektörü timelike, normal vektörü spacelike, binormal vektörü 

timelike olan spacelike   eğrisinin uyumluluk koşulu 
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Ġspat: ,  spacelike normal, timelike izdüşüm vektörüne sahip bir spacelike eğri olsun. 

Bu durumda (4.7) eşitliği gereğince  

   

  (5.12) 

 
 

 (5.13) 

 
 

yazılabilir. Bu durumda (5.12) ve (5.13) eşitlikleri 
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler (5.3) de göz önüne alınırsa
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bulunur. Buna göre timelike izdüşüm vektörü, spacelike birim normale sahip spacelike 

eğrinin  uyumluluk koşulu 
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dir. 

 

 

Teorem 5.1.3: İzdüşüm vektörü timelike, normal vektörü timelike, binormal vektörü 

spacelike olan spacelike    eğrisinin uyumluluk koşulu 
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Ġspat: ,  timelike birim normal ve timelike izdüşüm vektörüne sahip bir spacelike eğri 

olsun. Bu durumda (4.9) eşitliği gereğince 
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(5.23) 

 

 

yazılabilir. Bu durumda (5.22) ve (5.23) eşitlikleri 
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler (5.3) de göz önüne alınırsa  
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bulunur. Buna göre timelike izdüşüm vektörü, timelike birim normale sahip spacelike   

eğrisinin  uyumluluk koşulu 
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Teorem 5.1.4: İzdüşüm vektörü spacelike, normal vektörü timelike, binormal vektörü 

spacelike olan spacelike   eğrisinin uyumluluk koşulu 
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Ġspat: ,  spacelike izdüşüm vektörü ve timelike birim normale sahip bir spacelike eğri 

olsun. Bu durumda (4.11) gereğince 
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yazılabilir. Bu durumda (5.32) ve (5.33) eşitlikleri
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eşitliğinde göz önüne alınırsa 
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler (5.3) de göz önüne alınırsa  
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(5.40) 

 

bulunur. Buna göre spacelike izdüşüm vektörü ve timelike birim normale sahip    

eğrisinin  uyumluluk koşulu 

 

      (5.41) 

 
 

Teorem 5.1.5: İzdüşüm vektörü spacelike, normal vektörü spacelike, binormal vektörü 

timelike olan spacelike   eğrisinin uyumluluk koşulu 
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dır. 
Ġspat: ,  spacelike izdüşüm vektörü ve spacelike birim normale sahip bir spacelike 

eğri olsun. Bu durumda (4.13) gereğince 
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  (5.43) 
 

 

 

yazılabilir. Bu durumda (5.42) ve (5.43) eşitlikleri 
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eşitliğinde göz önüne alınırsa 
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elde edilir. Yukarıdaki eşitlikler (5.3) de göz önüne alınırsa 

 

 

1 1 2 2
3 2 2 3 3 1 1 3

3 31 1
2 3 3 2 2 1 3 31 2

3 32 2
1 3 3 1 1 2 2 1

 

0

0 0

0

,

k k
k k k k

s t s t

kk
k k k k

s t s t

kk
k k k k

s t s t

    

    

    



                
              

       



  
     

(5.50) 

 

bulunur. Buna göre spacelike izdüşüm vektörü ve timelike binormale sahip    eğrisinin  

uyumluluk koşulu 
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dır. 

5.2. Bir Uzay Eğrisinin Küresel Göstergelerinin Evolüsyonlarıyla OluĢturulan 

Timelike Yüzeyler 

 

Bu bölümde 3

1
 uzayında teğetler göstergesi, kuasi normaller göstergesi ve kuasi 

binormaller göstergesinin evolüsyonlarıyla oluşturulan timelike yüzeyler ele alınmıştır. 
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1: I    yay uzunluğu parametresi ile parametrelendirilmiş bir uzay eğrisi ve 
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da bu eğrinin kuasi çatısı olsun. Ayrıca  3
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 uzayında sırasıyla  
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şekilde tanımlı eğriler sırasıyla   eğrisinin teğetler göstergesi, kuasi normaller 

göstergesi ve kuasi binormal göstergesi denir. 

 

5.2.1 Teğetler Göstergesini Kullanarak OluĢturulan Timelike Yüzeyler 

 

1( ) ( )t s s ,   eğrisinin teğetler göstergesinin evolüsyonlarıyla oluşturulan yüzeylerin 

denklemi 

 

 (5.51) 

dır. 
 

Teorem 5.2.1.1: 3

1  uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 
alanı spacelike ve k  izdüşüm vektörü timelike olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 
kuasi binormal vektörü timelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 2 2 1 0k k    olsun. Buna 
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göre ( , )t 
q

s t  yüzeyinin 1K  Gauss eğriliği, 1H  ortalama eğriliği ve 11k  ve 21k   asli 

eğrilikleri sırasıyla,  
 

1 1,K   1 1,H    
11 1,k    21 1k    

dir. 
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s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  
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dir. (5.52) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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dir. 
 

Teorem 5.2.1.2: 3

1  uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 
alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü timelike olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 
kuasi binormal vektörü timelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 2 2 1 0k v k v   olsun. Buna 
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göre ( , )t 
q

s t  yüzeyinin 1K  Gauss eğriliği, 1H  ortalama eğriliği ve 11k  ve 21k   asli 

eğrilikleri sırasıyla,   
 

1 1,K   1 1,H    
11 1,k    21 1k    

dir. 

Ġspat: ( , )t 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  

 

 
1 2 ,n b  

s q q
k k

     (5.53) 

1 2n b  
t q q

v v
 

 

dir. (5.53) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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 
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olduğu kabul edilirse  
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 







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N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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       
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   

1 1 1 3 2 2 2 3

2 2

1 2 1 2 3 1 3 2

1 1 1 3 2 2 2 3

1 1 2 2 1 2 3 1 3 2

1 1 1 3 2 2 2 3

2 2

1 2 1

,

,

n t b b t n
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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ortalama eğriliği 
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dir. 

 

Teorem 5.2.1.3: 3

1  uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 
alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü spacelike olsun (Kuasi normal vektörü timelike, 

kuasi binormal vektörü spacelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 2 2 1 0k k    olsun. Buna 
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göre ( , )t 
q

s t  yüzeyinin 1K  Gauss eğriliği, 1H  ortalama eğriliği ve 11k  ve 21k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

1 1,K   1 1,H    
11 1,k    21 1k    

dir. 

Ġspat: ( , )t 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  

 

    

1 2

1 2

,n b

n b



  

  

  
s q q

t q q

k k

  (5.54) 

 

dir. (5.54) eşitlikleri göz önüne alınarak 

 

 
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t t
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olduğu kabul edilirse  
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N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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   
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 



 

 

35 

11

2 2

1 2

12

1 1 2 2

22

2 2

1 2

11

2 2

1 2

12

1 1 2 2

22

2 2

1 2

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

s s

s t

t t

ss

st

tt

g

k k

g

k k

g

N

k k

N

k k

N







 

 
 

 

 





 



 



  



  



  



 



 



 

 

 

olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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Teorem 5.2.1.4: 3

1
 uzayında   bir spacelike eğri,   nın B  Frenet normal vektör 

alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü spacelike olsun (Kuasi normal vektörü timelike, 
kuasi binormal vektörü spacelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 2 2 1 0k k    olsun. Buna 

göre ( , )t 
q

s t  yüzeyinin 1K  Gauss eğriliği, 1H  ortalama eğriliği ve 11k  ve 21k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

1 1,K   1 1,H    11 1,k    21 1k    

dir. 

Ġspat: ( , )t 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  
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,n b
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
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  

  
s q q
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     (5.55)

  

 

dir. (5.55) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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q q

t t
 

 

göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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dir. 
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5.2.2 Kuasi Normaller Göstergesini Kullanarak OluĢturulan Timelike Yüzeyler 

2( ) ( )n 
q

s s ,   eğrisinin kuasi normaller göstergesinin evolüsyonlarıyla oluşturulan 

yüzeylerin denklemi 

 

 (5.56) 

dır. 
 

Teorem 5.2.2.1: 3

1
 uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 

alanı spacelike ve k  izdüşüm vektörü timelike olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 
kuasi binormal vektörü timelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 3 3 1 0k k    olsun. Buna 

göre ( , )n 
q

s t  yüzeyinin 
2K  Gauss eğriliği, 

2H  ortalama eğriliği ve 
12k  ve 

22k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

2 1,K   2 1,H    12 1,k    22 1k    

dir. 

 

Ġspat: ( , )n 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  

 

    

1 3

1 3

,t b

t b



  

  

  
s q

t q

k k

     (5.57)

  

dir. (5.57) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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n

   

 

  

 
s t q q

q
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elde edilir. 
 

 

1 3 3 1 0k k     
 

 

olduğu kabul edilirse  
 

n


 
 







s t
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q

N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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q

s t
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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40 

ortalama eğriliği 
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g g g
H
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
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asli eğrilikleri  
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2

22 2 2 2

1,

1

k H H K

k H H K

    

    
 

 

   

dir. 
 

Teorem 5.2.2.2: 3

1  uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 
alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü timelike olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 
kuasi binormal vektörü timelike). Ayrıca kabul edelim ki 1 3 3 1 0k v k v   olsun. Buna 

göre ( , )n 
q

s t  yüzeyinin 2K  Gauss eğriliği, 2H  ortalama eğriliği ve 12k  ve 22k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

2 1,K   2 1,H    12 1,k    22 1k    

dir. 

 

Ġspat: ( , )n 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  

 

    

1 3

1 3

,t b

t b





  

  
s q

t q

k k

v v      (5.58)

  

dir. (5.58) eşitlikleri göz önüne alınarak 

 

 
1 3 3 1

1 3 3 1

n n

n

   

 
s t q q

q

k v k v

k v k v  

 

elde edilir. 
 

 

1 3 3 1 0k v k v    
 

 

olduğu kabul edilirse  
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n


 
 







s t

s t

q

N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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ortalama eğriliği 
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asli eğrilikleri  
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1
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    
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dir. 
 

Teorem 5.2.2.3: 3

1  uzayında   bir timelike eğri ve   nın N  Frenet normal vektör 
alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü timelike olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 
kuasi binormal vektörü spacelike). Ayrıca kabul edelim ki 3 1 1 3 0k k    olsun. Buna 

göre ( , )n 
q

s t  yüzeyinin 2K  Gauss eğriliği, 2H  ortalama eğriliği ve 12k  ve 22k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

2 1,K   2 1,H    12 1,k    22 1k    

 

dir. 

 

Ġspat: ( , )n 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  

 

    

1 3

1 3

,t b

t b



  

 

 
s q

t q

k k

     (5.59)

  

dir. (5.59) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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elde edilir. 
 

 

3 1 1 3 0k k     
 

 

olduğu kabul edilirse  
 

n


 
 







s t

s t

q

N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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olarak elde edilir. Buna göre yüzeyin Gauss eğriliği 
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ortalama eğriliği 
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asli eğrilikleri  
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dir.
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5.2.3 Kuasi Binormaller Göstergesini Kullanarak OluĢturulan Timelike Yüzeyler 

3( ) ( )b 
q

s s ,   eğrisinin kuasi binormaller göstergesinin evolüsyonlarıyla oluşturulan 

yüzeylerin denklemi 

 

 (5.60) 

 

dır. 
 

Teorem 5.2.3.1: 3

1
 uzayında   bir spacelike eğri,   nın N  Frenet normal vektör 

alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü spacelike olsun (Kuasi normal vektörü timelike, 
kuasi binormal vektörü spacelike). Ayrıca kabul edelim ki 2 3 3 2 0k k    olsun. Buna 

göre ( , )b 
q

s t  yüzeyinin 3K  Gauss eğriliği, 3H  ortalama eğriliği ve 13k  ve 23k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
 

3 1,K   3 1,H    13 1,k    23 1k    

dir. 

Ġspat: ( , )b 
q

s t  yüzeyinin s  ve t  parametrelerine göre kısmi türevi  
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

  
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s q

t q
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(5.61)
 

 

dir. (5.61) eşitlikleri göz önüne alınarak 
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elde edilir. 
 

 

2 3 3 2 0k k     
 

 

olduğu kabul edilirse  
 

b
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q

N

 

bulunur. 

Diğer taraftan yüzeyin ikinci mertebeden kısmi türevleri  
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göz önüne alınırsa birinci ve ikinci temel form katsayıları 
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Teorem 5.2.3.2: 3
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 uzayında   bir spacelike eğri,   nın B  Frenet binormal vektör 

alanı timelike ve k  izdüşüm vektörü spacelike olsun (Kuasi normal vektörü timelike, 
kuasi binormal vektörü spacelike). Ayrıca kabul edelim ki 

2 3 3 2 0k k    olsun. Buna 

göre ( , )b 
q

s t  yüzeyinin 3K  Gauss eğriliği, 3H  ortalama eğriliği ve 13k  ve 23k   asli 

eğrilikleri sırasıyla, 
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asli eğrilikleri  
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Teorem 5.2.3.3: 3

1
 uzayında   bir timelike eğri ve k  izdüşüm vektörü spacelike 

olsun. Ayrıca kabul edelim ki 2 3 3 2 0k k    olsun (Kuasi normal vektörü spacelike, 

kuasi binormal vektörü spacelike). Buna göre ( , )b 
q

s t  yüzeyinin 
3K  Gauss eğriliği, 

3H  ortalama eğriliği ve 13k  ve 23k   asli eğrilikleri sırasıyla, 
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dir. 
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6. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

6.1 Sonuçlar 

 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak Minkowski uzayında eğri ve yüzeylerin temel 

tanımları ve teoremleri açıklanmıştır. Daha sonra 3-boyutlu Öklid ve Minkowski 
uzayında bir uzay eğrisinin q -çatısı (Dede, 2015) ve (Tarım, 2016) tarafından 
tanımlanmıştır. q -çatı olarak adlandırılan bu yeni çatının Frenet çatıya göre ikinci 

türevi sıfır olan eğride tanımlanabilmesi ve teğet etrafında gereksiz bükülmeyi önlemesi 
olarak iki önemli avantajı bulunmaktadır.  

Bir uzay eğrisinin küresel göstergelerinin evolüsyonuyla oluşturulan yüzeyler 
(Soliman, 2018) tarafından çalışılmıştır. Bu çalışmada Öklid uzayında eğrilerin Frenet 
çatısı kullanılmıştır. Bu tezde ise Minkowski uzayında timelike ve spacelike uzay 
eğrilerinin izdüşüm vektörünün farklı durumlarına göre evolüsyonuyla timelike 
yüzeyler oluşturulmuştur. 

 

6.2 Öneriler 

 

Geometrik olarak eğri ve yüzeylerin evolüsyonu bir eğri veya yüzeyi başka bir 
eğri veya yüzeye dönüştüren sürekli bir dönüşüm anlamına gelir. Eğri ve yüzeylerin 
evolüsyonunu çalışmaktaki amaç verilen eğri ve yüzeylerin son şeklini belirlemek ve 
evolüsyon işlemi esnasında invaryant geometrik özelliklerini bulmaktır. Buna göre bu 
yöntemle eğrilerin ve yüzeylerin evolüsyonlarının uygulandığı birçok alan vardır. 
Bunlardan başlıcaları bilgisayar görüntüleme, bilgisayarlı animasyon ve görüntü işleme 
alanlarıdır. Bu alanlarda kullanılabilecek farklı eğri ve yüzeyler oluşturabilmek için 
benzer hesaplamalar farklı uzaylarda yapılabilir.  
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