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1. GIRIS

Regle yiizeyler, Gauss egriligi negatif veya sifir olan yiizey tiplerdendir. Gauss egriligi

sifir olanlar agilabilir regle yiizeyler olarak adlandirilir. Bir regle ylizey «(s) dayanak

egrisi ve X (S) dogrultman olmak iizere

o(s,V) = a(s) +VvX(s)

seklinde parametrik olarak ifade edilebilir.

det(e, X, X") =0

olmas1 K =0 olmasim gerektirir.

Bu ylizeylerde a¢ilim acist ve agilim uzunlugu gibi tanimlar kullanilarak regle

yiizeylerin ¢esitli karakterizasyonlar1 verildi.

Bu ¢alismada, son yillarda kiiresel cat1 yardimiyla regle yiizeylerin ele alinis1 arastirildi.

Kiiresel ¢at1 kullanilmada verilen karakterizasyonlari ile karsilastirmalar yapildi.

Kinematikte regle yiizeyler birim dual kiiresel egriler yardimiyla verilmektedir. Dual
kiiresel hareketlerin, uzayda karsiliklarinin regle yiizeyler olmasi hareket teorisine

onemli katkilar saglamaktadir.

Son yillarda regle yiizeyler ile ilgili ¢alismalarin takip edilmesi agisindan da bu tez

faydali olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim diger boliimler icin gerekli olan temel kavramlar igin ayrilmistir. Herhangi iki

X=(X,X%,%) ve y=(Y,,Y,,Y;) vektorlerinin standart i¢ carpmmi x.y Ve bir x

vektoriinlin normu ||X|| ile gosterilir.

Tanm 2.1. 7:1 >R®, |y'(s)|=1 olacak sekilde bir egri olsun. Bdylece s ye y

egrisinin yay parametresi denir.(Hacisalihoglu 1993)

Tamim 2.2. y:| — R%egrisinin s yay parametresi 7/'(5):% olsun. y'(s) yi t(s) ile
S

gosterelim. t(S) ye, (S) noktasinda y nin birim teget vektori ile verilir. y nin egriligi
k(s)=]|y"(s)| ile tanimlanir. Eger k(s)=0 ise y(s)noktasinda y egrisinin n(s) birim
asli normal vektorii de »"(s)=k(s)n(s) ile tanimlanir. b(s)=t(s)xn(s)birim
vektoriine, y(S)noktasinda y egrisinin birim normal vektorii denir. Bu durumda Frenet-

Serret formiilli asagidaki gibidir:

t'(s) =k(s)n(s)
n'(s) = =k (s)t(s) +z(s)b(s)
b'(s) =—z(s)n(s)

Burada z(s), y(s)noktasinda y egrisinin torsiyonudur.(Izumiya ve Takeuchi 2001)

Tammm 2.3. S, E® de bir yiizey, y:1 — S birim hizh bir egri ve »"(s) = »"(s)" +"(s)"

olsun. ‘

y'() =k, ve |

;/"(S)Luzkn ile gosterilen k, ve k, ye sirasiyla y egrisinin

geodezik egriligi ve normal egriligi olarak adlandirilir (Gray 1939).

Tamim 2.4. Birim hizli her y:1 —E® egrisi i¢in, D(s) = 7(s)t(s) +k(s)b(s) vektor

alanina, y egrisinin Darboux vektor alan1 denir (Hacisalihoglu 1993).



Tanmim 2.6. y nin tanjant dogrulari, sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa y ya genel

helis denir. y(s) nin bir genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart (EJ (s) nin sabit

olmasidir. Eger, r ve k sifirdan farkli sabitler ise helise dairesel helis denir (Izumiya

ve Takeuchi 2002).

Tamm 2.7. M,NcE® egrileri sirasiyla (1,a),(l,) koordinat komsuluklar1 ile

verilsin. sel ya karsiik gelen a(s)eM ve f(s)eN noktalarinda M ve N nin
{t(s),n(s),b(s)}, {t*(s),n*(s),b*(s)} Frenet 3-ayaklilar1 verildiginde Vsel igin
{n(s), n*(s)} lineer bagimhi ise (M,N) egri ikilisine bir Bertrand ¢ifti denir

(Hacisalihoglu1993).

Tamm 2.8. Eger bir egrinin biitiin noktalar1 bir diizlem tarafindan ihtiva ediliyorsa bu

egriye diizlemsel egri ad1 verilir. (Karger ve Novak 1985).

Tamm 2.9. Bir kiire iizerinde yatan egriye kiiresel egri denir. (Karger ve Novak 1985).

Tamim 2.10. M Dbir C” manifold olmak {izere. M iistiinde vektor alanlarinin uzayi

X (M) ve reel degerli C” fonksiyonlarm halkas1t C*(M,R) olsun. Bu durumda
<> X(M)xX(M)—>C”(M,R)

seklinde bir i¢ ¢carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu adi verilir. Burada, <>
islemine M {izerinde bir i¢ carpim veya diferansiyellenebilir metrik adi verilir.

(Hacisalihoglu 2000a).

Tanim 2.11. M bir C* manifold olmak iizere. M ustiinde vektor alanlarinin climlesi

X (M) ve reel degerli C” fonksiyonlarin halkast da C*(M,R) olsun. Bu durumda



<> X(M)xX(M)—C*(M,R)

fonksiyonu,

i. 2-lineer
ii. Simetrik
.  vxeX(M) i¢in <x,y>=01ise y=0

ozelliklerini sagliyor ise M ye yari-Riemann manifoldu adi verilir. (Hacisalihoglu

2000a).

Tamim 2.12. M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayr X (M)

olmak tizere,

D: X(M)x X (M) — X (M)

(X,Y) = D(X,Y)=D,Y

fonksiyonu i¢in,

1. Dy, Z=1DZ+gD,Z , VX,Y,ZeX(M), vf,geC"(M,R)
2. D, (fY)=1D,Y +(Xf)Y, ¥X,Y,ZeX(M), VfeC*(M,R)
Ozelliklerini saglaniyor ise D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve D, e

de X e gore kovaryant tiirev operatdrii denir (Hacisalihoglu 2000b).

Tamim 2.13. M bir yari-Riemann manifoldu verilsin. D de, M nin {istiinde bir afin

konneksiyon olsun.

1. D, C”smifindandir.
2. M bir A bolgesi iistinde, C” olan her X,Y € X(M) i¢in D,Y —D, X :[X,Y] dir



3. M nin bir A bolgesi tistinde , C” olan her X,Y € X(M) ve VP € A i¢in
Xp<Y,Z>=<D,Y,Z>|,+<Y,D,Z>|,

saglanir. (Hacisalihoglu 2000b).

Tamm 2.14. E" de bir hiperylizey M ve M nin birim normal vektor alani N olsun.
E" de Riemann konneksiyon D olmak iizere, VX € y(M) i¢in S(X)=D,N seklinde

tamiml1 S donilisiimiine M tizerinde sekil operatorii veya M nin Weingarten dontisiimii

denir (Hacisalihoglu 2000b).

Tamm 2.15. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak tizere,

K:M—>R

P — K(P) = detS(P)

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona, M nin Gauss egrilik fonksiyonu denir. K(P)

degerine ise M nin P noktasindaki Gauss egriligi ad1 verilir. (Hacisalihoglu 2000b).

Tamim 2.16. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olsun,

H:M—>R

P—>H(P)=iz(S(P))

seklinde tanimlanan fonksiyona, M nin ortalama egrilik fonksiyonu denir H(P)

degerine ise M nin P noktasindaki ortalama egriligi adi verilir. (Hacisalihoglu 2000b).



Tamm 2.17. R® de bir regle yiizey,

F(7,0):1xR—>R®

(t,u) > F(y,0)(t,u) = p(t) +us(t)

doniisiimii ile tammlamr. Burada y:1 —>R°® , &:1 —R®-{0} diferensiyellenebir

dontigimler ve | bir acik araliktir. y ya regle yiizeyin dayanak egrisi ve o Yya regle

yiizeyin dogrultmani ad1 verilir.(Izumiya ve Takeuchi 2002).

Tanim 2.18. Bir regle ylizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni1 olmak iizere

regle ylizeye acilabilirdir denir (Hacisalihoglu 2012).

Tanmim 2.19. M, R? de bir yiizey olsun. M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir

ise bu yiizeye minimal adi verilir. (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.20. Bir F(y,9) regle yiizeyinde komsu iki dogrultman ortak dikmesinin esas

dogrultman tizerindeki ayagina striksiyon (bogaz) noktasi denir. (Hacisalihoglu 2012).

Tamm 2.21. Bir F(y,0) regle ylizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca yiizeyi
olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle ylizeyin striksiyon ¢izgisi adi

verilir (Hacisalihoglu 2012).

Tamm 2.22. M yiizeyinin bir P noktasinda, S,:T,(M)—>T,(M) lineer

dontistimiiniin karakteristik degerlerine, P noktasindaki asli egrilikler denir.

Sy T, (M) >T,(M) lineer dontisiimiiniin sifirdan farkli karakteristik vektorlerine P

noktasindaki asli vektorler denir. Bir egrilik vektoriinlin gerdigi alt vektdr uzayma, P

noktasindaki egrilik fonksiyonu adi verilir. (Sabuncuoglu 2004).



Tamm2.23. M, R® uzayinda bir yiizey ve «: 1 —> M regiiler bir egri olsun. Vte |l icin
a'(t) hiz vektorl, a(t) noktasinda M yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise « egrisine,

M ylizeyi i¢inde bir asimptotik egri denir (Sabuncuoglu 2004).

Tamm 2.24. Eger bir ylizey iistiindeki bir egri asimptotik egri ve yiizeyin ortalama

egriligi sifir ise bu egriye minimal asimptotik egri denir. (Izumiya ve Takeuchi 2001).
Tamim 2.25. E* de s yay parametresi ile verilen bir « egrisinin birim teget vektorii,

T =(T,T,,T,) olmak iizere,

d’a
= Iol-[

Ifadesine o egrisinin «a(S)noktasina karsihk gelen, E° deki geodezik egriligi

denir.(Hacisalihoglu 2012)

Tamm 2.26. Anadogrusunun birim dogrultman vektdrii X olan bir ¢(s,v) regle
yiizeyinin anadogrularina dik bir dogrultunun bir peryod sonra ilk konumu ile yaptig

actya regle ylizeyin ac¢ilim agist ile adlandirilir ve A, ile sembolize edilir.

(Hacisalihoglu 2012).

Tamm 2.27. H/H' kapal uzay hareketinde H uzayinda tespit edilen her dogru H'
de kapal1 bir regle yiizey ¢izer. Bir

o(s,V) = a(s) +VvX(s)

Regle yiizeyinin anadogrularmin dik yoriingeleri i¢in



(X,dp)=0
(X,dar+dvX +vdX ) =0

(X,da)+dv|X|* =0
Bulunur. Bu formiiliin regle ylizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa

L =¢_ (da.X)=—¢ dv

(@)

elde edilir. Burada

L :l >R

vV—>—p dv
(a)

Seklinde tanimlanmis olan L, fonksiyonuna regle yiizeyin agilim uzunlugu denir

(Hacisalihoglu 2012).

Tamm 2.28. Regle yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
Komsu anadogru arasindaki agiya oranina regle yilizeyin dagilma parametresi (drali)

denir. Anadogrularinin birim dogrultman vektdrii X olan bir regle ylizeyin drali P, ile

gosterilir.
o(s,V) = a(s) +VvX(s)

regle yiizeyinin drali i¢in

o _ det(da, X, X))
 — det(da X, XT)
X[

bulunur (Hacisalihoglu 2012).



Tamim 2.29. «:1 —E® bir kapali egri olsun. Bir ortonormal {El, E,, E3} catr alani

egriye siki bir sekilde bagli ve ayrica Vtel icin a(t) noktasindaki hareketli ¢izgiler

uzayl
H=S,.{E,E, E3}‘a(t)

olsun. H/H'" uzay hareketindeki w Ptaff vektoriiniin (diferensiyel vektér) « egrisi

boyunca egrisel integraliyle belirtilen
5:¢w
vektorine H /H' hareketinin Steiner donme vektorii denir.

Tamm 2.30. «:1 — E® diferensiyellenebilir kapali bir egri bu egriye siki bir sekilde

bagl olarak hareket eden bir ortonormal {E,, E,,E;} sistemi H hareketli uzay: olarak

segilsin. da e T, ((t)) oldugundan
dd = o,E, +0,E, +0,E,
seklinde tek tiirlii olarak ifade edilebilir. o egrisi boyunca egrisel integral ile belirtilen

Vv =g5(a)d0‘2

vektoriine H / H' hareketinin Steiner 6teleme vektorii denir.



3.E3 DE REGLE YUZEYLER
3.1 Regle Yiizeylerin Ozellikleri

Tamm 3.1.1. M c E? yiizeyi verilsin. VP eM noktasinda, E® iin M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle ylizey ve P e M noktasindan gecen ve M de kalan
dogruya da M nin bir dogrultmani denir (Hacisalihoglu 2012).

Teorem 3.1.1. M c E?® bir regle yiizey olsun. O zaman, M nin dogrultmanlar;, M de

hem asimptotik ve hem de geodezik ¢izgilerdir.

Ispat. X € (M), M nin bir dogrultmanmin teget vektdr alam olsun. Herbir

dogrultman bir dogru oldugundan E* de geodeziktir. Boylece,

elde edilir. Bu ise, D, X =D, X +(S(X), X )N, Gauss denkleminden,
D, X =(S(X),X)N

dir.
D X eT, NeTt T, T: :{6}

oldugundan
D, X =0 ve (S(X),X)=0

olmasi gerekir. D, X =0 oldugundan, M nin dogrultmanlari, M nin geodezik ¢izgileri

olurlar. <S(X), X> =0 olmas ise bu dogrultmanlarin ayn1 zamanda asimptotik ¢izgiler

oldugunu da gosterir (Hacisalihoglu 2012).

Teorem 3.1.2. M c E® bir regle yiizey ve M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olsun. O
zaman VP eM i¢in K(P) <0 dur.

10



Ispat. PeM noktasindaki dogrultmanin teget vektor alam X olsun. (M) nin
{X,Y} ortonormal bazini elde edelim. Bu baza gére, M nin S sekil operatoriiniin

matrisi,

g | (SC).X) <S(Y),X)}
(S(X),Y) (S(¥),Y)

dir. Burada, Teorem3.1.1 geregince <S (X), X > =0 oldugu goriiliir ve

K =detS =—((S(X),Y))?

=K<0

elde edilir (Hacisalihoglu 2012).
Simdi regle yiizeylerin atlas kavramini gosterelim.

M bir regle yiizey olmak iizere,

a.l >M

egrisinin tanjant vektor alam1 T olmak lizere, Vteli¢in «(t) noktasinda M nin
dogrultman1 T lineer bagimsiz olacak sekilde verilsin. a(t)e M noktasindaki

dogrultman,

B:R—>M
BV) = (g (t) +va(t),..., ay(t) +vay(t))

seklindedir. Burada a(t)eR,1<i<3, skalarlari, dogrultman «(t) noktasindaki

bilesenleridir. Agikga,

¢ I1xR—>E?

p(t,V) = oy (1) +vay (1), o, (1) +va, (1), o, (1) +vay (1)

11



olmak {izere; {(IXR,(/))} sistemi, M icin bir atlastir. a:l —>M egrisinin yay

parametresi ile verildigini ve dogrultmanin tizerindeki

X y 0
|a(t) - iZ:l:ai © o a(t)

tanjant vektoriiniin de Vtel ig¢in birim vektor oldugunu varsayalim. Bunun iizerine ,
a:l >M egrisi de (T,X)=0 olacak sekilde segilmis ise M nin birim normali N

olmak tizere
{T,X,N}
sistemi, ¢ boyunca ortonormal bir sistem olusturur.

Simdi  {T,X,N} sisteminin « boyunca degisimini, yani, T ye gore herbirinin

kovaryant tiirevlerini bulalim. « boyunca,
1=(T,T)=(N,N)=(X,X)=0=T[(X,X)]|=2(D; X, X)

=(D; X, X)=0
bulunur. Benzer sekilde,
(D;N,N)=0
(D,T,T)=0

elde edilir. Burada, a,b,c €C*(M,R) fonksiyonlari,

al ,=(D/T,X)|

a(t)

b|a(t) = <DTT’ N >‘a(t)

C|a(t) <DT X,N >‘a(t)

a(t)

12



seklinde tanimlanirsa,

D;T =aX +bN
D, X =-aT +cN
DN =-bT —cX

veya matris formuyla,

D, T 0 a by||T
D;X|=|-a 0 c|/ X
D;N -b — Of|N

bulunur.
o(t,v) =a(t) +vX(t) ile verilen ifade {(I xR,go)} atlasinda Vv e R sabit degeri i¢in
M ninbir ¢, : I x{v} —>M egrisini belirtir. Bu egrinin tanjant vektdr alani ise
A=T +vD, X
veya burada D; X =-aT +cN
A=(1-av)T +cwN
seklinde ifade edilir. Boylece, A vektor alant X e diktir.
Bir dogrultman boyunca, M nin teget diizlemlerinin ¢akisik oldugu genellikle dogru

degildir. Ancak, bu diizlemlerin daima sabit olmasi, ceC”(M,R) fonksiyonu ile

yakindan ilgilidir (Hacisalihoglu 2012).

13



Teorem 3.1.3. M bir regle yiizey olsun.
c=0< M regle yiizeyi agilabilirdir (Hacisalihoglu 2012)
Ispat: M regle yiizeyi

@ 1xR—E®

(L, V) = oy (1) +vay (1), o, (1) +va, (1), o (1) +vay (1)

olmak tizere, {(I X R,gp)} atlasi ile verilsin. Daha 6nceki notasyon ve tartismalarimiza
sadik kalarak, {T, X, N} ortonormal sistemini ve dogrultmanin herhangi bir v sabit

degerine karsilik gelen noktasindan gegen ¢, : | x {v} — M egrisinin

A=(1-av)T +cwN

teget vektor alanini gézoniine alalim.

a(t) noktasindan gegen dogrultmanin her noktasinda, teget diizlemlerin sabit olmasi

icin, dogrultman boyunca N nin sabit olmasi gerekir. Ciinkii bu halde , her teget

diizlemin, ortak birer dogrular1 var ve normalleri ayn1 olur. N nin dogrultman boyunca

sabit olmast i¢in {A,T} sisteminin lineer bagimli olmasi gerekir. Bu ise

A=(1-av)T +cwN

esitligi geregince € =0 olmasini gerektirir.
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O halde, bir dogrultman boyunca, M nin teget diizlemlerinin ¢akisik olmasi i¢in ¢ =0

olmas gerek ve yeterdir.

Teget diizlemleri ayni oldugundan ylizey agilabilirdir.(Hacisalihoglu 2012)

Teorem 3.1.4. M bir regle ylizey olsun. M nin vektorel ifadesi ¢(S,V) = a(S) +VvX(S)

olmak tizere,

2

K =

(1-2av+a’Vv? +cv? )2
dir (Hacisalihoglu 2012).

Sonug¢ 3.1.1 M yiizeyi agilabilirdir. << K =0 dir.

3.2 Regle Yiizeylerin Acilim Acisi ve Uzunlugu

Tamm 3.2.1. Anadogrusunun birim dogrultman vektorii X olan bir o(s,v) regle
yiizeyinin anadogrularina dik bir dogrultunun bir peryod sonra ilk konumu ile yaptigi

actya regle yiizeyin acilim acis1 denir ve A, ile gosterilir (Hacisalihoglu 2012).

Tamm 3.2.2. H/H' kapal uzay hareketinde H uzayinda tespit edilen her dogru H'
de kapal1 bir regle yiizey cizer. Bir

o(s,V) = a(s) +VX(s)

Regle yiizeyinin anadogrularmin dik yoriingeleri i¢in
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(X,dp)=0
(X,dar+dvX +vdX ) =0

(X,da)+dv|X|* =0

bulunur. Bu formiiliin regle yiizeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali alinirsa

L, =¢ (de,X) <j§ dv

(a
elde edilir. Burada

L ;1 >R

v—>—p dv
(@)

Seklinde tanimlanmis olan L, fonksiyonuna regle yiizeyin a¢ilim uzunlugu denir

(Hacisalihoglu 2012).

@(s,V) regle yiizeyinin X dogrultman vektoriini
8 =X

seklinde bir ortonormal ii¢ ayaklinin ilk vektdriinii & olarak alalim. Dogrultmana dik

olan vektoril &, birim vektorii olarak alirsak
& =818

seklinde {53,51,52} ortonormal sistemini tespit etmis oluruz. Boylece regle yiizeyin

dayanak egrisi boyunca hareket eden H hareketli uzayini

H=s {4,a,3,}

a(t)

olarak biliriz.
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Eger ¢(s,v) regle ylizeyinin dayanak egrisi boyunca integralini alirsak agilim agisinin

Ay degeri

Ay = —%de

olarak bulunur.

Ayrica {a(s),é’i,é’z,ﬁs} sisteminin degisimi i¢in Q matrisi kullanilarak

dai 0 3 —W, él’1
da, |=|-w, 0 w ||&,
da:«; W, W 0 é'3

sekilde yazilabileceginden
(da,, &) =—(da, a,) =w,

ve dolayisiyla agilim agis1 i¢in

elde edilir. Diger taraftan H /H' hareketinin D Steiner donme vektérii igin

—

D= <j§(a)(W151 +W,d, + W, ) = 5@% +<'§1’2<j'>w2 +§3<]5W3

ve dolayisiyla
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elde edilir. Yukaridaki formiillerden regle yiizeyin agilim agis1 igin
A =(B.X)
ifadesi bulunur. Ayrica H /H' hareketinin Steiner 6teleme vektorii
V= gS(a) da
kullanilarak a¢ilim uzunlugu igin & = X aldigimizda
L =(V,X)
elde edilir.
o(s,v) ile gosterdigimiz kapali regle yiizeyin dayanak egrisinin yay parametresi s,

dogrultman vektorii X olsun. a:1—E?® dayanak egrisi boyunca tanimlanan H/H’

hareketinin Steiner donme vektorii
D =Tk,ds+Bkds
dir. Burada k; ve k,, sirast ile a egrisinin egrilik ve burulmasidir. Buradaki integral,

dayanak egrisi boyunca egrisel integraldir.Dayanak egrisinin {T,N,B} Frenet

vektorlerinin hareket sirasinda ¢izdikleri regle yiizeyin acilim agilari sirast ile
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4 =(D.,T),
A = l,ds;
Ay =(D,N),
Ay =0;

s =(D,B),
Ay = Pk,ds

dir (Hacisalihoglu 2012).

3.3 Ornekler

Ornek 3.3.1. H hareketli uzayin gostermek iizere bir «: | — E* egrisini ¢izen bir

a(s) noktasina siki bir sekilde bagli olarak hareket eden {T, N, B} catisini alalim.

@(s,V) regle yiizeyinin X dogrultman vektorii
X =N
olsun. Bu durumda

NT [0 k —k][N
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yazilabilir. Diferensiyel geometrideki Darboux déonme vektorii roliinii oynayan w

olarak gosterelim. Bu durumda
w=kB+k,T
elde edilir ve agilim agis1 i¢in

wds, N>

=
< (k,B+Kk,T )ds, N>
0

olarak bulunur.

Ornek 3.3.2. H hareketli uzayin gostermek iizere bir o : | — E* egrisini ¢izen bir

a(S) noktasina siki bir sekilde bagli olarak hareket eden {N , C,W} catisini alalim.

o(s,V) regle yiizeyinin P dogrultman vektori
X =N

olsun. Diferensiyel geometrideki Darboux donme vektorii roliinii oynayan W olarak

gosterelim. Bu durumda

w=gN + fwW
olur. Diger taraftan D Steiner dénme vektdrii icin
D= 4)v‘vds

elde edilir ve dolayisiyla a¢ilim agist1 igin

4 =(B,N)
:<<J'>(gN + fW)ds, N>
Ay =q'>gds
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elde dilir. Ayrica

N kiiresel gosterge egrisinin geodezik egriligi k, olsun.

N’ 0 f OfN
C'|=|-f 0 g|/C
W’ 0 -g Of(W
Buradan k, :% olacagindan
(i)
k,=0= a
- - 3
g (k12+k22)é

elde edilir (Gok ve Uzunoglu 2016).

Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. ¢(s,V) = a(S)+VX(S) regle yiizeyi verilsin. {N,C,W} catisinin o

boyunca hareketinde X =N dogrultmani ile gizilen regle yiizeyinde
Ay =o(ty

dir. Burada t, N egrisinin yay parametresidir.

Ispat:
Ay = Cﬁ g(s)ds
= qsg fds
f

= Pk, dt
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Burada f =,\/kf+k22 ve %: f dir.

S

Sonug 3.3.1. Ornek 3.3.1. de {T,N, B}, hareketinden elde edilen

@,(S,V) = a(S)+VN(s) yiizeyinde
2, =0

elde edildi. Teorem 3.3.1 den {N,C,W}, hareketinden ¢, (s,v) = a(s) +VN(s)

yiizeyinde
Ay =Pk, dt
elde edilmistir.
Sonug 3.3.2. {N,C,W |, catismm « boyunca hareketinde X =N tarafindan gizilen
regle yiizeyinde
ky = ise 4, =cat
dir.
Ornek 3.3.3. o kapali bir slant helis olsun. Bu durumda
Ay = cch dt
dir.
a1 — E® yay parametresi ile verilsin. {T, N, B} a egrisinin Frenet catist olsun.
X=xT+X,N+xB, x*+x+x.=1ve x €R
dogrultmant i¢in

o(s,V) = a(s) +vX

22



regle ylizeyinin agilim agis1

Do = I Xy + A,
= xlqi k,ds + x3g5 k,ds

olarak hesaplanir (Hacisalihoglu 2012).

Buesitlik X =T (x,=1X,=%=0), X=N (1, =0) veya X =B i¢in
gerceklenebilir.

Bu genel hal icin X dogrultmanini igeren bir ¢ati insa edilmelidir.

!

:|X'

Y ve Z=XAY

diyelim. Bu durumda {X,Y,Z} ortonormal bir ¢atidr.

X' 0 k O0fX
Y'|=|-k 0 kY
z' —k, 0]z

Burada | X'| =k, (Y',Z) =k, dir. k, ve k, egrilikleri {X,Y,Z} catisinm egrilikleridir.
Bu durumda, X dogrultmani ile gizilen ¢(S,V) = a(S)+VvX(S) regle ylizeyini

inceleyelim.
Ozel hal:

1. X =T olsun. Bu durumda gatimiz {T,N, B} catisi olur. Bu durumda
Ay =2
= Pk,ds
L, = chds

elde edilir.

2. X =N olsun. Bu durumda ¢atimiz {N,C,W } ¢atisi olur.

Ay =Pk, dt
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L, =0

elde edilir.

3. X =B alalim. Bu durumda ¢atimiz {B,—N ,T} catisi olur.

2 =Pyds
L, =0
elde edilir.

Simdi X =XT +X,N +X;B, genel hali i¢in
M = @(s,V) = a(s) +VX(S)

regle yiizeyini inceleyelim.
X'==kXT + (XK —%K,)N +x,k,B
dir. Burada k; ve k, , @ nin Frenet ¢atisinin egrilikleridir.

Ayrica {X Y, Z} catisinin Darboux vektorii

D=k,X +kZ
dir.
A =($ Dds, X )
:qslzzds:gs%ﬁds=<j>kgdt
L, = xlqids
= X1LT
elde edilir.

Ayrica X dogrusunun ¢izdigi regle yilizeyin agilabilir olmasi i¢in drali sifir olmalidir.
det(T, X, X")
Po=—
X'l
det (T, X,T +X,N +X;B, =k X, T + (XK, =Xk, )N +X,k,B)
a 2 2 2
\Il( leZ) + (X1k1 - Xskz) + (szz )

Px =0< X22k2 —X3(X1kl—X3k2):O

Bu durumda
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2 2
K, X +X

™M
K, XX

dir ve ayrica X7 +x; + X2 =1 oldugundan

k1%
Ky XX
elde edilir.
U
Sonug¢ 3.3.3. M yiizeyi agilabilirdir < —=—-= dir.
Ky XX

Tanmmm 3.3.1. y:1 cR— R® doniisiimii ile verilen bir uzay egrisinin tegeti sabit bir

dogrultu ile sabit ac¢1 yapiyorsa bu uzay egrisi genel helis olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu 2000b).

Teorem 3.3.2. x>0 i¢in y genel helistir < L _ shttir (Hacisalihoglu 2000b).
K

Sonug 3.3.4. M yiizeyi acilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart «(S) egrisinin
harmonik egriligi

H _k_lox

k, XX

olan bir helistir.

Ispat: (=) a(s) helis ise % sabittir.
2

k, 1-x’

1
k2 X1X3
secildigi i¢cin M yiizeyi agilabilirdir.

2
(<): M ylizeyi agilabilirdir = l‘:—1=1—xi sabit oldugundan «/(s) bir helistir.
2 X1X3

25



3.4 Slant Helisler ve Regle Yiizeyler

Tamm 3.4.1. 7:1 R — R’ doniisiimii ile verilen bir uzay egrisinin asli normali sabit

bir dogrultu ile sabit a¢1 yapiyorsa bu uzay egrisi slant helis olarak adlandirilir (Kula ve

Yayl1 2005).

Teorem 3.4.1. 7:1 = R— R® egrisi bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2
K

e —3[1) — sbt olmasdir (Salkowski 1909).
4 K

(K'2 +72)2

a(S) egrisi verilsin. Bu egrinin normalinin integral egrisi

B(s) = j N(s)ds

olsun. A(s) egrisnin Frenet ¢atisi {N , C,W} catisidir. Bu durumda
X=XN+xC+xW , x*+x°+x°=1, x, €R

olmak iizere
@(s,V) = B(s) +VX(s)
regle yiizeyini ele alalim. Bu durumda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.4.2. «(s) egrisinin Frenet ¢atist {T,N,B}olsun. 3(s) = I N(s)ds egrisinin

Frenet catisi {N,C,W} olsun.

2

@(s,V) = B(S)+VX(S) ylizeyi agilabilirdir < o = lxii dir.

Ispat: Bu yiizeyin drali

~det(N, X, X)
¥

X
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X29(5) = %, (% F (5) ~ %,9(5))
JEE% ) +(%F(8)-%0()) +(%,9(5))’

P =0 %9(s) — X, (%, f () —%,9(s)) =0

o9 XK
fo1-x
oo =25
1-x

Teorem 3.4.3. ¢(s,V) = a(S)+VX(S) yiizeyi agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart
a(S) egrisinin

XX

Ol
1-x

olan bir slant helis olmasidir.

ispat: (=): ¢(s,V) = a(s)+VX(s) yiizeyi agilabilir olsun. Bu durumda
P, =0 dir. Teorem 3.4.2. geregince

P, =0 %9(8) —%(%, f () = %,9(s)) =0

o9 XX
f1-x
oo XX
1-x;

elde edilir. o sabit oldugundan «(s) slant helistir.

(<): a(s) bir slant helis olsun. Bu durumda o sabittir.

XX

2

o= oldugundan

P, =0 dir. Dolayisiyla yiizey agilabilirdir.
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Ornek 3.4.1. o(s) = (g+@jcoss,[g+@jsinS,McosE slant helis
3 3 3 3 3 2

denklemi verilsin. Slant helisin tegetler gostergesi
T(s)= —g(1+ coss)sins, 1 (2coss +c0s 2s), —gﬁsin 3
3 3 3 2
dir. Slant helisin binormaller gdstergesi

S 3s 5s S
—Zcos——cos—+cos— 2sin>sin®s 2\/—
B(s) = 2 g 2 2 YL s
6C0s— 3cos— 3 7

2 2

dir. Egrinin asli normaller gostergesi

2 2(sins+sin2s) 1
N(s) =| =(1-2coss)/1+coss,— =
®) (3( ) 3J1+coss 3]

dir. Ayrica egrinin egriligi ve torsiyonu sirasiyla

x(s) =1+coss
7(s) =/2sin %

dir.

2 s sins
—cos—«/1+coss+ \/_sm—
( 2 2 2\/1+cos

(1+coss)

(1+ COSS +2sin® ij
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J2(1+ coss)cos;+«/§sin ssin;

_ 2«/1+ COSS

3

2
1+(1—25in2 Sj+ 2sin? >
2 2

1

22

elde edilir.

o= ﬂ‘*z esitliginde
1 XX
22 1-x

olacak sekilde X, X,, X, degerlerini elde edelim.

1
T2
N2
X2 = T
1
X3 = Z
secilirse,

o(s,V) = a(s) +VvX(s) regle yiizeyinde
X =xN+x,C+xW

1 J7 001

=—=N+—C+=-W
4 4

A

elde edilir.

p= J. Nds olmak iizere

@ ylizeyi acgilabilirdir.

Ornek 3.4.2.

81 . 25 25 81 25 135 . 8
850 9 34 850 9 136 9

25 . .
a(S) =| —sins———sin—s,——C0SS+——C0S—S,———SiN =S
34
slant helisi verilsin. Bu durumda slant helisin tegetler géstergesi
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T(s)= i(250033—9cos§5j,i(25sin s—9sin§5j,—Ecos§s
34 9 34 9 17 9

dir.  Slant helisin binormaller géstergesi

2500313 16cosgs QCOSES 255|nls 163|ngs 9smlls
9 9 3 9 9 3 E 8
B(s) = 3 : 5 sin=s
683in§s 685in§s 179

dir. Slant helisin asli normal gostergesinin denklemi

dir. Ayrica slant helisin egrilikleri

k()= \/fsin%s
7(s) = ﬁcos%s

dir.
“(4)
K
C=—" "3
(1<2+z'2)E
2sin? 25 —ﬁsms\/_sm \/_cos§£cos—
B 2 2 2
ZsinZZZ\/E
1
22
elde edilir.
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X
oo X%

esitliginde

L XX
2J2 1-X

Olacak sekilde X, X,,X; degerlerini elde edelim.

(o L
2
4
b
° 4
secilirse

o(s,V) = a(s) +VvX(s) regle yiizeyinde

X =xN+x,C+xW

elde edilir.

p= I Nds olmak iizere

@ ylizeyi acilabilirdir.
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4. REGLE YUZEYLERIN KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliim, “Structure and Characterization af Ruled Surface in Euclidean 3-Space”

makalesinin agilmis haline ayrilmistir (Yu vd. 2014).

Onceki boliimde dayanak egrisinin catis1 esas alinarak regle yiizeyler karakterize edildi.
Bu kisimda ise dogrultman egrisi kiiresel egri alinmis ve bu egrinin parametresi
kullanilmistir. Burada dogrultman egrisinin ¢atist ele alinmistir. Bu ¢at1 ayn1 zamanda

Sabban catis1 olarak adlandirilir (Koendering 1990).

4.1 Regle Yiizeylerin Yap1 Fonksiyonlar:

X (u,v)=a(u)+vb(u) E3*de agilamayan bir regle yiizey olsun. b*(u)=1ve u

parametresi b(u) kiiresel egrisinin yay uzunlugudur. a(u), regle yiizeyin striksiyon
cizgisidir. Bu demek oluyor ki a'(u).b’(u) =0dir. Burada a’ =g—a dir. Uygunluk i¢in
u

acilamayan regle yiizeylerin standart denklemi soyle verilmistir.
x(u) =b(u)
X'(u) =a(u)
y(u) = a(u)xx(u)

Bu durumda b(u) birim kiirenin Frenet formiilleri asagidaki gibi verilmistir.

X'(u) =a(u)
ar(u) = —x(u) + kg (u)y(u)
y'(u) =—k; (U)er (u)
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k, (u) fonksiyonu, kiiresel b(u) egrisinin geodezik egriligidir. {a(u),x(u),y(u)}, b(u)

kiire egrisinin Frenet ¢atisidir.
4.2 Acilamayan Regle Yiizeylerin Adim Fonksiyonu

X (u,v)regle yiizeyi iizerinde (U,,0)noktasindan gegen dik yoriinge cizgileri soyle

verilmistir.

A(u)=a(u) —{j (a’(u).b(u)) du} b(u)

Uo

Tamm 4.2.1. X (u,v) =a(u)+vb(u) regle yiizeyinin a(u,)daki o(u,) daki adimi soyle

tanimlanir.

[ A(u, +Au) —a(u, +Au) ] b(u, +Au)
Au -

5(u5) = fim ~a(u)b(u,)

o(u), regle yiizeyin adim fonksiyonudur.

Uyari 4.2.1. 6(u)adim fonksiyonu tanimindan
j S(u)du =-— j a'(u).b(u)du

u, den u, ye ¢izgi boyunca dtelenen regle yiizey iizerindeki noktanin uzakligini belirtir.

Teorem 4.2.1. X(u,v)=a(u)+vb(u) regle yiizeyinin 6(u) adim fonksiyonunun sifira
esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart X (u,Vv) nin striksiyon ¢izgisinin binormal yiizeyi

olmasidir.
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4.3 Acillamayan Regle Yiizeylerin Adiminin A¢i Fonksiyonu

Tamim 4.3.1. Bir parametreli birim vektor alan1 b(u) ve

b'(u)| =1olmak iizere,

O(u) = ~((b'(u) xb(u))’,b'(u))

Ac1 fonksiyonu ya da self spinning fonksiyonu olarak adlandirilir.

Uyari 4.3.1. b(u) vektor alaninin ag1 fonksiyonu tanimindan
0, =[ " 6(u)du

elde edilir.
Tanim 4.3.2. X (u,v) =a(u)+Vvb(u) E*de herhangi bir agilamayan regle yiizey, a(u),

striksiyon ¢izgisi ve b(u) = |b’(u)| =1olsun. b(u) vektor alaninin ag1 fonksiyonuna, regle

yiizeylerin adiminin ag1 fonksiyonu denir.
O(u) =k, (u)
elde edilmistir.

Uyar1 4.3.2. Eger X (u,v) =a(u)+vb(u), E®de kapali regle yiizey ise

$ou)du =Pk, (u)du
adim ag1s1 olarak tanimlanmustir.
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4.4 Acillamayan regle yiizeylerin yap1 fonksiyonlari

Kiiresel egrilik fonksiyonu, adim fonksiyonu ve adimin ag1 fonksiyonu kullanilarak yap1
fonksiyonlar1 tamimlanabilir ve agilamayan regle yiizeylerin bir smiflandirilmasi

verilebilir.

Tamim 4.4.1. X (u,v) =a(u) +vb(u), herhangi bir regle yiizey ve a(u) striksiyon ¢izgisi

olmak tizere,
a'(u) = A(u)x(u) + (u) y(u)

Burada {a(u), x(u) =b(u), y(u)}, b(u) kiiresel egrisinin, kiiresel Frenet catisidir. k (u),
b(Uynun  kiiresel egrilik  fonksiyonu olarak  alinirsa X (u,v)regle yiizeyi
{kg (u), A(u), ,u(u)} doniistimilyle tammlanir. Kk, (u), A(u)ve u(u)fonksiyonlari, 3

boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyin yap1 fonksiyonlaridir.
A(u) yap1 fonksiyonu tanimindan

A(u) =—56(u)
elde edilmistir.

Tamm 4.4.2. X(u,v)=a(u)+vb(u), E®de acilamayan herhangi bir regle yiizey ve
a(u) striksiyon ¢izgisi oyle ki a'(u) = A(u)x(u) + z(u)y(u)esitligi saglanir. Burada
{a(u), x(u) =b(u), y(u) = a(u) x x(u)} , Db(u)egrisinin kiiresel Frenet catisidir. Bu
durumda adim fonksiyonu A(u) = Oise X (u,Vv)regle yiizeyine adimli regle yiizey denir.

Aksi halde adimsiz regle yiizey adini alir.
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Teorem 4.4.1. {kg(u),/l(u),,u(u)}, X(u,v) =a(u)+vb(u)regle yiizeyinin yap1

fonksiyonlar1 olsun. b*(u)=1ve

b'(u)| =lolmak iizere asagidaki sonuglar elde

edilmistir.

1. Eger X(u,v)adimsiz ise, striksiyon ¢izgisinin binormal yiizeyidir ve soyle
yazilabilir.

X(u,v) = Tﬂ(t)y(t)dt +Vvb(u)

2. Adlmhoregle yiizeyler ise soyle yazilabilir/

X(u,v) = j[ﬂ,(t)x(t) + p(t) y(t)]dt +vb(u)

4.5 Acillamayan Regle Yiizeylerin Ozellikleri

Bu boéliimde regle ylizeylerin yapi1 fonksiyonlarinin bagintilar1 ve o6zellikleri iizerinde
durulacaktir. Ayn1 zamanda regle ylizeylerin yapi fonksiyonlarinin geometrik ve

kinematik 6zellikleri verilecektir

Teorem 4.5.1. X (u,v) =a(u)+Vvb(u) agilamayan bir regle yiizey, b*(u) =1, |b'(u)| =1
ve a(u) striksiyon ¢izgisi olmak iizere, striksiyon ¢izgisinin egrilik fonksiyonu x(u) ve

torsiyon fonksiyonu z(u) olsun.

2 (l - kg,u)2 (12 +,uz)+(/1',u —i,u')z
(22 + 1 )3

(- uk, )(/1#"—,1";4 + (kg + 1) (A -k, ))+ (A= Aud") (22" = 2k g1t K
(l — K, )2 (/12 +,uz)+(/1’,u —ﬂu,u')2

T =
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ispat.

(L) = |a’(u)><a';(u)|
[a(u)

()= (a'(u),a"(u), a”’(zu))
a'(u)xa’(u)|

Kullanilarak dogrudan hesaplanabilir. Teorem 4.5.1. in sonuglar1 asagida verilmistir.

k,(u), A(u), w(u)yap: fonksiyonlariyla birlikte X(u,v)=a(u)+Vvb(u) agilamayan bir

regle yiizey olsun. X (u,V)nin birinci temel formlar1 sdyledir.

E=2+u"+V°
F =4
G=1

Birim normal vektor ise,

_ —p(u)a(u) +vy(u)

{lu2+vz

n

Ikinci temel formlar,

L —(A) — kg (u) () () + (' (u) + Ky (UV)V

Vu (u)+V?

..C)
VP (u)+V
N=0
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X (u,v)nin Gauss egriligi ve ortalama egriligi,

K(u’v) =LU)2
(£ (u)+v?)

Ky (V2 + 22/ (U)V + K () 22 (U) + A(u) 2(u)
2\/(;12 (u)+Vv? )3

H(u,v) =

4.6 Ornekler

Ornek 4.6.1. Teorem 4.5.1. de A, u sabit almirsa,

dir. Burada k, b(u) egrisinin geodezik egriligidir.

Eger L sabit ise k, de sabittir.
K

38



Ornek 4.6.2. k, =—C olarak almirsa 7=0 olur ki bu da a(u) striksiyon ¢izgisinin

diizlemsel oldugunu gosterir.

Ornek 4.6.3. k, sabit ise —.sabittir. (k, =—c) Bu durumda a(u) striksiyon cizgisi
K

helis egrisi olur.

Teorem 4.6.1. a(u) =a[b(u)du+acot&[bAb'du olsun. a,6 sabit olmak iizere a(u),

Bertrand egrisidir.( [zumiya and Takeuchi 2002)

Ornek 4.6.4. A, i sabit ve dzel olarak A =a ve u=acotd secilirse Tanim 4.4.1 den

a'(u) = A(u)b(u) + £(u) y(u)

elde edilir. Burada y(u) =b Ab'dir.

a(u)= ﬂ,_[ bdu + ,uJ‘b Ab'du Bertrand egrisi elde edilir.
Sonuc 4.6.1. b € S? icin

a(u) =/1jbdu + [ (bAb')du

dir. Dolayisiyla X(u,v)=a(u)+vb(u) regle yiizeyinin striksiyon ¢izgisi Bertrand

egrisidir.
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Ornek 4.6.5. A_ ¢ olsun. Bu durumda

elde edilir. Burada H , a(u) egirisinin harmonik egriligidir.

Ornek 4.6.6. Teorem 45.1. de¢ H =0 olursa X(u,v)=a(u)+vb(u) regle yiizeyi

minimaldir.

Ky (UIV* + 2/ (U)V + K () 2* () + A(u) () = O

Ozel olarak k,=0 ve x=0 alimrsa X(u,v)=a(u)+vb(u) minimal yiizeyi

elde edilir.

a’'(u) = Ab(u)

a(u) = 2 [ b(u)du

X(u,v) = ZIb(u)du +Vvb(u) regle yiizeyi elde edilir. Bu bir diizlemdir.

Ornek 4.6.7. Teorem4.5.1.de H =0 ise
K (UV? + 2/ (U)V + K (u) 22 (u) + A(u) e(u) = O olur,

Bu durumda 4 =0, u sabit, k, =0alinirsa

a'=bAb’
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a=[bAbdu
elde edilir. Ornegin,
b=(cosu,sinu,0)
b'=(-sinu,cosu,0)
bab' = (0,0,l)
a=[(0,0,)du
=(0,0,u)
elde edilir. Dolayisiyla
X (u,v) =(0,0,u)+Vv(cosu,sinu,0)
=(vcosu,vsinu,u)
regle ylizeyi helikoid olarak bulmus oluruz.
4.7 Striksiyon Cizgisi Manheim Egrisi Olan Regle Yiizeyler

Tamm 4.7.1. «:1 — E® yay parametresi ile verilsin. {T,N,B} o egrisinin Frenet

catis1 olsun.
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o(s,V) = a(s) +VN(s)

normal yiizeyi verilsin. Striksiyon ¢izgisi

K

2

>N
K°+71

a=a+

dir. Eger

K2+7°

Manheim ¢iftidir. Yani & bir manheim egrisi olur.

Tamm 4.7.2 «(S) egrisinin {N , C,W} bir alternatif catisini alalim.

C:lveW=NxC

[N’

y(s) = [N(s)ds
egrisi a nin normal direction egrisidir.

y(s) egrisinin Frenet catisi {N,C,W} dir. y(s)in egrilikleri f ve g olsun.

N0 f OfN
C'||[-f 0 g|C
W'l 0o -g 0|W

yazilabilir. Burada f =\x*+7* ve g=of dir.

Eger y(s)in manheim egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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f :c(f2+g2)
1=cf (1+0'2)

olmasidir.

Eger f sabit ise o da sabit olur. Bu ise, f ve o nin sabit olmasi, a egrisinin sabit

presesyonlu egri olmasini gerektirir. ( yani « slant helistir.)
Asagidaki teoremi yazabilirz:

Teorem 4.7.1. o sabit presesyonlu egri olsun. Bu durumda y manheim egrisidir.

Boylece y nin normal ylizeyi

@(s,V) = 7 +VC(s)
olur ve ¢ nin striksiyon ¢izgisi de y nin manheim giftidir.
Ispat: ¢ nin striksiyon ¢izgisi

Lt
f2+g°

7=7 C

a sabit presesyonlu oldugundan

% = A sabittir.
f+g

y=y+AcC
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olup bu y nin manheim g¢iftidir.
Ornek 4.7.1.

K =CO0SS

. olan ¢ egrisinin
7=SInS

f=Jr?+7% =1

3 [;j K’ _(1+tanzs)coszs_1
G_(K‘2+1'2)%_ 1 -
g=of=1

elde edilir. Bu durumda y = I N(s)ds olmak iizere y manheim egrisidir.

¢(S,V) =y +VC(S) regle yiizeyin striksiyon ¢izgisi 7 =y +C olup y nin manheim
ciftidir.

Teorem 4.7.2. «:1 — E® egri olsun. Bu egri iizerinde {X ,Y,Z} ortonormal ¢atisinda,

!

Y =
X'

ve Z=XxY

y(s) = I X (s)ds olsun ve ¢(s,Vv) =y(S)+VY(S) regle yiizeyi verilsin. ¥ manheim egrisi

olmak {izere ¢ nin striksiyon ¢izgisi » nin manheim ¢iftidir.
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Ky

Ispat: ¥ =y +
P =

Y (8)

y manheim egrisi olup ﬁ =cdir.y da y nin manheim gifti olur.
1 2

Ozel haller:
1. X =T alinursa y(s)=a(s) olur. k, =x ve k, =7
Buradan Teorem 4.7.2. ede edilir.

2. X =N alinirsa {N,C,W} catis1 i¢in

y = I Nds
olur.

@(8,V) = 7(8) +VC(s)

f
f2+g°

y=r+ C(s)

olur. Eger » manheimise, 7, y nin manheim ciftidir.

3. «a sabit presesyonlu egri ise ,

y= j Nds bir manheim egrisidir.
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7 da y nin manheim ¢iftidir.
4. a1 - E°
s — a(S)
y:IB(s)ds ve ¢(s,Vv) =y +VN(s)
elde edilir.

7=y+—

N(s
K2+ ()

dir. y manheimise, 7, y nin manheim ¢ifti olur.
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