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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KOMBINATORYAL TASARIMLAR VE KESIRLI TEKRARLAMA KODLARI
Ceren KARTAL

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Oktay OLMEZ

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Bu tezde, dagitilmis depolama sistemleri icin paketler arasinda kodlama yapmayan ve
tam (tablo tabanli) onarim islemi sunan tekrarlama kodlar1 ele alinmistir. Bu kodlar,
sistemdeki bir depolama diiglimiinde veri kaybi1 yasanmasi halinde, erisim saglanan
diger diigiimlerden sadece gerekli paketleri indirerek erisim saglanamayan verinin
yeniden olusturulmasini saglamaktadir. Incelenen sistem mimarisinin dis kismi bir
maksimum uzaklikla ayrilabilen (MDS) kod ve bu kodu takip eden bir i¢ kesirli
tekrarlama (FR) kodundan olugmaktadir. Tezdeki caligmalarda, kesirli tekrarlama
kodlariin kombinatoryal tasarimlar ile olan iligkileri ortaya konularak incelenmistir.
Kesirli tekrarlama kodlarmin, projektif diizlemler, Steiner sistemleri ve c¢oziilebilir
kombinatoryal tasarimlarindan yararlanilarak elde edilen 6rneklerine yer verilmistir.

Ocak 2017, .48 sayfa
Anahtar Kelimeler: Dagitilmis depolama sistemleri, kesirli tekrarlama kodlart,
kombinatoryal tasarimlar
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This thesis consists of five chapters.

In this thesis, we consider the design of regenerating codes for distributed storage sys-
tems with an exact (table-based) repair process that is also uncoded. These codes
designed to regenerate a failed node by simply downloading specified packets from the
surviving nodes. The system design of our regenerating codes consist of an outer
maximum distance separable (MDS) code followed by an inner fractional repetition
(FR) code. Fractional repetition codes, specify the placement of symbols on storage
nodes. In our work, we examine FR codes, by establishing their connection with
combinatorial designs. We present constructions of FR codes based on projective
planes, Steiner systems and resolvable combinatorial designs. We also examined the
system properties of our constructions.
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1. GIRIS

Biiytik olgekli veri depolama sistemleri giderek daha popiiler hale gelmektedir. Man-
yetik diskler gibi diisiik maliyetli depolama ortamlari: bu sistemlerin Facebook, You-
tube ve benzeri sosyal paylagim sitelerinde kullanimlarini artirmistir. Bulut depo-
lama sistemleri de son derece popiiler bir bagka uygulamadir. Bu sistemlerde birey-
sel kullanicilar ve kuruluslar depolama ihtiyaclarini Microsoft ve Amazon gibi sir-
ketlerden karsilayabilmektedirler. Bu bulut depolama saglayicilari, biiyiik depolama
merkezlerinde siirekli eklenen ve giincellenen veri akigini saglayarak hizmet vermek-
tedir. Ornegin her giin Youtube paylagim sitesine yaklagik 72 saatlik uzunlugunda
video ve Facebook sitesine yaklagik 500 terabaytlik yeni verinin eklendigi tahmin
edilmektedir. Facebook birkag yiiz beta baytlik veriyi kendi depolama diigiimlerinde
yonetmektedir. Bu astronomik miktardaki veri devasa depolama sistemin i¢inde
diinyanin herhangi bir yerinde olan kullanicilar tarafindan sorunsuz bir sekilde kul-

lanilmak tizere saklanilir.

Dagitilmis depolama sistemleri biiyiik Olcekteki verinin dagitilmig bir sekilde de-
polanmasi i¢in kullanilir. Bu sistemler i¢in tasarlanan rejenerasyon kodlarin ince-
lenmesi ilk olarak Dimakis tarafindan ele alinmigtir (Dimakis vd. 2010). Bu galis-
malarinda Rastgele Ag kodlamasiyla fonksiyonel tamir yapabilen sistemler iizerinde
sonuglar elde etmiglerdir. Ayrica Dimakis (Dimakis vd. 2010) ¢alismasinda depo-
lama kapasitesi, onarim ve bant genisligi arasindaki iligkiyi enformasyon teorik bir
egri ile agiklamigtir. Bu egri lizerindeki iki 6nemli nokta goze carpmaktadir. Nokta-
lardan birincisi minimum bant genigligi rejenerasyonu (MBR) ve ikincisi minimum
depolama rejenerasyonu (MSR) olarak adlandirilmigtir. MBR noktasinda sistemde
toplam bant genigligi minimize edilirken, MSR noktasinda amag depolanan paket
sayisini belirten parametresini minimize etmektir. Fonksiyonel tamir yapabilen sis-
temler diginda tam onarim yapabilen sistemler iizerindeki modellemeler ve ¢oziim-
lemeler (Rashmi vd. 2009, El Rouayheb ve Ramchandran 2010, Rashmi vd. 2011,
Suh ve Ramchandran 2011, Tamo vd. 2011, Papailiopoulos vd. 2012, Shah vd.



2012, Tian vd. 2013, Olmez ve Ramamoorthy 2016) referanslarmda bulunabilir. Bu
sistemlerdeki amag bir depolama diigiimiinde kayip yagsanmasi halinde, kayip verinin
tam bir kopyasinin yeniden olugturulmasini saglamaktadir. (Rashmi vd. 2011, Suh
ve Ramchandran 2011, Tamo vd. 2011, Shah vd. 2012, Papailiopoulos vd. 2012)
caligmalardaki rejenerasyon kodlar, MSR ve (Rashmi vd. 2009, El Rouayheb ve
Ramchandran 2010, Rashmi vd. 2011, Shah vd. 2012, Olmez ve Ramamoorthy
2016) caligmalarindaki kodlar MBR noktasinda ¢aligmaktadir.

Paketler arasinda kodlama yapmayan ve tam (tablo tabanli) onarim iglemi sunan
rejenerasyon kodlar (El Rouayheb ve Ramchandran 2010, Shah vd. 2012, Shum
ve Hu 2012, Hu vd. 2013) ¢aligmalarinda ele alinmigtir. Bu kodlar, sistemdeki bir
depolama diigiimiinde hasar olmasi1 durumunda hasar gérmiis verinin yeniden olugtu-
rulmasini erigim saglanan diger diigiimlerden sadece gerekli paketleri indirerek sagla-
maktadir. (El Rouayheb ve Ramchandran 2010) ¢aliymasinda sistem mimarisinin
dig kismu bir maksimum uzaklikla ayrilabilen (MDS) kod ve bu kodu takip eden bir
i¢ kesirli tekrarlama (FR) kodundan olugan rejenerasyon kodlar kullanilarak tasar-
lanmigtir. Tasarlanan bu kodlar kombinatoryal tasarim teorisinden faydalanilarak
elde edilmigtir. (Ko ve Gill 2011) referansta bu ¢aliymay1 takip ederek ¢izgeler-
den yararlanarak kodlar insa edilmistir. Ancak bu ¢alisma dosya boyutu hesapla-
masindan bagimsizdir. Tasarimlar ayrica (Silberstein vd. 2015) ¢aligmalarinda da

rejenerasyon kod inga etmek i¢in kullanilan temel bir yapidir.

Dagitilmis depolama sistemlerinde gozoniinde bulundurulmas: gereken 6nemli sistem
ozelliklerinden bir tanesi onarim sirasinda ulagilmasi gereken hayatta kalan depolama
diigiimlerinin sayisidir. Bu 6zelligin detayli bir bicimde ele alindig1 rejenarasyon kod-
lar lokal rejenerasyon kodlar olarak literatiirde yer almigtir (Oggier ve Datta 2011,
Gopalan vd. 2012, Papailiopoulos ve Dimakis 2012, Kamath vd. 2013, Olmez ve
Ramamoorthy 2013, Kamath vd. 2014). Lokal kesirli tekrarlama kodlar ilk olarak
(Papailiopoulos ve Dimakis 2012, Kamath vd. 2014) galigmalarinda ele alinmig ve

bu kodlarin minimum uzakliklar1 detayli olarak incelenmigtir.



Bu tezde kombinatoryal tasarimlardan elde edilen kesirli tekrarlama kodlar1 ve dagitil-
mis depolama sistemlerine yer verilmistir. Ornek olarak Steiner sistemler, projektif
geometriler, ¢oziilebilir tasarimlar, afin ¢oziilebilir tasarimlarin iizerinde inceleme-

lerde bulunulmustur.



2. KOMBINATORYAL TASARIM TEORISI

Kombinatoryal tasarim teorisi; sonlu kiime sistemlerinin 6zelliklerini aragtiran ayrik
matematigin bir alt dahdir. Bu alandaki temel problemlerin ¢ogu tasarimlarin var-
ligiyla ilgili sorulardir. Belirli 6zelliklere sahip tasarimlarin varhigini arastirmak ilgi
¢ekici ve zor bir problemdir. Tasarim teorisi 20.yy’'in baglarindan itibaren matem-
atiksel bir disiplin olarak goriilmeye baglanmigtir. Tarihsel gelisiminde ise tasarim
teorisi; turnuva programlama, piyangolar, matematiksel biyoloji, iletigim aglari, al-
goritma tasarlama ve analiz etme, kriptoloji alanlarindaki problemlere ¢oziimler
iiretmigtir. Tasarim teorisi ile ilgili problemlerin ¢éziimiinde lineer cebir, gruplar,
halkalar, cisimler, sonlu geometri ve sayilar teorisi ile ilgili matematiksel sonuclar

siklikla kullamilmaktadir.

2.1 Kombinatoryal Tasarimlar

Tanim 2.1.1 X sonlu bir kiime ve A, X’in bogtan farkl alt kiimelerinin bir kolek-

siyonu olsun. (X, .A) ikilisine bir kombinatoryal tasarim adi verilir.

Dolayisiyla X kiimesinin bir elemanina "nokta", A kiimesinin bir elemanina "blok"

(dogru) adi verilir.

Tanmim 2.1.2 Bir (X, .A) tasarimi i¢in agagidaki 6zellikler saglaniyorsa; (X, A) tasari-

mina (v, k, \)-tasarimi adi verilir:

1. | X]| =,
2. her blok k tane nokta igerir,

3. herhangi bir nokta ikilisini igeren tami tamina A blok vardir.
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Ornek 2.1.1 (7,3, 1)-tasariminin noktalar1 ve bloklari:
X ={1,2,3,4,5,6,7} ve
A = {123,145, 167, 246, 257, 347, 356} seklindedir.

Bu tasarim Fano diizlemi olarak da adlandirilir. Fano diizlemi gekil 2.1’de resmedilmigtir.

Sekil 2.1 Fano diizlemi

Asagidaki teoremde bir kombinatoryal tasarimin parametreleri arasindaki iligkiler

belirtilecektir.

Teorem 2.1.1 b tane bloga sahip bir (v, k, \)-tasariminin parametreleri agagidaki

egitlikleri saglar.

AMo—1)=rk-1) (2.1)
bk = vr (2.2)

ispat 2.1.1 z bir nokta ve r,, x noktasim igeren bloklarin sayisi olsun. Segilen

herhangi bir  noktasi igin,
{(y,A) v #yecAc Avex € A}

kiimesinin eleman sayisi iki farkli bigimde sayalim. Birinci bilesen z’ten farkli her-

hangi bir nokta olabilecegi i¢in birinci bilegeni se¢mek i¢in v — 1 tane secenek vardir.
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Birinci bilegen y olarak segildikten sonra ikinci bilegen, x ve y noktalarinin her ikisini

birden igeren bir blok olarak se¢ilmelidir; yani x ve y’yi iceren A secenek vardir.

Boylece;

{(y,A):x#yecAcAver e A} |=(v—1) A
olur.
Ikinci bilesen 2’i iceren herhangi bir blok olabileceginden, ikinci bilesen icin 7,
secenek vardir. A bu bloklardan biri olsun. Ikinci bilesen secildiginde, birinci bilesen

A’nin z’ten farklh herhangi bir noktasi olabilir. Dolayisiyla birinci bilegen i¢in £ — 1

secenek vardir. Boylece;
{(y,A):z#ycAc Avex e A} | =r, (k—1)
olur.
Buradan,
(v=—1)A=r, (k—1)

esitligi ortaya ¢ikar r, = r olur.

Simdi de bk = vr esitligini ispat edelim. Bu esitligi ispatlamak igin,
{(x,A):z€ Ae A}

kiimesinin eleman sayis1 iki farkli bigimde sayilacaktir.

Birinci bilegen i¢in v segenek vardir. v segenek arasindan bir x secildiginde, ikinci
bilesen, z’i iceren herhangi bir blok olabilir. Dolayisiyla ikinci bilesen icin r secenek
vardir. Boylece;

[ {(z,A):x e Aec A} | =wr

olur.



Ikinci bilesen icin b secenek vardir, b tane secenek arasmdan A secildiginde, birinci

bilegen A’daki herhangi bir nokta olabilir ve bunlardan k& tane vardir. Boylece;
| {(z,A):x € Ae A}| = bk

olur. Buradan

vr = bk

esitligi ortaya cikar.

Ornek 2.1.2 X = {1,2,3,4,5,6}
A = {123,124, 135, 146, 156, 236, 245, 256, 345, 346}
ile verilen (X, .A) ikilisi bir (6, 3, 2)-tasarimidir.

Bu tasarimin parametreleri v =6, b = 10,7 =5,k = 3, A = 2 dir.

2.2  Olusum Matrisi

Tanim 2.2.1 X = {zq,...,2,} ve A = {A;,..., Ay} olmak iizere, agagidaki kuralla

tanimlanan v x b tipindeki M = (m; ;) matrisine

1, =x; € Aj
mij =

0, ZT; §é Aj

(X,.A) ikilisinin olusum matrisi denir.

(v,b,7, k, \) tasarimimin M olusum matrisi agagidaki ozellikleri saglar:

1. Herie1,...,vicin S; = {j : m;; = 1} kiimesinin eleman sayis1 k’dur.
2. Her je1,...,bi¢in K; = {i: m;; = 1} kiimesinin eleman sayis1 r’dir.

3. Her i #4 igin |S; N Sy = Ndur.



Ornek 2.2.1 X = {1,2,3,4,5,6} ve A = {123,124, 135, 146, 156, 236, 245, 256, 345, 346}

seklindeki (6, 3, 2)-tasarimin bir olusum matrisi 6 x 10 tipindeki agagidaki matristir:

1111100000

1100011100

1010010011
M =

01 010O01O0T171

0010101110

0001110101

Teorem 2.2.1 M matrisi girdileri 0 ve 1 girdilerinden olusan v x b tipinde bir
matris, I, v X v tipinde birim matris ve J, v X v tipinde tiim girdileri 1 olan bir
matris olsun. u,; n uzunlugunda 1 girdilerinden olusan bir vektorii ifade etsin.

Olugum matrisi M olan bir (v, b, r, k, A)- tasarimi agagidaki denklemleri saglar:
MM"Y =X J,+(r—\) I,

u,M = ku,.

Bir (v, b, 7, k, A)- tasariminin varhg i¢in 6nemli bir gerekli sart agsagidaki teoremde

ifade edilmigtir.

Teorem 2.2.2 (Fisher Esitsizligi) Bir (v,b,r, k, A\)-tasariminin parametreleri
b>w

esitsizligini saglar.

2.3 Simetrik Tasarimlar

Projektif diizlemde nokta sayisi ve dogru sayisina esittir ve noktalar dogrular, dogru-

lar noktalar olarak goriilebilirler. Dolayisiyla herhangi iki dogrunun kesigiminde
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tek nokta oldugu gibi herhangi iki noktadan gecen tek dogru vardir. Bu kolayhg:
saglayan ozel tasarimlar vardir. Bu tasarimlar simetrik tasarimlar olarak bilinirler.
Fakat her tasarim icin bu ézellik saglanmaz. Ornegin afin diizlem projektif diizlem-
den bir dogru gikarilarak elde edilen bir diizlemdir dolayisiyla nokta sayisi dogru

sayisina esit degildir. Ornek olarak agagidaki afin diizlem 6rnegi incelenebilir.

Ornek 2.3.1 X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
A = {123,456, 789, 147, 258, 369, 159, 267, 348, 168, 249, 357}
ile verilen (X,.A) ikilisi bir (9,3, 1)-tasarimidir. Gosterim olarak sekil 2.2’de ver-

ilmigtir.

Tasarimin 12 blogundan sekizi dogru ve dordii iiggen seklinde resmedilmistir. Ayrica

bloklarin dért sinifa ayrildigini ve her bir sinifin, tasarimin tiim noktalarini igerdigini

gozlemleyebiliriz.
® ® 9 & & &
® ® 9 & & 8
® @ @ & & &

Sekil 2.2 (9,3,1) Afin diizlem tasarimi

Tanim 2.3.1 (Simetrik tasarim) Bir (v, 0,7, k, \)-tasarimi b = v (r = k) 6zel-

ligini sagliyorsa bu tasarimlara simetrik tasarim denir.
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Uyar: 2.1 Simetrik tasarimlarda, tasarimlarin olugsum matrisleri simetrik olmak

zorunda degildir.

Tasarima simetrik denmesinin sebebi; noktalar ve bloklar arasindaki iligkinin simetrik

ozellikler tagimasidir. Noktalar ve bloklar i¢in agagidaki sartlar saglanir:

1. her blok k noktaya sahiptir,
2. her nokta k blokta yer alir,
3. herhangi iki farkli nokta A blokta bulunur,

4. herhangi iki farkli blok A noktada kesisir.

Eger simetrik bir (v, b, r, k, A)- tasariminda noktalar blok, bloklar da nokta yapihirsa

yine simetrik bir (v, b, r, k, A) tasarim elde edilir.

2.3.1 Ikilidiizlem tasarimlar

Simetrik (v, k, 2)-tasarimina ikilidiizlem tasarimlar denir. Ikilidiizlemler icin agagi-

daki aksiyomlar saglanir:

1. Herhangi iki farkli nokta tam olarak iki dogru iizerinde bulunur ve

2. Herhangi iki farkli dogru tam olarak iki noktada kesisir.

Simetrik (v, k, 2)- tasariminda k = 3,4, 5,6,9, 11, 13 oldugu durumlarda ikilidiizlem-

lerin varlig1 bilinmektedir.

Ornek 2.3.2 (11,5, 2) ikilidiizlem tasarim simetrik bir tasarimdir. Noktalar Z;;’in

elemanlaridir ve bloklar asagidaki tabloda verilmistir.
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By =1{1,3,4,5,9%  By={2,4,5,6,X}  Bs;={3,56,7,0}
By, ={4,6,7.8,1}  Bs;={5,7,8,9,2} B = {6,8,9, X,3}
B; ={7,9,X,0,4}  By={8,X,0,1,5% By =1{9,0,1,2,6}
By ={X,1,2,3,7% B, ={0,2,3,4,8}

Sekil 2.3 (11,5,2) Ikilidiizlem tasarmmmnin bir gosterimidir. Diizgiinbesgenin koseleri
iizerindeki 1,3,4,5,9 noktalar1 By dogrusunu olusturur. By dogrusu kesikli
gizgiyle Bs dogrusu koyu renkle gosterilmigtir. Bu iki dogrunun O nok-
tast etrafinda saat yoniinde 72° dondiiriilmesiyle sirasiyla Bg,Bs,B7,Bs ve

Bs,B4,Bx,Bg dogrular elde edilir.

Bu tasarimin olugsum matrisi agagida verilmigtir.

0 0

@)
_ O
o O O
—_
[S—
[S—

I
_ o O ©O B = = © = ©
e =
_ O = O O =
= = = O = O O
= = O = O O =
O B O O R O O O =
_ o O = O O O

—_

o

- o O O =

oS O O =

o O = = = OO = O O = O
- 0O = ©O O kR O O O = =
_ o O = O o O =

S O =B O O O =

S
—_
—_
=)
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2.3.2 n. dereceden projektif diizlemler

Tamim 2.3.2 (Projektif Diizlem) n > 2 olsun. Simetrik (> +n+1, n+1, 1)-

tasarimina derecesi n olan bir projektif diizlem adi verilir.

En kiiciik projektif diizlem, derecesi iki olan gekil 2.1 ’de resmedilen Fano diizlemidir.
Projektif diizlemler bugiine kadar simiflandirilamamigtir ve hala siniflandirma ya-
pacak kadar gii¢lii yontemlerin bilinmedigi diistiniilmektedir. Simdiye kadar derecesi

asal bir sayiin kuvveti olmayan projektif diizlem bulunamamigtir.

Bruck-Ryser-Chowla Teoremi n. dereceden projektif diizlemlerin hangi durumda var

olmadigini ifade eden tek genel teoremdir.

Teorem 2.3.1 (Bruck-Ryser-Chowla) (X, .A) tasarimi bir simetrik (v, k, A)-tasari-

mi1 olsun.

i. Eger v ¢iftse, £ — A bir tam karedir.

ii. Eger v tekse,

2= (k= Na? + (1) A2

denkleminin tamsayilarda (0,0,0)’dan farkli bir ¢éziimi varduir.

Bruck-Ryser-Chowla Teoremi n. dereceden bir projektif diizlem ig¢in diigtiniiliirse;
-1 1
v =n(n+1)+ 1 tektir ve ! 5 = n(n; ) olur. Simetrik tasarimlarda v tek

durumu i¢in agagidaki Diophantine denklemleri ele alinmalidir.

i. 22 =nz?+1y? eger n = 0,3 (mod 4) ise

ii. 22 =na? —y? eger n = 1,2 (mod 4) ise

12



Teorem 2.3.2 n. dereceden bir projektif diizlem varsa ve n = 1,2 (mod 4) ise n iki

tam karenin toplami olarak yazilabilir.

Teorem 2.3.1%e gore derecesi 6 olan bir projektif diizlem yoktur. 10 = 1% + 32 ol-
masina ragmen derecesi 10 olan bir projektif diizlemin olmadig: bilgisayar yardimiyla

1989’da ispatlanmigtir (Lam 1989). Dolayisiyla teoremin tersi dogru degildir.

r pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olmak tizere; bilinen tiim projektif diizlemler,
derecesi n = p” geklinde bir asalin kuvvetidir. Cizelge 2.1’de n. dereceden projektif

diizlemler i¢in kisa bir liste verilmigtir.

Cizelge 2.1 n. dereceden projektif diizlemlerin durumlari

n durum n durum

2 3! 11 3

3 3! 12 ?

4 3! 13 | 3 (13 =22+ 3?)
5 3! 14 3 (BRO)

6 3 (BRO) 15 ?

7 3! 16 37

8 33 17 3

9 3 > 4 (agik) 18| 7 (18 = 3%+ 3?)
10 | (710 =12+32) | 19 3

2.3.3 Derecesi bir asal saymin kuvveti olan projektif diizlemlerin insasi

q bir asal saymn kuvveti ve |[Fy| = ¢ ve V = F? olsun. (X, .A) tasarimmin noktalar:
ve bloklar

X ={C: C CV,boyut(C) =1} ve

A={B: B CV,boyut(B) = 2} olsun.

(21,29, x3) € V vektorii zyxox3 ile gosterilecektir.
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e (X, .A) ikilisinin derecesi ¢ olan bir projektif diizlem oldugunu gosterelim.

000 € C ve |C] = ¢’dir. Boylece bir-boyutlu altuzaylarin sayisi;

3
—1
X|=L = —yqg+1
qg—1

olarak hesaplanir.

B € A iki-boyutlu altuzaylarm alahm. |B| = ¢*'dir. Bloklarin igerdigi nokta
sayisini hesaplamak icin, iki-boyutlu alt uzayin kapsadigi bir-boyutlu altuzaylar

sayilacaktir. Dolayisiyla;

¢ —1

qg—1

bloklarin icerdigi nokta sayisi olacaktir.

Son olarak, C; # Cs olmak tizere; C, Cs € X alinsin. C} ve Cs bir-boyutlu altuzay-
lar1 tek bir B iki-boyutlu altuzayinda bulunur. C; ve C5 noktalarini barindiran tek

bir B blogu vardir. Buradan A = 1 olacaktir.

Sonug olarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.3 ¢ > 2 olsun. ¢, asalin her kuvveti i¢in ¢. dereceden bir (v, k, ) =

(> +q+1,q+1, 1) projektif diizlem vardir.

Ornek 2.3.3 F, sonlu cismi iizerinde derecesi 2 olan bir projektif diizlemi inga

edelim.

[F3’iin bir-boyutlu ve iki-boyutlu altuzaylan ¢izelge 2.2’de verilmistir. Bir boyutlu
altuzaylar noktalar1 ve iki boyutlu altuzaylar dogrular: ifade etmek {izere elde edilen
projektif diizlem tasarimi Fano diizlemine karsilik gelir. Bu tasarim gekil 2.4te

resmedilmigtir. Olugan projektif diizlemin bloklari ise ¢izelge 2.3’te verilmigtir.
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Cizelge 2.2 X, bir-boyutlu altuzaylar ve A, iki-boyutlu altuzaylar

X A
¢, = {000,001} By = {000,001,010,011}
Cy = {000,010} B, = {000, 001,110,111}
Cs = {000, 100} B; = {000, 001,100, 101}
Cy = {000,011} By = {000,101,110,011}
Cs = {000,101} Bs = {000,010, 100, 110}
Cs = {000,110} Be = {000,010, 101,111}
C» = {000,111} B; = {000, 100,011,111}
010

100

Sekil 2.4 Noktalar1 bir- boyutlu altuzaylar olarak ifade edilen Fano diizlemi

(izelge 2.3 Derecesi 2 olan projektif diizlemin bloklar:

ABl - {017 027 04}

AB2 - {017 067 07}

AB3 - {Clv 037 C5}

AB4 == {047 057 Cﬁ}

AB5 == {027 C57 Cﬁ}

A35 = {027 057 C7}

AB7 = {037 047 C7}

15



2.4 Steiner Uclii Sistemleri

Tasarim teorisinin ge¢misinde sorulan sorularin teorinin gelismesinde énemli bir yeri
vardir. Bunlardan 1850’de Kirkman’in sordugu Kirkman ogrenci problemi olarak
bilinen problem de ayrica énemlidir. Kirkman 6grenci problemi blok tasarimlar: adi

verilen bir konunun gelismesine katki saglamigtir.

Kirkman Ogrenci Problemi séyledir: Bir 6gretmen 15 6grencisini haftanin yedi giinii
yiiriiyiise cikarsin. Ogrenciler 3’erli beg sira halinde yiiriisiinler. Bu yiiriiyiis pro-
gramini herhangi iki 6grenci yalnizca bir giin ayni sirada yiiriiyecek sekilde ayarla-

mak miimkiin miidiir?
Agagidaki yiirliylis programi bu sorunun yanitinin miimkiin oldugu ¢oziimlerden

biridir. 15 6grenci 1’den 15’e kadar sayilarla ifade edilerek ¢izelge 2.4 olugturulmus-

tur.

Cizelge 2.4 Kirkman 6grenci yiiriiyiis programi

Pazartesi Sali Carsamba | Persembe | Cuma | Cumartesi | Pazar
123 145 167 189 11011 11213 11415
4812 2810 2911 21215 | 21314 246 257
51014 [31315| 31214 356 347 3910 3811
61113 69 14 41015 41114 5912 51115 4913
7915 | 71112 5813 71013 | 6815 7814 6 10 12

Tanim 2.4.1 (Steiner Uglii Sistemi) (v, k, \)-tasarimlarda parametrelerin k = 3
ve A = 1 oldugu durumlarda bu tasarim (v, 3,1) Steiner tigli sistemi olarak ad-

landarilir.

Acik bir sekilde bloklar itiglilerdir ve herhangi birbirinden farkli nokta ¢ifti tam
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olarak bir blok tarafindan igerilir.

Ornek 2.4.1 v =7,
A = {{17 27 4} ’ {27 37 5} ) {37 47 6} ) {47 57 7} ? {57 67 1} ) {67 7’ 2} ) {77 37 1}}

Bu tasarim (7,3, 1) Steiner tiglii sistemi 6rnegidir.

Tanim 2.4.2 (Cizge) V kose olarak adlandirilan nokta veya diigiim kiimesi ve £
kenar olarak adlandirilan V' nin iki elemanl alt kiimelerinden olusan kiime koleksiy-

onu olmak iizere I' = (V| ) ikilisine ¢izge denir.

Tanim 2.4.3 (Tamgizge) Birbirinden farkh herhangi iki kosesi baglantili olan

cizgelere tamgizge denir. n kogesi olan bir tamgizge K, ile gosterilir.

Ornek 2.4.2 V = {1,2,3,4} ve E = {{1,2},{1,3},{1,4} ,{2,3} ,{2,4} ,{3,4})
ile verilen I' = (V| E) ¢izgesi bir tamgizgedir.

Ornek 2.4.3 Steiner iiclii sistemlerini tamcizgelerle yorumlamak da miimkiindiir.
(7,3,1) Steiner {iglii sistemi K; tamgizgesinin tiggenlere pargalanmasina denktir
(Sekil 2.5). Her kenar yalnizca bir iiggende bulundugundan her sayi ¢ifti yalnizca

bir iicliide olacaktir.
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Sekil 2.5 K7 nin Uclii Parcalanisi

Ornek 2.4.4 Cizelge 2.4’ten yararlanarak her giiniin her siras1 bir ticlii olarak goriildii-
giinde Kirkman 6grenci problemininin her ¢oziimii (15,3,1) Steiner iiglii sistemi

ornegidir.

Agagidaki teorem hangi v’ler igin Steiner iiglii sistemlerinin var oldugunu ifade et-

mektedir.

Teorem 2.4.1 (Kirkman 1847)
(v, k, A) Steiner ficlii sisteminin varhigl igin gerek ve yeter sart v = 1 ya da 3 (mod 6)
"dir. Ayrica bu durumda blok sayisi

v (v—1)
6

b:

dir.

2.5 (Coziilebilir Tasarimlar

Tanmim 2.5.1 (Coziilebilir Tasarim) (X, A) ikilisi bir (v, b, r, k, A)-tasarimi olsun.
P C A kiimesinin birbirinden farkl her A; € P ve A; € P elemani i¢in; A;NA; =0
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ve Ugj.a,epyAj = X esitlikleri saglaniyorsa P kiimesine bir paralel simif adi verilir.
A kiimesi b/k tane paralel sinifa ayrigtirilabiliyorsa (X, A) tasarimi ¢oziilebilirdir.

Bu ozelligi saglayan (v, k, \)-tasarimlara ¢oziilebilir tasarim denir.

Ornek 2.5.1 Ornek 2.3.1’de noktalar1 ve bloklar1 verilen (9,3,1)-tasarimm blok-
larinin dort paralel siifa ayrildigi ve her bir sinifin, tasarimin tiim noktalarini

igerdigi gozlemlenebilir. Bu paralel siniflar agagidaki verilmigtir.

P ={{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}
P, ={{1,4,7},{2,5,8},{3,6,9}}
Py ={{1,5,9},{2,6,7},{3,4,8}}

P, ={{1,6,8},{2,4,9},{3,5,7}}

Ornek 2.5.2 Kirkman 6grenci problemi en iinlii ¢oziilebilir tasarim 6rnegidir. Cizelge
2.4’ten gozlemlendiginde bu problemin ¢éziimiinde her giiniin bir paralel sinifa karsilik

geldigi goriiliir.
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3. KODLAMA TEORISI

Bilginin iletilmesi veya depolanmasinda kullanilan sistemler pratikte tek bagina

giivenli degildir. Bu sistemlerde bilgi; giiriiltii veya parazit denilen ve bilginin ori-

jinal halini degistiren bir takim karistiricilara maruz kalabilir. Kodlama teorisinin

amac1 bu hatalar1 tespit etmek ve diizeltmektir. Giiniimiizde kompakt disk kayit-

larinda hatay1 en aza indirmek, telefon hatlar iizerinden veya uydudan diizgiin bilgi

akigim saglamak gibi ¢esitli uygulamalar: vardir.

3.1 Temel Tanmimlar

Tamm 3.1.1 F,, eleman sayisi ¢ olan bir sonlu cisim olsun. V' = Fy, [, tlizerinde

n boyutlu vektér uzay: olsun. Her v, w € Fy i¢in vektor toplami ve skalerle vektor

garpimi

+:F x F? — F?

v+ w > (v +wy, ...,V + wy)

i Fy x F? — F7

A — (Avg, .., Aoy)

seklinde tanimlansin.

IFZ vektor uzaymin elamanlart v = {vy, vy, ...

i¢in toplama ve ¢arpma iglemleri sirasiyla

v+w = (v +wy, ..., v +wy), Av= (A, ..

2004).

20
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Ornek 3.1.1 C = {000, 101,010, 111}, I, iizerinde bir vektor uzayidir.

Tanim 3.1.2 V vektor uzayinin bogtan farkh bir C alt kiimesi ayn1 vektor toplami
ve skalerle ¢arpim altinda bir vektor uzayi ise C ye V' nin bir alt vektor uzayi denir

(Ling ve Xing 2004).

Lemma 3.1.1 [, iizerinde bir V' vektor uzaymin bostan farkl bir C alt kiimesinin
bir altuzay olmasi icin gerek ve yeter sart Vo,y € C ve V A\, p € F, icin Az + py € C
olmasidir (Ling ve Xing 2004).

3.2 Lineer Kodlar

Tamim 3.2.1 V = F} vektoér uzaymin bogtan farkh bir C altuzayma [, iizerinde n

uzunlugunda bir lineer kod denir. C’'nin elemanlarina kod kelimesi denir.

Tamim 3.2.2 F, iizerinde uzunlugu n, boyutu & olan bir C lineer kodu, F}' uzayimnmn

bir alt uzayidir. [n, k], seklinde gosterilir.

q = 2 iken [y iizerinde bir koda ikili kod; ¢ = 3 iken [F3 iizerinde bir koda ticli kod

denir.

3.3 Urete¢ Matrisi ve Kontrol Matrisi

Tanim 3.3.1 Bir C lineer kodu, Fy/ uzaymin bir alt uzay: oldugundan bir baz vardir.
C nin bir {cy, ca, . . ., ¢ } bazandaki vektorleri satir kabul eden G matrisine, C kodunun

iirete¢ matrisi denir.
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&1

c
C kodunun iirete¢ matrisi; G = '2 ile gosterilir. Dolayisiyla C deki her

C
k kxn

kod kelimesi G'nin satirlarmin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir (Vermani

1996).

Tamim 3.3.2 C* dual kodun iirete¢ matrisi, C lineer kodunun kontrol matrisidir.

H ile gosterilen bu matris Vo € C i¢in H.x” = 0 esitligini saglar (Vermani 1996).

Tanim 3.3.3 C iirete¢ matrisi G olan bir [n, k],-kod olsun.

1. G = [I;JA} 1, 15€ G standart formdadir. [y, k X k tipinde birim matris; A
k x (n — k) tipinde bir matristir.

2. H=[A"|I,_] . ise H standart formdadir (Vermani 1996).

(n—k)x

3.4 Lineer Kodlama ile Hata Diizeltme

Hata diizeltici kodlarim ardindaki diisiince, kod kelimelerini birbirlerinden yeterince
farkl secip, gonderilen kelimenin birkag terimi yanhyg iletilse bile, iletilen kelimenin
hala taninabilir olmasini, yani asil kelimeye diger kod kelimelerinden daha yakin

olmasini saglamaktir. Bu yakinligi 6lgmek i¢in bir uzaklik fonksiyonu kullanilir.

Tanim 3.4.1 (Hamming Uzaklik) v = (21,29, ...,7,) Ve y = (1,2, .-, Yn) € F
icin

L, i # yi

0, =y

seklinde tanimli olmak tizere; x ve y arasindaki Hamming uzaklik:

d(z,y) = d(z1,y1) + d(z2,92) + - - - + d(z, yn) dir (Ling ve Xing 2004).
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Ornek 3.4.1 F, iizerinde z = (1011100) ve y = (0111110) icin d(z,y) = 3’tiir.

Tanim 3.4.2 (Hamming Agirhik) [, 'nin bir elemani olan z kod kelimesinin Ham-
ming agirligr sifirdan farkh koordinatlarmin sayist w(x) = |{z x; # 0}‘ olarak

tanimlanir (Ling ve Xing 2004).

Ornek 3.4.2 T, iizerinde 2 = (1011100) igin w(x) = 4’tiir.

Tamim 3.4.3 (Minimum Uzaklik) C bir kod olsun. C’nin minimum uzaklhg,

dumin(C) = d(C) = min {d(z,y)|  # y, Vz,y € C}) seklinde tanimlanir (Ling ve Xing
2004).

Minimum uzaklig1 d olan bir [n, k],-kod, [n, k, d], ile gosterilir.

Tanim 3.4.4 (Minimum Agirlik Bir C kodunun minimum agirlig: sifirdan farkh

tiim kod kelimelerinin agirhklarmin en kiigligiidiir ve w(C) ile gosterilir.

Lemma 3.4.1 Her z,y € F} icin d(z,y) = w(x — y) dir (Ling ve Xing 2004).

Teorem 3.4.1 C, F, iizerinde bir lineer kod ise d(C) = w(C) dir (Ling ve Xing
2004).

Ornek 3.4.3 C = {0000, 1000, 0100, 1100} lineer kodunu alalim.

w(1000) = 1,
w(0100) = 1,
w(1100) = 2.

olup w(C) = 1'dir. Teorem 3.4.1’den d(C') = 1 olur.
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Teorem 3.4.2 C, F, tizerinde bir lineer [n,k,d]-kod ise d < n — k + 1 esitsizligi
saglanir (Vermani 1996).

Teorem 3.4.3 Bir C lineer kodunun minimum uzakhg d ise bu kod |%4] hatay:

diizeltebilir ve |d — 1| hatay1 tespit edebilir.

Ornek 3.4.4 k = 4 uzunlugundaki mesajlar, asagidaki G iiretec matrisi kullamlarak

1000110
01 00101
G =
001 0011
0001111
L d4x7

n = 7 uzunlugunda kod kelimeleri elde edilir. Elde edilen [7,4, 3]s kodu teorem
3.4.3’ten d=3 oldugundan tek hatay: diizeltir ve herhangi iki hatay1 tespit eder.

Mesaj Kod Kelimesi Mesaj Kod Kelimesi
0000 — 0000000 0110 +— 0110010
0001 — 0001011 0101 +— 0101110
0010 — 0010111 0011 +— 0011100
0100 — 0100101 1110 +— 1110100
1000 — 1000110 1101 +— 1101000
1100 — 1100011 1011 +— 1011010
1010 — 1010001 0111 +— 0111001
1001 — 1001101 1111 +— 1111111
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Ornek 3.4.5 (Yalan1 Yakalama Oyunu)

Oyunun kurah goyledir; 1’den 15’e kadar (15 dahil) bir say1 tutulsun ve agagidaki

sorulara verilen cevaplar i¢in en fazla bir kere yalan soyleme hakkina sahip olunsun.

Asagidaki sorulara verilen cevaplara gore hangi saymin tutuldugu ve hangi soruda

yalan soylendigi bulunabilir.

Sorular

1. Tuttugunuz say1 bu kiimenin i¢inde mi {4,6,7,8,9,10,12,15}7
2. Tuttugunuz say1 bu kiimenin iginde mi {1,5,7,9,10,11,13,15}7
3. Tuttugunuz say1 bu kiimenin iginde mi {1, 2,6, 10,11, 12,14, 15}?
4. Tuttugunuz say1 bu kiimenin i¢inde mi {2,3,7,8,11,12,13,15}7
5. Tuttugunuz say1 bu kiimenin i¢ginde mi {1, 3,4,9,12,13, 14, 15}7
6. Tuttugunuz say1 bu kiimenin iginde mi {2,4,5,8,10, 13,14, 15}?7

7. Tuttugunuz say1 bu kiimenin iginde mi {3,5,6,8,9,11,14,15}7

Her soru i¢in verilen cevaplara gore sirasiyla evetse 1 ve hayirsa 0 yazilarak 7 ele-

manlh bir dizi elde edilir.

Elde edilen bu dizi gizelge 3.1'de aranir. Eger yalan soylenmemigse elde edilen dizi
gizelge 3.1°deki i. satirda bulunur ve bu satir tutulan sayiy1 verir. Eger yalan soylen-
migse; cevaplardan elde edile diziye en ¢ok benzeyen i.satir tutulan sayiy1 ve dizinin

bilegsenin farkli oldugu j. siitun hangi soruda yalan soylendigini ifade eder.

Eldeki dizinin gizelgeki satirlara en benzeyenini bulmak; dizinin sirasiyla tiim girdi-

lerini ¢izelgedeki her bir dizinin girdileri ile tek tek karsilagtirarak farkli girdi sayisinin
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en az olanini bulmak demektir. Cizelge 3.1 (7, 3, 1)-tasariminin ve onun tiimleyeninin
olugum matrisinden olugmugtur. Timleyenin olugum matrisi, bir (v, k, A)-tasariminin

olusum matrisindeki 1 ve 0 girdilerinin yerleri degistirilerek olugturulan matristir.

Bir C kodunun kod kelimeleri bir matrisin satirlar1 olarak yazilabilir. Ayrica bir

tasarimin olusum matrisinin satirlar1 bir kodun kod kelimeleri olarak goriilebilir.
Ornek 3.4.5’teki yalam yakalama oyunu [7, 4, 3], kodunun tek hatay: diizeltme 6zel-
liginden yararlanilarak kurgulanmigtir.

Cizelge 3.1 (7,3, 1)-tasariminin ve tiimleyeninin olugum matrislerinin alt alta yazil-

masiyla olusturulmus ¢izelge

1 2 3 4 5 6 7
110 1 1 0 1 0 O
210 0 11 0 1 O
3]0 0 01 1 0 1
4 {1 0 0 0 1 1 O
5 /0 1 0 0 0 1 1
6 |1 01 0 0 0 1
7|11 1 0 1 0 0 O
§ |1 0 0 1 0 1 1
9 /1 1 0 0 1 0 1
10/1 11 0 0 1 O
110 1.1 1 0 0 1
121 0 1 1 1 0 O
13/0 1. 0 1 1 1 O
1410 0 1 0 1 1 1
511 1 1 1 1 1 1

Ayse ve Burcu bu oyunu oynasinlar. Burcu'nun sirasiyla sordugu sorulara Ayse
1011100 dizisinden olusan cevabi verir. Burcu bu diziyi cizelge 3.1’de arandiginda

12. satirda aymisini goriir. Bu durumda Ayse yalan sdylememistir ve tutttugu say:
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12°dir.

Simdi de Ayse Burcu'ya aym sorular sirasiyla sorsun. Burcu'nun cevaplarindan
olugan dizi 1001101’dir. Ayse bu diziyi ¢izelge 3.1’de arandiginda bu diziye en ¢ok
benzeyen yalnizca 1. girdisi farkli olan 3. satir1 gorecektir. Bu durumda Burcu 3

sayisini tutmustur ve 1. soruda yalan soylemistir.

3.5 Maksimum Uzaklikla Ayrilabilen Kodlar

Tamm 3.5.1 C bir [n, k,d], lineer kod olsun. d = n — k + 1 esitligini saglayan C
koduna Maksimum Uzaklikla Ayrilabilen Kod (MDS) denir (Vermani 1996).

MDS kodlar biiyiik 6lgiide hata diizeltme ve tespit etme yetenegine sahip olduk-

larindan lineer kodlarin 6nemli bir sinifidir.

Teorem 3.5.1 C bir [n, k, d], lineer kod olsun. Agagidaki énermeler denktir:

1. C bir MDS koddur.
2. C lineer kodunun iirete¢ matrisinin herhangi & siitunu lineer bagimsizdir.

3. C lineer kodunun kontrol matrisinin herhangi n — k siitunu lineer bagimsizdir

(Vermani 1996).

Uyar1 3.1 Verilen her (n, k) ikilisi i¢in bir MDS kod vardir. Bu kodun tirete¢ matrisi

Vandermonde matrisi ile verilir.
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a=(ay,...,a,), n uzunlugunda girdileri birbirlerinden farkl bir vektor olsun.

1 cen 1
al - e an
Gk(a) =
allcfl aﬁ—l

seklinde tanimli Vandermonde matrisi MDS kodun bir iirete¢ matrisidir.

3.6 MDS Kodlarin Bir Uygulamasi

Veri depolama sistemleri glintimiiz teknolojisinin vazgecilmez bir parcasi haline gel-
mistir. Bu sistemlerde, siirekli eklenen ve giincellenen veri saklanarak kullanicilarin

hizmetine sunulur.

Silinim kodlar depolama sistemlerinde veri depolamada etkin bir gekilde kullanil-
maktadir. Bu sayede depolanan veri olas1 hasarlara kargi verinin kopyalarinin sak-
lanmasindan daha giivenli gekilde korunur. Bu karsilagtirma sekil 3.1’den gozlem-
lenebilir. Dosya 2n uzunlugunda F, tizerinde (z1,..., %, ¥1,...,¥y,) bigiminde bir
vektor ile gosterilsin. Dosyay1 iki pargaya bolelim. Bu parcalar n uzunlugunda a
ve b vektorleri olsun. Dosyanin a ve b parcalarinin kopyalayarak saklanmasi duru-
munda herhangi iki parcaya ulagilarak dosya tekrar olugturulamayabilir. Fakat bir
tiir silinim kod olan (4, 2)-MDS kod ile kodlama yapilarak depolanan kodlanmig ver-
ilerden herhangi ikisine ulagilarak dosya olusturulur. Boylece depolama diigiimlerine

saklanan veri olas1 hasarlara karsi daha giivenli sekilde korunmus olur.

3.7 Silinim Kodlar1 Kullanarak Onarim

Bir M dosyas1 k pargaya boliiniir ve elde edilen k£ tane parcanin kodlanmasiyla
n tane kodlanmig parca elde edilir. (n,k)-MDS kod kullanilarak kodlanan veri n

depolama diigiimiine depolanir.
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Tekrarama {4.2) MDS silinim kodu

Dosyd

-
[

a+b

a+2b

Sekil 3.1  Silinim kodlarinin giivenligini tekrarlamayla karsilagtirma
a+ b; n uzunlugunda iki vektor toplamini ve a + 2b; a vektorii ile b vektoriiniin

2 katinin toplamini ifade etmektedir.

Bir veri depolama sisteminde veri (n, k)-MDS kod kullanilarak depolansm. Kod-
lanarak depolanan n tane depolama diiglimiinden n — k tanesine zarar gelmesi
durumunda hayatta kalan k& depolama diigiimiine ulagilarak dosya olusturulabilir.

Dosyay1 onarma iglemi MDS kod 6zelliginden yararlanilarak yapilir.

Sekil 3.2’de 2 GB’lik veri (3,2)-MDS kod kullamlarak 3 depolama diigiimiine de-
polanmigtir. 3 depolama diiglimiinden herhangi birinde hasar olugsun. Hayatta

kalan 2 depolama diigiimiine ulagilarak 2 GB’lik dosya olugturulur.

Sistemdeki bir depolama diigiimiinde kayip yasanmasi halinde, erigim saglanan diger
diigiimlerden sadece gerekli paketleri indirilerek kayip verinin yeniden olusturulmasi

saglanir. Sekil 3.3’te b kayip verisinin tam bir kopyasi yeniden olugturulmustur.
Onarim sirasinda paketler arasinda kodlama yapmayan ve tam (tablo tabanli) onarim

islemi sunan bu sistemde amag bir depolama diigiimiinde kayip yasanmasi halinde,

kayip verinin tam bir kopyasinin yeniden olusturulmasini saglamaktir.
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S

Sekil 3.2 Silinim kod ile dosyay1 olugturma

o v

b?

Sekil 3.3 Silinim kod ile kaybolan diigiimii onarim



4. KESIRLI TEKRARLAMA KODLARININ
DAGITILMIS DEPOLAMA SISTEMLERINE BiR UYGULAMASI

Dagitilmig depolama sistemleri biiylik olgekteki verinin dagitilmig bir gekilde de-
polanmasi i¢in kullanilir. Bu depolanan devasa miktardaki verinin her an erisilebilir
olmasimi saglayacak matematiksel modeller gelistirmek ¢nemlidir. Bu boliimde,
kombinatoryal tasarimlar yardimiyla elde edilen matematiksel bir model hakkinda

yapilan calismalara yer verilmistir.

4.1 Dagitilmis Depolama Sistemleri

Tanim 4.1.1 (Dagitilmis Depolama Sistemi) (n, k, d, «)-dagitilmig depolama
sistemi (DSS) boyutu M olan bir dosyay1 n tane diigiimde depolamak i¢in kullanilan

bir yontemdir.

Bu sistemde her bir depolama diigiimii o paket depolayabilmektedir. Sistemdeki
bir kullanici herhangi £ tane depolama diiglimiine erigerek depolanan dosyay1 olus-
turabilir. Bu 6zellik depolama sisteminin maksimum uzaklikla ayrilabilme (MDS)
ozelligi olarak adlandirilir. Belirli bir depolama diigiimiinde veride kayip oldugunda
sistem erigilebilir herhangi d tane depolama diigiimiiniin her birinden g paket indi-

rerek bu veriyi onarir.

Ornek olarak parametreleri (n,k,d) = (5,3,4) olan bir DDS sekil 4.1°de verilmistir
(Papailiopoulos vd. 2012).

Ornek 4.1.1 IFZ ile ¢ elemanh F, sonlu cismi tizerindeki 9 boyutlu vektor uza-
yini gosterelim. Bu o6rnekte, 5 depolama diigliimiinde boyutu M = 9 paket olan
bir (aq,...,a9) € ]Fg dosyasini depolamak ic¢in bir kodlama metodu tamtilacaktir.

Oncelikle dosya (10,9) MDS kod uygulanarak ¢; = a;,i = 1,...,9 ve c19 = 3.0, a;
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paketleri elde edilir. Kodlanmis bu paketler daha sonra asagidaki gibi n = 5 depo-

lama diigiimiine yerlegtirilir.

= =

(10.9]MDS
.a ih

2 C3C6C3C10

cxrCocio

Sekil 4.1  Bu sekilde (n, k,d) = (5, 3,4) DSS verilmistir.

Bu yerlegtirme bir kesirli tekrarlama kodu tarafindan belirlenmektedir. Burada kod-
lanmig her bir paket iki kopyasim sistem igerisinde depolamigtir. Bir kullanici her-
hangi k& = 3 depolama diigiimiine ulagarak dosyadaki veriye ulagabilir. Ornegin bir
kullanici ¢qcacsey, c3cecscro, cacrcocig diiglimlerine ulagsin. ¢q, ¢o, ¢3, ¢4, ¢g, C7, Cs, Cy, C10
paketlerini elde edecektir. ¢; = a;,0 = 1,...,9 ve ¢ = Z?:l a; oldugundan

dosyadaki ¢; paketi hesaplanabilir. Boylece (ay, ..., ag) € F) dosyasma ulagilr.

Kayip yagsanan bir diigiimiin onarimi erisilebilen diger d = 4 diigiimiin her birinden
birer paket indirilerek yapilmaktadir. Ornegin c;cocseq diigiimiinde veri kayb: yagan-
mas1 durumunda sistem cqc5ceCr, CaC5C8Cq, C3C6CC10, C4CrCoC1o dliglimlerine ulagsarak
her birinden sirasiya cy, cs, c3, ¢4 paketlerini indirerek kayip yasanan depolama diigii-

miiniin bir kopyasini olusturur.

Ornek 4.1.1°de verilen kodlama siirecleri matrisler yardimiylada ifade edilebilir. Bunun

i¢in daha basit bir 6rnek incelenecektir.
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Ornek 4.1.2 Bu 6rnekte, her biri 2 paket depolayabilen 4 depolama diigiimiinden
olugan bir dagitilmig depolama sistemini ele alahim. 3 paket boyutundaki dosyaya
ilk olarak (4,3) MDS kod uygulanacaktir. Bu iglem sonucunda ¢; = a;,i = 1,...,3
ve ¢y = Z§:1 a; kodlanmig paketleri elde edilir. Kodlanmig bu paketler daha sonra

asagidaki gibi n = 4 depolama diigiimiine yerlestirilir.

<
©)

(Q%i a"‘“‘""‘!‘
cic, Gl '
a, C2C; k=2 L
(4,3)MDS
C3Cy |

Sekil 4.2 (n, k,d) = (4,2,2) DSS verilmistir.

Bir kullanic1 herhangi £ = 2 depolama diigliimiine ulagarak dosyadaki veriyi olus-
turabilir. Kayip yasanan bir diiglimiin onarimi tablo tabanli olarak d = 2 adet
diigiime erigilip her birinden § = 1 adet paket indirilerek yapilmaktadir. Dosya
a = (ay,a9,a3) vektori ile gosterilsin. Agagidaki matrisler yardimiyla MDS ve ke-

sirli tekrarlama kodlama siirecleri 6zetlenecektir.

1 0/0 00 0|1 O

1 0 01
0O 1/1 0[]0 0|0 O

G=10101 F =

0 0|0 1|1 0|0 O

0 011
0 0|0 0|0 1]0 1

e a vektori ile G matrisin ¢arpimi olan ¢ = aG = (ay,a2,a3,a; + as + az)

vektoriiniin bilegenleri ile kodlanmig paketler elde edilir.

e cvektorii ile F' blok matrisinin ¢arpimi olan w = ¢F = (¢4, €9, Co, €3, C3, C4, C1, C4)
vektoriiniin bilegenleri ikiger ikiger bloklandiginda paketlerin depolama diigiim-

lerine yerlegtirmesi elde edilir.
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Uygulanan matematiksel modelde oncelikle istenen sayida paket elde edebilmek igin
MDS kodlama yapilmaktadir. Kodlanmig paketlerin sayisi 6 olsun. Bu kodlanmig
paketlerin her birinin p tane kopyasi n tane depolama diigiimiinde ve her bir diigiim
a paket igerek bigimde depolanmaktadir. Eger bir depolama diigiimi erigim dist
kalirsa, sistem bu diigiimii erisilebilir olan d tane diigiim noktasinin her birinden [

paket indirerek onarmaktadir. Orneklerde 8 = 1 durumuna yer verilmistir.

[n] ile {1,2,...,n} kiimesi gosterilsin.

Tanim 4.1.2 (f-onarilabilirlik) Her i = 1,...,d i¢in V; C Q = [A] olsun. Eger

dp elemanl bir A C €2 kiimesi i¢in;

1. Heri=1,...,digin B; C A,|B;| =5 ve B; C V]

sartlarini saglayan B;’ler bulunabiliyorsa A kiimesine V' = {Vj,...,V;} kiimesi

tarafindan [S-onarilabilir denir.

4.2 Kesirli Tekrarlama Kodlar:

Tanim 4.2.1 (FR Kodlar) V' = {V;,...,V,} kiimesi Q2 = [¢] kiimesinin altkiimeleri-
nin bir kiimesi olsun. Eger C' = (Q, V') ikilisi

(a) Vil = a.

(b) € kiimesinin her bir elemani tam olarak V' kiimesinin p eleman: tarafindan
igerilir.
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(c) V* ile V kiimesinin herhangi bir (n — ¢) elemanli altkiimesini gosterelim.
V- = V\ VT olarak tammmlansm. Her V; € V'~ kiimesi V' kiimesinin d-

elemanl bir alt kiimesi tarafindan (-onarilabilirdir.

ozelliklerini sagliyor ise C' = (92, V) ikilisine Kesirli Tekrarlama (FR) kodu adu verilir.

Yukaridaki kesirli tekrarlama kodu tekrarlama derecesi p ve tamir bant genigligi
f olan (n,k,d,«) parametreli dagitilmis depolama sistemlerinin tasariminda kul-
lanilmigtir. Ayrica sistem mimarisinde Tanim 4.2.1 de yer alan (c¢) maddesi 6nemli

bir yere sahiptir. Bu asagidaki 6rnek ile aciklanacaktir.

Ornek 4.2.1 Q = {1,2,3,4,5,6} kiimesini ve bu kiimenin alt kiimelerinin kiimesi

olan
Vi ={{1,2,3},{2,3,4},{4,5,6},{1,5,6}}
ve

W = {{1,2,3},{3,4,5},{2,5,6},{1,4,6}}

kiimelerini ele alahm. Burada hem V hem de W Tamim 4.2.1 de verilen (a) ve (b)
maddelerini saglamaktadirlar. {1,2,3}N{4,5,6} = 0 oldugu i¢in {1, 2,3} kiimesi V'
kiimesi tarafindan 1-onarilabilir degildir. Sonug olarak C' = (€2, V') ikilisi bir kesirli
tekrarlama kodu olamaz. Fakat C' = (€, W) ikilisi bir kesirli tekrarlama kodudur.

(c) maddesinde yer alan 0 parametresi tasarlanan sistemlerin bir bagka 6nemli parame-
tresidir. p,s ile (¢) maddesinin saglanmasimi olasi kilan en biiyiik 0 degerini gostere-
lim. Tasarlanan dagitilmig depolama sistemi p,.s adet depolama diigiimiinde veri
kayb1 yaganmasina ragmen sorunsuz bir bi¢imde ¢alismaya devam edecektir. Dagitilmig
depolama sistemlerinde dosya boyutu 6l¢iilmesi énem arz eden bir metriktir. Bu

metrigin belirlenmesi incelenen matematiksel modeldeki en zorlayici problemdir.

35



Dosya Boyutu

= e JUVE e
Kod Orana
M
Rc = —.
no

olarak tamimlanir. § = 1 and k < d parametreleri ile verilen kesirli tekrarlama
kodlar1 (Rouayheb ve Ramchandran 2010) tarafindan ele alimmigtir. Bu galigmadaki
kodlar (c) maddesini saglamakta ve p..s = p — 1 dir. Fakat 8 > 1 ve k > d

durumlarinda ¢ahigabilen kodlar tizerine bir ¢calisma yapilmamigtir.

Tamim 4.2.2 (FR Kodlarin Olugsum Matrisi) Q = [§] and V = {V},V5,...,V,.}

olmak iizere, asagidaki kuralla tanimlanan 6 x n tipindeki N = (n; ;) matrisine

1, 1€V}
Ni,j:
0, i¢Vj

C = (Q,V) kesirli tekrarlama kodunun bir olusum matrisi denir.

Tanim 4.2.3 (Dual FR Kod) C bir kesirli tekrarlama kodu ve N matrisi bu
kodun olugum matrisi olsun. N7 (N matrisinin transpozu) olusum matrisinden elde

edilen C7 kesirli tekrarlama koduna C' kodunun duali adi verilir.

Ornek 4.1.1°de yapilan dig MDS kodlamasimin orani 9 /10 dur. Bu 6rnekte verilen
dagitilmig depolama sistemi sadece bir depolama diigiimiiniinde veri kayb1 yaganmasi
durumda onarim iglemleri gergeklestirebilmektedir. Fakat elde edilen depolama sis-
temi iki diiglimde erigsim problemi yasanmasi durumunda bile dosyay1 kullanicilarin
erisimine sunmaktadir. d,,;, tane depolama diigiimiinde aynm anda veri kayb1 yagan-

mas1 durumunda dosya bir kullanic1 tarafindan olugturulamaz.

Tanim 4.2.4 (En kisa uzaklik) Bir dagitilmig depolama sisteminin en kisa uza-

kg1 (din) dosyanin bir kullanier tarafindan olugturulamayacagini garanti eden de-
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polama diigiimlerinin erigsim saglanamayan en kiiciik elemanli altkiimesinin kardi-

nalitesi olarak tanimlanir.
(Kamath vd. 2014) referansinda bu metrik igin bir tist sinir verilmistir.

Lemma 4.2.1 (Singleton iist sinir1) M boyutlu bir dosyanin saklandigi en kisa
uzakligl dy,i, olan (n, k,d, o) parametreli bir dagitilmig depolama sistemi agagidaki
esitsizligi saglar.

M
dun <0 [2| +1

«

a > 1 ve k > d durumunda (Gopalan vd. 2012) ve (Papailiopoulos ve Dimakis

2012) referanslarinda en kisa uzaklik i¢in agagidaki tist sinir verilmigtir.

Lemma 4.2.2
M M
o[,
Q@ da
e Eger d > k esitsizligi saglanrsa [2£] = 1 olur. Bu durumda Lemma 4.2.2

verilen iist sinir Singelton {ist sinirin aynisi olur.

e Eger k = (%1 ise sistem Singelton {ist sinirini saglar.
. ) _ M M . . e o .
e Benzer bicimde, eger k = (;W + (@W — 1 esitsizligi saglanirsa sistem Lemma

4.2.2 de verilen st sinir1 saglar.

Dosya boyutu hesaplamalarinda asagidaki temel ilkeye siklikla bagvurulacaktir.

Lemma 4.2.3 Ay, A, ..., A, kiimeleri verilsin. Z C [n| olmak {izere Ar = ﬂjez A;

seklinde tanimlansin. Bu durumda

|A1 UAdsU--- UAn’ — Z (_1)|I\+1|AI|
0#ZC[n]

esitligi saglanir.
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Yukaridaki esitlikten asagidaki esitsizlik elde edilebilir.

AT U Ay U U A > A =) AN Ay (4.1)
=1

i<j
Kesirli tekrarlama kodlarinin mimarisinin inga edilmesinde temel olarak kombinato-

ryal tasarimlar teorisine bagvurulmustur.

(v, b, 7, k, \)-tasarimimin parametreleri bu béliimden itibaren sirasiyla (6, n, p, a, A)

parametreleri olarak alinacaktir.

4.3 Kesirli Tekrarlama Kodlarinin Dagitilmig Depolama Sistemlerine

Bir Uygulamasi

Bir (0, p, a, A)-tasarimi [-onarilabilirlik 6zelligine sahipse dagitilmig depolama sis-
temlerinin sistem mimarisinde kesirli tekrarlama kodu olarak kullamlabilir. Ornegin,

£ =1 oldugu durumda sonlu projektif diizlemler sistem mimarisinde kullanilabilir.

Projektif diizlemlerin sahip oldugu geometrik 6zellikler dosya boyutu hesaplamalarinin

sade ve basit olarak ele alinmasima olanak vermektedir. Bu geometrik 6zellikler:

1. birbirinden farklh iki noktay1 iceren tek blok vardir

2. herhangi iki farkli blok tek bir noktada kesigir

olarak siralanabilir.

Fano diizleminin bloklarindan ve noktalarindan yararlanarak sekil 4.3’teki depolama

sistemi elde edilebilir.

e Tasarlanan sistem 1l-onarilabilirdir.
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267

124
onanlan digim

137

Sekil 4.3  Bu sekilde (n, k, d, ) = (7,3, 3, 3)-dagitilmig depolama sistemi

verilmigtir.

e Depolama diigiimlerinden birisinde yaganan erisim problemi; ii¢ tane erigim
saglanabilen depolama diigiimiiniin her birinden birer paket indirilerek gider-

ilebilir.

e Dagitilmig depolama sistemimizde bazi parametreler acik bir sekilde gozlem-

lenebilir. Bu parametreler « =3, d =3, =1 ven =7 dir.

e Sistem ihtiyaglarina gore k parametresi sistem mimarisinin tasarlayicisi tarafin-
dan belirlenecektir. k parametresinin degeri dosya boyutu ve uygulanmasi

gereken dig MDS kodlama ile yakindan iligkilidir.

e Ornegin sistemde bir kullanici herhangi k = 3 tane depolama diigiimiine er-
iserek dosyay1 olusturabilsin. Oncelikle dosyanin kac tane paketten olustugu-
nun yani dosya boyutunun belirlenmesi gerekmektedir. By, Bs, B3, By, Bs, Bg

ve B; depolama diigiimleri olmak {izere M degeri

= et U

esitligi yardimiyla hesaplanir.

3
e Herhangi £ = 3 diigiim noktasina erigen kullanici en az 9— (2) = 6 kodlanmig
pakete ulagabilecektir. Bundan dolay1 dosyanin 6 pakete boéliinmesi ve sisteme

(7,6)-MDS ile baglanmas1 gerekmektedir.
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Cizelge 4.1

k = 7 i¢in yapilan dosya boyutu hesaplamasinda M = 27°dir.

{0,1,2} {0,3,4} {0,5,6} {0,8,7} | {0,9,10}
{0,11,12} | {0,13,14} | {1,3,5} {1,4,7} {8,1,6}

{1,11,9} | {1,10,13} | {1,12,14} | {9,2,3} {2,4,6}

{2,10,5} | {2,14,7} | {8,2,12} | {2,11,13} | {3,11,6}
{3,12,7} | {8,3,13} | {10,3,14} | {4,5,13} | {8,9,4}

{4,10,12} | {11,4,14} | {11,5,7} | {8,5,14} | {9,12,5}
{10,6,7} | {9,6,14} | {12,13,6} | {9,13,7} | {8,10,11}

(izelge 4.2 k = 7 i¢in yapilan dosya boyutu hesaplamasinda M = 28’dir.

{1,11,6} | {1,2,5} {2,3,6} {9,5,6} | {3,11,5}
{7,13,5} | {11,4,13} | {2,12,7} {3,4,7} | {8,4,5}
{8,11,7} | {4,12,6} | {8,6,14} | {12,5,14} | {8,3,13}
{8,9,12} | {9,10,13} | {1,12,13} | {0,9,7} | {9,2,11}

{0,8,2} | {9,4,14} | {10,11,14} | {0,11,12} | {0,3,14}
{8,1,10} | {10,3,12} | {1,3,9} {0,10,5} | {0,13,6}
{1,14,7} | {2,4,10} | {2,13,14} | {0,1,4} | {10,6,7}

Steiner sistemler dagitilmis depolama sistemlerinde kullanilabilirler. Bu durumda

sistem parametreleri:

d=a ve =1

seklinde hesaplanir.

Bilgisayar ile yapilan gozlemlerde dosya boyutunun kesirli tekrarlama kodlarimin
parametrelerinden bagimsiz olup, sistemin olugturulmasinda kullanilan kombinato-
ryal tasarimlarin 6zelliklerinden etkilendigi ortaya konulmugtur. Bunu birbirine denk
olmayan iki adet Kirkmann 6grenci probleminin ¢oztimiinii veren (15,3, 1) Steiner

tiglii sisteminde gozlemleyebiliriz.
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k = 7 icin yapilan dosya boyutu hesaplamalarinda M; = 27 ve My = 28 oldugu
gozlemlenir. Bu tasarimlar sayesinde Steiner sistemlerden elde edilemeyen parame-

trelerdeki kesirli tekrarlama kodlar1 da elde edilmistir.

Coziilebilir tasarimdan elde edilen kesirli tekrarlama koduna ¢oziilebilir kesirli tekrar-
lama kodu denir. Coziilebilir tasarimlarin depolama sisteminde kullanilmasinin
Steiner ti¢li sistemlerin kullanilmasindan daha avantajli oldugu durumlar vardir.
Ornegin bir paralel siiftaki depolama diigiimlerinin her birinde ayni anda yasan-
abilecek erigim problemi, en az bir tane paralel smifin erigilebilir oldugu durumda
kolaylikla ¢oziilebilir. Coziilebilir olmayan Steiner {iglii sistemleri ayni1 anda yasanan

coklu erigsim problemlerini ¢ozmekte yetersiz kalacaklardir.

Ornek 4.3.1 Coziilebilir tasarimlara agagida bloklar: belirtilen tasarim 6rnek veri-

lebilir.

{1,2,3,4} | {5,6,7,8} |{9,10,11,12} | {13,14,15,16}
{1,5,9,13} | {2,6,10,14} | {3,7,11,15} | {4,8,12,16}
{1,6,11,16} | {2,5,12,15} | {3,8,9,14} | {4,7,10,13}
{1,7,12,14} | {2,8,11,13} | {3,5,10,16} | {4,6,9,15}

Tanim 4.3.1 (Kronecker Carpim) A; m X r ve B; p X ¢ tipinde matrisler olsun.

A matrisi ile B matrisinin Kronecker carpimi A® B ile gosterilip agsagidaki bigimde

tanimhidir.
CLHB CL12B s ahnB
anB  axpB -+ ayB
CLmlB amgB s CLmTB

Sirasiyla (nq, 01, a1, p1) ve (ng, 0, as, p2) parametreleri ile verilen C; = (24, V]) ve
Cy = (Qg, V3) kesirli tekrarlama kodlarimin Kronecker ¢arpimlari da bir kesirli tekrar-

lama kodudur.
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Tanim 4.3.2 (Lokal Kesirli Tekrarlama Kodu) C = (£,V) kodu (n,k,d, «)
parametreli bir dagitilmig depolama sisteminin sistem mimarisinde kullanilan bir
kesirli tekrarlama kodu olsun. Eger d < k esitsizligi saglaniyor ise C' kesirli tekrar-

lama koduna lokal kesirli tekrarlama kodu adi verilir.

Tanim 4.3.3 (Lokal Altyap1) C = (€2, V) bir lokal kesirli tekrarlama kodu ve V; €
V olsun. S(V;) € V ile V; depolama diiglimiine erigim saglanamadiginda sistemin
baglant1 kurdugu depolama diigiimlerinin kiimesini gosterelim. S(V;) kiimesine V;

depolama diigiimiiniin lokal altyapisi adi verilir.

Ornek 4.3.2 (Kronecker garpimdan elde edilen bir lokal kod) = {1,2, 3}
ve V. ={V; ={1,2},Vh = {2,3}, V5 = {1, 3}} olmak tizere C = (£2, V) kodu bu ik-
iliden elde edilen kesirli tekrarlama kodu olsun. /N matrisi bu kodun olsum matrisi
olmak fizere 3 x 3 birim matris ile N matrisinin Kronecker carpimi N = I ® N ma-
trisinden elde edilen kesirli tekrarlama kodu lokal bir kod olarak kullanilabilir. De-
polama sistemini olugtururken 6ncelikle bir (9,5) MDS kod uygulanir. Bu sistemde

herhangi £ = 4 depolama diigiimiine erigen bir kullanic1 dosyay1 olusturabilecektir.

Sekil 4.4  Depolanan kodlanmig paketler

Bir depolama diigiimiinde yaganan erigim problemi d = 2 < k tane depolama
diiglimiiniin her birinden S = 1 paket indirilerek yapilabilir. Bu kod en fazla 5
adet depolama diigiimiinde ayni1 anda erigim problemi yaganmasinda bile dosyanin
sorunsuz olarak olusturulmasini saglamaktadir. Bu yiizden d,,;, parametresi Lemma

4.2.2 de verilen iist sinira ulagmaktadir.

42



Ornek 4.3.3 Sekil 4.5’te her lokal altyapisi Fano diizlemi olan bir lokal kod 6rnegi
verilmigtir. Buradaki lokal kod 17 paketten olusan bir dosya i¢in tasarlanmigtir.
Herhangi £ = 15 depolama ulagan bir kullanici1 bu dosyay1 olugturabilir. Elde edilen
lokal kesirli tekrarlama kodunun parametrelerin =0 =28 a=3,p=3ved =3 <k

olarak hesaplanir.

Sekil 4.5 n =28k = 15,r = 3,0 = 28, a« = 3, p = 3 parametreli bir lokal kesirli

tekrarlama kodu.
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5. TARTISMA VE SONUC

Kombinatoryal tasarimlar kesirli tekrarlama kodlariin olugturulmasinda kullanilmigtir.
Incelenen modelde; bir depolama diigiimii zarar gordiigiinde bu depolama diigiimiinii
tamir etmek i¢in erigilebilir d depolama diigiimiiniin her birinden  boyutunda paket
indirilmektedir. Onerilen bu modelin islevsel olabilmesi icin kesirli tekrarlama kodu

icin kullanilan tasarim [-onarilabilirlik 6zelligine sahip olmalidir.

Dosya boyutunun hesaplanmasi énemli ve zor bir problemdir. Cebirsel hesapla-
malarda etkili olan programlama dillerinde gelistirilen algoritmalardan yararlanararak
dosya boyutu hesaplamalar1 yapilmistir. Bu algoritmalar gelecek calismalarimizda
kullanilacak bilgi birikiminin 6nemli bir pargasini olugturmaktadir. Ayrica kullanilan
algoritmalar, dosya boyutunun dagitilmig depolama sistemlerinin (n, k, «, d) ile ver-
ilen parametre degerlerinden bagmsiz oldugunun anlagilmasi konusunda 6ncii olmus-
tur. Ileride yapilacak olan calismalarda tasarimlarin dosya boyutunu etkileyen ozel-
liklerinin anlagilmasi ve listelenmesi tizerine bilgi birikimi olugturulmusgtur. (Olmez
ve Ramamoorthy 2016) ¢aligmalarinda Steiner sistemler i¢in yapilan dosya boyutu

hesaplamalar ¢izelge 5.1-5.2’de verilmigtir.

Cizelge 5.1 d > k ve f = 1 sartlarini saglayan sonuglar

Kullanilan Metot (n,0,a,p) M k
Steiner Sistemler (n,0,a, %) > ka — (g) 1<k<a
Dual Steiner Sistemler (n,0, fﬁ, ) > ko — (g) 1<k<a
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Cizelge 5.2

Kronecker ¢arpimdan elde edilen sonuglar

Baz alman kod | Uygulanan | (n,0,a, p) 15} M k
Metot
Dual  Steiner | CT ile | (R2,62,a2,5%) | & ki —p(h) | 1<k<p
Sistemler kendisinin
Kronecker
garpimi

Kombinatoryal tasarimlarin 6zelliklerinin aragtirilmasi dagitilmis depolama sistem-
lerinin sistem mimarisini tasarlamak i¢in 6nem arzetmektedir. Fakat elde edilen de-
polama sistemlerinin parametrik 6zelliklerini tasariminlarin parametrelerinden yarar-
lanarak énceden tahmin etmek zor bir olgudur. Ornegin bu olgu dosya boyutu
hesaplamalarinda ortaya ¢ikan zorlu bir aragtirma problemidir. Tezde gergeklesti-

rilen ¢aligmalar bu alandaki problemlerin daha iyi anlagilmasina ve bu konuda ileride

yiiriitiilecek aragtirmalarin sekillenmesinde faydali olmustur.
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