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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 

 

Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan spektral analizin temel tanım ve teoremleri 

verilmiştir. 

 

Üçüncü bölüm üç kısımdan oluşmaktadır. Bu bölümde, nonselfadjoint q-fark denklemi ile 

üretilen sınır koşulunda spektral parametre bulunduran ikinci mertebeden sınır değer problemi 

ele alınmıştır. Bu sınır değer probleminin Jost çözümü ile Jost fonksiyonu bulunmuş ve Jost 

fonksiyonunun özellikleri incelenmiştir. Bununla birlikte, verilen sınır değer probleminin Green 

fonksiyonu ve resolvent operatörü bulunup özdeğerler ve spektral tekillikler kümesi 

tanımlanmıştır. Ayrıca analitik fonksiyonlar için teklik teoremleri kullanılarak özdeğerlerin ve 

spektral tekilliklerin özellikleri incelenmiştir. Özdeğer ve spektral tekillikleri ile onların 

katlarının sonluluğunu garantileyen koşul belirtilmiştir. 

 

Son bölümde, önceki bölümde verilen sonuçların analizi yapılmıştır. 
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In the second chapter some basic definitions and main theorems of spectral analysis that we will 

use in next chapters are given. 

 

The third chapter is composed of three sections. In this chapter, the second-order boundary 

value problem is considered which is generated by a nonselfadjoint q-difference equation and 

boundary condition with spectral parameter. The Jost solution and Jost function of the boundary 

value problem are found and the properties of Jost function are investigated. Moreover, the 

Green function and the resolvent operator of the boundary value problem are obtained. The sets 

of eigenvalues and the spectral singularities of this boundary value problem are defined. Also, 

by using the uniquness theorems for analytic functions, the properties of the eigenvalues and 

spectral singularities are examined. The condition that guarantees that the related boundary 

value problem has a finite number of eigenvalues and spectral singularities with finite 

multiplicities is presented. 
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SİMGELER DİZİNİ

∑
Toplam sembolü∏
Çarpım sembolü

Γ(x) Gamma fonksiyonu
N {1, 2, 3, . . .}
N0 {0, 1, 2, 3, . . .}
R Reel sayılar kümesi
C Kompleks sayılar kümesi
H Hilbert uzayı
µ (t) = (q − 1) t Graininess fonksiyonu
qN {qn : n ∈ N}
qN0 {qn : n ∈ N0}

`2

(
qN
) {

a = {a (t)}t∈qN : ‖a‖2
q =

∑
t∈qN

µ (t) |q (t)| <∞
}

`2

(
qN0
) {

a = {a (t)}t∈qN0 : ‖a‖2
q =

∑
t∈qN0

µ (t) |q (t)| <∞
}

<,> `2

(
qN
)
uzayındaki iç çarpım

C+ {z ∈ C : Im z > 0}
C+ {z ∈ C : Im z ≥ 0}
Rλ (A) A operatörünün resolvent operatörü
ρ(A) A operatörünün resolvent kümesi
σ (A) A operatörünün spektrumu
σd (A) A operatörünün özdeğerler kümesi
σc (A) A operatörünün sürekli spektrumu
σss (A) A operatörünün spektral tekillikler kümesi
f4 (t) f fonksiyonunun q-türevi
Im (z) z sayısının imajiner kısmı
Re (z) z sayısının reel kısmı
µ (G) G kümesinin Lebesgue ölçüsü
[|x|] x reel sayısının tam kısmı

vi



1. GİRİŞ

Fonksiyonel analiz ve matematiksel fiziğin birçok problemi, diferensiyel operatörlerin

spektral analizinin incelenmesini gerekli kılmı̧stır. Bu nedenle diferensiyel operatör-

lerin spektral analizi birçok önemli çalı̧smanın temel konusu olmuştur. Bu çalı̧s-

malar genellikle diferensiyel operatörlerin spektrum yapılarının ve özelliklerinin in-

celenmesine ili̧skindir. İlk olarak 1951 yılında Keldys tarafından regüler nonselfad-

joint diferensiyel operatörlerin spektral analizi üzerine çalı̧sma yapılmı̧stır. Sınırsız

aralıkta tanımlı singüler nonselfadjoint diferensiyel operatörlerinin spektral anali-

zinin incelenmesine 1960 yılında ilk Naimark tarafından başlanmı̧stır. Uygulamada

duyulan ihtiyaçlar ile Schrödinger, Sturm-Liouville, Klein Gordon gibi diferensiyel

denklemleri içeren problemlere ait çalı̧smalar günümüze kadar ulaşmı̧stır.

Spektral analizin bilgisayar çalı̧smalarında kullanılması için sürekli durumda ele

alınan diferensiyel denklem ve bu denklemlere ili̧skin operatörlerin diskre durum-

larınıiçeren çalı̧smalar literatürde yerini almı̧stır. Bu tür problemler mühendislik,

ekonomi, finans, biyoloji ve diğer alanların problemleri için yapılan modelleme çalı̧s-

maları ile fark operatörlerinin spektral analizinin incelenmesine yol açmı̧stır. Bu

konuda çeşitli matematikçiler tarafından çok sayıda çalı̧sma yapılmı̧stır

(Guseinov 1976), (Bairamov ve Celebi 1999), (Adıvar ve Bairamov 2001),

(Bairamov vd. 2010), (Bairamov ve Koprubasi 2010), (Bairamov vd. 2011),

(Koprubasi 2014), (Bairamov ve Aygar 2012).

Son yıllarda ise matematik ve fizik bilimleri arasında köprü görevi yapan ve limitsiz

analiz olarak bilinen quantum analizin popülerliğinin artması ile q-fark denklem-

lerinin ve operatörlerinin spektral analizi de önem kazanmı̧stır.

Quantum fark operatörleri sayılar teorisinde, ortogonal polinomlar teorisinde, matema-

tiksel fizikte ve temel hiper-geometrik fonksiyonlar teorisi ile birlikte mekanik ve

rölativistik teorisinde geni̧s uygulamalara sahiptir.
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Klasik analizdeki bazı temel tanım ve teoremlerin q-analogları Kac ve Pokman

tarafından verilmi̧stir. Bohner, Peterson ve Guseinov önemli bir çok sonucu, q-

fark denklemlerini özel durum olarak içeren dinamik denklemler için keyfi zaman

skalasında elde etmi̧slerdir. Quantum fark denklemi veya bu denklemlere ili̧skin q-

fark operatörlerin spektral analizini içeren çalı̧smalar da çok olmamak ile birlikte

son yıllarda sayıca artmı̧stır.

Adıvar ve Bohner (2006), {a (t)}t∈qZ, {b (t)}t∈qZ kompleks diziler ve ∀ t ∈ qZ için

a (t) 6= 0 olmak üzere `2

(
qZ
)
uzayında λ spektral parametre olmak üzere

qa (t) y (qt) + b (t) y (t) + a

(
t

q

)
y

(
t

q

)
= λy (t) , t ∈ qZ

q-fark denklemi ve ∑
t∈qZ

∣∣∣∣ ln tln q

∣∣∣∣ (|1− a (t)|+ |b (t)|) <∞

sınır koşulu tarafından üretilen nonselfadjoint q-fark operatörünün üstel türden

Jost çözümünü, sürekli spektrumunu, resolvent operatörünü, özdeğerleri ve spekt-

ral tekillikleri ile bunların özelliklerini düzlemde verilen teklik teoremlerini kulla-

narak incelemi̧slerdir. Ayrıca aynıproblemin özdeğerlerine ve spektral tekilliklerine

kaŗsılık gelen esas fonksiyonlarınıelde ederek bunların yapısal ve nicel özelliklerini

araştırmı̧slardır. Huseyinov ve Bairamov (2008), ikinci mertebeden selfadjoint q-

fark denklemlerinin özdeğer problemi ve uygulamalarıüzerine çalı̧smı̧slardır. Ayrıca

q-fark denkleminin ilk olarak klasik fark durumuna benzer biçimini elde etmi̧slerdir.

Daha sonra Aygar ve Bohner (2016), polinom türde Jost çözüme sahip selfadjoint

q-fark denkleminin spektral özelliklerini hem skaler hem matris katsayılıdurumda

ele almı̧slardır.

Ayrıca Aygar (2016-2017), matris katsayılınonselfadjoint q-fark denkleminin spekt-

ral analizini hem üstel hem polinom türden Jost çözüme sahip olmasıdurumunda

incelemi̧s, problemlerin özdeğerleri ve spektral tekillikleri için özellikler elde etmi̧stir.

Bu tezde {a(t)}t∈qN0 , {b(t)}t∈qN kompleks terimli diziler, ∀ t ∈ qN0 için a (t) 6= 0 ve
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λ spektral parametre olmak üzere

qa (t) y (qt) + b(t)y(t) + a

(
t

q

)
y

(
t

q

)
= λy(t), t ∈ qN

q-fark denklemi ve

(γ0 + γ1λ) y (q) + (β0 + β1λ) y(1) = 0, γ0β1 − γ1β0 6= 0, γ1 6= −
β0

a(1)

sınır koşulu tarafından üretilen nonselfadjoint sınır değer probleminin∑
t∈qN

(
ln t

ln q

)
(|1− a (t)|+ |b (t)|) <∞

koşulu altında Jost çözümü, özdeğerleri ve spektral tekillikleri ile bunların yapısal

özellikleri incelenecektir. Bu inceleme yapılırken ilgili sınır değer probleminin Green

fonksiyonu ve resolvent operatörü de elde edilecektir. Burada i = 0, 1 için γi ve βi

kompleks sayılardır.

Ayrıca {a(t)}t∈qN0 , {b(t)}t∈qN kompleks dizileri için

sup
t∈qN

{
exp

[
ε

(
ln t

ln q

)δ]
(|1− a (t)|+ |b (t)|)

}
<∞

koşulunun gerçeklenmesi durumunda da ele alınan sınır değer probleminin özdeğer ve

spektral tekillikleriyle ilgili sonuçlar verilecektir. Bu özdeğer ve spektral tekilliklerin

nicel özellikleri incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde üçüncü ve dördüncü bölümlerde kullanılacak temel tanımlar ve teorem-

ler verilecektir.

Tanım 2.1 Eğer (A− λI)−1 operatörü var, sınırlı ve tüm H Hilbert uzayında

tanımlıise bu operatöre A operatörünün resolvent operatörü denir ve

Rλ(A) = (A− λI)−1

şeklinde gösterilir (Naimark 1960).

Tanım 2.2 A operatörünün resolvent kümesi ρ (A) ile gösterilir ve

ρ(A) :=

λ ∈ C :

Rλ(A) var

Rλ(A) sınırlı

D (Rλ(A)) = H


şeklinde tanımlanır (Naimark 1960).

Tanım 2.3 A operatörünün spektrumu σ (A) ile gösterilir ve

σ (A) = C \ ρ (A)

şeklinde tanımlanır (Naimark 1960).

Tanım 2.4 A operatörünün özdeğerler kümesi (diskret spektrum) σd (A) ile gös-

terilir ve

σd(A) := {λ ∈ C : Rλ(A) mevcut değildir }

şeklinde tanımlanır (Naimark 1960).
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Tanım 2.5 A operatörünün sürekli spektrumu σc(A) ile gösterilir ve

σc(A) :=

λ ∈ C :

Rλ(A) var

Rλ(A) sınırsız

D (Rλ(A)) = H


şeklinde tanımlanır (Naimark 1960).

Literatürde nonselfadjoint denklemlerin ve bu denklemlere ili̧skin operatörlerin spekt-

rumunun incelenmesi çalı̧smaları yapılırken resolvent operatörün kutbu olan, ilk

bakı̧sta resolvent operatörü tanımsız yaptı̆gıiçin özdeğer gibi düşünülen ancak sürekli

spektrumun üzerinde olan aykırınoktalarla kaŗsılaşılmı̧stır. Bu noktalarıilk olarak

Naimark 1960 yılında nonselfadjoint Sturm-Liouville operatörünün spektrumunu in-

celerken farketmi̧s aynıyıl Schwartz bu noktalarıspektral tekillikler olarak adlandır-

mı̧stır. Daha sonra bu noktalarıiçeren bir çok çalı̧sma yapılmı̧stır. Şimdi spektral

tekilliklere ait tanım verilebilir.

Tanım 2.6 Resolvent operatörün kutbu (ancak özdeğer olmayan) ve sürekli spekt-

rumun elemanıolan noktalara spektral tekillikler adıverilir ve bu noktaların kümesi

σss (A) ile gösterilir (Naimark 1960).

Tanım 2.7 f : qN → C fonksiyonunun q-türevi f4 (t) gösterilir ve

f4 (t) =
f (qt)− f (t)

µ(t)
, t ∈ qN

şeklinde tanımlıdır. Burada µ (t) = (q − 1)t graininess fonksiyonudur. Herhangi

f, g : qN → C fonksiyonlarıiçin çarpım kuralı

(fg)4 (t) = f4(t)g(t) + f(qt)g4(t) = f(t)g4(t) + f4(t)g(qt)

biçiminde verilir (Kac ve Cheung 2002).

Teorem 2.1 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik

bölgesinin içindeki sıfırları(eğer varsa) ayrıktır (Dolzhenko 1979).
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Teorem 2.2 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik

bölgesinin içindeki sıfırlarının limit noktaları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin

sınırındadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katlı

sıfırları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin sınırındadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi) Açık üst düzlemde özdeş olarak sıfır olmayan

analitik bir fonksiyonun, reel eksendeki sıfırlarının Lebesgue ölçüsü sıfırdır

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi) g fonskiyonu C+ bölgesinde her mertebeden türeve

sahip bir fonksiyon ve G = {x ∈ R : gn (x) = 0, ∀ n ∈ N} olmak üzere µ (G) = 0

olsun. Ayrıca ∣∣g(k) (z)
∣∣ ≤ ηk, k ∈ N ∪ {0}

eşitsizliği sağlanacak şekilde ηk sayılarımevcut olmakla birlikte Gs, G kümesinin

s-komşuluğu, t(s) = inf
k

ηk sk

k!
ve ω > 0 olmak üzere∫ ω

0

ln t (s) dµ (Gs) = −∞ (2.1)

sağlansın. Bu durumda g fonksiyonu C+ da özdeş olarak sıfırdır (Pavlov 1975).

(2.1) ifadesindeki integral, sıfır noktasınıiçeren herhangi bir aralık üzerinden alın-

maktadır.

Teorem 2.6 (Heine-Borel Teoremi) Öklid uzayının bir altkümesinin kompakt ol-

masıiçin gerek ve yeter şart bu altkümenin kapalıve sınırlıolmasıdır (Aliprantis 1998).
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3. SINIR KOŞULU SPEKTRAL PARAMETRELİ QUANTUM

FARK DENKLEMİ İÇEREN SINIR DEĞER PROBLEMİNİN

SPEKTRAL ANALİZİ

qN := {qn : n ∈ N} olmak üzere selfadjoint olmayan ikinci mertebeden q-fark denk-

lemi için

qa (t) y (qt) + b(t)y(t) + a

(
t

q

)
y

(
t

q

)
= λy(t), t ∈ qN (3.1)

(γ0 + γ1λ) y (q) + (β0 + β1λ) y(1) = 0, (3.2)

γ0β1 − γ1β0 6= 0,

γ1 6= − β0

a(1)

sınır değer problemi göz önüne alınsın. (3.1)-(3.2) sınır değer problemine kaŗsılık

gelen L : `2

(
qN
)
→ `2(qN) operatörü

(ly) (t) = qr (t) y (qt) + s(t)y(t) + r

(
t

q

)
y

(
t

q

)
fark ifadesinin ve (3.2) sınır koşulunun yardımıile tanımlansın. Burada `2

(
qN
)
,

< f, g >q:=
∑
t∈qN

µ (t) f (t) g (t), f, g : qN → C

iç çarpımıyla verilen kompleks değerli fonksiyonların Hilbert uzayıdır. Ayrıca

∀ t ∈ qN için a(t) 6= 0 olmak üzere {a(t)}t∈qN0 ve {b(t)}t∈qN kompleks diziler ve

i = 0, 1 için γi, βi ∈ C olup λ ise bir spektral parametredir. Eğer

r(t) = a(t)µ2(t), s(t) = b (t) + qa (t) + a

(
t

q

)
alınırsa (3.1) q-fark denklemi

(ly) (t) =
[
ry4

]4( t
q

)
+ s (t) y (t) , t ∈ qN

şeklindeki Sturm-Liouville formu ile ifade edilir.
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3.1 Sınır Değer Probleminin Jost Çözümü ve Jost Fonkiyonu

Bu bölümde {a (t)}t∈qN0 ve {b (t)}t∈qN kompleks dizilerinin

∑
t∈qN

(
ln t

ln q

)
(|1− a (t)|+ |b (t)|) <∞ (3.3)

koşulunu gerçeklediği kabul edilsin. Şimdi (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin Jost

çözümünü elde etmek için aşağıdaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 {a (t)}, {b (t)} dizileri için verilen (3.3) koşulu altında (3.1) diskre

q-fark denklemi λ = 2
√
q cos z için z ∈ C+ := {z ∈ C : Im z ≥ 0} olmak üzere

e (t, z) = α (t)
e
i
ln t

ln q
z√

µ (t)

1 +
∑
r∈qN

A(t, r)e
i
ln r

ln q
z

 , t ∈ qN0 (3.4)

çözümüne sahiptir. Burada α (t) ve A (t, r) dizileri {a (t)}t∈qN0 ve {b (t)}t∈qN dizileri

cinsinden ifade edilir (Adıvar ve Bohner 2006b).

İspat. z ∈ C+ olmak üzere (3.1) denkleminde λ = 2
√
q cos z için (3.4) ifadesi

denklemde yerine yazılırsa

qa (t)α (qt)
exp

(
i ln qt

ln q
z
)

√
(q − 1) tq

1 +
∑
r∈qN

A (qt, r) ei
ln r
ln q

z


+b (t)α (t)

exp
(
i ln t

ln q
z
)

√
(q − 1) t

1 +
∑
r∈qN

A (t, r) ei
ln r
ln q

z


+a

(
t

q

)
α

(
t

q

) exp
(
i

ln t
q

ln q
z
)

√
(q − 1) t

q

1 +
∑
r∈qN

A

(
t

q
, r

)
ei

ln r
ln q

z


=
√
q
(
eiz + e−iz

)α (t)
exp

(
i ln t

ln q
z
)

√
(q − 1) t

1 +
∑
r∈qN

A (t, r) ei
ln r
ln q

z
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olup buradan

qa (t)α (qt)
exp{i( ln t

ln q
+ 1)z}√

(q − 1) tq
+ qa (t)α (qt)

exp
{
i
(

ln t
ln q

+ 1
)
z
}

√
(q − 1) tq

∑
r∈qN

A (qt, r)

+b (t)α (t)
exp

(
i ln t

ln q
z
)

√
(q − 1) t

+ b (t)α (t)
exp

(
i ln t

ln q
z
)

√
(q − 1) t

∑
r∈qN

A (t, r) ei
ln r
ln q

z

+a

(
t

q

)
α

(
t

q

) exp
{
i
(

ln t
ln q
− 1
)
z
}

√
(q − 1) t

q

+a

(
t

q

)
α

(
t

q

) exp
{
i
(

ln t
ln q
− 1
)
z
}

√
(q − 1) t

q

∑
r∈qN

A

(
t

q
, r

)
ei

ln r
ln q

z

=
√
qα (t)

exp
{
i
(

ln t
ln q

+ 1
)
z
}

√
(q − 1) t

+
√
qα (t)

exp
{
i
(

ln t
ln q
− 1
)
z
}

√
(q − 1) t

+
√
qα (t)

exp
{
i
(

ln t
ln q

+ 1
)
z
}

√
(q − 1) t

∑
r∈qN

A (t, r) ei
ln r
ln q

z

+
√
qα (t)

exp
{
i
(

ln t
ln q
− 1
)
z
}

√
(q − 1) t

∑
r∈qN

A (t, r) ei
ln r
ln q

z

elde edilir. Son eşitlikte üstel fonksiyonun katsayılarıkaŗsılıklıkıyaslandı̆gında
ln t
ln q
− 1 katsayılıterimler için

a

(
t

q

)
α

(
t

q

)
= α (t) , t ∈ qN

yazılır. Son eşitliğe ardı̧sık yaklaşımlar yöntemi uygulanırsa

α (qt) = a (t)α (t)

α
(
q2t
)

= a (qt)α (qt)

α
(
q3t
)

= a
(
q2t
)
α
(
q2t
)

...

olup

α (t) =

 ∏
s∈[t,∞)∩qN

a(s)


−1

şeklinde bulunur.
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ln t
ln q
katsayılıterimler için

b (t)α (t) +
√
qa

(
t

q

)
α

(
t

q

)
A

(
t

q
, q

)
=
√
qα (t)A (t, q)

olup

A (t, q)− A
(
t

q
, q

)
=

1
√
q
b (t)

yazılır. Ardı̧sık yaklaşımlar yöntemi gereğince

A (qt, q)− A (t, q) =
1
√
q
b (qt)

A
(
q2t, q

)
− A (qt, q) =

1
√
q
b
(
q2t
)

A
(
q3t, q

)
− A

(
q2t, q

)
=

1
√
q
b
(
q3t
)

...

olacağından elde edilen bu eşitlikler taraf tarafa toplandı̆gında

A (t, q) = − 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

b (s)

olarak bulunur.
ln t
ln q

+ 1 katsayılıterimler için

√
qa (t)α (qt) + b (t)α (t)A (t, q) +

√
qa

(
t

q

)
α

(
t

q

)
A

(
t

q
, q2

)
=
√
qα (t) +

√
qα (t)A

(
t, q2

)
olup

A
(
t, q2

)
− A

(
t

q
, q2

)
= a2 (t)− 1 +

b (t)
√
q
A (t, q)

yazılır. Bu eşitliğe de ardı̧sık yaklaşımlar yöntemi uygulanarak

A
(
qt, q2

)
− A

(
t, q2

)
= a2 (qt)− 1 +

b (qt)
√
q
A (qt, q)

A
(
q2t, q2

)
− A

(
qt, q2

)
= a2

(
q2t
)
− 1 +

b (q2t)
√
q
A
(
q2t, q

)
...

−A
(
t, q2

)
=

∑
s∈[qt,∞)∩qN

{(
a2 − 1

)
+

1
√
q
b (s)A (s, q)

}
10



eşitliklerinden

A
(
t, q2

)
=

∑
s∈[qt,∞)∩qN

1− a2 (s) +
1

q
b(s)

∑
p∈[qs,∞)∩qN

b (p)


olarak elde edilir. Benzer şekilde devam edilirse ln t

ln q
+ ln r

ln q
+ 1 katsayılıterimler için

√
qa (t)α (qt)A (qt, r) + b (t)α (t)A (t, qr) +

√
qa

(
t

q

)
α

(
t

q

)
A

(
t

q
, q2r

)
=
√
qα (t)A (t, q) +

√
qα (t)A

(
t, q2r

)
olup

√
qa (t)α (qt)A (qt, r)

α (t)
+
b (t)α (t)A (t, qr)

α (t)
+

√
qa
(
t
q

)
α
(
t
q

)
A
(
t
q
, q2r

)
α (t)

=

√
qα (t)A (t, q)

α (t)
+

√
qα (t)A (t, q2r)

α (t)

eşitliğinden

A
(
t, q2r

)
− A

(
t

q
, q2r

)
= a2 (t)A (qt, r)− A (t, r) +

b (t)
√
q
A (t, qr)

şeklinde yazılabilir. Ardı̧sık yaklaşımlar yöntemi gereğince

A
(
qt, q2r

)
− A

(
t, q2r

)
= a2 (qt)A

(
q2t, r

)
− A (qt, r) +

b (qt)
√
q
A (qt, qr)

A
(
q2t, q2r

)
− A

(
qt, q2r

)
= a2

(
q2t
)
A
(
q3t, r

)
− A

(
q2t, r

)
+
b (q2t)
√
q
A
(
q2t, qr

)
...

olup A (t, q2r) ifadesi en genel haliyle aşağıdaki gibi bulunur

A
(
t, q2r

)
= A (qt, r) +

∑
s∈[qt,∞)∩qN

{(
1− a2 (s)

)
A (qs, r)− b (s)

√
q
A (s, qr)

}
.

Lemma 3.1 Teorem 3.1 de verilen α (t) ve A (t, r), r ∈ qN dizileri {a (t)}, {b (t)}

kompleks dizilerinin sağladı̆gı(3.3) koşulu altında yakınsaktır.
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İspat. a (s) = 1 + ω (s) olmak üzere

α (t) =
∏
s∈qN

a(s)

sonsuz çarpımının yakınsak olmasıiçin gerek ve yeter şart∑
s∈qN

ω (s)

serisinin yakınsak olmasıdır. Seride mutlak değer alınıp, ω (s) = a (s)−1 yazıldı̆gında∑
s∈qN
|ω (s)| =

∑
s∈qN
|a (s)− 1|

olup (3.3) koşulu altında bu seri mutlak yakınsaktır. Tam uzaylarda mutlak yakınsak

her seri yakınsak olduğundan α (t) sonsuz çarpımıyakınsaktır.

A (t, r) dizilerinin yakınsaklı̆gınısöylebilmek için sadece A (t, q) dizisinin yakınsak-

lı̆gınıgöstermek yeterlidir. Diğer diziler için benzer şekilde elde edilir. O halde

A (t, q) = − 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

b (s)

için her iki tarafta mutlak değer alınırsa

|A (t, q)| =

∣∣∣∣∣∣− 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

b (s)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

|b (s)|

≤ 1
√
q

∑
s∈qN
|b (s)|

bulunur. Son eşitsizliğin sağ kısmı(3.3) koşulu altında yakınsak olduğundan A (t, q)

dizisi mutlak yakınsaktır. Dolayısıyla (3.3) koşulu altında yakınsaktır.

Lemma 3.2 {a (t)}, {b (t)} dizileri için verilen (3.3) koşulunun gerçeklenmesi şartı

altında Teorem 3.1 de açık şekli verilen A (t, r) katsayılarıC > 0 bir sabit ve
[∣∣∣ ln r

2 ln q

∣∣∣]
ifadesi, ln r

2 ln q
sayısının tam kısmıolmak üzere

|A (t, r)| ≤ C
∑

s∈[tq[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|) (3.5)

eşitsizliğini gerçekler (Adıvar ve Bohner 2006b).
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İspat. A (t, r) çekirdek dizilerinin (3.5) eşitsizliğini sağladı̆gıtümevarım yöntemiyle

gösterilebilir.

İlk olarak r = q için

|A (t, q)| ≤ C
∑

s∈[t,∞)∩qN
(|1− a (s)|+ |b (s)|)

eşitsizliğinin sağlandı̆gınıgösterelim.

|A (t, q)| =

∣∣∣∣∣∣− 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

b (s)

∣∣∣∣∣∣
olup mutlak değerde üçgen eşitsizliği kullanılarak

|A (t, q)| ≤ 1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

|b (s)|

≤ 1
√
q

∑
s∈[t,∞)∩qN

|b (s)|

yazılır. Eşitsizliğin sağındaki toplama |1− a (s)| ifadesi eklenerek

|A (t, q)| ≤ 1
√
q

∑
s∈[t,∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|)

istenilen elde edilir. r = qk−1 için∣∣A (t, qk−1
)∣∣ ≤ C

∑
s∈[tq[| k−12 |],∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|)

eşitsizliğinin doğru olduğu kabul edilsin. r = qk için∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ C
∑

s∈[tq[| k2 |],∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|)

eşitsizliğinin sağlandı̆gınıgöstermek gerekmektedir. Üçgen eşitsizliği kullanılarak∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+

∑
s∈[qt,∞)∩qN

{∣∣1− a2 (s)
∣∣ ∣∣A (qs, qk−2

)∣∣+
|b (s)|
√
q

∣∣A (s, qk−1
)∣∣}

=
∣∣A (qt, qk−2

)∣∣+
∑

s∈[qt,∞)∩qN

∣∣1− a2 (s)
∣∣ ∣∣A (qs, qk−2

)∣∣
+

1
√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

|b (s)|
∣∣A (s, qk−1

)∣∣
13



yazılır. Buradan kabul gereği∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+ C1

∑
s∈[qt,∞)∩qN

|1− a (s)|
∑

p∈[sq[| k−22 |],∞)∩qN

(|1− a (p)|+ |b (p)|)

+
C2√
q

∑
s∈[qt,∞)∩qN

|b (s)|
∑

p∈[sq[| k−12 |],∞)∩qN

(|1− a (p)|+ |b (p)|)

olup C3 := maks {C1,C2} ve Q (s) := |1− a (s)|+ |b (s)| olmak üzere∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+ C3

∑
s∈[qt,∞)∩qN

Q (s)
∑

p∈[sq[| k−12 |],∞)∩qN

Q (p)

yazılabilir. Son eşitsizlik daha açık şekilde ifade edildiğinde

∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+ C3



Q (qt)
∑

p∈[tq[| k−12 |]+1,∞)∩qN
Q (p)

+Q (q2t)
∑

p∈[tq[| k−12 |]+2,∞)∩qN
Q (p)

+Q (q3t)
∑

p∈[tq[| k−12 |]+3,∞)∩qN
Q (p)

+ . . .


bulunur. Bu eşitsizlikler ortak bir toplama alındı̆gında

∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+ C3


∑

s∈[qt,∞)∩qN
Q (s)

∑
p∈[tq[| k+12 |],∞)∩qN

Q (p)


elde edilir.

∑
s∈[qt,∞)∩qN Q (s) ifadesi sınırlıolduğundan C4 := C3

∑
s∈[qt,∞)∩qN Q (s)

olmak üzere∣∣A (t, qk)∣∣ ≤ ∣∣A (qt, qk−2
)∣∣+ C4

∑
p∈[tq[| k+12 |],∞)∩qN

Q (p)

≤ C5

∑
s∈[tq[| k−22 |]+1,∞)∩qN

Q (s) + C4

∑
p∈[tq[| k+12 |],∞)∩qN

Q (p)

≤ C5

∑
s∈[tq[| k2 |],∞)∩qN

Q (s) + C4

∑
p∈[tq[| k2 |],∞)∩qN

Q (p)

≤ C6

∑
s∈[tq[| k2 |],∞)∩qN

Q (s)

bulunur. Burada C6 := maks {C5, C4} ile verilir. Böylece (3.5) eşitsizliğinin doğru-

luğu gösterilmi̧s olur.
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Dolayısıyla Lemma 3.2 kullanılarak e (t, z) çözümünün C+ bölgesinde z deği̧skenine

göre analitik ve C+ bölgesinde sürekli olduğu söylenir.

Diğer yandan, (3.2) sınır koşulu ve (3.4) eşitliği kullanılarak f fonksiyonu

f (z) = (γ0 + 2
√
qγ1 cos z) e (q, z) + (β0 + 2

√
qβ1 cos z) e (1, z) (3.6)

şeklinde tanımlansın. Bu durumda f fonksiyonu, C+ bölgesinde analitik olup C+

bölgesinde süreklidir ve f (z) = f (z + 2π) eşitliği sağlanır.

Tanım 3.1 Sturm-Liouville denklemine benzer olarak (3.4) çözümüne (3.1) denk-

leminin Jost çözümü, f fonksiyonuna da (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin Jost

fonksiyonu denir (Aygar ve Bohner 2015).

3.2 Sınır Değer Probleminin Green Fonksiyonu ve Resolventi

Verilen sınır değer probleminin Green fonksiyonunu dolayısıyla resolventini bulmak

için (3.1) diskre denkleminin (3.2) sınır koşulunu sağlayan bir çözümünü tanımla-

mak gerekir. (3.1) denkleminin λ spektral parametresine göre C+ bölgesinde tam

fonksiyon olan ve

A (1, λ) = 0, A (q, λ) = 1

B (1, λ) = 1, B (q, λ) = 0

koşullarınısağlayan lineer bağımsız A (t, λ) ve B (t, λ) çözümleri göz önüne alınsın.

Bu durumda, (3.1) denkleminin (3.2) koşulunu sağlayan diğer bir çözümü ϕ (t, λ)

olmak üzere bu çözüm, A (t, λ) ve B (t, λ) çözümlerinin kombinasyonu olarak

ϕ (t, λ) = c (λ)A (t, λ) + d (λ)B (t, λ)

biçiminde yazılır. (3.2) koşulu gereğince

(γ0 + γ1λ)ϕ(q, λ) + (β0 + β1λ)ϕ(1, λ) = 0
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olup

(γ0 + γ1λ) [c(λ)A(q, λ) + d(λ)B(q, λ)] + (β0 + β1λ) [c(λ)A(1, λ) + d(λ)B(1, λ)] = 0

yazılacağından, A (t, λ) ve B (t, λ) çözümlerinin sağladı̆gıkoşullar kullanılarak

(γ0 + γ1λ) c(λ) + (β0 + β1λ) d(λ) = 0

bulunur. Buradan

c (λ) = β0 + β1λ

d (λ) = − (γ0 + γ1λ)

için

ϕ (t, λ) = (β0 + β1λ)A (t, λ)− (γ0 + γ1λ)B (t, λ)

ve

ϕ (1, λ) = − (γ0 + γ1λ)

ϕ (q, λ) = β0 + β1λ

olarak elde edilir. O halde λ = 2
√
q cos z için

φ (t, z) = ϕ (2
√
q cos z) = {ϕ (t, 2

√
q cos z)} , t ∈ qN0

şeklinde tanımlanan φ çözümü z deği̧skenine göre tamdır ve 2π periyotlu periyodik

fonksiyondur.

Tanım 3.2 Herhangi bir q-fark denkleminin y = {y (t, z)}t∈qN ve u = {u (t, z)}t∈qN
olarak verilen iki çözümünün Wronskiyeni

W [y, u] (t) = µ (t) a (t) {y (t, z)u (qt, z)− y (qt, z)u (t, z)} (3.7)

şeklinde tanımlanır (Adıvar ve Bohner 2006b).

Lemma 3.3 Tanım 3.2 de (3.7) eşitliği ile tanımlanan Wronskiyen t den bağım-

sızdır.
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İspat. (3.1) q-fark denkleminin herhangi iki çözümü y = {y (t, z)}t∈qN ve

u = {u (t, z)}t∈qN olsun. ∆, q-türevi olmak üzere ∀ t ∈ qN için

[W [y, u] (t)]∆ =
W [y, u] (qt)−W [y, u] (t)

µ (t)

= µ (qt) a (qt)
{y (qt, z)u (q2t, z)− y (q2t, z)u (qt, z)}

µ (t)

−µ (t) a (t)
{y (t, z)u (qt, z)− y (qt, z)u (t, z)}

µ (t)

= y (qt, z)
{
qa (qt)u

(
q2t, z

)
+ a (t)u (t, z)

}
(3.8)

−u (qt, z)
{
qa (qt) y

(
q2t, z

)
+ a (t) y (t, z)

}
yazılır. (3.1) denkleminden

qa (qt)u
(
q2t, z

)
+ a (t)u (t, z) = (λ− b (qt))u (qt, z)

qa (qt) y
(
q2t, z

)
+ a (t) y (t, z) = (λ− b (qt)) y (qt, z)

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler (3.8) eşitliğinde yerine yazılırsa

[W [y, u] (t)]∆ = y (qt, z) (λ− b (qt))u (qt, z)− u (qt, z) (λ− b (qt)) y (qt, z)

= 0

bulunur. Buna göre

W [y, u] (t) = W [y, u] (qt)

olur ki, bu Wronskiyen t den bağımsız olduğunu gösterir.

Sonuç 3.1 y = {y (t, z)}t∈qN ve u = {u (t, z)}t∈qN, (3.1) q-fark denkleminin iki

çözümü olsunlar. Bu durumda bu iki çözümün lineer bağımsız olmasıiçin gerek ve

yeter koşul

W [y, u] 6= 0

olmasıdır.

İspat. W [y, u] = 0 olsun. O halde (3.2) tanımından ∀ t ∈ qN için a (t) 6= 0 ve

µ (t) 6= 0 olduğundan
y (t, z)

y (qt, z)
=

u (t, z)

u (qt, z)
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yazılır. Buradan

y (t, z) = Ku (t, z) , K 6= 0

elde edilir. Bu ise y ve u çözümlerinin lineer bağımlıolduğunu gösterir. Kaŗsıt olarak

y ve u çözümleri lineer bağımlıolsun. Bu durumda ∀ t ∈ qN için y (t, z) = Ku (t, z)

olacak şekilde K 6= 0 sayısıvardır. Buna göre

W [y, u] = µ (t) a (t) {y (t, z)u (qt, z)− y (qt, z)u (t, z)}

= µ (t) a (t) {Ku (t, z)u (qt, z)−Ku (qt, z)u (t, z)}

= 0

olur.

Dolayısıyla φ (t, z) ve e (t, z) çözümlerinin Wronskiyeni

W [φ (t, z) , e (t, z)] = µ (t) a (t) {φ (t, z) e (qt, z)− φ (qt, z) e (t, z)} , t ∈ qN0

olup Wronskiyen t deği̧skeninden bağımsız olduğundan t = 1 için

W [φ (t, z) , e (t, z)] = µ (1) a (1) {φ (1, z) e (q, z)− φ (q, z) e (1, z)}

= − (q − 1) a (1) f (z)

= (1− q) a (1) f (z)

olur. Burada ∀z ∈ C+ için (1− q) a (1) f (z) 6= 0 olduğundan bu iki çözüm li-

neer bağımsızdır. Bu durumda φ (t, z) ve e (t, z), (3.1) q-fark denkleminin temel

çözümler sistemini oluşturur. Dolayısıyla bu çözümler kullanılarak sınır değer prob-

leminin resolvent operatörü bulunabilir. Ayrıca f fonksiyonu 2π periyotlu fonksiyon

olduğundan f fonksiyonunun sıfırlarınıüst yarıdüzlemde incelemek yerine 2π uzun-

luklu herhangi bir şeritte incelemek yeterli olacaktır. Bu sebepten dolayıaşağıdaki

şeritler tanımlanabilir

P0 : =

{
z ∈ C+ : −π

2
≤ Re z ≤ 3π

2

}
P : = P0 ∪

[
−π

2
,
3π

2

]
.
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Teorem 3.2 (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin resolvent operatörü

Gt,z (z) :=


−φ (r, z) e (t, z)

qa (1) f (z)
; r = qk, k ∈ N0

−φ (t, z) e (r, z)

qa (1) f (z)
; r = tqk, k ∈ N

Green fonksiyonu olmak üzere

(Rh) (t) :=
∑
r∈qN

G (t, r)h (r) , h ∈ `2

(
qN
)
, {h (t, z)}t∈qN , t ∈ qN

ile verilir (Aygar ve Bohner 2015).

İspat. Resolvent operatör tanımıgereğince (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin Green

fonksiyonu ve resolvent operatörünü incelemek için

qa (t) y (qt, z) + b (t) y (t, z) + a

(
t

q

)
y

(
t

q
, z

)
− λy (t, z) = h (t, z) (3.9)

homogen olmayan q-fark denklemini çözmek yeterli olacaktır. g = {g (t, z)}t∈qN ,

(3.9) homogen olmayan denkleminin bir çözümü olmak üzere

g (t, z) = c (t) e (t, z) + d (t)φ (t, z)

eşitliği gerçeklenecek şekilde c (t) 6= 0 ve d (t) 6= 0 katsayılarıvardır. Buradan

g (qt, z) = c (qt) e (qt, z) + d (qt)φ (qt, z)

denklemine c (t) e (qt, z) ve d (t)φ (qt, z) ifadeleri ekleyip çıkartılarak

g (qt, z) = c (qt) e (qt, z)− c (t) e (qt, z) + d (qt)φ (qt, z)

−d (t)φ (qt, z) + c (t) e (qt, z) + d (t)φ (qt, z)

= e (qt, z) {c (qt)− c (t)}+ φ (qt, z) {d (qt)− d (t)}

+c (t) e (qt, z) + d (t)φ (qt, z)

elde edilir. Parametrelerin deği̧sim yönteminden

e (qt, z) {c (qt)− c (t)}+ φ (qt, z) {d (qt)− d (t)} = 0 (3.10)
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olacağından

g (qt, z) = c (t) e (qt, z) + d (t)φ (qt, z)

olarak bulunur. Bu eşitlik (3.9) denkleminde yerine yazıldı̆gında

h (t, z) = qa (t) {c (t) e (qt, z) + d (t)φ (qt, z)}

+b (t) {c (t) e (t, z) + d (t)φ (t, z)}

+a

(
t

q

){
c

(
t

q

)
e

(
t

q
, z

)
+ d

(
t

q

)
φ

(
t

q
, z

)}
−λ {c (t) e (t, z) + d (t)φ (t, z)}

= c (t) {qa (t) e (qt, z) + b (t) e (t, z)− λe (t, z)}

+d (t) {qa (t)φ (qt, z) + b (t)φ (t, z)− λφ (t, z)}

+a

(
t

q

)
c

(
t

q

)
e

(
t

q
, z

)
+ a

(
t

q

)
d

(
t

q

)
φ

(
t

q
, z

)
elde edilir. Gerekli sadeleştirmeler yapılırsa

h (t, z) = e

(
t

q
, z

)
a

(
t

q

){
c

(
t

q

)
− c (t)

}
+a

(
t

q

)
φ

(
t

q
, z

){
d

(
t

q

)
− d (t)

}
olup

e

(
t

q
, z

){
c (t)− c

(
t

q

)}
+ φ

(
t

q
, z

){
d (t)− d

(
t

q

)}
= −h (t, z)

a
(
t
q

) (3.11)

bulunur. Ayrıca (3.10) eşitliği
t

q
kadar ötelenirse

e (t, z)

{
c (t)− c

(
t

q

)}
+ φ (t, z)

{
d (t)− d

(
t

q

)}
= 0 (3.12)

olur. (3.11) ve (3.12) eşitliklerinden
e (t, z)

{
c (t)− c

(
t
q

)}
+ φ (t, z)

{
d (t)− d

(
t
q

)}
= 0

e
(
t
q
, z
){

c (t)− c
(
t
q

)}
+ φ

(
t
q
, z
){

d (t)− d
(
t
q

)}
= −h (t, z)

a
(
t
q

)
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi kullanılarak

c (t)− c
(
t

q

)
= − h (t, z)φ (t, z)

a
(
t
q

){
φ (t, z) e

(
t
q
, z
)
− φ

(
t
q
, z
)
e (t, z)

}
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ve

d (t)− d
(
t

q

)
=

h (t, z) e (t, z)

a
(
t
q

){
φ (t, z) e

(
t
q
, z
)
− φ

(
t
q
, z
)
e (t, z)

}
yazılır.

W [φ (t, z) , e (t, z)] = µ (t) a (t) {φ (t, z) e (qt, z)− φ (qt, z) e (t, z)}

= −µ
(
t

q

)
a

(
t

q

){
φ

(
t

q
, z

)
e (t, z)− φ (t, z) e

(
t

q
, z

)}
= −W [φ (t, z) , e (t, z)]

olduğundan son iki eşitlik kullanılarak

c (t)− c
(
t

q

)
= −

µ
(
t
q

)
h (t, z)φ (t, z)

µ (1) a (1) f (z)
(3.13)

d (t)− d
(
t

q

)
=
µ
(
t
q

)
h (t, z) e (t, z)

µ (1) a (1) f (z)
(3.14)

elde edilir. (3.13) eşitliğinden

c (q)− c (1) = −µ (1)h (q, z)φ (q, z)

µ (1) a (1) f (z)

c
(
q2
)
− c (q) = −µ (q)h (q2, z)φ (q2, z)

µ (1) a (1) f (z)
...

c (qn)− c
(
qn−1

)
= −µ (qn)h (qn+1, z)φ (qn+1, z)

µ (1) a (1) f (z)

olup bu eşitlikler taraf tarafa toplandı̆gıtakdirde

c (t) = c (1)−
∑
r∈qN

µ
(
r
q

)
h (r, z)φ (r, z)

µ (1) a (1) f (z)

elde edilir. Benzer şekilde (3.14) eşitliğinden

d (qt)− d (t) =
µ (t)h (qt, z) e (qt, z)

µ (1) a (1) f (z)

d
(
q2t
)
− d (qt) =

µ (qt)h (q2t, z) e (q2t, z)

µ (1) a (1) f (z)
...

d (qm)− d
(
qm−1

)
=

µ (qm−1)h (qm, z) e (qm, z)

µ (1) a (1) f (z)
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olup

−d (t) + d (qm) =

r∈[qmt,∞)∩qN∑
r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)

µ (1) a (1) f (z)

olarak bulunur. Burada

∑
r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)

µ (1) a (1) f (z)
<∞

olduğundan son eşitlikten m → ∞ için limit alınırsa lim
m→∞

d (qm) = s olacak şekilde

sonlu bir s sayısının varlı̆gısöylenir. Dolayısıyla

d (t) = s−
∑

r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)

µ (1) a (1) f (z)

elde edilir. Bulunan c (t) ve d (t) katsayıları

g (t, z) = c (t) e (t, z) + d (t)φ (t, z)

çözümünde yerine yazılırsa

g (t, z) = c (t) e (t, z) + d (t)φ (t, z)

=

c (1)−
∑
r∈qN

µ
(
r
q

)
h (r, z)φ (r, z)

µ (1) a (1) f (z)

 e (t, z)

+

s− ∑
r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)

µ (1) a (1) f (z)

φ (t, z)

olacağından

g (t, z) = c (1) e (t, z)−
∑
r∈qN

µ
(
r
q

)
h (r, z)φ (r, z) e (t, z)

µ (1) a (1) f (z)

+sφ (t, z)−
∑

r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (t, z)

µ (1) a (1) f (z)

olarak bulunur. Burada g (t, z) ∈ `2

(
qN
)
olup φ (t, z) /∈ `2

(
qN
)
olduğundan s = 0

olmalıdır. Dolayısıyla

g (t, z) = c (1) e (t, z)−
∑
r∈qN

µ
(
r
q

)
h (r, z)φ (r, z) e (t, z)

µ (1) a (1) f (z)
(3.15)

−
∑

r∈[qt,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (t, z)

µ (1) a (1) f (z)
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olarak yazılır. Ayrıca (3.2) sınır koşulundan

(γ0 + γ1λ) g (q, z) + (β0 + β1λ) g (1, z) = 0

{−φ (1, z) g (q, z) + φ (q, z) g (1, z)} = 0

olacağından (3.15) kullanılarak

φ (1, z)


c (1) e (q, z)− µ (1)h (q, z) e (q, z)φ (q, z)

µ (1) a (1) f (z)

−
∑

r∈[q2,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (q, z)

µ (1) a (1) f (z)


−φ (q, z)

c (1) e (1, z)−
∑

r∈[q,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (1, z)

µ (1) a (1) f (z)

 = 0

olup daha açık olarak

c (1)φ (1, z) e (q, z)− µ (1)h (q, z) e (q, z)φ (q, z)φ (1, z)

µ (1) a (1) f (z)

−
∑

r∈[q2,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (q, z)φ (1, z)

µ (1) a (1) f (z)

−c (1)φ (q, z) e (1, z) +
∑

r∈[q2,∞)∩qN

µ
(
r
q

)
h (r, z) e (r, z)φ (1, z)φ (q, z)

µ (1) a (1) f (z)
= 0

yazılabileceğinden

c (1) {φ (1, z) e (q, z)− φ (q, z) e (1, z)} = 0

olarak elde edilir. Burada φ (1, z) e (q, z)− φ (q, z) e (1, z) 6= 0 olduğundan c (1) = 0

bulunur. Bu durumda

g (t, z) = −
∑
r∈qN

(q − 1)h (r, z)φ (r, z) e (t, z)

q (q − 1) a (1) f (z)
−

∑
r∈[qt,∞)∩qN

(q − 1)h (r, z)φ (t, z) e (r, z)

q (q − 1) a (1) f (z)
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olarak bulunur. O halde (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin Green fonksiyonu

Gt,z (z) :=


−φ (r, z) e (t, z)

qa (1) f (z)
; r = qk, k ∈ N0

−φ (t, z) e (r, z)

qa (1) f (z)
; r = tqk, k ∈ N

(3.16)

şeklinde olup (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin resolvent operatörü de

(Rh) (t) :=
∑
r∈qN

G (t, r)h (r, z) , h ∈ `2

(
qN
)

(3.17)

biçimindedir.

3.3 Özdeğerler ve Spektral Tekilliklerin Elde Edili̧si

(3.1)-(3.2) sınır değer probleminin özdeğerler kümesi ve spektral tekillikler kümesi

sırasıyla σd ve σss ile gösterilsin. Bu durumda (3.16), (3.17) ve bu kümelerin tanım-

larıkullanılarak

σd = {λ ∈ C : λ = 2
√
q cos z, z ∈ P0, f (z) = 0} (3.18)

σss =

{
λ ∈ C : λ = 2

√
q cos z, z ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
, f (z) = 0

}
\ {0} (3.19)

yazılır. Dolayısıyla bu kümelerin elemanlarınıbelirleyip özelliklerini elde etmek için

f (z) = 0 sağlayacak şekildeki z ∈ P kompleks sayılarınıbelirlemek gerekir. (3.4) ve

(3.6) eşitlikleri kullanılarak

f (z) =
{
γ0 +

√
qγ1

(
eiz + e−iz

)}α (q)
eiz√
µ (q)

1 +
∑
r∈qN

A (q, r) ei
ln r
ln q

z


+
{
β0 +

√
qβ1

(
eiz + e−iz

)}α (1)
1√
µ (1)

1 +
∑
r∈qN

A (1, r) ei
ln r
ln q

z
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olup gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında

f (z) =
γ1α (q)√
q − 1

+
β0α (1)√
q − 1

+

√
q

q − 1
β1α (1) e−iz +

α (q) γ1e
2iz

√
q − 1

+

{
γ0α (q)√
q (q − 1)

+

√
q

q − 1
β1α (1)

}
eiz

+
∑
r∈qN

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) ei(

ln r
ln q
−1)z

+
∑
r∈qN

{
γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) +
β0α (1)√
q − 1

A (1, r)

}
ei(

ln r
ln q )z

+
∑
r∈qN

{
γ0α (q)√
q (q − 1)

A (q, r) +

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r)

}
ei(

ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) ei(
ln r
ln q

+2)z

olarak bulunur. Eğer

F (z) := f (z) eiz (3.20)

şeklinde tanımlanırsa

F (z) =

√
q

q − 1
β1α (1) +

{
γ1α (q)√
q − 1

+
β0α (1)√
q − 1

}
eiz (3.21)

+

{
γ0α (q)√
q (q − 1)

+

√
q

q − 1
β1α (1)

}
e2iz +

α (q) γ1√
q − 1

e3iz

+
∑
r∈qN

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) ei(

ln r
ln q )z

+
∑
r∈qN

{
γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) +
β0α (1)√
q − 1

A (1, r)

}
ei(

ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

{
γ0α (q)√
q (q − 1)

A (q, r) +

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r)

}
ei(

ln r
ln q

+2)z

+
∑
r∈qN

γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) ei(
ln r
ln q

+3)z

biçiminde yazılır.

f fonksiyonuC+ bölgesinde analitik olup, C+ bölgesinde sürekli ve f (z) = f (z + 2π)

olduğundan F fonksiyonu da C+ bölgesinde analitik, C+ bölgesinde sürekli ve 2π
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periyotlu periyodik fonksiyondur. Dolayısıyla, (3.18), (3.19) ve (3.20) eşitliklerinden

σd = {λ ∈ C : λ = 2
√
q cos z, z ∈ P0, F (z) = 0} (3.22)

σss =

{
λ ∈ C : λ = 2

√
q cos z, z ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
, F (z) = 0

}
\ {0} (3.23)

olur.

Tanım 3.3 F fonksiyonunun P bölgesindeki sıfırlarının katına (3.1)-(3.2) sınır değer

probleminin özdeğerinin veya spektral tekilliğinin katıdenir.

(3.22) ve (3.23) eşitliklikleri kullanılarak, (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin özdeğer-

leri ve spektral tekilliklerinin sayısal özelliklerini araştırmak için, F fonksiyonunun

P bölgesindeki sıfırlarının sayısal özelliklerini incelemek gerekir. Bu sıfırlar için

M1 := {z ∈ P0 : F (z) = 0} (3.24)

M2 :=

{
z ∈

[
−π

2
,
3π

2

]
: F (z) = 0

}
M3 := {M1 kümesinin limit noktalarının kümesi}

M4 := {F (z) fonksiyonunun sonsuz katlısıfırlarının kümesi}

kümeleri tanımlansın. Bu durumda, (3.22), (3.23) ve (3.24) eşitliklerinden

σd = {λ ∈ C : λ = 2
√
q cos z, z ∈M1} (3.25)

σss = {λ ∈ C : λ = 2
√
q cos z, z ∈M2} \ {0}

elde edilir.

Lemma 3.4 {a (t)} , {b (t)} dizilerinin sağladı̆gı(3.3) koşulu altında, F fonksiyo-

nu, z ∈ P ve Im z → ∞ olmak üzere aşağıdaki asimptotik eşitlikleri gerçekler

(Aygar ve Bohner 2015)

(i) F (z) =

√
q

q − 1
β1α (1) +O

(
e− Im z

)
, β1 6= 0

(ii) F (z) =
1√
q − 1

[γ1α (q) + β0α (1)] eiz +O
(
e−2 Im z

)
, β1 = 0.
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İspat. (i) β1 6= 0 olmak üzere z ∈ P ve Im z → ∞ için (i) asimptotik eşitliği

gösterilsin. (3.21) eşitliğinden ve ∀ z ∈ P için e− Im z > e−2 Im z > e−3 Im z olduğundan

üstel fonksiyonun özellikleri de kullanılarak

∣∣∣∣F (z)−
√

q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣γ1α (q)√
q − 1

+
β0α (1)√
q − 1

∣∣∣∣+
γ0α (q)√
q (q − 1)

+
√

q
q−1

β1α (1)∣∣∣∣α (q) γ1√
q − 1

∣∣∣∣
 e− Im z

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣γ1α (q)√
q − 1

∣∣∣∣ |A (q, r)| e− Im z( ln rln q
+1)

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣β0α (1)√
q − 1

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q
+1)

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣∣ γ0α (q)√
q (q − 1)

∣∣∣∣∣ |A (q, r)| e− Im z( ln rln q
+2)

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q
+2)

+
∑
r∈qN

∣∣∣∣γ1α (q)√
q − 1

∣∣∣∣ |A (q, r)| e− Im z( ln rln q
+3)z

elde edilir. (3.5) eşitsizliğinden

∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

≤ C7

∑
r∈qN

∑
s∈[q[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|) e− Im z( ln rln q )

yazılabilir. C7 := C
∣∣∣√ q

q−1
β1α (1)

∣∣∣ ve Q (s) := |1− a (s)|+ |b (s)| olmak üzere

∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

= C7


∑

s∈[1,∞)∩qN Q (s) e− Im z +
∑

s∈[q,∞)∩qN Q (s) e−2 Im z

+
∑

s∈[q,∞)∩qN Q (s) e−3 Im z +
∑

s∈[q2,∞)∩qN Q (s) e−4 Im z

+
∑

s∈[q2,∞)∩qN Q (s) e−5 Im z + . . .
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sağdaki ifadeyi büyütmek için üstel fonksiyonun özelliğinden

∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

≤ C7


∑

s∈qN Q (s) e− Im z +
∑

s∈[q,∞)∩qN Q (s) e− Im z

+
∑

s∈[q,∞)∩qN Q (s) e− Im z +
∑

s∈[q2,∞)∩qN Q (s) e− Im z

+ . . .


olup her toplamdan iki tane olduğu düşünülerek gerekli düzenlemeler yapıldı̆gında

∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

≤ 2C7e
− Im z


∑

s∈qN Q (s) +
∑

s∈[q,∞)∩qN Q (s)

+
∑

s∈[q2,∞)∩qN Q (s) + . . .


= 2C7e

− Im z


Q (1) +Q (q) +Q (q2) +Q (q3) + . . .

+Q (q) +Q (q2) +Q (q3)+ . . .

+Q (q2) +Q (q3) + . . .


= 2C7e

− Im z
{
Q (1) + 2Q (q) + 3Q

(
q2
)

+ 4Q
(
q3
)

+ . . .
}

= 2C7e
− Im z

∑
s∈qN

(
ln s

ln q
+ 1

)
Q (s)

bulunur. {a (t)} ve {b (t)} dizilerinin sağladı̆gı(3.3) koşulu altında

∑
s∈qN

(
ln s

ln q
+ 1

)
Q (s) =

∑
s∈qN

ln s

ln q
Q (s) +

∑
s∈qN

Q (s)

yazılır. Çünkü son eşitliğin sağındaki her iki seride yakınsaktır. Bu da

∑
r∈qN

∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣ |A (1, r)| e− Im z( ln rln q )

ifadesinin sınırlıolduğunu verir.

(ii) β1 = 0 olmasıdurumunda ise z ∈ P ve Im z →∞ için (3.3) koşulu kullanılarak∣∣∣∣(F (z)− 1√
q − 1

[γ1α (q) + β0α (1)] eiz
)
e2 Im z

∣∣∣∣ <∞
olduğu benzer şekilde gösterilir.
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Teorem 3.3 {a (t)} ve {b (t)} dizilerinin (3.3) koşulunu sağladı̆gıkabul edilsin. Bu

durumda aşağıdaki iddialar gerçeklenir (Aygar ve Bohner 2015).

(i) M1 kümesi sınırlıdır ve sayılabilirdir.

(ii) M1 ∩M3 = ∅ ve M1 ∩M4 = ∅.

(iii) M2 kümesi kompakttır ve reel eksendeki Lebesgue ölçüsü µ olmak üzere

µ (M2) = 0.

(iv) M3 ⊂M2, M4 ⊂M2 ve µ (M3) = µ (M4) = 0.

(v) M3 ⊂M4.

İspat. (i) Lemma 3.4 kullanılarak F fonksiyonunun P bölgesindeki sıfırlarının sınırlı

bir bölgede olduğu dolayısıyla P0 bölgesindeki sıfırlarının sınırlıbir bölgede olduğu,

yani M1 kümesinin sınırlıolduğu elde edilir. F fonksiyonu P0 bölgesinde analitik

olup Teorem 2.1 gereğince F fonksiyonunun P0 bölgesindeki sıfırlarıayrıktır. M1

sınırlıve ayrık olduğundan en fazla sayılabilir sayıda elemana sahiptir.

(ii) F fonksiyonu P0 bölgesinde analitik olduğundan Teorem 2.2 ve Teorem 2.3

gereğince F fonksiyonunun, P0 bölgesindeki sıfırlarının limit noktaları ile P0 böl-

gesindeki sonsuz katlısıfırlarıP0 bölgesinin sınırında, yani
[
−π

2
, 3π

2

]
aralı̆gında olur.

M1 kümesi C+ bölgesinde olduğundan M1 ∩M3 = ∅ ve M1 ∩M4 = ∅ bulunur.

(iii) ∀ z ∈ M2 için z ∈
[
−π

2
, 3π

2

]
olup M2 sınırlıdır. M2 kümesi sınırlıolduğundan

kapalıolduğu gösterilirse kompakt olduğu elde edilir. M2 ⊂M2 olduğu biliniyor.

M2 ⊂ M2 olduğunu gösterelim. Keyfi z ∈ M2 alalım. Bu durumda zn → z olacak

şekilde ∃ {zn} ⊂M2 vardır. ∀ n ∈ N için zn ∈M2 olduğundan F (zn) = 0 olmalıdır.

F fonksiyonu reel eksende sürekli olduğundan

F (zn)→ F (z) = 0

yazılır. Teorem 2.2 gereğince z ∈
[
−π

2
, 3π

2

]
olmalıdır. Buradan z ∈ M2 elde edilir.

DolayısıylaM2 kapalıdır. Heine-Borel Teoremi gereğinceM2 kompakt olup Privalov

Teoremi gereğince µ (M2) = 0 gerçeklenir.
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(iv) z0 ∈M3 alalım. Teorem 2.2 gereğince M3 ⊂
[
−π

2
, 3π

2

]
olur.

lim
n→∞

zn = z0

olacak şekilde {zn} ⊂M1 vardır öyle ki F (zn) = 0 yazılır. F sürekli olduğundan

F (z0) = F
(

lim
n→∞

zn

)
= lim

n→∞
F (zn) = 0

olup z0 ∈M2 bulunur. Şimdi M4 ⊂M2 olduğunu gösterelim.

z0 ∈ M4 olsun. Teorem 2.3 gereğince z0 ∈
[
−π

2
, 3π

2

]
olmak zorundadır. Ayrıca

n = 0, 1, 2, . . . için {
∂n

∂zn
F (z)

}
|z=z0 = 0

olduğundan F (z0) = 0 olup z0 ∈
[
−π

2
, 3π

2

]
ve F (z0) = 0 olduğundan z0 ∈M2 olur.

M3 ⊂M2, M4 ⊂M2 ve µ (M2) = 0 olduğundan

µ (M3) = µ (M4) = 0

elde edilir.

(v) z0 ∈ M3 ancak z0 /∈ M4 olsun. Bu durumda z0, F fonksiyonunun sonsuz katlı

sıfırıolmadı̆gından en az bir k ∈ N sayısıvardır öyle ki

F (z) = (z − z0)k g (z) , g (z0) 6= 0

eşitliği gerçeklenir. Buradan

g (z) =
F (z)

(z − z0)k

yazılır. F (z), C+ bölgesinde analitik, C+ bölgesinde sürekli olduğundan g fonksiyo-

nu da üst yarı düzlemde analitik ve kapalı üst yarı düzlemde süreklidir. Ayrıca

z0 ∈M3 olduğundan

lim
n→∞

zn = z0

olacak şekilde {zn} ⊂M1 vardır öyle ki ∀ n ∈ N için

g (zn) =
F (zn)

(zn − z0)k
= 0
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olup g fonksiyonu C+ bölgesinde sürekli olduğundan

lim
n→∞

g (zn) = g (z0) = 0

yazılır. Ancak g (z0) 6= 0 olduğundan bu bir çeli̧skidir, dolayısıyla kabul yanlı̧s olup

z0 ∈M4 bulunur.

(3.25) ve Teorem 3.3 kullanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.2 {a (t)} ve {b (t)} dizilerinin sağladı̆gı(3.3) koşulu altında, σd özdeğer

kümesi sınırlıdır, sayılabilirdir ve limit noktaları
[
−2
√
q, 2
√
q
]
aralı̆gındadır. Ayrıca,

σss ⊂
[
−2
√
q, 2
√
q
]
ve µ (σss) = 0 sağlanır (Aygar ve Bohner 2015).

3.4 Özdeğerler ve Spektral Tekilliklerin Özellikleri

Bu bölümde, {a (t)}t∈qN0 ve {b (t)}t∈qN kompleks dizilerinin ε > 0 ve 1
2
≤ δ ≤ 1 için

sup
t∈qN

{
exp

[
ε

(
ln t

ln q

)δ]
(|1− a (t)|+ |b (t)|)

}
<∞ (3.26)

koşulunu sağladı̆gıkabul edilecektir. Bu koşul (3.3) koşulundan daha kuvvetlidir.

(3.3) koşulu bu bölümde göstereceğimiz özdeğerlerin ve spektral tekilliklerin sonlu-

luğu ve sonlu katlıolduğunu veren teorem için yetersiz kaldı̆gından (3.26) koşuluna

ihtiyaç duyulmuştur. Dolayısıyla (3.26) koşulu (3.3) koşuluyla yer deği̧stirdiğinde

diğer kısımlarda verilen teorem ve lemmalar (3.26) koşulu altında da gerçeklenir.

Özel olarak δ = 1 için (3.26) koşulundan daha zayıf olan

sup
t∈qN

{
exp

[
ε

(
ln t

ln q

)]
(|1− a (t)|+ |b (t)|)

}
<∞, ε > 0 (3.27)

koşulu göz önüne alınsın.
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Lemma 3.5 {a (t)} ve {b (t)} dizilerinin gerçeklediği (3.27) koşulu altında

|A (t, r)| ≤M exp

(
−ε

8

ln r

ln q

)
, t ∈ {1, q} , r ∈ qN

eşitsizliği sağlanır (Aygar ve Bohner 2015).

İspat. M > 0 bir sabit olmak üzere r, q ∈ qN için (3.5) eşitsizliği kullanılarak

s ≥ tq[|
ln r
2 ln q |]

≥ tq
ln r
4 ln q

durumu göz önüne alındı̆gında

|A (t, r)| ≤ C
∑

s∈[tq[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

(|1− a (s)|+ |b (s)|)

= C
∑

s∈[tq[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

exp

(
ε

ln s

ln q

)
exp

(
−ε ln s

ln q

)
(|1− a (s)|+ |b (s)|)

≤ C sup
s∈qN

{
exp

(
ε

ln s

ln q

)
(|1− a (s)|+ |b (s)|)

} ∑
s∈[tq[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

exp

(
−ε ln s

ln q

)

bulunur. {a (t)} ve {b (t)} kompleks dizilerinin sağladı̆gı(3.27) koşulundan

|A (t, r)| ≤M
∑

s∈[tq[| ln r2 ln q |],∞)∩qN

exp

(
−ε

2

ln s

ln q

)
exp

(
−ε

2

ln s

ln q

)

olup

|A (t, r)| ≤M exp

(
−ε

2

ln tq[|
ln r
2 ln q |]

ln q

)
sağlanır. Burada

M = C sup
s∈qN

{
exp

(
ε

ln s

ln q

)
(|1− a (s)|+ |b (s)|)

}
.

Elde edilen son eşitsizlikten t = 1 için

|A (1, r)| ≤ M exp

(
−ε

2

ln q[|
ln r
2 ln q |]

ln q

)

≤ M exp

(
−ε

2

ln q
ln r
4 ln q

ln q

)

= M exp

(
−ε

8

ln r

ln q

)
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ve benzer şekilde t = q için

|A (q, r)| ≤ M exp

(
−ε

2

ln q[|
ln r
2 ln q |]

ln q

)

≤ M exp

(
−ε

2

ln qq
ln r
4 ln q

ln q

)

= M exp

(
−ε

2

{
ln r

4 ln q
+ 1

})
bulunur. Buradan t = 1, q, r ∈ qN için

|A (t, r)| ≤M exp

(
−ε

8

ln r

ln q

)
, t ∈ {1, q} , r ∈ qN

yazılabilir. Bu ise istenilendir.

Teorem 3.4 {a (t)} ve {b (t)} kompleks dizilerinin sağladı̆gı(3.27) koşulu altında

(3.1)-(3.2) sınır değer problemi sonlu sayıda sonlu katlıözdeğerlere ve spektral tekil-

liklere sahiptir (Aygar ve Bohner 2015).

İspat. F fonksiyonunun açık şekli olan (3.21) eşitliği kullanılarak

∂

∂z
F (z) = i

{
γ1α (q)√
q − 1

+
β0α (1)√
q − 1

}
eiz

+2i

{
γ0α (q)√
q (q − 1)

+

√
q

q − 1
β1α (1)

}
e2iz

+3i

{
α (q) γ1√
q − 1

e3iz

}
+
∑
r∈qN

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) i

(
ln r

ln q

)
ei(

ln r
ln q )z

+
∑
r∈qN

γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 1

)
ei(

ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

β0α (1)√
q − 1

A (1, r) i

(
ln r

ln q
+ 1

)
ei(

ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

γ0α (q)√
q (q − 1)

A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 2

)
ei(

ln r
ln q

+2)z
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+
∑
r∈qN

√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) i

(
ln r

ln q
+ 2

)
ei(

ln r
ln q

+2)z

+
∑
r∈qN

γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 3

)
ei(

ln r
ln q

+3)z

elde edilir. Türev fonksiyonunun içinde bulunan serilerin düzgün yakınsaklı̆gını

göstermek için birisini göstermek yeterli olacaktır, diğer seriler için de düzgün yakın-

saklık benzer şekilde gösterilir. Lemma 3.5 de verilen eşitsizlik yardımıyla∣∣∣∣∣∣
∑
r∈qN

1√
q − 1

γ1α (q)A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 3

)
ei(

ln r
ln q

+3)z

∣∣∣∣∣∣
≤M

∑
r∈qN

e(−
ε
8
ln r
ln q )

(
ln r

ln q
+ 3

)
e−( ln rln q

+3) Im z

olup bu ifade düzenlendiğinde∣∣∣∣∣∣
∑
r∈qN

1√
q − 1

γ1α (q)A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 3

)
ei(

ln r
ln q

+3)z

∣∣∣∣∣∣
≤ N

∑
r∈qN

e−
ln r
ln q (

ε
8

+Im z)
(

ln r

ln q
+ 3

)
elde edilir. Sağ taraftaki seri

ε

8
+ Im z > 0 için yakınsak olduğundan Im z > −ε

8
bölgesinde de

∑
r∈qN

1√
q − 1

γ1α (q)A (q, r) i

(
ln r

ln q
+ 3

)
ei(

ln r
ln q

+3)z

serisi Weierstrass Teoremi gereğince düzgün yakınsaktır. Böylece F (z) fonksiyo-

nunun analitiklik bölgesi Im z > −ε
8
bölgesine analitik devama sahiptir. Bu du-

rumda Teorem 2.2 gereğince F fonksiyonunun P bölgesindeki sıfırlarının limit nok-

taları
[
−π

2
, 3π

2

]
aralı̆gıüzerinde olmalıdır. Ancak bu aralık artık analitiklik bölgesinin

içinde kaldı̆gından F (z) fonksiyonunun sıfırlarının limit noktaları
[
−π

2
, 3π

2

]
aralı̆gı

üzerinde olamaz. Dolayısıyla Bolzano-Weierstrass Teoremi gereğince verilen koşul

altında M1 ve M2 yani σd, σss sonlu sayıda elamana sahiptir. Ayrıca F fonksiyo-

nu
{
z ∈ C : Im z > −ε

8

}
bölgesinde analitik olduğundan Teorem 2.3 kullanılarak

F fonksiyonunun P bölgesinde sonsuz katlısıfıra sahip olamayacağıelde edilir. O
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halde (3.25) eşitliklerinden (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin sonlu sayıda sonlu

katlıözdeğerleri ve spektral tekillikleri vardır.

Teorem 3.4 için verilen ispattan görülmektedir ki, (3.27) koşulu F fonksiyonunun

reel eksenden alt yarıdüzleme analitik devamınısağlar. Dolayısıyla, bu analitik de-

vam sonucunda (3.1)-(3.2) sınır değer probleminin özdeğerlerinin ve spektral tekil-

liklerinin sonlu olmasısonucu elde edilir.

Şimdi (3.26) koşulu göz önüne alınsın. (3.26) koşulu altında F fonksiyonunun C+

bölgesinde analitik ve reel eksende sonsuz türevlenebilir olduğu açıktır. Fakat,

(3.26) koşulu altında F fonksiyonu, reel eksenden alt yarıdüzleme analitik devama

sahip değildir. Bu yüzden, (3.26) koşulu altında (3.1)-(3.2) sınır değer problemi-

nin özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasıTeorem 3.4 den farklıbir

yolla gösterilmelidir. Bunun için Teorem 2.5 den faydalanılacaktır. Burada, Teo-

rem 2.5 e uygun olmasıamacıyla g fonksiyonu yerine 2π periyotlu F fonksiyonu ve

M4 ⊂
[
−π

2
, 3π

2

]
kümesi düşünülecek olup ayrıca teoremdeki ηk ifadesinin de belir-

lenmesi gerekecektir. Bu sebepten dolayıaşağıdaki lemma verilebilir.

Lemma 3.6 {a (t)} ve {b (t)} dizilerinin gerçeklediği (3.26) koşulu altında∣∣f (k) (z)
∣∣ ≤ ηk , z ∈ P, k ∈ N0 (3.28)

sağlanır. Burada

ηk ≤ Ddkk!kk(
1
δ
−1) (3.29)

olup D, d ve M ; ε ile δ ya bağlıpozitif sabitlerdir (Aygar ve Bohner 2015).

İspat. ηk ifadesinin belirlenmesi için F (z) fonksiyonunun türevlerinin incelenmesi

gerekir. O halde (3.21) eşitliğinden

F (k) (z) = ik
(
γ1α (q)√
q − 1

+
β0α (1)√
q − 1

)
eiz

+ (2i)k
(

γ0α (q)√
q (q − 1)

+

√
q

q − 1
β1α (1)

)
e2iz
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+ (3i)k
(
α (q) γ1√
q − 1

)
e3iz

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q

)]k√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) ei(

ln r
ln q )z

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q
+ 1

)]k
γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) ei(
ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q
+ 1

)]
β0α (1)√
q − 1

A (1, r) ei(
ln r
ln q

+1)z

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q
+ 2

)]k
γ0α (q)√
q (q − 1)

A (q, r) ei(
ln r
ln q

+2)z

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q
+ 2

)]k√
q

q − 1
β1α (1)A (1, r) ei(

ln r
ln q

+2)z

+
∑
r∈qN

[
i

(
ln r

ln q
+ 3

)]k
γ1α (q)√
q − 1

A (q, r) ei(
ln r
ln q

+3)z

yazılır. (3.26) koşulu altında k ∈ N ∪ {0} olmak üzere

∣∣F (k) (z)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣γ1α (q)√

q − 1
+
β0α (1)√
q − 1

∣∣∣∣ e− Im z

+2k

∣∣∣∣∣ γ0α (q)√
q (q − 1)

+

√
q

q − 1
β1α (1)

∣∣∣∣∣ e−2 Im z

+3k
∣∣∣∣α (q) γ1√

q − 1

∣∣∣∣ e−3 Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q

)k ∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)A (1, r)

∣∣∣∣ e− ln r
ln q

Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q
+ 1

)k ∣∣∣∣γ1α (q)√
q − 1

A (q, r)

∣∣∣∣ e−( ln rln q
+1) Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q
+ 1

)k ∣∣∣∣β0α (1)√
q − 1

A (1, r)

∣∣∣∣ e−( ln rln q
+1) Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q
+ 2

)k ∣∣∣∣∣ γ0α (q)√
q (q − 1)

A (q, r)

∣∣∣∣∣ e−( ln rln q
+2) Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q
+ 2

)k ∣∣∣∣√ q

q − 1
β1α (1)A (1, r)

∣∣∣∣ e−( ln rln q
+2) Im z

+
∑
r∈qN

(
ln r

ln q
+ 3

)k ∣∣∣∣γ1α (q)√
q − 1

A (q, r)

∣∣∣∣ e−( ln rln q
+3) Im z
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bulunur. ∀ r ∈ qN için ln r
ln q
≥ 1 olduğundan 2 ln r

ln q
≥ 2 ve 3 ln r

ln q
≥ 3 olup

∣∣F (k) (z)
∣∣ ≤ 4k


∣∣∣γ1α(q)√

q−1
+ β0α(1)√

q−1

∣∣∣+

∣∣∣∣ γ0α(q)√
q(q−1)

+
√

q
q−1

β1α (1)

∣∣∣∣
+
∣∣∣α(q)γ1√

q−1

∣∣∣
 (3.30)

+4k



∑
r∈qN

(
ln r
ln q

)k ∣∣∣√ q
q−1

β1α (1)A (1, r)
∣∣∣

+
∑

r∈qN

(
ln r
ln q

)k ∣∣∣γ1α(q)√
q−1

A (q, r) + β0α(1)√
q−1

A (1, r)
∣∣∣

+
∑

r∈qN

(
ln r
ln q

)k ∣∣∣∣ γ0α(q)√
q(q−1)

A (q, r) +
√

q
q−1

β1α (1)A (1, r)

∣∣∣∣
+
∑

r∈qN

(
ln r
ln q

)k ∣∣∣γ1α(q)√
q−1

A (q, r)
∣∣∣


olarak elde edilir. Ayrıca

s ≥ tq
ln r
4 ln q

için 1
2
≤ δ ≤ 1 olmak üzere

−sδ ≤ −tq(
ln r
4 ln q )

δ

yazılabilir. Lemma 3.5 den

|A (t, r)| ≤M exp

[
−ε

8

(
ln r

ln q

)δ]
(3.31)

elde edilir. Dolayısıyla (3.30) ve (3.31) eşitsizliklerinden

Dk = M4k
∑
r∈qN

(
ln r

ln q

)k
e−

ε
8(

ln r
ln q )

δ

, k ∈ qN0

olmak üzere ∣∣F (k) (z)
∣∣ ≤M4k +M4k

∑
r∈qN

(
ln r

ln q

)k
e−

ε
8(

ln r
ln q )

δ

(3.32)

bulunur. Literatürde G : [a, b]→ R sürekli bir fonksiyon ise

lim
n→∞

b− a
n

n∑
m=1

G

(
a+m

b− a
n

)
=

∫ b

a

G (t) dt

durumunun sağlandı̆gıbilinmektedir. O zaman a = 0, b = n ve

G (t) = tke−
ε
8
tδ
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için

Dk = M4k lim
n→∞

n∑
m=1

mke−
ε
8
mδ

= M4k lim
n→∞

n∑
m=1

G (m)

= M4k
∫ n

0

tke−
ε
8
tδdt

≤ M4k
∫ ∞

0

tke−
ε
8
tδdt

olup y =
ε

8
tδ dönüşümü yapılarak

t =

(
8y

ε

) 1
δ

dt =
1

δ

(
8

ε

) 1
δ

y
1
δ
−1dy

olduğundan

Dk ≤M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ

∫ ∞
0

y
k+1
δ
−1e−ydy (3.33)

elde edilir. (3.33) eşitsizliğinden, a =
k + 1

δ
−1 için a > 1 olduğu açıktır. Dolayısıyla∫ ∞

0

y
k+1
δ
−1e−ydy integrali

∫ ∞
0

ya−1e−ydy = Γ (a)

biçiminde Gamma fonksiyonu cinsinden yazılır.

Γ (a+ 1) = a!
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olduğundan

Dk ≤ M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ
Γ (a+ 1)

= M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ
a!

≤ M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ
aa

≤ M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ
(a+ 1)a

= M4k
(

8

ε

) k+1
δ 1

δ

(
k + 1

δ

) k+1
δ
−1

= M4k
(

8

ε

) k+1
δ

(k + 1)−1

(
1

δ
(k + 1)

) k+1
δ

olur. Buradan 1
2
≤ δ ≤ 1 olmak üzere 2 ≥ 1

δ
için

Dk ≤ M4k
(

8

ε

) k+1
δ

2
1
δ

(k+1) (k + 1)−1 (k + 1)
k+1
δ

≤ M4k
(

8

ε

) k+1
δ

(k + 1)−1 22(k+1) (k + 1)
1
δ (k + 1)

k
δ

= M42k+1

(
8

ε

) k+1
δ

(k + 1)
1
δ
−1 (k + 1)

k
δ

olup literatürde bilinen

(1 + k)
1
δ
−1 < e

k
δ

eşitsizliği kullanılarak

Dk ≤M42k+1

(
8

ε

) k+1
δ

e
k
δ (k + 1)

k
δ (3.34)

elde edilir. Yine iyi bilinen (
1 +

1

k

)k
< e

eşitsizliğinden (
1 +

1

k

) k
δ

< e
1
δ

olup

(k + 1)
k
δ < e

1
δ k

k
δ (3.35)
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eşitsizliği elde edilir. Ayrıca

kk < k!ek

olduğundan

k
k
δ < (k!)

1
δ e

k
δ

olup (3.35) eşitsizliğinden

(k + 1)
k
δ < (k!)

1
δ e

k+1
δ

bulunur. O halde, son eşitsizlik (3.34) de göz önüne alınırsa

Dk ≤ M42k+1

(
8

ε

) k+1
δ

e
k
δ (k!)

1
δ e

k+1
δ

= M42k+1

(
8

ε

) k+1
δ

e
2k+1
δ (k!)

1
δ

= 4Me
1
δ

(
8

ε

) 1
δ

[
16e

2
δ

(
8

ε

) 1
δ

]k
k! (k!)

1
δ
−1

= Ddkk! (k!)
1
δ
−1

≤ Ddkk!kk(
1
δ
−1)

olup k ≥ 1 için k!kk(
1
δ
−1) ≥ 1 durumu da göz önünde bulundurulursa (3.32) eşitsiz-

liğinden

∣∣F (k) (z)
∣∣ ≤ M4k +Ddkk!kk(

1
δ
−1)

≤ Ddkk!kk(
1
δ
−1)

elde edilir. Burada; D ve d, ε ve δ ya bağlıpozitif sabitlerdir. Dolayısıyla

Teorem 2.5 deki ηk ifadesi için

ηk = Ddkk!kk(
1
δ
−1)

düşünülecektir.

Teorem 3.5 {a (t)} ve {b (t)} kompleks dizileri (3.26) koşulunu sağladı̆gıtaktirde

M4 = ∅ (Aygar ve Bohner 2015).
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İspat. F fonksiyonu özdeş olarak sıfır değildir. Dolayısıyla, Teorem 2.5 ve

Lemma 3.6 kullanılarak k ∈ N0 için

t (s) = inf
k

ηks
k

k!

= inf
k

Dk!kk(
1
δ
−1) (ds)k

k!

= D inf
k

[
kk(

1
δ
−1) (ds)k

]
olmak üzere Teorem 2.5 de ifade edilen integralin aralı̆gıω > 0 için [0, ω) olarak

alınırsa ∫ ω

0

ln t (s) dµ (M4,s) > −∞ (3.36)

yazılır. Burada t (s) fonksiyonuna paralel olarak x ∈ [0,∞) için

h (x) = xx(
1
δ
−1) (ds)x (3.37)

fonksiyonu göz önüne alınsın. t (s) fonksiyonunun açıkça yazılabilmesi için h (x)

fonksiyonunun ekstremum noktalarıbulunmalıdır. (3.37) eşitliğinden

lnh (x) = x ln
(
dsx

1
δ
−1
)

olup her iki tarafın türevi alınırsa

h′ (x)

h (x)
= ln

(
dsx

1
δ
−1
)

+
x
(

1
δ
− 1
)
dsx

1
δ
−2

dsx
1
δ
−1

=
1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1
)

bulunur. Buradan

h′ (x) = xx(
1
δ
−1) (ds)x

[
1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1
)]

olup h′ (x0) = 0 için

1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1

0

)
= 0

ln
(
dsx

1
δ
−1

0

)
=

δ − 1

δ

bulunur. Son eşitlikten

e
δ−1
δ (ds)−1 = x

1−δ
δ

0
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olup h fonksiyonunun ekstremum noktası

x0 = e−1 (ds)
−δ
1−δ

olarak bulunur. Şimdi bu fonksiyonun yerel minimuma sahip olduğunu gösterelim.

h′′ (x) = xx(
1
δ
−1) (ds)x

[
1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1
)]2

+ xx(
1
δ
−1) (ds)x

(
1
δ
− 1
)
dsx

1
δ
−2

dsx( 1δ−1)

= xx(
1
δ
−1) (ds)x

{[
1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1
)]2

+

(
1

δ
− 1

)
x−1

}

olup 1
2
≤ δ ≤ 1 için 1

δ
> 1 olduğundan

h′′ (x0) = x
x0( 1δ−1)
0 (ds)x0

{[
1

δ
− 1 + ln

(
dsx

1
δ
−1

0

)]2

+

(
1

δ
− 1

)
x−1

0

}

= e(1− 1
δ )e−1(ds)

−δ
1−δ

{[
1

δ
− 1 + 1− 1

δ

]2

+

(
1

δ
− 1

)(
e (ds)

δ
1−δ

)}

= e(1− 1
δ )e−1(ds)

−δ
1−δ
{(

1

δ
− 1

)
e (ds)

δ
1−δ

}
> 0

elde edilir. Yani x0, h fonksiyonunun minimum noktasıdır. O halde

min
x∈[0,∞)

h (x) = h (x0)

=
[
e−1 (ds)

−δ
1−δ

] 1−δ
δ
e−1(ds)

−δ
1−δ

(ds)e
−1(ds)

−δ
1−δ

= e(−
δ−1
δ )e−1(ds)

−δ
1−δ

(ds)−e
−1(ds)

−δ
1−δ

(ds)e
−1(ds)

−δ
1−δ

= exp

(
−1− δ

δ
e−1 (ds)

−δ
1−δ

)
olup

t (s) = D exp

(
−1− δ

δ
e−1 (ds)

−δ
1−δ

)
(3.38)

olarak bulunur. O halde, (3.36) ve (3.38) ifadelerinden∫ ω

0

ln

[
D exp

(
−1− δ

δ
e−1 (ds)

−δ
1−δ

)]
dµ (M4,s) > −∞
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olup ayrıca Teorem 3.3 gereğince µ (M4) = 0 olduğundan

∞ > −
∫ ω

0

[
lnD +

(
−1− δ

δ
e−1d

−δ
1−δ s

−δ
1−δ

)]
dµ (M4,s)

= − lnD

∫ ω

0

dµ (M4,s) +

∫ ω

0

1− δ
δ

e−1d
−δ
1−δ s

−δ
1−δ dµ (M4,s)

= − lnD [µ (M4,ω)− µ (M4)] +
1− δ
δ

e−1d
−δ
1−δ

∫ ω

0

s
−δ
1−δ dµ (M4,s)

= −µ (M4,ω) lnD +
1− δ
δ

e−1d
−δ
1−δ

∫ ω

0

s
−δ
1−δ dµ (M4,s)

elde edilir. Bu durum ise ∫ ω

0

s
−δ
1−δ dµ (M4,s) <∞ (3.39)

olmasınıgerektirir. Fakat burada
1

2
≤ δ < 1 için δ

1−δ ≥ 1 olduğundan (3.39) koşulu

ancak M4 = ∅ olduğunda yani µ (M4,s) = 0 olduğunda sağlanır. Gerçekten, eğer

M4 6= ∅ olsaydı

µ (M4,s) ≥ 2s

ve buradan da

dµ (M4,s) ≥ 2ds

olurdu. Dolayısıyla, 1− δ
1−δ < 0 eşitsizliği göz önünde bulundurularak

∞ >

∫ ω

0

s
−δ
1−δ dµ (M4,s)

≥ 2

∫ ω

0

s
−δ
1−δ ds

=
2 (1− δ)

1− 2δs
δ

1−δ−1
|ω0

olur. Fakat bu durum ise bir çeli̧skidir. Yani, M4 = ∅ elde edilir.

Teorem 3.6 {a (t)}, {b (t)} kompleks dizilerinin gerçeklediği (3.26) koşulu altında

(3.1)-(3.2) sınır değer problemi sonlu sayıda sonlu katlıözdeğerlere ve spektral tekil-

liklere sahiptir (Aygar ve Bohner 2015).

İspat. Teoremi ispatlamak için, F fonksiyonunun P bölgesinde sonlu sayıda sonlu

katlısıfırlara sahip olduğu gösterilmelidir. Teorem 3.3 ve Teorem 3.5 kullanılarak,

M3 = ∅ elde edilir. Dolayısıyla M1 ve M2 sınırlıkümeleri bir limit noktasına sahip
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değillerdir. Bu yüzden, Bolzano-Weirstrass Teoremi gereğince M1 ve M2 kümeleri

sonlu olmalıdır, yani F fonksiyonu P bölgesinde sonlu sayıda sıfıra sahiptir. Ayrıca

Teorem 3.5 gereğince M4 = ∅ olduğundan F fonksiyonunun P bölgesindeki sıfırları

sonlu katlıdır.
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4. SONUÇ

Quantum fark denklemlerinin spektral analizi üzerine yapılan bu tez çalı̧smasıhazır-

lanırken kaynaklar kısmında da verilen birçok makale ve kitap kullanılmı̧s olup

genel olarak Aygar ve Bohner tarafından yazılan makale esas alınmı̧stır. Esas alı-

nan çalı̧sma, Bairamov, Aygar ve Koprubasi tarafından 2011 yılında yazılan fark

denkleminin spektral analizini konu alan çalı̧smanın quantum fark denklemlerine

geni̧slemesi olduğundan bu tez çalı̧smasına başlamadan önce bu çalı̧sma da ayrın-

tılarıyla irdelenmi̧stir. Ayrıca tez genelinde quantum analiz kullanılacağından quan-

tum analiz için bilinen genel teoriye de başlamadan önce kaynakça kısmında verilen

kaynaklar doğrultusunda çalı̧sılmı̧stır.

Genel olarak literatürde, fark denklemi ve bu denklemlere ili̧skin operatörlerin spekt-

ral analizi yani Sturm-Liouville denkleminin diskre analoğunun spektral analizi Bere-

zanski, Guseinov, Gasymov, Bairamov, Adıvar gibi birçok bilim insanlarıtarafın-

dan çeşitli çalı̧smalarda sınır değer problemi olarak ele alınmı̧stır. Bu çalı̧smaların

genelinde spektral parametre sadece denklemin kendisinde bulunup sınır koşulu

spektral parametre içermemektedir. Fakat Bairamov et.al. tarafından yapılan çalı̧s-

mada hem fark denklemi hem de sınır koşulu spektral parametre içerip diğer çalı̧s-

malardan farklanmaktadır. Bu tez çalı̧smasıise bu durumun q-analoğu olup hem

daha genel hal hem de sınır koşulunda spektral parametre bulundurmasıaçısından

önemlidir. Quantum analiz farklıalanlarda birçok uygulamaya sahip olup son yıl-

larda bilim insanlarının ilgi duyduğu alan olarak literatürde yerini almı̧stır. Gerçek

hayatta kaŗsılaşılan problemlere q-fark denklemleri uygulamalarının cevap vermesi

sebebiyle de q-fark denklemleri önem kazanmı̧stır. Fakat bu denklemlere ili̧skin spek-

tral teori çalı̧smalarıeksik kalmı̧stır. Son on yıla bakıldı̆gında ancak sınırlısayıda

çalı̧sma göze çarpmaktadır. Dolayısıyla bu tez, bu konuda çalı̧sanlar için yeni bir

kaynak olup literatüre katkıda bulunacaktır.

Çalı̧sma genelinde, q-fark denklemi ile üretilen spektral parametreli sınır koşuluna

sahip sınır değer probleminin üstel fonksiyon türünde Jost çözümü ile Jost fonksi-
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yonu verilmi̧s ve Jost fonksiyonunun asimptotik özellikleri incelenmi̧stir. Bu özellik-

ler kullanılarak sınır değer probleminin resolvent operatörü bulunmuştur. Özdeğer-

lerinin ve spektral tekilliklerinin yapısal ve nicel özellikleri incelenmi̧stir. Bu çalı̧sma

orjinal bölüm içermemektedir. Ancak çalı̧smaya ön hazırlık yaparken taranan maka-

lelerden yola çıkarak, literatürde bulunmayan polinom türde Jost çözümüne sahip

fark denklemi ve spektral parametreli sınır koşuluna sahip sınır değer probleminin

spektral analizi üzerine sonuçlar elde edilmi̧stir. Bu sonuçlar en az üstel fonksi-

yon türünde Jost çözümü için verilen sonuçlar kadar iyi çıkmı̧stır. Ancak, bu tez

konusunun bütünlüğünü bozmamak için, orjinal elde edilen sonuçlar q-durumu içer-

mediğinden bu tez çalı̧smasına eklenmemi̧stir.
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