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OZET
Yiksek Lisans Tezi

SINIR KOSULLARINDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNDURAN
NONSELFADJOINT g-FARK DENKLEMININ SPEKTRAL ANALIZI

Giiher Giilgehre OZBEY

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Yelda AYGAR KUCUKEVCILIOGLU

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan spektral analizin temel tanim ve teoremleri

verilmistir.

Ucgiincii boliim ii¢ kisimdan olusmaktadir. Bu boliimde, nonselfadjoint g-fark denklemi ile
iiretilen sinir kosulunda spektral parametre bulunduran ikinci mertebeden sinir deger problemi
ele alinmistir. Bu smir deger probleminin Jost ¢éziimii ile Jost fonksiyonu bulunmus ve Jost
fonksiyonunun 6zellikleri incelenmistir. Bununla birlikte, verilen sinir deger probleminin Green
fonksiyonu ve resolvent operatdrii bulunup oOzdegerler ve spektral tekillikler kiimesi
tanimlanmugtir. Ayrica analitik fonksiyonlar igin teklik teoremleri kullanilarak 6zdegerlerin ve
spektral tekilliklerin 6zellikleri incelenmistir. Ozdeger ve spektral tekillikleri ile onlarin

katlariin sonlulugunu garantileyen kosul belirtilmistir.

Son boliimde, dnceki boliimde verilen sonuglarin analizi yapilmustir.

Haziran 2017, 49 sayfa )
Anahtar Kelimeler: Spektral Teori, Jost Coziimii, g-Fark Denklemi, Ozdeger, Spektral
Tekillik, Green Fonksiyonu



ABSTRACT

Master Thesis

SPECTRAL ANALYSIS OF NONSELFADJOINT g-DIFFERENCE EQUATION
WITH SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY CONDITIONS

Giiher Giilgehre OZBEY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Yrd. Dog. Dr. Yelda AYGAR KUCUKEVCILIOGLU

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter some basic definitions and main theorems of spectral analysis that we will
use in next chapters are given.

The third chapter is composed of three sections. In this chapter, the second-order boundary
value problem is considered which is generated by a nonselfadjoint g-difference equation and
boundary condition with spectral parameter. The Jost solution and Jost function of the boundary
value problem are found and the properties of Jost function are investigated. Moreover, the
Green function and the resolvent operator of the boundary value problem are obtained. The sets
of eigenvalues and the spectral singularities of this boundary value problem are defined. Also,
by using the uniquness theorems for analytic functions, the properties of the eigenvalues and
spectral singularities are examined. The condition that guarantees that the related boundary
value problem has a finite number of eigenvalues and spectral singularities with finite
multiplicities is presented.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results considered in previous chapters.

July 2017, 49 sayfa
Key Words: Spectral Theory, Jost Solution, g-Difference Equation, Eigenvalue,
Spectral Singularity, Green Function
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Calisma konumun belirlemesinde ve bilimsel bir diizlemde geliserek sonuglanmasinda
bliyiik katkilar1 olan, bu siirecte bilimsel yonlendirmeleri ile bana siirekli yol gdsteren
ve ayn1 zamanda her tiirlii destegini esirgemeyen danisman hocam Sayin Yrd. Dog. Dr.
Yelda AYGAR KUCUKEVCILIOGLU (Ankara Universitesi Matematik Anabilim
Dal1)' na;Calismami gerceklestirirken dostca Onerileri ve elestirileri ile bana desteklerini
sunan Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali Hocalarina; Bu uzun ve yorucu
stirecte, yakinliklarini, desteklerini ve anlayislarint esirgemeyen sevgili arkadaslarima;
Calismamin her asamasinda yanimda olan, kendilerini ihmal ettigim zamanlarda dahi
ozverili yaklasimlarini ve iyi niyetlerini eksik etmeyen canim aileme tesekkiirlerimi

sunarim. Calisma azmimi onlarin varligina bor¢luyum.
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1. GIRIiS

Fonksiyonel analiz ve matematiksel fizigin birgok problemi, diferensiyel operatorlerin
spektral analizinin incelenmesini gerekli kilmigtir. Bu nedenle diferensiyel operator-
lerin spektral analizi bircok onemli calismanin temel konusu olmustur. Bu calig-
malar genellikle diferensiyel operatorlerin spektrum yapilarinin ve 6zelliklerinin in-
celenmesine iligkindir. Ilk olarak 1951 yilinda Keldys tarafindan regiiler nonselfad-
joint diferensiyel operatorlerin spektral analizi tizerine galigma yapilmigtir. Sinirsiz
aralikta tanimli singiiler nonselfadjoint diferensiyel operatorlerinin spektral anali-
zinin incelenmesine 1960 yilinda ilk Naimark tarafindan baglanmistir. Uygulamada
duyulan ihtiyaglar ile Schrodinger, Sturm-Liouville, Klein Gordon gibi diferensiyel

denklemleri iceren problemlere ait calismalar giiniimiize kadar ulagmigtir.

Spektral analizin bilgisayar caligmalarinda kullanilmasi icin siirekli durumda ele
aliman diferensiyel denklem ve bu denklemlere iligkin operatérlerin diskre durum-
larini igeren caligmalar literatiirde yerini almigtir. Bu tiir problemler miihendislik,
ekonomi, finans, biyoloji ve diger alanlarin problemleri i¢in yapilan modelleme ¢alis-
malar ile fark operatorlerinin spektral analizinin incelenmesine yol agmigtir. Bu
konuda cesitli matematikgiler tarafindan ¢ok sayida calisma yapilmigtir

(Guseinov 1976), (Bairamov ve Celebi 1999), (Adivar ve Bairamov 2001),
(Bairamov vd. 2010), (Bairamov ve Koprubasi 2010), (Bairamov vd. 2011),
(Koprubasi 2014), (Bairamov ve Aygar 2012).

Son yillarda ise matematik ve fizik bilimleri arasinda koprii goérevi yapan ve limitsiz
analiz olarak bilinen quantum analizin popiilerliginin artmasi ile ¢-fark denklem-

lerinin ve operatorlerinin spektral analizi de énem kazanmigtir.

Quantum fark operatorleri sayilar teorisinde, ortogonal polinomlar teorisinde, matema-
tiksel fizikte ve temel hiper-geometrik fonksiyonlar teorisi ile birlikte mekanik ve

rolativistik teorisinde genis uygulamalara sahiptir.
1



Klasik analizdeki bazi temel tanmim ve teoremlerin g-analoglar1i Kac ve Pokman
tarafindan verilmistir. Bohner, Peterson ve Guseinov 6énemli bir ¢ok sonucu, g-
fark denklemlerini 6zel durum olarak iceren dinamik denklemler i¢in keyfi zaman
skalasinda elde etmiglerdir. Quantum fark denklemi veya bu denklemlere iligkin g-
fark operatorlerin spektral analizini igeren galigmalar da ¢ok olmamak ile birlikte

son yillarda sayica artmigtir.

Adwar ve Bohner (2006), {a (t)},c,z, {b(t)},c,z kompleks diziler ve V ¢ € ¢” igin

a (t) # 0 olmak iizere (5 (qZ) uzayinda A spektral parametre olmak {izere

mNﬂy@ﬂ+b@MMﬂ+a(g)y(§)=Ay@%tqu

g-fark denklemi ve
Int

Ingq

2.

teq?

(I1—a@®]+[b(®)]) < oo

sinir kogulu tarafindan iiretilen nonselfadjoint g¢-fark operatoriiniin iistel tiirden
Jost ¢oziimiinii, siirekli spektrumunu, resolvent operatoriinii, 6zdegerleri ve spekt-
ral tekillikleri ile bunlarin 6zelliklerini diizlemde verilen teklik teoremlerini kulla-
narak incelemiglerdir. Ayrica ayn problemin 6zdegerlerine ve spektral tekilliklerine
karsilik gelen esas fonksiyonlarini elde ederek bunlarin yapisal ve nicel 6zelliklerini
aragtirmiglardir. Huseyinov ve Bairamov (2008), ikinci mertebeden selfadjoint ¢-
fark denklemlerinin 6zdeger problemi ve uygulamalar iizerine calismiglardir. Ayrica
g-fark denkleminin ilk olarak klasik fark durumuna benzer bigimini elde etmisglerdir.
Daha sonra Aygar ve Bohner (2016), polinom tiirde Jost ¢oziime sahip selfadjoint
g-fark denkleminin spektral ozelliklerini hem skaler hem matris katsayili durumda

ele almiglardir.

Ayrica Aygar (2016-2017), matris katsayih nonselfadjoint ¢-fark denkleminin spekt-
ral analizini hem iistel hem polinom tiirden Jost ¢oziime sahip olmasi durumunda

incelemis, problemlerin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri i¢in 6zellikler elde etmistir.

Bu tezde {a(t)},c m, {0(t)}eqn kompleks terimli diziler, V ¢ € ¢"° igin a (t) # 0 ve
2



A spektral parametre olmak {izere

o O lat) + om0+ o () (2) =0, ve o

q q

g-fark denklemi ve

Bo_

(Yo + A Y (@) + (Bo + BN y(1) =0, 7981 — 11Bo # 0, 1 # _a(l)

sinir kosulu tarafindan iiretilen nonselfadjoint sinir deger probleminin

3 (ln—t> (11— a(®)] + P ®)]) < o0

o Ingq

kosulu altinda Jost c¢oziimii, 6zdegerleri ve spektral tekillikleri ile bunlarin yapisal
ozellikleri incelenecektir. Bu inceleme yapilirken ilgili sinir deger probleminin Green
fonksiyonu ve resolvent operatorii de elde edilecektir. Burada ¢ = 0, 1 icin v, ve j3;

kompleks sayilardir.

Ayrica {a(t)}e o, {0(f) v kompleks dizileri igin

ts;g{exp [5 (111111—2) ] (1 —a(t)+ ]b(t)|)} < 00

kosulunun gergeklenmesi durumunda da ele alinan sinir deger probleminin 6zdeger ve
spektral tekillikleriyle ilgili sonuglar verilecektir. Bu 6zdeger ve spektral tekilliklerin

nicel ozellikleri incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tigiincii ve dordiincii boliimlerde kullanilacak temel tanimlar ve teorem-

ler verilecektir.

Tamm 2.1 BEger (A — M)~' operatorii var, smirh ve tiim H Hilbert uzaymda

tanimli ise bu operatore A operatoriiniin resolvent operatorii denir ve
Ry(A) = (A—-XI)"!

seklinde gosterilir (Naimark 1960).

Tanim 2.2 A operatoriiniin resolvent kiimesi p (A) ile gosterilir ve

Ry\(A) var
p(A):=¢A € C :  Ry(A) smurh
D (R\(A)) =H

seklinde tanimlanir (Naimark 1960).

Tamim 2.3 A operatériiniin spektrumu o (A) ile gosterilir ve
o (A)=C\p(4)

seklinde tanimlanir (Naimark 1960).

Tamim 2.4 A operatoriiniin 6zdegerler kiimesi (diskret spektrum) o, (A) ile gos-

terilir ve

ga(A) :={X € C: R\(A) mevcut degildir }

seklinde tanimlanir (Naimark 1960).



Tanim 2.5 A operatoriiniin siirekli spektrumu o.(A) ile gosterilir ve

Ry (A) var
o.(A):=q¢A € C :  Ry(A) simrsiz
D (Rx(A)) =H

seklinde tanimlanir (Naimark 1960).

Literatiirde nonselfadjoint denklemlerin ve bu denklemlere iliskin operatorlerin spekt-
rumunun incelenmesi caligmalar1 yapilirken resolvent operatoriin kutbu olan, ilk
bakigta resolvent operatorii tanimsiz yaptigi icin 6zdeger gibi diigiiniilen ancak stirekli
spektrumun iizerinde olan aykir1 noktalarla karsilagilmigtir. Bu noktalar: ilk olarak
Naimark 1960 yilinda nonselfadjoint Sturm-Liouville operatoriiniin spektrumunu in-
celerken farketmis ayni y1l Schwartz bu noktalar: spektral tekillikler olarak adlandir-
mistir. Daha sonra bu noktalar: igeren bir ¢ok ¢alisma yapilmigtir. Simdi spektral

tekilliklere ait tamim verilebilir.

Tanim 2.6 Resolvent operatoriin kutbu (ancak 6zdeger olmayan) ve siirekli spekt-
rumun elemani olan noktalara spektral tekillikler ad1 verilir ve bu noktalarin kiimesi

0ss (A) ile gosterilir (Naimark 1960).

Tanim 2.7 f:¢" — C fonksiyonunun g-tiirevi 2 (t) gosterilir ve

flgt) —f(@)
p(t)

seklinde tanimhdir. Burada u(t) = (¢ — 1)t graininess fonksiyonudur. Herhangi

,teq”

fot) =

f,g:¢" — C fonksiyonlar icin carpim kural

(f9)™ (t) = f2()g(t) + fat)g™(t) = F(£)g™(t) + f*(t)g(qt)

bi¢iminde verilir (Kac ve Cheung 2002).

Teorem 2.1 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik

bolgesinin igindeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko 1979).



Teorem 2.2 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik
bolgesinin igindeki sifirlarinin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin

smirindadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz kath

sifirlart (eger varsa) analitiklik bolgesinin siirindadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi) Acik iist diizlemde 6zdeg olarak sifir olmayan

analitik bir fonksiyonun, reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue ¢lgiisii sifirdir

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi) g fonskiyonu C, bolgesinde her mertebeden tiireve
sahip bir fonksiyon ve G = {z € R: ¢" () =0, V n € N} olmak iizere u(G) = 0
olsun. Ayrica

9% (2)] <y, k e NU{0}

esitsizligi saglanacak sekilde 7, sayilar1 mevcut olmakla birlikte G, G kiimesinin

Nk 5"

- ve w > 0 olmak iizere

s-komgulugu, t(s) = irlif

/Ow Int(s)du(Gs) = —o0 (2.1)

saglansm. Bu durumda g fonksiyonu C, da 6zdes olarak sifirdir (Pavlov 1975).
(2.1) ifadesindeki integral, sifir noktasini igeren herhangi bir aralik iizerinden alin-

maktadar.

Teorem 2.6 (Heine-Borel Teoremi) Oklid uzaymim bir altkiimesinin kompakt ol-

masi i¢in gerek ve yeter sart bu altkiimenin kapali ve sinirli olmasidir (Aliprantis 1998).



3. SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETRELI QUANTUM
FARK DENKLEMIi iCEREN SINIR DEGER PROBLEMININ
SPEKTRAL ANALIZi

¢" := {q" : n € N} olmak iizere selfadjoint olmayan ikinci mertebeden ¢-fark denk-

lemi igin
00 (t) y (at) + b(t)y(t) +a (2) y (g) — \y(t), teq" (3.1)
(’Yo + 71)\) Yy (Q) + (50 + 51)\) y(l) = 0, (3-2)
YoB1 — V180 # 0,
_Bo
71 ?é a(l)

siir deger problemi géz oniine alinsin. (3.1)-(3.2) smir deger problemine karsilik

gelen L : /4, (qN) — 05(q") operatorii

t

() (t) = ar (&) (at) + s(O)y(t) + (2) . (_)

q

fark ifadesinin ve (3.2) smir kogulunun yardimi ile tanimlansin. Burada ¢, (qN),

<fig>g=) n®)f)g®), fig:qd"—=C

tEqN
i¢ garpimiyla verilen kompleks degerli fonksiyonlarin Hilbert uzayidir. Ayrica
YVt € ¢ igin a(t) # 0 olmak iizere {a(t)},c o ve {b(t)},c,n kompleks diziler ve

© = 10,1 i¢in v,, 8, € C olup A ise bir spektral parametredir. Eger

r(t) = a(t)u*(t), s(t) =b(t) +qa(t) +a (9

alinirsa (3.1) ¢-fark denklemi

(1y) (1) = [ry]" (2) sy, ted

seklindeki Sturm-Liouville formu ile ifade edilir.



3.1 Sinir Deger Probleminin Jost C6ziimii ve Jost Fonkiyonu

Bu boliimde {a (t)},c 0 ve {b(t)}cn kompleks dizilerinin

5 (BL) th-atol+ o) < 53

ot Inq

kosulunu gergekledigi kabul edilsin. Simdi (3.1)-(3.2) sinir deger probleminin Jost

¢oziimiinii elde etmek icin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 {a(t)}, {b(t)} dizileri igin verilen (3.3) kogulu altinda (3.1) diskre
g-fark denklemi A = 2,/gcos z i¢in 2 € C; := {z € C : Imz > 0} olmak tizere

Int
iln qz ln_r
e(tz)=a(t) — [ 1+ Y At,r)emda |, t e (3.4)
/’l' (t) TeqN

¢oziimiine sahiptir. Burada o (t) ve A (¢,r) dizileri {a (t)},cno Ve {b(t)}cn dizileri
cinsinden ifade edilir (Adivar ve Bohner 2006b).

Ispat. 2 € C, olmak iizere (3.1) denkleminde A = 2,/Gcosz icin (3.4) ifadesi

denklemde yerine yazilirsa

(g—1)t reqh

Int
Fal - )al - | —————= 1+ A =T €Zmz
() () >4(;

(q - 1) é regV

exp (ilﬁ—;z) n
L1 YAt ) e

(q - 1)t regh
8



olup buradan

elde edilir. Son esitlikte iistel fonksiyonun katsayilar1 karsilikli kiyaslandiginda

Int _ 1 katsayil terimler icin

()o(3) w0 s

yazilir. Son egitlige ardigik yaklagimlar yontemi uygulanirsa

olup

a(t) = H a(s)

s€[t,00)NgN

seklinde bulunur.



11;1—; katsayili terimler icin
t t
b(t)a(t)++/qa (—) « (—) A (
q q

A(t,q>—A(§,q) = L)

yazilir. Ardigik yaklagimlar yontemi geregince

Q|

olup

Alqt,q) —Alt,q) = %b(qt)
A(gtg) — Algt.q) = %b (1)
AlPtq) — A(Pta) = —=b(e*)

olacagindan elde edilen bu egitlikler taraf tarafa toplandiginda

Al =—— 3 b(s)

\/a s€[qt,00)NgN

olarak bulunur.

Int

mg T 1 katsayili terimler icin

Jia (B a(gt) +b () a(t) A(t, q) + da (2) o (2) A (f,q
= aa () + g (t) A(t, ¢%)

olup

A(t,q2) —A (2,(12) =a’(t) -1+ &\/i_])A(t,q)

yazilir. Bu esitlige de ardigik yaklagimlar yontemi uygulanarak
b(qt
Agt,¢?) —A(t,¢*) = d®(qt) — 1+ %A (gt q)

A(Ph?) — Alghd®) — o () 1+%¢?)A (¢*,q)



esitliklerinden

At ¢%) = Z {1 —a®(s) + 1b(s) Z b (p)}

s€[gt,00)NgN 4 PE[gs,00)

h’l_t+1ﬂ7‘

olarak elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse g T ing

+ 1 katsayili terimler igin

Jaa () o (gt) A(qt,r) + b (1) a (£) A(t,qr) + v/da (2) o (é) A G q27“>
= Vaa(t)A(t,q) + qa (t) A (L, ¢*r)

olup
¢ ¢ t 2
i) a@) Alat.r)  b@a®Ama) Vi (5)e () A (er)
- -
a(t) a(t) a (1)
_ VieWAte  Via () Al g)
a(t) a (1)
esitliginden
At,¢’r)— A <E q2r> =a®(t)Alqt,r) — A(t,r) + wA (t,qr)
Y q7 ) ) \/a )
seklinde yazilabilir. Ardigik yaklagimlar yontemi geregince
2 2 2 2 b(qt)
A(qt,?r) —A(t.q’r) = d®(qt) A(¢*t,r) — A(qt,r) + WA(qth)
2, 2 2 22 3 2 b(¢*t) 2
A(q t,q r) —A(qt,q r) = a (q t)A(q t,r) —A(q t,r) + 7 A(q t,qr)
olup A (t,¢*r) ifadesi en genel haliyle agagidaki gibi bulunur
2 2 b(s)
A(t,¢°r) = A(qt,r) + Z (1—a*(s)) A(gs,r) — WA (s,qr) ¢ -

s€|gt,00)NgN

Lemma 3.1 Teorem 3.1 de verilen « (t) ve A(t,r), r € ¢" dizileri {a (t)}, {b(#)}

kompleks dizilerinin sagladigi (3.3) kogulu altinda yakisaktir.
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Ispat. a(s) =1+ w(s) olmak iizere
a(t) =] als)
seqN
sonsuz carpiminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2w s)
quN
serisinin yakinsak olmasidir. Seride mutlak deger alinip, w (s) = a (s)—1 yazildiginda
dolw)l =" la(s) -1
segN seqV
olup (3.3) kogulu altinda bu seri mutlak yakinsaktir. Tam uzaylarda mutlak yakinsak
her seri yakinsak oldugundan « (t) sonsuz garpimi yakinsaktr.
A (t,r) dizilerinin yakinsakhgimi stylebilmek igin sadece A (t,q) dizisinin yakinsak-
higim1 gostermek yeterlidir. Diger diziler igin benzer sekilde elde edilir. O halde
1
Al =—— 3 b(s)

\/a s€[qt,00)NgN

icin her iki tarafta mutlak deger alinirsa

Al = |=——= > bl

IA
Sl
QMA
=
&

bulunur. Son esitsizligin sag kismu (3.3) kosulu altinda yakinsak oldugundan A (, q)
dizisi mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla (3.3) kogulu altinda yakinsaktir. m

Lemma 3.2 {a(t)}, {b(t)} dizileri i¢in verilen (3.3) kogulunun gerceklenmesi sart:

]

At r)| <C > (It =a(s)| +o(s)]) (3.5)

sE[tqH 21?71:‘1” ,00)NgN

Inr
2lng

altinda Teorem 3.1 de agik sekli verilen A (¢, r) katsayilar: C' > 0 bir sabit ve [

Inr

ifadesi, 57~ .

sayisinin tam kismi olmak {izere

esitsizligini gergekler (Adivar ve Bohner 2006b).
12



Ispat. A (t,r) cekirdek dizilerinin (3.5) esitsizligini sagladig1 tiimevarim yontemiyle

gosterilebilir.

Ik olarak r = ¢ igin

Atgl<C Y (T—a(s)|+[b(s))
s€[t,00)NgN
esitsizliginin saglandigim gosterelim.

At q)| = } S b(s)

olup mutlak degerde {icgen esitsizligi kullanilarak

€lgqt,00)NgN

Aal < = X )
1
— 3 b
\/ase[t,oo)ﬁqN

yazilir. Esitsizligin sagindaki toplama |1 — a (s)]| ifadesi eklenerek

1
At g <— > (t—a(s)[+[b(s)])
\/ase[t,oo)ﬂqN

istenilen elde edilir. r = ¢! icin

At <c (11 —a(s)| +[b(s)])

sE[tq“ % H ,oo)ﬂqN

esitsizliginin dogru oldugu kabul edilsin. r = ¢* icin
Ak =c 3 (L-aGl+ b))
sE[tqH 3 |] ,00)NgN

esitsizliginin saglandigim gostermek gerekmektedir. Ucgen esitsizligi kullanilarak

A < )+ X {-a o)) E A e

s€[qt,00)NgN
= |A(t.d" )+ Y, [1-a*($)]|A(gs.d")]
s€[qt,00)NgN
1
+ﬁ > be)IA(sd" )]

s€[qt,00)NgN

13



yazilir. Buradan kabul geregi

A(td")] < |A(gt,d" )|+ D [1—a(s) > (It =a(@)+1[b(@)])

s€[qt,00)NgN pe[qukz;Q”,oo)qu

+%S€[qgww<s>r S (t—a)+ b))

pE[quk:Tl LOO)ﬂqN

olup C5 := maks {CyCa} ve Q (s) := |1 —a(s)| + |b(s)| olmak iizere

At ") < |A(at,d* )|+ C5 > Qs) > Q (p)
s€lgto0)ng* peisall ] soyng

yazilabilir. Son egitsizlik daha acik sekilde ifade edildiginde

( )

Q(qt) > b1 Q (p)

[ [J+1 oy
pEltq ,00)Ng
’t -
A < At )+ o] 0T Zell e e O )
+Q(°t) X sl )+ Q(p)

pEltq ,00)NgN

+...
\ J

bulunur. Bu esitsizlikler ortak bir toplama alindiginda

At ") < |A(at,d" )| +Cs8 D). Qs > Q (p)

s€gt,00)Ng" pE[tqH 2 H ,00)NgN

elde edilir. > 1, o @ () ifadesi smurh oldugundan Cy = C3 3~ 1 oy @ ()
olmak tizere

A(td)| < [A(at.d")|+C D>, Q)

k+1

pE[tqH el ,00)NgN

< G 3 Q)+C Y, Q)

SE[tqHg ]-H,OO)WIN ;DE[tqHﬁrl ]:OO)WJN
<G> QE+a Y, Q)
setal 1] coyng peftall 1] ooyngs

< GCs Z Q (s)
k
sE[tqH 2 H ,00)NgN
bulunur. Burada Cg := maks {C5, Cy} ile verilir. Boylece (3.5) esitsizliginin dogru-

lugu gosterilmig olur. m
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Dolayisiyla Lemma 3.2 kullanilarak e (¢, z) ¢oziimiiniin C, bolgesinde z degiskenine

gore analitik ve C, bolgesinde siirekli oldugu séylenir.

Diger yandan, (3.2) smur kogulu ve (3.4) esitligi kullanilarak f fonksiyonu

f(z) = (v9+ 2v/qy1cos2)e(q, z) + (By + 24/qB; cos z) e (1, 2) (3.6)

seklinde tamimlansin. Bu durumda f fonksiyonu, C, bolgesinde analitik olup C,

bolgesinde siireklidir ve f(z) = f (z + 27) esitligi saglanir.

Tanim 3.1 Sturm-Liouville denklemine benzer olarak (3.4) ¢oziimiine (3.1) denk-
leminin Jost ¢oziimii, f fonksiyonuna da (3.1)-(3.2) s deger probleminin Jost

fonksiyonu denir (Aygar ve Bohner 2015).

3.2 Simir Deger Probleminin Green Fonksiyonu ve Resolventi

Verilen sinir deger probleminin Green fonksiyonunu dolayisiyla resolventini bulmak
icin (3.1) diskre denkleminin (3.2) smur kogulunu saglayan bir ¢oziimiinii tanimla-
mak gerekir. (3.1) denkleminin A spektral parametresine gore C, bolgesinde tam

fonksiyon olan ve

AN = 0, A(gN) =1
B(1,)) = 1, B(g,\) =0

kogullarini saglayan lineer bagimsiz A (¢, \) ve B (t, \) ¢oziimleri goz oniine alinsin.
Bu durumda, (3.1) denkleminin (3.2) kogulunu saglayan diger bir ¢oziimii ¢ (, \)

olmak iizere bu ¢oziim, A (¢,\) ve B (t,\) ¢oziimlerinin kombinasyonu olarak
p(t,A) =c(A) AN +d(X) B (L, A)
bigiminde yazilir. (3.2) kosulu geregince

(Vo +711A) 0(q, A) + (By + B1A) o(1,A) =0
15



olup
(Yo +71A) [e(A)A(g; A) + d(A)B(g, M)] + (Bg + 1A) [c(MA(L, A) + d(A)B(1,A)] = 0
yazilacagindan, A (¢, \) ve B (t, \) ¢ziimlerinin sagladigi kogullar kullanilarak

(Yo +71A) (A) + (B + B1A) d(A) = 0

bulunur. Buradan

c(A) = Bo+BiA
d(A) = —(v+mN)
icin
@A) = (Bo+ BiA) At A) = (7o + 1) B(t,A)

ve

e(LA) = = +71N)

p(q,A) = Bo+BiA
olarak elde edilir. O halde A\ = 2,/q cos z i¢in
¢ (t,2) = (2y/qeosz) = {g (t,2\/geos 2)}, t € ¢

seklinde tanimlanan ¢ c¢oziimii z degiskenine gére tamdir ve 27 periyotlu periyodik

fonksiyondur.

Tanim 3.2 Herhangi bir g-fark denkleminin y = {y (¢, 2) },c v ve u = {u (¢, 2) } ;e

olarak verilen iki ¢oziimiiniin Wronskiyeni

Wiy, u] (t) = p () a () {y (t,z) ugt, 2) =y (qt, 2) u (t, 2)} (3.7)

seklinde tanimlanir (Adivar ve Bohner 2006b).

Lemma 3.3 Tamim 3.2 de (3.7) esitligi ile tanimlanan Wronskiyen ¢ den bagim-

sizdir.
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Ispat. (3.1) g-fark denkleminin herhangi iki ¢oztimi y = {y (f,2)},. ;i ve
u = {u(t,2)},cn olsun. A, g-tiirevi olmak tizere V ¢ € ¢ icin
Wy, ul (gt) = Wy, u] ()

1 (t)
Y (qt) {y(qt,2)u(q’t, 2

Wyl (1) =

- y (g’ 2)u(at, 2)}
)

) —

o (t
__M(t)a(t>{y(t,z) u (gt, ZL tf(Qt 2 ult2)}
= ylat,2) {qalg)u (g’ 2) +a(t)u(t,2)} (3.8)

—u(gt, 2) {qa(qt)y (¢, z) + a(t)y (t,2)}

yazilir. (3.1) denkleminden
qa (qt) u (qzt, z) +a(t)u(t,z) =(A—=>b(qt)) ul(qt,2)

qga(qt)y (*t,2) +a(t)y(t,z) = (A =b(qt))y (qt, 2)

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (3.8) esitliginde yerine yazilirsa

W ly,u] (5] = y(qt,2) (A —b(qt) ulqt,z) —ulqt,z) (\—b(qt)y (qt, 2)
-0

bulunur. Buna gore
Wy, u] (t) = W [y, u] (qt)

olur ki, bu Wronskiyen ¢ den bagimsiz oldugunu gosterir. m

Sonug 3.1 y = {y(t,2) b ve u = {u(t,2) e, (3.1) g-fark denkleminin iki
¢oziimi olsunlar. Bu durumda bu iki ¢oziimiin lineer bagimsiz olmas i¢in gerek ve

yeter kosul
W [y, u] # 0

olmasidir.

Ispat. W [y,u] = 0 olsun. O halde (3.2) tanmmindan V t € ¢" icin a () # 0 ve

p (t) # 0 oldugundan
y(t,z)  u(tz)

y(qt,z) ul(qt,z)
17




yazilir. Buradan

y(t,z)=Kul(t,z), K#0

elde edilir. Bu ise y ve u ¢oziimlerinin lineer bagimli oldugunu gosterir. Karsit olarak
y ve u ¢oziimleri lineer bagimli olsun. Bu durumda V ¢ € ¢V icin y (¢, 2) = Ku (¢, 2)

olacak gekilde K # 0 sayis1 vardir. Buna gore

Wiyu] = pt)a®){y® 2)ulgt 2z) —y(qt,2)u(t 2)}
= p(t)a(t){Ku(t,z)u(qt,z) — Ku(qt,z)u(t, 2)}
= 0

olur. m

Dolaysiyla ¢ (t, z) ve e (t, z) ¢oziimlerinin Wronskiyeni

Wio(t,2),e(t,2)] =nu(t)a(t){o(t,2)elqt,z) —d(gt,z)e(t,2)}, t€q"

olup Wronskiyen ¢ degiskeninden bagimsiz oldugundan ¢ = 1 icin

Wileg(t,2),e(t,2)] = p(1)a(){o(1,2)e(q,2) —d(q,2)e(1,2)}
= —(@—1)a()f(2)
= (I=q)a(1)f(2)

olur. Burada ¥z € C, icin (1 —¢)a(1)f(z) # 0 oldugundan bu iki ¢oziim li-
neer bagimsizdir. Bu durumda ¢ (t,2) ve e(t,2), (3.1) g-fark denkleminin temel
¢oziimler sistemini olusturur. Dolayisiyla bu coziimler kullanilarak sinir deger prob-
leminin resolvent operatorii bulunabilir. Ayrica f fonksiyonu 27 periyotlu fonksiyon
oldugundan f fonksiyonunun sifirlarini iist yar1 diizlemde incelemek yerine 27 uzun-
luklu herhangi bir seritte incelemek yeterli olacaktir. Bu sebepten dolay1 asagidaki

seritler tanimlanabilir

Py :{ZE(CJF:—ESRezSg—W}
2 2
o
72 M
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Teorem 3.2 (3.1)-(3.2) smur deger probleminin resolvent operatorii

( olrety
WG T e
Gi. (z) =
_gb(t,z)e(r,z) - k
| T T REN

Green fonksiyonu olmak {iizere

(RR) (t) ==Y G (t.r)h(r), hely ("), {h(t,2)} e, t € 4"

regh

ile verilir (Aygar ve Bohner 2015).

Ispat. Resolvent operator tanimi geregince (3.1)-(3.2) smir deger probleminin Green

fonksiyonu ve resolvent operatoriinii incelemek igin

qa (t)y (qt,2) +b(t)y (t,2) + a <2> Y <2, z) — Ay (t,z) =h(t,2) (3.9)

homogen olmayan g¢-fark denklemini ¢6zmek yeterli olacaktir. g = {g(Z,2)};cn,

(3.9) homogen olmayan denkleminin bir ¢oziimii olmak tizere
g(t,z)=c(t)e(t,z)+d(t)o(t, 2)
esitligi gergeklenecek sekilde ¢ (t) # 0 ve d (t) # 0 katsayilar1 vardir. Buradan
g(qt,z) = c(qt) e (qt, 2) +d(qt) ¢ (qt, 2)

denklemine ¢ (t) e (¢t, z) ve d (t) ¢ (qt, z) ifadeleri ekleyip cikartilarak

glqt,z) = clqt)e(qt,z) —c(t)e(qt, 2) +d(qt) ¢ (qt, 2)
—d(t) ¢ (qt,2) + c(t) e (qt, 2) + d(t) ¢ (qt, 2)
= e(qt,z){c(qt) —c(t)} + ¢ (qt, 2) {d (qt) — d (1)}
+c(t)e(qt,z)+d(t) ¢ (qt, 2)

elde edilir. Parametrelerin degisim yonteminden

e(qt,z){c(qt) —c(t)} + o (qt,2){d(qt) —d(t)} =0 (3.10)
19



olacagindan
g(qt,z) =c(t)e(qt,z) +d(t) o (qt,2)

olarak bulunur. Bu esitlik (3.9) denkleminde yerine yazldiginda

h(t,z) = qa(t){c(t)e(qt,2) +d(t) o (qt,2)}
+o(t){e(t)e(t, t)o(t,z

<>{<><3 ({0}

—Me(t)e(t,2) +d(t) ¢ (t, 2
c(t){qa(t)e(qt,z) +b(t)e(t, z) = Ae(t, 2)}
+d (1) {qa(t) ¢ (qt,2) +b(t) & (t,2) = A (t,2)}

(@) (@)e o) o (62 G)e o)
q q q q q q
elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa
s = () () () o)
ORI ORD)
q q q
olup

() ()oY -} -2 o

t
bulunur. Ayrica (3.10) esitligi — kadar 6telenirse
q

e (t, ) {c(t) e (2) } + ot 2) {d(t) _d (2) } ~0 (3.12)

olur. (3.11) ve (3.12) esitliklerinden

e e} -ewa fao-a ()} -o
() r0-e o (o) fro-s()) 243

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi kullamlarak
t h(t t
() - - (t,2)6(1.2)
q

a (é) {¢(t,z)e (é,z) — ¢ <é,z> e(t,z)}

20




ve

t) B Wit z)e(t, )

yazilir.

Wip(t,2),e(t,z)] = n(t)a

o (f]) {d)(t,z)e (é,z) — ¢ <f],z> e(t,z)}

S
~
N—
—
-
—~
\.@F
N
N—
)
—~
(=}
~ \-PF
N
N—r
|
-
oS
<
\.H\
N
N—
o)
S
V@F
N
S~—
—

" plg)h(t,z)el(t. 2)
10-4(3) ~=emre
elde edilir. (3.13) esitliginden
o) —e(l) = _WN(a:2)(g2)
s o pDaD) 7 (2)
Ny — @R 2) (e 2)
(@) =) p(a(D) f ()
n c n—1 _H’ (qn) h (qn+17 Z) ¢ (qn+1’ Z)
() = (@) p(aD) /()
olup bu egitlikler taraf tarafa toplandigi takdirde
i (2)h(r2)6(r2)
“0=cW-2 = Temre
elde edilir. Benzer gekilde (3.14) esitliginden
N _ k() h(gt,z)e(qt, 2)
=0 = e )
4(q) —d(qt) — p(qt) h (g’ 2) e (¢*, 2)

d(q™) —d(¢"") =

(3.13)

(3.14)



olup

olarak bulunur. Burada

1 (g) h(r,z)e(r, z)
L Tumamie

r€lqt,00)NgN a

oldugundan son egitlikten m — oo igin limit almirsa lim d (¢™) = s olacak sekilde

m—00

sonlu bir s sayisinin varligi soylenir. Dolayisiyla

AOLURILD
1= rdqt,Z.o)ﬂqN p(@)a(d)f(z)

elde edilir. Bulunan ¢ (t) ve d (t) katsayilar

g(t,z)=c(t)e(t,z) +d(t)p(t,2)

¢oziimiinde yerine yazilirsa

g(t,z) = ct)e(t,z)+d(t)o(t,z)

olacagindan

g(t,z) = c(l)e(t,z)—zﬂ(q

+s¢ (t,2) —

r€lgt,00)NgN
olarak bulunur. Burada g (t,z) € /5 (qN) olup ¢ (t,z) ¢ 0 (qN) oldugundan s = 0

olmalidir. Dolayisiyla

g(t2) = c<1>e<t7z>—2“<




olarak yazilir. Ayrica (3.2) simir kogulundan

(Vo +711A) 9(q,2) + (Bo + B1A) g(1,2) = 0
{-0(1,2)9(a.2) +¢(q,2)g(1,2)} = 0

olacagimdan (3.15) kullanilarak

yazilabileceginden

(1) {6 (L,2)e(g,2) — d(g.2)e(L,2)} =0

olarak elde edilir. Burada ¢ (1,2)e(q,2) — ¢ (g,2) e(1,2) # 0 oldugundan ¢ (1) =0

bulunur. Bu durumda

_ (q—l)h(T,2)¢(T,2)€(t,2)_ (q—l)h(r,z)¢(t,z)e(r,z)
9= -2 T 0N

r€lgt,00)NgN
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olarak bulunur. O halde (3.1)-(3.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonu

(_o(r2)e(t 2)

W T ke
G (2) := (3.16)
_¢(t,z)e(r,z) - k
| Tw)f T kEEN

seklinde olup (3.1)-(3.2) smur deger probleminin resolvent operatorii de

ZGtr ), hels(qh) (3.17)

bicimindedir. m

3.3 Ozdegerler ve Spektral Tekilliklerin Elde Edilisi

(3.1)-(3.2) smur deger probleminin 6zdegerler kiimesi ve spektral tekillikler kiimesi
swrasiyla o4 ve o ile gosterilsin. Bu durumda (3.16), (3.17) ve bu kiimelerin tanim-

lar1 kullamilarak

{AeC:A=2/qcosz,z€ Py f(z)=0} (3.18)

T 3T

Ty = {Ae@:A:Q\/acosz,ze[—g 2] (2)20}\{0} (3.19)

yazilir. Dolayisiyla bu kiimelerin elemanlarini belirleyip 6zelliklerini elde etmek igin
f (z) = 0 saglayacak sekildeki z € P kompleks sayilarini belirlemek gerekir. (3.4) ve
(3.6) esitlikleri kullanilarak

) = Dot v (@ +e )}l —m= [ 1+ 3 Alg.n ek

1 (q)

quN

ln 7

1+ZA (1,7) e“nq

\% rEq

+ {BO + /a0, (eiz + e’iz)} a(l)
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olup gerekli diizenlemeler yaplldlgmda

. Y1 (q) 5004 o (Q)'Yle%'z
1o = v e T

Yoo (q) N
+{ q(q—l) -1 51 ()}

+ EZ q%lﬁlau)Au r) (5 -1)=
712 (q) Boa (1) i(122)=
+T§;N{\/q__1fl(q,r)—l— \/q__lA(l,r)}e( )
4 Z{ %( Alg,r / 5104 }ei(};}gﬂ)z
’Y1a r)e i( 2L42)2
'rEq
olarak bulunur. Eger
F(2):= f(2)e” (3.20)

seklinde tanimlanirsa

- o (282

Yoo (q) 2iz a(Q)71e3iz
+{ q(q—l) -1 51 ()} + =1

1
na(4) 4 Foar(d) 4 } i(ri1)s
+§{m (q,r)+\/q__1 (1,r) pe
+z{ ”qo(q A+ pat }eum
’7104 )6(}§;+3)
rEq

biciminde yazilir.

f fonksiyonu C,. bolgesinde analitik olup, C, bolgesinde siirekli ve f (z) = f (z + 27)

oldugundan F fonksiyonu da C. bolgesinde analitik, C, bolgesinde siirekli ve 2
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periyotlu periyodik fonksiyondur. Dolayisiyla, (3.18), (3.19) ve (3.20) esitliklerinden

ci={ e C: Ax=2/qcosz,z€ Py F(z)=0} (3.22)

T 37T

o5 = {)\ €C:A=2/fcosz,z € {—5, 7]  F(2) = 0}\{0} (3.23)

olur.

Tanim 3.3 F fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin katina (3.1)-(3.2) smur deger

probleminin 6zdegerinin veya spektral tekilliginin kati denir.

(3.22) ve (3.23) esitliklikleri kullamlarak, (3.1)-(3.2) sinir deger probleminin 6zdeger-
leri ve spektral tekilliklerinin sayisal ozelliklerini aragtirmak i¢in, F' fonksiyonunun

P bolgesindeki sifirlarimin sayisal 6zelliklerini incelemek gerekir. Bu sifirlar igin
M, :={z€ P: F(z)=0} (3.24)
T 3T
Ms = {z € [—5,7] :F(2) = 0}
Ms := { M, kiimesinin limit noktalarmin kiimesi}

M, := {F (z) fonksiyonunun sonsuz kath sifirlarimin kiimesi}

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda, (3.22), (3.23) ve (3.24) esitliklerinden
ci={ e C: A=2/qcosz, z€ M} (3.25)

oss ={ € C: A=2/qcosz, z€ My} \{0}

elde edilir.

Lemma 3.4 {a(t)}, {b(¢)} dizilerinin sagladig1 (3.3) kosulu altinda, F' fonksiyo-
nu, z € P ve Imz — oo olmak iizere asagidaki asimptotik esitlikleri gercekler

(Aygar ve Bohner 2015)

() F(2) =\ [ 23 () +0 (™), By £0
1

(11) F'(2) = =1 (1 (q) + By (1)] € + O (eiﬂmz) , By =0.
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Ispat. (i) B, # 0 olmak fizere z € P ve Imz — oo i¢in (i) asimptotik esitligi
gosterilsin. (3.21) esitliginden ve V 2z € P igin e71m% > ¢72Im= > ¢=3Im= g]dugundan

iistel fonksiyonun ozellikleri de kullanilarak

i (q) | Boa (1) Yoo (q)

+ + + /5 B0 (1)
’F(z)—‘/%ﬁla(l)‘g ve—1 - va-1 q(¢—1) o Im:

a(q) 7

Vi1
2

1/ ﬁloz ‘|A (1,7) _Imz(li)
qu

£ 30 [0l g g g e el )

qg—1

_I_Z 50;34_(11) 1A(L,7)] efImz(iE—;Jrl)

regh
+ 3 ||l e ~ime(in )
regh q r 1)
+ |y hal ||A (1,r)] e (i +2)
rEq
+ Z ‘ ’A | Imz(i ;—&-3)2
r€q

elde edilir. (3.5) esitsizliginden

1/ 6104 ‘|A1r _Imz( )

saZ > (t—a@)l+ b)) e ™)

regh

Inr

SE[QU 2Ing |]7oo)ﬂqN

yazilabilir. Cr := C’) b (1)‘ ve @ (s) :==1|1—a(s)| + |b(s)| olmak iizere

Fﬁla '\Aw e~ m=(55)

Zse[l,oo)ﬁqN Q (S) e M2+ Zse[q,oo)ﬁqN Q <S) e 2t
- 07 + ZsE[q,oo)ﬁqN Q (S) e3> + ZsG[qQ,oo)ﬂqN Q (S) Ca

+ Zse[qQ,oo)ﬁqN Q (8) e—SImz +
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sagdaki ifadeyi biiyiitmek icin iistel fonksiyonun 6zelliginden

z% \/gﬁla(l)' A (1,7)] e =)

req
ZSEQN Q (S) e fm= + Zse[q,oo)ﬁqN Q (8) e fm =
< Or + Zse[q,oo)ﬁqN Q@ (8) em e ZSE[qQ,oo)ﬂqN Q (S) g~ Imz
+ ...

olup her toplamdan iki tane oldugu diisiiniilerek gerekli diizenlemeler yapildiginda

> \/Zﬁla(l)' 1A (1, 7)] e ™=(5)

< 2Cne mz D seqt @ (8) + 2sefgoopng @ ()
+ 2 sclgoo)ng @ (8) + -+
QM)+ Q@)+ Q)+ Q) +...
= e +Q (@) +Q(¢*) +Q (¢, - -

+Q () +Q () + ...
= 207 "™ {Q (1) +2Q (¢9) +3Q () +4Q (¢*) + ...}

= 20 ™y GE—Z + 1) Q (s)

sEqN

bulunur. {a (t)} ve {b(t)} dizilerinin sagladig1 (3.3) kosulu altinda

Z(E—ZJrl)Q(S): }E—ZQ@HZQ@

seqN seqN segl

yazilir. Ciinkii son esitligin sagindaki her iki seride yakinsaktir. Bu da

S || lanfe )

regh
ifadesinin siirh oldugunu verir.

(i7) f; = 0 olmasi durumunda ise z € P ve Im z — oo igin (3.3) kosulu kullamlarak

< 00

1 .
F(z2) = — |71 (q) + Bya (1 e”)ezlmz
(F) - A= a0 + foa 1)
oldugu benzer sekilde gosterilir. m
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Teorem 3.3 {a(t)} ve {b(t)} dizilerinin (3.3) kogulunu sagladigi kabul edilsin. Bu
durumda agagidaki iddialar gergeklenir (Aygar ve Bohner 2015).

(7) M kiimesi simirhidir ve sayilabilirdir.

(19) MiN M3 =@ ve My N My = 2.

(13i) My kiimesi kompakttir ve reel eksendeki Lebesgue 6lgiisii 4+ olmak iizere
p(Mz) = 0.

(tv) M3 C My, My C My ve pu(Ms) = pu(My) = 0.

(v) M3 C My.

Ispat. (i) Lemma 3.4 kullanilarak F fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarmin smirh
bir bolgede oldugu dolayisiyla Py bolgesindeki sifirlarinin sinirli bir bolgede oldugu,
yani M; kiimesinin sinirh oldugu elde edilir. F' fonksiyonu F, bolgesinde analitik
olup Teorem 2.1 geregince I’ fonksiyonunun F, bolgesindeki sifirlar1 ayriktir. M,

sinirli ve ayrik oldugundan en fazla sayilabilir sayida elemana sahiptir.

(17) F fonksiyonu P, bolgesinde analitik oldugundan Teorem 2.2 ve Teorem 2.3
geregince I’ fonksiyonunun, P, bolgesindeki sifirlarinin limit noktalar1 ile Py bol-
T 37

gesindeki sonsuz kath sifirlar1 Py bolgesinin sinirinda, yani [—5, 7] araliginda olur.

M kiimesi C bolgesinde oldugundan M; N M3 = @ ve My N My = & bulunur.

(191) ¥V z € My igin z € [—%, 37”] olup My smirhdir. M, kiimesi sinirh oldugundan
kapali oldugu gosterilirse kompakt oldugu elde edilir. My C M, oldugu biliniyor.

M, C M, oldugunu gosterelim. Keyfi z € M, alalm. Bu durumda z, — z olacak
sekilde 3 {z,} C M, vardir. V n € N igin z, € M, oldugundan F'(z,) = 0 olmalidir.

F fonksiyonu reel eksende siirekli oldugundan

F(z,) = F(2)=0

yazilir. Teorem 2.2 geregince z € [—g, 37”} olmalidir. Buradan z € Ms elde edilir.

Dolayisiyla M, kapalidir. Heine-Borel Teoremi geregince M, kompakt olup Privalov
Teoremi geregince p (M) = 0 gergeklenir.
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(iv) 29 € M3 alalim. Teorem 2.2 geregince Ms C [—%, 3] olur.

lim z, = 2o

n—oo

olacak gekilde {z,} C M; vardir 6yle ki F'(z,) = 0 yazilir. F siirekli oldugundan

F(2) = F(lim zn> = lim F (2,) =0

n—oo n—oo

olup 2y € My bulunur. Simdi My C M, oldugunu gosterelim.

zg € M, olsun. Teorem 2.3 geregince zy € [—%,37”} olmak zorundadir. Ayrica

{mF @}, =0

oldugundan F (z) = 0 olup 2 € [—%, 2] ve F (z) = 0 oldugundan z, € M, olur.

Ms C My, My C My ve pu(Ms) = 0 oldugundan

n=20,1,2,...icin

p(Ms) = pu(My) =0

elde edilir.

(v) 20 € M3 ancak zy ¢ My olsun. Bu durumda zp, F' fonksiyonunun sonsuz kath

sifir1 olmadigindan en az bir k£ € N sayis1 vardir 6yle ki

F(2)=(z—2)"g(2), g(z) #0
esitligi gerceklenir. Buradan
(z — z)"

yazilir. F (z), C, bolgesinde analitik, C, bolgesinde siirekli oldugundan g fonksiyo-

9(z) =

nu da iist yar1 diizlemde analitik ve kapali iist yar1 diizlemde siireklidir. Ayrica
2o € M3 oldugundan

lim z, = 2o

n—oo

olacak gekilde {z,} C M; vardir dyle ki V n € N i¢in

o Fl)
9 (2n) (Zn—zo)k
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olup g fonksiyonu C, bolgesinde siirekli oldugundan

lim g (z,) = g (0) = 0

n—oo

yazilir. Ancak g (z9) # 0 oldugundan bu bir geligkidir, dolayisiyla kabul yanlis olup

Zo € My bulunur. m
(3.25) ve Teorem 3.3 kullamlarak agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2 {a(t)} ve {b(t)} dizilerinin sagladig: (3.3) kosulu altinda, o, 6zdeger
kiimesi sinirhdir, sayilabilirdir ve limit noktalar: [—2\/6, 2\/6} araligindadir. Ayrica,
0ss C [—21/7,2\/q] ve p(oss) = 0 saglamr (Aygar ve Bohner 2015).

3.4 Ozdegerler ve Spektral Tekilliklerin Ozellikleri

Bu boliimde, {a (t)},c5 ve {0(t)},c,n kompleks dizilerinin € > 0 ve 1<6<1lign

)
sup {exp [5 (112—2) ] (1—a()+ |b(t)|)} < 00 (3.26)

kogulunu sagladigi kabul edilecektir. Bu kogul (3.3) kosulundan daha kuvvetlidir.
(3.3) kosulu bu boliimde gosterecegimiz tzdegerlerin ve spektral tekilliklerin sonlu-
lugu ve sonlu kath oldugunu veren teorem igin yetersiz kaldigindan (3.26) kosuluna
ihtiya¢ duyulmustur. Dolayisiyla (3.26) kosulu (3.3) koguluyla yer degistirdiginde

diger kisimlarda verilen teorem ve lemmalar (3.26) kogulu altinda da gerceklenir.

Ozel olarak § = 1 icin (3.26) kosulundan daha zayif olan

Int

sup {exp [e (@)} (1—a(t)]+ |b(t)|)} <00, >0 (3.27)

tegh

kosulu goz oniine alinsin.
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Lemma 3.5 {a(t)} ve {b(t)} dizilerinin gergekledigi (3.27) kosulu altinda
elnr

A <M —— 1 N
A< Mo (<5120 ) te (L) r e

esitsizligi saglanir (Aygar ve Bohner 2015).

Ispat. M > 0 bir sabit olmak tizere r,q € ¢" icin (3.5) esitsizligi kullanilarak

s > tq“ 21?an H

Inr

2 tq41nq

durumu goz oniine alindiginda

A < C > (IT—a(s)l +1b(s)])

se[tquH ,00)NgN

—o Y e (o )en (=) (1ol + o)

Inr

se[tqH21ﬂq|],oo)ﬂqN

< cSup{exp(sﬁ—;)<u—a<s>r+rb<s>1>} > p(‘i_c)

SGqN

Inr

se[tqH 2Ing H,oo)ﬂqN

bulunur. {a (t)} ve {b(t)} kompleks dizilerinin sagladigi (3.27) kogulundan

elns elns
At <M R — R —
A (k)] < > e (5 )ew (<5

Inr

se[tq[|21n<I|],oo)ﬁqN

olup

Inr

glntq“Zlan

A <M ek i
[A(t,r)] < eXp< 5 g

saglanir. Burada

M = C sup {exp (512—2) (1= a(s)| + |b(s)|)}.

seqN

Elde edilen son egitsizlikten ¢ = 1 icin

Bl
IA(1,r)| < Mexp <_flnq—l

2 Ing

Inr
In gilng
< o -505)

glnr
= Mexp <—§E>
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ve benzer sekilde ¢t = ¢ igin

[ 255 ]
A, r)| < Mexp( 21”"—

Inq

Inr
]_ 41lnq
< o (-52025)

Inr
= M 1
o (-5 iy 1))

bulunur. Buradan ¢t = 1,q, 7 € ¢" icin

elnr

A <M —— 1 N
A0l < Mesp (510 ) e fLad r g

yazilabilir. Bu ise istenilendir. m

Teorem 3.4 {a(t)} ve {b(t)} kompleks dizilerinin sagladig (3.27) kosulu altinda
(3.1)-(3.2) smur deger problemi sonlu sayida sonlu katl zdegerlere ve spektral tekil-
liklere sahiptir (Aygar ve Bohner 2015).

Ispat. F' fonksiyonunun acik sekli olan (3.21) esitligi kullanilarak

Ly {vlauﬂoau)}ew

0z Va—1 Vg—1
+2¢{ 0 (4 e oyhel }
q—1
Sa(@)v s
)

1 i(lnr
3|7 pe i (o) et
4 MA( T)Z'(ln_TJrl) i(fag+1)=

Z Va1 " \Ing
Boa (1) Inr BLt1)z
+§ _q_lA(l )i <E+1) (i)

q,r)i (hq_r+2> i(35+2)2
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1 (lnr
+ ZN \/qiTlﬁla (1)A<1,T)i (% + 2) ez<m+2)z

req

na(q) (Inr i(B+3)2
3 wz——lA(q’m(mq”’)e |

regh

elde edilir. Tiirev fonksiyonunun igcinde bulunan serilerin diizgiin yakinsakligin
gostermek icin birisini gostermek yeterli olacaktir, diger seriler i¢in de diizgiin yakin-

saklik benzer sekilde gosterilir. Lemma 3.5 de verilen esitsizlik yardimiyla
> L @A) (2L s) i)
1 ) In q

< M 30l 68D (2 4 5) e (B5e0)ms

olup bu ifade diizenlendiginde

1 (Inr i(J2r+3)z
ZN \/QT]_’VIO[ (Q) A (qv T) ? <h’1(] + 3) €

req
Inr (e IHT‘
< N —lnq(g—i-lmz) - 3
<N e et

regh

elde edilir. Sag taraftaki seri % + Im 2z > 0 i¢in yakinsak oldugundan Im z > —%

bolgesinde de

(0) A(g,r)i GE—; + 3) /(i +2):

1
v

req

serisi Weierstrass Teoremi geregince diizgiin yakinsaktir. Boylece F (z) fonksiyo-
€
nunun analitiklik bolgesi Im z > —3 bolgesine analitik devama sahiptir. Bu du-

rumda Teorem 2.2 geregince F' fonksiyonunun P bolgesindeki sifirlarinin limit nok-

talar [—%, 37”} aralig1 tizerinde olmalidir. Ancak bu aralik artik analitiklik bolgesinin

icinde kaldigindan F'(z) fonksiyonunun sifirlarinin limit noktalar [—%, 37”} aralig

tizerinde olamaz. Dolayisiyla Bolzano-Weierstrass Teoremi geregince verilen kogul

altinda M; ve M, yani o4, 04, sonlu sayida elamana sahiptir. Ayrica F fonksiyo-
€

nu {z ceC:Imz > _é} bolgesinde analitik oldugundan Teorem 2.3 kullanilarak

F fonksiyonunun P bolgesinde sonsuz kath sifira sahip olamayacag: elde edilir. O
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halde (3.25) esitliklerinden (3.1)-(3.2) smur deger probleminin sonlu sayida sonlu

katli 6zdegerleri ve spektral tekillikleri vardir. m

Teorem 3.4 igin verilen ispattan goriilmektedir ki, (3.27) kosulu F' fonksiyonunun
reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devamini saglar. Dolayisiyla, bu analitik de-
vam sonucunda (3.1)-(3.2) siur deger probleminin 6zdegerlerinin ve spektral tekil-

liklerinin sonlu olmas: sonucu elde edilir.

Simdi (3.26) kosulu goz 6niine alinsin. (3.26) kosulu altinda F' fonksiyonunun C
bolgesinde analitik ve reel eksende sonsuz tiirevlenebilir oldugu aciktir. Fakat,
(3.26) kosulu altinda F' fonksiyonu, reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devama
sahip degildir. Bu yiizden, (3.26) kosulu altinda (3.1)-(3.2) sir deger problemi-
nin ozdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin sonlu olmasi Teorem 3.4 den farkli bir
yolla gosterilmelidir. Bunun i¢in Teorem 2.5 den faydalanmilacaktir. Burada, Teo-
rem 2.5 e uygun olmasi amaciyla g fonksiyonu yerine 27 periyotlu F' fonksiyonu ve
M, C [—%, 37”} kiimesi diisiiniilecek olup ayrica teoremdeki 7, ifadesinin de belir-

lenmesi gerekecektir. Bu sebepten dolay1 agagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.6 {a(t)} ve {b(t)} dizilerinin gercekledigi (3.26) kosulu altinda
fP ()| <my, 2€ P, keN (3.28)

saglanir. Burada

e < Dd*kIERGY) (3.29)

olup D, d ve M; ¢ ile 6 ya bagh pozitif sabitlerdir (Aygar ve Bohner 2015).

Ispat. n;, ifadesinin belirlenmesi i¢in F'(2) fonksiyonunun tiirevlerinin incelenmesi

gerekir. O halde (3.21) egitliginden

o= (G4 2aty)

+ (22>k ( Yo (Q) + q 15106 (1)) €2iz

q(qg—1) q—
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+ (30)F (a (q) %) s

Va1
1 k o
' ;\1 {Z <%>} q z 161& (1)A(1,7) el(ﬂ)z
Inr k Y10 (q) (122 41):
+§[Z(E+1)] q_lA(q,T)e g
1 Boa (1) (e 1)
—i—% [z (% + 1)] \/0;__114(1,70) oiline+1)
) [z (ln_r 2)]’“ Yoo (q) Alqr) (i)
= TEDE
4—2%[i(553 )] q15“1“>A(LT)8Gﬁ+®z
(Inr “ Y0 (q) (B2 13)-
+7§1 |:Z <m+3):| q_lA(an)G Ing

yazilir. (3.26) kosulu altinda £ € NU {0} olmak iizere

7104(Q)+5004(1) s

e Vi-1 Vg-1 e
7004 (Q) q i
+2F . o]
q (q - 1) q— 1 1 ( )
a<q>71 —31
43k |2 .
Vi—1
Z Inr k" q .
+ 6 o 1 A 1,7" (& Ingq mz
reqN (lnq> q 1 1 ( ) ( )
+) (lm_r+1)’C 7104(Q>A< | e~z 1)
regh 1I1q \/(]——1 )
mr \"*[Bya (1) ’ ()
+ E ——i—l) ——=A(1, : _
regh (hlq \/q——1 ( )
+ E (ln_r —|—2)k MA (q 7”) 6_(%272+2)Imz
reg ¢(¢—1)
Z Inr k 7 "
Ing g—1 A(l (122 12) Im2
' (hlq 2) \/;5106(1> ( ,7") e \1
’r‘EqN
+) nr 4 ¥ %a<Q)A(q | e~z <3
g g1 "




bulunur. V r € ¢V igin ; 1“—7" > 1 oldugundan 21” > 2 ve 31” > 3 olup

q(g—1)

Yoo(q) q
+ L3 a(l)‘
-t (3.30)

Vla(q)A(q, )+ Bo;v(l)A(l 7“)‘

Wl A (q,7) + /5B (1) A(L,7)

1

+4*

" | na@
Vet ((Jﬂ")‘

olarak elde edilir. Ayrica

icin % < ¢ <1 olmak tizere

yazilabilir. Lemma 3.5 den

'(“”<M“pPéGEY] (3:31)

Inq
elde edilir. Dolayisiyla (3.30) ve (3.31) esitsizliklerinden

Inr _e m5
k £(foe N
M4 g (lnq) e 5 ( ),k‘qu

regh

olmak iizere

1 k e(lnr)d

bulunur. Literatiirde G : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ise

o b—a e a b
i S ( )—/GG(t)dt

durumunun saglandig1 bilinmektedir. O zaman a =0, b = n ve

G (t) = the 5"
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icin

n
. __€.,,0
D, = M4* lim § mPe s
n—oo
m=1

n—oo

= M4* lim ZG(m)
m=1

— M4k/ the=58 gt
0

IN

M4¥ / the=58 dt
0

olup y = §t5 doniigiimii yapilarak

oldugundan

k+l_q

Dy, < M4* <—) 5 / y s e Vdy (3.33)
0

kE+1
elde edilir. (3.33) esitsizliginden, a = AL 1i¢in a > 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla

)
/ y"s ~le~¥dy integrali
0

/ y* e Vdy =T (a)
0

biciminde Gamma fonksiyonu cinsinden yazilir.

I'(a+1) =al
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oldugundan

k41
D, < M4k 5)° 1P(a+1)
- € 1)
vt (8 %1'
B (E) 5"
< M4k(§) ' 1aa
€ 1)
M4* 8) ¢ 1 1
< e - a
< (6) 5((1—1— )
k+1
8\ 7 1 /k+1
= M4k (= - ——
(8) 5( )
— ek (8 kgl(/cﬂ)l !
N € )

M4k <§> T 93 (1 1

()

M42k+1 <

Dy,

k+1

8
€

olup literatiirde bilinen

SSIES

(1+ l{:)%_l <e

esitsizligi kullanmilarak

k41
5
Dy, < M 42k+1 <§> e%
€
elde edilir. Yine iyi bilinen
1\
(1 + E) <e
esitsizliginden
N
(1 + E) < es
olup
(k+1)5 < erks

(k + 1)~ 224D (k415 (k + 1)

ol

—) S k1) 1)k

&l

(k+1) (3.34)

(3.35)



esitsizligi elde edilir. Ayrica
kP < kle®
oldugundan
ks < (k)3 eb
olup (3.35) egitsizliginden

k41
e o

=

(k+1)% < (k)

bulunur. O halde, son esitsizlik (3.34) de gz 6niine alinirsa

k+1

D, < M4 (§> T ek ()E S
£
%
= M4 (§) 5 (k1)
9
8\ ? 8\ 1"
— 4Mes <—> [16e§ (—) ] k! (k1)s !
g £
= Dd*k (k)
< Dd*kIEG-1)

olup k > 1 i¢in g1k -1) > 1 durumu da g6z 6niinde bulundurulursa (3.32) esitsiz-

liginden

|F® (2)] < M4*+ Dd* kG

IN

< Dd* kK1)

elde edilir. Burada; D ve d, € ve 0 ya bagh pozitif sabitlerdir. Dolayisiyla
Teorem 2.5 deki 7, ifadesi igin

ne = Dd kG

diisiiniilecektir. m

Teorem 3.5 {a(t)} ve {b(t)} kompleks dizileri (3.26) kosulunu sagladig: taktirde

My =0 (Aygar ve Bohner 2015).
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Ispat. F fonksiyonu ozdes olarak sifir degildir. Dolayisiyla, Teorem 2.5 ve

Lemma 3.6 kullanilarak k& € Ny igin

k
oS
t(s) = HlifT
1RG5 1) (gs)F
_ inf DEE\5™) (ds)
k k!

olmak iizere Teorem 2.5 de ifade edilen integralin araligi w > 0 igin [0,w) olarak

aliirsa
/ Int(s)dp(Mys) > —o0 (3.36)
0

yazilir. Burada ¢ (s) fonksiyonuna paralel olarak x € [0, c0) igin
h(z) = 2°(7Y) (ds)* (3.37)

fonksiyonu g6z oniine alinsin. ¢ (s) fonksiyonunun agik¢a yazilabilmesi igin h (z)

fonksiyonunun ekstremum noktalar1 bulunmalidir. (3.37) esitliginden
Inh(x)==xln (dsx%’1>

olup her iki tarafin tiirevi alinirsa

n'(z) 1 x (% — 1) dszs—2
e G R s

= % —1+1In (dsaz%’l)

bulunur. Buradan

bulunur. Son egitlikten



olup h fonksiyonunun ekstremum noktasi
—1 =6
ro =€ (ds)T=s

olarak bulunur. Simdi bu fonksiyonun yerel minimuma sahip oldugunu gosterelim.

W) = 26 (ds)” E—l—i—ln (dsxtls_l)]z—i—xx(‘lsl) (ds)

— (671 (ds)" { E — 1+ (dsxélﬂ L (% = 1) xl}

olup % < 6§ <1igin % > 1 oldugundan

W (wo) = 207 (g { [é —1+In (dsxé_l)r + (% - 1) %1}

min h(x) = h(x)

z€[0,00)

= exp (— ! g (56_1 (ds)lis)

olup
1—9

t(s) = Dexp (— et (ds)155> (3.38)

olarak bulunur. O halde, (3.36) ve (3.38) ifadelerinden

Y 1-90 =3
In|[Dexp | — 5 ¢ (ds)™=5 || dp (Mys) > —00
0
42



olup ayrica Teorem 3.3 geregince u (My) = 0 oldugundan

“ 1-9¢ —5 -
00 > —/ {lnD—l— (— 5 eldl(;&slééﬂ dp (Mys)
0

w wil_§ B B
= — IDD/ dﬂ <M47S) + / 5 eildlfééslijéd,u, (M4,3>
0 0

1-— - Yo
66_1d1—86/ slfaﬁd,u (Mys)
J 0 ’

et [T ()
0

= —InDp(Myy) — p(My)] +

= —pu(My,)InD +

elde edilir. Bu durum ise

/ sTadp (My,,) < 00 (3.39)
0

1
olmasim gerektirir. Fakat burada ) < < 1igin 1%5 > 1 oldugundan (3.39) kosulu
ancak M, = () oldugunda yani p (Mys) = 0 oldugunda saglanir. Gergekten, eger
My # () olsaydi

p(Mys) > 2s

ve buradan da

dp (Mys) > 2ds

olurdu. Dolayisiyla, 1 — ﬁ < 0 esitsizligi goz oniinde bulundurularak
0o > / Sl%%d,u (My,5)
0

> 2/ sT5ds
0

2(1-09) "

1 — 265751

olur. Fakat bu durum ise bir celiskidir. Yani, M, = () elde edilir. =

Teorem 3.6 {a(t)}, {b(t)} kompleks dizilerinin gercekledigi (3.26) kosulu altinda
(3.1)-(3.2) smur deger problemi sonlu sayida sonlu katl zdegerlere ve spektral tekil-
liklere sahiptir (Aygar ve Bohner 2015).

Ispat. Teoremi ispatlamak icin, F fonksiyonunun P bolgesinde sonlu sayida sonlu
kath sifirlara sahip oldugu gosterilmelidir. Teorem 3.3 ve Teorem 3.5 kullanilarak,

M; = () elde edilir. Dolayisiyla M; ve M, simrhi kiimeleri bir limit noktasma sahip
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degillerdir. Bu yiizden, Bolzano-Weirstrass Teoremi geregince M; ve M, kiimeleri
sonlu olmalidir, yani F' fonksiyonu P bolgesinde sonlu sayida sifira sahiptir. Ayrica
Teorem 3.5 geregince My = () oldugundan F fonksiyonunun P bélgesindeki sifirlar:

sonlu katlidir. =
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4. SONUC

Quantum fark denklemlerinin spektral analizi tizerine yapilan bu tez ¢aligmasi hazir-
lanirken kaynaklar kisminda da verilen bircok makale ve kitap kullanilmis olup
genel olarak Aygar ve Bohner tarafindan yazilan makale esas alinmistir. Esas ali-
nan calisma, Bairamov, Aygar ve Koprubasi tarafindan 2011 yilinda yazilan fark
denkleminin spektral analizini konu alan caligmanin quantum fark denklemlerine
genislemesi oldugundan bu tez calismasina baglamadan ¢nce bu ¢alisma da ayrin-
tilariyla irdelenmistir. Ayrica tez genelinde quantum analiz kullanilacagindan quan-
tum analiz i¢in bilinen genel teoriye de baglamadan ¢nce kaynakca kisminda verilen

kaynaklar dogrultusunda caligilmigtir.

Genel olarak literatiirde, fark denklemi ve bu denklemlere iligkin operatorlerin spekt-
ral analizi yani Sturm-Liouville denkleminin diskre analogunun spektral analizi Bere-
zanski, Guseinov, Gasymov, Bairamov, Adivar gibi bir¢ok bilim insanlar1 tarafin-
dan cegitli caligmalarda simir deger problemi olarak ele alinmigtir. Bu c¢aligmalarin
genelinde spektral parametre sadece denklemin kendisinde bulunup smir kosulu
spektral parametre icermemektedir. Fakat Bairamov et.al. tarafindan yapilan ¢alis-
mada hem fark denklemi hem de sinir kosulu spektral parametre icerip diger calig-
malardan farklanmaktadir. Bu tez calismasi ise bu durumun g-analogu olup hem
daha genel hal hem de sinir kogulunda spektral parametre bulundurmas: agisindan
onemlidir. Quantum analiz farkl alanlarda bir¢ok uygulamaya sahip olup son yil-
larda bilim insanlarinin ilgi duydugu alan olarak literatiirde yerini almigtir. Gergek
hayatta karsilagilan problemlere ¢-fark denklemleri uygulamalarinin cevap vermesi
sebebiyle de g-fark denklemleri 6nem kazanmisgtir. Fakat bu denklemlere iligkin spek-
tral teori galigmalar1 eksik kalmigtir. Son on yila bakildiginda ancak sinirh sayida
calisma goze carpmaktadir. Dolayisiyla bu tez, bu konuda ¢alisanlar i¢in yeni bir

kaynak olup literatiire katkida bulunacaktir.

Calisma genelinde, ¢-fark denklemi ile iiretilen spektral parametreli sinir koguluna

sahip sinir deger probleminin iistel fonksiyon tiiriinde Jost ¢oziimii ile Jost fonksi-
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yonu verilmis ve Jost fonksiyonunun asimptotik 6zellikleri incelenmistir. Bu 6zellik-
ler kullanilarak smir deger probleminin resolvent operatorii bulunmustur. Ozdeger-
lerinin ve spektral tekilliklerinin yapisal ve nicel 6zellikleri incelenmistir. Bu calisma
orjinal boliim icermemektedir. Ancak ¢caligmaya 6n hazirlik yaparken taranan maka-
lelerden yola cikarak, literatiirde bulunmayan polinom tiirde Jost ¢oziimiine sahip
fark denklemi ve spektral parametreli sinir koguluna sahip sinir deger probleminin
spektral analizi {izerine sonuclar elde edilmistir. Bu sonuglar en az iistel fonksi-
yon tiiriinde Jost ¢oziimii icin verilen sonuclar kadar iyi ¢ikmigtir. Ancak, bu tez
konusunun biitiinliigiinii bozmamak icin, orjinal elde edilen sonuglar ¢-durumu iger-

mediginden bu tez calismasina eklenmemistir.
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