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Liouville operatoriine ait bazi spektral 6zellikler elde edilmis, analitik fonksiyonlar i¢in olan
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In the second chapter, some well known definitions of spectral analysis and some theorems
are given.
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with matrix coefficent are obtained on the whole real axis, using the uniqueness theorems
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1. GIRIiS

Giinliik hayatta fizik, matematik, mekanik ve miihendislik alanlarinda kargilagilan
problemlerin ¢ogunun uygulamali matematik ve spektral analizde modellenmesi,
sinir-deger ya da baglangic-deger problemleri ile yapilmaktadir. Bu problemlerin
spektral teorideki ¢oziimii icin ise operator teorisi kullanilmaktadir. Bu alanda ilk
olarak diferensiyel operatorlerin spektral teorisi bir¢cok matematikci ve fizikci tarafin-
dan ele alinmig, bir boyutlu Schrodinger operatoriiniin kargiligi olan Sturm-Liouville
operatorii ise literatiirde genis bir yere sahip olmustur. 1836 yilinda hem Sturm, hem

de Liouville adl1 yazarlarin ayni derginin ayni sayisinda yayimnlanan makalelerinde,

—y dqx)y =Ny, a<x<b
y(a)cosa +y (a)sina = 0
y(b)cos B+ y (b)sinf =0
sinir-deger problemi incelenmig, bu problemin agikar olmayan ¢oziimiiniin varolup
olmadig1 ve spektrumu aragtirilmistir ((Sturm 1836), (Liouville 1836)). Yillar i¢inde
ise, bir diferensiyel operatoriin 6zdegerlerinin, 6zfonksiyonlarinin ve spektral tekil-

liklerinin bulunmasi problemi, spektral teoride ilgi gérmiis ve bu konuda ¢ok ilerleme

kaydedilmigtir.

Ozdeger ve 6zvektor kelimelerinin Ingilizce karsiliklar: eigenvalue ve eigenvector ke-
limeleridir. Figen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmigtir. Hilbert
eigenfuction ve eigenwerte ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildiri-
lerinde kullanmigtir. Hilbert’in ¢ikis noktasi homogen olmayan integral denklem-
lerin, bir A\ parametresiyle matrissel kargiiginin (I — AA)x = y olmasidir. Hilbert
bu esgitligin homogen kisminin sifirdan farkl ¢oziimiine kargilik gelen \ degerlerine

eigenwerte adini vermistir ve \ degerleri A matrisinin karakteristik koklerine kargilik
gelmektedir. Figenvector kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan sonlu
boyut ifadesi agiklanmirken kullanilmigtir. John Von Neumann (1903-1957) bir ese-

rinde f # 0 sart1 altinda Rf = \f ifadesindeki A\ sayisim eigenwerte, f fonksiyonu-

nu ise eigenfuction olarak adlandirmistir, daha sonra bu yaygin bir kullanim haline
1



gelmigtir. 1946 yilinda Jeffreys’in “Methods in Mathematical Physics” adli eserinde

ozdeger kavrami karakteristik deger ve gizli kok kavramlariyla esdeger kullanilmigtir.

Teoride, calisilan sinir-deger problemindeki diferensiyel denklemin katsayilari ve sinir
sartlarindaki parametreler reel degerli oldugunda, o diferensiyel denklem yardimiyla
iiretilen diferensiyel operator eslenigine esit olmaktadir. Bu tiir operatorlere kendine
eslenik (selfadjoint) operator denir. Katsayilarin kompleks olmasi durumunda ise
ayn1 operatore kendine eglenik olmayan (non-selfadjoint) operator denir ve bu ope-
ratorler esleniklerine esit olmazlar. Kendine eslenik operatorlerin biitiin 6zdegerleri
ve bu ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri reel iken, kendine eslenik olmayan ope-

ratorlerin 6zdegerleri reel olmayabilir ve bu durumda spektral tekillikler mevcuttur.

Kuantum mekaniginde iyi bilinmektedir ki, bound states ad1 verilen 6zdegerler kuan-
tum mekanik sistemdeki enerjiye kargilik gelmektedir. Spektral tekilliklerin kuantum
mekanigindeki fiziksel yorumu ise, sonsuz yansima ve gecis kosullu sagilma durumu-
nun enerjisiyle ifade edilmesidir. Yani spektral tekillikler, reel enerjiye sahip rezo-
nans durumlarina karsilik gelmektedir. Son yillarda kuantum mekaniginin geligsmesi,
fizikcileri bu alanda ¢aligma yapmaya sevk etmis, Sturm-Liouville, Dirac, Schrodinger,
Klein-Gordon diferensiyel denklemleri tarafindan elde edilen diferensiyal operator-
lerin spektral analizi literatiirde detayli bir bi¢cimde incelenmigtir. Bu incelemeler-

le, teoride regiiler ve singiiler olmak iizere iki tiir diferensiyel operator tanimlan-
migtir. Tamim bolgesi sonlu ve katsayilari siirekli fonksiyonlar olan diferensiyel
operatorlere regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari (bazilar veya tamami)
toplanabilir olmayan (veya her ikisi saglanacak bigimde) diferensiyel operatorlere
ise singiilerdir denir. Sturm-Liouville operatorleri ikinci mertebeden regiiler olan-
lardir. 1951 yilinda Keldys kendine eglenik olmayan regiiler diferensiyel operatorlerin
spektral teorisini incelemigtir. Kuantum mekaniginde ise daha ¢ok sinirsiz aralikta

tanimlanan singiiler operatorler ile ¢aligilmaktadir.

Spektral teoride, sinirsiz aralikta kendine eglenik olmayan singiiler diferensiyel opera-

torler alanindaki ¢alismalarda onciilitk Naimark’a aittir. Naimark, 1960 yilinda ¢
2



kompleks degerli fonksiyon, h bir kompleks say1, A spektral parametre olmak iizere,
I(y) ===y +q(x)y = Ny, z € Ry :=[0,00) (1.1)

diferensiyel ifadesinin ve

y'(0) = hy(0) = 0 (1.2)
sinir kogulunun yardimu ile L?(0, oo) uzayinda tanimh kendine eglenik olmayan Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral teorisini incelemistir. Bu calismada, ele alinan ope-
ratoriin spektrumunun, siirekli ve diskre spektrum ile spektral tekilliklerden olus-
tugu gosterilmistir. Ayrica spektral teoride iyi bilindigi iizere, bir spektral tekilligin
rezolvent operatoriin ¢ekirdeginin kutbu oldugu, siirekli spektrum tizerinde bulun-
dugu, fakat 6zdeger olmadigi Naimark’in bu caligmasinda ispatlanmigtir. Bunun

yani sira, en az bir € > 0 i¢in,

o0

/e“ lg(z)| dz < oo

0
sart1 saglandiginda, operatoriin sonlu sayida ve sonlu kath 6zdeger ile spektral tekil-

lige sahip oldugu elde edilmistir.

Naimark’in buldugu sonuclar, Kemp tarafindan tiim reel eksen iizerinde taniml
diferensiyel operatorlere, Gasymov tarafindan da ii¢ boyutlu Schrédinger operator-
lerine genisletilmigtir. Schwartz ise, bir Hilbert uzayindaki soyut lineer operatorlerin
belli bir simifina ait spektral tekillikleri caligsarak literatiire yeni tamimlar kazandir-

mis, kendine eglenik operatorlerin spektral tekilligi olmadigin1 gostermistir.

(1.1)-(1.2) simir-deger probleminin

lim y(z,\)e ™ =1, A€ CL:={\: A€ C, Im\ >0}

T—00

kosulunu saglayan siirh ¢oziimiinii e (x, \) ile gosterirsek, e (z, \) ¢oziimiine bu
denkleminin Jost ¢oziimii denir. Marchenko, bu Jost ¢oziimiiniin

[e.e]

/x|q(m)|dm<oo

0
3



kosulu altinda

ez, \) = e+ /K (z,t) eMdt

integral gosterime sahip oldugunu gostermistir. Burada K (z, t) fonksiyonu ¢ fonksiyo-

nu yardimi ile integral denklem olarak verilmektedir.

e (x,\) Jost ¢dziimiiniin yukaridaki integral gosterimi quantum sagilim teorisinin diiz
ve ters problemlerinin ¢oziimiinde énemli rol oynar. Ayrica Jost ¢oziimleri difer-
ensiyel operatorlerin spektral analizi ile ilgili ¢calismalarda da biiyiik 6neme sahip
oldugundan Sturm-Liouville denklemlerinin Jost ¢oziimleri gesitli calismalarda ele
alimmigtir (Gasymov ve Levitan 1966, Jaulent ve Jean 1972, Guseinov 1976, Tunca
ve Bairamov 1999, Kir 2005). Bu tez ¢alismasinda da Jost ¢oziimlerinin incelenme-

sine yer verilecektir.

Spektral analize énemli katkilarda bulunan bir bagka bilim adami ise Pavlov’'dur.
Pavlov, (1.1)-(1.2) problemi tarafindan iiretilen operatoriin spektral tekilliklerinin
yapisinin, q potansiyel fonksiyonunun sonsuzdaki davranigina bagl oldugunu goster-
mis,

sup [eV* |g(z)[] < 00, ¢ >0
0<zr<o0

kosulu altinda operatoriin sonlu sayida 6zdeger ve spektral tekillige sahip oldugunu
ispatlamig ve operatoriin esas fonksiyonlarini kullanarak spektral acilim elde et-
mistir. Pavlov’un ¢aligmasi, spektral acilimin verildigi ilk calismadir. Lyance de ayni
yillarda, spektral acilim caligmalarinda spektral tekilliklerinin etkisini incelemistir.
Literatiire bu alanda ¢ok sayida makale kazandiran bir diger matematikgi ise Krall’dir.
Kral 1965a, 1965b yilinda yaptigi ¢alismalarda, K € L?(R,) kompleks degerli bir

fonksiyon, «, 5 € C olmak iizere, (1.1) ve
[ K@pt)ds +ay ) - 550 =0 (13)
0

sinir kogulu yardimiyla L?(R ) uzaymda tamimh non-selfadjoint operatoriin spektral

analizini detayl olarak incelemis, ayni zamanda bu operatore ait adjoint operatorii
4



elde etmigtir.

p, q kompleks degerli iki fonksiyon ve p fonksiyonu, pozitif reel sayilar kiimesi

iizerinde siirekli diferensiyellenebilir olmak iizere, L*(R, ) uzaymda
—y" + lg(@) + 2xp(x) = Ay, = € [0, 00) (1.4)

denklemi ve o, 8 € C, |a] + |8] # 0, K € L*(R,) igin
[ K(@y(a)de +ay'(0) - 5y0) =0 (15)
0

siir kogulu tarafindan tiretilen Kuadratik Schrodinger operatorler demetini L () ile
gosterelim. Bairamov vd. (1997) ve Bairamov vd. (1999), caligmalarinda analitik
fonksiyonlarin teklik teoremlerini kullanarak L (\) operatoriiniin spektral analizini

incelemislerdir. Teklik teoremlerinden bu tez hazirlanirken de yararlanilmistir.

Bilindigi gibi, gercek yasamda karsimiza ¢ikan siiregleri gercegine en yakin sekilde
modellemek icin kimi zaman diferensiyel denklemler, kimi zaman ise fark denklem-
leri kullanilmaktadir. Diferensiyel denklemler siirekli problemleri, fark denklemleri
ise daha ziyade siirekli olmayan kesikli problemleri karakterize eder. Atkinson ve
Agarwal kitaplarinda fark denklemlerini detayli olarak incelemistir (Atkinson 1964,
Agarwal ve Wong 1997, Agarwal 2000, Kelly ve Peterson 2001). Spektral teoride de
karsilagilan her problem siireklilik belirtmedigi icin, 6zellikle kontrol teori, bilgisayar
bilimi, miithendislik ve ekonomi alanindaki bir¢cok problemin modellenmesi i¢in fark
operatorlerine ihtiyag duyulmaktadir. Literatiirdeki skaler katsayili fark denklem-

lerine iligkin bashica caligmalar agagida verilmigtir:

{an}nez, {bn}nez Teel terimli diziler ve Vn € Z igin a, > 0 olmak iizere, [*(Z)

uzayinda
Un—1Yn—1 + bnln + AnYns1 = Ayn, 1 € Z (1.6)
fark denklemi ve
D Il (11 = an| + |ba]) < o0 (1.7)
nez

5



kosulu yardimu ile iiretilen kendine eglenik fark operatorii Guseinov tarafindan 1976
yilinda ele alinmigtir. Bu calismada operatoriin spektrumun siirekli spektrum ve
ozdegerlerden olustugu ispatlanmig, (1.6) fark denklemi i¢in sagilim teorisinin ters

problemi incelenmigtir.

2011 yilinda Bairamov ve arkadaglar tarafindan {a, }5° 1, {0, }22,, {h,}22; kompleks
terimli diziler, ag = 1, hg # 0, h,, € I*(N) ve n € N olmak iizere, [*(N) uzaymda (1.6)
fark denklemi ve

> s =0 (1.8)

neN

sinir kogulu yardimiyla iiretilen kendine eslenik olmayan fark operatoriiniin 6zdeger-
lerinin, spektral tekilliklerinin ve bunlarin katlarinin sonlu oldugu, 27 periyotlu ana-

litik fonksiyonlar icin birebirlik teoremlerinden yararlanarak ispatlanmigtir.

Adwar ve Bairamov (2001), {a,}nez, {bn}nez kompleks terimli diziler ve Vn € Z
igin a,, # 0 olmak iizere, [>(Z) uzaymmda (1.6) fark denklemi ve (1.7) siir kosulu
tarafindan iiretilen kendine eslenik olmayan diskre Schrodinger operatoriiniin spek-
trumunu, ozdegerlerini, spektral tekilliklerini ve bu spektral tekilliklere kargilik ge-
len esas fonksiyonlarini elde ederek bunlarin 6zelliklerini incelemislerdir. Ayrica bu
caligmada, diskre Schrodinger operatoriiniin yan sira, diskre Dirac operatorii igin

de benzer incelemeler yapilmigtir.

Goriildiigii tizere, spektral teori alaninda yapilan caligmalarin ¢ogu birinci ve ikinci
mertebeden skaler katsayili denklemlere aittir. Diferensiyel, fark ve Dirac ifadeleri
yardimiyla iiretilen operatorlerin spektral analizi hem selfadjoint, hem de non-selfad-

joint durumda detayl olarak incelenmistir.

Yillar icinde matris katsayili operatorlere de ilgi duyulmaya baglanmig, Agranovich,
Marchenko, Carlson, Clark, Gesztesy, Kiselev, Makarov gibi bilim adamlari matris
degerli Schrodinger, Jacobi ve Dirac operatorlerini incelemiglerdir. 2010 yilinda Ol-
gun ve Cogkun yarim eksende spektral tekillige sahip non-selfadjoint matris degerli

operatorlere ait sonuglar elde etmistir. 2011 yilinda ise ayn1 yazarlarin bu opera-
6



torlerin 6zdeger ve spektral tekilliklerine kargilik gelen esas fonksiyonlarina iligkin

calismasi mevcuttur.

Matris katsayili fark operatorlerine ait ¢alismalar ise yakin zamanda yapilmigtir.
(Yardimer 2010) ve (Aygar ve Bairamov 2012) makalelerinde yarim eksendeki mat-
ris katsayih fark operatorlerini arastirmistir. E, m boyutlu (m < oo) Oklid uzayi,
{4,120, {Bn}2,, E uzayinda yer alan lineer operatorler (matrisler) olmak iizere,

(N, E) uzaymda
l(y) = An—lyn—l + Bnyn + Anyn-‘rl = )‘yna n e

matris katsayili fark denklemi ve
Yo =10

sinir kogulu yardimiyla verilen non-selfadjoint operatoriin Jost ¢oziimii, siirekli spek-
trumu, 6zdegerleri ve spektral tekillileri Yardime1 tarafindan, ayni problemin self-
adjoint hali ise Aygar ve Bairamov tarafindan incelenmistir. Non-self adjoint halde
fark denkleminin iist yar1 diizlemde analitik olan Jost c¢oziimleri tistel fonksiyon
tiiriinde verilmis olup, selfadjoint durumda bu ¢oziimler birim yuvarda analitik olan

polinomlar tiiriindedir.

Dikkat edilirse, matris katsayili operatorlere iligskin hem siirekli hem de fark duru-
munda sadece yarim eksen iizerinde ¢alismalar mevcuttur. Ancak tiim eksendeki
matris katsayili operatorler heniiz incelenmemigstir. Bu nedenle, bu operatorlerin

spektral teorisini incelemek bir ihtiyac¢ olmustur.

S, n-boyutlu (n < co) Oklid uzayz, ||Y|| 4 ise bu uzaydaki Y vektoriiniin normu olsun.

R tizerinde taniml, S-degerli Lebesgue 6lciilebilir ve
[ I@lzde < o0

kosulunu gergekleyen tiim f fonksiyonlarimin Hilbert uzay1 L? (R, S) ile gosterilsin.
7



L% (R, S)

(o)

(f.9) = / (f(2), g(x))sda

—00

i¢ carpimi altinda bir Hilbert uzay1 olup, bu i¢ ¢arpimin dogurdugu norm ise

2

1l = / (@) de

ile verilir.

Q, Q* # @Q kosulunu gercekleyen n x n tipinde fonksiyon bilegenli bir matris olmak

iizere, L? (R, S) Hilbert uzayida
[(YV)=-Y"+Q(2)Y, —c0 << (1.9)

vektor degerli diferensiyel ifadesi yardimiyla tanimlanan operator L olsun. @) self-
adjoint olmayan matris degerli bir fonksiyon oldugundan L operatorii de selfadjoint
degildir. Bu operatore matris katsayili non-selfadjoint Sturm-Liouville operatorii

ad1 verilir.

Bu doktora tezinde, ilk olarak (1.9) diferensiyel ifadesi yardimiyla iiretilen diferen-
siyel operator ele alinacak, bu operatoriin spektral teorisine iligkin sonuglar elde
edilecektir. Daha sonra ise, ayni problemler tiim reel eksende (1.9) ifadesinin diskre
analogu olan fark denklemi i¢in incelenerek, elde edilen fark operatoriiniin siirekli
ve diskre spektrumu bulunacaktir. Hem siirekli hem de kesikli durumda denklem-
lerin Jost fonksiyonuna ait asimptotikler bulunup, bu fonksiyonlarin bazi analitik

ozelliklerinden bahsedilecektir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ticiincii ve dordiincii boliimlerde elde edecegimiz sonuglar icin ihtiyag
duyacagimiz bilinen baz temel kavram ve teoremler verilecektir.
i1k olarak hem diferensiyel, hem de fark operatorii icin ortak olan baz genel tanim-

lar1 ifade edelim:

Tanim 2.1 X # {0} kompleks normlu uzay 7" : D(T') C X — X lineer bir operator
olsun. A € C olmak iizere Ry(T') = (T'—\I)~! operatoriine T operatériiniin rezolvent

operatorii ya da kisaca rezolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.2 R,(T) operatérii mevcut, sinirli ve tanim ciimlesi X uzayimda yogun
ise, A\ € C sayisina T operatoriiniin regiiler degeri denir. 7' operatoriiniin regiiler
degerlerinden olusan ciimleye ise 1" operatoriiniin rezolvent ciimlesi denir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.3 R,(T) mevcut olmayacak sekildeki A kompleks sayilarinin ciimlesine T
operatoriiniin diskre spektrumu ya da nokta spektrumu adi verilir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.4 R, (T) mevcut, smirsiz ve Ry(T") operatoriiniin tanim kiimesi X uza-
yinda yogun olacak sekildeki A kompleks sayilarinin olugturdugu kiimeye 1" ope-

ratoriiniin siirekli spektrumu denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.5 X bir kompleks vektor uzay ve T': X — X lineer bir operator olsun. A
kompleks sayisi icin Tx = Az denkleminin agikar olmayan bir z € X ¢oziimii varsa
A sayisina T' operatoriiniin 6zdegeri denir. Bu x ¢oziimiine ise T' operatoriiniin A

ozdegerine kargilik gelen 6zvektorii denir (Lusternik ve Sobolev 1974).
9



Tanim 2.6 Bir 7" operatoriiniin rezolventinin ¢ekirdeginin kutup noktasi olup, stirekli
spektrumda bulunan ve T" operatoriiniin 6zdegeri olmayan noktalara 7" operatoriiniin

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Uciincii boliimde incelenecek olan diferensiyel operatériin 6zdegerlerinin, spektral
tekilliklerinin ve bazi analitik 6zelliklerinin belirlenmesinde agagidaki teoremlerden

yararlanilacaktir:

Teorem 2.1 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-

gesinin icindeki sifirlar1 (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.2 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katl sifir-

lar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simirindadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-
gesinin igindeki sifirlarimin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirin-

dadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Agik iist diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue 6lciisii sifirdir

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonu C, kiimesinde analitik, C, kiimesinde

sonsuz mertebeden tiirevlenebilir, u(E = {x cR: fM(z)=0,Vnc N}) =0,
f™(2)| <A, , 2€Ty , n=0,1,2,...

ve




olmak {izere, bir a > 0 igin

a

/lnT(s)du(E,s) = —00

0
olsun. Eger en az bir N porzitif reel sayisi i¢in

N 00

[, o, Rl
2 +1 2 +1
—00 N

ise, f fonksiyonu kapal iist diizlemde 6zdes olarak sifirdir (Pavlov 1975).

Son olarak, dordiincii boliimde incelenecek olan fark operatoriiniin spektral 6zellik-

lerinin belirlenmesinde agagidaki teorem ve kriterlerden yararlanilacaktir:

Teorem 2.6 (ly de Kompakthk Kriteri): M C Iy (N,C™) smirh bir kiime olsun.
Eger her ¢ > 0 ve her Y = {Y,,} € M icin n > N, oldukca Z 1Y;]]? < &

i=n+1
saglanacak gekilde en az bir Ny () > 0 sayisi varsa M kompakttir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Teorem 2.7 (Wehyl Kompakt Pertiirbasyon Teoremi): A selfadjoint ve B kompakt
bir operator olmak iizere T' = A+ B ise bu durumda o, (T") = o, (A) esitligi saglanir
(Glazman 1965).
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3. STURM-LIiOUVILLE OPERATORLERI

Tiim reel eksendeki matris katsayili operatorlerin spektral teorisini inceledigimiz bu
doktora tezinde caligmalarimiza ilk olarak Sturm-Liouville operatorleri ile bagladik.
Bu boliimde, ilk olarak kendine eslenik olmayan matris katsayili Sturm-Liouville
denklem sistemi tanimlanmais, bu denklem sisteminin ¢oziimleri, bu denklem siste-

mine ait Jost fonksiyonunun asimptotikleri ve bu fonksiyonun baz1 analitik 6zellikleri
verilmigtir. Daha sonra ise, analitik devam ilkesi ve analitik fonksiyonlar i¢in olan
teklik teoremleri kullanilarak bu diferensiyel denklem sistemi yardimiyla iiretilen

operatoriin ozdegerleri ve spektral tekillikleri incelenmistir.

—o0 < x < oo araliginda
Q(r) = [qjk]?,kzl

seklinde tamimlanan singiiler olmayan matris degerli () fonksiyonu, potansiyel fonk-

siyon olmak iizere,
y;'/‘l‘)\zyj = qukyka (] = 1,2,...,TL) (31)
k=1

diferensiyel denklem sistemini goz oniine alalim. Burada A spektral parametre olmak

tizere, (3.1) denklem sisteminin ¢ziimii
Y+ Q(x)Y = \?Y (3.2)

diferensiyel denklemini saglayan n x n tipinde karesel Y = Y (z, \) matrisi ile gos-
terilebilir. (3.2) ifadesinin her matris ¢6ziimiiniin siitunlari (3.1) denklem sisteminin
¢oziimleridir. Bu yiizden (3.1) denklem sistemi yerine (3.2) diferensiyel ifadesi ile

calisilacak ve ||.||, S Oklid uzaymdaki normu gostermek iizere

[e.o]

[ 1w e d < o (53)

—00

kosulunun gerceklendigi kabul edilecektir.
12



3.1 Jost Fonksiyonu

I, S uzaymndaki birim matris olmak tizere, ET(z,\) ve F~(z,)) ile sirasiyla (3.2)

denkleminin

lim BT (2, \)e ™ =1 ,  AeCy
ve

lim F~(z,\)e?* =1 ) AeC,

kogullarini gergekleyen iki ¢oziimiinii gosterelim. Ayrica
~7"+72Q(z) = \°Z
denkleminin de

lim Z(z,\)e? =1 , AeC,

r——00

(3.4)

kosulunu gercekleyen ¢oziimii £~ (z, \) olsun. K*(z,t) cekirdek fonksiyonu olmak

tizere, (3.3) kosulu altinda E* (z, \) ve E~(x, A) ¢oziimleri sirasiyla agagidaki integral

gosterimlere sahiptir:

Et(z,\) =] + /K“L(x,t)ei’\tdt , AeC,

E~(x,\) =e ™ + /K(m,t)ei)‘tdt , AeC,.

Ayrica,

@) = / QW dt, i) = /n+<t>dt,

(@) = / QWldt,  ni(e) = / 0 (8)dt

—00

seklinde tanimlanan integraller yakinsaktir.

Gergekten de, (3.3) kogulundan

[ la@idsve [ el o) ds
h 13

(3.5)

(3.6)



integrallerinin yakinsak oldugu bilindiginden n™(x) ile gosterilen integral de yakin-

saktir. Diger yandan

m*(x)z/ //HQ )|| dsdt
//IIQ ||dtds—/u@ ) (5 — w)ds
/su@ |ds—x/uc2 )| ds

bulunur, (3.3) kosulundan 7} () ile gosterilen integralin de yakimsak oldugu ispat-
lanir. Benzer sekilde 1~ (z) ve ny (x) ile gosterilen integrallerin yakinsakhigi da gos-

terilir.

K*(x,t) gekirdek fonksiyonu  ve t degiskenlerine gore kismi tiirevlere sahip olup bu
fonksiyona ve kismi tiirevlerine ait agagidaki esitsizliklerin saglandigi gosterilebilir

(Agranovich ve Marchenko 1965):

I 0 < g3 e o (3 | (37)
Kz it < prort ewito, 69
| H et | < gror D et (39)

Bu esitsizlikler yardimyla K*(.,.), KFX(.,.), K(.,.) € Li(R,S) oldugu goriiliir.
Ayrica, E*(x,\) ve E~(x,\) matris fonksiyonlar1 C, iizerinde \ degigkenine gore

analitik olup reel eksene kadar siireklidir.

Teorem 3.1.1 W[E~ (z,\), ET(z,\)] , E~(x,\) ve E*(z,\) ¢dziimlerinin

Wronskiyenini gostermek {izere,
D(N) = WIE (2, A). E* (2, \)] = E~ (@, N[E* (@, N — [E~ (&, V] E* (. )

seklinde tanimlanan fonksiyon x degiskeninden bagimsizdir.

14



Ispat. Y ve Z sirasiyla (3.2) ve (3.4) denklemlerinin ¢oztimleri olsun.
(3.2) denklemi soldan Z ile, (3.4) denklemi ise sagdan Y ile garpilip taraf tarafa

toplanirsa
—Z2Y"+Z2"Y =[Z'Y - ZY']' =0
esitligi bulunur. Bu ise W[Z,Y] = Z'Y — ZY" ifadesinin sabit oldugunu gosterir.

E*(x,)) (3.2) denkleminin, £~ (x, \) ise (3.4) denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan
WI[E~ (x,\), ET(x, \)] ifadesi de = degiskeninden bagimsiz olmalidir. m

Teorem 3.1.2

fit) = K/(0,t)— K, (0,—t)— K;"(0,t) + K, (0,—t) — K~ (0,0) K*(0,1)

—K*(0,0) K~ (0,—t) + K~ (0,—t) « K (0,t) + K, (0, —t)* K" (0,¢%)
olmak iizere, A € C icin D fonksiyonu
D()\) = 2iAT —2K1(0,0) — 2K (0,0) + /f(t)ei)‘tdt (3.10)
0
esitligini saglar. Burada (*) ile konvolusyon operatorii gosterilmektedir.
Ispat. Wronskiyenin tanimi ve z degiskeninden bagimsizligi kullanlarak

D(A) = E~(0, \)EF(0,)) — E (0, \)E*(0, \)

yazilabilir. O halde

D(\) = [—|—/K (0,8)e=dt | | il — KT (0,0) +/K ) edt
0

0 0o
— | =N+ K~ (0,0) + / K (0,t)e ™Mat | | I+ / KT(0,t) e™dt
0

15



D(A) = 2\ — K" (0,0)— K (0,0) + /K; (0,1) eMtdthi)\/K* (0, 1) eMdt
0 0
0

K (0,0) / K*(0,8) Mdt + iA / K= (0,) e
0

—00
0

0
_K+ (0, O) /K (O,t) efi)\tdt o /Kx (O,t) efi)\tdt

0 00

+/K (0,¢) eMtdt/K; (0,t) eMdt
—00 0

0 o0
- / K, (0,t) e Mat / KT (0,t)edt
—00 0
elde edilir. Son esitligin sag tarafindaki yedinci terimi dikkate alalim. Bu durumda
» / K+ (0,8) Mt — / K+ (0,1) d(e™)
0 0
= —K*"(0,0) - /Kj (0,1) e™dt
0
elde edilir. Benzer sekilde dokuzuncu terim dikkate alindiginda da
0 0
i\ / K= (0,t)e”dt = =K~ (0,0) + / K; (0,t) e ™at

denklemine ulagilir. D fonksiyonu icin elde edilen son egitlikteki son iki terim igin

ise konvolusyonun o6zelliklerinden yararlanarak

0 ) oo ~
/K_ (0, t) e_iAtdt/K;_ (O, t) ethdt — /K_ (0’ _t) eiAtdt/K; (07 t) ei)\tdt
—0 0 0 )

(K~ (0, —t) * K (0,1)]e™dt

I
S — g

ve

oo

0 0o .
/K; (0,1) e—i,\tdt/K+ (0,t)eMdt = [ K (0,—t) ei)\tdt/K+ (0, 1) eMd
o J J

T

(K7 (0, —t) % K+ (0,1)]e™dt

T

I
0\8 o
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esitliklerinin gerceklendigi gosterilebilir. Son olarak elde ettigimiz bu esitlikler D
fonksiyonunda yerine yazilirsa ispat tamamlanir. =
Ayrica f fonksiyonunda bulunan biitiin terimler L;(R,S) uzayindan oldugundan

f € Li(R,S) oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.1.3 Asagidaki asimptotik esitlikler gerceklenir:
D(X) = 2iA — 2K(0,0) — 2K (0,0) +o(1) , A€ Cy, |\ — oo, (3.11)

D(\) =2iM +0(1) A€ Cy, |N — oo (3.12)
Ispat. a) A € R olsun.

fonksiyonunu tanimlayalim. O halde

7A(t)dt = 7f(t)dt

elde edilir. f(t) € L1(R,S) oldugundan A(t) € L1(R,S) olur ve A € R oldugunda,

Fourier doniistimleri icin olan Riemann-Lebesgue lemmasindan
/f(t)e“tdt —o(1), NER, |\ — o
0

bulunur.

b) A € C; olsun.

£ ]| < |If(1)]] [e e+t
— Hf(t)“ |€—Im/\t|
<|[f@®)I|

saglanir. f(t) € Ly1(R, S) oldugundan

/I|f(t)||dt<oo
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gergeklenir. O halde
/ f(t)edt
0

integrali A € C, icin diizgiin yakinsaktir.

Bu durumda

| /\l‘im f(t)eMdt = / ( A1|1m f(t)é”) dt =0
bulunacagindan
/f(t)ei)‘tdt =0(1), AeCy, [N —
0
yazilabilir.
a) ve b) den

/f(t)ei)‘tdt =0(1), A€ Cy, [N — o0
0

elde edilir, bu da ispat1 tamamlar.
Benzer gekilde K(0,0) ve K~ (0,0) smurh olup f(¢) € Li(R,S) oldugundan (3.12)

asimptotik esitligi de ispatlanabilir. =
3.2 Ozdegerler ve Spektral Tekillikler

D(A\) == WI[E (z,\), EY(z,\)] = E~ (2, \)Ef (z,\) — E, (2, \)E™ (2, \)

olmak iizere

G(\) == det D()) (3.13)

seklinde tamimlansin. Ayrica, 04(L) ve os5(L) kiimeleri ile sirasiyla L operatoriiniin

ozdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin kiimesini gosterelim. O halde,
oy(L) ={z:2=X, A€ Cy, G(A\) =0} (3.14)

ve

oss(L) = {z: 2= X, A eR\{0}, G(\) =0} (3.15)

yazilir.
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Tanim 3.2.1 C, iizerinde (3.13) ile tanmimlanan G fonksiyonunun bir sifirmin katina,

L operatoriiniin bu sifira kargilik gelen 6zdegerinin ve spektral tekilliginin kati denir.

Dolayisiyla L operatoriiniin 6zdegerlerini ve spektral tekilliklerini incelemek i¢in G

fonksiyonunun C, kiimesi iizerindeki sifirlarini incelemek gerekiyor.

My ={\:A€C,, G(\) =0}
My ={\: A ER, G(\) =0}
olarak tanimlamrsa, (3.14) ve (3.15) yardimyla
oa(L) ={z:2=X, X€ M} (3.16)
oss(L) = {z: 2= )2, A€ My}\{0} (3.17)

kiimelerini elde ederiz.

Bu gosterimler verildikten sonra asagidaki lemmay: ispatlayabiliriz:

Lemma 3.2.2
(i) M; kiimesi sinirli ve sayilabilirdir. Ayrica bu kiimenin limit noktalar1 (eger varsa)
reel eksenin siirh bir alt araligindadir.

(ii) M kiimesi kompakttir ve Lebesgue olgiisii sifirdir.

Ispat. (i) ¢ > 0 bir sabit olmak tizere

+1
K @, 0)]| < en* () (3.18)
esitsizliginden
/|\K+(m,t)” it < c/w(“"‘;t)dt < c/n+(%)dt < 2c/n+<s)ds < oo
T T 0 0
ve benzer sekilde / || K~ (z,t)|| dt < oo saglanir.
Diger yandan C+_§;erinde
HKJF(x,t)eWH < ||K*(,1)]] , r<t<oo
K (2, t)e ™| < ||K (2,t)]| , o<t<zx
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gergeklenir. O halde,

/K+($,t)6i>\tdt §/|‘K+(x,t)”dt<oo

olur. Ayrica / K*(z,t)edt fonksiyonu \ ya gore C, {izerinde analitiktir. Yani,

/K’L(a:,t)ei’\tdt — /z‘tK*(x,t)ei”dt

gergeklenir. Gergekten de KT (z,t) sinirh oldugundan

/z‘tK*(x,t)ert < /tHKJ“(x,t)He_”m’\dt < c/te_tjm)‘dt < 00
T T 0

elde edilir. Boylece ET ¢oziimii A ya gore C, iizerinde analitik bir fonksiyondur.
Hatta R iizerinde siireklidir. ™, C, iizerinde \ ya gore siirekli oldugundan E7

fonksiyonunun stirekliligini gostermek i¢in
/K+(x, t)eMdt

integralinin siirekliligini gostermek yeterlidir. Bu integral C, iizerinde diizgiin yakin-

sak oldugundan keyfi bir A\, € R i¢in

lim [ K*(z,t)e™dt = /K+ z,t) lim eMdt = /K*(x,t)ei)‘otdt
A— Ao A—Ao

T
bulunur. O halde istenilen elde edilmig olur. Benzer iglemler E~c¢oziimii i¢in de
yapilirsa D fonksiyonunun hatta G fonksiyonunun C, iizerinde analitik ve reel ek-
sende siirekli oldugu goriiliir. Ayrica (3.12) asimptotik esitliginden A € C, olmak

izere,

G(N) = 2iA + O(1), || — oo (3.19)

asimptotigi gerceklenir. Bu asimptotik bize A € C, icin yeterince biiyiik |A| lar icin
G(A) # 0 oldugunu, yani M; ve M, kiimelerinin sinirh oldugunu gosterir.
Teorem 2.1 geregince 6zdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun analitiklik

bolgesi i¢indeki sifirlar1 (eger varsa) ayrik olmalidir. O halde G fonksiyonunun C,
20



daki sifirlarinin kiimesi ayriktir. Bu durumda M; kiimesi en ¢ok sayilabilir sayida
eleman igerir. Ayrica Teorem 2.2 geregince 6zdes olarak sifir olmayan bir anali-
tik fonksiyonun analitiklik bolgeleri igindeki sifirlarinin limit noktalar1 (eger varsa)
analitiklik bolgesinin sinirinda olacagindan A/, kiimesinin limit noktalar: reel eksenin
sinirh bir alt araliginda yer alir.

(ii) Ms kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olup sinirhi bir kiime oldugundan kompakt
oldugunu gostermek icin kapali oldugunu séylemek yeterli olacaktir.

Xo € M, olsun. Bu durumda Vn € N icin A\, € M, ve lim )\, = )¢ olacak bir

n—oo

bicimde bir ()\,) dizisi vardir. Buna gore G, C.. iizerinde siirekli olacagindan

G(o) = G(lim \,) = lim G(\,) =0

n—oo n—o0

olur, yani A\g € Ms gergeklenir. O halde M, kiimesi kapalidir, dolayisiyla kompakttir.
Diger yandan G, C, iizerinde analitik oldugundan ve 6zdes olarak sifir olmadigindan
G fonksiyonunun reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue olgiisii sifirdir. O halde

p(Ms) = 0 olmahdir. m

(3.14), (3.15) ve Lemma 3.2.2 yardimiyla agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.2.3 () matris fonksiyonunun gercekledigi

o0

/(1+|x|>||@<x>||dx<oo

kosulu altinda

(i) L operatoriiniin 6zdegerler kiimesi (04(L)) simirhdir, 6zdegerleri sayilabilirdir ve
vzdegerlerin limit noktas: [0, 00) kiimesinin sinirh bir alt arahgimdadir.

(ii) L operatoriiniin spektral tekilliklerinin kiimesi (04(L)) sinirhdir ve bu kiimenin

Lebesgue olgiisii sifirdir. (u(oss(L)) = 0).

Simdi € > 0 olmak iizere,

(o)

/ exp (e(|21) [|Q(@)]] dx < 0o (3.20)

kosulunu gozoniine alalim.
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(3.18) esitsizliginden yararlanarak

)

|| K (2, t)]

| K (2, t)

K (z,t)|| < cexp |:—€

! +tH (3.21)

|

O < ce™ = (3.22)

esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.2.4 () matris fonksiyonunun sagladigr (3.20) kosulu altinda L operato-

riiniin sonlu sayida 6zdeger ve spektral tekillikleri vardir ve bunlarin kat1 da sonludur.

ispat.

D(X) = 20 — 2K+(0,0) — 2K (0,0) + / Ft)edt
0

esitliginin saglandigini biliyoruz. (3.21) ve (3.22) den faydalanarak D fonksiyonunun

analitiklik bolgesini inceleyelim.
[roevad| < [iisen)e|a
0 0

S /Ce—eée—lm)\tdt

olur. Bu integralin A ya gore diizgiin yakinsak olmasi i¢in 5 + Im A > 0 olmali,

yani Im A > —5 olmalidir. O halde bu integral agik {ist yar1 diizlemden boyle bir
serite analitik devam ettirilir. Yani fonksiyonu da Im A > —£ i¢in analitiktir ve reel
eksen analitiklik bolgesinin iginde kalir. O halde bu fonksiyonun C, kiimesindeki
sifirlarinin limit noktalari reel eksen iizerinde bulunamaz. Ancak daha once ispat-

ladigimiz gibi M, ve M, kiimeleri simirhdir. Buradan M; ve M; kiimelerinin sonlu

olmasi gerektigi goriiliir. Im A > —£ icin G()\) analitik devama sahip oldugundan
ve Ozdes olarak sifirdan farkli bir fonksiyonun analitiklik bolgesi i¢indeki sifirlarinin
kat1 sonlu olacagindan (sonsuz kath sifirlar varsa smirdadir) G(A) nin C, daki sifir-
larmin kat1 sonludur. Dolayisiyla 04(L) ve o4(L) kiimelerinin sonlu sayida eleman:

olup bunlarin kati da sonludur. m
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Simdi (3.20) kosulundan daha zayif bir kogul olan

o0

/enﬁw@%HQ@Mdz<ax €>0 (3.23)

—00

kogulunu gozoniine alalim. Bu kosul altinda da G fonksiyonu acik iist diizlemde
analitik olup reel eksende her mertebeden tiirevlere sahiptir.

Msj ile My kiimesinin, My ile de M, kiimesinin yigilma noktalar: kiimesini, Mj ile de
G fonksiyonunun C, iizerindeki sonsuz katl sifirlariin kiimesini gosterirsek analitik

fonksiyonlar icin olan teklik teoremlerinden
Ms C M27M4 C MQ,M5 C Mg,Mg C M5,M4 C Ms
oldugu ve Lemma 3.2.2 yardimiyla

(M) = p(My) = 0

oldugu bulunur.

Lemma 3.2.5. (3.23) kosulu altinda,
Ay = 242 [te Vit

0
00

A, = 02"+1/t"6_§\/zdt , n=2,3,..

0

sabitler olmak {iizere, G fonksiyonu ve tiirevleri
G\ <4,, n=1,2,... ImA>0 (3.24)
egitsizligini saglar. Ayrica b ve B sabit sayilar olmak iizere, Vn € N igin
A, < Bb'nln"

esitsizligi de gerceklenir.
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ispat.
D'(\) = 2i)\+/f(t)itei)‘tdt olup

0
2+ [ (@) tdt
/

1D <
< 2+/ce§\/§tdt
0
<

2+ 22/cte_§\/zdt
0

oldugundan

GV <2+ 22/Ct6§\/zdt

0

bulunur. Benzer sekilde
D) = [ 1)
0

olup

D'V < [eesVERat
Il < [
0

bulunur. O halde,

G (V)| < e2® [ e5ViEa

0

elde edilir. Bu sekilde tiirev almaya devam edilirse,
|G| < 2! / e 3Vidt
0

esitsizligi bulunur. Diger yandan

o)

A, = c?”“/t”e‘g‘ﬁdt , n=2,3,..

0
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esitliginde yer alan integralde %\/I_f = u doniistimii yapildiginda

[eS)
2n+1

A, = 02”+1/6“22”+3u—du

€2n+2

0
00

23n+4
_ —u, 2n+1
= CEQn = / e "u du
0
3n+4

3n+4

3n+4

IN

2n+1

23n+4

S c 62n+2 22n+2 (n 4 1)2n+2

3n+4

elde edilir. Burada bfj = —-——22"*2 denilirse,
€ n

A, < cbf(n+1)""(n+1)>

bulunur. Vn € N igin

(1—1—%) < e,
e" > 14mn,
n" < e"nl,

n+1 < e

esitsizlikleri gerceklendiginden
A, < cbi(n+ 1)

< cbg(1+%)2”n2"62"

< cbjer n*ren

< cbje’ nln"

< Bb'nln"

elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar. m
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Teorem 3.3.6 () matris fonksiyonunun gergekledigi (3.23) kosulu altinda

k
M5:{)\GC+:W€€N,W:O}

kiimesi bostur.

Ispat. Lemma 3.2.2 geregince yeterince biiyiik 7 > 0 icin |In(G(\)| < oo oldugun-

dan .
1 1
/ LGP / (G (3.25)
1+ A 1+ A
—00 T
integralleri mutlak yakinsaktir. Ayrica T'(s) = inf Agfn olmak {izere, Lemma 3.2.5
geregince
T(s) < Binf {b"s"n"} < Bexp{—b"'s e}
ve

InT(s) < —bltste? (3.26)

bulunur. G(\) # 0 oldugundan, p(Ms, s) ise M5 kiimesinin s komgulugunun Lebesgue

olciisii olmak tizere, (3.24), (3.25) ve Pavlov Teoremi geregince, h > 0 olmak iizere
h
/lnT Ydpu(Ms, s) > —o0 (3.27)
0

olmalidir. Bu durumda (3.27) geregince

h

h
1
/—duM5, < /mT Jdp(Ms, 5) < 00
bes
0 0

olacagindan

1
—dp(Ms, s)

St~
®

integralinin yakinsak olabilmesi ancak du(Ms,s) = 0 olmasiyla, yani My = & ol-

masiyla saglanir. m
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4. FARK OPERATORLERI

Bu boliimde tiim eksendeki selfadjoint durumdaki fark operatorii ele alinip, bu ope-
ratoriin polinom tiirden Jost coziimleri verilerek bu ¢oziimlerin analitiklik ozellikleri
ve asimptotik davraniglari incelenecektir. Ayrica bu operatoriin siirekli spektrumu

ve ozdegerlerinin 6zellikleri elde edilecektir.

C”, v-boyutlu kompleks Euclid uzay1 (v < 00), ||Y,| e bu uzaydaki ¥ = {Y¥,}
(Y, € C", n € Z) seklindeki matris dizilerinin normu olsun. Tiim reel eksende

00
> IYalle <o

n=—oo

kosulunu gergekleyen tiim matris dizilerinin Hilbert uzay ise l3(Z, C") ile gosterilsin.
A kompleks parametre, n € Z olmak tizere {4, } ve {B,}, C" uzaymda tamimh v x v

tipinde matris diziler olsun. Ikinci mertebeden
An—lyn—l + BnYn + AnYn—H = /\Yn, n €7 (41)

matris fark denklemini ele alalim. [5(Z,C") Hilbert uzayinda (4.1) fark denklemi
tarafindan iiretilen operatorii Lile gosterelim. 0, C” uzayindaki sifir matrisi olmak

lizere, L operatoriine kargilik gelen Jakobi matrisinin

)
B; , 1 =] ise
_ Ai*l s 1= j + 1 ise
()i = ; ,JEL
A; , 1=j—1ise
0 , diger durumlarda
\

oldugu ve L operatoriiniin selfadjoint oldugu aciktir.

Bu caligma boyunca, Vn € Z i¢in A, = A , B, = B! ve det A, # 0 oldugu
kabul edilerek, (4.1) denkleminin birim yuvarda analitik olan polinom tiirden Jost
¢oziimleri elde edilecek, daha sonra L operatoriiniin siirekli ve diskre spektrumu

incelenerek tzdegerleri hakkinda yorum yapilacaktir.
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4.1 Jost Coziimleri

{A,} ve {B,}, n € Z matris dizilerinin

Y Il (I = Aull 4+ [[Ball) < o0 (4.2)
esitsizligini sagladigi kabul edilsin. Burada ||.||, C” uzayindaki matris normu ve [

birim matrisi gostermektedir.

A =2z+2zticin

A Yo1 4+ BYo+ AY=(2+27")Y,, nelZ (4.3)
denkleminin
lim E,(z)z7" =1, z2€ Dy:={z:|z| =1} (4.4)

kogulunu saglayan matris ¢oziimii F (2) := {E, (2)}, n € Z ile,

lim F,(z)z2" =1, z € Dy

n——0oo

kosulunu saglayan matris ¢oztimii ise F (2) := {F, (2)}, n € Z ile gosterilsin. F (z)

ve F' (z) ¢oziimlerine (4.3) fark denkleminin Jost ¢oziimleri denir.

Teorem 4.1.1 {A,} ve {B,} matris dizilerinin sagladigi (4.2) kosulu altinda E(z)

ve F(z) Jost ¢oziimleri sirasiyla

E,(z) =T,z" |I + Z Knmzm] ineZ, z€ Dy (4.5)

m=1

ve .
Fo,(2)=R,z"" |1 + Z Mnmzm] inel, ze€ Dy (4.6)

gosterimine sahiptir. Burada T,,, R, Ky, ve M,,, matrisleri { A,,} ve { B,,} dizileriyle

ifade edilir. Pozitif m tamsayilar: icin

T, =]]A4," (4.7)
p=n

Ku=- Y T,'BT, (4.8)
p=n+1
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Ky = — Z T B, T, Ky + Z T (1 - AT, (4.9)

p=n+1 p=n+1

Kpmio = Z T, (1= A) T Kpirm — > Ty BT Kpmat + Knyim  (4.10)
p=n-+1 p=n-+1
egitlikleri, negatif m tamsayilari iginse

p=n—1
= I A" (4.11)
p=n—1
1=- Y R'B,R, (4.12)
p=n—1 p=n—1
My 2o=- Y R'B,R,M, 1+ » R'(I-A2 )R, (4.13)
p=n—1 p=n—1

Mymo= Y Ry'(I—A2 ) RMy1n— Y Ry'ByR My 1+ M,y (4.14)

esitlikleri elde edilir.

Ispat. (4.5) esitligiyle verilen E, (z) ¢oziimii (4.3) denkleminde yerine yazildiginda

AT 2" T+ K m?™ | + BTz [T+ Knmzm]
m=1 m=1
+AnTn+1Zn+1 I -+ Z Kn_i_l,mzm]
m=1
_ I+ Z K 2™ | + T2t | T+ Z Knmzm]
m=1 m=1

bulunur. (4.7)-(4.10) ifadelerinin elde edilisi n € N i¢in daha 6nce ispatlanmigtir
(Aygar ve Bairamov 2012). Son egitlikte terimlerin katsayilar: kargilagtirilarak n € Z
icin de ispat benzer sekilde yapilir.

Simdi (4.11)-(4.14) esitliklerini elde edelim. (4.6) esitligiyle verilen F, (z) ¢oziimii
(4.3) denkleminde yerine yazildiginda

m=—1

I+ ) My 2™

—00

m=—1
I+ j{: A4n+1ﬂnz_n1

—00

A, 1R, 127" + B,R,z "

m=—1
I+ Z Mnmz_m]

—0o0

+Aan+1Z_n_1

m=—1

I+ Z M, 2™

—00

o —n+1 —n—1
= R,z + R,z

m=—1
I+ Z Mnmz_m]

—00
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bulunur. En son esitlikte terimlerin katsayilar karsilastirildiginda, 2”71 li terimin
katsayisindan
Aan-‘rl = Rn

elde edilir ve iterasyonlar yardimiyla

p=n
H A;1 - Rn+1

bulunur. Buradan
p=n—1

AT At = Ren

olup
p=n—1

II A,' = AR =R,
esitliginin gergeklendigi ispatlanir. Diger yandan z~" li terimin katsayisindan
Ban + Aan+1Mn+1,—1 — RnMn,—l

esitligi elde edilir ve iterasyonlar yardimiyla

p=n—1

M, =- Y R,'B,R,
esitliginin gerceklendigi ispatlanir. z="! li terimin katsayisindan ise
Anfanfl + BanMn,fl + Aan+1Mn+1,f2 = Rn + RnMn,fQ

elde edilir. Bilinen esitlikler ve iterasyonlar yardimiyla

p:n—l p:’l’L—l

My, 2 =— Z szprRpMprl + Z R;1 (] B A;—l) Ry

esitliginin gerceklendigi ispatlanir. Son olarak m < —1 icin 27" ™! 1i terimin

katsayisindan
Anfanfanfl,m + BanMn,mfl + Aan+1Mn+1,m72 - RnMn,m + RnMn,mf2

elde edilir, buradan da (4.14) esitliginin gerceklendigi gosterilir. Boylece teorem

ispatlanmig olur. m
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(4.2) kogulundan dolay1 T,,, R,,, My, ve K, tamimlarindaki sonsuz ¢arpim ve seriler

mutlak yakinsaktir.

Teorem 4.1.2. {A,} ve {B,} matris dizilerinin sagladig1 (4.2) kosulu altinda

IKunll SCv D (= Al + 1Byl m e Z* (4.15)

5]

ve
e 4]

IMamll < Co Y (M = A+ IByl)), m € 2™ (4.16)

egitsizlikleri saglanir. Burada C; ve Cy pozitif sabitler olup, L%J , 3 sayisiin tam

kismmdar.

Ispat. (4.12)- (4.14) kullanilarak (4.16) esitsizligi asagidaki gibi tiimevarim yon-
temiyle elde edilir.

m = —1 i¢in

< S URBR < Y (R IB ] Ryl

p=n—1

||Mn,—1|| = H_ Z R;IBPRP

yazilr. || R, ve ||R,!|| smurh oldugundan

p:n—l p:n—l

Mo 1l SC Y7 BN <C Y7 (1= Al + [1BylI)

elde edilir.
m = k igin
ot 5]
IMaill <C > (= Al + 1B, )

olsun.

m = k — 1 icin gergeklenip gerceklenmeyecegini aragtiralim.
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(4.14) esitliginde m = k + 1 yazilarak

p=n—1 p=n—1
Myl = Z RV(I— A2)) RyM,ypyr — Z R ByRy M, + My 1541

p=n—1

< Z HR;1 (I_AZ—l) RpMp—Lk—i-l”
_;infl
+ 3 | By By Ry M| + (1Mt e |
.

< RSN = AR M1 el
p=n—1

+ ST RMIB IR My 1

A+ | M- 1 g1 |

esitsizligine ulagilir ve | R, || ve ||k, || smirh oldugundan kabuliimiiz kullamlarak

p=n—1 s=p—1+| 5 |
Ml < D T=A8C D (1= Al + 1Bl
p=n—1 s=p+| % |

+ ) BN C > (= Ad +1Bll) p + Mol

p=n—1 S=p+L§J
< ¢S (-2 +1B0) S (1 A+ B
+ || M1 1 ]|

bulunur. Buradan || — A§—1” + || B,|| = G, ve || — Aq|| + || Bs|| = Hs olmak tizere

it |52 i ]
IMogall < C Y (H=A+IBI+C Y G > H,
—00 p=—00 —00
p:”71+LE%lJ p=n—1 _p+ g
- C ' H+ ) G, Z H,
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yazilacagindan

p:n-‘-L%
Mgl < C Y H,
( s:n—l—&-L%J )
Gn—l Z Hs
s:ni2+L§J
+C +Gn72 Z Hs
s:n—3+L§J
+Gns > Hy+
\ —© J

IN

Q
(]
e

+

Q
M |
Q
]
=

S S T S
p=n—1
yazilir. Z G, sinirh oldugundan son esitsizlikten
pont 5]

Mgl < C Y H,

ot |5

= C Y H=4l+IBl

ifadesi elde edilir . Bu da ispati tamamlar. m

(4.15) egitsizliginin ispati da benzer gekilde tiimevarim yontemiyle yapilabilir. O

halde E(z) ve F(z) ¢vziimleri, birim ¢emberin iizerinden D; := {z: |z| < 1} \ {0}

kiimesine analitik devama sahiptir.

Teorem 4.1.3. {A,} ve {B,} matris dizilerinin sagladig1 (4.2) kosulu altinda Jost

¢oziimleri icin asagidaki asimptotikler elde edilir:
E,(z)=2"[I4+0(1)], ze D:={z:1]z] <1}\ {0}, n —»

F.(2)=2z""[I+0(1)], z€ D, n— —
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o0

Ispat. T, = H A 1 < 00 oldugundan ve yakinsak carpimin kalan teriminin limiti

p=n
I olacagindan lim 7,, = I bulunur. Dolayisiyla lim ||7;, — I|| = 0 yazilir. Ayrica

Teorem 4.1.2 kullanilarak Vz € D i¢in

o0
E K,,z"
m=1

elde edilir. Bu egitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda (4.2) kosulundan sag taraf

<203 p(I1 - Al + 1B,

p=n

sifira gider ve

ZKnmzmzo(l), z€D, n— o0
m=1
bulunur. (4.5) esitligi dikkate alindiginda E (z) matris ¢oziimii
E,(z)=2"[I+0(1)], z€ D, n—

asimptotigini gercekler. (4.17) esitliginin ispati bu sekilde tamamlanir.

(4.18) asimptotigini elde etmek i¢in de benzer gekilde
lim R, =1 ve Z Muymz™=0(1), z€ D, n - —©

p=n—1

oldugunu gostermek yeterlidir. R,, = H A L olup yakinsak carpimin kalan teri-

— 00
minin limiti [ olacagindan
lim R, =1
n——oo
bulunur. Ayrica
m=—1 m=—1
<

Z Mymz™™

> 1Ml

m=—1 p:n+L%J
2.0 > H

p=n—1

= O Z (=p+mn)H,

— 00

IN

p=n—1
< (71 2{: -—pf{p
p=n—1
oldugundan (4.2) kosulundan Z pH, serisinin kalan teriminin limiti sifir olur.

—00

(4.6) esitligi dikkate alindiginda ispat tamamlamr. =
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4.2 L Operatoriiniin Siirekli ve Diskre Spektrumu
Teorem 4.2.1 (4.2) kosulu altinda L operatoriiniin siirekli spektrumu [—2, 2]
araligidir.
Ispat. [, (Z,C") uzaymda
(ZOY)n =Yp 1+ Yn+1

ve

LY), =A— DY, +B.Y,+ (4, — 1) Y,

diferensiyel ifadeleri yardimiyla iiretilen operatorler sirasiyla jg ve jl ile gosterilsin.

Bu operatorler sirasiyla agagidaki Jacobi matrisleri ile eglestirilir:

(
I , 1=j+1vei=7j—11ise
(Jo)ij = S ; ,j €L
0 , diger durumlarda
\
.
B; . i=7 ise
. Ai—l s 1= j — 1 ise
(J1)ij = i 14,J €2,
Ai—l_[ s Z:]+llse
0 , diger durumlarda

Daha acik bicimde gostermek gerekirse

.0 1 00 00

I 0T 0 00

- .0 I 0T 0O
(Jo)ij =

.0 0 1T 0T 0

.0 00 I 0 1[I

.0 00 0T O
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ve

B_o Ao—1 0 0 0 0

Ao—1 B, A,4—-1 0 0 0
(i)w | 0 Aq,1—-1 By Ao—1 0 0

0 0 Av—1 B Ai—1 0

0 0 0 Ai—1 By Ay —1

0 0 0 0 As —1 Bj

bi¢iminde yazilir. Buradan L= LNO + LN1 oldugu goriiliir. LNO self-adjoint operator,

L, ise kompakt operatordiir (Aygar ve Bairamov 2012). Ayrica

o (i) = oo (B2) - (2.

oldugu bilinmektedir (Serebryakov 1980).
O halde Weyl Kompakt Pertiirbasyon Teoremi geregince

o, (Z) — 0, (LN0> — [-2,9]

elde edilir. Burada o, <L>, L operatoriiniin siirekli spektrum kiimesini gostermek-

tedir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Simdi de
Up1An_1 + U By + Up1 Ay = (2 + 27 HU,, ncZ (4.19)

denklemini ele alalim ve bu denklemin

lim U,(2)z" =1, z¢€ Dy

n——oo

kogulunu gergekleyen ¢oziimiinii G(z) := {G,(2)} ile gosterelim. G(z) matris fonk-
siyon dizisinin (4.3) denkleminin bir ¢tziimii olan F'(z) matris fonksiyon dizisinin

adjointi oldugu aciktir.

36



O halde bu iki ¢oziimii kullanarak
f(z) :=det W [E(z),G(2)] (4.20)

determinant fonksiyonunu tanimlayalim. Burada bu iki fonksiyonun Wronksiyen-
lerinin

W[E(Z), G(Z)] = Gn—lAn—lEn - GnAn—lEn—l

seklinde oldugu bilinmektedir. (4.20) yardimiyla ise sirasiyla agagidaki sekilde ifade

edilen L operatoriiniin 6zdegerler kiimesini yazalim:
oa(l)={ e C:A=2+2"1 2e(-1,00U(0,1), f(z)=0}.

Ozdegerler kiimesi ile siirekli spektrum kiimesinin ayrik oldugu bilindiginden

oa(L) C (=00, —2) U (2, 00) (4.21)

yazilabilir.

Tanim 4.2.2 f fonksiyonunun herhangi bir sifirmnin kati L operatoriiniin o sifira

karsilik gelen 6zdegerlerinin kati olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.3 (4.2) kogulu altinda L operatorii sonlu sayida reel 6zdegerlere sahip-

tir.

Ispat. L operatorii selfadjoint oldugundan 6zdegerlerinin reel oldugu agikardir. L
operatoriiniin 6zdegerlerinin sonlu sayida oldugunu gostermek iginse f fonksiyonu-
nun sonlu sayida sifirmin oldugunu gostermek yeterlidir. (4.21) ifadesinden an-
lagildig tizere L operatoriiniin 6zdegerler kiimesinin limit noktalar1 +2 ve oo dan
farkll olamaz. A = z + 2~ oldugundan o4(L) kiimesinin limit noktalarmm oo
olmasi ancak z = 0 olmas1 durumunda gerceklenir. Bu da L operatoriiniin siirh ol-
masi ile gelisir. O halde z = 0 noktas1 f fonksiyonunun bir sifir1 olamaz. Diger
yandan Jd<Z) kiimesinin limit noktalarinin £2 olmasi ise ancak z = 41 duru-

munda miimkiindiir. Ancak selfadjoint operatorlerin 6zdegerlerinin bu operatoriin

siirekli spektrumuna ait olamayacag bilindiginden z = +1 sayilari da f fonksiyonun
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sifir1 olamaz. Bu durumda o4(L) kiimesinin hicbir limit noktasi bulunmamaktadir.
Bolzano- Weierstrass teoremi geregince f fonksiyonunun sonlu sayida sifir1 oldugu

ispatlanabilir. O halde L operatorii sonlu sayida 6zdegere sahiptir. m
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5. TARTISMA VE SONU(C

Fonksiyonel analiz, uygulamali matematik ve kuantum mekaniginin bir¢ok proble-

minin modellenip ¢oziilmesinde en ¢ok kullanilan denklemler diferensiyel denklem-

ler ya da fark denklemleridir. Caligilan probleme gére bu secim degiskenlik gos-
terir. Modelde kullanilan zaman araligi ayrik zaman dilimleri halinde ise fark
denklemleri, degisim siirekli bir zamanda gerceklesiyor ise diferensiyel denklemler
kullanilir. Spektral teoride ise, modellenen bu problemlerin ¢éziimii i¢in operator
teorisine ihtiyag duyulmaktadir. Bu sebeple Sturm-Liouville, Dirac, Schrodinger ve
Klein-Gordon diferensiyel denklemleri yardimiyla elde edilen diferensiyel operator-
lerin ve fark denklemleri yardimiyla elde edilen fark operatorlerinin spektral analizi

giiniimiize kadar bir¢gok matematik¢inin aragtirma konusu olmustur.

Literatiir incelendiginde, Hilbert uzaylarinda tanimli lineer sinirli-sinirsiz, selfadjoint-
non-selfadjoint operatorlerin spektral ozellikleri ile ilgili giiniimiize kadar pek cok
calisma mevcut oldugu goriilmektedir. Ancak yapilan calismalarin ¢ogu skaler kat-
sayili denklemler iizerine olup, matris katsayili denklemlere iligkin literatiirde yeteri
kadar caligma bulunmamaktadir. Bu doktora tezinde amaclanan tiim eksendeki
matris katsayili diferensiyel ve fark operatorlerinin spektral teorisini inceleyerek li-

teratiirdeki bu boslugu kapatmaktir.

Tezin ilk boliimiinde, @, Q* # @ kosulunu gercekleyen n x n tipinde fonksiyon
bilegenli bir matris olmak iizere, L? (R, S) Hilbert uzaymda

[(V)=-Y"+Q(2)Y, —c0o <z <0

vektor degerli diferensiyel ifadesi yardimiyla tanimlanan non-selfadjoint L operatorii
ele alinmig, bu operatoriin siirekli spektrumu, ozdegerleri ve spektral tekillikleri

incelenmigtir.
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Tezin ikinci boliimiinde ise, {A,}; n € Z ve {B,}; n € Z, C” uzaymnda tammh v X v

tipinde matris diziler olmak tizere l5(Z, C”) Hilbert uzayinda

RY) = An—lyn—l + BnYn + AnYn—i-l; ne
fark ifadesi yardimiyla iiretilen selfadjoint fark operatorii Lele alinmigtir. Bu opera-
toriin polinom tiirden Jost ¢oziimii verilmis, bu ¢oziimiin analitiklik 6zellikleri ve
asimptotik davraniglari incelenmistir. Ayrica L operatoriiniin siirekli spektrumu ve

ozdegerlerinin ozellikleri elde edilmistir.

Tezdeki bu ¢aligmalarin devami olarak tiim eksendeki matris katsayili Dirac opera-
torlerinin spektral teorisi de incelenebilir. Diger yandan, en genel anlamiyla siirekli
ve ayrik analizin birlestirilmesi olarak bilinen zaman skalasi kavrami son yillarda
bir¢cok matematikgi tarafindan ilgi gormiis, diferensiyel denklemler ve fark denklem-
leri ile yapilan caligmalar zaman skalasina taginarak bu ¢aligmalar sonucunda daha
genel sonuclara ulagilmigtir. Bu tez ¢aligmasinin konusunu olusturan operatorlerin
spektral teorisi tizerine yapilan calismalar da zaman skalasinda modellenerek, hem

skaler hem de matris durumunun detayl bir sekilde incelenmesi miimkiindyir.
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