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spektral analizi yapılmı̧s, orjinal sonuçlar elde edilmi̧stir.
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4. FARK OPERATÖRLERİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.1 Jost Çözümleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 L̃ Operatörünün Sürekli ve Diskre Spektrumu . . . . . . . . . . . . . . . 35
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1. GİRİŞ

Günlük hayatta fizik, matematik, mekanik ve mühendislik alanlarında kaŗsılaşılan

problemlerin çoğunun uygulamalı matematik ve spektral analizde modellenmesi,

sınır-değer ya da başlangıç-değer problemleri ile yapılmaktadır. Bu problemlerin

spektral teorideki çözümü için ise operatör teorisi kullanılmaktadır. Bu alanda ilk

olarak diferensiyel operatörlerin spektral teorisi birçok matematikçi ve fizikçi tarafın-

dan ele alınmı̧s, bir boyutlu Schrödinger operatörünün kaŗsılı̆gıolan Sturm-Liouville

operatörü ise literatürde geni̧s bir yere sahip olmuştur. 1836 yılında hem Sturm, hem

de Liouville adlıyazarların aynıderginin aynısayısında yayınlanan makalelerinde,

−y′′ + q(x)y = λy, a ≤ x ≤ b

y(a) cosα + y
′
(a) sinα = 0

y(b) cos β + y
′
(b) sin β = 0

sınır-değer problemi incelenmi̧s, bu problemin aşikar olmayan çözümünün varolup

olmadı̆gıve spektrumu araştırılmı̧stır ((Sturm 1836), (Liouville 1836)). Yıllar içinde

ise, bir diferensiyel operatörün özdeğerlerinin, özfonksiyonlarının ve spektral tekil-

liklerinin bulunmasıproblemi, spektral teoride ilgi görmüş ve bu konuda çok ilerleme

kaydedilmi̧stir.

Özdeğer ve özvektör kelimelerinin İngilizce kaŗsılıklarıeigenvalue ve eigenvector ke-

limeleridir. Eigen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmı̧stır. Hilbert

eigenfuction ve eigenwerte ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildiri-

lerinde kullanmı̧stır. Hilbert’in çıkı̧s noktasıhomogen olmayan integral denklem-

lerin, bir λ parametresiyle matrissel kaŗsılı̆gının (I − λA)x = y olmasıdır. Hilbert

bu eşitliğin homogen kısmının sıfırdan farklıçözümüne kaŗsılık gelen λ değerlerine

eigenwerte adınıvermi̧stir ve λ değerleri Amatrisinin karakteristik köklerine kaŗsılık

gelmektedir. Eigenvector kavramıise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafından sonlu

boyut ifadesi açıklanırken kullanılmı̧stır. John Von Neumann (1903-1957) bir ese-

rinde f 6= 0 şartıaltında Rf = λf ifadesindeki λ sayısınıeigenwerte, f fonksiyonu-

nu ise eigenfuction olarak adlandırmı̧stır, daha sonra bu yaygın bir kullanım haline
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gelmi̧stir. 1946 yılında Jeffreys’in “Methods in Mathematical Physics”adlıeserinde

özdeğer kavramıkarakteristik değer ve gizli kök kavramlarıyla eşdeğer kullanılmı̧stır.

Teoride, çalı̧sılan sınır-değer problemindeki diferensiyel denklemin katsayılarıve sınır

şartlarındaki parametreler reel değerli olduğunda, o diferensiyel denklem yardımıyla

üretilen diferensiyel operatör eşleniğine eşit olmaktadır. Bu tür operatörlere kendine

eşlenik (selfadjoint) operatör denir. Katsayıların kompleks olmasıdurumunda ise

aynıoperatöre kendine eşlenik olmayan (non-selfadjoint) operatör denir ve bu ope-

ratörler eşleniklerine eşit olmazlar. Kendine eşlenik operatörlerin bütün özdeğerleri

ve bu özdeğerlere kaŗsılık gelen özvektörleri reel iken, kendine eşlenik olmayan ope-

ratörlerin özdeğerleri reel olmayabilir ve bu durumda spektral tekillikler mevcuttur.

Kuantum mekaniğinde iyi bilinmektedir ki, bound states adıverilen özdeğerler kuan-

tummekanik sistemdeki enerjiye kaŗsılık gelmektedir. Spektral tekilliklerin kuantum

mekaniğindeki fiziksel yorumu ise, sonsuz yansıma ve geçi̧s koşullu saçılma durumu-

nun enerjisiyle ifade edilmesidir. Yani spektral tekillikler, reel enerjiye sahip rezo-

nans durumlarına kaŗsılık gelmektedir. Son yıllarda kuantum mekaniğinin geli̧smesi,

fizikçileri bu alanda çalı̧sma yapmaya sevk etmi̧s, Sturm-Liouville, Dirac, Schrödinger,

Klein-Gordon diferensiyel denklemleri tarafından elde edilen diferensiyal operatör-

lerin spektral analizi literatürde detaylıbir biçimde incelenmi̧stir. Bu incelemeler-

le, teoride regüler ve singüler olmak üzere iki tür diferensiyel operatör tanımlan-

mı̧stır. Tanım bölgesi sonlu ve katsayıları sürekli fonksiyonlar olan diferensiyel

operatörlere regüler, tanım bölgesi sonsuz veya katsayıları(bazılarıveya tamamı)

toplanabilir olmayan (veya her ikisi sağlanacak biçimde) diferensiyel operatörlere

ise singülerdir denir. Sturm-Liouville operatörleri ikinci mertebeden regüler olan-

lardır. 1951 yılında Keldys kendine eşlenik olmayan regüler diferensiyel operatörlerin

spektral teorisini incelemi̧stir. Kuantum mekaniğinde ise daha çok sınırsız aralıkta

tanımlanan singüler operatörler ile çalı̧sılmaktadır.

Spektral teoride, sınırsız aralıkta kendine eşlenik olmayan singüler diferensiyel opera-

törler alanındaki çalı̧smalarda öncülük Naimark’a aittir. Naimark, 1960 yılında q
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kompleks değerli fonksiyon, h bir kompleks sayı, λ spektral parametre olmak üzere,

l(y) := −y′′ + q(x)y = λ2y, x ∈ R+ := [0,∞) (1.1)

diferensiyel ifadesinin ve

y
′
(0)− hy(0) = 0 (1.2)

sınır koşulunun yardımıile L2(0,∞) uzayında tanımlıkendine eşlenik olmayan Sturm-

Liouville operatörünün spektral teorisini incelemi̧stir. Bu çalı̧smada, ele alınan ope-

ratörün spektrumunun, sürekli ve diskre spektrum ile spektral tekilliklerden oluş-

tuğu gösterilmi̧stir. Ayrıca spektral teoride iyi bilindiği üzere, bir spektral tekilliğin

rezolvent operatörün çekirdeğinin kutbu olduğu, sürekli spektrum üzerinde bulun-

duğu, fakat özdeğer olmadı̆gıNaimark’ın bu çalı̧smasında ispatlanmı̧stır. Bunun

yanısıra, en az bir ε > 0 için,

∞∫
0

eεx |q(x)| dx <∞

şartısağlandı̆gında, operatörün sonlu sayıda ve sonlu katlıözdeğer ile spektral tekil-

liğe sahip olduğu elde edilmi̧stir.

Naimark’ın bulduğu sonuçlar, Kemp tarafından tüm reel eksen üzerinde tanımlı

diferensiyel operatörlere, Gasymov tarafından da üç boyutlu Schrödinger operatör-

lerine geni̧sletilmi̧stir. Schwartz ise, bir Hilbert uzayındaki soyut lineer operatörlerin

belli bir sınıfına ait spektral tekillikleri çalı̧sarak literatüre yeni tanımlar kazandır-

mı̧s, kendine eşlenik operatörlerin spektral tekilliği olmadı̆gınıgöstermi̧stir.

(1.1)-(1.2) sınır-değer probleminin

lim
x→∞

y (x, λ)e−iλx = 1, λ ∈ C+ := {λ : λ ∈ C, Imλ ≥ 0}

koşulunu sağlayan sınırlıçözümünü e (x, λ) ile gösterirsek, e (x, λ) çözümüne bu

denkleminin Jost çözümü denir. Marchenko, bu Jost çözümünün

∞∫
0

x |q (x)| dx <∞
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koşulu altında

e (x, λ) = eiλx +

∞∫
x

K (x, t) eiλtdt

integral gösterime sahip olduğunu göstermi̧stir. BuradaK (x, t) fonksiyonu q fonksiyo-

nu yardımıile integral denklem olarak verilmektedir.

e (x, λ) Jost çözümünün yukarıdaki integral gösterimi quantum saçılım teorisinin düz

ve ters problemlerinin çözümünde önemli rol oynar. Ayrıca Jost çözümleri difer-

ensiyel operatörlerin spektral analizi ile ilgili çalı̧smalarda da büyük öneme sahip

olduğundan Sturm-Liouville denklemlerinin Jost çözümleri çeşitli çalı̧smalarda ele

alınmı̧stır (Gasymov ve Levitan 1966, Jaulent ve Jean 1972, Guseinov 1976, Tunca

ve Bairamov 1999, Kır 2005). Bu tez çalı̧smasında da Jost çözümlerinin incelenme-

sine yer verilecektir.

Spektral analize önemli katkılarda bulunan bir başka bilim adamıise Pavlov’dur.

Pavlov, (1.1)-(1.2) problemi tarafından üretilen operatörün spektral tekilliklerinin

yapısının, q potansiyel fonksiyonunun sonsuzdaki davranı̧sına bağlıolduğunu göster-

mi̧s,

sup
0≤x<∞

[eε
√
x |q(x)|] <∞, ε > 0

koşulu altında operatörün sonlu sayıda özdeğer ve spektral tekilliğe sahip olduğunu

ispatlamı̧s ve operatörün esas fonksiyonlarını kullanarak spektral açılım elde et-

mi̧stir. Pavlov’un çalı̧sması, spektral açılımın verildiği ilk çalı̧smadır. Lyance de aynı

yıllarda, spektral açılım çalı̧smalarında spektral tekilliklerinin etkisini incelemi̧stir.

Literatüre bu alanda çok sayıda makale kazandıran bir diğer matematikçi ise Krall’dır.

Kral 1965a, 1965b yılında yaptı̆gıçalı̧smalarda, K ∈ L2(R+) kompleks değerli bir

fonksiyon, α, β ∈ C olmak üzere, (1.1) ve

∞∫
0

K(x)y(x)dx+ αy
′
(0)− βy(0) = 0 (1.3)

sınır koşulu yardımıyla L2(R+) uzayında tanımlınon-selfadjoint operatörün spektral

analizini detaylıolarak incelemi̧s, aynızamanda bu operatöre ait adjoint operatörü
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elde etmi̧stir.

p, q kompleks değerli iki fonksiyon ve p fonksiyonu, pozitif reel sayılar kümesi

üzerinde sürekli diferensiyellenebilir olmak üzere, L2(R+) uzayında

−y′′ + [q(x) + 2λp(x)− λ2]y, x ∈ [0,∞) (1.4)

denklemi ve α, β ∈ C, |α|+ |β| 6= 0, K ∈ L2(R+) için

∞∫
0

K(x)y(x)dx+ αy
′
(0)− βy(0) = 0 (1.5)

sınır koşulu tarafından üretilen Kuadratik Schrödinger operatörler demetini L (λ) ile

gösterelim. Bairamov vd. (1997) ve Bairamov vd. (1999), çalı̧smalarında analitik

fonksiyonların teklik teoremlerini kullanarak L (λ) operatorünün spektral analizini

incelemi̧slerdir. Teklik teoremlerinden bu tez hazırlanırken de yararlanılmı̧stır.

Bilindiği gibi, gerçek yaşamda kaŗsımıza çıkan süreçleri gerçeğine en yakın şekilde

modellemek için kimi zaman diferensiyel denklemler, kimi zaman ise fark denklem-

leri kullanılmaktadır. Diferensiyel denklemler sürekli problemleri, fark denklemleri

ise daha ziyade sürekli olmayan kesikli problemleri karakterize eder. Atkinson ve

Agarwal kitaplarında fark denklemlerini detaylıolarak incelemi̧stir (Atkinson 1964,

Agarwal ve Wong 1997, Agarwal 2000, Kelly ve Peterson 2001). Spektral teoride de

kaŗsılaşılan her problem süreklilik belirtmediği için, özellikle kontrol teori, bilgisayar

bilimi, mühendislik ve ekonomi alanındaki birçok problemin modellenmesi için fark

operatörlerine ihtiyaç duyulmaktadır. Literatürdeki skaler katsayılıfark denklem-

lerine ili̧skin başlıca çalı̧smalar aşağıda verilmi̧stir:

{an}n∈Z, {bn}n∈Z reel terimli diziler ve ∀n ∈ Z için an > 0 olmak üzere, l2(Z)

uzayında

an−1yn−1 + bnyn + anyn+1 = λyn, n ∈ Z (1.6)

fark denklemi ve ∑
n∈Z

|n| (|1− an|+ |bn|) <∞ (1.7)
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koşulu yardımıile üretilen kendine eşlenik fark operatörü Guseinov tarafından 1976

yılında ele alınmı̧stır. Bu çalı̧smada operatörün spektrumun sürekli spektrum ve

özdeğerlerden oluştuğu ispatlanmı̧s, (1.6) fark denklemi için saçılım teorisinin ters

problemi incelenmi̧stir.

2011 yılında Bairamov ve arkadaşlarıtarafından {an}∞n=1, {bn}∞n=1, {hn}∞n=1 kompleks

terimli diziler, a0 = 1, h0 6= 0, hn ∈ l2(N) ve n ∈ N olmak üzere, l2(N) uzayında (1.6)

fark denklemi ve ∑
n∈N

hnyn = 0 (1.8)

sınır koşulu yardımıyla üretilen kendine eşlenik olmayan fark operatörünün özdeğer-

lerinin, spektral tekilliklerinin ve bunların katlarının sonlu olduğu, 2π periyotlu ana-

litik fonksiyonlar için birebirlik teoremlerinden yararlanarak ispatlanmı̧stır.

Adıvar ve Bairamov (2001), {an}n∈Z, {bn}n∈Z kompleks terimli diziler ve ∀n ∈ Z

için an 6= 0 olmak üzere, l2(Z) uzayında (1.6) fark denklemi ve (1.7) sınır koşulu

tarafından üretilen kendine eşlenik olmayan diskre Schrödinger operatörünün spek-

trumunu, özdeğerlerini, spektral tekilliklerini ve bu spektral tekilliklere kaŗsılık ge-

len esas fonksiyonlarınıelde ederek bunların özelliklerini incelemi̧slerdir. Ayrıca bu

çalı̧smada, diskre Schrödinger operatörünün yanısıra, diskre Dirac operatörü için

de benzer incelemeler yapılmı̧stır.

Görüldüğü üzere, spektral teori alanında yapılan çalı̧smaların çoğu birinci ve ikinci

mertebeden skaler katsayılıdenklemlere aittir. Diferensiyel, fark ve Dirac ifadeleri

yardımıyla üretilen operatörlerin spektral analizi hem selfadjoint, hem de non-selfad-

joint durumda detaylıolarak incelenmi̧stir.

Yıllar içinde matris katsayılıoperatörlere de ilgi duyulmaya başlanmı̧s, Agranovich,

Marchenko, Carlson, Clark, Gesztesy, Kiselev, Makarov gibi bilim adamlarımatris

değerli Schrödinger, Jacobi ve Dirac operatörlerini incelemi̧slerdir. 2010 yılında Ol-

gun ve Coşkun yarım eksende spektral tekilliğe sahip non-selfadjoint matris değerli

operatörlere ait sonuçlar elde etmi̧stir. 2011 yılında ise aynıyazarların bu opera-
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törlerin özdeğer ve spektral tekilliklerine kaŗsılık gelen esas fonksiyonlarına ili̧skin

çalı̧smasımevcuttur.

Matris katsayılı fark operatörlerine ait çalı̧smalar ise yakın zamanda yapılmı̧stır.

(Yardımcı2010) ve (Aygar ve Bairamov 2012) makalelerinde yarım eksendeki mat-

ris katsayılıfark operatörlerini araştırmı̧stır. E, m boyutlu (m < ∞) Öklid uzayı,

{An}∞n=0, {Bn}∞n=1, E uzayında yer alan lineer operatörler (matrisler) olmak üzere,

l2(N,E) uzayında

l(y) = An−1yn−1 +Bnyn + Anyn+1 = λyn, n ∈ Z

matris katsayılıfark denklemi ve

y0 = 0

sınır koşulu yardımıyla verilen non-selfadjoint operatörün Jost çözümü, sürekli spek-

trumu, özdeğerleri ve spektral tekillileri Yardımcıtarafından, aynıproblemin self-

adjoint hali ise Aygar ve Bairamov tarafından incelenmi̧stir. Non-self adjoint halde

fark denkleminin üst yarı düzlemde analitik olan Jost çözümleri üstel fonksiyon

türünde verilmi̧s olup, selfadjoint durumda bu çözümler birim yuvarda analitik olan

polinomlar türündedir.

Dikkat edilirse, matris katsayılıoperatörlere ili̧skin hem sürekli hem de fark duru-

munda sadece yarım eksen üzerinde çalı̧smalar mevcuttur. Ancak tüm eksendeki

matris katsayılı operatörler henüz incelenmemi̧stir. Bu nedenle, bu operatörlerin

spektral teorisini incelemek bir ihtiyaç olmuştur.

S, n-boyutlu (n <∞) Öklid uzayı, ‖Y ‖S ise bu uzaydaki Y vektörünün normu olsun.

R üzerinde tanımlı, S-değerli Lebesgue ölçülebilir ve

∞∫
−∞

‖f(x)‖2S dx <∞

koşulunu gerçekleyen tüm f fonksiyonlarının Hilbert uzayıL2 (R, S) ile gösterilsin.
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L2 (R, S)

(f, g) =

∞∫
−∞

(f(x), g(x))Sdx

iç çarpımıaltında bir Hilbert uzayıolup, bu iç çarpımın doğurduğu norm ise

‖f‖L2 =

 ∞∫
−∞

‖f(x)‖2S dx

 1
2

ile verilir.

Q, Q∗ 6= Q koşulunu gerçekleyen n× n tipinde fonksiyon bileşenli bir matris olmak

üzere, L2 (R, S) Hilbert uzayında

l(Y ) = −Y ′′ +Q(x)Y, −∞ < x <∞ (1.9)

vektör değerli diferensiyel ifadesi yardımıyla tanımlanan operatör L olsun. Q self-

adjoint olmayan matris değerli bir fonksiyon olduğundan L operatorü de selfadjoint

değildir. Bu operatöre matris katsayılı non-selfadjoint Sturm-Liouville operatörü

adıverilir.

Bu doktora tezinde, ilk olarak (1.9) diferensiyel ifadesi yardımıyla üretilen diferen-

siyel operatör ele alınacak, bu operatörün spektral teorisine ili̧skin sonuçlar elde

edilecektir. Daha sonra ise, aynıproblemler tüm reel eksende (1.9) ifadesinin diskre

analoğu olan fark denklemi için incelenerek, elde edilen fark operatörünün sürekli

ve diskre spektrumu bulunacaktır. Hem sürekli hem de kesikli durumda denklem-

lerin Jost fonksiyonuna ait asimptotikler bulunup, bu fonksiyonların bazıanalitik

özelliklerinden bahsedilecektir.
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2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu bölümde, üçüncü ve dördüncü bölümlerde elde edeceğimiz sonuçlar için ihtiyaç

duyacağımız bilinen bazıtemel kavram ve teoremler verilecektir.

İlk olarak hem diferensiyel, hem de fark operatörü için ortak olan bazıgenel tanım-

larıifade edelim:

Tanım 2.1 X 6= {0} kompleks normlu uzay T : D(T ) ⊂ X → X lineer bir operatör

olsun. λ ∈ C olmak üzereRλ(T ) = (T−λI)−1 operatörüne T operatörünün rezolvent

operatörü ya da kısaca rezolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.2 Rλ(T ) operatörü mevcut, sınırlıve tanım cümlesi X uzayında yoğun

ise, λ ∈ C sayısına T operatörünün regüler değeri denir. T operatörünün regüler

değerlerinden oluşan cümleye ise T operatörünün rezolvent cümlesi denir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.3 Rλ(T ) mevcut olmayacak şekildeki λ kompleks sayılarının cümlesine T

operatörünün diskre spektrumu ya da nokta spektrumu adıverilir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.4 Rλ(T ) mevcut, sınırsız ve Rλ(T ) operatörünün tanım kümesi X uza-

yında yoğun olacak şekildeki λ kompleks sayılarının oluşturduğu kümeye T ope-

ratörünün sürekli spektrumu denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanım 2.5 X bir kompleks vektör uzay ve T : X → X lineer bir operatör olsun. λ

kompleks sayısıiçin Tx = λx denkleminin aşikar olmayan bir x ∈ X çözümü varsa

λ sayısına T operatörünün özdeğeri denir. Bu x çözümüne ise T operatörünün λ

özdeğerine kaŗsılık gelen özvektörü denir (Lusternik ve Sobolev 1974).
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Tanım 2.6 Bir T operatörünün rezolventinin çekirdeğinin kutup noktasıolup, sürekli

spektrumda bulunan ve T operatörünün özdeğeri olmayan noktalara T operatörünün

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Üçüncü bölümde incelenecek olan diferensiyel operatörün özdeğerlerinin, spektral

tekilliklerinin ve bazıanalitik özelliklerinin belirlenmesinde aşağıdaki teoremlerden

yararlanılacaktır:

Teorem 2.1 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki sıfırları(eğer varsa) ayrıktır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.2 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz katlısıfır-

ları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin sınırındadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik böl-

gesinin içindeki sıfırlarının limit noktaları(eğer varsa) analitiklik bölgesinin sınırın-

dadır (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Açık üst düzlemde özdeş olarak sıfır olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sıfırlarının Lebesgue ölçüsü sıfırdır

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonuC+ kümesinde analitik, C+ kümesinde

sonsuz mertebeden türevlenebilir, µ(E =
{
x ∈ R : f (n)(x) = 0,∀n ∈ N

}
) = 0 ,

∣∣f (n)(z)
∣∣ ≤ An , z ∈ C+ , n = 0, 1, 2, ...

ve

T (s) = inf
n

Ans
n

n!
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olmak üzere, bir a > 0 için

a∫
0

lnT (s)dµ(E, s) = −∞

olsun. Eğer en az bir N pozitif reel sayısıiçin

N∫
−∞

ln |f(x)|
x2 + 1

dx <∞ ,

∞∫
N

ln |f(x)|
x2 + 1

dx <∞

ise, f fonksiyonu kapalıüst düzlemde özdeş olarak sıfırdır (Pavlov 1975).

Son olarak, dördüncü bölümde incelenecek olan fark operatörünün spektral özellik-

lerinin belirlenmesinde aşağıdaki teorem ve kriterlerden yararlanılacaktır:

Teorem 2.6 (l2 de Kompaktlık Kriteri): M ⊂ l2 (N,Cm) sınırlıbir küme olsun.

Eğer her ε > 0 ve her Y = {Yn} ∈ M için n > N0 oldukça
∞∑

i=n+1

‖Yi‖2 < ε2

sağlanacak şekilde en az bir N0 (ε) > 0 sayısıvarsa M kompakttır

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Teorem 2.7 (Wehyl Kompakt Pertürbasyon Teoremi): A selfadjoint ve B kompakt

bir operatör olmak üzere T = A+B ise bu durumda σc (T ) = σc (A) eşitliği sağlanır

(Glazman 1965).
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3. STURM-LİOUVİLLE OPERATÖRLERİ

Tüm reel eksendeki matris katsayılıoperatörlerin spektral teorisini incelediğimiz bu

doktora tezinde çalı̧smalarımıza ilk olarak Sturm-Liouville operatörleri ile başladık.

Bu bölümde, ilk olarak kendine eşlenik olmayan matris katsayılı Sturm-Liouville

denklem sistemi tanımlanmı̧s, bu denklem sisteminin çözümleri, bu denklem siste-

mine ait Jost fonksiyonunun asimptotikleri ve bu fonksiyonun bazıanalitik özellikleri

verilmi̧stir. Daha sonra ise, analitik devam ilkesi ve analitik fonksiyonlar için olan

teklik teoremleri kullanılarak bu diferensiyel denklem sistemi yardımıyla üretilen

operatörün özdeğerleri ve spektral tekillikleri incelenmi̧stir.

−∞ < x <∞ aralı̆gında

Q(x) = [qjk]
n
j,k=1

şeklinde tanımlanan singüler olmayan matris değerli Q fonksiyonu, potansiyel fonk-

siyon olmak üzere,

y′′j + λ2yj =
n∑
k=1

qjkyk, (j = 1, 2, ..., n) (3.1)

diferensiyel denklem sistemini göz önüne alalım. Burada λ spektral parametre olmak

üzere, (3.1) denklem sisteminin çözümü

−Y ′′ +Q(x)Y = λ2Y (3.2)

diferensiyel denklemini sağlayan n × n tipinde karesel Y = Y (x, λ) matrisi ile gös-

terilebilir. (3.2) ifadesinin her matris çözümünün sütunları(3.1) denklem sisteminin

çözümleridir. Bu yüzden (3.1) denklem sistemi yerine (3.2) diferensiyel ifadesi ile

çalı̧sılacak ve ‖.‖, S Öklid uzayındaki normu göstermek üzere

∞∫
−∞

(1+ | x |) ‖Q(x)‖ dx <∞ (3.3)

koşulunun gerçeklendiği kabul edilecektir.
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3.1 Jost Fonksiyonu

I, S uzayındaki birim matris olmak üzere, E+(x, λ) ve F−(x, λ) ile sırasıyla (3.2)

denkleminin

lim
x→∞

E+(x, λ)e−iλx = I , λ ∈ C+

ve

lim
x→−∞

F−(x, λ)eiλx = I , λ ∈ C+

koşullarınıgerçekleyen iki çözümünü gösterelim. Ayrıca

−Z ′′ + ZQ(x) = λ2Z (3.4)

denkleminin de

lim
x→−∞

Z(x, λ)eiλx = I , λ ∈ C+

koşulunu gerçekleyen çözümü E−(x, λ) olsun. K±(x, t) çekirdek fonksiyonu olmak

üzere, (3.3) koşulu altındaE+(x, λ) veE−(x, λ) çözümleri sırasıyla aşağıdaki integral

gösterimlere sahiptir:

E+(x, λ) = eiλxI +

∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt , λ ∈ C+ (3.5)

E−(x, λ) = e−iλxI +

x∫
−∞

K−(x, t)e−iλtdt , λ ∈ C+. (3.6)

Ayrıca,

η+(x) : =

∞∫
x

‖Q(t)‖ dt , η+1 (x) :=

∞∫
x

η+(t)dt,

η−(x) : =

x∫
−∞

‖Q(t)‖ dt , η−1 (x) :=

x∫
−∞

η−(t)dt

şeklinde tanımlanan integraller yakınsaktır.

Gerçekten de, (3.3) koşulundan

∞∫
−∞

‖Q(x)‖ dx ve
∞∫

−∞

|x| ‖Q(x)‖ dx
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integrallerinin yakınsak olduğu bilindiğinden η+(x) ile gösterilen integral de yakın-

saktır. Diğer yandan

η+1 (x) =

∞∫
x

η+(t)dt =

∞∫
x

∞∫
t

‖Q(s)‖ dsdt

=

∞∫
x

s∫
x

‖Q(s)‖ dtds =

∞∫
x

‖Q(s)‖ (s− x)ds

=

∞∫
x

s ‖Q(s)‖ ds− x
∞∫
x

‖Q(s)‖ ds

bulunur, (3.3) koşulundan η+1 (x) ile gösterilen integralin de yakınsak olduğu ispat-

lanır. Benzer şekilde η−(x) ve η−1 (x) ile gösterilen integrallerin yakınsaklı̆gıda gös-

terilir.

K±(x, t) çekirdek fonksiyonu x ve t deği̧skenlerine göre kısmi türevlere sahip olup bu

fonksiyona ve kısmi türevlerine ait aşağıdaki eşitsizliklerin sağlandı̆gıgösterilebilir

(Agranovich ve Marchenko 1965):∥∥K± (x, t)
∥∥ ≤ 1

2
η±(

x+ t

2
) exp

{
η±1 (x)− η±1 (

x+ t

2
)

}
, (3.7)

∥∥∥∥K±x (x, t) +̄
1

4
Q(
x+ t

2
)

∥∥∥∥ ≤ 1

2
η±1 (x)η±(

x+ t

2
) exp η±1 (x), (3.8)∥∥∥∥K±t (x, t) +̄

1

4
Q(
x+ t

2
)

∥∥∥∥ ≤ 1

2
η±1 (t)η±(

x+ t

2
) exp η±1 (t) (3.9)

Bu eşitsizlikler yardımıyla K±(., .), K±x (., .), K±t (., .) ∈ L1(R, S) olduğu görülür.

Ayrıca, E+(x, λ) ve E−(x, λ) matris fonksiyonlarıC+ üzerinde λ deği̧skenine göre

analitik olup reel eksene kadar süreklidir.

Teorem 3.1.1 W [E−(x, λ), E+(x, λ)] , E−(x, λ) ve E+(x, λ) çözümlerinin

Wronskiyenini göstermek üzere,

D(λ) := W [E−(x, λ), E+(x, λ)] = E−(x, λ)[E+(x, λ)]′ − [E−(x, λ)]′E+(x, λ)

şeklinde tanımlanan fonksiyon x deği̧skeninden bağımsızdır.
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İspat. Y ve Z sırasıyla (3.2) ve (3.4) denklemlerinin çözümleri olsun.

(3.2) denklemi soldan Z ile, (3.4) denklemi ise sağdan Y ile çarpılıp taraf tarafa

toplanırsa

−ZY ′′ + Z ′′Y = [Z ′Y − ZY ′]′ = 0

eşitliği bulunur. Bu ise W [Z, Y ] = Z ′Y − ZY ′ ifadesinin sabit olduğunu gösterir.

E+(x, λ) (3.2) denkleminin, E−(x, λ) ise (3.4) denkleminin bir çözümü olduğundan

W [E−(x, λ), E+(x, λ)] ifadesi de x deği̧skeninden bağımsız olmalıdır.

Teorem 3.1.2

f(t) = K+
x (0, t)−K−x (0,−t)−K+

t (0, t) +K−t (0,−t)−K− (0, 0)K+ (0, t)

−K+ (0, 0)K− (0,−t) +K− (0,−t) ∗K+
x (0, t) +K−x (0,−t) ∗K+ (0, t)

olmak üzere, λ ∈ C+ için D fonksiyonu

D(λ) = 2iλI − 2K+(0, 0)− 2K−(0, 0) +

∞∫
0

f(t)eiλtdt (3.10)

eşitliğini sağlar. Burada (*) ile konvolusyon operatorü gösterilmektedir.

İspat. Wronskiyenin tanımıve x deği̧skeninden bağımsızlı̆gıkullanılarak

D(λ) = E−(0, λ)E+x (0, λ)− E−x (0, λ)E+(0, λ)

yazılabilir. O halde

D(λ) =

I +

0∫
−∞

K− (0, t) e−iλtdt

iλI −K+ (0, 0) +

∞∫
0

K+
x (0, t) eiλtdt


−

−iλI +K− (0, 0) +

0∫
−∞

K−x (0, t) e−iλtdt

I +

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt
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olup

D(λ) = 2iλI −K+ (0, 0)−K− (0, 0) +

∞∫
0

K+
x (0, t) eiλtdt+ iλ

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt

−K− (0, 0)

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt+ iλ

0∫
−∞

K− (0, t) e−iλtdt

−K+ (0, 0)

0∫
−∞

K− (0, t) e−iλtdt−
0∫

−∞

K−x (0, t) e−iλtdt

+

0∫
−∞

K− (0, t) e−iλtdt

∞∫
0

K+
x (0, t) eiλtdt

−
0∫

−∞

K−x (0, t) e−iλtdt

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt

elde edilir. Son eşitliğin sağ tarafındaki yedinci terimi dikkate alalım. Bu durumda

iλ

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt =

∞∫
0

K+ (0, t) d(eiλt)

= −K+ (0, 0)−
∞∫
0

K+
t (0, t) eiλtdt

elde edilir. Benzer şekilde dokuzuncu terim dikkate alındı̆gında da

iλ

0∫
−∞

K− (0, t) e−iλtdt = −K− (0, 0) +

0∫
−∞

K−t (0, t) e−iλtdt

denklemine ulaşılır. D fonksiyonu için elde edilen son eşitlikteki son iki terim için

ise konvolusyonun özelliklerinden yararlanarak
0∫

−∞

K− (0, t) e−iλtdt

∞∫
0

K+
x (0, t) eiλtdt =

∞∫
0

K− (0,−t) eiλtdt
∞∫
0

K+
x (0, t) eiλtdt

=

∞∫
0

[K− (0,−t) ∗K+
x (0, t)]eiλtdt

ve
0∫

−∞

K−x (0, t) e−iλtdt

∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt =

∞∫
0

K−x (0,−t) eiλtdt
∞∫
0

K+ (0, t) eiλtdt

=

∞∫
0

[K−x (0,−t) ∗K+ (0, t)]eiλtdt
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eşitliklerinin gerçeklendiği gösterilebilir. Son olarak elde ettiğimiz bu eşitlikler D

fonksiyonunda yerine yazılırsa ispat tamamlanır.

Ayrıca f fonksiyonunda bulunan bütün terimler L1(R, S) uzayından olduğundan

f ∈ L1(R, S) olduğu görülmektedir.

Teorem 3.1.3 Aşağıdaki asimptotik eşitlikler gerçeklenir:

D(λ) = 2iλI − 2K+(0, 0)− 2K−(0, 0) + o(1) , λ ∈ C+, |λ| → ∞, (3.11)

D(λ) = 2iλI +O(1) λ ∈ C+, |λ| → ∞. (3.12)

İspat. a) λ ∈ R olsun.

A(t) =

 0 , −∞ < t < 0

f(t) , 0 ≤ t <∞

fonksiyonunu tanımlayalım. O halde
∞∫

−∞

A(t)dt =

∞∫
0

f(t)dt

elde edilir. f(t) ∈ L1(R, S) olduğundan A(t) ∈ L1(R, S) olur ve λ ∈ R olduğunda,

Fourier dönüşümleri için olan Riemann-Lebesgue lemmasından
∞∫
0

f(t)eiλtdt = o(1), λ ∈ R, |λ| → ∞

bulunur.

b) λ ∈ C+ olsun. ∣∣∣∣f(t)eiλt
∣∣∣∣ ≤ ||f(t)||

∣∣ei(Reλ+i Imλ)t
∣∣

= ||f(t)||
∣∣e− Imλt

∣∣
< ||f(t)||

sağlanır. f(t) ∈ L1(R, S) olduğundan

∞∫
0

||f(t)|| dt <∞
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gerçeklenir. O halde
∞∫
0

f(t)eiλtdt

integrali λ ∈ C+ için düzgün yakınsaktır.

Bu durumda

lim
|λ|→∞

∞∫
0

f(t)eiλtdt =

∞∫
0

(
lim
|λ|→∞

f(t)eiλt
)
dt = 0

bulunacağından
∞∫
0

f(t)eiλtdt = o(1), λ ∈ C+, |λ| → ∞

yazılabilir.

a) ve b) den
∞∫
0

f(t)eiλtdt = o(1), λ ∈ C+, |λ| → ∞

elde edilir, bu da ispatıtamamlar.

Benzer şekilde K+(0, 0) ve K−(0, 0) sınırlıolup f(t) ∈ L1(R, S) olduğundan (3.12)

asimptotik eşitliği de ispatlanabilir.

3.2 Özdeğerler ve Spektral Tekillikler

D(λ) := W [E−(x, λ), E+(x, λ)] = E−(x, λ)E+x (x, λ)− E−x (x, λ)E+(x, λ)

olmak üzere

G(λ) := detD(λ) (3.13)

şeklinde tanımlansın. Ayrıca, σd(L) ve σss(L) kümeleri ile sırasıyla L operatörünün

özdeğerlerinin ve spektral tekilliklerinin kümesini gösterelim. O halde,

σd(L) =
{
z : z = λ2, λ ∈ C+, G(λ) = 0

}
(3.14)

ve

σss(L) =
{
z : z = λ2, λ ∈ R\{0}, G(λ) = 0

}
(3.15)

yazılır.

18



Tanım 3.2.1 C+ üzerinde (3.13) ile tanımlananG fonksiyonunun bir sıfırının katına,

L operatörünün bu sıfıra kaŗsılık gelen özdeğerinin ve spektral tekilliğinin katıdenir.

Dolayısıyla L operatörünün özdeğerlerini ve spektral tekilliklerini incelemek için G

fonksiyonunun C+ kümesi üzerindeki sıfırlarınıincelemek gerekiyor.

M1 = {λ : λ ∈ C+, G(λ) = 0}

M2 = {λ : λ ∈ R, G(λ) = 0}

olarak tanımlanırsa, (3.14) ve (3.15) yardımıyla

σd(L) =
{
z : z = λ2, λ ∈M1

}
(3.16)

σss(L) = {z : z = λ2, λ ∈M2}\{0} (3.17)

kümelerini elde ederiz.

Bu gösterimler verildikten sonra aşağıdaki lemmayıispatlayabiliriz:

Lemma 3.2.2

(i) M1 kümesi sınırlıve sayılabilirdir. Ayrıca bu kümenin limit noktaları(eğer varsa)

reel eksenin sınırlıbir alt aralı̆gındadır.

(ii) M2 kümesi kompakttır ve Lebesgue ölçüsü sıfırdır.

İspat. (i) c > 0 bir sabit olmak üzere∣∣∣∣K±(x, t)
∣∣∣∣ ≤ cη±(

x+ t

2
) (3.18)

eşitsizliğinden
∞∫
x

∣∣∣∣K+(x, t)
∣∣∣∣ dt ≤ c

∞∫
x

η+(
x+ t

2
)dt ≤ c

∞∫
0

η+(
t

2
)dt ≤ 2c

∞∫
0

η+(s)ds <∞

ve benzer şekilde

x∫
−∞

||K−(x, t)|| dt <∞ sağlanır.

Diğer yandan C+ üzerinde∣∣∣∣K+(x, t)eiλt
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣K+(x, t)

∣∣∣∣ , x < t <∞∣∣∣∣K−(x, t)e−iλt
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣K−(x, t)

∣∣∣∣ , -∞ < t < x
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gerçeklenir. O halde,∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

∞∫
x

∣∣∣∣K+(x, t)
∣∣∣∣ dt <∞

olur. Ayrıca

∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt fonksiyonu λ ya göre C+ üzerinde analitiktir. Yani,

∂

∂λ

 ∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt

 =

∞∫
x

itK+(x, t)eiλtdt

gerçeklenir. Gerçekten de K+(x, t) sınırlıolduğundan∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∫
x

itK+(x, t)eiλtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

∞∫
x

t
∣∣∣∣K+(x, t)

∣∣∣∣ e−tİmλdt ≤ c

∞∫
0

te−tİmλdt <∞

elde edilir. Böylece E+ çözümü λ ya göre C+ üzerinde analitik bir fonksiyondur.

Hatta R üzerinde süreklidir. eiλt, C+ üzerinde λ ya göre sürekli olduğundan E+

fonksiyonunun sürekliliğini göstermek için

∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt

integralinin sürekliliğini göstermek yeterlidir. Bu integral C+ üzerinde düzgün yakın-

sak olduğundan keyfi bir λo ∈ R için

lim
λ→λ0

∞∫
x

K+(x, t)eiλtdt =

∞∫
x

K+(x, t) lim
λ→λ0

eiλtdt =

∞∫
x

K+(x, t)eiλ0tdt

bulunur. O halde istenilen elde edilmi̧s olur. Benzer i̧slemler E−çözümü için de

yapılırsa D fonksiyonunun hatta G fonksiyonunun C+ üzerinde analitik ve reel ek-

sende sürekli olduğu görülür. Ayrıca (3.12) asimptotik eşitliğinden λ ∈ C+ olmak

üzere,

G(λ) = 2iλ+O(1), |λ| → ∞ (3.19)

asimptotiği gerçeklenir. Bu asimptotik bize λ ∈ C+ için yeterince büyük |λ| lar için

G(λ) 6= 0 olduğunu, yani M1 ve M2 kümelerinin sınırlıolduğunu gösterir.

Teorem 2.1 gereğince özdeş olarak sıfır olmayan bir analitik fonksiyonun analitiklik

bölgesi içindeki sıfırları(eğer varsa) ayrık olmalıdır. O halde G fonksiyonunun C+
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daki sıfırlarının kümesi ayrıktır. Bu durumda M1 kümesi en çok sayılabilir sayıda

eleman içerir. Ayrıca Teorem 2.2 gereğince özdeş olarak sıfır olmayan bir anali-

tik fonksiyonun analitiklik bölgeleri içindeki sıfırlarının limit noktaları(eğer varsa)

analitiklik bölgesinin sınırında olacağındanM1 kümesinin limit noktalarıreel eksenin

sınırlıbir alt aralı̆gında yer alır.

(ii) M2 kümesi reel sayıların bir alt kümesi olup sınırlıbir küme olduğundan kompakt

olduğunu göstermek için kapalıolduğunu söylemek yeterli olacaktır.

λ0 ∈ M2 olsun. Bu durumda ∀n ∈ N için λn ∈ M2 ve lim
n→∞

λn = λ0 olacak bir

biçimde bir (λn) dizisi vardır. Buna göre G, C+ üzerinde sürekli olacağından

G(λ0) = G( lim
n→∞

λn) = lim
n→∞

G(λn) = 0

olur, yani λ0 ∈M2 gerçeklenir. O haldeM2 kümesi kapalıdır, dolayısıyla kompakttır.

Diğer yandan G, C+ üzerinde analitik olduğundan ve özdeş olarak sıfır olmadı̆gından

G fonksiyonunun reel eksendeki sıfırlarının Lebesgue ölçüsü sıfırdır. O halde

µ(M2) = 0 olmalıdır.

(3.14), (3.15) ve Lemma 3.2.2 yardımıyla aşağıdaki teorem elde edilir:

Teorem 3.2.3 Q matris fonksiyonunun gerçeklediği

∞∫
−∞

(1 + |x|) ||Q(x)|| dx <∞

koşulu altında

(i) L operatörünün özdeğerler kümesi (σd(L)) sınırlıdır, özdeğerleri sayılabilirdir ve

özdeğerlerin limit noktası[0,∞) kümesinin sınırlıbir alt aralı̆gındadır.

(ii) L operatörünün spektral tekilliklerinin kümesi (σss(L)) sınırlıdır ve bu kümenin

Lebesgue ölçüsü sıfırdır. (µ(σss(L)) = 0).

Şimdi ε > 0 olmak üzere,

∞∫
−∞

exp (ε(|x|)) ||Q(x)|| dx <∞ (3.20)

koşulunu gözönüne alalım.
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(3.18) eşitsizliğinden yararlanarak∣∣∣∣K±(x, t)
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣K±x (x, t)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣K±t (x, t)
∣∣∣∣ ≤ c exp

[
−ε
∣∣∣∣x+ t

2

∣∣∣∣] (3.21)

||f(t)|| ≤ ce−ε
|t|
2 (3.22)

eşitsizlikleri elde edilir.

Teorem 3.2.4 Q matris fonksiyonunun sağladı̆gı(3.20) koşulu altında L operatö-

rünün sonlu sayıda özdeğer ve spektral tekillikleri vardır ve bunların katıda sonludur.

İspat.

D(λ) = 2iλI − 2K+(0, 0)− 2K−(0, 0) +

∞∫
0

f(t)eiλtdt

eşitliğinin sağlandı̆gınıbiliyoruz. (3.21) ve (3.22) den faydalanarak D fonksiyonunun

analitiklik bölgesini inceleyelim.∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

f(t)eiλtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

∞∫
0

||f(t)||
∣∣eiλt∣∣ dt

≤
∞∫
0

ce−ε
t
2 e− Imλtdt

= c

∞∫
0

e−t(
ε
2
+Imλ)dt

olur. Bu integralin λ ya göre düzgün yakınsak olması için ε
2

+ Imλ > 0 olmalı,

yani Imλ > − ε
2
olmalıdır. O halde bu integral açık üst yarıdüzlemden böyle bir

şerite analitik devam ettirilir. Yani fonksiyonu da Imλ > − ε
2
için analitiktir ve reel

eksen analitiklik bölgesinin içinde kalır. O halde bu fonksiyonun C+ kümesindeki

sıfırlarının limit noktalarıreel eksen üzerinde bulunamaz. Ancak daha önce ispat-

ladı̆gımız gibi M1 ve M2 kümeleri sınırlıdır. Buradan M1 ve M2 kümelerinin sonlu

olmasıgerektiği görülür. Imλ > − ε
2
için G(λ) analitik devama sahip olduğundan

ve özdeş olarak sıfırdan farklıbir fonksiyonun analitiklik bölgesi içindeki sıfırlarının

katısonlu olacağından (sonsuz katlısıfırlar varsa sınırdadır) G(λ) nın C+daki sıfır-

larının katısonludur. Dolayısıyla σd(L) ve σss(L) kümelerinin sonlu sayıda elemanı

olup bunların katıda sonludur.
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Şimdi (3.20) koşulundan daha zayıf bir koşul olan

∞∫
−∞

exp(ε
√
|x|) ||Q(x)|| dx <∞, ε > 0 (3.23)

koşulunu gözönüne alalım. Bu koşul altında da G fonksiyonu açık üst düzlemde

analitik olup reel eksende her mertebeden türevlere sahiptir.

M3 ileM1 kümesinin, M4 ile deM2 kümesinin yı̆gılma noktalarıkümesini, M5 ile de

G fonksiyonunun C+ üzerindeki sonsuz katlısıfırlarının kümesini gösterirsek analitik

fonksiyonlar için olan teklik teoremlerinden

M3 ⊂M2,M4 ⊂M2,M5 ⊂M2,M3 ⊂M5,M4 ⊂M5

olduğu ve Lemma 3.2.2 yardımıyla

µ(M3) = µ(M4) = 0

olduğu bulunur.

Lemma 3.2.5. (3.23) koşulu altında,

A1 = 2 + c22
∞∫
0

te−
e
2

√
tdt

An = c2n+1
∞∫
0

tne−
e
2

√
tdt , n = 2, 3, ..

sabitler olmak üzere, G fonksiyonu ve türevleri

∣∣G(n)(λ)
∣∣ ≤ An , n = 1, 2, ... Imλ > 0 (3.24)

eşitsizliğini sağlar. Ayrıca b ve B sabit sayılar olmak üzere, ∀n ∈ N için

An ≤ Bbnn!nn

eşitsizliği de gerçeklenir.
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İspat.

Dp(λ) = 2iλ+

∞∫
0

f(t)iteiλtdt olup

∣∣∣∣Dp(λ)
∣∣∣∣ ≤ 2 +

∞∫
0

||f(t)|| tdt

≤ 2 +

∞∫
0

ce−
ε
2

√
t
2 tdt

≤ 2 + 22
∞∫
0

cte−
ε
2

√
tdt

olduğundan ∣∣Gp(λ)
∣∣ ≤ 2 + 22

∞∫
0

cte−
ε
2

√
tdt

bulunur. Benzer şekilde

Dpp(λ) =

∞∫
0

f(t)(−t2)eiλtdt

olup ∣∣∣∣Dpp(λ)
∣∣∣∣ ≤ ∞∫

0

ce−
ε
2

√
t
2 t2dt

bulunur. O halde, ∣∣Gpp(λ)
∣∣ ≤ c23

∞∫
0

e−
ε
2

√
tt2dt

elde edilir. Bu şekilde türev almaya devam edilirse,

∣∣G(n)(λ)
∣∣ ≤ c2n+1

∞∫
0

e−
ε
2

√
ttndt

eşitsizliği bulunur. Diğer yandan

An = c2n+1
∞∫
0

tne−
e
2

√
tdt , n = 2, 3, ..
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eşitliğinde yer alan integralde e
2

√
t = u dönüşümü yapıldı̆gında

An = c2n+1
∞∫
0

e−u22n+3
u2n+1

ε2n+2
du

= c
23n+4

ε2n+2

∞∫
0

e−uu2n+1du

= c
23n+4

ε2n+2
Γ(2n+ 2)

= c
23n+4

ε2n+2
(2n+ 1)(2n)...2.1

≤ c
23n+4

ε2n+2
(2n+ 2)2n+1

≤ c
23n+4

ε2n+2
22n+2(n+ 1)2n+2

elde edilir. Burada bn0 =
23n+4

ε2n+2
22n+2 denilirse,

An ≤ cbn0 (n+ 1)2n(n+ 1)2

bulunur. ∀n ∈ N için

(1 +
1

n
) ≤ e,

en ≥ 1 + n,

nn ≤ enn!,

n+ 1 ≤ en

eşitsizlikleri gerçeklendiğinden

An ≤ cbn0 (n+ 1)2ne2n

≤ cbn0 (1 +
1

n
)2nn2ne2n

≤ cbn0e
2nn2ne2n

≤ cbn0e
5nn!nn

≤ Bbnn!nn

elde edilir ve bu da ispatıtamamlar.
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Teorem 3.3.6 Q matris fonksiyonunun gerçeklediği (3.23) koşulu altında

M5 =

{
λ ∈ C+ : ∀k ∈ N, d

k(G(λ))

dλk
= 0

}
kümesi boştur.

İspat. Lemma 3.2.2 gereğince yeterince büyük T > 0 için |ln(G(λ)| <∞ olduğun-

dan
T∫

−∞

|ln(G(λ)|
1 + λ2

dλ ve

∞∫
T

|ln(G(λ)|
1 + λ2

dλ (3.25)

integralleri mutlak yakınsaktır. Ayrıca T (s) = inf
n

Ansn

n!
olmak üzere, Lemma 3.2.5

gereğince

T (s) ≤ B inf
n
{bnsnnn} ≤ B exp

{
−b−1s−1e−1

}
ve

lnT (s) ≤ −b−1s−1e−1 (3.26)

bulunur. G(λ) 6= 0 olduğundan, µ(M5, s) iseM5 kümesinin s komşuluğunun Lebesgue

ölçüsü olmak üzere, (3.24), (3.25) ve Pavlov Teoremi gereğince, h > 0 olmak üzere

h∫
0

lnT (s)dµ(M5, s) > −∞ (3.27)

olmalıdır. Bu durumda (3.27) gereğince

h∫
0

1

bes
dµ(M5, s) ≤ −

h∫
0

lnT (s)dµ(M5, s) <∞

olacağından
h∫
0

1

s
dµ(M5, s)

integralinin yakınsak olabilmesi ancak dµ(M5, s) = 0 olmasıyla, yani M5 = ∅ ol-

masıyla sağlanır.
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4. FARK OPERATÖRLERİ

Bu bölümde tüm eksendeki selfadjoint durumdaki fark operatörü ele alınıp, bu ope-

ratörün polinom türden Jost çözümleri verilerek bu çözümlerin analitiklik özellikleri

ve asimptotik davranı̧slarıincelenecektir. Ayrıca bu operatörün sürekli spektrumu

ve özdeğerlerinin özellikleri elde edilecektir.

Cν , ν-boyutlu kompleks Euclid uzayı (ν < ∞), ‖Yn‖Cν bu uzaydaki Y = {Yn}

(Yn ∈ Cν , n ∈ Z) şeklindeki matris dizilerinin normu olsun. Tüm reel eksende
∞∑

n=−∞
‖Yn‖2Cν <∞

koşulunu gerçekleyen tüm matris dizilerinin Hilbert uzayıise l2(Z,Cν) ile gösterilsin.

λ kompleks parametre, n ∈ Z olmak üzere {An} ve {Bn}, Cν uzayında tanımlıν×ν

tipinde matris diziler olsun. İkinci mertebeden

An−1Yn−1 +BnYn + AnYn+1 = λYn, n ∈ Z (4.1)

matris fark denklemini ele alalım. l2(Z,Cν) Hilbert uzayında (4.1) fark denklemi

tarafından üretilen operatorü L̃ ile gösterelim. 0, Cν uzayındaki sıfır matrisi olmak

üzere, L̃ operatörüne kaŗsılık gelen Jakobi matrisinin

(J̃)ij =



Bi , i = j ise

Ai−1 , i = j + 1 ise

Ai , i = j − 1 ise

0 , diğer durumlarda

; i, j ∈ Z

olduğu ve L̃ operatörünün selfadjoint olduğu açıktır.

Bu çalı̧sma boyunca, ∀n ∈ Z için An = A∗n , Bn = B∗n ve detAn 6= 0 olduğu

kabul edilerek, (4.1) denkleminin birim yuvarda analitik olan polinom türden Jost

çözümleri elde edilecek, daha sonra L̃ operatörünün sürekli ve diskre spektrumu

incelenerek özdeğerleri hakkında yorum yapılacaktır.
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4.1 Jost Çözümleri

{An} ve {Bn}, n ∈ Z matris dizilerinin
∞∑

n=−∞
|n| (‖I − An‖+ ‖Bn‖) <∞ (4.2)

eşitsizliğini sağladı̆gıkabul edilsin. Burada ‖.‖ , Cν uzayındaki matris normu ve I

birim matrisi göstermektedir.

λ = z + z−1 için

An−1Yn−1 +BnYn + AnYn+1 =
(
z + z−1

)
Yn, n ∈ Z (4.3)

denkleminin

lim
n→∞

En (z) z−n = I, z ∈ D0 := {z : |z| = 1} (4.4)

koşulunu sağlayan matris çözümü E (z) := {En (z)} , n ∈ Z ile,

lim
n→−∞

Fn (z) zn = I, z ∈ D0

koşulunu sağlayan matris çözümü ise F (z) := {Fn (z)} , n ∈ Z ile gösterilsin. E (z)

ve F (z) çözümlerine (4.3) fark denkleminin Jost çözümleri denir.

Teorem 4.1.1 {An} ve {Bn} matris dizilerinin sağladı̆gı(4.2) koşulu altında E(z)

ve F (z) Jost çözümleri sırasıyla

En (z) = Tnz
n

[
I +

∞∑
m=1

Knmz
m

]
; n ∈ Z, z ∈ D0 (4.5)

ve

Fn (z) = Rnz
−n

[
I +

m=−1∑
−∞

Mnmz
−m

]
; n ∈ Z, z ∈ D0 (4.6)

gösterimine sahiptir. Burada Tn, Rn, Knm veMnm matrisleri {An} ve {Bn} dizileriyle

ifade edilir. Pozitif m tamsayılarıiçin

Tn =
∞∏
p=n

A−1p , (4.7)

Kn1 = −
∞∑

p=n+1

T−1p BpTp, (4.8)
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Kn2 = −
∞∑

p=n+1

T−1p BpTpKp1 +

∞∑
p=n+1

T−1p
(
I − A2p

)
Tp, (4.9)

Kn,m+2 =

∞∑
p=n+1

T−1p
(
I − A2p

)
TpKp+1,m −

∞∑
p=n+1

T−1p BpTpKp,m+1 +Kn+1,m (4.10)

eşitlikleri, negatif m tamsayılarıiçinse

Rn =

p=n−1∏
−∞

A−1p , (4.11)

Mn,−1 = −
p=n−1∑
−∞

R−1p BpRp, (4.12)

Mn,−2 = −
p=n−1∑
−∞

R−1p BpRpMp,−1 +

p=n−1∑
−∞

R−1p
(
I − A2p−1

)
Rp, (4.13)

Mn,m−2 =

p=n−1∑
−∞

R−1p
(
I − A2p−1

)
RpMp−1,m−

p=n−1∑
−∞

R−1p BpRpMp,m−1+Mn−1,m (4.14)

eşitlikleri elde edilir.

İspat. (4.5) eşitliğiyle verilen En (z) çözümü (4.3) denkleminde yerine yazıldı̆gında

An−1Tn−1z
n−1

[
I +

∞∑
m=1

Kn−1,mz
m

]
+BnTnz

n

[
I +

∞∑
m=1

Knmz
m

]

+AnTn+1z
n+1

[
I +

∞∑
m=1

Kn+1,mz
m

]

= Tnz
n+1

[
I +

∞∑
m=1

Knmz
m

]
+ Tnz

n−1

[
I +

∞∑
m=1

Knmz
m

]
bulunur. (4.7)-(4.10) ifadelerinin elde edili̧si n ∈ N için daha önce ispatlanmı̧stır

(Aygar ve Bairamov 2012). Son eşitlikte terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırılarak n ∈ Z

için de ispat benzer şekilde yapılır.

Şimdi (4.11)-(4.14) eşitliklerini elde edelim. (4.6) eşitliğiyle verilen Fn (z) çözümü

(4.3) denkleminde yerine yazıldı̆gında

An−1Rn−1z
−n+1

[
I +

m=−1∑
−∞

Mn−1,mz
−m

]
+BnRnz

−n

[
I +

m=−1∑
−∞

Mnmz
−m

]

+AnRn+1z
−n−1

[
I +

m=−1∑
−∞

Mn+1,mz
−m

]

= Rnz
−n+1

[
I +

m=−1∑
−∞

Mnmz
−m

]
+Rnz

−n−1

[
I +

m=−1∑
−∞

Mnmz
−m

]
29



bulunur. En son eşitlikte terimlerin katsayılarıkaŗsılaştırıldı̆gında, z−n−1 li terimin

katsayısından

AnRn+1 = Rn

elde edilir ve iterasyonlar yardımıyla

p=n∏
−∞

A−1p = Rn+1

bulunur. Buradan

A−1n

p=n−1∏
−∞

A−1p = Rn+1

olup
p=n−1∏
−∞

A−1p = AnRn+1 = Rn

eşitliğinin gerçeklendiği ispatlanır. Diğer yandan z−n li terimin katsayısından

BnRn + AnRn+1Mn+1,−1 = RnMn,−1

eşitliği elde edilir ve iterasyonlar yardımıyla

Mn,−1 = −
p=n−1∑
−∞

R−1p BpRp

eşitliğinin gerçeklendiği ispatlanır. z−n+1 li terimin katsayısından ise

An−1Rn−1 +BnRnMn,−1 + AnRn+1Mn+1,−2 = Rn +RnMn,−2

elde edilir. Bilinen eşitlikler ve iterasyonlar yardımıyla

Mn,−2 = −
p=n−1∑
−∞

R−1p BpRpMp,−1 +

p=n−1∑
−∞

R−1p
(
I − A2p−1

)
Rp

eşitliğinin gerçeklendiği ispatlanır. Son olarak m ≤ −1 için z−n−m+1 li terimin

katsayısından

An−1Rn−1Mn−1,m +BnRnMn,m−1 + AnRn+1Mn+1,m−2 = RnMn,m +RnMn,m−2

elde edilir, buradan da (4.14) eşitliğinin gerçeklendiği gösterilir. Böylece teorem

ispatlanmı̧s olur.
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(4.2) koşulundan dolayıTn, Rn, Mnm veKnm tanımlarındaki sonsuz çarpım ve seriler

mutlak yakınsaktır.

Teorem 4.1.2. {An} ve {Bn} matris dizilerinin sağladı̆gı(4.2) koşulu altında

‖Knm‖ ≤ C1

∞∑
p=n+bm2 c

(‖I − Ap‖+ ‖Bp‖) , m ∈ Z+ (4.15)

ve

‖Mnm‖ ≤ C2

p=n+bm2 c∑
−∞

(‖I − Ap‖+ ‖Bp‖) , m ∈ Z− (4.16)

eşitsizlikleri sağlanır. Burada C1 ve C2 pozitif sabitler olup,
⌊
m
2

⌋
, m
2
sayısının tam

kısmıdır.

İspat. (4.12)- (4.14) kullanılarak (4.16) eşitsizliği aşağıdaki gibi tümevarım yön-

temiyle elde edilir.

m = −1 için

‖Mn,−1‖ =

∥∥∥∥∥−
p=n−1∑
−∞

R−1p BpRp

∥∥∥∥∥ ≤
p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p BpRp

∥∥ ≤ p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p ∥∥ ‖Bp‖ ‖Rp‖

yazılır. ‖Rp‖ ve
∥∥R−1p ∥∥ sınırlıolduğundan
‖Mn,−1‖ ≤ C

p=n−1∑
−∞
‖Bp‖ ≤ C

p=n−1∑
−∞

(‖I − Ap‖+ ‖Bp‖)

elde edilir.

m = k için

‖Mn,k‖ ≤ C

p=n+b k2c∑
−∞

(‖I − Ap‖+ ‖Bp‖)

olsun.

m = k − 1 için gerçeklenip gerçeklenmeyeceğini araştıralım.
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(4.14) eşitliğinde m = k + 1 yazılarak

‖Mn,k−1‖ =

∥∥∥∥∥
p=n−1∑
−∞

R−1p
(
I − A2p−1

)
RpMp−1,k+1 −

p=n−1∑
−∞

R−1p BpRpMp,k +Mn−1,k+1

∥∥∥∥∥
≤

p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p (
I − A2p−1

)
RpMp−1,k+1

∥∥
+

p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p BpRpMp,k

∥∥+ ‖Mn−1,k+1‖

≤
p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p ∥∥∥∥I − A2p−1∥∥ ‖Rp‖ ‖Mp−1,k+1‖

+

p=n−1∑
−∞

∥∥R−1p ∥∥ ‖Bp‖ ‖Rp‖ ‖Mp,k+1‖

+ ‖Mn−1,k+1‖

eşitsizliğine ulaşılır ve ‖Rp‖ ve
∥∥R−1p ∥∥ sınırlıolduğundan kabulümüz kullanılarak

‖Mn,k−1‖ ≤
p=n−1∑
−∞

∥∥I − A2p−1∥∥
C

s=p−1+b k+12 c∑
−∞

(‖I − As‖+ ‖Bs‖)


+

p=n−1∑
−∞
‖Bp‖

C
s=p+b k2c∑
−∞

(‖I − As‖+ ‖Bs‖)

+ ‖Mn−1,k+1‖

≤ C

p=n−1∑
−∞

(∥∥I − A2p−1∥∥+ ‖Bp‖
) s=p+b k2c∑

−∞
(‖I − As‖+ ‖Bs‖)

+ ‖Mn−1,k+1‖

bulunur. Buradan
∥∥I − A2p−1∥∥+ ‖Bp‖ = Gp ve ‖I − As‖+ ‖Bs‖ = Hs olmak üzere

‖Mn,k−1‖ ≤ C

p=n−1+b k+12 c∑
−∞

(‖I − Ap‖+ ‖Bp‖) + C
n−1∑
p=−∞

Gp

s=p+b k2c∑
−∞

Hs

= C


p=n−1+b k+12 c∑

−∞
Hp +

p=n−1∑
−∞

Gp

s=p+b k2c∑
−∞

Hs
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yazılacağından

‖Mn,k−1‖ ≤ C

p=n+b k−12 c∑
−∞

Hp

+C



Gn−1

s=n−1+b k2c∑
−∞

Hs

+Gn−2

s=n−2+b k2c∑
−∞

Hs

+Gn−3

s=n−3+b k2c∑
−∞

Hs + ...


≤ C

p=n+b k−12 c∑
−∞

Hp + C

p=n−1∑
−∞

Gp

s=n−1+b k+12 c∑
−∞

Hs

≤ C

p=n+b k−12 c∑
−∞

Hp + C

p=n−1∑
−∞

Gp.

s=n+b k−12 c∑
−∞

Hs

yazılır.
p=n−1∑
−∞

Gp sınırlıolduğundan son eşitsizlikten

‖Mn,k−1‖ ≤ C

p=n+b k−12 c∑
−∞

Hp

= C

p=n+b k−12 c∑
−∞

‖I − Ap‖+ ‖Bp‖

ifadesi elde edilir . Bu da ispatıtamamlar.

(4.15) eşitsizliğinin ispatıda benzer şekilde tümevarım yöntemiyle yapılabilir. O

halde E(z) ve F (z) çözümleri, birim çemberin üzerinden D1 := {z : |z| < 1} \ {0}

kümesine analitik devama sahiptir.

Teorem 4.1.3. {An} ve {Bn} matris dizilerinin sağladı̆gı(4.2) koşulu altında Jost

çözümleri için aşağıdaki asimptotikler elde edilir:

En (z) = zn [I + o (1)] , z ∈ D := {z : |z| ≤ 1} \ {0} , n→∞ (4.17)

Fn (z) = z−n [I + o (1)] , z ∈ D, n→ −∞ (4.18)
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İspat. Tn =

∞∏
p=n

A−1p <∞ olduğundan ve yakınsak çarpımın kalan teriminin limiti

I olacağından lim
n→∞

Tn = I bulunur. Dolayısıyla lim
n→∞

‖Tn − I‖ = 0 yazılır. Ayrıca

Teorem 4.1.2 kullanılarak ∀z ∈ D için∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

Knmz
m

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ 2C

∞∑
p=n

p (‖I − Ap‖+ ‖Bp‖)

elde edilir. Bu eşitsizlikte n → ∞ için limit alındı̆gında (4.2) koşulundan sağ taraf

sıfıra gider ve
∞∑
m=1

Knmz
m = o (1) , z ∈ D, n→∞

bulunur. (4.5) eşitliği dikkate alındı̆gında E (z) matris çözümü

En (z) = zn [I + o (1)] , z ∈ D, n→∞

asimptotiğini gerçekler. (4.17) eşitliğinin ispatıbu şekilde tamamlanır.

(4.18) asimptotiğini elde etmek için de benzer şekilde

lim
n→−∞

Rn = I ve
m=−1∑
−∞

Mnmz
−m = o (1) , z ∈ D, n→ −∞

olduğunu göstermek yeterlidir. Rn =

p=n−1∏
−∞

A−1p olup yakınsak çarpımın kalan teri-

minin limiti I olacağından

lim
n→−∞

Rn = I

bulunur. Ayrıca ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m=−1∑
−∞

Mnmz
−m

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

m=−1∑
−∞
||Mnm||

≤
m=−1∑
−∞

C

p=n+bm2 c∑
−∞

Hp

= C1

p=n−1∑
−∞

(−p+ n)Hp

< C1

p=n−1∑
−∞
−pHp

olduğundan (4.2) koşulundan
p=n−1∑
−∞

pHp serisinin kalan teriminin limiti sıfır olur.

(4.6) eşitliği dikkate alındı̆gında ispat tamamlanır.
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4.2 L̃ Operatörünün Sürekli ve Diskre Spektrumu

Teorem 4.2.1 (4.2) koşulu altında L̃ operatörünün sürekli spektrumu [−2, 2]

aralı̆gıdır.

İspat. l2 (Z,Cν) uzayında

(l0Y )n = Yn−1 + Yn+1

ve

(l1Y )n = (An−1 − I)Yn−1 +BnYn + (An − I)Yn+1

diferensiyel ifadeleri yardımıyla üretilen operatörler sırasıyla J̃0 ve J̃1 ile gösterilsin.

Bu operatörler sırasıyla aşağıdaki Jacobi matrisleri ile eşleştirilir:

(J̃0)ij =


I , i = j + 1 ve i = j − 1 ise

0 , diğer durumlarda

; i, j ∈ Z

(J̃1)ij =



Bi , i = j ise

Ai−1 , i = j − 1 ise

Ai−1 − I , i = j + 1 ise

0 , diğer durumlarda

; i, j ∈ Z,

Daha açık biçimde göstermek gerekirse

(J̃0)ij =



. . . . . . . .

. 0 I 0 0 0 0 .

. I 0 I 0 0 0 .

. 0 I 0 I 0 0 .

. 0 0 I 0 I 0 .

. 0 0 0 I 0 I .

. 0 0 0 0 I 0 .

. . . . . . . .
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ve

(J̃1)ij =



. . . . . . . .

. B−2 A−2 − I 0 0 0 0 .

. A−2 − I B−1 A−1 − I 0 0 0 .

. 0 A−1 − I B0 A0 − I 0 0 .

. 0 0 A0 − I B1 A1 − I 0 .

. 0 0 0 A1 − 1 B2 A2 − I .

. 0 0 0 0 A2 − I B3 .

. . . . . . . .


biçiminde yazılır. Buradan L̃ = L̃0 + L̃1 olduğu görülür. L̃0 self-adjoint operator,

L̃1 ise kompakt operatördür (Aygar ve Bairamov 2012). Ayrıca

σ
(
L̃0

)
= σc

(
L̃0

)
= [−2, 2]

olduğu bilinmektedir (Serebryakov 1980).

O halde Weyl Kompakt Pertürbasyon Teoremi gereğince

σc

(
L̃
)

= σc

(
L̃0

)
= [−2, 2]

elde edilir. Burada σc
(
L̃
)
, L̃ operatörünün sürekli spektrum kümesini göstermek-

tedir. Bu da ispatıtamamlar.

Şimdi de

Un−1An−1 + UnBn + Un+1An = (z + z−1)Un, n ∈ Z (4.19)

denklemini ele alalım ve bu denklemin

lim
n→−∞

Un(z)zn = I, z ∈ D0

koşulunu gerçekleyen çözümünü G(z) := {Gn(z)} ile gösterelim. G(z) matris fonk-

siyon dizisinin (4.3) denkleminin bir çözümü olan F (z) matris fonksiyon dizisinin

adjointi olduğu açıktır.
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O halde bu iki çözümü kullanarak

f(z) := detW [E(z), G(z)] (4.20)

determinant fonksiyonunu tanımlayalım. Burada bu iki fonksiyonun Wronksiyen-

lerinin

W [E(z), G(z)] = Gn−1An−1En −GnAn−1En−1

şeklinde olduğu bilinmektedir. (4.20) yardımıyla ise sırasıyla aşağıdaki şekilde ifade

edilen L̃ operatörünün özdeğerler kümesini yazalım:

σd(L̃) =
{
λ ∈ C : λ = z + z−1, z ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), f(z) = 0

}
.

Özdeğerler kümesi ile sürekli spektrum kümesinin ayrık olduğu bilindiğinden

σd(L̃) ⊂ (−∞,−2) ∪ (2,∞) (4.21)

yazılabilir.

Tanım 4.2.2 f fonksiyonunun herhangi bir sıfırının katı L̃ operatörünün o sıfıra

kaŗsılık gelen özdeğerlerinin katıolarak adlandırılır.

Teorem 4.2.3 (4.2) koşulu altında L̃ operatörü sonlu sayıda reel özdeğerlere sahip-

tir.

İspat. L̃ operatörü selfadjoint olduğundan özdeğerlerinin reel olduğu aşikardır. L̃

operatörünün özdeğerlerinin sonlu sayıda olduğunu göstermek içinse f fonksiyonu-

nun sonlu sayıda sıfırının olduğunu göstermek yeterlidir. (4.21) ifadesinden an-

laşıldı̆gıüzere L̃ operatörünün özdeğerler kümesinin limit noktaları±2 ve ±∞ dan

farklı olamaz. λ = z + z−1 olduğundan σd(L̃) kümesinin limit noktalarının ±∞

olmasıancak z = 0 olmasıdurumunda gerçeklenir. Bu da L̃ operatörünün sınırlıol-

ması ile çeli̧sir. O halde z = 0 noktasıf fonksiyonunun bir sıfırıolamaz. Diğer

yandan σd(L̃) kümesinin limit noktalarının ±2 olması ise ancak z = ±1 duru-

munda mümkündür. Ancak selfadjoint operatörlerin özdeğerlerinin bu operatörün

sürekli spektrumuna ait olamayacağıbilindiğinden z = ±1 sayılarıda f fonksiyonun
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sıfırıolamaz. Bu durumda σd(L̃) kümesinin hiçbir limit noktasıbulunmamaktadır.

Bolzano- Weierstrass teoremi gereğince f fonksiyonunun sonlu sayıda sıfırıolduğu

ispatlanabilir. O halde L̃ operatörü sonlu sayıda özdeğere sahiptir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Fonksiyonel analiz, uygulamalımatematik ve kuantum mekaniğinin birçok proble-

minin modellenip çözülmesinde en çok kullanılan denklemler diferensiyel denklem-

ler ya da fark denklemleridir. Çalı̧sılan probleme göre bu seçim deği̧skenlik gös-

terir. Modelde kullanılan zaman aralı̆gı ayrık zaman dilimleri halinde ise fark

denklemleri, deği̧sim sürekli bir zamanda gerçekleşiyor ise diferensiyel denklemler

kullanılır. Spektral teoride ise, modellenen bu problemlerin çözümü için operatör

teorisine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu sebeple Sturm-Liouville, Dirac, Schrödinger ve

Klein-Gordon diferensiyel denklemleri yardımıyla elde edilen diferensiyel operatör-

lerin ve fark denklemleri yardımıyla elde edilen fark operatörlerinin spektral analizi

günümüze kadar birçok matematikçinin araştırma konusu olmuştur.

Literatür incelendiğinde, Hilbert uzaylarında tanımlılineer sınırlı-sınırsız, selfadjoint-

non-selfadjoint operatörlerin spektral özellikleri ile ilgili günümüze kadar pek çok

çalı̧sma mevcut olduğu görülmektedir. Ancak yapılan çalı̧smaların çoğu skaler kat-

sayılıdenklemler üzerine olup, matris katsayılıdenklemlere ili̧skin literatürde yeteri

kadar çalı̧sma bulunmamaktadır. Bu doktora tezinde amaçlanan tüm eksendeki

matris katsayılıdiferensiyel ve fark operatörlerinin spektral teorisini inceleyerek li-

teratürdeki bu boşluğu kapatmaktır.

Tezin ilk bölümünde, Q, Q∗ 6= Q koşulunu gerçekleyen n × n tipinde fonksiyon

bileşenli bir matris olmak üzere, L2 (R, S) Hilbert uzayında

l(Y ) = −Y ′′ +Q(x)Y, −∞ < x <∞

vektör değerli diferensiyel ifadesi yardımıyla tanımlanan non-selfadjoint L operatörü

ele alınmı̧s, bu operatörün sürekli spektrumu, özdeğerleri ve spektral tekillikleri

incelenmi̧stir.
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Tezin ikinci bölümünde ise, {An}; n ∈ Z ve {Bn} ; n ∈ Z, Cν uzayında tanımlıν×ν

tipinde matris diziler olmak üzere l2(Z,Cν) Hilbert uzayında

l̃(Y ) = An−1Yn−1 +BnYn + AnYn+1, n ∈ Z

fark ifadesi yardımıyla üretilen selfadjoint fark operatörü L̃ ele alınmı̧stır. Bu opera-

törün polinom türden Jost çözümü verilmi̧s, bu çözümün analitiklik özellikleri ve

asimptotik davranı̧slarıincelenmi̧stir. Ayrıca L̃ operatörünün sürekli spektrumu ve

özdeğerlerinin özellikleri elde edilmi̧stir.

Tezdeki bu çalı̧smaların devamıolarak tüm eksendeki matris katsayılıDirac opera-

törlerinin spektral teorisi de incelenebilir. Diğer yandan, en genel anlamıyla sürekli

ve ayrık analizin birleştirilmesi olarak bilinen zaman skalasıkavramıson yıllarda

birçok matematikçi tarafından ilgi görmüş, diferensiyel denklemler ve fark denklem-

leri ile yapılan çalı̧smalar zaman skalasına taşınarak bu çalı̧smalar sonucunda daha

genel sonuçlara ulaşılmı̧stır. Bu tez çalı̧smasının konusunu oluşturan operatörlerin

spektral teorisi üzerine yapılan çalı̧smalar da zaman skalasında modellenerek, hem

skaler hem de matris durumunun detaylıbir şekilde incelenmesi mümkündür.
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