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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI
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: m boyutlu reel sayilar cisim
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OZET

Anahtar Kelimeler: idempotent matris, involutif matris, tripotent matris, lineer
bilesim, ayrik idempotent ayrigim.

[k boliimde matrisler ve baz1 6zel tipli matrislerle ilgili kisa bir literatiir bilgisi
verilmektedir.. Ikinci boliimde bazi temel kavram ve ozellikler verilmektedir.
Uciincii boliimde idempotent ve tripotent matrislerin tanimlar1 verilip 6zellikleri
ayrintili olarak incelenmektedir. Bu ¢alismaya ilham kaynagi olan literatiirdeki bir
calisma dordiincii boliimde incelenmektedir.

Besinci bolimde, 4,,...,4, mxm mertebeli karsilikli olarak degismeli tripotent
matrisler olmak tizere

=
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M=ad+) (alAd +a, A1)+ D D (b A A +bly A A + bl A7 A, +bj A2 4},
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~
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lineer bilesimi i¢in bir 3" terimli ayrik idempotent ayrisim oldugu gosterilmekte ve
bu ayrik idempotent ayrisimi elde etmek i¢in bir algoritma verilmektedir. Son bolim
ise tartisma ve onerilerden olugsmaktadir.
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ON A DISJOINT IDEMPOTENT DECOMPOSITION FOR
LINEAR COMBINATIONS OF n COMMUTATIVE TRIPOTENT
MATRICES

SUMMARY

Key Words: Idempotent matrix, involutive matrix, tripotent matrix, linear
combination, disjoint idempotent decomposition.

It has been given a short literature information about matrices and some special type
matrices in the first chapter. Some fundamental concepts and properties have been
given in the second chapter. Definitions of idempotent and tripotent matrices whether
to give, properties of them have been discussed in detail in the chapter three. A study
from literature, which is a source of inspiration for his work, has been examined in
the fourth chapter.

It has been shown that there is a 3" -term disjoint idempotent decomposition for the
linear combination

n n-1 n
M=ad+) (ajd +a, A1)+ Y > (B A A +by A A +bif AT 4, +bh AT 4D,

i=1 =1 k=2
<k

-

~

where A4,,...,4, are mutually commutative tripotent matrices of order mxm and it

has been given an algorithm for getting this disjoint idempotent decomposition in the
chapter five. The last chapter consists of discussion and proposals.
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BOLUM 1. GIRIS

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimii oldukga eskiye, M.0.300 yillarina kadar gider.
Bu denklem sistemlerini ilk ¢6zen Babillilerdir. Lineer denklem sistemlerinin
¢Oztimii, Cin hanedan kitaplarindan Chiu Chang Suan Shu (Matematik Sanatinda
Dokuz Boliim) adindaki ve M.0O.100 yillarina ait olan yapitta yer almaktadir [37].
Burada ilging olan nokta, Cinliler bu denklem sistemlerini Babillilerden ve
Yunanlilardan daha kolay ve mekanik bir yolla ¢ozerler. Kullandiklar1 yontem bugiin

¢ok iyi bildigimiz matris bloklaridir. Ornegin, bugiinkii dille

x+2y+3z=26
2x+3y+z=34
3x+2y+z=39

seklinde, es zamanl1 olarak saglanan lineer denklemler sistemini,

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 |34 |39

biciminde bloklarla yazarlardi. Ondan sonra Gauss indirgeme ya da yok etme

yontemi dedigimiz yolun aynisinmi kullanarak denklemi kolayca ¢ozerlerdi. Soyle ki,



12 371 6 371 3 371 o 37 [0 o0 3
2 3 202 9 22 7 202 5 2|0 5 2
3001 13 3 13 2 1|3 1 1] (3 1 1
26 34 3926 102 39([26 63 39|26 24 39| |99 24 39

olup, buradan 36z=99, Sy+z=24, 3x+2y+z=39 denklemleri elde edilir ve

buradan da x, y ve z kolayca bulunurdu.

Cin’ de matris bloklariyla problem ¢oztimleri

Matris bloklarini kullanmadan denklem sistemlerini ¢6zen ve Cinlilerden bagimsiz
bir yol izleyen Japonlarin biiyiik matematikg¢isi Seki Kova, 1683 yilinda yazdig: “Kai
Fukudai No Ho” (Determinant ile Problem Co6zme Yontemleri) adli kitabinda
determinantlar1 kullanarak denklem sistemlerini ¢ozmiistiir. Oysa determinantlarin
Avrupa’ da tanitilmas1 1693 yilinda Alman matematikc¢i Leibniz tarafindan yapilmis
ve determinant kullanarak denklem ¢6ziimii ise, ilk olarak 1750'de Gabriel Cramer

tarafindan gosterilmistir.



Matris teorisinin batt Avrupa'daki gelisiminde daha ¢ok determinant kavramina
onem verilmekteydi. Determinanttan bagimsiz olarak matris matematiginin
gelistirilmesi 1858 de Arthur Cayley tarafindan “Memoir on the theory of matrices”
(Matris teorisi hakkinda bir not) adindaki eserle baslamistir. Matris terimi, isim
olarak ilk defa J.J. Syvester adli Ingiliz matematikgisi tarafindan kullanilmistir. Bu
matematik¢i determinantlart acip sayisal degerlerini bulmak icin siitun ve satirlari
silip, gittikce daha kiiciik determinantlar (minor) elde ederek sonuca ulagmustir.
Sanki bir “ana” determinanttan gittikge kiiclilen "cocuk" determinantlarin

bulunmasindan ilham alarak, simdi matris olarak adlandirdigimiz kavrama, Latince

kokten mater (anne) sozciigiinden ¢ikardigr matrix adini vermistir [12].

O giinden bu giine matrisler, basta matematik olmak {izere, gerek fen gerek sosyal
bircok bilim dali ve arastirma alaninda kullanilmis ve hala da kullanilmaktadir.
Bunlara 6rnek olarak, oyun teorisi [13], kuaterniyonlar teorisi [42], kriptoloji [38],
bilgisayar grafikleri [1], grafik teorisi [15, 33], analiz [26, 30], diferansiyel
denklemler [14], fizikteki simetri ve dontistimler [9, 23], kuantum durumlarin lineer
bilesimleri [8, 36, 43], geometrik optik [19], ekonomi [17], sayilar teorisi [11], fizik
[44] ve istatistik [16, 20, 27, 29] verilebilir.

Bazi ozel tipli matrisler ise Ozellikleri itibariyle uygulamali bilimler ve matris
teorisinde ayrica bir éneme sahiptirler. Ornegin tripotent, idempotent ve involutif
matrisler ve bu matrislerin lineer bilesimleri bir¢ok alanda kullanigh olup, literatiirde

yogun bir sekilde ¢alisilmaktadir [2-7, 10, 18, 24, 28, 31, 32, 35, 39, 40].

Idempotent ve tripotent matrisli kuadratik formlar istatistik teorisinde 6nemli bir yere

sahiptir. Soyle ki, 4 bir mxm boyutlu reel simetrik matris ve x ¢ok degiskenli

normal dagilima sahip mx1 boyutlu bir reel vektor olmak iizere, x’ 4x kuadratik
formunun bir ki-kare dagilimina sahip olmasinin veya iki bagimsiz ki-kare
dagiliminin farki olarak yazilmasimin gerekli ve yeterli kosulu sirasiyla, 4 matrisinin

idempotent veya tripotent olmasidir [16].



Bu calismada, iki degismeli tripotent matrisin lineer bilesimi i¢in [39]” da elde edilen
sonuclar herhangi sonlu sayidaki degismeli tripotent matrisin lineer bilesimi icin
genellestirilmistir. Ayrica, [39]° da ele alinan lineer bilesimin tripotentligi,
idempotentligi, tersinirligi ve grup tersinirligi gibi baz1 sonuglar genellestirilmis ve

esas sonuclari elde etmek adina bir algoritma verilmistir.

Bu calismada elde edilen sonuglar sadece cebirsel agidan degil ayni zamanda

istatiksel a¢idan da 6nemlidir. 4,,...,4, mxm boyutlu simetrik tripotent matrisler ve

x cok degiskenli normal dagilima sahip mx1 boyutlu bir reel vektor ise,

XTAlx,...,XTA X, (1.1)

kuadratik formlarinin her birnini, iki bagimsiz ki-kare dagilimmin farki olarak
yazilabildigi vurgulanmisti. Bu ¢alismada elde edilen bazi sonuglar ise, (1.1)" deki
kuadratik formlarin lineer bilesimlerinin ne zaman bir ki-kare dagilimma sahip
oldugu veya iki bagimsiz ki-kare dagiliminin farki olarak yazilabildigi problemi ile

iligkilidir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve ispatsiz
olarak baz1 oOzellikler, R cismi tizerinde, verilmektedir. Bu bolimiin dahil

edilmesinin amaci uygulama asamasinda biitiinlik saglanmasidir.

2.1. Bir Matrisin Ranki, izi, Tersi ve Determinanti

Tamm 2.1.1. 4, mxn boyutlu bir matris olsun. 4 matrisinin a', a°,..., a” siitunlar

tarafindan tretilen R’ nin alt uzayina A’ nin siitun uzayr denir. Siitun uzaymin

boyutuna 4’ nin siitun ranki denir [41].

Tanmm 2.1.2. 4, mxn boyutlu bir matris olsun. 4 matrisinin a,, a,,..., a, satirlar

m

tarafindan tretilen R”’ nin alt uzayma A4’ nin satir uzayr denir. Satir uzayinin

boyutuna 4’ nin satir ranki denir [41].

Tanim 2.1.3. Bir 4 matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkli

satirlarinin sayisina 4’ nin ranki denir ve rk(A4) ile gosterilir [41].

Teorem 2.1.4. A4 bir matris ve C matrisi 4” nin satir indirgenmis eselon bi¢imi olsun.

A matrisinin satir uzayi ile C” nin satir uzayt aymdir [41].

Teorem 2.1.5. 4 bir matris olsun. 4’ nin satir ranki, siitun ranki ve ranki esittir [41].

Tanim 2.1.6. A bir nxn boyutlu matris olmak iizere, kosegen elamanlarinin

toplamina 4 matrisinin izi denir ve iz(A4) ile gosterilir. Yani,



iz(4) = iaii
i=1

dir [9].

Tanmim 2.1.7. A bir kare matris olsun. Eger AB = BA =1 olacak bi¢gimde bir B matrisi
varsa A’ ya tersinir (tekil olmayan) matris denir. B matrisine de A’ nin tersi denir ve
B = A" ile gosterilir. Eger A” nin bir tersi yoksa 4 matrisine tersinir olmayan (tekil)

matris denir [41].
Teorem 2.1.8. Eger bir 4 kare matrisi tersinir ise tersi tektir [41].

Tanim 2.1.9. 4 bir kare matris olsun. X uygun boyutlu bir matris olmak {izere, eger X

matrisi

a) AXA=A
b) XAX = X
c) AX = XA

esitliklerini sagliyor ise X matrisine A matrisinin grup tersi denir ve A" ile gosterilir

[22].

Teorem 2.1.10. 4 bir kare matris olmak tizere

a) A tersinir bir matris ise 4™ = 4 ,
# #
b) (4%) =4

b

¢) (AN =4,



d) her pozitif k tamsayis1 igin (4*)" = (4")* dir [22].

Tamm 2.1.11. 4 bir nxn boyutlu matris olmak {izere 4’ nin determinanti

a) n=1 i¢in det(4) =aq,,

b) n=2 i¢in det(4) = a,,a,, —ay,a,,
c) n>2 icin det(A4) =a,, det 4, —a,, det A, +---+(-1)""a,, det 4,

=Y (-1, det 4,

i=1

ile verilir [41].

Teorem 2.1.12. 4 bir nxn boyutlu matris olmak {izere, eger 4 iist tiggensel, alt

ticgensel veya kosegen matris ise det(4) = a,,a,,---a,, dir [41].

Sonug 2.1.13. / birim matris olmak tizere det(/) =1 dir.

Teorem 2.1.14. 4 ve B kare matrisler olmak tizere det(A4B)=det(A4)det(B) dir [41].

Sonug 2.1.15. A tersinir bir matris olmak iizere det(4) = dir.

1
det(4™)



2.2.  Ozdeger, Ozvektor ve Kosegenlestirme

Tamm 2.2.1. 4 ve B nxn boyutlu matrisler olsun. Eger B =P~ AP olacak bigimde

bir P tersinir matrisi var ise, B matrisine, A matrisine benzerdir denir [41].

Tamm 2.2.2. 4 bir nxn boyutlu matris olmak {izere sifirdan farkli bir xeR"
vektoril icin Ax = Ax esitligini saglayan A skalerine 4 matrisinin bir 6zdegeri ve x

vektoriine de 4 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor denir [41].

Teorem 2.2.3. 4 bir nxn boyutlu matris ve / ayni boyutlu birim matris olsun. Bu

durumda,

a) A matrisinin 6zdegerleri, det(4— A7) =0 denklemini saglayan A skalerleridir.

b) 4 matrisinin A, Ozdegerine karsilik gelen bir x ozvektorti, (4-A4,/)x=0

homojen lineer denklem sisteminin asikar olmayan (sifirdan farkli) bir ¢oziimiidiir

[41].

Tanim 2.2.4. /4, bir 4 kare matrisinin 6zdegeri olmak tzere, (4—-A4,/)x=0
homojen lineer denklem sisteminin tiim ¢oziimlerinin kiimesine A, 6zdegerinin 6z

uzay1 denir [41].

Teorem 2.2.5. Ust iiggensel, alt iiggensel veya kosegen bir matrisin 6zdegerleri ile

kosegen elemanlart 6zdestir, yani aynidir [41].



Tamm 2.2.6. Eger bir 4 kare matrisi kdsegen bir matrise benzer ise, 4 matrisine

kosegenlestirilebilir denir [41].

Teorem 2.2.7. A bir nxn boyutlu matris olsun. 4 matrisinin kosegenlestirilebilir
olmasmin gerekli ve yeterli kosulu 4 matrisinin tam olarak » tane lineer bagimsiz

ozvektore sahip olmasidir [41].

Teorem 2.2.8. 4 bir nxn boyutlu matris olsun. Eger 4 matrisinin » tane farkl

Ozdegeri var ise, 4 kosegenlestirilebilirdir [41].

Tamim 2.2.9. Bir 4 kare matrisine, transpozesine esit ise simetriktir denir [41].

Teorem 2.2.10. A bir simetrik matris olmak {izere, x; ve x, vektorleri sirasiyla 4
matrisinin farkli 4 ve A, ozdegerlerine karsilik gelen ozvektorleri olsun. Bu

durumda x; ve x, vektorleri ortogonaldir [41].

Tamm 2.2.11. P bir nxn boyutlu matris olsun. Eger PP" =] ise P matrisine bir

ortogonal matris denir [41].

Teorem 2.2.12. P bir nxn boyutlu matris olsun. P matrisinin ortogonal olmasinin
gerekli ve yeterli kosulu P matrisinin siitunlar1 olan {p', p’,..., p"} kiimesinin bir

ortonormal kiime olmasidir [41].
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Tammm 2.2.13. 4 bir kare matris olmak {izere eger 4 matrisini kosegenlestiren
ortogonal bir P matrisi varsa 4 matrisine ortogonal olarak kosegenlestirilebilir denir

[41].

Teorem 2.2.14. A bir simetrik matris olsun. Bu durumda P’ AP matrisi késegen bir

matris olacak sekilde bir ortogonal P matrisi vardir [41].

Tanim 2.2.15 4 ve B matrisleri uygun boyutlu matrisler olmak tizere, 4 ve B
matrislerine 4B = BA ise degismeli matrisler ve AB=BA=0 ise ayrik matrisler

denir.

Tamm 2.2.16. A ve B matrisleri kosegenlestirilebilir olsun. Eger bir tek tersinir P

matrisi igin P~'AP ve P'BP kosegen oluyorsa, 4 ve B matrislerine es zamanh

kosegenlestirilebilir matrisler denir [21].

Teorem 2.2.17. 4 ve B matrisleri kosegenlestirilebilir olsun. Bu matrislerin es
zamanl kosegenlestirilebilir olmasinin gerekli ve yeterli kosulu 4 ve B matrislerinin

degismeli olmasidir [21].



BOLUM 3. IDEMPOTENT VE TRIPOTENT MATRISLER

Bu bolimde idempotent ve tripotent matrisler ile onlarin bazi 6zellikleri
verilmektedir. Ozelliklerin bazilarmin ispatlar1 verilmektedir. Bir kisminin ispat:
kolay oldugundan ve bir kismimin ispati ise, hacmin genislememesi adina,

verilmemektedir.

3.1. idempotent Matrisler

Tamim 3.1.1. A4 bir kare matris olmak {izere, 4= A" ise A matrisine idempotent denir

[16].

Teorem 3.1.2. 4 bir nxn boyutlu idempotent matris olsun. Eger rk(4)=n ise

A=1 dir[16].

Ispat. 4 matrisi tam rankli oldugundan tersi vardir. 4> = 4 esitligi soldan A" ile

carpilirsa A =1 elde edilir. O

Teorem 3.1.3. 4 bir idempotent matris olsun. Bu durumda rk(A4) =iz(A4) dir [16].

Teorem 3.1.4. 4 bir nxn boyutlu matris ve rk(A)=p olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.
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a) A idempotent ise 4 matrisinin p tane sifirdan farkli 6zdegeri vardir ve bunlarin

hepsi 1’ e esittir.

b) A simetrik bir matris olmak {izere 4 matrisinin idempotent olmasinin gerekli ve
yeterli kosulu 4 matrisinin p tane sifirdan farkli 6zdegerinin mevcut olmasi ve

bunlarin hepsinin 1’e esit olmasidir [16].

Ispat. flk 6nce a)’ y1 ispatlayalim. A, A matrisinin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda,

Ax = Ax olacak sekilde sifirdan farkli bir x vektorii vardir. Esitlik soldan 4 ile
carpilirsa

A(Ax) = A’x = A(Ax) = A(Ax) = A°x

elde edilir. Ayrica 4 idempotent oldugundan

A°x = A’x = Ax = Ax

ve buradan da

AA-Dx=0

elde edilir. Boylece x vektori sifirdan farkli oldugundan 4 =1 veya A =0 olmasi
gerektigi goriiliir. Dolayisiyla bir idempotent matrisin 6zdegerleri 1’ e veya 0’ a esit

olmalidir. Ayrica 4’ nin p rankli matris olmasi kabuliinden ve Teorem 3.1.3 ten
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rk(A)=iz(A) =) % =p

olur. Boylece 4’ nin tam olarak p tane sifirdan farkli 6zdegeri oldugu ve bunlarin da

1’e esit oldugu gorliir.

Simdi b)’ yi ispatlayalim. 4 matrisinin simetrik olmasi kabuliinden ve Teorem

2.2.14° ten dolay1, D kosegen elemanlart 4 matrisinin 6zdegerleri olan bir kosegen
matris olmak tizere P" AP = D olacak sekilde ortogonal bir P matrisi vardir. D = D’
dir ancak ve ancak sifirdan farkli kosegen elemanlar 1” e esittir ve D = D* dir ancak

ve ancak 4= A* dir. O

Teorem 3.1.5. 4 nxn boyutlu bir simetrik matris olsun. En az bir ¢ pozitif tamsayisi

icin A' = A" esitligi saglaniyor ise 4 matrisi idempotenttir [16].

Teorem 3.1.6. 4 bir nxn boyutlu (simetrik) idempotent matris olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

a) A" (simetrik) idempotent matristir.

b) P ortogonal bir matris ise P’ AP (simetrik) idempotent matristir.
¢) P tersinir bir matris ise P' AP (simetrik) idempotent matristir.
d) I — A (simetrik) idempotent matristir.

e) Ayrica A bir normal matris ise, yani A’ A= AA" ise, A" A ve AA" matrisleri

(simetrik) idempotent matrislerdir.

f) n, bir pozitif tam say1 olmak tizere A" (simetrik) idempotent matristir [16].
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Tanmm 3.1.7. 4 bir nxn boyutlu simetrik matris olsun. Sifirdan farkli her x e R”

vektorii i¢in, x’ Ax >0 ise 4 matrisine pozitif yar1 kararli, x’ 4x >0 ise 4 matrisine

pozitif kararli matris denir [16].

Tamim 3.1.8 4 matrisi, pozitif yar1 kararli ya da pozitif kararli matris ise, 4’ ya

nonnegatif kararli matris denir [16].

Teorem 3.1.9. A,i=12,.,k, nxn boyutlu simetrik matrisler olmak iizere

k
A4, = Z A, olsun. O halde asagidaki ii¢ kosuldan herhangi ikisi diger kosulu saglar.

i=1

a) 4, =4;,
b) 4 =A%, i=1,2,..k,

¢) 44, =0, i% j;i,j=1,2,..k [16].

Ispat. {lk olarak a) ve b) dogru olsun. O halde

olur. Buradan
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elde edilir. Buradan da

iz Zk: Zk:AiAj =0 3.1)

bulunur. Her A4, matrisi simetrik ve idempotent oldugundan nonnegatif kararl

matristir [8, Teorem 12.2.1] ve eger bir nonnegatif kararli matrisler kiimesi (3.1)

esitligini saglarise i # j i¢in 4.4, =0 dir [8, Teorem 12.2.4].

Ikinci olarak a) ve ¢) dogru olsun. Bu durumda,

olur. ¢g#0 ve i#q i¢in 4 A4, =0 oldugundan son esitligin iki tarafin1 da 4, ile

carparak
AZ — A3

elde edilir. Teorem 3.1.5” ten dolay1 4, matrisi idempotenttir. 4, ile carpma islemi

g =1,2,....,k icin tekrarlanirsa a) ve ¢)’nin b)’yi sagladig: goriiliir.
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Son olarak b) ve ¢) dogru olsun. O halde

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 3.1.10. 4, i=1,2,....,k, nxn boyutlu ve n, rankl simetrik matrisler olmak

k k
izere, ZAi = [ olsun. Eger Zni =n ise

i=1 i=1

a) 44, =0, i % j;i,j=12,..k

b) 4 =47, i=12,..,k,

dir [16].

Teorem 3.1.11. 4 bir nxn boyutlu simetrik idempotent matris olsun. Bu durumda
B=1-24

bir simetrik ortogonal matristir [16].
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Teorem 3.1.12. P, n>m olmak iizere mxn boyutlu bir matris ve PP" =1 olsun.

Bu durumda P’ P matrisi nxn boyutlu simetrik idempotent bir matristir [16].

Ispat. (P"P)" = P"P oldugu acgiktir. Ayrica (P’ P)(P"P)=P"IP=P"P du. O

Teorem 3.1.13. 4 bir nxn boyutlu simetrik matris olsun. Bu durumda 4 matrisi,
her birinin ranki 1 olan simetrik ayrik idempotent matrislerin lineer bilesimi olarak,

yani

1

seklinde yazilabilir. Burada her i= j igin A’ =4, A’ =4, AA =0 dir ve 4

skalerleri A matrisinin 6zdegerleridir [16].

Ispat. Teorem 2.2.15” ten dolay1, d, =, skalerleri 4 matrisinin 6zdegerleri olmak

tizere P" AP =D olacak sekilde ortogonal bir P matrisi vardir. Buradan 4 = PDP’
seklinde elde edilir. p,, P matrisinin 7. siitunu olmak tizere P =[p,, p,,..., p,] olarak

alinirsa

PD:[ﬂqplaﬂzpza---:ﬂ“npn]

olur. 4, = p.p! olarak tanimlanirsa
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A= Zn:/lipipiT = i/liAi
- i=1

i=1

elde edilir. Buradan 4 =4, A’ =4, ve ayrica i# j igin p! p; =0 oldugundan
AA =pp p,p;=0 elde edilir. Ayrica p,, i =1,2,....n, nxl boyutlu vektor

oldugundan rk(4,)=1 dir. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 3.1.14. 4 ve B nxn boyutlu matrisler olsun. Eger
a) ABA=A

veya

b) BAB=B

ise AB ve BA matrisleri idempotenttir [16].

Ispat. a)’ y1 soldan B ile garparak 4B’nin idempotent oldugunu goriiliir. b)’ de

benzer sekilde gosterilir. o

Teorem 3.1.15. 4 ve B nxn boyutlu idempotent matrisler olsun. Eger AB=BA ise
AB ve BA idempotenttir [16].

Teorem 3.1.16. A bir mxn boyutlu matris olsun. A" 4 matrisinin idempotent

olmasinin gerekli ve yeterli kosulu 44" matrisinin idempotent olmasidir [16].
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Teorem 3.1.17. A matrisi nxn boyutlu ve r rankli simetrik bir matris olsun. Bu
durumda A4 matrisi, her birinin ranki 1 olan karsilikli olarak ayrik » tane simetrik

idempotent  matrisin  lineer  bilesimi  olarak, yani her i#j i¢in

A=A, A =4, A4.4; =0 olmak tizere,

A=>d A

i=1
Seklinde yazilabilir [16].

Ispat. D, rxr boyutlu ve kosegeni iizerinde A matrisinin sifirdan farkli

0zdegerlerini bulunduran bir matris olmak tizere,

. D 0
P'AP=
0 0

olacak sekilde ortogonal bir P matrisi vardir. p,, P matrisinin i. stitunu olmak {iizere,

P=[p,,pys..sp,] ve d,, i=1,...,r, D’ nin kdsegen elemanlar1 olsun. Buradan,

1 O O T
b
D 0| . 0 d, -~ 0] ".
A=P P =[p,py-p,ll . . . . :
0 0 : : Lo T
0 O 0 P

olur. Buradan da, 4, = p,p] olmak iizere,
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A= Zr:dipipir = Zr:diAi
i=1

i=1
elde edilir. Burada A, matrislerinin ayrik, simetrik ve idempotent oldugu agiktir. o

3.2. Tripotent Matrisler

Tanim 3.2.1. C bir kare matris olmak iizere, C = C’ ise C matrisine tripotent matris

denir [16].

Teorem 3.2.2. C bir nxn boyutlu (simetrik) tripotent matris olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

a) P ortogonal bir matris ise P" AP (simetrik) tripotent matristir.
b) P tersinir bir matris ise P~' AP (simetrik) tripotent matristir.
¢) C* (simetrik) idempotent matristir.

d) —C (simetrik) tripotent matristir [16].

Teorem 3.2.3. C bir nxn boyutlu tripotent matris olsun. C matrisinin 6zdegerleri -1,

0 veya 1 sayilarindan olusur [16].

Ispat. A, C matrisinin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda en az bir sifirdan farkli x

vektori i¢in
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Cx=Ax

dir. Esitlik soldan C? ile carpilirsa

Cx=1C"x=AC(Cx) = A°Cx = A’x

elde edilir. C =C’ oldugundan

Ax = Ax
olur. Buradan
A1-27)x=0
elde edilir. x# 0 oldugundan A sayisi -1, 0 veya 1’e esittir. O

Teorem 3.2.4. C bir nxn boyutlu simetrik matris olsun. C matrisinin simetrik
tripotent olmasmin gerek ve yeter kosulu C=A4-B olacak bicimde nxn boyutlu
simetrik ayrik idempotent 4 ve B matrislerinin mevcut olmasidir. Bu iki matris tek

tiirlii olup

1 1
A:E(C2+C), B:E(cz—c)
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dir [16].

Teorem 3.2.5. C matrisi, n, tane 6zdegeri 1’e, n, tane 6zdegeri 0’a ve n, tane

0zdegeri -1’e esit olan bir nxn boyutlu tripotent matris olsun. Bu durumda

a) %z’z(C2+C):n1,
1.
b) EZZ(C -C)=n,,

C) %iZ(I—Cz) =n,,

d) iz(C)=n,—n,
dir [16].

Teorem 3.2.6. 4 ve B nxn boyutlu simetrik matrisler olsun. Bu durumda

asagidakiler dogrudur.

a) A ve B idempotent ve AB=BA ise A-B simetrik tripotent matristir.

b) A idempotent ise —4 ve A tripotenttir.

c) A matrisinin tripotent olmasinin gerekli ve vyeterli kosulu A4° matrisinin

idempotent olmasidir [16].



Teorem 3.2.7. C bir nxn boyutlu tersinir tripotent matris ise

C'=C,C*=1ve (C+I)C-1)=0

dir [16].
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BOLUM 4. iKi TANE DEGiISMELI TRiPOTENT MATRIiSTEN
ELDE EDILEN LINEER BILESIiM ICIN AYRIK IDEMPOTENT
AYRISIM

Bu boliimde, Yongge Tian tarafindan yapilmis olan ¢alisma incelenmektedir [39]. O
calismada, iki degismeli tripotent matris ve carpimlarindan elde edilen lineer
bilesimin ayrik idempotent ayrisimi problemi ele alinmaktadir. Burada ele alinan
problemin sonlu tane degismeli tripotent matrise genellestirilmesi Bolim 5° te
verilecektir. Dolayistyla bu boliim sonraki boliimiin anlasilmasi i¢in yararli olacaktir.

4.1. Giris

F genel bir cismi belirtsin ve ele alinan matrisler bu cismin {izerinde taniml
olsunlar. 6(.) fonksiyonu x=0 i¢in 6(x)=0 ve x#0igin 5(x)=1 biciminde

tanimlanan fonksiyon olsun. 4 ve B,

A=A, B =B ve AB=BA 4.1)

esitliklerini saglayan mxm boyutlu matrisler olsunlar. Bu durumda matris ¢arpimi
altinda muhtemel alt:1 farkli matristen, 4>, B>, AB, AB*, A*B ve A*B*, bahsedebiliriz.
I birim matrisini, 4 ve B matrislerini ve yukaridaki alti matrisi de alarak,

a,,a,,a,,b,,b,,c,,c,,cy,c,, € F olmak tizere,

M=a,l+aA+a,A +bB+bB’+c,AB+c,AB’ +c, A’B+c,,A°B’ (4.2)

lineer bilesimi yazilabilir.
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4.2. iki Degismeli Tripotent Matris ve Carpimlarindan Elde Edilen Lineer
Bilesimin Ayrik idempotent Ayrisimi

Bu boliimiin amaci (4.2) lineer bilesimi i¢in dokuz terimli ayrik idempotent ayrisim
vermektir. Teorem 3.2.4° ten bir tripotent matrisin tek turli bicimde ayrik iki
idempotent matrisin farki olarak yazilabildigi bilinmektedir. Buna gore, (4.2) lineer
bilesimindeki 4 ve B tripotent matrisleri,

Log Lo _Lp Ll
Pi=5 A+ ), Oy =2(A =), B =—(B"+B), O == (B - B), (4.3)

olmak tizere,
A=P—-Q,, B=F—-0, 4.4

seklinde yazilir. Burada P,, P,, O, ve O, matrisleri

PAZ:RM QZZQAa R4QA:QAR<1:09
PBZZPB’ Q;ZQB,PBQBZQBPBIO,
PAPB :PBPA’ PAQB :QBPA’ QAPB :PBQA’ QAQB :QBQA’

ozelliklerini saglar. Ayrica (4.3)’ ten
A*=P,+0Q,, B>=P,+Q, (4.5)

oldugu kolaylikla goriiliir. Bu durumda, (4.3) ve (4.5)” ten (4.2) lineer bilesimi
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M=aJd+a(P,-0,)+a,(P,+0,)+b(P,—0;)+b(P,+0;)
+011(PA _QA)(PB _QB)+c]2(PA _QA)(PB +Q3)
+02|(PA +QA)(PB _QB)J'_CZZ(PA +QA)(PB +Q3)

=a)l + p P+ p,0, +q, P +q,0, +d, PP, +d,,P,0,
+d,,0,P, +d,0,0,

=(a,l + pP,+ p,0,)+(q 1 +d,\P,+d, 0,)F,

(4.6)
+(q, ! +d,, P +d,,0,)0,

seklinde ifade edilebilir. Burada

p=a+a,, p,=—a,+a,, q,=b+b,, q,=-b +b,,
dy =¢, ¢, +¢y+0y, dy =—¢ +0, =y 0y,

dy ==C,, = C+Cy ¢y, dyy =¢ =€ =y 0y

dir.

Simdi esas sonuglarin elde edilmesinde kullanilacak olan yardimci bir sonug
verilmektedir.

Lemma 4.1. X ve Y matrisleri X* = X, Y* =Y ve XY =YX =0 &zelliklerini saglasin.

Bu durumda, a,,q,,a, birer skaler olmak tizere a,/ +a, X +a,Y lineer bilesimi

ad +a X +a)Y =clL +c,L, +cL, (4.7)

seklinde yazilabilir. Burada ¢, =q,, ¢,=a,+a, ¢;=a,+a, ve L =1-X-Y,

L,=X,L =Y olup

Li+L+L=1,L=L,LL =LL=0i#jij=123,
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esitlikleri ger¢eklenmektedir. L,, L, ve L, matrisleri idempotent ve karsilikli olarak

ayrik olduklarindan (4.7) ifadesine a,/+a X +a,Y lineer bilesiminin ayrik

idempotent ayrisimi (AIA) denir [39].

Teorem 4.2. 4 ve B matrisleri (4.1)’ de ve M lineer bilesimi (4.2)’ de verildigi gibi
olsun. Bu durumda M lineer bilesiminin bir AIA’ 1

M=YsJ, (4.8)
seklindedir. Buradaki s,,...,s, skalerleri

s, =a,, S, =a,+a,+a,, s, =a,—a,+a,,

s,=a,+b +b,, s, =a,—b +b,,

Ss=a,+a,+a,+b+b,+c, +c,+c, +¢,, 4.9)
Se=a,—a,+a,+b +b,—c,, —c,+c, +c,,

Sq=a,+a,+a,—b +b,—c,+c,—c, +cy,

Sy =a,—a,+a,—b +b,+c,—c,—¢c, +¢c,,

ve J,,...,J, matrisleri

J= (U= A1 = B), Jy = (4 ANT = B), J, = (4° = AT - B),

Ji= 5 (I Y +B), J; = (4 4 AB + B), J, = (4~ AYF +B), (@.10)

J, :%(I—Az)(Bz - B), J =%(A2 + A)(B* - B), J, =%(A2 —A)(B* - B)

bi¢imindedir. Ayrica yukaridaki J,...,J, matrisleri



9
2 . Loe .
I =10 =J,JJ,=JJ,=0,i%jij=1..9

i=1

esitliklerini gercekler.
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ispat: L=7-P,~Q,=1-B* olmak iizere, Lemma 4.1, (4.6)’ daki M lineer

bilesimine uygulanirsa,

M =N,L+N,P,+N,Q,

esitligi elde edilir. Burada

N,=a,+pP,+p,0,,
N, =(a,+q)+(p,+d, )P, +(p,+d,)0,,

Ny =(a,+q,)I +(p, +d,)P,+(p,+d,,)0,

(4.11)

(4.12)
(4.13)

(4.14)

dir. K=1-P,—Q,=1- A" olmak iizere Lemma 4.1, N,, N, ve N, 'e uygulanirsa

N,=sK+s,P, +5,0,,
N, =s5,K+sP, +5,0,,
N, =5,K + 5P, +5,0,

esitlikleri bulunur. Burada

§=4q,, SZZCIO-Fpl, s3=a0+p2,

S, =ay+qy, Ss=a,+p +q,+d, sq=a,+p,+q,+d,,

S; =0y +q,, Ss=ay+p+q,+d,, sy=a,+p,+q,+d,

(4.15)
(4.16)

4.17)
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dir. (4.12)-(4.17) esitlikleri (4.11)’ de yerlerine yazilirsa

M =(s,K +5,P,+5,0,)L+(5,K + 5P, +5,0,)P, +(5,K + 5P, +5,0,)0;
=s5,KL+s,P,L+5,0,L+5,KP,+5,PP,+5,0,P,+5,KO,
+S8PAQB + S9QAQB

elde edilir. Burada

KL=(I-A*)(I-B*), P,L =%(A2 +A)I-B%), O,L =%(A2 —A)I -B%),

KP, :%(I—AZ)(BZ +B), P,P, :i(A2 +A)(B*>+B), Q,P, =%(A2 — A)(B* +B),

KO, =2 (1~ A)(B* = B), P.0, = (4 + ANB*~B), 0,0, = (4~ AXE~B)

dir ve s,,..., s, skalerleri (4.9)’ da verildigi gibidir. m

Ozel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin tersinirligi ve grup tersinirligi problemi
son yillarda bazi yazarlar tarafindan yogun olarak ¢alisilmistir [3, 4, 10, 18, 24, 28,
40]. Simdi de bu tiir ¢aligmalarla dogrudan ya da dolayl olarak iliskili olan, bu ayrik
idempotent ayrigimi kullanarak elde edilen M matrisinin determinanti, ranki, izi,
kuvveti, tersi ve grup tersi ile ilgili onemli baz1 sonuglar1 verilecektir.

Sonug 4.3. M matrisi (4.8)” de verildigi gibi ve ¢, =rk(J,),i=1,2,...,9, olsun. Bu

durumda asagidakiler dogrudur.

a) ft+bhttlo=m.
b) Eger J, #0, i=12,...,9 ise M matrisinin (4.8)" deki agilim1 tek tiirludiir.

C) $,8,,...,5, skalerleri M matrisinin 6zdegerleri olup

M = Pdiag(s,], , 5,1, ,....5,], )P
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olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir.
d) Eger s;5,---5, # 0 ise

det(M) =s)'s7 -+ 59

dir.

e) rk(M)=0(s)t, +---+0(so)ty, iz(M)=s,t, +---+ 5,1,
dir.

f) k>1 tamsay1 olmak {izere

Kk _ k k k
M" =5 J, +5,J, +-+55J
dir.
g) Eger s;5, -5, #0 ise M tersinirdir ve

41 1 1
M'=—J+—J,++—J,

Sy S5 Sy

dir.
h) Eger s,s, -5, =0 ise M matrisinin grup tersi vardir ve

# o # # #
M" =5/J, +85,J, +-+55J,

dir. Burada s, # 0 igin s’ _1 ves,=0igins’ =0, i=1,2,...,9, dir [39].
s

i

Idempotent, involutif ve tripotent gibi 6zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin
idempotentligi, involutifligi ve tripotentligi problemleri bugiine kadar bir¢ok yazar
tarafindan ¢alisilmis olan problemlerdir [2, 5-7, 31, 32, 35]. Bu ¢aligmada ele alinan
(4.8) lineer bilesiminin idempotentligi, involutifligi ve tripotentligi problemi ile ilgili
asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.4. M matrisi (4.8)” deki gibi olsun. J,#0, i=1,2,...,9, olmak iizere

asagidakiler dogrudur.
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a) M involutiftir ancak ve ancak s, € {-L1}, i=1,2,...,9, dir. Ayrica, bu durumda

(4.8) lineer bilesiminden 2° =512 tane involutif matris elde edilebilir.

b) M idempotenttir ancak ve ancak s, €{0,1}, i=1,2,...,9, dir. Ayrica, bu durumda

(4.8) lineer bilesiminden 2° =512 tane idempotent matris elde edilebilir.

¢) M tripotenttir ancak ve ancak s, € {~1,0,1}, i=1,2,...,9, dir. Ayrica, bu durumda

(4.8) lineer bilesiminden 3’ =19683 tane tripotent matris elde edilebilir [39].

Simdi de (4.2)’ nin bir 6zel hali olan
M =aA+bB (4.18)

lineer bilesimi ele alinsin. Bu lineer bilesim ile ilgili baz1 problemler daha 6nce ele

alinmistir [31,35]. Teorem 4.2 den, (4.18)’ deki M lineer bilesim matrisinin,
9
M=YsJ, (4.19)
i=2

seklinde sekiz terimli bir AIA’ 1 vardir. Burada

s, =a, §3=-4d, S4:ba S5:a+b’ S6:_a4b’ S7:_b’ (420)

ss=a—b, s,=—a—b
dir ve J,,...,J, matrisleri (4.10)" da verildigi gibidir.

Sonug 4.5. M matrisi (4.19)’ da ve ¢, =rk(J,),i=12,...,9, olmak iizere J,,...,J,

matrisleri (4.10)’ da verildigi gibi olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur.

a) Eger J,#0,i=2,3,...,9, ise M matrisinin (4.19)” daki a¢ilimi tek tiirliidiir.

b) 0,s,,...,5, nicelikleri M matrisinin 6zdegerleri olup,

M = Pdiag(OItl ,szltz,...,s9[t9 )P*l



d)

2

olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir.

Eger J, =0 ve s,---5, #0 ise

det(M) — S;z . Sé" — (_1)13+t6+t7+zg a12+z3bt4+z7 (a + b)t5+t9 (a _ b)IGHS

dir.
rk(M) = 6(s)t, +---+0(s,)t, dir.

k>1 tamsay1 olmak tizere
k k k
M" =s5,J,++55J,
dir.

Eger J, =0 ve s, -5, # 0 ise M tersinirdir ve

M“:iL+L@+m+iA

S S5 So

dir.

Eger s, -5, =0 ise M matrisinin grup tersi vardir ve

# o # # #
M" =5/J, +85,J, +-+55J,

.. 1 ..
dir. Burada, s, # 0 i¢in s? =— ve s;=0 i¢in sf =0,i=12,

S.

1

ry9, dir [39].



BOLUM 5. SONLU SAYIDA DEGISMELi TRiPOTENT
MATRISTEN ELDE EDILEN LINEER BILESIM iCiN AYRIK
IDEMPOTENT AYRISIM

Bu boliimde, iki degismeli tripotent matris i¢in dnceki boliimde ele alinan problemin
n (n>2) tane degismeli tripotent matrise genisletilmesi problemi incelenmektedir.

4. bolumde elde edilen sonuglara benzer sonucglar ortaya konulmaktadir. Ayrica
tripotent matrislerin lineer bilesimlerinin AIA’ 11 elde etmek igin bir algoritma
verilmekte ve boliim iki sayisal 6rnek ile sonlandirilmaktadir.

5.1. Giris

A,...,A matrisleri mxm boyutlu tripotent ve karsilikli olarak degismeli, yani

A=A, i=1..n AA, =A4  i#] (5.1)

i Jo

esitliklerini saglayan matrisler olsun. Bu durumda matris ¢carpimi ile birlikte,

AL AA, A, AA, e ATAT i # j, 0, j=1,..,n, (5.2)

[y R Sy A

biciminde olas1 2xn° —n farkli matris daha vardir. / birim matrisi ile (5.1) ve (5.2)
deki  matrisleri  de  alarak, a,, a,a, b, b, b\, b eF,i=1,..,n

j=1,..,n-1; k=2,...n, olmak lizere 2n* +1 terimli
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n n-1 n
M =ald+Y (a4 +a, A1)+ D D (b A A +by A, A} +b) A4, + b LAY (5.3)
i=1 i=1 k=2
j<k

lineer bilesimi elde edilir.

5.2 Sonlu Sayida Degismeli Tripotent Matris ve Carpimlarindan Elde Edilen
Lineer Bilesimin Ayrik idempotent Ayrisim

Bu kisimin baslica amaci (5.3) lineer bilesimi igin 3" terimli bir AIA ortaya koymak
ve sonraki kisimda da bu AIA’ 1 elde etmek icin bir algoritma vermektir.

Ik 6nce esas sonuglarin ortaya konulmasinda kullanilacak olan iki yardimei sonug
verilmektedir. Bunlarin ispatlar1 kolay olmalar1 nedeniyle verilmemektedir.

Lemma 5.1. 4,i=1,.,n, matrisleri Af =4, ve A,.Aj. = AJ.A[, i,j=1,..,n,

ozelliklerini saglayan matrisler ve J = 4, --- 4, ise J* =J dir.

Lemma 5.2. 4 veB,i=1,..,n, matrisleri AA,=A,4;, BB, =BB,, AB, =B/,

Jo J

i,j=1,...,n, ve en az birp,q (p,q<n) ¢ifti i¢gin A,B, =B A,=0 Ozelliklerini
saglayan matrisler ve J, =4,---4,,J,=B,---B, ise J|J,=J,J, =0 dur.

Simdi (5.3) lineer bilesiminin AIA’ 1m elde etme problemi ele alinabilir.
Hatirlanacag tizere 4. boliimdeki esas sonuglarin elde edilmesinde kullanilan Lemma
4.2, ayrik idempotent X ve Y matrislerinin lineer bilesimi i¢in verilmis ve buna gore
tripotent matrislerin lineer bilesimi olan (4.2) lineer bilesimi P,, P,, O, ve O, ayrik
idempotent matrislerinin farki ve toplami olarak yazilip diizenlenmisti. Benzer
sekilde, (5.3) lineer bilesimindeki 4, i=1,...,n, tripotent matrisleri de

diizenlenebilir.
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Teorem 3.2.4° ten

4=P-0, (54)

olacak sekilde ayrik idempotent, yani P* =P, 0> =0 ve PO =Q.P =0, i=1,...,n,
y p y 1 1 1 1 1 1 11

matrisleri vardir. Ayrica, buradaki P ve Q,, i =1,...,n, matrisleri

| =

1

(434 4) ve O, = (4~ 4) (5.5)

ile verilir. Bunun yani sira, 4, matrisleri degismeli oldugundan,
PP,=PP, PO, =0,P, Q0,= 0,0, i# j; i,j=1,..m,
ve (5.5)” ten
(5.6)

oldugu kolaylikla goriliir. (5.4) ve (5.6) ifadeleri, (5.3) lineer bilesiminde yerlerine

yazilirsa, M lineer bilesim matrisi
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n— n

M = a0+ [al(P—0i) + ay(P+ 0]+ 3 [ (P, - 0B, - Q)

1
j=1 k=2

+E (B~ QB +Q)+BI (P +0)(R-0)+bA(B + Q)R +Q)] (51

olarak elde edilir. M yeniden diizenlenirse,

n-1 n

M =a)l+) (PR +p,0)+ 2, > (my P +my PO +miOF +mb0,0,) (5.8)

i=1 j=1 k=2
j< k

olur. Burada i =1,...,n; j=1,...,n—1; k=2,...,n, vej < k olmak lizere,

pi=al+ay, p,=~a; +d,

miy =By +b) + bl +by,,

mjy ==b\y =bj +by +bj,, (5.9)
mj; =D\ + b}y —b; +by,,

Jk _ ik ik ik Jk
my, =bly =by —bjy + b,
dir.

Calismanin esas sonucu tiimevarim metodu ile ortaya konulmaktadir. n=2 durumu, 4.

boliimde verilmisti. »=3 durumu i¢in, (5.8) lineer bilesimi

3 2 3

_ i i Jk Jk Jk Jk
M = a0]+2(p1])i +p2Qi)+ZZ(m11 P,F;c +my, Pij +mz1Qij +m22Qij)

im1 i1 k=2
=al+p'P+p0 +p’P,+ p:0, +m:PP,+ mZPQ, +m>QP, +m
=ayl + p B+ p,0, + p P, + py O, + myy P, + m; RO, + my, O, P, + my, 0,0,
12 23 23 3 13 12 23 23

B +m O +mi P, +my; Q)P+ (py] +myy B +my, 0+ my Py +miy 0))0;

(5.10)

3

(p131+m,11
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seklini alir. O halde, H,=1-P,—Q, =1 — A; olmak iizere,

M= R3,1H3 + R3,2P3 + R3,3Q3

olur. Burada

Ry, = a01+p1'Pl er;Q1 erfP2 +p§Q2 +m11PlP +m1zP1Q2 erz1 P, erz2 0,,
Ry, =(ay+ )+ (py +m)B +(py +m)Q, +(p +mi) )P, +(p; +my)0,
+m PP, +m>PQ, +myQ P, +my00,,
v = (ay+ p)I+(py +m) B+ (py +mp)Q +(pf +mi) Py +(p; +my)0,
+m> PP, +mPQ, +myQP, +my0,0,

dir. R;,,R;, ve R, ifadeleri yeniden diizenlenirse

R3’1:czol+p1 +prO, + (Pl +m P +my Q) P, +(p3 +mi P +myn0)0,,
2 = (ay + p)I +(py +m) B+ (py +my))0,
+((pl +mH+m B +my Q)P +((ps +mi) +mi P +myQ)0,,
R33:(a0+p2)l+(pl+m VP +(py +m)O, +((pi +m3)I
+m P +my 0P, +((p; +mo) +mi P +miQ,)0,

seklini alir. Simdi de, H, =1-P, - Q, =1 — A; olmak iizere,



R3,1 = R2,1H2 + R22,2Pz + R22,3Q27
R3,2 = R2,4H2 + Rz,spz + R2,6Q2’
R3,3 = R2,7H2 + R2,8P2 + R2,9Q2»

olur. Burada da

R,, =ay + pF+ p,0,.

Ry, =(ay+ p)I +(py +m)B +(ps +my)0,,

Ry =(a,+ p) +(py +mi3) B+ (p3y +my3)0,,

R,y = (ay+ p)I+(py +m)) B +(py +m5)0,

Ry =(ay+p; + pi +mi) ]+ (p)+my; +mi )P +(p, +myy +m;)0,
Ry =(ay+p} + ps +m) +(py +my +m3) B+ (py +my +my))Q0,,
Ry, =(ay+ p)I+(py +m) B +(py +m33)0,,

Ry = (ay+p3 + pi +m5) +(py +mys +m) B+ (py +my, +my))0,,

3 2 23 1 13 12 1 13 12
R2,9 =(ay+ p; + p; +my) [ +(p; +m; +my)F +(py +my, +my)0

dir. Son olarak, H, =1- P, —Q, =1 - A’ olmak iizere,

_ 2 _
R2,1 =nH +nB+rQ, R2,4 =noH, +1n R +n,0, R2,7 =nhoH, + 1 R +1,0,
Ry, =r H +rsB+1r,0, Rys=nH +n,B+n10, Ryg=nr,H +rF+r,0,
R2,3 =rnH +rR+10, R2,6 =nheH, +1,B + 1,0, R2,9 =nsH, +1,6B + 1,0

olarak elde edilir. Buradaki 7, ,i=1,...,27, katsayilar1 da
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_ . 1 _ 1
n=a,n =a,+t+p, 5 =d,+p,,
_ 2 B 2 1 12 _ 2 1 12
Iy =a,+p, % =a,+p +p +tm,, 1y =a,+p +p,+m,,
_ 2 B 2 1 12 _ 2 1 12
7 =aytpy, Iy =aytp,tptmy, 1, =a,+ p, +p,tmy,,
a4+ P B P | a4
No=0ay T P1> 1 =4y TPy TPty Ky =4y + Py + P, Ty,
_ 3 2 23 _ 3 2 23 ! 13 12
Ty =dyt Py + Pty By =4y + prtpytmyg +ppmyg g
_ 3 2 23 i 13 12
s =dyt py +py +my + p, +m,, +my
_ 3 2 23 _ 3 2 23 1 13 12
Ne =Ayt Pyt Py Ty, 1y =04+ Py + py, +my + py+my +m,,,
_ 3 2 23 i 13 12
g =Gy + Pyt Py + 1y + Dy 1My + 1y,
a4+ g+ 4 e a4+ o +m
o =dyT Pys Iy =0y T Py T Py TMyy, 1y =dy T Py T Py ™My,
_ 3 2 23 _ 3 2 23 1 13 12
Iy =a,+py,+py+my,, ny=a,+p,+p +m, +p +m,+m;,
_ 3 2 23 1 13 12
Ty =ay+ p,+ py +my, +p,+my, +my,
_ 3 2 23 _ 3 2 23 ! 13 12
Iy =ay+ py,+p, +my, Iy =a,+ p, + p, +my, + p, +m;, +m,

_ 3 2 23 1 13 12
Ty =0yt Pyt Dy 1y, + Py + 1y, 11y, (5.11)

seklindedir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda, 7, katsayilari (5.11)” deki gibi ve J,

matrisleri Tablo 5.1 deki gibi olmak tizere, (5.10) lineer bilesimi
27
M=>"rJ, (5.12)
i=1

bi¢iminde elde edilir.
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40

i Ji Ji+9 Ji+18

1 H1H2H3 H1H2])3 H1H2Q3
2 RH,H, RH,P RH,0;
3 Q1H2H3 Q1H2P3 Q1H2Q3
4 H1P2H3 H1P2P3 H1P2Q3
> RRH, RBPR AP0,
6 OnH, OnP, 0RO,
7 H1Q2H3 H1Q2P3 H1Q2Q3
8 RO, RO,P £O,0,
? 00,4, 0O.F 00,0,

J, matrisleri Lermma 5.1’ den dolay1 idempotent ve Lemma 5.2° den dolay1 da

ayriktir.

J, matrisleri H,, P, ve O, matrislerine gore agilip toplandiginda toplamin / oldugu

goriiliir. Ayrica Tablo 5.1° e dikkat edilirse 1., 2. ve 3. siitunlardaki J, matrislerinin

karsilikl olarak ilk iki ¢carpan matrislerinin ayni oldugu ve bu carpanlarin 4. bolimde

verilen J|,...,J, matrisleri oldugu goriliir. Ayrica bu J,,...,J, matrislerinin

toplaminin / oldugu da 4. boliimde verilmisti. Bu matrislere, kisalik olsun diye,

srastyla J; ,...,J, denilirse,

27
DJi=di et Sy gt g+ et

i=1

=(J; 4ot JOH + (I o+ TP+ (T, +..+ )0,

=H,+P+0Q,=1

olur. Yani, J, matrislerinin toplamlarinin / oldugu bu sekilde de gosterilmis olur.
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Simdi, iddia » tane degismeli tripotent matris i¢in dogru olsun. n+1 tanesinden elde
edilen lineer bilesimi ele alinsin. Gosterilmesi gereken iddianin n+1 i¢in de dogru

oldugudur. Bu durumda (5.3) lineer bilesim matrisi M,

n+l n  n+l
M=ad+) (a4 +a, A1)+ DD (b A A, +by A A +b AT 4, +by A2 A7) (5.13)

i=1 j=1 k=2

Jj<k

seklinde olur. (5.13) lineer bilesimi (5.7)’ deki gibi diizenlenirse,

n+l n_ n+l
M =ad+Y (pP+ps0)+ D, Y (m) PR +ms PO +miOF +mb0,0,) (5.14)
i=1 j=1 k=2
Jj<k

olarak elde edilir. Buradan da

n-1 n

M =ayl + ) (PP +pi0)+ D Y (m) BB +mi PO +miO,F +ms0,0,)
i1 =)
k

<

~ .

(5.15)
n n
+(py L+ Y m" B Amy Q)P+ (py T+ Y miy P 4myy Y 0)0,.,
i=1

i=1

yazilabilir. Boylece,

Hn+1 :[_Rl+] _Qnﬂ (516)

olmak {izere, (5.15) lineer bilesimi
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M= Rn+1,lHn+l + Rn+1,2Pn+1 + ‘Rn+l,3 n+l (5.17)
seklini alir. Burada
n n-1 n
R =al+) (pB+p0)+D. > (m{P.P+m PO, +m}Q P, +m,0.0,),
i=1 ;:1 i:z
R,.n=(ay+ p™) I+ [(pl +m" )P +(py +my" 0]
i=1
n-1 n
+. > (m{ PP +m PO, +m)iQ,P, +m}0,0,),
i::l i:z
R,.s=(ay+pyOI+ Y [(pl +my )P+ (ps +myy )0,
i=1
n-1 n ) ) . . (5 1 8)
+ z(mljlkl)j})k +m112kP/Qk +m{1{Qij +m£Q,Qk)
j=1 k=2
j< k

dir.

Dikkat edilirse R n tane tripotent matristen elde edilen (5.8) lineer bilesiminden

n+l,1°

bagka bir sey degildir. R,,,, ve R, ; lineer bilesimleri de bazi katsayilar hari¢ R,

lineer bilesimi ile aymdir. Soyle ki, 7, F, ve O, matrislerinin katsayilart R, lineer

1

bilesiminde sirasiyla a,, p; ve pj iken R,.., lineer bilesiminde bu matrislerin

n+l i(n+1)

katsayilart a,+ p", p +m ve py+m"™, R . lineer bilesiminde ise

n+l i(n+1) i(n+1)

a,+py, p +m) ve pi+my seklindedir. Dolayisiyla hipotez geregi
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R,.,R., VeR

n+1,3

icin birer 3" terimli AIA vardir. Bu AIA’ lar, genelligi

n+l,1°

bozmaksizin,

. 3" 3"
47 Ryn = Z%WJN R,.5= Zq2.3n+,']1 (5.19)

biciminde ifade edilebilir. Buna gore (5.14) lineer bilesimi

H +R_.P._+R

n+l,1 n+l n+1,27 n+l n+l,3=<n+l1

3 ~ 3 ~ 3 ~
= qu JlHn+l +Zq3”+[']an+l +Zq2A3H+1JlQn+1
=1 =1

seklinde yazilabilir. Burada / =1,...,3" olmak iizere

JH, . i=1,..3"
J,={JP,, i=3"+1,..,2-3" (5.20)

JO, ., i=2-3"+1,.,3"

Ve

q,,i=1,..,3"
n =34y, i=3"+1,..,2-3" (5.21)
i=2-3"+1,..,3"

Dz
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dir. (5.20) deki J, matrisleri, Lemma 5.1 den dolay1 idempotent ve Lemma 5.2 den

3"
dolay1 da ayriktir. Ayrica, hipotezden ZJ , =1 oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

I=1

(5.20)’ deki J; matrislerinin toplami ele alinirsa,

oldugu kolaylikla goriiliir.

Buraya kadar tartisilanlarin tamami asagidaki teoremin ispatindan baska bir sey

degildir.

Teorem 5.3. A4,,...,4, matrisleri mxm boyutlu degismeli tripotent matrisler ve M

matrisi 2n° +1 terimli (5.3)’ deki lineer bilesim olsun. Bu durumda, M matrisi igin

3" terimli bir AIA vardir ve bu ayrigim

>
4
Z

(5.22)
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seklindedir. Buradaki 7, katsayilar1 ve J, matrisleri sirasiyla (5.21) ve (5.20) de

verildigi ~ gibidir.  Ayrica, bu J, matrisleri, J'=J, JJ,=J,J, =0,
3"

i#j,i,j=1..,3",ve ZJI. =1, ozelliklerini gercekler. ]

i=1

Boylece 4. boliimde, iki tripotent matrisin lineer bilesimi i¢in ortaya konan esas
sonucun benzeri, herhangi sonlu sayidaki degismeli tripotent matrisin lineer bilesimi
icin genisletilmis oldu. Yani [39] daki problemin bir genellestirilmesi verilmis oldu.
Simdi de 4. bolimde verilen diger sonuglarin genellestirilmis halleri ortaya

koyulacaktir.

Sonug¢ 5.4. M matrisi (5.22)° de verildigi gibi ve ¢, =rank(J,),i=1,2,...,3", olsun.

Bu durumda asagidakiler dogrudur.

a) fi+t,+ o+, =m.
b) Eger J, #0, i=1,2,...,3", ise M matrisinin (5.22)’ deki a¢ilim1 tek tiirliidiir.
C) By lyseens For M matrisinin 6zdegerleri olup
M = Pdiag(rl, .11, .....r, I, )P~
olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir.
d) Eger nr,---r, #0 ise
det(M)=r"r rf

dir .

e) rk(M)=0(nt, +---+0(r,)t,, iz(M)=nt, +-+r,t,
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dir.

f) £>1 tamsay1 olmak tizere
M =i g 4, e,
dir.

g) Eger rr,---r,, #0 ise M tersinirdir ve

M*1=1J1+iJ2+---+iJ3n
4 " Ty

dir.

h) Eger rr, ---r,, =0 ise M matrisinin grup tersi vardir ve

#_ # # #
M =rnJ +nJ,++r,J,

dir. Burada 7, #0 i¢in " = L ver=0i¢in7" =0, i=1,2,..,3", dir.
V.

1

ispat.

a) Teorem 3.1.3° ten bir idempotent matrisin rankinin izine esit oldugu

bilinmektedir. O halde

m=rk(1,)=iz(1,) = iz(J, +-+J ) =iz(J) +-+iz(],)
= rk(J)+-++rk(J,)

=f+-+t,
dir.
3" 3"
b) (5.22)° deki M lineer bilesimi M =Y rJ, ve M=) sJ, olacak bigimde iki

i=1 i=1

tirlii yazilsin. Buradan,
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ir,.Ji = isiJi (5.23)
) )

esitligi elde edilir. (5.23) esitligi, i keyfi olmak tizere, J, matrisi ile ¢arpilirsa J,
matrisleri ayrik oldugundan rJ} =s.J ve idempotent oldugundan r.J, =s,J,
elde edilir. Buradan da (r,—s,)J, =0 olup J, #0, i=1,...,3", kabuliinden dolay1
- =5, elde edilir. i indisi keyfi oldugundan, bu esitlik tiim katsayilar i¢in
gecerlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(5.22)’ deki M matrisi i¢in x # 0 olmak lizere,
(M—-21)x=0 (5.24)

esitligini saglayan A degeri M matrisinin 6zdegeridir. (5.24) esitligi keyfi bir i
indisi i¢in J, matrisi ile carpilirsa, (rJ,—AJ,)x=0 olur. x#0 oldugundan

1

rJ, —AJ; =0 bulunur. Buradan da 7, = A4 elde edilir. Yani 7, skaleri M matrisinin
0zdegeridir Boylece i indisi keyfi oldugundan tiim 7, skalerlerinin M matrisinin

1

0zdegerleri oldugu gosterilmis olur.

J.,i=1,..,3", matrisleri ayrik olduklarindan ayni zamanda degismelidirler.
Dolayisiyla Teorem 2.2.17 geregi J, matrisleri es zamanl kosegenlestirilebilir
oldugu goriiliir. Yani, P~'J,P=A, olacak sekilde tersinir bir P matrisi ve A,
kosegen matrisleri vardir. J, matrisleri idempotent oldugundan A, matrisinin
kosegeni tizerinde rk(J,)=¢ tane 1 vardir, diger kosegen elemanlart 0’ dir.
Ayrica, J, matrisleri ayrik oldugundan A, kosegen matrisleri de ayriktir.

Dolayistyla A, matrislerinin kosegeni tzerindeki 1’ ler ayni konumda

bulunamazlar. Boylece

3" 3" 3"
M = Z rd, :Z r(PAP ") = (Z ;;A,,}PI = Pdiag(r1, ,....17, 1, P,
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elde edilir.

¢) sitkkindan

M = Pdiag(rl,....r,.1, )P (5.25)
oldugu bilinmektedir. (5.25)’ in determinant1 alinirsa,
det(M) = det (Pdiag(rllll s )P") (5.26)
olur. Teorem 2.1.14” ten, (5.26) esitligi
det(M) = det(P)det (a’iag(rllt1 yeees 'E"Ign )) det(P™") (5.27)
seklinde yazilabilir. Sonug 2.1.15” ten (5.27) esitligi ise
det(M) = det(diag (i1, .., 1, )

seklinde elde edilir. Buradan da
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det(M) = det(diag(rlltl gl ))
=7 det(diag(rlltlfl,...,lgnlt ) ))

3,

= det(diag(lqltl_z,...,r A, ))

— phh ., T
- ’/i rz ’gn
olarak bulunur.

e) c)sikkindan M = Pdiag(rl, ,....r,1, )P~ oldugu bilinmektedir. Buradan

rk(M) = rk(Pa’iag(rll,l g Tl )P’l)

— rk(diag(rlltl - ))
=0t +---+8(r, )L,

ve
iZ(M)=iz(nJ, ++r,J., )
:iZ(Iqu)+---+iZ(r3nJ3")
= rliz(Jl)+---+r3niz(J3”)
= rlrk(Jl)+---+r3nrk(J3n)
= Vltl +"'+r},nt3ﬂ
oldugu goriilmektedir.

f) J,i=1,..,3", matrisleri ayrik ve idempotent oldugundan her £>1 tam sayz1s1 i¢in
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k
k_
M —(rlJ1+~--+r3,,J3n)
_ kork k 1k
=nJy +tr,J,

ok k
=nJ, +-+n,J,

seklinde elde edilir.

g) X:lJ1+---+LJ3n olsun. J,, i=1,...,3", matrisleri ayrik idempotent ve
g Ty

toplamlar1 7 oldugu i¢in

1 1
MX:(rIJI+---+r3nJ3n)[—Jl+---+—J3,,]:J1+---+J3" =1

7 ry

XM:{lJI+...+LJ3”](7~1J1+...+]/-3”J3”)=J1+~..+J3ﬂ =]
i By

seklinde elde edilir. Dolayisiyla X = M~ dir. o

Sonu¢ 5.5. M matrisi (5.22) deki gibi olsun. J, #0, i=1,2,...,3", olmak iizere

asagidakiler dogrudur.

a) M involutiftir ancak ve ancak r, e {-L1}, i=1,2,...,3", dir. Ayrica, bu durumda

(5.22) lineer bilesiminden 2°" tane involutif matris elde edilebilir.

b) M idempotenttir ancak ve ancak r, €{0,1}, i=1,2,...,3", dir. Ayrica, bu durumda

(5.22) lineer bilesiminden 2°" tane idempotent matris elde edilebilir.

c) M tripotenttir ancak ve ancak r, € {-1,0,1}, i =1,2,...,3", dir. Ayrica, bu durumda

(5.22) lineer bilesiminden 3 tane tripotent matris elde edilebilir.
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Ispat. Teorem 5.3” ten ve Sonug 5.4’ ten kolaylikla goriiliir ki, M involutiftir ancak
ve ancak

M? =i J 4w, =J 4t d, =1

dir. J,#0,i=12,..,3", kosulu altinda 7’ :---:r;” =1 olur. Buradan da

re{-11}, i=12,..,3", oldugu goriiliir. Boylece, bu nicelikler ile 2¥ tane involutif

matris {iretilebilir. Ayrica, M idempotenttir ancak ve ancak

dir. J,#0,i=12,...,9, kosulu altinda rf:rl,---,rﬁ,:zgn olur. Buradan da

re{0,1}, i=1,2,...,3", oldugu goriilir. Boylece bu nicelikler ile 2" tane idempotent

matris tiretilebilir. Son olarak M tripotenttir ancak ve ancak

M :1”13Jl+~~-+r33nJ3n =nJi++r,J, =M

3

dir. J,#0,i=1,2,..,3", kosulu altinda rf:rl,---,r;,, =r, olur. Buradan da

re{-1,0,1}, i=1,2,...,3", oldugu goriliir. Boylece bu nicelikler ile 3" tane

tripotent matris tiretilebilir. m

Simdi de (5.3)’ {in bir 6zel hali olan
M =Y a4, (5.28)
i=1

lineer bilesimi ele almsin. (5.28) lineer bilesiminin AIA” 1
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M=>"sJ, (5.29)

seklinde olup (5.29) ifadesindeki J, matrisleri (5.22) ifadesindekiler ile ayni
matrislerdir. Fakat (5.29) ifadesindeki toplamin J, ile basladigina dikkat
edilmelidir. s, katsayilar1 ise 7 skalerlerinden biraz farkhidir Soyle ki s,
katsayilarinda a, ve m/,:k, Lle{l,2},j=1..,n-1, k=2,.,n j<k, skalerleri

sifirdir.

Sonug 5.6. M matrisi (5.29)° da verildigi gibi ve ¢, =rank(J,),i=1,2,...,3", olsun.

Bu durumda asagidakiler dogrudur.

a) Eger J, #0, i=2,..,3", ise M matrisinin (5.29)’ daki agilimu tektir.
b) 0,5,,..., 5, M matrisinin 6zdegerleridir ve

M = Pdiag(01, ,s,1, ,...,s,.1, )P~!

olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir.

¢) Eger J =0ves s, #0 ise

det(M)= s -5

3

dir.

d) rk(M)=05(sy)t, +---+0(s,)t, dir.
e) k bir pozitif tamsay1 olmak iizere,

Kk k k k
M =sJ,+s3J5++5,J,,
dir.

f) Eger J =0ves, s, #0 ise M matrisi tersinir olup

o1 1 1
M =—J,+—J++—J,

S, s, Sy
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dir.

g) Eger s,---s,, =0 ise, M matrisinin grup tersi vardir ve

#_ # #
M =s,J,+s3J;++5,J,,

dir. Burada s, # 0 igin s/ _1 ves,=0i¢ins/ =0, i=2,3,..,3" dir.
S

1

Ispat. Sonug 5.4” {in ispatina benzer sekilde yapilir. O

P, O, ve H, matrislerinin tanim1 ve J,’ lerin insas1 dikkate alindiginda asagidaki

sonug kolaylikla elde edilir.

Sonug¢ 5.7. M, (5.3)’ de verildigi gibi ve n,, n, <n olacak sekilde pozitif tamsayilar

olsun. Eger (5.3) lineer bilesimindeki 4,, i =1,...,n, matrislerinden

a) n, tanesi involutif ise, (5.3) lineer bilesimi 2n° +1—n,(1+2(n—1)- il _1) ve
(5.22) AIA’ 1 273",
b) n, tanesi idempotent ise, (5.3) lineer bilesimi 2n° +1—n,(1+2(n—1)— el l) ve

(5.22) AIA> 1 2m3"™",
¢) n, tanesi involutif ve n, tanesi idempotent ise, (5.3) lineer bilesimi

n n,

_1) ve (5.22) AIA’ 1

2n* +1=n(1+2(n—1)— 5

-1
)—n,(1+2(n—-1)—
2
2t 3m=m=n terimlidir.
Teorem 5.8. Teorem 5.3° de verilen M matrisinin AIA’ mdan elde edilen

J,i=1..,3", matrislerinin sifirdan farkli olanlarinin sayis1 M matrisinin

mertebesini gegemez.
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Ispat. J,i=1,.,3", matrisleri J'=J,JJ, =JJ, =0,i#j,i,j=1..,3", ve

3’1
ZJ,- =/ ozelliklerini saglamaktadir. Ayrica J,,i=1,...,3", matrisleri degismeli

i=1
olduklarindan, es zamanli kosegenlestirilebilirler. O halde J, = PA.P,i=1,..,3",

olacak sekilde bir P tersinir matrisi ve A, kdsegen matrisleri vardir. Buradan

i=1 i=1

32.4 = iPAiP’I =P (i A,}Pl =1,
i=1

3”
olur. Buradan da ZAi =/ elde edilir. J,i=1,..,3", matrisleri idempotent
i=1

n

oldugundan A,,i=1,...,3", kosegen matrislerinin kosegeni iizerinde 1 ve 0’ lar
bulunur. Ayrica J,,i=1,...,3", matrisleri ayrik olduklarindan, A, i=1...,3",
kosegen matrislerinin kosegenleri tizerindeki 1’ ler ayn1 konumda bulunamazlar. Bu

Ozellikte yazilabilecek matris sayisi en fazla M matrisinin mertebesi kadardir. O
5.3 Ayrik idempotent Ayrisimi Elde Etmek I¢in Bir Algoritma

Bu boliimiin iki amaci vardir. Birincisi J; matrislerini ve bu matrislere karsilik
gelen 7, katsayilarmi belirlemek ve ikincisi ise AIA’ 1 elde etmek igin bir algoritma

vermektir.
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5.3.1 J, Matrislerinin ve 7; Skalerlerinin Belirlenmesi

Bu kisima J, i=1,..,3", matrislerinin ¢arpanlarinin, yani P, O, ve H,

matrislerinin, sirasin1 ve dolayisiyla J;, matrislerini belirleyen iki yontem vererek

baslayalim.

I. Yontem: Bu yontemde J, matrislerinin indisleri kullanilmaktadir. Soyle ki; ilk
once asagidaki algoritma ile i indisi igin bir (k,k,,...,k ) swall »’ i

tanimlanmaktadir;

i :knB"’1 +q,
:k 3n—2
ql . n-1 +q2 (530)
q,,=k3+k.
Sonra, (k;,k,,...,k,) sirali n’ lisi kullanilarak K, j =1,...,n, matrisleri
H, k=1 H,, k=0
K =B, k=2 ve K, = Pj,kal,j:2,...,n (5.31)
Q]a k1:3 Qj’ kj:2

seklinde belirlenir. Buradan da

J=KK,K, (5.32)
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olarak elde edilir. Ancak dikkat edilmesi gereken bir durum vardir. Soyle ki, (5.30)
algoritmas1 “kalanlara” bagli oldugundan ve son adima kadar devam etmesi
gerektiginden, eger “boliinen” 3’ iin herhangi bir kuvvetine kalansiz boliiniirse

“boliim” 1 azaltilarak algoritmaya devam edilmelidir. Ornegin, n=4 durumunda =81

icin "81=3-3"+0" yerine "81=2-3’+27" yazilmalidur.

. yontem, J, matrislerini tek tek veren uzun bir yontemdir. Bu nedenle, tim J,

matrislerinin bilesenlerinin sirasin1 ayn1 anda belirleyen asagidaki yontem

kullanilabilir.

II. Yontem: Bu yontem, AIA’ 1 elde edilecek lineer bilesimdeki tripotent matrislerin

sayist ile iligkilidir. Soyle ki; bu say1 » olmak {izere, »=1 durumu i¢in

J1:H1»J2:Pv J3:Q1 (5.33)

dir. »=2 durumunda, Jl.*, i=1,...,9, matrisleri (karisiklik olmamasi adina J,-* ile
gosterilmistir), (5.33)” deki J,, J, veJ; matrisleri kullanilarak belirlenmektedir.
Soyle ki, J,, J, veJ; matrislerinin her birinin sirastyla H,, P, ve O, matrisleri ile

carpilmasiyla

J::JlezHlea J::lez:H1Pza J;:J1Q2:H1Q2,
J;:*Jsz:Ple’ J;:J21)2:Plpz’ J;:J2Q2:PlQ2’ (5.34)
J;=J3H2=Q1H2, J;:J3Pz:Q1P2’ J::J3Q2:Q1Q2

seklinde elde edilir. Ayn1 yontemle »=3 durumundaki J,, i=1,...,27, matrisleri de

(5.34) deki J;, i=1,...,9, matrisleri kullanilarak Tablo 5.2 deki gibi elde edilir.
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~.

J,

1

J

i+9

Ji+18

O© 0 9 N N bk~ W N~

J H,=HH,H,
J,H,=PH,H,
J H, =QH,H,
J:H3 =H PH,
J:H3 =FhPH,
JoH, = QP H,
JoH, = HQ H,
J;Hs =F0O,H,
J;H3 :Q1Q2H3

JP,= H,H,P,
J,P, = H,H,P,
J,P,=H H,P,
J,P,=H,H,P,
JP, =H,H,P,
J.P,=H H,P,
J,P, = H H,P,
JyP,=H H,P,
J,P, = H,H,P,

J,0, = H,H,0,
J,0, = H,H,0,
J,0, = H,H,0,
J:Q3 = H1H2Q3
Js*Q3 = H1H2Q3
J,0, = H H,0,
J;0, = H,H,0,
J50, = HH,0,
Jy0, = H,H,0,

Sonug olarak, bu yontemle devam edilirse, her n (»>3) i¢in J,, i =1,...,3", matrisleri

kolaylikla bulunabilir.

Simdi de J, matrislerinin 7 katsayilarini belirleme problemi ele alinsin. 7 skalerleri
ile J, ' lerin ¢arpan matrisleri, yani P, O, ve H, matrisleri, arasinda kuvvetli bir
iliski vardir. Soyle ki, g, tim 7, skalerlerinde bulunur ve ilave katsayilar, p’/ ve

éz, J, matrislerinin ¢arpanlarina gore degisir. M, i¢in herhangi bir ilave katsay1

m
yazilmiyor iken, P ve O, i¢in yazilmaktadir. Bu ilave katsayilar1 belirlemek i¢in,
once J, matrisinin son c¢arpanindan baslamak kosuluyla P ve O, matrislerinin
katsayilari, yani p’ ve pz, yazilir ve sonra da bu yazilan katsayilar ikiser ikiser
kullanilarak P, ve Q,'lerin karsilikli ¢arpimlarinin katsayilari, yani méz katsayilari,
yazilir. Oregin 7 =a, + pZ +pl+ mé';; j.ke{l,2} seklinde elde edilir. Bu 7

katsayilarini belirleme yontemi asagidaki sekilde formiillestirilebilir:

P, ve O, matrisleri i¢in, sirasiyla,
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(1)) ve (2,)) (5.35)

siral ikililerini atayalim. S, kiimesi, J, matrisindeki P, ve Q; matrisleri i¢in atanan

(5.35)’ deki sirali ikililerin indis kiimesi olsun. Bu durumda tiim J, matrislerinin 7,

katsayilari

ro=a,+ Z pl+ Z m’; (5.36)

ap
(a,))ES; (a.,))(B,k)eS;
Jj<k

formiilii ile bulunabilir.

Bu kismi, anlatilan yontem ve formiiller ile ilgili iki 6rnek vererek sonlandiralim.
n=3 durumu i¢in, J,, ve J,, matrisleri 1. Yontem ile J,, = H,Q,P, ve J,, =Q,P0,
olarak  bulunur. Bu matrislerin  katsayilarn da  (5.36) formiili ile

e =a,+ P, +ps+m3 ve 1, =a,+ ps+ p} + py+my +my, +m]; olarak hesaplanir.
5.3.2 Algoritma

Degismeli tripotent matrislerin lineer bilesimlerinin AIA’ 1 asagida verilen algoritma

ile elde edilir:
1. Adim. P, ve O, matrislerini (5.5) esitligine gore ve H, matrislerini (5.16)
esitligine gore hesaplayin.

2. Adim. J, matrislerini I. Yontem’ i1 veya II. Yontem’ 1 kullanarak

hesaplayn.
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3. Adm. p, pi, m/\, mly, mli, m) Kkatsayilarim (5.9) esitligine gore

hesaplayn.

4. Adim. 7, skalerlerini (5.36) formiiliine gore hesaplayin.

5. Adim. Her r, katsayisini, ona karsilik gelen J, matrisi ile ¢arpin.

5.4 Sayisal Ornekler

Calisma, elde edilen sonuclar1 agiklamak amaciyla iki sayisal oOrnek ile
sonlandirilmaktadir. Ornekler n=4 ve n=>5 durumlari igin verilmistir. Herhangi bir
n>5 tamsayisi i¢in de ornekler verilebilecegi, burada verilmekte olan 6rneklere dair
ekte sunulan program c¢iktilarindan, goriilmektedir. Hesaplamalarda Mathematica

paket programi kullanilmaktadir.

-1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0
N 0 -1 0 O 1 2 1 1
Ornek 5.9. A= , 4, = ve
0 1 0 O -1 -2 -1 -1
0 0 0 -1 1 1 1 0
0 1 1 0
0 1 0 O
4, =
0 -2 -1 0
1 1 1 1

matrisleri Af =4, A4, = 4,4,

A, i# ], 0, j=1,2,3 esitliklerini saglayan matrislerdir.

Yani bu matrisler Teorem 5.3’ iin kosullarin1 gergeklemektedir. Bu matrisler i¢in,

ornegin,
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M =254+ A, ~TA +174,+34, A, ~SAA> +104 A, +15A A7 + 4424, — A2 A2

-1 =5 -1 -l (5.37)

lineer bilesim matrisi ele alinsin. Algoritma, (5.37) lineer bilesimine uygulanirsa, J,

matrisleri

1 1 1 0 O 0 0 O
0O 0 0 O -1 -1 -1 -1
Jo= > Jip = >
0O 0 0 O 1 1 1 1
-1 -1 -1 0 1 1 1 1
0 0 0 O 0 -1 -1 0
1 2 1 1 0O 0 0 O
J15 = > J19 =
-1 -2 -1 -1 0 1 1 O
0 0 0 O 0O 0 0 O

ve J, =0, i#9,12,15,19, i =1,2,...,27, olarak ve bu J, matrislerinin 7, katsayilar1 da

1n=0,r=25r=-25r=-6,r=171r,=-29,rn=-8, =9, r,=-25,

Ho =17, n, =67, r, =-3, i3 =14, n, =62, s =—4, N =12, Ut =54, Ut =0,

he =—17, v,y ==17, r,, =47, r,, =-29, r,, =-30, r,, =56, r,, =30, r,, =38,
1, ==52

olarak elde edilir. Boylece (5.37) lineer bilesiminin AIA” 1



61

=25 -8 -8 0

-1 =5 -1 -1
M =rJy+n,J, +hsJ s+ 0y = 1 —12 -16 1 (5.38)

22 22 22 3

seklinde bulunmus olur. Bundan baska, (5.38) AIA’ 1 dikkate alindiginda
asagidakiler, Sonug 5.4° ten kolaylikla elde edilir:

1, i=9,12,15,19 o
i =1,...,27, olup toplamlart M matrisinin

o rk(J)= i
0, i#9,12,15,19

mertebesine esittir.

o Jy, Jpy, Jis, Jig 20 oldugundan, M matrisinin 6zdegerleri 7, =25, 1, =3,
ns=—4 ve r,=-17 dir. Ayrica M = Pdiag(-251,,-31,,—41,,-171,)P"'
olacak sekilde bir tersinir P matrisi vardir.

o det(M)=(-25)"(-3)'(-4)'(~17)' =5100 dr.

o iz(M)=(-25+(-3)+(-4)+(-17)=—-49 dur.

o M'= (_25)k Jo+ (_3)k Ji +(_4)kJ15 +(_17)k J9

(-25)F (~25)K —(—17)k (=25)K ~(-17)k 0
_| e F e 3)f O A GO L o
A L ) LR ) A O ) L G L G b DL O R O 4
B 29F (25 (3 (25 (-3)F

dir.
o M =(=25)"J, +(=3)" T, +(=4) " +(=17) ",

88y
25 425 425
1 S T

2 6 12 12
11 29 1

12 102 204 12
2 2 2 1

7575 75 3

dir.
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[0 -2 0 2 -1 [0 -2 0 2 -1
-1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0

Ornek 510. 4={0 0 0 O O, 4=/0 0 0 0 O ve
0 0 0 -1 0 0 0 0 0
i 0 0 2 | i 0 0 0 0|

[0 2 0 2 -1]

-1 0 1 0 0

4=(0 0 -1 0 0

0 0 0 -1 0

10 -2 2 0]

matrisleri karsilikli olarak degismeli ve tripotent matrislerdir. Yani Teorem 5.3’ iin

kosullar1 gerceklenmektedir. Bu matrisler i¢in, 6rnegin,

M =21-24-44,-34; +17A4,+24A4; +34 A, +8A A +4A7A, +12A4° 4]
+ A A, —3AA+1SATA, — A A7 + 6AT A, — 254, A:

14 -74 0 -74 -37]

-37 26 -7 24 12

=0 0 9 0 0

0O 0 0 0 0

|37 24 14 -20 -10

(5.39)

lineer bilesim matrisi ele alinsin. Algoritma, (5.39) lineer bilesimine uygulanirsa J,

matrisleri

_ ) 1/ 1 1/
00 0 0 0 3 I A
0 -1 1 -1 =2 oo Y

J=(0 0 0 0 O0LJu= 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0O 2 -2 4 2 1 1
L ] A -1 0 -1 —A_
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0 0 0 0 0] 0 0 0 0 O]
00 -1 00 000 0 0
Jo=|0 0 1 0 0f,J,=/0 0 0 0 0,
00 0 00 000 1 0
00 2 0 0] 0 0 0 -2 0]
o U
41015
1 1
41014
Jy=l0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0
1/ _ 1 1
-V -0 -1 =Y

ve J,=0,i#1,14,19,21,27, i=2,...,26, olarak ve bu J, matrislerinin r, katsayilar
da

n=21n=0,rn=4r=-5r=20,1r=2,r=3,1r=14, r, =8,

h,=43, 1, =54, 1,=62, n,=13, , =51, , =37, r,, =29, r,, =53, r, =51,
he =9, 1,=-12, 1, =0, r,, ==33, 1,, =27, r,, =37, 1,y =17, r,, =25,
r, =—23

olarak elde edilir. Boylece (5.39) lineer bilesiminin AIA’ 1

14 -74 0 -74 -37]
=37 26 -7 24 12
M =rJ, +n,J +rgJ g +1Jy +15J ;=] 0 0 9 0 0
0O 0 0 0 0
37 24 14 —20 -10](5.40)
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seklinde bulunmus olur. Ayrica (5.40) AIA’ 1 dikkate alindiginda asagidakiler Sonug
5.6’ dan kolaylikla elde edilir:

1, i=1,14,19,21,27 .
j=2,...,26, olup toplamlari M matrisinin

L] Vk(Jl): s 1
0, i#1,14,19,21,27

mertebesine esittir.

o J.,Jiu Ji o155 #0 oldugundan M matrisinin 6zdegerleri r, =2, 1, =51,
he=9, 1, =0, r, ==23 dir. Ayrica M = Pdiag(21,,511,,91,,01,,-231,)P""'
olacak sekilde bir tersinir P matrisi vardir.

e 17, =0 oldugundan det(M)=0 dir.

o iz(M)=2+51+9+0+(-23)=39 d.

o M =27 +51°J,+9°J,, +0"J, +(-23)"J,,

- ) -
(’23>K+51% (-23)k 51k 0 (-23)F —51F (’23)4—51%

k k
(723){_51% (o3 stk ok ok_ob  (Lank_sik ok (—23)K+51%+2k+l
0 0 ok 0 0

0 0 0 0 0
k/ (ca3yk k+l k ok k okl ok+l k ok k42 (<23)F k
5147 G 28T (23 51F 2972 A ) U S L S ) 7514

dir.

® 1NN Ty Ty, =0 oldugundan, M matrisinin tersi yoktur. Grup tersi ise

M =270 451", +97J,, +0J,, +(-23)"J,,

S8 8
25 425 425
1 S T

12 6 12 12
1 11 29 1
12102 204 12
22 22 22 1

75 75 75 3

dir.



BOLUM 6. TARTISMA VE ONERILER

Bolum 1’ de, matrislerin tarihsel gelisiminden ve uygulama alanlarindan biraz s6z
edildi. Ayrica c¢alismada ele alinan tripotent ve idempotent matrisler ve lineer
birlesimleri hakkinda da kisa bir literatiir bilgisi verildi. Calismada elde edilen
sonuglar ile, bu o6zel tipli matrislerin diger bilim alanlarindaki uygulamalar

arasindaki iligki vurgulandi.

Calisma boyunca kullanilan bazi temel tanim ve ispatsiz olarak verilen 6zellikler
Bolim 2’ de verildi. Sonra ki boliimde, idempotent ve tripotent matrislerin 6zellikleri

ayrintili olarak incelendi.

Bolim 4’ te, ¢calismada ki esas sonuglarin elde edilmesine yol gosteren, literatiirdeki
bir ¢alisma detayli olarak incelendi [39]. O calismada A4 ve B degismeli tripotent

matrisler olmak {izere, bu matrisler ve carpimlarindan elde edilen

M =a)l +aA+a,A> +bB+b,B*> +c, AB+c,AB* +c, A’B+c,A’B*,  (6.1)

lineer bilesim i¢in dokuz terimli bir AIA verilmis ve bu AIA kullanilarak M lineer
bilesim matrisinin ranki, izi, determinanti, tersi, grup tersi, idempotentligi,

involutifligi ve tripotentligi ile ilgili sonuglar verilmisti.

Esas sonuglarm verildigi boliim ise 5. bolimdiir. Bu bdliimde, 4,,...,4, degismeli

tripotent matrisler olmak tizere,
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n n-1 n

M=ad+) (a4 +a,A)+ DD (b A, A, +by A, A +bl{ A7 4, +bj A2 A7), (6.2)
i=1 j=1 k=2

Jj<k

lineer bilesimi i¢in 3" terimli bir AIA verildi. Bu ana sonuca bagl olarak bazi 6nemli
sonuglar da ortaya konuldu. Gerek esas teorem gerekse esas teoremin sonuglari [39]

da verilen ana teorem ve sonuglarin bir genellestirilmesidir.

Calismanin uygulanabilirligi bakimindan 6nem arz eden, her sonlu sayidaki
degismeli tripotent matrisin lineer bilesiminin AIA’ m1 kolayca elde edilmesine
olanak saglayan bir algoritma da ortaya konuldu. Bunlardan baska aciklayict olmasi

amactyla sayisal ornekler verildi.

Calismada elde edilen esas sonuglarin, 6zdeger, 6zvektor ve kosegenlestirme gibi
kavramlar kullanilmadan, sadece idempotent ve tripotent matrisler tizerinde toplama,
carpma ve skalerle carpma islemleri kullanilarak elde edildigine dikkat edilmelidir.
Dolayisiyla, burada elde edilen sonuglarin benzerleri, kolaylikla cesitli halkalardaki
karsilikli olarak degismeli tripotent elemanlar veya Hilbert uzayindaki karsilikli

olarak degismeli tripotent operatorler i¢in de elde edilebilir [39].

Rabanovich her kare matrisin ii¢ idempotent matrisin lineer bilesimi olarak ifade
edilebildigini gostermistir [34]. Bir idempotent matrisin ayni zamanda tripotent
oldugu, ancak tersinin her zaman dogru olmadigi dikkate alinirsa, bu caligsmada
degismeli tripotent matrislerin lineer bilesimleri icin ele aliman problem, sadece
degismeli kare matrislerin lineer bilesimleri i¢inde ele alinabilecegi ve benzer

sonuglarin ortaya konulabilecegi diistiniilmektedir.
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EKLER

Ek A. Ornek 5.9’ un Program ve Ciktisi

m=4; (*matrislerin boyutu¥*)
n=3; (*matrislerin sayisi*)
In=IdentityMatrix[m]; (*m mertebeli birim matris¥*)

Zn=Table[0, {i, m}, {j, m}]; (*m mertebeli sifir
matrisi*)

(*A; matrislerini gir*)

A={{-1,-1,-1,0}, {(0,-1,0,0}, {0,1,0,0}, {0,0,0,-1}}
A,={{-1,-1,-1,0}, {(1,2,1,1}, {-1,-2,-1,-1}, {1,1,1,0}}
As={{0,1,1,0}, {0,1,0,0}, {0,-2,-1,0}, {1,1,1,1}}
(*matrislerin katsayilarini girin¥*)
2=0;a1,1=25;a2,1=0;a1,,=1;a2,2=-7;a1,3=17;a,,3=0;
b1,1,1,2=3:b1,2,1,2=-5:02,1,1,2=0:02,2,1,2=0;b1,1,1,3=10;b1,2,1,3=0;
b2,1,1,3=15;02,2,1,3=0:;b1,1,2,3=0:01,2,2,3=0;b2,1,2,3=4:02,2,2,3=-1;

(*M lineer bilesim matrisini hesapla¥*)

M =zI, + ) (a,B +a,ARA)+
i=1

1,171 2,171

n-1 n
> > ©,.,AA +b, AAA +Db,  AAA +b,, AAAAY)

2,2,3, k" 37 37k Tk
3=1 k=3+1
Print [“M=", MatrixForm[M]];
(*p, ve m), katsayilarini hesapla*)

For[i=1l, i £ n, i++,



P, i=ai,itaz,is Print[StringForm[“pﬂ”, 1,11, pi1,il7

Py, i=-ai,itaz,is Print [StringForm[“p..”, 2,1i], P2,il;
17
For[j=1, 7 £n -1, j++
For[k=j+1, k < n, k++

+ b + b + Db

My = Orpse 1,2,3,k 2,1,9,k 2,23,k 7

Print [ToString[StringForm([“m,...=",1,1,73,k]], m

L1k 7
My o5k = _kﬁﬁdx + bLZLk - szmk + bzzmk;

Print[ToString[StringForm[“mSSZ",1,2,j,k]], m

L2k 7
My = _bLLLk - bLZLk + bZLLk + bzzmk'

Print[ToString[StringForm[“m””=”,2,1,j,k]], m

21,50 17

=D - Db

Mook = P15

+ b

1,25k szmk 2,2,3,k

Print [ToString[StringForm([“m....=",2,2,3,k]]1, My, 7
17

(*Pi, Qi ve H; matrislerini hesapla*)

[N [ [N

Print[StringForm[“R, = ,Q, = ,H, =7,

i, MatrixForm[P;], 1, MatrixForm[Q;], i,
MatrixForm[H;]]1;
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17

(*J; matrislerinin carpanlarinin sirasinin belirlenmesi
ve J; matrislerinin hesaplanmasi*)

For[i=1l, i < 3", 1i++
i2=1;
(*(k1, ko, ..y kn)sirall n’ lisini belirle™)
For[j=n, 3>1, j--,
ky=Floor[i2/37(3-1))1;
rm=Mod[i2, (3" (j-1))1;
If[rm==0, ks—--;

rm=3"(§-1)

(*(k1,kz,.., kp)siralls n’” lisini kullanarak J;

matrislerinin

carpanlarinin sirasinl belirle ve J; matrislerini

hesapla*)
Iflky==1,3J;=H;; strJ="H{"];
Iflki==2,3:;=P1; strd="P1"];
If[ky==3,7J:=Q1; strd="01"1;
For[t=2, t < n, t++,
If[ke==0, J;=J;H;

strJ=StringJoin[strJ, ToString[StringForm[“H, ",
ToString[t]]]]

If[ke==0, J1=J:P¢;



strJ=StringJoin[strJ, ToString[StringForm[“PE,Kk”,
ToString[t]]]]

If[ke==0, Ji=J:i0Q¢;

”

strJ=StringJoin[strJ, ToString[StringForm[“Q.. ",
ToString[t]]]]

17

Print [StringForm([“J,,=", 1], strd, MatrixForm[Ji]];

List=List[]; (*S; indis kiumesi¥*)

For[t=n, t =2 2, t—
If[ke==1, AppendTol[list, {1,t}]];
If[k¢==2, AppendTo[list, {2,t}11]:;
17
If[k;==2, AppendTo[list, {1,1}11;
If[k;==3, AppendTo[list, {2,1}11;
sR2;=ToString[StringForm[“a..”, “0"11];
sRi=ToStirng[z];
Subscriptlr, il=z;
If[list!={},
Do [
as=Part[e, 1];
us=Part[e, 2];

”

sR2;=StringJoin[sR2;, “+”,ToString[StringForm[“p..

as, uslll];

sRij=ToStirng[StringJoin[sR;, “+”,ToString[p%NS]]];

Subscript([r,i]= Subscript([r,i]+ p,, .. (*pi*)

4
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, {e, list}
17
For[im=1, im<Part[Dimensions[list], 1], jm++,
For[jm=im+1l, jm<Part[Dimensions[list], 1], jm++,
al=Part[list, im];
bl=Part[list, jm];
a=Part[al, 11;
b=Partlal, 2];
c=Part[bl, 1];
d=Part[bl, 2];

SR2;= sR2;<>"+”<>ToString[StringForm[“m....”,
c,a,b,dll;

sR;j=ToString[StringJoin[sR;, “+”, ToString[mQ&md]]];

Subscript[r, i]= Subscriptlr, i]l+ m

.
c,a,b,d !

]
17
] (*If list*);
Print[StringForm[“r.,=", 1], sR2;];
Print[StringForm[“r.,=", 1], sRi];
Print[StringForm[“r.=", 1], ril;
l; (*For i¥)
matJ=Zpy;
For[i=1l, 1 £3%n, i++,
matJ=matJ+r;J;;
]

Print [“"M=", MatrixForm[M]];
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Print[“) rJ, =", MatrixForm[matJ]];

M1 12 Z16 1
22 22 22 -3
pi :251p§:_251p§:_6rp§:_81p32171p§:_17'mﬁ = =2
m: = -8 m: =2, m. =8m; =25m, = -25m,; =5 m, = -5
m; =3, mf; = -5 m} =3 m = -5
000 0 1 1 10 0 -1 -1 0
000 0 1 00 0 0 0 0
50000 o100l o1 1 o0
000 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0 0 -1 -1 0
1 11 0 0 0 0 11 -1 -1
2T 2 21 "% T o 0 0 o711 2 2 1
0 0 0 0 1 -1 -1 0 11 1 1
0 0 00 0 -1 -1 0 1 1 1 0
01 00 0 0 0 0 0 0 0 0
STl 100’7001 1 o™ o 0 0 o
11 11 00 0 0 1 -1 -1 0
000 0
000 0
J, = HHH, 000 0 y L = a,rn =01 =0
000 0
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1 1 1 0
0 0 0O 0 ) ) .
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0 0 0 0
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1 1 1 1
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Ji; = HPP 000 0l s =3 +p; +p +myy,
O 0 0 O
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J,, = BPPE 00 0 O,r14—a0+p1+p1+pl+m11+m
O 0 0 O
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17

13
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12
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o O O O
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3 1
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O O O O

00
0 O
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o O O O

=0+ 17 + 25 + =25, 1,, = —17



J25

J26
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0O 0 0 O
0O 0 0 O : Ny s
= QHQ, 000 ol L, =3 tp, + p, + my,
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O 0 0 O
O 0 0 O s ) .3
= H PO, 000 0l L, =3 +p, +p; +m,,
O 0 0 O
=0+ -17+ -6+ 51, = —-28
0 0 0 O
0 0 0 O
= PPQ, r Ly = a4, + p; + pi + pi + mi; + mg + mil
0 0 0 0
0 0 0 O
=0+-17+ -6+25+ -5+ -25+ —-2,,, = —30
0O 0 0 O
O 0 0 O
= QB0 r L, = a4, t pg + pi + pé + mi; + mii + mi'
O 0 0 O
O 0 0 O
=0+-17+ -6+ -254+4-54+-5+2,, = —-56
0 0 0 O
0000 3 2 23
= H,0,0, 000 ol Ly = 3, + p, + p, + m,,
0O 0 0 O
=0+ -17+ -8+ -5 r,, = =30
O 0 0 O
O 0 0 O
= P0O,0Q, rLe = 8y + pg + pg + pi + mg; + mig + migl
O 0 0 O
O 0 0 O

=0+ -17+ -8+ 25+ -5+ —25+ -8, r,, = —38
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Ek B. Ornek 5.10° un Program ve Ciktisi

m=5; (*matrislerin boyutu¥*)
n=3; (*matrislerin sayisi*)
Iy=IdentityMatrix[m]; (*m mertebeli birim matris*)

Zn=Table[0, {i, m}, {j, m}]; (*m mertebeli sifir
matrisi*)

(*A; matrislerini gir*)

Alz{{O,—2,0,—2,—1},{—l,0,0,0,0},{0,0,0,0,0},{0,0,0,—l,O},
{1,0,0,2,0}}

A2:{{OI_2IOI_2I_1}I{_lIOIOIOIO}I{OIOIO/O/O}/{OIOIOIOIO}I
{1,0,0,0,0}}

A3={{OI_2IOI_21_1}I{_llorlroro}r{0101_11010}1{010101_
110}1 {1101_21210}}

(*matrislerin katsayilarini girin¥*)
Z=2;a1,1=-2;az,1=0;a1,2=-4;az,2=-37a1,3=17;a2,3=24;
b1,1,1,2=3:b1,2,1,2=8:;02,1,1,2=4:02,2,1,2=12;01,1,1,3=1:b1,2,1,3=-37
b2,1,1,3=15;b2,2,1,3=0;01,1,2,3=0;b1,2,2,3=-4:b2,1,2,3=6:b2,2,2,3=—25;

(*M lineer bilesim matrisini hesapla*)

1,171 2,17 1%

M =zI + Y (a A +a,,AR)+
i=1

n-1 n
> > o,.,AA +Db, AAA +Db, AAA +b,, AAAAY)

3 /3 k7737 kT Tk 2,1,3, k773713 %k 2,2,3,k7737 737k k.
=1 k=j+1

Print [“M=", MatrixForm[M]];
(*p, ve m,, katsayilarini hesapla*)

For[i=1l, i £ n, i++,

”

P, ,i=ai,itaz,is Print[StringForm[“p” , 1,11, pa,il1:

”

Py, i=-ai,itaz,is Print[StringForm[“p” y 2,11, p2,1l1:

1;
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For[j=1l, 3 £n-1, Jj++
For[k=j+1, k < n, k++

mlyl,jlk = bl,l,jrk + bl,Z,jrk + b2,1,j,k + b2,2,j,k’.

Print [ToString[StringForm([“m....="”,1,1,3,k]1, m 17
My o5k = _bl,l,j,k + bl,Z,j,k - bZ,l,j,k + b2,2,j,k;
Print [ToString[StringForm[™ m::::=", 1,2,3,k11, M,y 1;
My1,5% = _bl,l,j,k - bl,Z,j,k + b2,l,j,k + b2,2,j,k;

Print [ToString[StringForm[“m....=",2,1,3,k]], My, 517

Myosx = Prisx = Prase = Posx T Pozsui

Print [ToString[StringForm[“m....=",2,2,7,k]], m,, 17

17

(*Pi, Qi ve H; matrislerini hesapla*)

Print[StringForm([“R, = ,Q., = ,H, =7,

i, MatrixForm[P;], 1, MatrixForm[Qi], i,
MatrixForm[H;]]];

17

(*J; matrislerinin carpanlarinin sirasinin belirlenmesi
ve J; matrislerinin hesaplanmasi*)

For[i=1, 1 < 3", i++



i2=1i;
(*(ki,ky,.., kn)s1iralls n’ lisini belirle¥*)
For[j=n, j>1, j--,
ky=Floor[i2/3"(j-1))1;
rm=Mod [i2, (3" (j-1))1;
If[rm==0, ky--;

rm=3"(j-1)

(*(ki1,ks,...,kn)s1ralls n’ lisini kullanarak J;
matrislerinin

carpanlarinin sirasini belirle ve J; matrislerini
hesapla*)

If[ky==1,J;:=H;; strd="H,"];
I1f[k1==2,J;=P1; strd="P{"];
If[k1==3,Ji=01; strd="01"1];
For[t=2, t £ n, t++,
If[ke==0, Ji=J;H¢;

strJ=StringJoin[strJ, ToString[StringForm[“H, ",
ToString[t]]]]

If[ke==0, J;=J:P¢;

strJ=StringJoin[strdJ, ToString[StringForm[“R,K”,
ToString[t]]]]

If[ke==0, J1=J:0Q¢;



strJ=StringJoin[strJ, ToString[StringForm[“Q,. ",
ToString[t]]]]

17

Print [StringForm[“J,,=", i], strd, MatrixForm[Jil];

List=List[]; (*S; indis kimesi¥*)

For[t=n, t =2 2, t—
If[k¢==1, AppendTo[list, {1,t}11;
If[ke==2, AppendTo[list, {2,t}]];
17
If[k;==2, AppendTol[list, {1,1}]11;
If[ki==3, AppendTo[list, {2,1}11];
sR2;=ToString[StringForm[“a,.”, “0"1];
sRi=ToStirng[z];
Subscriptlr, il=z;
If[list!={},
Do [
as=Part[e, 11;

us=Partle, 2];

sR2;=StringJoin[sR2;, “+”,ToString[StringForm[“p..”,

as, uslll;
sRi=ToStirng[StringJoin[sR;, “+”,ToStringlp, 111’
Subscript[r,i]= Subscript[r,il+ p., .. (*p§*)
, {e, list}

17

For[im=1, im<Part[Dimensions[list], 1], Jjm++,
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For[jm=im+1l, jm<Part[Dimensions[list], 1], jm++,
al=Part[list, im];

bl=Part[list, jm];

a=Partlal, 1];

b=Partlal, 2];

c=Part[bl, 11;

d=Part[bl, 21;

SR2;= sR2;<>"+”<>ToString[StringForm[“m....”,
c,a,b,d]];

sRi=ToString[StringJoin[sR;, “+”, ToString[m,_,,]11]17

Subscript[r, i]= Subscriptlr, i]+ m

.
c,a,b,d !

]
17
] (*If list*);
Print[StringForm[“r,=", 1], sR2i];
Print[StringForm[“r.=", 1], sRil;
Print[StringForm[“r.=", 1], r:i];
17 (FFor 1%)
matJd=Zny;
For[i=1l, 1 £<3%n, i++,
matJ=matJ+r;J;;
]
Print [“M=", MatrixForm[M]];
3
Print[“}Sr}h =", MatrixForm[matJ]];

n
i=1
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14 -74 0 =74 =37
=37 26 =7 24 12
= 0 0 9 0 0
0 0 0 0 0
37 =24 14 -20 -10

=-2,p;, =2,p . =-7,p.=1,p =41,p, =7, m’ =27, m> =13
=5m. =3m; =13, m = -19,m;; =17, m;, = -11, m® = -23,

= =35, m)] = -15,m), = -27
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-1

0

0

J, = HHH,

00 0 00
000 0O

00 0 00
00 0 00

J,

2+ 2, =4

1 f—
or Iy =

a, +p

r =

0 0 0 0O
0 00 0O
00 0 0O

00 0 0O
0 0 0 0O

J; = QHH,

r, =2+ -7, = -5

2
a, + Pis

r L, =

0 00 0O
00 0 0O
00 0 0O
00 0 0O
0 00 0O

J, = HEH,;

2 1 12
1+ P+ myy,
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