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ONSOZ

Tez ¢alismamin her asamasinda engin bilgi ve tecriibeleriyle beni yonlendiren,
destek olan, yardimlarini ve zamanmi hi¢cbir zaman esirgemeyen saygideger
danisman hocam Saym Prof. Dr. Refik KESKIN’e en icten tesekkiirlerimi sunarmm.
Dogdugum giinden itibaren sonsuz sevgi ve sevkatlerini hi¢cbir zaman eksik etmeyen,
bana giivenip her zaman destek olan, beni bugiinlere getiren aileme sonsuz tesekkiir
ederim. Arastrmalarim sirasinda ve her zaman yanimda olan, yardimlariyla beni
yalniz birakmayan, destek olan Mehmet DUMAN’a c¢ok tesekkiir ederim.

Yetismemde emegi gecen biitiin 6gretmenlerim ve Sakarya Universitesi dgretim
iyelerine  tesekkiir ederim. Son olarak da Yiiksek Lisans egitimim boyunca

desteginden dolayr TUBITAK a tesekkiirii bir borg bilirim.
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OZET

Anahtar kelimeler: Diophantine Denklemleri; Pell Denklemleri; Siirekli Kesirler;

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Dizileri.

Bu tez temel olarak dort boliimden ve bu bdliimler de kendi icerisinde alt
boliimlerden olusmustur. Birinci boliimde; oncelikle sayilar teorisi ile ilgili temel

tanimlar ve teoremler verildi. Bu bolimiin ikinci kisiminda da stirekli kesirler

hakkinda bilgi verildi. v/d’ nin siirekli kesir agiliminin nasil elde edilecegi gosterildi.

Ikinci boliimde; Pell denklemleri hakkinda oncelikle kisa bir bilgi verildi. Pell
denklemlerinin temel ¢Oziimiiniin tanim verilerek stirekli kesir yaklasimlari
yardimiyla nasil hesaplanabilecigi iizerinde duruldu. Bulunan temel ¢oziimler ile de
Pell denklemlerinin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerinin nasil elde edilecegi gosterildi.
x? —dy? =1 Pell denkleminin ¢dziimlerini siirekli kesir yaklagimlar1 yardimiyla

hesaplamak i¢in alternatif olarak Bhaskara’nin methodundan bahsedildi.

Ugiincii boliimde; x? — dy? = +4 Pell denklemlerinin temel ¢dziimlerinin nasil elde
edilebilecegi hakkinda bilgi verildi. Ayrica, elde edilen temel ¢oziimler yardimiyla
x? — dy? = +4 Pell denklemlerinin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimlerini elde etmek i¢in

gerekli olan formiiller verildi.

Son olarak dordiincii boliimde; k pozitif tamsayr ve d € {k? + 4,k? + 1} olmak
iizere x2 —dy? =41 ve x? — dy? = +4 Pell denklemlerinin bir ¢dziimii varsa
denklemlerin tiim pozitif tamsay1 c¢oziimleri genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
dizilerinin terimleri ile verildi. Ozel olarak x? — 5y? = +1 ve x? — 5y2 = +4 Pell
denklemlerinin tiim pozitif tamsayr ¢Ozliimleri Fibonacci ve Lucas dizilerinin

terimleri olarak elde edildi.
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PELL EQUATIONS

SUMMARY

Key Words: Diophantine Equations; Pell Equations; Continued Fractions;

Generalized Fibonacci and Lucas Sequences.

This thesis consists of fundamentally four chapters and these chapters consist of
subchapters in itself. In the first chapter, first of all, fundamental definitions and
theorems concerning number theory are given. In the second part of this chapter, the

information about continued fractions is given. Here, how to get the continued

fraction expansion of vd is shown.

In the second chapter, the Pell equations are described briefly. Defininition of the
solution to the Pell equations is given and the fundamental solutions to some Pell
equations are calculated by means of the convergent of continued fraction. All
positive integer solutions to the Pell equations are given by means of fundamental
solutions. In order to calculate the solutions of Pell equation x? —dy? =1 an

alternative method called Bhaskara’s method is used.

In the third chapter, it is given that how the fundamental solution to the equations
x? — dy? = +4 can be obtained. Moreover, the formulas are given to obtain all the
positive integer solution to the equations x2 —dy? = +4 with the help of

fundamental solution.

Finally, in the fourth chapter, if the equations x* — dy* = +4 and x* — dy* = +1
have a solution, then all positive integer solutions of them are given in terms of the
generalized Fibonacci and Lucas sequences when d € {k*+ 4,k*+ 1} and k is a
positive integer. Especially, all positive integer solutions of the equations x? —
5y* = +4 and x? — 5y* = 41 are determined in terms of the Fibonacci and Lucas

sequences.
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BOLUM 1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. Bir reel sayiya esit ya da ondan kiigiik olan en biiyiik tamsayiya o

sayinin tamdegeri denir ve x reel sayisinin tamdegeri [x] ile gosterilir.

Tamm 1.1.2 (Matematiksel Tiimevarim). Dogal sayilarla ilgili bir 6nerme,

n = 1i¢in dogru ise,

n = k i¢in dogru oldugu kabul edildiginde n = k + 1 dogal sayis1 i¢in de dogru
oldugu gosterilebiliyorsa bu Onerme biitiin dogal sayilar i¢in dogrudur. Buna

matematiksel timevarim denir.

Tamm 1.1.3. x # 0, y tamsayilar olsun. y = xz olacak sekilde bir z tamsayis1 varsa
x,y’ yi boler denir ve bu durum x | y ile gosterilir. x,y’ yi bdlmez ise bu durum

x ty ile gosterilir.

Onerme 1.1.4. x, y,a, b ve z tamsayilar olmak tizere
a) x sifirdan farkli tamsayi ise x | 0,
b) 1|xvex]|x,
c) x|yisex|yz,
d) x|yvex|zisex|ya + zb,
e) x|yvey|zisex|z,
f) x|yvey#0ise|x|< |yl
g) x|lyveyl|xisex =1y,
ozellikleri gegerlidir [2].

Tamm 1.1.5. x, y € Z olsun.

a) d|xved|yised’ yex ile y nin bir ortak béleni denir.



b) d,x ile ¥y’ nin bir pozitif ortak bdleni olsun ve x ile y aynmi1 anda sifir
olmasin. Eger x ile y’ nin her z ortak bdleni i¢in z | d ise d ortak
bdlenine, x ile ¥y’ nin en biiylik ortak bdleni denir ve bu d = (x,y)
ile gosterilir.

¢) (x,y) = 1lise x ile y aralarinda asaldir denir [2].

Tamm 1.1.6. Sifirdan farkli bir m tamsayis1 x — y farkini boliiyorsa x, m modiiliine
gore y’ ye denktir (ya da y, m modiline goére x e denktir) denir ve bu
x =y (mod m) seklinde gosterilir. m, x —y farkii bolmiiyorsa x, m modiiliine
gore y’ ye denk degildir (ya da y, m modiiliine gore x e denk degildir) denir ve bu
x #y (mod m) seklinde gosterilir.

Teorem 1.1.7. x,y,z,t,a, b ve m tamsayilar olmak tlizere;

a) x =y (modm) ise x —y = 0 (mod m),

b) x =y (modm)vey =z (modm) ise x = z (mod m),

c) x=y(@modm) ve z=t(modm) ise xa+zb=vya+
tb (mod m),

d) x =y (@modm)vez=t(modm) ise xz =yt (mod m),

e) x=y(modm)ved|lm,d >0 ise x =y (mod d),

) x=y(modm)dir &y = x (modm),

g) mlxise x = 0 (mod m),

ozellikleri gegerlidir [2].

Tammm 1.1.8. ¢ irrasyonel sayis1 katsayilari tamsayr olan ikinci dereceden bir
polinomun kokii ise a’ ya kuadratik irrasyoneldir denir. Yani 4, B ve C tamsayilar ve

A # 0 olmak iizere Aa®> + Ba +C = 0 ise a’ ya kuadratik irrasyoneldir denir.



Onerme 1.1.9. a reel sayis1 kuadratik irrasyoneldir & a, b, ¢ tamsayilar,c # 0 ve

oD i [16].

Cc

b > 0 tamkare olmayan bir tamsay1 olmak tlizere a =

Onerme 1.1.10. « ve g iki kuadratik irrasyonel ise @ + 8, @ — 8, af ve § # 0 olmak

iizere % sayilar1 da kuadratik irrasyoneldir.

Teorem 1.1.11.Vd irrasyonel say1 ve x,y,n,m € Q olmak iizere

x +yvd = m+n/d dir & x = m ve y = n dir.

ispat. = x = m ve y = n ise x + yv/d = m + nV/d oldugu asikardur.
x+yVd=m+n/d ve y#n olsun. O zaman (x —m)= (n—y)Vd
olacagmdan vVd = % olur. x,y,n,m € Q oldugundan % rasyoneldir. Fakat bu

ise Vd’ nin irrasyonel olmasiyla gelisir. O halde y = n dir. Buradan x = m elde

edilir.

Tanm 1.1.12. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve &« = a + Vb kuadratik

irrasyonel olsun. Bu durumda o’ nin eslenigi @ ile gosterilir ve @ = a —+/b olarak

tanimlanir.

Onerme 1.1.13. a =a+bVd ve f=m+nVd olsun. a ve B iki kuadratik

irrasyonel ya da iki rasyonel say1 olmak tizere

a) a+pf =a+pfdi
b) a—f=a—pdir
¢) af = ap dir.

d) B # 0 olmak iizere (%) = — dir.

wI| |

e) ()" = (a™)dir.

f) arasyonel sayiise @ = a dir [2].



Onerme 1.1.14. Aa? + Ba +C = 0 polinomunun bir koki « kuadratik

irrasyoneli ise diger kokii a dir.

Ispat. A, B ve C tamsayilar ve A # 0 olmak iizere Aa?> + Ba + C = 0 polinomunu
ele alalim. Onerme 1.1.13° den A, B, C tamsayilar oldugundan A =A,B =B ve
C = C dir. Ayrica (@)% = (a?) dir. O halde
A@? + Ba +C=A(a?) +Ba+C
= Aa?+Ba+C

= (Aa? + Ba + ()
=0
=0

oldugundan & nin polinomun diger kokii oldugu gortiliir.

Teorem 1.1.15. x ve y aralarinda asal iki tamsay1 olsun. Eger a bir irrasyonel say1
ise

X 1
Eod <L

y y

esitsizligini saglayan sonsuz sayida (x, y) ikilisi vardir [12].

1.2. Siirekli Kesirler

d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere

x?—dy? =+1 (1.1)
denklemlerinin pozitif tamsayr ¢oziimlerini bulmak i¢in vd’ nin siirekli kesir
yaklasimlarindan yararlanacagiz. Bu ylizden bu boliim de siirekli kesirler ile ilgili

temel bilgileri verecegiz.

Tanim 1.2.1. k > 1 i¢in a;, > 0 olmak iizere a,, a4, a,, ... tamsayi dizisi verilsin.

1
Ay, Aq,0y,..| =g+ —5—
[0! 1, 42, ] 0 a+ 11
az+

1
az+—



seklindeki bir ifadeye basit sonsuz siirekli kesir denir ve buradaki a; degerlerine de
kismi bolenler denir (i = 0,1,2, ... i¢in). Eger lim,_[ay, a4, ..., a,] degeri varsa

sonsuz siirekli kesre yakmsaktir denir ve bu deger [ay, a,, a,, ... | ile gosterilir.

Onerme 1.2.2. 1 < k < n olmak iizere

a) [ag, aq,ay, ...,a,] =[ag, aq,az, ..., A1, [Ag, Qi s1) -+ » An]]

b) [ag aq,ay, ..., 0n] = ag + T

IS
ak_l [ak,ak+1 ..... an]

dir [18].

Tanim 1.2.3. a, hari¢ hepsi pozitif olan ag, a4, a,, ... tamsayilar1 verilsin. k dogal
say1 olmak ftizere [ay, aq,a,, ..., ax] siirekli kesrine [ag,aq,a,, ...] sonsuz siirekli

kesrinin k. yaklagimi denir ve bu deger Cj ile gosterilir.

Teorem 1.2.4. a, hari¢ hepsi pozitif olan a,, a,, a,, ... tamsayilar1 verilsin.

p-2=0,p_1 =1, pp = apPn-1 + Pn- (1.2)
qd-2=1,9-1 =0, gn = anqn-1 + qn— (1.3)

seklinde iki bagmti tanimlansin. O zaman C,, =[ag, a4, ay, ..., A, ] ise

a —_1+Pn-
Cn =p_1l= nPn-11tPn-2 (14)
qn andn-1tdn-2

dir [16].

Ispat. Matematiksel tiimevarim ile ispat yapalim.
k = 0igin Cy = [a,] = ? = z—o oldugundan (1.4) esitligi saglanir.
0

_ . . _ _ 1 _ a0a1+1 _ P1
k=1i¢inC, =[ag,a;] =ayg+—=—"—"—==
aj aj q1

oldugundan (1.4) esitligi saglanur.
k dogal sayis1 i¢in (1.4) esitliginin saglandigi kabul edilsin. O halde
_ @kPr-1 + Pr-2

Ak qr-1 t Q-2

dir. k + 1 dogal sayis1 i¢in de (1.4) esitliginin dogru oldugunu gosterelim. Bunun

Ck

i¢in



_ _ Pk+1 _ Qg+1PktPk-1
Cr+1 = [ag,aq, 0z, ..., Q1] = =

dk+1 Ag4+19ktqk-1

oldugu gosterilmelidir. O halde Onerme 1.2.2° den
Ck+1 = [aO' ai, az, ..., g, ak+1]

= [ag, a3, Ay, ..., Qg—1, [Ag, Ag41]]

1

= [ao, ay, Ay, e, Ap_q, Ay +
Ak +1

dir. (1.5) esitliginde a;, yerine a; + ai koyulursa;
k+1

(ak + ﬁ) Pr-1 1 Di-2

Crs1 =
1
(ak + —ak+1) Qi-1 + qr—2

Qg1 (@rPr—1 + Dr—2) + D1
Qg1 (@ re—1 + Qr—2) + G-
_ Q41D t Pr-1
Qa1 Gr F Qe

_ DPk+1

dk+1

(1.5)

elde edilir. Buradan k + 1 i¢in de (1.4) esitliginin dogru oldugu goriiliir. Boylece

ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.5. a, hari¢ hepsi pozitif olan a,, a;, a,, ... tamsayilarini ele alalim. p; ve

qr, (1.2) ve (1.3)” deki gibi tanimlansin. Bu taktirde;
) DrGr-1— QuPr-1 = (—D*!

b) Prr-2 — QkPr—2 = ax (=¥

C) (pk' qk) =1

(=nFt
d C.—C._, =
) k k-1 Ak9dk-1
(-Dkay
e) C, —C,_, =
) k k=2 Akdk-2

f) k = 2 olmak lizere q; = qx_1

g) k=>0icing, =k

dir [16].

(1.6)
(1.7)



Ispat. a) Tiimevarim ile ispat yapalim.
k=1 i¢in p;qo — q1p0 = (apa; + 1)1 —apga; = 1= (—1)"1 oldugundan (1.6)
esitligi saglanr.
k icin (1.6) esitliginin saglandigimi kabul edelim. k + 1 i¢in (1.6) esitliginin
saglandigin1 gosterelim.
Pi+19k — Qre+1Pre = (Qper1Pr + Pr-1 )9k — Pre(@rr1q + qr-1)
= Qg+1Prqk t dkPr-1 — Ae+19kPk — Gk-1Pk
= QxPr-1 — qr-1Pk
= (=D (Pxqk-1 — qkPr-1)
= (DD = (D"
oldugundan istenilen elde edilir.
b) Prdn-2 = dnPn-2 =(@nPp-1 + Pn-2)0n-2 = (@nGn-1 + Gn-2)Pn->
= ap(Pn-19n-2 — Gn-1Pn-2) = @y (17D
= a,(=1)"
dir.
¢) Pk, qx) = d olsun. O zaman d|p, ve d|q; dir. Onerme 1.1.4’ den

d|(PrGr-1 — Pr-19k)
yazilabilir. (1.6) esitliginden d|(—1)*"?1 elde edilir. Dolayisiyla d = 1 dir.

Digerlerinin ispatlar1 da benzer sekilde yapilabilir.

Sonug 1.2.6. p; ve qy, (1.2) ve (1.3)’ deki gibi tanimlansin.
a) Cift indisli C;, degerleri artan bir dizidir.
b) Tek indisli €} degerleri azalan bir dizidir.

¢) k,m € N igin C,,, degeri C,;_, degerinden daha kiigiiktiir [16].

Teorem 1.2.7. k > 1 i¢in a;, > 0 olmak iizere ay, a;, a,, ... tamsay1 dizisi verilsin.
Cr = [ag,aq,ay, ..., a;] ise

lim Ck

k—oo

vardrr [18].



Tanmm 1.2.8. k > 1 i¢in a; > 0 olmak iizere ay, a4, a,, ... tamsay1 dizisi verilsin.
Cr = [ag, a4, ay, ..., ai] olmak lizere limy_,o C; degeri

[ag,aq1,asy, ... ]

ile gosterilir.

Teorem 1.2.9.k > 1 i¢cin a; > 0 olmak lizere ay, a4, a,, ... tamsay1 dizisi verilsin.
Bu durumda [ay,aq,ay, ..., ay,...] sonsuz siirekli kesri irrasyoneldir. Aksine her

irrasyonel saymin tek tiirlii sonsuz siirekli kesir agilimi vardir [2].

Teorem 1.2.10. k > 1 i¢in a;, > 0 olmak lizere a,, a4, a,, ... tamsay dizisi verilsin.
[ag, aq,ay,as3,...] sonsuz siirekli kesrini ele alalm. k pozitif tamsayr ve
ar = [ak, A y1, A2, --- | Olmak iizere

[ag, aq,ay, a3, ...] = [ag, aq,ay, a3, ..., A1, Q]

dir [1].

Teorem 1.2.11. a irrasyonel sayis1 verilsin. Bu taktirde

1

a=ay,a, = [ay] ve ayy1 = (k=0,1,23,..) (1.8)

Ap—ag
seklinde tanimlanirsa @ = [ay, a4, @y, ...] dir (Ayrica bu basit sonsuz siirekli kesir

acilimu tek tiirliidiir) [16].

Ispat. a = a, irrasyonel say1 oldugundan a, # a, dir. Ayrica tiimevarimdan her

Jj = 01¢in

a; =a; +
J J Ajt+1

oldugundan q; vardir ve irrasyoneldir. Bu ylizden her j =0 i¢in a; # a; dir.
Tanimdan q; < aj <a; +1=0<a; —a; <1dir. Bunedenle her j = 0 i¢in

aj+1=[[aj+1]]=|l . ﬂ21

aj—aj

dir. Her bir adimda (1.8) uygulanirsa




1
=Qy +
ai+ 1
a2+a—3
1
= aO + 1
ai+ 1
az+
1
AP
) aj4q

= [ag, ay, -, @), Aj11]
elde edilir. Teorem 1.2.4 ve Teorem 1.2.10° dan

aj 1P +Dpi-
_ _ J+1Fj j-1

a = [ag,aq, ..., a;, aj+1] = n
Aiy1qj T 41

dir. C; = % ,[ @, a4, ...]" nin j. yaklasimi oldugundan
J

c. = 4P tpi-1 P —09i-1 —Pj-19)

ay—C; = =
° aj+19; t qj-1 q; (@j+19; + 9j-1)9;

dir. (1.6)’ dan

~(-1!
]+1QJ QJ—l)q]
dir. Ayrica aj11q; + qj—1 > @j419; + qj—1 = qj+1 oldugundan

dir. Teorem 1.2.5 (g)’ den

dir. Dolayisiyla

[ag,as,a;,..]1=1im (; =a = a,

j—o

bulunur [16].

Ornek 1.2.12.4/10 sayismin siirekli kesir agilimmi Teorem 1.2.11 yardimiyla

bulalim.

a=ay, =+v10 olsun.

1 V10+3
a, =[V10] =3, 0y = == ="

1 1 _ 10+3
V10+3-6  V10-3 1

a1=[[\/m+3]]=6,0(2
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1 1 10+3
V10+3-6  V10-3 1

a, = [[\/E‘l'g]] =6,0(3

oldugundan
a =1[3,66,6,...]
bulunur.
Teorem 1.2.13. a > 1 irrasyonel say1 olsun. Eger z—k ve zl sirastyla @ ve 1/’ nin
k "k

k. vyaklagimlar1 ise k=1 i¢in p'y =qx_1 ve q'x =pg-,dir. Ayrica

. 1 .
ar = [ag, a4, ay, ... ] ise - = [0,a9,a4,ay, ... ] dir.

Ispat. 1/a nin k. yaklasim

1 _ qr-1 _ Pk
[aOr al, ey ak—l] pk—l q,k

[O, Ag, A1y oevy ak_l] =

dir. Teorem 1.2.5 (¢)’ den (py—_1,qx—1) =1 ve (p'x,q'x) = 1 dir. Dolayisiyla k > 1
icin P’y =qx-1 Ve q'x = Ppr_qoldugu goriliir. Ayrica a = [ay,aq,a,, ... ]

oldugundan Onerme 1.2.2° den

[0,a9,a4,a5,...] =0+ =1/a

[ag, aq, ay, ... ]

bulunur.

Tanim 1.2.14.i>1 icin a; >0 olmak iizere ay aq,a,,.. tamsayr dizisi
verilsin. n > k sartin1 saglayan tiim tamsayilar icin a, = a,,; esitligini saglayan
bir €N ve k>0 tamsayis1 varsa [ag,aq,ay,as, ...|sonsuz siirekli kesrine
periyodiktir denir. [ bu sart1 saglayanlarin en kiigligii ise [’ ye sonsuz siirekli kesrin

periyodu denir. Yukaridaki gibi tanimlanan periyodik siirekli kesir

[ao, Aq,0A2, ooy A1, Ay Ay 1)+ al+k—1]

seklinde gosterilir.

Teorem 1.2.15. Bir a irrasyonel sayismin sonsuz siirekli kesir a¢iliminin periyodik

olmasi i¢in gerek ve yeter sart a’ nin kuadratik irrasyonel olmasidir [16].
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Tanm 1.2.16. k = 0,1,2,3, ... i¢in a; = a,4, olacak sekilde bir n tamsayis1 varsa

[ag, aq,ay, as, ... ] siirekli kesrine tamamiyla periyodik siirekli kesir denir ve bu

[ao, a, ap,as, ] = [ao, a,, ap,as, ..., an_l]

seklinde gosterilir. n dogal sayisina da bu sonsuz siirekli kesrin periyodu denir.

Tammm 1.2.17. «a bir kuadratik irrasyonel olsun. &, @’ nin eslenigi olmak {izere

a > 1lve —1 < a < 0ise a’ yaindirgenmis kuadratik irrasyonel say1 denir.

Teorem 1.2.18. ¢ kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimmin tamamiyla
periyodik olmasi i¢cin gerekli ve yeterli sart @’ nin indirgenmis kuadratik irrasyonel

say1 olmasidir [2].

Son olarak Pell denklemlerinin tamsay1 ¢6zliimiinii bulmak i¢in gerekli olan

v/d’ nin siirekli kesir agilimu ile ilgili bilgiler verelim.

Teorem 1.2.19. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere Vd kuadratik

irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilimi

ap = [[\/c_l]] olmak iizere Vd = [ag, aq,az,..an_1,2a, ]

formundadir ve v/d’ nin periyodu n dir [2].

(1 — 49 arasindaki sayilarin siirekli kesir acilimlarini incelemek icin Cizelge 5.1°e

bakiniz.)

Ornek 1.2.20.4/19 irrasyonel sayismin siirekli kesir agilimmi Teorem 1.2.11

yardimiyla bulalim.

a = ay = [V19] olsun.

a = [VI9] = 4, ay = —— = Y1+

T Vi9-4 3
a _[[\/1_9+4]]_2a 1 3 3(V19+2) _ V19+2
17 3 17 27y, 7 yig-2~ 15 5
3
a _[[\/1_9+2]]_1a 1 5 _ 5(19+3) _ V19+3
270 s 7T T3 Tz T yis-3 T 100 2
5
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Qe = [V19+3] —3 g =t 2 _ 2(V19+3) _ V19+3
37T 2 I T A T Vs T yis-3 T 10 s
2
a, = VI9+3] _ Lage =—2 - _ 5(V19+2) _ V19+2
A7 s 1T TS T s T yi92 - 15 3
5
[V19+2] 1 3(V19+4) ey
s =735 » Qe Vistz_  (19-4 3 E
3

ag = [V19 + 4] = 8 = 2a,
oldugundan Teorem 1.2.19” dan
a=[4,213128]
elde edilir.

Sonug 1.2.21. a bir irrasyonel say1ve k = 1,2, ... igin z—k, a’ nin k. yaklagimi ise
k

< 1
qi?

-2
dk

dir [16].

Teorem 1.2.22. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. a, = [[\/H]] olmak

lizerek = 0,1, 2,...i¢in

Prp+vd )
Ay = —kgk [
a = [axl } (1.9)
d—-P
Qk+1 - Qkk+1}

ardigik olarak tanimlanirsa
a = [ag, aq,ay, ... |
dir [16].

Teorem 1.2.23. « bir irrasyonel say1 ve k = 1,2,... i¢in z—k, a’ nin k. yaklasimi
k

olsun. r ve s > 0 tamsayilar olmak iizere
|sa — rl <lgra — pil ise s = qpeq

dir [16].

Teorem 1.2.24. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. x ve y tamsayilar1 i¢in

y > 0ve (x,y) = 1 olmak lizere
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X 1
Va3 <55

ise i ,V/d’ nin yaklasimlarindan biridir.

ispat./d irrasyonel sayismin sonsuz siirekli kesir yaklasimlar1 k = 0,1,2, ... olmak

iizere Zk jle gosterilsin. 5 Vd’ nin yaklasimlarindan biri olmasmn. O zaman

dr

qr < ¥ < Qi1 olacak bicimde k > 0 dogal sayist vardir. Teorem 1.2.23” e gore

x 1
g = pil < lya—xl =yla =2 <
k K vl S 2y
dir. Bu son esitsizlik 1/q,, ile carpilirsa (q, > 0)
1
o2 <
Q! 2Yyqx
olur. Ayrica |ypy — xqi| = 1 ve ypj, — xq bir tamsayidur.
1 - X X x
SWm %h=&——F=&+a—a——
Yax Yax . Y dx
Pk x 1 1
<le-24 -2 <o+ 57
Qe yl = 2yq  2y?
1 1 1
=

< +
Yqk  2yqk  2y*
bulunur. Bu esitsizlik 2yqy ile ¢arpilirsa
2y <Yy + 4k
qx >y

esitsizligi elde edilir. Bu ise hipotezle ¢elisir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.25. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. P, ve Qy, (1.9)’ deki

gibi tanimlansin. z—k, Vd’ nin k. yaklasimi olmak iizere
k

pic —dqi = (=D* ' Quss
dir.

ispat. Teorem 1.2.10° dan Vd = [ay, a;, ay, Az, ..., A, Ay 41] ve Teorem 1.2.4° den

a + v _
Vd = k+1Pk T Pk-1
Ape+19k + Q-1
_ PryatVd

yazilabilir. Ayrica ap4q = ol oldugu kullanilirsa;
k+1
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P, +Vd
<—k+Ql )Pk + Pr-1
k+1
P +Vd
<—k+é )‘Zk + qr-1
k+1

_ (Pryr + Vad)pi + Pr-1Qk+1

(Pesr + V) Gy + qre—1Qres1
elde edilir. I¢ler dislar ¢arpimi yapilirsa

dqi + (Prs1r + Qus1qr-1)Vd = (Pry1Pr + QuerPr—1) + piVd

olup Teorem 1.1.11° den

Vd =

dqy = Pxp1Pk + Qr41Pk-1

\(

Pr = Pry1Qi + Qrs1qr-1

bulunur. Birinci denklem —gq,; ve ikinci denklem pj, ile ¢arpilip toplanirsa

Pr — dqi = —Qr+1Pk-19k + Qr+19k-1Pk

= Qi+1(—Pr-1qk + qx—1Px)
= Qk+1(_1)k_1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.26. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. P, ve Qy, (1.9)* deki

gibi tanimlanirsa @ = vd, P, = 0,Q, = 1 olmak iizere
Qk =1l nlk
dir [1].

1.3. Sayisal Ornekler
Ornek 1.3.1. V2 sayismin sonsuz siirekli kesir agilimini bulalim.

a = a, =2 olsun.

1
a0=[[\/§]]=1,a1=ﬁ=\/§+1

a, = [V2+1] =2 = 2q,
dir. Bu yiizden Teorem 1.2.19° dan v/2 sayisinn siirekli kesir agilimi [1, 2] bulunur.
Aksine [1, 2]’ nin V2 oldugunu gosterelim.



1 1
0(=[1,2,2,...]z0(=1+—1za—1= 1
2+—1 2+—1
2+ 2+
oldugundan
1 ! 1 21
= = = = —_ =
® 2+ (a—1) ® a+1 ¢

oldugu goriiliir.
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Ornek 1.3.2. d=a?b?+2b olsun. +Va2b? +2b = [ab,a,2ab]| oldugunu

gosterelim.

(ab)? < a?b? + 2b < (ab + 1)? oldugundan dolay1

an = [[ [—asz n Zb]] —ab . a. = 1 __Va?b?+2b+ab
0 > 71 ™ VaZpZt2b-ab 2b
ab+ab va?b%+2b+ab o
dir. =a<———<a+1oldugundan
2b 2b
va?b%+2b+ab 1 W)
a, =||——| =a,a, = =———=+Va?*b?>+2b+ab
2b \/a2b2+2b+ab_a
2b

dir. O halde a, = [VaZb? + 2b + ab] = 2ab = 2a, dir. Teorem 1.2.19" dan

Jazb? +2b = [ab, a,Zab]

bulunur.

Ornek 1.3.3. Va2b2 +b = [ab,Za,Zab] oldugunu gosterelim.

(ab)? < a?b? + b < (ab + 1)? oldugundan dolay1

JaZn2
a=[[f—a2b2+b]]=aba= 1 =ab+b+ab
0 > 17 JaZpZ+b—ab b
ab+ab _ vaZb2+b+ab

dir.

; 2a < —) < 2a + 1 oldugundan

a1=|[M =+va?b?+b+ab

5 ]]=2a,a2=

1
Ja2b2+b+ab
—2a

dir. ab + ab < Va?b? + b + ab < 2ab + 1 oldugu kullanilirsa

a, = [[\/ a’b? + b + ab]] = 2ab = 2a,



dir. Teorem 1.2.19’° dan

Jazb?+b = [ab,Za,Zab]

bulunur.

Ornek 1.3.4. Vm? + m = [m, 2,2m] oldugunu gosterelim.

m? <m?+m < (m+ 1)? oldugundan dolay1

1 vm2+m+m
ap=[[Vmz+m] =m,a; = = =
me+m-m m
m+m vm2+m+m -
dir. = 2 < ——— < 3 oldugundan
m m
vm2+m+m 1
a, = |[— =2, 0 =———=Vm?+m+m
m m +m+m_

2
m

dir. O halde 2m < Vvm?2 + m +m < 2m + 1 oldugu kullanilirsa
a, =[[ m2+m+m]] =2m = 2a,
elde edilir. Teorem 1.2.19” dan

JmZ+m =[m,2,2m]
bulunur.

Ornek 1.3.5.Vm2 —m = [m —-1,2,2(m— 1)] oldugunu gosterelim.

(m—1)? <m? —m < m? oldugundan dolay

_ 7 o _ 1 _ vm2-m+(m-1)
ag = [[\/m m]] m—1,a; e — —
— — Vm2— —
drr. Buradan Tl — p YoMl g oldugundan
m-—1 m-—1
|[\/m2—m+m—1]]
a; = - 23
m-1

1
a, = =ym?Z—-m+(m-1
2 \/mz—m+m—1_2 ( )

m-—1

dir. Ayrica 2(m — 1) < Vvm? —m+ m — 1 < 2m — 1 oldugu kullanilirsa

a2=[[ mz—m+m—1]]=2(m—1)=2a0

elde edilir. Teorem 1.2.19° dan

16



m2—m=[m-122(m-1)]

bulunur.

Ornek 1.3.6.Vm?2 — 2 = [m -1,1,m-2,12(m-— 1)] oldugunu gosterelim.

(m—1)? < (m? —2) <m? oldugundan dolay:

— /2 — — _ _ 1 _ Vm?2-2+(m-1)
Qo = [[ m 2]] =m-1,a= VmZ-2-(m-1) 2m-3
dir. Ayrica 1+ 2ml—3 < ngf:_(:l_l) <1+ 2:_3 oldugundan
_Yym?=2+(m-1) _q
= 2m —3 S
1 2m —3 Vm2 -2+ (m—2)

a = = =

2 vm2 -2+ (m-1) . Vm?-2-(m-2) 2

1

2m —3

@ < m — 1 oldugu kullanilirsa

dir. O halde m—2+§<

|[\/m2—2+(m—2)]] 1 Vm2=2+(m-2)
Qy =|——|=m-—2, az = =
2 Vm2-2+(m-2) 2m-3
—  ——(m-2)
Vm2— —
dir. Boylece 1 < Ymo2rme) 14— oldugundan
2m-3 2m-3
_ |VmZ2=24+m-2)| _ _ 1 Y e _
az = |[ 2m-3 ]] =1, a3= Mﬂm—z)_l = vm 2+ (m-1)
2m-3

dir. Ayrica 2(m — 1) <vVm?2 — 2 + m — 1 < 2m — 1 oldugu gézoniinde
bulundurulursa

a;=[VmZ=2+m—-1]=2(m-1) = 2a,
dir. Teorem 1.2.19” dan

Jm2 =2 =[m-1,Tm=-212(m -1

bulunur.

Ornek 1.3.7.V/m? + 2 = [m, m, 2m] oldugunu gosterelim.

m? <m?+2 < (m+ 1)? oldugundan dolay1

1 vm2+2+m
ap = [Vm? +2] =m0y = e = 7

17



\/m 2
dir. Ayrica m < %ﬂm < m + 1 oldugu kullanilirsa
\/m2
a1=|[w]]=m,a2= 21 =vm2+2+m
2 me+2+m

elde edilir. O halde
a, = [Vm2 + 2 + m] = 2m= 2aq,
dir. Teorem 1.2.19’° dan

Jm2+ 2 =[m,m,2m]

oldugu goriiliir.
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BOLUM 2. PELL DENKLEMLERI

Bu boliimde dncelikle x? — dy? = 41 denklemlerinin tamsay1 ¢dziimlerini ve temel
cOzlimlerini elde etmek i¢in gerekli olan tanim ve teoremler verilecektir. Daha sonra
x?—dy?=+1 denkleminin temel ¢cOziimlerinden yararlanarak
x? —dy? = N denkleminin tamsay1 ¢dziimleri varsa bu ¢dziimleri veren bagntilar

verilecektir. Son olarak da bazi Pell denklemlerin temel ¢6zlimlerini elde edecegiz.

2.1. Temel Bilgiler

Tamim 2.1.1. d dogal say1 olmak tizere
x? —dy? = +1 2.1

Diophantine denklemlerine Pell denklemleri denir.

Tanim 2.1.2. d dogal say1 ve N tamsay1 olmak tizere
x?2—dy*=N (2.2)
Diophantine denklemine Genel-Pell denklemi denir.

d dogal say1 ve N tamsay1 olsun. Eger x = uve y = v, x> — dy? = N Pell

denklemini saglayan tamsayilar ise u+w/d’ e (2.2) denkleminin bir ¢oziimiidiir

denir.

Teorem 2.1.3. d tamkare olmayan pozitif tamsay: ve u,u’,v, v’ pozitif tamsayilar

olmak iizere u + vVd ve u’+ v'Vd, (2.2) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii olsun.

a) u=u've v=v'direu+vvd =u +vd dir.

b) u>u'ise v>v' ve u+wd>u +v'Vd dir.
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ispat. a) &) V/d irrasyonel say1 ve u + vvd = v’ + v'\d olsun. v # v' oldugunu
kabul edelim. O halde

utvvd=u +vVdeu—-u =0 -v)Vd (2.3)
_u—u’
=3 d—v,_v

dir. u—u’' ve v’ — v tamsayr oldugundan u,;w rasyoneldir. O halde vVd de

rasyonel olmalidir. Dolayisiyla bu durum v/d’ nin irrasyonel say1 olmasiyla gelisir. O
halde v' = v dir. Bu ylizden (2.3)’ denu —u'=0 & u = u'dir.
b) u + vvd ve u’'+ v~d, (2.2) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ise

u?—dv? =wW)?>—-d@)?*=N (2.4)
dir. Hipotezden u>u' ve u’'>1 oldugundan u? > (u")?dir. Ayrica (2.4)
denkleminden

u? — W) =d@? - (v))?

dir. u? — (u')? > 0 ve d > 0 oldugundan v? — (v')? > 0, yani v? > (v')? dir. O
halde v > 0 ve v'> 0oldugundan v > v’ bulunur. u > u’ ve v > v'oldugundan

u+vvd >u' +v'Vd dir.

Sonu¢ 2.1.4. x? —dy? =N Pell denkleminin ¢6ziimleri arasinda bir smralama

vardir.

(2.2) denklemin herhangi bir ¢dziimii (x, y) ise
(xr _y)r (—X, y)' (—X, _y)

ikilileri de (2.2) denkleminin diger ¢6ziimlerdir. Biz bu tezde x ve y pozitif tamsay1

olmak tizere (x,y) ikilileri ile ilgilenecegiz.

Teorem 2.1.5. N sifirdan farkli bir tamsay1 olsun. d < 0 veya d tamkare ise
x? —dy? = N denkleminin sonlu sayida tamsay1 ¢dziimii vardur.

Ispat. d <0 olsun. Eger N <0 ise denklemin tamsayr ¢oziim yoktur. Eger
N >0ise |x| <VN ve |y| < \% olmalidir. Dolayisiyla denklemin sonlu sayida

¢Ozlimii vardir.

Simdi de d tamkare olsun. d = m? alalim. O zaman
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x?—dy?=(x+my)(x—my)=N
olur. Ayrica N nin bélenleri sonlu oldugundan elde edilen x ve y ¢odziimleri sonlu

tanedir.

2.2. x* — dy? = 1 Pell Denklemi

Lemma 2.2.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. O zaman

x2—dy?<1+42Vd

esitsizligini saglayan sonsuz tane x ve y dogal sayi ¢ifti vardir [2].

ispat. /d irrasyonel sayis1 igin Teorem 1.1.15 e gore

x 1

*-vd | < = (2.5)
esitsizligini saglayan sonsuz sayida x ve y pozitif tamsayi ¢ifti vardir. Ayrica

£ 4Vd| = [F-Vd +2vd| < 5+ 22 (2.6)

dir. (2.5) ve (2.6) kullanilarak

x? = dy?| = |x + yVd| |x — yVd| = Iyl |§—\/c7| lyl |§+\/c7|

1/1
<y?—(=+2Vd)|<1+2Vd
y? \y?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 2.2.2. x? — dy? = k denkleminin herhangi iki ¢6ziimii (x1,y;) ve (x3, )
olsun. Eger x; =x, (modk) ve vy, =7v,(modk) ise x?>—dy?=1 Pell

denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii vardir.

Ispat. (x;,y;) ve (x,¥,), x%—dy? =k denkleminin herhangi iki ¢oziimii
oldugundan x? — dy? = k ve x5 — dy? = k dir. Ayrica
xf —dy? = (x; + y1Vd)(x1 = y,1Vd)
x5 — dy3 = (xz + y2Vd)(xz — y,Vd)
oldugundan dolay1
(x? — dy?)(x2 — dy?) = (x; + y1Vd)(x, — y,Vd)(x + y,Vd) (x; — y,V4d)
k? = (x1x — dy1y2)? — d(x1y; — y1%2)?
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s (e @

elde edilir. Hipotezden
X, = x, (mod k) ve y; =y, (modk)
oldugundan
X1X — dy1y, = 1%, — dy y; = %% — dy,*(mod k)

olur. Diger yandan x;2 — dy,? = k ve k = 0 (mod k) oldugundan

X1Xy —dy 1y, = 0 (mod k) (2.8)
dir. Ayn1 zamanda x;y, = y;x,(mod k) oldugundan

X1y, — y1X, = 0(mod k) (2.9
dir. (2.8) ve (2.9)’ deki sonuclar birlestirilirse (2.7) denkleminde karesi alinan
sayilarm tamsay1 oldugu goriiliir. Bu yiizden

x?—dy?*=1

Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢6ziimii vardir.

Teorem 2.2.3. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. x2 — dy? = 1 Pell

denkleminin bir tamsay1 ¢6ziimii vardir.

ispat. 0 < |x% —dy?|,1+ 2Vd > 1ve x? — dy? bir tamsay1 oldugundan Lemma
2.2.1° e gdre en az bir k tamsayisi i¢in x? — dy? = k olan (x,y)’ ler sonsuz tanedir.
Bu ¢iftler arasinda x4, x, ve y;, y, sayilarinin mod k’ a gore kalanlar1 sonlu bir yolla
kombine edilebildiginden

X, = x, (mod k) ve y; =y, (modk)
kongriians sartin1 saglayan en kiicik bir (x;,y;) ve (x5, ¥,) ikilileri vardir. Bu
ylizden Lemma 2.2.2° e gore x? — dy? = 1 Pell denkleminin bir tamsay1 ¢dziimii

vardir.

Teorem 2.2.4. x2 — dy? = 1 Pell denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (a, b) olsun.
(a, b) denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimidiir & a + bvd > 1 dir.

Ispat. =) (a,b), x?—dy?=1 denkleminin pozitif ¢bziimii ise
a+ bvVd =1 ++/d > 1 oldugu agiktir.

&) a+bvd > 1 olsun. O zaman a ve b tamsayilarmin birlikte negatif olmadig:

asikardir. Dolayisiyla asagidaki iki durum vardir.
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a) a > 0,b < 0 olsun. O zaman —b > b ve boylece a — b\/d = a + b/d >
1 dir. Dolayistyla a? —db? = (a — bVd)(a + bVd) > 1 olur. Bu,
a? — db? = 1 olmasiyla celisir.

b) a<0, b>0 olsun. O zaman —a =>a ve bdylece —a+ bvVd > a +
bVd > 1olur. Dolayisiyla —a? + db? = (—a + bVd)(a + bvd) > 1 oldugundan
—(a? —db?) > 1 dir. Buise a? — db? = 1 olmasiyla gelisir.

O halde eldeki bilgiler 1s1¢inda a ve b tamsayilarmin ikisi de pozitif tamsayidir.

Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 2.2.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere
x?—dy?*=1
Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢éziimleri arasindan x’ in en kiigiik degerini aldig1

(x,y) ¢0zlimiine denklemin temel ¢6ziimii denir.

x tamsayisi en kiigiik degeri aldiginda Teorem 2.1.3° e gore ¥y ve x + yVd
tamsayilar1 da en kiiclik degerini alir. Bu ylizden birinin alabilecegi en kii¢iik tamsay1

degerini almasi temel ¢ozlimii bulmak i¢in yeterlidir.

Teorem 2.2.6. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayt olsun. Eger § ve & dogal

sayilar1

§>2¢2 -1 (2.10)
esitsizligini sagliyorsa ve & +&Vd, x? —dy? =1 denkleminin bir ¢oziimii ise
§ + &/d, x* — dy? = 1 denklemin temel ¢6ziimiidiir [12].

ispat. & = 1ise § + &V/d nin temel ¢oziim oldugu asikardir.
& >1 icin teoremi ispatlayalim. x; + y;vVd, x* —dy? =1 Pell denkleminin bir
¢Oziimii olsun. Ayrica 1 < y; < & oldugunu kabul edelim. O zaman
x2—-1 6%2-1
y1? B §2

d=

ve boylece

%% —y,282=§*—yf =m >0
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dir. m; ve m, dogal sayilar olmak iizere
m; =x§+y16 ve my=x,{—y, 6

olsun. O halde elde edilen bilgiler 1518Inda m = m;m, oldugundan

ml—mzsm—1=$2—ylz—1glgz_1
2y, 2y, 2y, 2

bulunur. Ama bu durum (2.10) esitsizligi ile geligir. Dolayisiyla & temel ¢oziimdiir.

5=

Teorem 2.2.7. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. (p, q)
x?—dy*=1

denkleminin bir pozitif ¢6zimii ise 5 ,\/d’ nin bir siirekli kesir yaklasimudir.

1
p+aqvd

ispat. p — qVd = oldugundan g— Vd =

T q(p+qVad) dir. (p,q) denklemin

pozitif bir ¢oziimii oldugundan p > gvd oldugu goriilebilir. Buradan da
p + qVd > 2qV/d elde edilir. O halde

p 1 1
0<——Vd< <—
q 2q%Jd 297

dir. Dolayisiyla Teorem 1.2.24° e gbre 5 , V/d nin bir siirekli kesir yaklasimidur.

Ornek 2.2.8.x% —6y? =1 Pell denkleminin ilk ii¢ pozitif tamsayr ¢Oziimiinii

bulalim.

V6 irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimmin a = [2,2,4] oldugunu gdzdniine
alalim. x? — 6y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri V6’ nin bazi
stirekli kesir yaklasimlarindan elde edildiginden ilk alt1 yaklasimi Teorem 1.2.4 deki
(1.2) ve (1.3) bagmtilar1 yardimiyla hesaplayalim. O halde

Po=0ag =2 qo =1
pP1=a1po +1 1 = a4
pr=22+1=5 q, =2
P2 = azp1 + Do gz = azq, +1

p, =45+2=22 g =42+1=9
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Pz = azp; + p1 q3 = azq +q
py =222 +5 =49 gz =29+2 =20
p, = 449 +22 = 218 g, =420 +9 = 89

ps = 2218+ 49 =485 g5 = 2.89 + 20 = 198

bulunur. Bu yaklasimlar incelenirse x? — 6y? = 1 denkleminin ilk {i¢ ¢dziimiiniin

(plf ql) = (5’2)’ (p3' q3) = (49’20) ve (pS' qS) = (485’198) Oldugu gomlur

Yukaridaki 6rnek incelenirse denklemin ilk ti¢ ¢6ziimiiniin V6 sayisinin bazi siirekli
kesir yaklasgimlarindan elde edildigi goriiliir. Yani, bir irrasyonel saymin her
yaklagimi denklemin bir ¢oziimii degildir. Simdi Pell denklemlerinin tiim pozitif

tamsay1 ¢6zlimlerini veren bagmntilarini verelim.

Teorem 2.2.9. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve +d’ nin siirekli kesir
agiliminin periyodu m olsun. x? — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1

¢Oziimleri n € N olmak lizere (x,,V,) ile gosterilsin. Bu taktirde

a) m gift ise (X, V) = Pmn-1 Qmn—1) bigimindedir,

b) mtek ise (X, Vi) = (Pamn—1> G2mn—1) bi¢imindedir [1].

Ispat. Teorem 2.2.7° den x? — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin
vd’ nin siirekli kesir yaklasimlarindan biri oldugu goriiliir. Eger x2 — dy? = 1 Pell
denkleminin pozitif bir ¢oziimii (py, q)) ise Teorem 1.2.25” e gore
P’ —dq > = (1) Qu4q

oldugundan k tek olmalidir ve +/d nin siirekli kesir agilimmin periyodu m
oldugundan Teorem 1.2.26° e gore m|k + 1 dir. O halde k = tm — 1 olacak
sekilde t > 1 tamsayist vardir. Eger m ¢ift ise t’ nin her degeri ig¢in k tek
olacagindan t = n i¢in k = nm — 1 dir. Eger m tek ise k’ nin tek olmasi i¢in t = 2n
bigiminde olmalidir. Yani k = 2nm — 1 bi¢iminde olmalidir. Tersine v/d’ nin siirekli
kesir agilminm periyodu m olmak tizere (x,,y,)’ leri ele alahm. Hipotezden m ¢ift
ise (X1, V) = (Pmn-1, Gmn—1) bicimindedir. O halde Teorem 1.2.25 ve Teorem

1.2.26’ a gore
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Xp = dyg = P — A = (D™ =1
dir. Yani (x,,y,) ler x2 — dy? = 1 Pell denkleminin ¢dziimleridir. Benzer olarak
hipotezden m tek ise (xp, V) = (P2mn—1, Q2mn—1) bicimindedir. O halde Teorem
1.2.25 ve Teorem 1.2.26° a gore
X = dYq = Pimn — A@3mn = (=D =1
dir. Yani (x,,,y,) ler x> —dy? = 1 Pell denkleminin ¢dziimleridir. Bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Sonuc 2.2.10. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. vd’ nin siirekli kesir
aciliminin periyodu m olmak iizere
x?2—dy?=1

Pell denkleminin temel ¢ozimii

a) meiftise (x,¥) = (Pm-1, Gm-1) dir.
b) mtekise (x,y) = (Pam-1, 92m-1) dir [2].

Ispat. (9o, q0), 01, q1), (P2,q3), ... ikilileri x?> —dy? =1 Pell denkleminin tiim
pozitif tamsayr ¢Ozlimlerini igerir ve ag = [[\/c_l]] > 0 oldugundan bu degerler
artandir. Eger (x,,y;) denklemin ilk ¢6ziimii olarak alinirsa diger (x,y) ¢o6zimleri
icin x > x; ve y >y, olur. Bu yiizden x; + y;Vd, x? —dy? = 1 Pell denkleminin

temel ¢oziimii olur. Teorem 2.2.9” a gore

x, + yl\/a — { Pm-1 + Qm-1\/67, m ciftise
Pam-1 t+ qu_1\/C_l, m tek ise

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.11.x2 — dy? = 1 Pell denkleminin herhangi iki ¢oziimii (x;,y;) ve

(x5,y,) ise bu ¢dziimlerin ¢arpimi da yine denklemin bir ¢oziimiidiir. Yani
r+ S\/C_l = (xl + yl\/c_l)(xz + yz\/c_l)

olmak iizere (r,s), x? — dy? = 1 Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Ispat. (x5, y,) ve (x,,y,),x% —dy? =1 Pell denkleminin herhangi iki ¢oziimii

oldugundan
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dir. Ayn1 zamanda
r+svd = (xl + y1\/c_l)(x2 + }’2\/5_1) = (X1x2 + y17.d) + (x1y, + sz1)\/C_l
oldugundan Teorem 1.1.11” den
r=x1X + dy1Y, ve s =Xy, +Y1X;
dir. Simdi (r,5)’i x? — dy? = 1 Pell denkleminde yerine koyalim. Dolayisiyla
r? —ds? = (X% + dy1y2)? — d(x1y2 + y1%2)°
= x{x3 + 2dx %1y, + yiyid® — dxfy; — 2dx, x5y, — yixid?
= x{(x} — dy) — dyf(x} — dy3)
= (xf — dyf)(x3 — dy3)
=1.1
=1

oldugundan (r, s),x? — dy? = 1 Pell denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Teorem 2.2.12. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayl, n € N ve x,y pozitif
tamsayilar olsun. x? —dy? =1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) olmak
iizere denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

Xn + yuVd = (% + yVd)" (2.11)

formiili ile elde edilir.

Ispat. Oncelikle (2.11) esitliginden elde edilen (x,,v,)’ lerin x> —dy? =1 Pell
denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gésterelim. O halde x,, + y,Vd = (x; + y;Vd)"
oldugundan dolay1
Xn = YoVd = (X — y1Vd)" (2.12)
dir. (2.11) ve (2.12) denklemleri taraf tarafa carpilirsa
X — dyn = (xf — dyf)"
= 1n
=1
bulunur. Bu yiizden x,, + y,Vd, x> — dy? = 1 denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Simdi
(2.11) esitliginden elde edilen ardigik iki ¢oziim arasinda baska herhangi bir
¢cOziimiiniin olmadigin1 gosterelim. O halde u ve v pozitif tamsayilar olmak iizere

(2.11) esitliginden elde edilmeyen bir ¢oziim u + v/d olsun. O zaman
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(x; + VA" < u+ vVd < (x; + y,Vd)™+?

olacak sekilde n dogal sayis1 vardir. Buradan

Xy + ypVd <u+ vid < (xn + yn\/c_l)(xl + ylec_l) (2.13)
dir. (2.13) esitsizligi x,, — y,Vd pozitif says1 ile ¢arpilirsa

1< (u + v\/c_l)(xn - yn\/c_l) <x; +yVd (2.14)
elde edilir.

x+ yVd = (u + vx/a)(xn — yn\/c_l) (2.15)

olsun. (2.15) esitliginin eslenigi alinirsa
x—yVd = (u - v\/c_l)(xn + yn\/E)
bulunur. Bu son iki denklem taraf tarafa carpilirsa
1= (u? — dv?)(x2 — dy?) = x? — dy?
elde edilir. Buradan x + yvd de x? — dy? = 1 denkleminin bir ¢oziimii oldugu
goriiliir. Ayrica (2.14) den x + yvd > 1 oldugundan Teorem 2.2.4’ ¢ gore x,y ler

= x — yVd < 1 yazilabilir. (2.14)’ den

. 1
pozitif tamsay1 ve 0 < i ova

X+ y\/c_l <x+ ylec_l
bulunur. Ama bu durum x; + y;vd’ nin temel ¢éziim olmasiyla celisir. O halde
(2.11) esitliginden elde edilen ardisik herhangi iki ¢6ziimii arasinda baska pozitif
tamsayl ¢Oziimii yoktur. Yani, x? —dy? =1 denkleminin tiim pozitif tamsayi

coziimlerini (2.11) esitligi verir.

Sonu¢ 2.2.13. d tamkare olmayan pozitif tamsay1 olsun. m,n pozitif tamsayilar ve

x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) olsun. O zaman
Xmn + ymn\/c_l = (Xm + ym\/c_l)n

saglanir.

ispat. Teorem 2.2.12° de x,, + y,V/d = (x; + y;Vd)™ oldugu gosterildi. O halde
Xnm + ynm\/c_l = (%1 + yl\/c_l M= ((xg + yl\/c_l)m)n = (Xm + ym\/c_l)n

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.2.14. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve n €N olsun.

x? — dy? = 1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) olmak iizere
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Xn+1 = X1Xp + dY1 Y
Yn+1 = X1Yn T Y1Xn

bagintis1 saglanir.

ispat. Teorem 2.2.12° de x,, + ¥,,V/d = (x; + y;vVd)™ oldugu gosterildi. Buradan
Xpe1 + YnerVd = (1 + y, V)"
= (% + Y1 V)" (x1 + y:Vd)
= (% + yVd)(x, + y,Vd)
= (X120 + Y1V @) + (X1 + xpy)Vd
elde edilir. Teorem 1.1.11” den
Xnt1 = XnXg + dYnY1

Yn+1 = X1Yn T XpY1

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.2.15. x; > 1,y; =1 ve x, + y,Vd = (x; + y,V/d)" ise n € N olmak

izere X, 41 > X V€ Vpy1 > Yn dir.

Ispat. Matematiksel tiimevarimla ispat yapalim. n =1 i¢in Sonu¢ 2.2.14’ den
x, = x2+dy? ve y, =2x,;y, bulunur. x; >1,y; > 1oldugundan agik olarak
X, > Xxq Ve Yy, >y, dir. x,, ve y,, 1 den bliylik tamsayilar olmak iizere (x,,,y,) bir
¢Oziim olsun. Sonug 2.2.14° den

Xnt1 = XnXg + dYnY1

Yn+1 = X1¥n + Xn )1
dir. x,,x; > x, ve dy,y, > 0 dir. Bu yiizden eldeki bilgiler 15181nda

Xn1 = XnXg + dyny; > Xp
dir. y,x1 > y, ve y1x, > 0 oldugundan
Yn+1 = X1Yn T XnY1”Yn

dir. O halde y, 41 > y, ve x,41 > x,, dir.

Sonu¢ 2.2.16. m,n pozitif tamsayilar, d tamkare olmayan pozitif bir tamsayi ve
x? — dy? = 1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x4, y;) olsun. O zaman
Xntm = XnXm + AYnYm

Yn+m = XmYn T XnVm
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bagintis1 saglanir.

ispat. Teorem 2.2.12° den X,y + VnimVd = (x1 + y;/d)™™ oldugu biliniyor.
O halde
Xpem + YnemVd = (%1 + y VD)™™ = (21 + yiVd)* (2, + y1 V)™
= (%0 + yuVd) (X + ymVd)
= (tmXn + Ym¥nd) + XmVn + XnYm)Vd
elde edilir. Teorem 1.1.11” den
Xnim = XnXm + dYnYm

Yn+m = XmYn T XnVm

oldugu goriiliir.
Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.3” den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 2.2.17. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. x%2 — dy? = 1 Pell

denkleminin bir tamsayi ¢éziimii varsa sonsuz tamsay1 ¢oziimii vardir.
Teorem 2.2.12 ve binom formiillerinden yararlanarak asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 2.2.18. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve x% —dy? =1 Pell

denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) olsun. O zaman n € N olmak lizere

n
X, = xP + Z (Zk) xI 2k 2k gk
k=1

n
¥, = Z (Zk) X2k 1y 2k=1 i1

k=1
dir [12].

Teorem 2.2.19. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve x? —dy? =1 Pell
denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) olsun. Bu taktirde n € N olmak iizere
Xn+1 = 2XpXy — Xp—q

Yn+1 = 2YnX1 — Yn-1
dir.
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ispat. x; + y;7/d = @ ve @ = B olmak iizere x; — y;vV/d = B olsun. Dolayisiyla
a+p =2x, ve af =1 dir. Ayrica Teorem 2.2.12° e gore
Xp + yuVd = (x; + y;V/d)™ dir. O halde

Xp + yoVd = a®
Xn — yn\/c_l =p"
dir. Buradan
_ an+[gn _ an_[gn
n — 2 Ve yn - 2\/3
bulunur. Benzer bi¢cimde
an+1+[gn+1 an+1_[gn+1
Xnt1 = 5 V€ Yn41 = oo

dir. Boylece

2XpX1 — Xp_q = (a+ .B) ( 2 2

am +’Bn) (an—l +’Bn—1>
an+1 + (Z,Bn + ,B(Zn +’Bn+1 _ an—l _’Bn—l
2
_ an+1+(a,8),8n_1+([§a)an_1+[§"+1—a"_1—[§n_1
2
an+1+[gn—1+an—1+ﬁn+1_an—1_ﬁn—1

2

= Xn+1

bulunur. Benzer bigimde

2Yu%, — Yno1 = (@ + B) (an + ﬁn) ~ (an—l +’3n—1>

2v/d 2v/d
an+1 + (Z,Bn + ,B(Zn +’Bn+1 _ an—l _ ’Bn—l
B 2d
3 an+1 + ((Z,B),Bn_l + (,30()0(”_1 +’Bn+1 _ an—l _ ’Bn—l
2v/d
an+1+ﬁn—1+an—1+ﬁn+1_an—1_ﬁn—1
= ava
= Yn+1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.20. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve x?—dy? =1 Pell

denkleminin temel ¢6ziimii (X, y;) olsun. Bu taktirde n € N olmak iizere
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1 1
Xn =35 (e + V)" + 5 (x, — y V)™

1 1
Yn = m(xl + y V)" — m(xl — y1Vd)

bagintis1 saglanir.

ispat. Teorem 2.2.12’ e gore x,, + y,,v/d = (x; + y;v/d)™ dir. O halde
Xn t yn\/c_l = (x1 + yl\/c_l)n
Xn — yn\/c_l = (x1 — yl\/c_l)n

dir. Buradan

_ (x1+y1 V)™ +(x1—y V)™
n— 2

\(

— (x1+y1Va) " —(x1—y V)™
Yn T

oldugu goriiliir.

Ornek 2.2.21.x% — 6y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini
bulalim.

Cizelge 5.1° ¢ gore V6 irrasyonel sayisinn siirekli kesir agilimi a = [2,2,4] dur.
Ornek 2.2.8° de x% — 6y? = 1 Pell denkleminin ilk {i¢ pozitif tamsay1 ¢dziimiinii
V6’ nin siirekli kesir yaklasimlari yardimiyla elde etmistik. Simdi ise Teorem 2.2.9
ve Teorem 2.2.12° i kullanarak x? — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1

¢Oziimlerini elde edelim.

V6 irrasyonel sayismin  periyodu 2 oldugundan Teorem 2.2.9° a gore
x?—dy? =1 Pell denkleminin ¢Oziimleri n € N olmak lizere
(x%,¥) = (Pan-1,92n-1) seklindedir. O halde eldeki bilgiler 15181nda denklemin bazi
cOzlimleri

n=1igin (x,y) = (P, q1) = (5,2)

n=2igin (x,y) = (p3,q3) = (49,20)

n = 3icin (x,y) = (ps, q5) = (485,198)
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dir. Ayrica (x1,¥1) = (5,2) oldugundan Tanim 2.2.5° e gore 5+ 2V6,
denklemimizin temel ¢oziimiidiir. Bu yiizden Teorem 2.2.12° € gore x? —6y%2 =1

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
Xn + ¥y V6 = (5 + 2V6)"

formiiliinden elde edilir.
2.3.x% — dy? = —1 Pell Denklemi

Tanim 2.3.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere
x? —dy?=-1 (2.16)
Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimleri arasindan &’ nin en kii¢iik degerini aldig1

(¢,m) ¢oziimiine (2.16) denkleminin temel ¢ozimii denir.

Teorem 2.3.2. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve N tamsay1 olsun. (p, q),
x?—dy?=-1

denkleminin bir pozitif ¢6zimii ise 5 , V/d’ nin bir siirekli kesir yaklasimidir.

ispat. p?—dq?=-1 oldugundan p —qVd =
2_Jd =
a

ora \/_ dir. Bu yiizden

-1 . . o . v e e -
Py dir. (p,q) denklemin pozitif bir ¢dziimi oldugundan p > g

oldugu goriilebilir ve buradan da p + gvd > 2q oldugu goriiliir. O halde

1
- <
(2 )
dir. Dolayisiyla Teorem 1.2.24° e gbre E vd nin bir siirekli kesir yaklasimidir.

Teorem 2.3.3. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1r ve n € Nolsun. vd’ nin
siirekli kesir agilimmin periyodu m olmak iizere x? — dy? = —1 Pell denkleminin
tiim pozitif ¢oziimleri

a) m ¢ift tamsay1 ise ¢oziim yoktur.

b) m tek tamsay1 ise (X, ¥n)= (P(2n-1)m-1, 4(2n-1)m-1) bigimindedir

[1].
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Teorem 2.3.4. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. vd’ nin siirekli kesir
acilliminin periyodu m olmak iizere

x?—dy?=-1
Pell denkleminin

a) m c¢ift ise tamsay1 ¢oziimii yoktur.
b) m tek ise temel ¢oziimii (¢,71) = (Pym—1, Gm—1) dir

[2].

Teorem 2.3.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere

x?—dy?=-1 (2.17)
Pell denklemi ¢6ziilebilir olsun. (2.17) denkleminin temel ¢6ziimii (&;,7,) ise

X1+ 3’1\/57 = (& + 771\/5_1)2 (2.18)

olmak iizere x2 —dy? =1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) dir [2].

Teorem 2.3.6. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere

x?—dy?=-1 (2.19)
ve

x?—dy?=1 (2.20)
denklemleri ele almsin. (2.19) denkleminin temel ¢oziimii (é;,1,) ve

& +npVd = (& + mVad)" (2.21)

olmak tizere

a) n pozitif tek tamsay1 ise (&,,1,)’ ler, (2.19) denkleminin tiim pozitif
tamsay1 ¢ozlimlerini verir.
b) n pozitif ¢ift tamsay1 ise (&,,n,)’ ler, (2.20) denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimlerini verir.

ispat. &, + n,Vd = (§; + n,Vd)" oldugundan
$n — Un\/ﬂ_l = (- 771\/6_1)"
dir. Bu iki denklem carpilirsa
& —dnp =&t —dnf = (-1)"
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elde edilir. Buradan;
a) ntekise &2 —dn? = —1 oldugundan (&,,,7,), (2.19) denkleminin bir
¢cOzliimiidiir.
b) nift ise &2 — dn? = +1 oldugundan (¢,,,1,,), (2.20) denkleminin bir

¢Ozimiidir.

n ¢ift tamsayi ise Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.3.5” den istenilen elde edilir.
Simdi de n tek tamsay1 olsun. n = 2k — 1 alalim. O halde (2.21) esitliginden
Eak—1 + N2k—1Vd = (& +mVd)?? (2.22)
dir ve (2.22) esitliginin eslenigi alinirsa
Eak—1 — Nzk—1Vd = (& — mVd)?*?
bulunur. Simdi (2.22) formiiliinden elde edilen ardisik iki ¢6ziim arasinda bu

formiilinden elde edilmeyen bir u + vvd ¢oziimiiniin oldugunu kabul edelim. O

halde
(& +nVd)? 1t < u+ vVd < (& + nVd)PHt

olacak bicimde k > 1 vardir. Son denklem (&; — n;Vd)?¥ ile carpilirsa
(f% - dn%)Zk(ﬁ + d7l1)_1 < (u + U\/a)(ﬁ - 7]1\/E)Zk <+ 7]1\/E)Zk(f1 + n1\/a)(f1 - 7]1\/E)Zk

ve buradan

corvs < (w+ W)~ naVd) < & +myVd (2.23)
elde edilir. x = ué,, — vdn,, ve y = vy, — unyy alinirsa

x +yVd = (u+ vWd)(Eyx — naVd) (2.24)
ve

x —yVd = (u — vVd) (& + naxVd) (2.25)

olur. (2.24) ve (2.25) denklemleri taraf tarafa carpilirsa

x? —dy? = (u® — dv®) (&5, — dnsy)

x?—dy?=-1
bulunur. O halde (x,v), x? —dy? = —1 Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir. (2.24),
(2.23) esitsizliginde yerine yazilirsa

1

$1+ 771\/5_1

bulunur. O halde (x,y) ve (&;,1,) ikilileri (2.19) denkleminin ¢éziimleridir. Bu ise

<x+y\/a<$1+n1\/c_l

(&1,m1) ¢Oziimiiniin (2.19) denkleminin temel ¢oziimii olmasiyla celisir. Bu ylizden
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(2.19) denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢éziimleri n tek tamsay1 olmak tizere (2.21)

formiiliinden elde edilir.

Sonu¢ 2.3.7. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayiolsun. x? —dy? = —1 Pell
denkleminin temel ¢dziimii (¢5,77;) ise x2? —dy? = —1 denkleminin tiim pozitif
tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

$n + Un\/ﬂ_l =1+ 771\/6_1)2n_1

bagintisi ile elde edilir.

Teorem 2.3.8. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve n € Nolsun.

x% — dy? = —1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii (a;, by) olsun. p= a, + b;vVd ve

i = a; — b;\/d olmak iizere

_ Hzn—1+ﬁ2n—1 _ Hzn—l_ﬁzn—l
Up =——F—— Ve bn_—zﬁ
bagintis1 saglanir.
Ispat. x> —dy? = —1  Pell denkleminin temel ¢oziimii (ay,b;) oldugundan

Sonug 2.3.7’ den dolay1
a, + byVd = (a; + b;Vd)??
dir. Her iki yanim eslenigi alinirsa
a, — byVd = (a; — b;Vd)?"~1
elde edilir. Ayn1 zamanda
uZn—l = (a; + bl\/c_l)Zn—l
dir ve bu denkleminin eslenigi alinirsa
ﬁZn—l = (a; — bl\/c_l)Zn—l
olur. Eldeki bilgiler 15181nda
2a, = 2t 4 g2n-t
ve boylece

uZn—l + ﬁZn—l
2

a, =
elde edilir. Benzer bi¢cimde

2\/C_lbn — uZn—l — ﬁZn—l
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2n-1 _ 52n-1

2+/d

oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.9. p asal say1 olmak iizere p = 1 (mod 4) ise
x* —py?=-1

Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimii vardir.

Ispat. a? — pb? = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimii a, + bl\/E olsun. O zaman
a? —pb? =1
= a?—1=pb? (2.26)
dir. a; ¢ift tamsay1 olsun. O halde b; tek tamsay1 olmalidir. Dolayisiyla
a? = 0 (mod4) ve b? =1 (mod4)
dir. O halde (2.26) esitliginden
p = —1(mod4)
olur. Bu ise p = 1 (mod 4) olmasi ile ¢elistiginden dolay1 a, tek tamsay1 ve buradan
da by ¢ift tamsayr olmaldir. O halde (a; —1,a; +1) =2 dir. Boylece (2.26)
esitligine gore
(a, — 1)(a; + 1) = pbf
oldugundan x, y dogal sayilar ve b; = 2xy olmak tizere
a, ¥1=2x?%a,+1=2py?
yazilabilir. Son denklemlerin farki alinirsa
x* —py? =411
elde edilir. Fakat b; >y ve a?—pb? =1 Pell denkleminin temel ¢Oziimii
a; + by\/p oldugundan x? — py? = 1 olamaz. O halde x? — py? = —1 dir. Boylece

ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.10. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve p asal say1 olsun. d, 4 ile
veya p =3 (mod4) sartim1 saglayan bir p asal sayisi ile boliinebilirse

x2 — dy? = —1 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur [2].

Teorem 2.3.11. d’nin 4k + 3 bicimindeki bir asal bdleni varsa v/d’ nin periyod
uzunlugu cifttir [1].
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Teorem 2.3.12. d = 1,2 (mod4) tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ise x2 —

dy? = —1 Pell denkleminin tamsayr ¢oziimii vardr & x?—dy?2=1 Pell
denkleminin temel ¢ozimii (x;,y;) olmak iizere x; = —1 (mod 2d) dir.
Ispat. =) x% —dy? = —1 Pell denklemi ¢oziilebilir ve temel ¢ozimii (ay, b;)

olsun. x2 —dy? =1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) almsm. O halde
Teorem 2.3.5’ e gore
X1 + y1Vd = (a; + b;Vd)? = a2 + db? + 2Vda, b,
dir. Ayrica Teorem 1.1.11° e gore
x, = a? + db?
dir. a? — db? = —1 oldugundan

x, = —1+2db? = —1 (mod 2d)

dir.
&) x2—dy?=1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) olmak iizere
x; = —1(mod 2d) olsun. O halde k € Z olmak iizere x; = —1+ 2dk dr.
x2—dyt=1 oldugundan (-1+2dk)?—dy? =1 dir ve
d = 1,2 (mod4) oldugundan da vy, tamsayismin ¢ift oldugu goriilebilir. Bu
denklemde y, = y; /2 alinirsa
dk? —k —y2 =0

bulunur. Bu yiizden k(dk — 1) = y? olur. (k,dk — 1) = 1 oldugundan dolay1

k=r% ve dk—1=s?
olacak bicimde r ve s tamsayilar1 vardir. Buradan

dk—1=dr?—1=s?

s?2—dr?=-1

bulunur. O halde (s,7), x?2 — dy? = —1 Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir. Boylece

x? —dy? = —1 Pell denklemi ¢dziilebilirdir.

2.4. x%2 — dy* = N Genel Pell Denklemleri

Teorem 2.4.1. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve N # 0 tamsay1 olmak {izere

x?—dy?=N (2.27)
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Pell denklemi ¢oziilebilir olsun. (2.27) denkleminin herhangi bir ¢oziimii u + vvd
ve x? —dy? = 1 Pell denkleminin herhangi bir ¢6ziimii x + y+v/d olsun. O halde
u +v'Vd =+ vVd)(x + yVd) (2.28)

olmak tizere (u',v"), (2.27) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Ispat. (2.28)’ e gore
u +v'Vd = (u+vVd)(x +yVd) = ux + vyd + (uy + vx)Vd
dir. O halde Teorem 1.1.11° den
u' =ux+vyd ve v' =uy+vx
dir. Dolayisiyla
W)? —d®")? = (ux + vyd)? — d(uy + vx)?
= u?x? + 2uxvyd + v?y?d? — du?y? — 2uyvxd — dv?x?
=u?(x? — dy?) — dv?(x? — dy?)
= W? —dv?) (x* - dy?)
= N.1
=N
dir. Bu yiizden (u’, v"), (2.27) denkleminin bir ¢ozimiidiir.

Tamim 2.4.2. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve N # 0 tamsay1 olmak {izere
x?—dy?=N (2.29)
Pell denklemi ¢éziilebilir olsun. (2.29) denkleminin herhangi iki ¢oziimii u + vv/d ve
u’ +v'Vd olsun. Eger x? — dy? = 1 Pell denkleminin (2.28) esitligini saglayan bir
x + yVd ¢ozimii varsa u + vvd ve u’ + v'Vd aym smiftadir denir. Ayni smiftaki
tiim ¢oziimlerin olusturdugu kiimeye ise ¢6ziim smifi denir.
Ayrica (2.28) esitliginden elde edilen u’ + v'Vd ¢oziimii ile u + vVd ¢oziimiine
ilgilidir denir. (2.27) denkleminin bir ¢6ziim sinifindaki ¢éziimlerin hepsi birbiriyle

ilgilidir.

Teorem 2.4.3. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayir olmak iizere (2.29)

denkleminin herhangi iki ¢oziimii u + vvd ve u’ + v'/d olsun.

uu'-vvrd  vu'—uvr
N > N

sayilar tamsayidir © u + vvd ve u’ + v'd ¢oziimleri ilgilidir.
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ispat. &) (2.29) denklemini saglayan herhangi iki ilgili ¢ozim u + vvd ve
u’' +v'Vd olsun. x? —dy? =1 denkleminin bir pozitif tamsay1 ¢oziimii x + yvd
olmak iizere

u' +v'Vd = (u + vVd)(x + yVd)

dir. O halde
_uw'+v'Vd _ uu'-vv'd vu'—uv’
X+ y\/H T utw/d | u?-dv? + (uz—dvz)\/c_l
uu'-vv'd vu'—uv’
== T ( N )\/C_l
elde edilir. Teorem 1.1.11” den dolay1
_uu'-w'd _vu'—uw’
X =—" ve y =—
yazilabilir. x ve y tamsayilar oldugundan dolay1 ol ;VW 2 ve & ;’W sayilar1 da

tamsayilardir.

=) (2.29) denklemini saglayan herhangi iki ¢oziim u + vvd ve u’ + v'vd olmak

uu'-vv'd vu'—uv’

iizere sayilar1 tamsay1 olsun. O halde

uu' —vv'd  [vu —uv' uu' —vv'd  [(vu —uv' u +v'\d
(e (e

N N u? — dv? u? — dv?  u+wvVd
dir.
u' +v'Vd
-  —a+bJd
u+v\/c_l

almsmn. (a,b), x? —dy? = 1Pell denkleminde yerine yazilirsa denklemin bir

¢oziimii oldugu goriiliir. Bu yiizden Tanim 2.4.2° ¢ gére u+vvd ve v +v'Vd

coziimleri ilgilidir.

Eger N =41 ise sadece bir ¢oziim smifi oldugu Onceki teoremden

gortlebilir.

Tamm 2.4.4. K bir ¢oziim smifi olsun. K = {u; + v;¥/d} almsn. O zaman

{u; — v;Vd} kiimesi de K ile ifade edilen bir ¢dziim sinifidir ve bu smifa K nin

eslenik smifi denir. K ve K lere birbirlerinin eslenikleri denir.
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Eslenik smiflar genel olarak ayridir. Ama bazi durumlarda ayni olabilir.

Eslenik siniflar1 ayni olan smiflara belirsiz (ambiguous) siniflar denir.

Tanim 2.4.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere
x?—dy*=N
denkleminin bir u + vVd ¢dziimiiniin K smifindaki bir u* + v*vVd ¢oziimii;

v*, K smifinin ¢ozlimlerinin en kiigiik negatif olmayan degeri olmak {izere

a) Eger K belirsiz smif degilse ozaman u* sayist tek tiirli belirlidir.

Ciinkii — u* + v*Vd ¢oziimii K eslenik smifindadir.
b) Eger K belirsiz smif ise u* = 0 sartina bagh olarak u* tek tiirlii olarak

belirlidir.
Yukaridaki gibi belirlenen u* + v*Vd ¢oziimiine K smifinin temel ¢6ziimii denir.

Teorem 2.4.6. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve N tamsay1 olmak {izere
IN| < +/d olsun. Eger
x?2—dy*=N

1se i , Vd’ nin bir siirekli kesir yaklasimmidir.

Ispat. x ve y aralarinda asal pozitif tamsayr olmak iizere N >0 durumunu
inceleyelim. x2? — dy? = N oldugundan

(x +yVd)(x —yVd) = N
yazilabilir. x + yvd > 0 oldugundan x — yv/d > 0 dir. Dolayisiyla x > yvd  ve
% —+/d > 0dir. 0 < N < V/d oldugu goz 6niinde bulundurulursa

—yvd  x?—dy? N Vd 1
f - \/C_l = X7y = ad 4 < < = 2
y y y(x+yVd) yQRyVvd) 2y2Jd 2y
elde edilir. O halde

x — y\/c_l 1
0< <-—
y 2y
dir. Teorem 1.2.24° e gbre i ,vd nin bir siirekli kesir yaklagmmudr.



42

Simdi de N < 0 durumunu inceleyelim. x? — dy?= N denklemi

1 N
2 _ ()42 — =
Y (d)x d

seklinde diizenlenirse —% > 0 oldugundan bir 6nceki duruma benzer olarak %,\/%
nin bir stirekli kesir yaklagimi olur. Teorem 1.2.13° den i = Xl , Vd = % nin bir
x vd
stirekli kesir yaklagimidir.
Teorem 2.4.7. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Eger
x?—dy*=N
Pell denkleminin bir K sinifinin temel ¢éziimii u + vd ve
x2—dy?=1
Pell denkleminin temel ¢oziimii x, + y,Vd ise
0<v<—=2=+N (2.30)

1/2(36'1'|'1)

0<lul < /%(x1 +1)N (2.31)

esitsizlikleri saglanir.

\(

Ispat. (2.30) ve (2.31) esitsizlikleri bir K smifi igin dogru ise onun eslenik smifi olan
K i¢in de dogrudur. Bu yiizden u nun pozitif oldugunu kabul etmek yeterlidir.

Hipotezden u? — dv? = N ve x? —dy? = 1 dir. O halde

ux, —dvy, = ux; —/ (W2 —N)(x? - 1) >0 (2.32)
dir. u + vV/d nin ¢6ziim smifindaki
u+ vWd)(x; — y1Vd) = ux; — dvy, + (vx; — uy;)Vd
¢oziimii ele almsmn. u + vv/d simifin temel ¢oziimii oldugundan ve (2.32)” e gore
ux; — dvy, pozitif oldugundan
ux; —dvy; = u
= u(x; —1) =dvy;
s u(x; —1)2 > d*v?y? = W? - N)(x2 - 1)
x—1 N

= =
x,+1 u?
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2 N
=>1
x1+1 u?

= 1-—

>u’< %(x1 + 1)N
dir. Bu ise (2.31) esitsizliginin saglandigin1 gosterir. Benzer sekilde (2.31)
esitsizliginden de (2.30) esitsizliginin saglandigi gosterilebilir.

Teorem 2.4.8. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Eger
x?—dy?=—-N
Pell denkleminin bir K smifinin temel ¢éziimii u + vV/d ve
x?2—dy?=1
Pell denkleminin temel ¢oziimii x; + y;V/d ise

Y1
o<vsJﬁaﬁvﬁ (2.33)

OSh”S/%@y—DN (2.34)

esitsizlikleri saglanir.

\(

Ispat. (2.33) ve (2.34) esitsizlikleri bir K smifi igin dogru ise onun eslenik smifi olan
K icin de dogrudur. Bu yiizden u nun pozitif oldugunu kabul etmek yeterlidir.
@wﬁ=(%+§yﬁ+N)>%ﬁ
oldugundan
vx, —uy; >0 (2.35)
dir. u + vv/d nin ¢6ziim smifindaki
u+ vWd)(x; — y1Vd) = ux; — dvy, + (vx; — uy,)Vd
¢oziimiinii ele alalm. u + vv/d simifin temel ¢6ziimii oldugundan ve (2.35) e gore
vx; — uy; pozitif oldugundan
VXy —uUy; 2V
=>v(x,—1)=>uy
= dv?(x; — 1)? = du?y? = u?(x? — 1)

x,+1 N
<l+—

= 2
x;—1 u

2 N
<1+
-1 u

X1

=>14+
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=>u? <=(x; — 1N

dir. Bu ise (2.34) esitsizliginin saglandigin1  gosterir. Benzer sekilde (2.34)

esitsizliginden (2.33) esitsizliginin saglandig1 da gosterilebilir.

Ornek 2.4.9. x> — 13y? = 31 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimiiniin olup olmadigini

arastiralim.

Oncelikle v'13 irrasyonel sayismin siirekli kesir agilimini bulmaliyiz.

ag = [[\/E]] = 3, aq L = V343

T Vi3-3 4
_ [[VEE+3] — 4 1 y13+1
a, = 4 - ’az_\/ﬁ+3_1_ 3
4
_ Viz+1] _ 1 1 _ V13+2
=S 1T T Ema T3
3
_ Viz+2] _ 1 1 _ V13+1
B3 17 5%T7me T
3
V13+1 1
a4—[[ 2 —1,0(5—\/E+—1_1—\/13+3
4

as = [V13 + 3] = 6 = 2a,
oldugundan dolay1 Teorem 1.2.19’ a gore
a=[3,1,1,116]
bulunur. O halde V13 sayisiin periyodunun 5 oldugu goriiliir. Dolayisiyla
Sonu¢ 2.2.10° a gore x?—13y2=1 Pell denkleminin  temel ¢dziimii

(%1, ¥1) = (P9, q9) dir. O halde (1.2) ve (1.3) bagmtilar1 yardimiyla

Po=0a9=3 qo =1
pP1=a1po +1 1=
pp=13+1=4 ¢ =1

P2 = azp1 + Do gz = azq, +1
p,=14+3=7 G =11+1=2
p3 = aszpz +p1 d3 = azqz + 1
ps=17+4=11 g =12+1=3

py=111+7 =18 gy =13+2=5
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ps = 618+ 11 = 119 gs = 6.5 +3 = 33
pe=1119+18 =137  ¢q¢=133+5=38

p, =1137+119=256 ¢, =138+33=71
pg = 1.256+ 137 =393  gg = 1.71+ 38 = 109
po = 1493 +256 = 649 gy = 1.109 + 71 = 180

dir. Eldeki bilgiler 1s18inda (x1,¥,) = (P9, q9) = (649,180) denklemin temel
coziimiidiir. Teorem 2.2.12” den denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

X, + Y, V6 = (649 + 180/6)"
formiilii ile elde edilir. x? — 13y% = 31 denkleminin bir K sinifinin temel ¢dziimii

(u,v) ise (2.30) ve (2.31)’ den

180 N
O<v< m\ﬂgl =27

0<|ul< \[%(649 +1)31 = 100.3

yazilabilir. Dolayisiyla »=0,4+1,4+2,..,£100 ve v=1,23,...,27 dir.
x?—13y? =31 denkleminde bulunan u ve v degerleri yerine yazilirsa
u? — 13v? = 31 denkleminin tamsay1 ¢dziimiiniin olmadig1 goriiliir. Sonug olarak

x2 —13y? = 31 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Teorem 2.4.10. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve n € N olmak iizere
x% —dy? = N genel Pell denkleminin bir K sinifinin temel ¢ozimii u; + v,Vd ve
x2—dy?=1 Pell denkleminin temel ¢oziimii x; +y;v/d olsun. O halde
x? —dy? =N Pell denkleminin bir K siifina ait tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
U, + v,\/d olmak iizere

U1 + VpaaVd = (ug +v,Vd) (1 + y1 V)"

formiilii ile bulunur [12].

Ornek 2.4.11. x? — 6y? = —69 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini

bulalim.
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x? —dy? = N denklemlerinin ¢éziimleri u,, + v,Vd ile gosterilsin ve x? — dy? =

1 Pell denkleminin temel ¢oziimii x; + y;V/d olsun. (2.33) ve (2.34) esitsizlikleri
goz Oniine almmalidir. Ornek 2.2.8” den x2 — 6y% =1 Pell denkleminin temel
¢oziimiinin x; + y;v/d= 5+ 2v6 oldugu goriilebilir. O halde x; =5 ve y;, =
2 oldugundan (2.33) ve (2.34) esitsizliklerinden

2
\/ﬁ@ =+V34.5

’1
0<|ul< 5(5— 1)69 =138

elde edilir. Dolayisiyla u=0,41,4+2,...,+£11 ve v=12345 dir. Bu u

O<rv<

ve v degerleri x2 — 6y? = —69 denklemin de yerine koyulursa ¢dziimlerin 9 + 5v6
ve —945V6 oldugu gorilir. Simdi de u4+vVd=94+5V6 ve

u' +v'Vd = =9 + 5v6 alalim ve iki ¢6ziimiin ilgili olup olmadigmi Teorem 2.4.3’

e gore inceleyelim.

uw—-vvrd _ 9(-=9)-55.6
N —-69

1

oldugundan 9 + 5v6 ve —9 + 5vV6 coziimleri ilgilidir. O halde bu iki ¢Sziimiin

¢oziim smiflar1 aynidir. Bu yiizden Tanim 2.4.5° e gore temel ¢oziim 9 + 5v6 dir ve

denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri Teorem 2.4.10° e gére

Uy + v, V6 = (9 + 5V6)(5 + 2V6)™

formiili ile bulunur.

Teorem 2.4.12 (Brahmagupta Teoremi). d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1
olsun. Eger x2—dy? =M genel Pell denkleminin bir ¢oziimii (x;,y,) ve
x2 — dy? = N genel Pell denkleminin bir ¢6ziimii (x5, y,) ise

r+svd = (x1 + ylec_l)(xz + y,\d) (2.36)

olmak iizere (r,s), x2 — dy? = MN genel Pell denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Ispat. Hipotezden x? — dy? = M ve x2 —dy? = N dir. (2.36) den
r+ S\/C_l = (xl + y1\/c_l)(x2 + yz\/C_l)
= X1X2 + \/C_l(x13’2 + y1x2) + y1¥2d

bulunur. Teorem 1.1.11° e gore
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r=x1X +dy1Y,
ve
S=X1Y; T y1X2
dir. O halde
r? —ds? = (x1x; + dy,y2)? — d(x1y, + y1x2)?
= x{x3 + 2dx,x;Y,y1 + yiyid® — dxfy; — 2dx,x,y,y, — yixid?
= x{(xf — dy}) — dyf(x} — dyj)
= (xf — dy?)(x{ — dyf) = NM
oldugundan dolayi (7,s) , x2 — dy? = MN genel Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Brahmagupta Teoremi’nin aksi her zaman dogru degildir. Ornegin,
x?—37y? =33 denklemi ¢ozilebilir oldugunda x?—37y?=11 ve
x?—37y? =3 denklemleri de ¢oziilebilirmis yanilgisma diisiilebiliyor. Ama
x?—37y? =3 ve x? —37y? = 11 denklemleri ¢oziilemezdir (Daha fazla drnek

icin Cizelge 5.3 incelenebilir).

Sonu¢ 2.4.13. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr ve n € N olsun. Eger
x? — dy? = N genel Pell denkleminin temel ¢dziimii (x,,y,) ise
an + bn\/C_l = (x1 + yl\/C_l)n

olmak iizere (a,, by,), x?> — dy? = N™ Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Teorem 2.4.14. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun.
x%2 —dy? = N denklemi  ¢bzillebilir ve +d nin periyodu tek ise
x? —dy? = —N denklemi ¢oziilebilirdir.

ispat. +d nin periyodu tek ise x2%—dy? = —1denklemi ¢oziilebilirdir.
x? —dy? = N denklemi de ¢oziilebilir oldugundan Brahmagupta Teoremi’ne gore

x? —dy? = —N denklemi de ¢oziilebilirdir.

Teorem 2.4.15. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve q, 4k + 3 bigimindeki bir

asal sayr olmak iizere gq|dolsun. (N,d) =1 olmak iizere x%2—dy?=N

denkleminin tamsay1 ¢oziimii varsa x? — dy? = —N denklemi ¢dziilemezdir [1].
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Teorem 2.4.16. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayi olsun. N tamkare ise

x? — dy? = N genel Pell denklemi ¢oziilebilirdir.

Ispat. N tamkare olsun. k € Z olmak iizere N = k? almsmn. Ayrica Teorem 2.2.3’
den x? —dy? =1 Pell denkleminin bir tamsay1r ¢dziimii vardr. x% —dy? =1
denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (u,v) olsun. O halde u?—dv? =1 dir.
Denklemin her iki yan1 k? ile garpilirsa

k*u? — dk?v? = k?

(kw)? — d(kv)? = k2
elde edilir. O halde (ku,kv), x? —dy? = k? Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.
Dolayisiyla x? — dy? = N genel Pell denklemi ¢oziilebilirdir.

Teorem 2.4.17. x? = N (mod d) olacak sekilde bir x dogal sayis1 yok ise
x2 — dy? = N genel Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur [27].

Lemma 2.4.18 (Bhaskara). d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve n € N olsun.
Eger x% —dy? = N genel Pell denkleminin herhangi bir ¢oziimii (x,,V,) ise her
m tamsayisl i¢in
(mx, + dyo, myo + x),
x? —dy? = N(m? —d) genel Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir. Ayrica eger
(N,yp) =1vel €Zigin Nl = my, + x, ise
N|(m? —d) ve N|(mx,+dy,)
dir.

Ispat. (mx, + dyy)? = m?x2 + 2mdxyy, + d?y¢
(myo + x0)? = m*y§ + 2mx,y, + x§

oldugu gz Oniine almirsa

(mxo + dyo)? — d(my, + x0)? =
= m?2x3 + 2mdxyy, + d?ys — dm?y¢ — 2dmxyy, — dx3
= (m? — d)x§ — d(m? — d)y§
= (m?* — d)(x§ — dy§)
=N(m?—-4d)
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dir. Yani, (mx, + dy,, my, + xo), x2 — dy? = N(m? — d) genel Pell denkleminin
bir ¢oziimiidiir.
Simdi de [ € Z olmak iizere NI = my, + x, ve (N,y,) = 1 olsun. O zaman
N(1 = l(xo — my,)) = N — Nl(xy — my,)
=N — (myo + x,) (xg —my,)
=N —xZ +m?y?
=m?yi — dy;
= yé(m? — d)
dir. O halde N|(m? —d)y? dir. (N,y,) = 1 oldugundan N|(m? —d) dir. Ayrica
r € Z olmak iizere Nr = (m? — d) dir.
Simdi de N|(mx, + dy,) oldugunu gosterelim. Agik olarak
N(ml —ry,) = Nml — Nry,
= (myo + xo)m — (m* — d)y,
= m?2y, + xom — m2y, + dy,
= mx, + dy,
dir. N(ml — ry,) = mx, + dy, oldugundan N|(mx, + dy,) elde edilir.

Teorem 2.4.19 (Bhaskara Metodu ile Pell Denklemlerinin Coziimii).
p asal say1 olmak iizere x? — py? = 1 Pell denkleminin ¢dziimii bulunurken;
a, b tamsayilar1 a? — pb? = kve (k,b) =1 olacak sekilde secilir. Herhangi bir
m pozitif tamsayis1 i¢in Bhaskara’nin lemmasina gore
(ma + pb)? — p(mb + a)? = k(m? —p)

- v e e 1 .
oldugu gz oniine almsm. Bu son denklem o ile carpilirsa

ma+pb 2 mb+a 2 __m?-p
(k)_p(k)_k 2.37)
2_
elde edilir. Pozitif m tamsayisi, k|(mb + a) sartin1 saglayacak ve |mk P | tamsayisini

miimkiin oldugu kadar kiiciik yapacak sekilde secilsin. Boylece Bhaskara’nin
lemmasma gore (2.37) denklemi genel Pell denklemi seklinde olur. Eger

m2—

k

m2-p ma+pb b = mb+a
—_— = —

k k

#1lisea =

P = 1ise ¢oziim bulunmus olur. Eger ve

2
m2—
k' = P 2 alinir. Buradan

(@) —p®)? =k (2.38)
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bulunur. Ayrica (k’,b") = 1 olur ve benzer sekilde Bhaskara’nin metoduna devam

1

edilir. (2.38) denklemi L ile carpilirak
2 2
mlal+plbl mlbl+al _ (ml)z_p
( K’ ) -p ( K’ ) T (2.39)

bulunur. Herhangi bir pozitif m tamsayisi i¢in pozitif m' tamsayisin1 k'|(m'b’ + a’)

N2 _
sartin1 saglayacak ve |(m;—,p| tamsayisini miimkiin oldugu kadar kii¢iik yapacak

sekilde secilsin. Boylece Bhaskara’nin lemmasina gore (2.39) denklemi genel Pell

(m')?-

kl

(m)%-p
—

denklemi seklinde olur. Eger P = 1 ise ¢dziim bulunmus olur. Eger *

-
1 ise Bhaskara’nin metoduna (m})(—’p =1 olana kadar devam ettirilerek istenilen

sonuca ulasilir [19].

Ornek 2.4.20. x? —7y? =2 denkleminin temel ¢dziimiiniin (3,1) olmasindan
yararlanarak x? — 7y%2 =1 Pell denkleminin ¢oziimlerini Bhaskara’nin metodu

yardimu ile elde edelim.

m pozitif bir tamsay1 olmak iizere Bhaskara’nin metoduna gore

(3m+7)2 _ (m_-|-3)2 _ m?=7 (2.40)

2 2 2

2

dir. 2|m + 3 sartim1 saglayacak ve

| sayisimn1 en kiiciik tamsay1 yapacak

sekildeki pozitif tamsayr m = 3 olur. O halde m = 3 tamsayis1 (2.40) denkleminde
yerine yazilirsa

82-7.32=1
elde edilir. Boylece x2 — 7y? = 1 Pell denkleminin bir ¢dziimii (8,3) bulunur.

Ornek 2.4.21. x? —11y? =5 denkleminin temel ¢dziimiiniin (4,1) olmasindan
yararlanarak x2 — 11y? = 1 Pell denkleminin ¢oziimlerini Bhaskara’nin metodu

yardimu ile elde edelim.

m pozitif tamsay1 olmak lizere Bhaskara’nin metoduna gore

(4-m;-11)2 _11 (4--;m)2 _ m25—11 (2.41)
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2_
dir. 5|/m + 4 sartmi saglayacak ve |m 11| sayisini1 en kiiciik tamsay1 yapacak

sekildeki say1 m = 1 olur. O halde m = 1 tamsayisi i¢in (2.41) denkleminde yerine
yazilirsa
32-11.12 =-2

m2-11

elde edilir. | .

| = 2 oldugundan algoritmaya devam edilir. m’ pozitif bir tamsay1

olmak tizere Bhaskara’nin lemmasindan

(3’”'—“1)2 ~11 (3””')2 = m)u (2.42)

-2 -2 -2

|(m’)2—11
2

dir. 2|m’ + 3 sartim saglayacak ve | sayisii en kiiclik tamsay1 yapacak

sekildeki pozitif tamsayryi m' =3 segelim. O halde m' = 3 tamsay1 (2.42)
denkleminde yerine yazilirsa

102 —11.3% =
elde edilir. Béylece x2 — 11y2 = 1 Pell denkleminin bir ¢dziimii (10,3) bulunur.

Teorem 2.4.22. p asal say1 ise x2 — dy? = +p Pell denkleminin sirasiyla (2.30),
(2.31) ya da (2.33), (2.34) esitsizliklerini saglayan en fazla bir u + vvd ¢oziimii

vardir. Ayrica x2 — dy? = +p denklemi ¢oziilebilir ise

a) pl2dise x? — dy? = +p denkleminin 1 ¢dziim smifi vardir.
b) p t2dise x? —dy? = +p denkleminin 2 ¢dziim sinifi vardir

[12].
Teorem 2.4.23. p asal say1, u ve v dogal sayilar olmak {izere

a) p=11(mod8)veu?—2v?> =piseu <, 2pvev < Ep dir.

b) p = +1(mod8) veu? —2v* = —piseu <,/pvev <.p dir.

c) p=1(mod12)veu? —3v2 =piseu < Epvev< ’%p dir.
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d) p=-1(mod12) ve u? —3v% = —piseu < Epvev < ’%p dir
[16].

Ornek 2.4.24. u? — 3v? = —11 denkleminin varsa pozitif tamsay1 ¢oziimlerini

bulalim.

u? —3v? = —11 ve p = 11 = —1 (mod 12) oldugundan dolay1 Teorem 2.4.23" e

gore u< \g ve v < \g yazilabilir. O halde u=0,1,2 ve v=0,1,2 dir. Bu

degerler u? —3v%2 = —11 denkleminde yerine yazilirsa u=1 ve v =2 igin

denklemin saglandig1 goriiliir. O halde denklemin temel ¢oziimii (1,2) dir.
2.5. Sayisal Ornekler

Ornek 2.5.1.m > 1, d = m? —2 olmak iizere x? —dy? = 1Pell denkleminin

temel ¢oziimii (x1,y;) = (m? — 1,m) dir.

Cozim. Omek 1.3.6° davm?—2=[m-1,1m—-212(m—1)] oldugu

gosterildi. O halde Vvm? — 2 nin periyodu 4 dir. Dolayisiyla Sonug 2.2.10° a gére

temel ¢oziim (ps, q3) dir.

B m-1+ -
s 1+ T
(m—2)+T
=(m-1)+ 1
=(m-1D+—m—=m-1+22
m-1 m
-m?—1
om

oldugundan dolay1 p; = m? — 1 ve g3 = m, yani (x,y;) = (m? — 1,m) dir.
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Ornek 2.5.2.d = a?b? + 2b olmak iizere x?> — dy? = 1 Pell denkleminin temel
¢oziimii (x1,y,) = (a?b + 1, a) drr.

Coziim. Ornek 1.3.2° de Va?b? + 2b = [ab, a, 2ab] oldugu gésterildi. Dolayistyla

va?b? + 2b nin periyodu 2 dir. O halde Sonug 2.2.10” a gore temel ¢6ziim (py, q;)
dir.
1 a’h+1

P1_ -
q1 a a

oldugundan temel ¢6ziim (x;,y;) = (a?b + 1,a) olur.

Ornek 2.5.3.d = a?b? + b olmak iizere x? — dy? = 1Pell denkleminin temel
¢oziimii (x1,y,) = (2a%b + 1,2a) dur.

Coziim. Ornek 1.3.3’ de Va2b? + b = [ab, 2a, 2ab] oldugu gosterildi. Dolayisiyla

va?b? + b nin periyodu 2 dir. O halde Sonug 2.2.10° a gore temel ¢oziim (py, q;)
dir.
1 2ad*h+1
P _ap+—=
q1 2a 2a

oldugundan temel ¢6ziim (x;,y,) = (2a?b + 1,2a) dir.

Ornek 2.5.4.d = m? + molmak iizere x?—dy? = 1Pell denkleminin temel

¢oziimii (xq,y;) = (2m + 1,2) dir.

Coziim. Ornek 1.3.4° de Vm?+m = [m,2,2m]oldugu gosterildi. Dolayisiyla

m? + m nin periyodu 2 dir. O halde Sonug 2.2.10” a gore temel ¢oziim (p,, q) dir.
1 _ 2m+1

P1
PR 2

oldugundan temel ¢6ziim (x;,y;) = (2m + 1,2) dir.

Ornek 2.55.d = m? —m olmak iizere x? —dy? = 1Pell denkleminin temel

¢Oziimii (x4,y,) = (2m — 1,2) dir.
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Coziim. Omek 1.3.5 de Vvm2—-m = [m —-1,2,2(m— 1)] oldugu gosterildi.
Dolayisiyla vm? — m nin periyodu 2 dir. O halde Sonug 2.2.10” a gore temel ¢6ziim
(p1,qq) dir. Dolayistyla

1 2m-—1

P1
e m=14=
R

oldugundan temel ¢6ziim (x,,y;) = (2m — 1,2) dir.

Ornek 2.5.6.m > 1, d = m?+2 olmak iizere x? —dy? = 1Pell denkleminin

temel ¢oziimii (x;,y,) = (m? + 1,m) dir.

Coziim. Ornek 1.3.7° de Vm?2 + 2 = [m,m,2m] oldugu gosterildi. Dolayisiyla

vm? + 2 nin periyodu 4 dir. O halde Sonug¢ 2.2.10” dan dolay1 temel ¢6ziim (py, q;)
dir.
P1 1 m?-1

=m-+—=
a1 m m

oldugundan (x;,y;) = (m? — 1, m) elde edilir.

Ornek 2.5.7.d = m?+m,m?+2m,a?b? + 2b,a?b%> + b olmak  iizere

x? — dy? = —1 Pell denkleminin tamsay1 ¢6ziimii yoktur.

Coziim. Cizelge 5.4’ den d = m? + m,m? + 2m,a?b? + 2b, a?b? + b olmak iizere
Vd sayisinm periyotlarmin ¢ift oldugu goriilebilir. O halde Teorem 2.3.4° e gore
d = m?+m,m?+ 2m,a?b? + 2b,a?b? + b olmak iizere x? — dy? = —1 Pell

denklemin tamsay1 ¢oziimii yoktur.
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BOLUM 3. x*-dy’=4 ve x*-dy>?=-4 PELL
DENKLEMLERI

d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 olmak tizere
x?—dy?=+4 (3.1)
Pell denklemleri gbz Oniline alinsin. x ve y tamsayilar1 (3.1) denklemini sagliyorsa

(3.1) denkleminin tamsay1 ¢6ziimleri x + yvd seklinde gosterilir.

Tamm 3.1. (3.1) denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri arasindan x; nin en
kiigiik tamsay1 degerini aldig1 bir x; + y;Vd ¢oziimii vardir. Bu ¢oziime (3.1)

denkleminin temel ¢6zlimii denir.

Teorem 3.2. a) x2—dy? =1 Pell denkleminin temel ¢ozimi x'+ y~“d ve

x% — dy? = 4 denkleminin temel ¢6ziimii x; + y;v/d olsun.

1) d=1(0(mod8), d=2(mod4), d =3 (mods) ise x?>—dy?>=4
denkleminin temel ¢6ziimii
2x'+ 2yd
dir.
2) d =5 (mod8) olmak iizere x?> —dy? =4 denkleminin tek tamsayi
¢oziimleri var ise x? — dy? = 4 denkleminin temel ¢dziimii

3
x; +y,Vd
(+> -
bagintisi ile bulunur. Eger x2 — dy? = 4 denkleminin sadece ¢ift tamsay1 ¢oziimleri
var ise bu denklemin temel ¢oziimii
2x'+ 2yd
dir.



56

3) d = 0 (mod4) ise x? — %yz = 1 denkleminin temel ¢oziimii x* + y*\E
olmak iizere x? — dy? = 4 denkleminin temel ¢oziimii

2x* + y*Vd
dir. Eger y* ¢ift tamsay1 ise x2 — dy? = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimii

x*+y7\/c_l

dir ve x2 — dy? = 4 denkleminin temel ¢oziimii ise 2x'+ 2y~/d dir [17].

b) x2 —dy? = —1 Pell denkleminin temel ¢dziimii x'+ y"d ve x? —dy? = —4

denkleminin temel ¢oziimii x; + y;Vd olsun.

1) d =2 (mod4),d =3 (mod4) ise x2—dy? = —4 denkleminin temel
¢Ozumil
2x'+ 2y'\/c_l
dir.

2) d=0(mod4) ise x%-— % y? = —1 denkleminin  temel  ¢dziimii
x*+y* \E olmak iizere x2 — dy? = —4 denkleminin temel ¢6ziimii

2x* + y*\/a
dir [4].

Ornek 3.3. x2 — 6y? = 4 denkleminin temel ¢dziimiinii bulalim.

Ornek 2.2.8° den x2—6y%2 =1 Pell denkleminin temel ¢dziimii (5,2) dir.
d = 2 (mod 4) oldugundan Teorem 3.2’ den x? — 6y? =4 denkleminin temel
¢oziimii 10 + 46 dir.

Teorem 3.4. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayiolsun. x? —dy? =4
denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) ise x? — dy? = 4 denklemin tiim pozitif tamsay1

¢Oziimleri n € N olmak tizere

+yVd\
xn+yn\/c_l=2<%>

formiilii ile elde edilir [15].



57

Teorem 3.5. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayiolsun. x? —dy? =4
denkleminin temel ¢dziimii (x;,y;) ise x? — dy? = 4 denklemin tiim pozitif tamsay1

¢Oziimleri n € N olmak tizere

1
Xn+1 = E (x1xn + y1ynd)

1
Yn+1 = E(xlyn + y1X5)

bagintisini saglar.

n
ispat. Teorem 3.4’ den dolay1 x, + y,Vd = 2 (@) ve benzer olarak

n+1
x1+y Vd
Xn+1 t yn+1\/c_l =2 (%)
yazilabilir. O halde eldeki bilgiler 151g1inda
n+1
X + y1\/C_l
o =2 (220
_ x1+y1Vd n x1+y1Vd
- ( 2 ) ( 2 )
_ XntynVad\ (x1+y1Vd
- ( 2 )( 2 )

_ Craxn 4 3190d) + (yn + y12)Vd
4

bulunur. Teorem 1.1.11° den ise

1 1
Xn+1 = > (x1Xp + y1Ynd) V€ Yp41 = > (X1Yn + Y1X5)

oldugu goriiliir.

Teorem 3.6. d tamkare olmayan pozitif bir tamsay1 ve n € N olsun. x? — dy? = 4
denkleminin temel ¢oziimii (x;,y,) olmak iizere x? — dy? = 4 denklemin tiim
pozitif tamsay1 ¢ozlimleri x, = 2,y, = 0 olmak tizere

Xn+1 = X1Xn =~ Xn—1

Yn+1 = X1¥Yn — Yn-1

bagintisini saglar.
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Ispat. = a ve @ = f§ olmak {lizere

x1+;/1\/3 = f olsun. Buradan a + f = x;

x1—Y1\/E
2

n
ve af = 1 dir. Ayrica Teorem 3.4’ e gére x,, + y,Vd = 2 (%) dir. O halde

X, + yNd = 2a™ ve x, —y,Nd =2B"

dir. Buradan

bulunur. Benzer bi¢cimde

an+1_[gn+1

n+1 n+1 —
+ B \'(] =
yn+1 7

Xny1 = @A
dir. O halde eldeki bilgiler 151g1inda
XpXy = Xn-1 = (@™ + M) (@ + B) — (™t + ")
= @™ + @f™ + fa + fH1 — g1 — gnt
= ™1 + (af)f" 1 + (Ba)a™ ! + T — g1 — gl

— an+1 + ’Bn—l + an—l + ’Bn+1 _ an—l _ ’Bn—l

= Xn+1
bulunur. Benzer bi¢cimde
am +’Bn) (an—l +’Bn—1>
X —YVp1=|——=—(@+B)—|————
YnX1 Yn-1 ( \/C_l ﬁ \/C_l
an+1 + (Z,Bn + ,B(Zn +’Bn+1 _ an—l _ ’Bn—l
- Vd
an+1 + ((Z,B),Bn_l + (,30()0(”_1 + ’Bn+1 _ an—l _ ’Bn—l
Vd
_ an+1+‘8n—1+an—1+‘8n+1_an—l_’Bn—l _
- Vd = Yn+1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.7. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. x? —dy? = —4

denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) olmak lizere

n
X+ yuVd = 2 (2E09) (3.2)

2
olsun. O halde

a) n tek ise (x,,V,) ikilileri x? — dy? = —4 denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimlerini verir.
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b) n cift ise (x,,y,) ikilileri x2 — dy? = 4 denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimlerini verir [15].
Teorem 3.7° den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.8. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. x2 —dy? = —4
denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) ise denklemin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

n € N olmak tizere

2n—-1

+y;Vd
xnwﬁ:Z(%)

2

formiili ile bulunur.

Ornek 3.9. x2 — 12y? = 4 denkleminin temel ¢6ziimiinii ve tiim pozitif tamsay1

¢Oziimlerini bulalim.

d = 0 (mod 4) oldugundan Teorem 3.2° e gore x2 — 3y? =1 Pell denkleminin
temel ¢oziimiinden yararlanmaliyiz. x2 —3y? =1 Pell denkleminin temel
¢oziimiiniin  (2,1) oldugu acikti. O halde Teorem 3.2° den x%—12y%2 =4
denkleminin temel ¢oziimii 4 ++/12  dir ve Teorem 3.4° den x%—12y% =4

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

X, + yn\/ﬁ =2 (4+m)n

2

formiili ile elde edilir.

Teorem 3.10. d tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olsun. Eger a ve b dogal
sayilar1

a>hb?-2 (3.3)
esitsizligini sagliyorsa ve a + bvd, x? —dy? =4 denkleminin bir ¢oziimii ise

a + bvd, x? — dy? = 4 denklemin temel ¢ziimiidiir.

ispat. b = 1i¢cin a + 1v/d’ nin x? — dy? = 4 denkleminin temel ¢oziimii oldugu
agiktir.
b >1 igin (3.3) esitsizligi saglansin. x; + y;V/d, x2 —dy? = 4 Pell denkleminin

temel ¢ozlimil olmak {lizere 1 < y; < b olsun. O zaman
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a’> —db? =x?2—dyl =4
x{—4 a®—4
b

d =

ve
x2b? —yZa? = 4(b? -y >0

x.b + yla) (xlb - yla)
2 2

dir. Ayrica x;b — y;a ve x;b + y;a tamsayilarinin ¢ift tamsay1 oldugunu gérmek

m=b2—y12=(

kolaydir. Eger

x1b+y1 a x1b-y1 a
m = ———- m, = —
1 2 ) 2 2
olarak alinirsa m; ve m, tamsay1 olur. O halde elde edilen bilgiler 1s1g1nda

ml—m2<m—1_b2—y12—1

a= <b?—y2—1<b?-2

V1 V1 V1
bulunur. Ama bu durum (3.3) esitsizligi ile g¢elisir. Bu ylizden b = y; olmalidir.

Bdylece istenilen elde edilir.

Teorem 3.11. d # 0 (mod 4) olmak iizere x?> — dy? = —4 denklemi ¢oziilebilirdir
& x% — dy? = —1 denklemi ¢dziilebilirdir [4].

Teorem 3.11° den asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 3.12. dtamkare olmayan pozitif bir tek tamsayr olmak iizere

x? — dy? = —4 denklemi ¢oziilebilirdir & x? — dy? = —1 denklemi ¢6ziilebilirdir.

Teorem 3.13. dtamkare olmayan pozitif bir tamsayr olmak iizere

x2 — dy? = 4 denkleminin tek tamsay1 ¢oziimleri varsa d = 5 (mod8) dir.

Ispat. x% —dy? = 4 denkleminin tek tamsay1 ¢Oziimleri n € N olmak iizere
(x,, y) ile gosterilsin. O halde x2 = y2 = 1 (mod 8) dir. Dolayisiyla
x2—dy?=4=1-d =4 (mod8)
= —d =3 = -5 (mod 8)
= d =5 (mod 8)

oldugu goriiliir.



BOLUM 4, BAZI PELL DENKLEMLERININ
GENELLESTIRILMIS FIBONACCIi VE LUCAS DIZILERI
YARDIMIYLA COZUMU

Bu bolimde, k pozitif bir tamsayr ve d € {k? +4,k?+ 1} olmak iizere
x? —dy? = +1 ve x? — dy? = +4 Pell denklemlerinin ¢dziimii varsa tiim pozitif
tamsayr c¢oziimlerinin genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile ifade
edilebilecegi gosterilecektir. d € {k? + 4,k? + 1} olmak iizere x? — dy? = +1 Pell
denklemlerinin temel ¢oziimleri v/d> nin siirekli kesir yaklasimlari yardimiyla
bulunacaktir. Daha sonra bulunan temel ¢oziim kullanilarak x? —dy? = +1 Pell

denklemlerinin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri elde edilecektir.
Buradan itibaren d tamkare olmayan pozitif bir tamsayi olarak diisiiniilecektir.

Tanim 4.1. Fibonacci dizisi
Fo=0, F;=1ven = 2olmak lizere F,, = F,,_; + F,_,

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir ve F, sayisina n. Fibonacci sayis1 denir.

Tanim 4.2. Lucas dizisi
Lo=2, Ly =1ven = 2olmakiizere L,, = L, +L,_»

tekrarlama bagintisi ile tanimlanir ve L,, sayisina da n. Lucas sayis1 denir.

Tammm 4.3. k ve ttamsayr olmak iizere k? + 4t >0 olsun. Genellestirilmis
Fibonacci dizisi
Uy(k,t) =0,U,(k,t) =1
ve n = 2 olmak iizere
U,(k,t) = kU,_,(k,t) + tU,_,(k, t)
tekrarlama bagintisi ile tanimlanir. Benzer bigimde genellestirilmis Lucas dizisi
Volk,t) =2,V,(k,t) =k
ve n = 2 olmak iizere

V,(k,t) = kVy_,(k, t) + tV,_,(k,t)
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tekrarlama bagintisi ile tanimlanir.

k=t=1icin {U,} ve {I},} dizileri sirasiyla Fibonacci ve Lucas dizilerini temsil
eder. x? — kx — t = 0 karakteristik denkleminin kokleri

k+Vk2+4t — k—Vk2+4t
a=—" vea= B = —

olmak tizere

Un(lest) = = ve V(e t) = a” + "

dir. Bu formiillere Binet Formiilleri denir. Ayrica n>1 icin a+f =k ve

af = —t drr.

Ozel olarak, eger a = HTkZH vea=p=5 ’;ZH ise
Un(k, 1) = 285 ve ok, 1) = a” + B @1
dir. Eger @ = & :2_4 ve a=pf =% :2_4 ise
Un (k1) = 255 ve Vy(k,—1) = o + B (42)
R 145 _ -
d1r.Egera=T 0(=,B=T ise
E,=%B" e, =amn+pm 4.3)

dir.

Teorem 4.4. k tamsay1 olmak tizere {U, } ve {V,} dizileri i¢in

a) k cift ise
U, (k, £1) tektir © n tektir.
U, (k, £1) cifttir © n ¢ifttir.
Her n € N i¢in V, (k, +1) ¢ifitir.
b) k tek ise

21V, (k, +1) & 2|U,(k, +1) © 3|n



63

dir. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri hakkinda detayl bilgi i¢in [13] ve
[14] numarali kaynaklara bakilabilir.

Simdi Vk? + 4 ve Vk2 — 4 sayilarinim siirekli kesir agilimlarini verelim.

Teorem 4.5. k > 1 olsun. O zaman
k,—= Zkl k ciftise

_ {[[ _

2

,2k|, k tek ise

dir.

Ispat. k = 2t olsun. k? + 4 = 4t? + 4 oldugundan V4t2 + 4 sayisinin siirekli kesir

acilimi bulunmalidir.

2t < V4t?+4 <2t+1 oldugundan

1 _ VAtZ+4+2t
ap = [Vat2 + 4] = 2t, a, = e
V4t2+4+2t

bulunur. t <——— " <t + - oldugundan

VariTa
a, = |[—‘“ +4+2t]] =tay=————=VHI+4+2t
4 4t2+4+2t

oldugu goriiliir. 4t < V4t? + 4 + 2t < 4t + 1 oldugundan
a, = [V4tZ + 4 + 2t] = 4t = a, = 4t = 2a,
olur. Teorem 1.2.19” a gbre V4t? + 4 = [2t,t, 4t] oldugu goriiliir. Boylece k = 2t

oldugundan Vk? + 4 = [k Zk] dir.

Simdi de k =2t + 1 alalm. k% + 4 = 4t? + 4t + 5 oldugundan V4t2 + 4t + 5

sayisinin siirekli kesir a¢ilimi1 bulunmalidir.

2t +1 <V4t?+4t+5 <2t + 2 oldugundan

1 VatZ+4t+5+2t+1
ap = [VaZ +4t+5] =2t + 1,00 = e s = 4

NIy
dir. ¢ + <X +4t: P2 <t +% oldugu kullanilirsa

0 = |[\/4t2+4t+5+2t+1]] g = 1 _ (VatZ+at+5+2t-1)
1 — — L, U2
4

4t2+4t+5+2t+1_t 2t+1
4
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2 < (V4t2+4t+5+2t-1)

elde edilir. 2 — < 2 — —— oldugundan

2t+1 2t+1 2t+1
[(Varr+4c+5+2t-1)] )
4= 2t+1 -
1 (V4t2 + 4t + 5+ 2)
a3 = =
P (VA + 4t +5+2t—1) . (2t +1)
2t +1 B
A at2
dir. 14 2 g LAHAHSH2 g 4 3 oldugu kullanilirsa
2t+1 2t+1 2t+1
_ ||Vat?+at+5+2| _ 1 _ 1 _ (V4t2+4t+5+2t-1)
a3 = 2t+1 - @a = 4t2+4t+5+2_1 - 4

2t+1

(V4t2+4t+5+2t-1)
4

oldugu goriiliir. t < <t +i oldugundan

a, = |EEHasre ) 1 = VA2 ¥ 4t + 5+ 2t + 1
4 2 75 T (Va2 +attstac-1) .

4

dir. Buradan da

as = [Varz + 4t + 5+ 2t + 1] = 2(2t + 1) = 24,

elde edilir. Teorem 1.2.19° a gore V4t2 +4t+5= [Zt +1,¢,1,1,¢t, 22t + 1)]

bulunur. Boylece k = 2t + 1 oldugundan Vk? + 4 = [k,%, 1,1,%,2k] oldugu

goriiliir.

Teorem 4.6. k > 3 i¢in

k —
[k—l 1,—— 12(k—1)l k ciftise

2

k—3 k-3
k—1,1, ,2, ,1,2(k—1) |, ktekise

|
iy
| 2

dir.

Ispat. k = 2t olsun. k? — 4 = 4t% — 4 oldugundan V4t2 — 4 sayismn siirekli kesir
acilimi bulunmalidir. 2t — 1 < V4t?2 — 4 < 2t oldugundan dolay1

— /212 — 4l — 1 _ V4t?-4+(2t-1)
ap=[Varr—4] =2t -1,a = Vatr-a-(2t-1) 4t-5
Vat2 — —
dir. 14— < B2 94 2 oldugu kullanilirsa
4t-5 4t-5 4t-5
_ ([Var2—a+2e-1f _ 1 _ 1 _ (VatZ-a+2t-4)
a1 = 4t-5 = L= at?-4+2t-1_ - 4

4t-5
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V4 4+2t—4

bulunur. £ — 2 + < —— <t —1 oldugundan
Vat2—4+2t-4 1 (\/4t2—4+2t—4)
a, =|\——F||=t—2,a3 ==
4 4t4—4+2t—4 —(t-2) 4t-5
Vat2— —
dir, 1 <2024 g 4 L oldugu kullanilirsa
4t-5 4t-5
_ ||Vat?—a+2t-4| _ 4t2 — 4
a3 = |[ 4t-5 ]] =La,= at?—at2e-4 ( 4t 4+2t- 1)

4t-5

elde edilir. Buradan

a, = [Varz—4+2t — 1] = 22t — 1) = 2a,

oldugu goriiliir. Teorem 1.2.19” a gore V4tZ—4=[2t—1,1,t —2,1,2Q2t—1)]
elde edilir. Dolayisiyla k=2t oldugundan

VT =4 = k- 1,122 1.2(k - )| di

Simdi de k =2t —1 olsun. k? —4 = 4t?> — 4t —3 oldugundan V4t2 — 4t — 3

sayisiin siirekli kesir a¢ilimi bulunmalidir. 2t —2 <+V4t? —4t—3 <2t—1
oldugundan dolay1

TV Y _ V4tZ-4t-3+2t-2
= 2 — = 1
ap = [Varr -4t -3] = 2t-2,a, = Vatz—at-3-(2t-2) 4t-7
5 VatZ—4t—3+2t— -
dir. 1+ < WA 1+ 2 oldugu kullanilirsa
4t-7 4t-7 4t-7
= V4t2—4t—3+2t-2( 1 a = 1 _ (V4t?-4t-3+2t-5)
1= 4t-7 T2 T a2 _at—s42t—2 1 - 4
4t—7 -

(V4t2-4t-3+2t-5) <
4

elde edilir. t—2+7 < t—2+2 oldugundan

(VatZ-4t-3+2¢t-5) 1 (Vat2—4t-3+2t-3)
a2 = =t— 2 . 0(3 = =
4 (VatZ-at-3+2t-5) (2t-3)
(t=2)
4
1 V4t2—4t-5+2t-3 2 -
dir. Ayrica 2 + < < 2 + —— oldugundan
2t-3 2t-3 2t-3
V4t2-4t-3+2t-3 1 (V4at2—-4t-3+2t-3)
a; = ||[————|| = 2 , Ay = =
2t-3 4t2—4t—3+2t—3_2 4
2t-3

2 __ —_ —
(@*” ) < t — 1 oldugu kullanilirsa

olur. t—2+%<

ﬂ(\/4t2—4t—3+2t—3)ﬂ
a, = 4 =t—2,
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1 (Vat2—4t -3 +2t—5)
ac = =
* T (Vat? —4t—3+ 2t -3) 4t —7
4 - (t - 2)

oldugu gbriiliir. Diger yandan 1 + —— < (VACP-AL-342075) g 4 2 oldugundan

4t—7 4t—7 4t—7

VAat2 —4t— —
a5=w4t4t““5m=1ﬂ6= L =VAtZ 4t —3 42t —2
4t-7 (VatZ-at-3+2t-5) L

4t—-7

dir. 2(2t — 2) < V4t? — 4t — 3 + 2t — 2 < 4t — 3 oldugundan

ag = [Varz —at—3+2t -2 = 2(2t - 2) = 2q,

olur. Teorem 1.2.19” a gore V4t2 — 4t —3 = [2t —2,1,t — 2,2,t — 2,1,2(2t — 2) |
bulunur. O halde k = 2t — 1 oldugunda

k—3 k-3
Jk2—4=|k-1,1, .2 ,1,2(k — 1)

2

dir.

Simdi d =k?+4 ve k>1 igin x> —dy? =+1 Pell denklemlerinin temel

¢oziimiinii bulacagiz. k tek ikenvkZ +4 sayisimin periyodu 5 oldugundan
x?—dy?=1 Pell denkleminin temel ¢oziimi Sonu¢ 2.2.10° a gore
(x1,v1) = (pg, q9) dir. Bu yaklasimi hesaplamak olduk¢a zaman alacagindan
alternatif olarak Teorem 2.3.5 kullanilarak x% — dy? = 1 Pell denkleminin temel

¢Oziimiinii x2 — dy? = —1 Pell denkleminin temel ¢dziimii yardimiyla bulacagiz.

Sonu¢ 4.7.d =k*+4 ve k>1 olsun. Bu taktirde x?—dy?= -1 Pell

denkleminin temel ¢6ziimil, k tek ise

3 2
x1+y1\/'—:k +3k+k2+1\/6_l

2

dir ve k ¢ift ise x2 — dy? = —1 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Ispat. k ¢ift olsun. d = Vk2 + 4 sayismin periyodu Teorem 4.5 e gore ifttir. Bu

yiizden Teorem 2.3.4> e gore x2 —dy? = —1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimii

yoktur. Simdi de k tek olsun. O halde Vk? + 4 sayisinin periyodu 5 dir. Dolayisiyla
Teorem 2.3.4” e gore (xq,y,) = (pa, q4) dir.
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. k3 + 3k
Pa 2
%kt = —
94 (k—1)/2 + L k;l
1+ -
I+ %=D/2

oldugundan ispat tamamlanir.

Sonug 4.8. d = k? + 4 ve k > 1 olsun. O zaman x2 — dy? = 1 Pell denkleminin

temel ¢oziimii

( (kK3+3k KkK2+1 -\’

I ( > + > \/c_l> , ktekise
Xy 4y = |

| kK*+2 k o

k > +§\/C_l’ k ciftise

dir.
Ispat. k tek ise Teorem 4.5 ve Teorem 2.3.5° den ve k ¢ift ise Teorem 4.5 ve
Sonug 2.2.10° dan istenilen elde edilir.

Teorem 4.6 ve Sonug 2.2.10” dan asagidaki sonug kolaylikla elde edilebilir.

Sonug 4.9. d = k% — 4 ve k > 3 olsun. O zaman x2 — dy? = 1 Pell denkleminin
temel ¢oziimii

(k*—3k K -1

> + > Vd, ktekise
xl+y1\/6_l={ 2
k-2 k o
\ 5 +§\/C_l’ k ciftise

dir.

Sonu¢ 4.10. d =k?—4 ve k>3 olsun. Bu taktirde x?—dy?=—1 Pell

denkleminin tamsay1 ¢éziimii yoktur.

Ispat. d = Vk2 — 4 sayisinin periyodu Teorem 4.6> a gore her zaman cifttir. Bu
yiizden Teorem 2.3.4> e gore x? —dy? = —1 Pell denkleminin tamsay1 ¢oziimii

yoktur.
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Teorem 4.11. d =k*+4 ve k> 1 olsun. Bu taktirde x?—dy?=1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

(VGn(krl) U6n(kr1)) k tek lse

_ 2 2
(x’ y) - (Vzn(krl) UZn(krl)) k (;lft lse

2 72

ile verilir.

Ispat. k cift olsun. O zaman Teorem 2.2.12 ve Sonug 4.8’ den x? — dy? = 1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

k2+2 k ~\"
xn+yn\/d=< +—\/d>
2 2
k? k%+2

. .. +2  k _
ile verilir. a; = + E\/d ve @y = f; =

k
. —3 vd olsun. O zaman

2
xn+yn\/c_l= ai ve xn_yn\/c_l=.81n
dir. Dolayisiyla

x. = AL y, = ay-pt
n 2 n 2\/3
k+Vk2+4 k—Vk?+4 <
olur. a = . ve f = . oldugundan

k
5 —+ o Vk*+4=a, vepy = p*

Q2 = (k+\/k2+4 )2 _ k42
dir. Dolayisiyla (4.1)’ den

a® + B2 Von(k,1)
2 - 2

Xn =

\(

L@ Uy (k1)
2@ -p) T 2

bulunur. Simdi de k tek olsun. O zaman Teorem 2.2.12 ve Sonu¢ 4.8 den

x2 — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n € N olmak iizere

K+3k k241 \2\"
xn+yn\/c_l= + Vd

2 2

ile verilir.

a, = (k3+3k n k?+1 \/6—1)2 o T= = (k3+3k K \/c_l)z

2 2 2 2

alinsin. O zaman

xn+yn\/c_l=a{l ve xn_yn\/c_l=.81n
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dir. Dolayisiyla

x. = AL y, = ay—p7
n 2 n 2vd
k+Vk?+4 k—Vk?+4 <
olur. ¢ = . vef = oldugundan

2

\/C_l=0(1

) <k+vk2+4>6 KS +6k* +9k2 +2 kS + 4k + 3k
ab=|——) = +
2 2 2
Ve

ke + 6k* +9k%+2 k54 4k3+ 3k
.B6= 2 - 2 \/C_l=ﬂ1

dir. Dolayisiyla (4.1)’ den

a6n+[g6n _ Ven (k1) ve y, = a6n_[g6n _ Usn (k1)
2 2 n 2(a—PB) 2

Xn =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.12. d = k? + 4, k tek ve k > 1 olsun. O zaman x? — dy? = —1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

Ven—s(k,—1) Ugn—3(k, —1
(x’y)=(6 3(2 )’ 6 32 ))

ile verilir.

Ispat. k tek olsun. Sonug 4.7 ve Sonug 2.3.7° den x? — dy? = —1 Pell denkleminin
tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n € N olmak {izere

k3+3k k2+1 —\"!
2 Tt ﬁ)

xn+yn\/c_l=<

. - k3+3k | k?+1 — K343k Kk?+1
ile verilir. a; = T vd ve a; =, = T vd olsun. O halde

Xpn t yn\/c_l = afn—l ve Xn — yn\/c_l = .Blzn_l

dir. Dol | %n_1+[3fn—1 a%n—l_ﬁ%n—l |
ir. Dolayisiyla x,, = —— ve = olur.
Yyisty n 5 Yn 2vd
k+Vk2+4 k—VkZ+4
a=— ve B = .

olsun. O zaman

3
3 k+Vk2+4 k3+3k | kZ+1
a = 2 - 2 + 2

Vd = a, ve B, = B3

olur. O halde (4.1)’ den

adn34p6m3 — Ven-3(k,—1)
2 2

a6n—3_‘86n—3 _ U6n—3(kr_1)

2(a—-PB) 2

Xp = Ve Yp =
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.13. d =k?—4 ve k>3 olsun. Bu taktirde x? —dy?=1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

Vo (k, 1) Us,(k, 1
(3n(2 ), 3n(2 )), k tek ise
EN= v o 1) U 1)y
> > , kciftise

ile verilir.

Ispat. k cift olsun. Teorem 2.2.12 ve Sonu¢ 4.9’ a gore x?—dy? =1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

k2—2 k ~\"
xn+yn\/67=< > +E\/C_l>

. - k?2-2  k — k?2-2 k
ile verilir. a; = — + E\/d ve a; =f; = — = EVd olsun. O zaman

xn+yn\/c_l= ai ve xn_yn\/c_l=.81n
dir. Dolayisiyla

Y. — ay+py ve y, = ay-pt
n 2 n 2vd
k+VkZ—4 k—VkZ—4
olur. a = . ve [ = . olsun. Bu durumda

A2 — 2 2_
a2=(k+k 4) =k 2+§m=alveﬁ1=ﬂ2

2 2

elde edilir. Dolayisiyla (4.2)’ den

a2n+:82n — VZn(krl) aZn_ﬁZn — UZn(krl)

2 2 Ve In = 2(@-B) 2

oldugu goriiliir. Simdi de k tek olsun. O halde Sonug 4.9 ve Teorem 2.2.12° e gore

Xn =

x2 — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n € N olmak iizere

k3 -3k k-1 "
xn+yn\/67=< > + > \/c_l>

k3-3k  Kk?-1 — k3-3k  k?-1
t— d ve a; = = . —T\/d olsun. O zaman

ile verilir. oy =

xn+yn\/c_l=a{l ve xn_yn\/c_l=.81n

ai+B7 ai -1

. _af _
dir. Dolayisiyla x,, = —  Vewm=—,7 olur.
k+VkZ—4 k—VkZ—4
a=— ve f = .



7

oldugundan

3 2
3 _ (k+VKkZ-4\" _ k3-3k | k?-1 _ _ 53
a —( . =—t—5 d=a,vef =p

olur. Dolayisiyla (4.2)’ den

a3n+:83n — V31l(kr1) — a3n_[g3n — U3n(kr1)
= vey, = =
2 2 2(0{—,8) 2

Xn =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.14.d = k? + 4 ve k > 1 olsun. O zaman x2 — dy? = 4 Pell denkleminin
temel ¢oziimii (k? + 2, k) dur.

Ispat. (k% +2)? — (k? + 4)k? = 4 oldugundan (k?+ 2,k), x> —dy? =4 Pell

denkleminin bir ¢dziimiidiir. Teorem 3.10” a gére a = k? + 2 ve b = k igin
a=k*+2> k?-2=0b?>-2

oldugundan dolay1 (k% + 2,k), x? — (k? + 4)y? = 4 denklemin temel ¢6ziimiidiir.

Sonug 4.15.d = k? + 4 ve k > 1 olsun. O zaman x? — dy? = —4 Pell denkleminin

temel ¢oziimii (k, 1) dir.

Ispat. k? — (k? +4) 12 = —4 oldugundan (k,1), x?> — dy? = —4 denklemin bir
cOozlimiidiir. Ayrica 1 en kiigiik pozitif tamsay1 oldugundan temel ¢6ziim tanimina

gore (k, 1), x? — (k? + 4) y? = —4 denkleminin temel ¢6ziimiidiir.

Sonu¢ 4.16.k >3 ve d=k*—4 olsun. Bu taktirde x%—dy?=4 Pell

denkleminin temel ¢oziimii (k, 1) dir.

Ispat. (k,1), x2— (k?* —4) y? = 4 denklemini sagladigindan denklemin bir
¢Ozlimiidiir. Ayrica 1 en kiigiik pozitif tamsay1 oldugundan temel ¢6ziim tanimina

gore (k, 1), x? — (k% — 4) y? = 4 denkleminin temel ¢oziimiidiir.

Teorem 4.17. d =k?+4 ve k>1 olsun. O zaman x%—dy?=4 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

(x, y) = (VZn (k, 1), Uzn (k, 1))

ile verilir.
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Ispat. Sonug 4.14 ve Teorem 3.4 e gore x> — dy? = 4 Pell denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

n
(k% +2) + kvJa)™ (k% +2) + kV/d)
Xn + yn\/E = o1 =2 >
ile verilir. a; = M ve a; =f1 = M olsun. O halde

Xn t yn\/c_l = Za{l Ve Xp — yn\/c_l = 2.8171

ai—B1

dir. Dolayisiyla x, = aft + B{* ve y, = N olur. Ayrica
N PN
a=— ve = .

olmak tizere

2
k+VEk2+4 k2+2)+kVk2+4
2 2
2 2

dir. Dolayisiyla (4.1)’ den

2n_p2n
Xp = @2+ B2 = Vo (k1) Ve Yo =0 = Upn(, 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.18. d=k*+4 ve k>1 olsun. O zaman x?—dy? = —4 Pell
denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere
(X, y) = (VZn—l (k' _1)' UZn—l (k' _1))

ile verilir.

Ispat. Sonug 4.15 ve Sonug 3.8’ e gore x? — dy? = —4 Pell denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

2n—-1
(k +Vd)>? k+d
Xn + yn\/_ = T =2 2
k+vd Vd

ile verilir. a = ve a=[0= k_z—d olsun. O halde

2

X, + yoVd = 2a? 1 ve x, — y,d =221
an-1_gan-1

Va

a

dir. Dolayisiyla  x, = a?®1 + 271 ve y, = olur. Boylece (4.1)’

den
Xn = VZn—l(k' _1) veyn, = UZn—l(k' _)
elde edilir.
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Teorem 4.19. d =k*—-4 ve k>3 olsun. O zaman x?—dy? =4 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

(x,y) = (h (k, 1), Uy, (k, 1))

ile verilir.

Ispat. Sonug 4.16 ve Teorem 3.4’ e gore x2 — dy? = 4 Pell denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

n
(k+Vd)* (k++d
Xn + yn\/— = T =2 2
ile verilir. a = k+2_\/E ve a == k_z—\/a olsun. O halde

X, + yNd = 2a™  ve x, — y,Nd = 2"
dir. Dolayisiyla (4.2)’ den

X = a4 B = V(D) ve y, = S = U, Gk, 1)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de d = k% + 1 igin x2 — dy? = +1 ve x? — dy? = +4 Pell denklemlerinin

tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini temel ¢oziimlerinden yararlanarak bulalim.
Teorem 4.20. k > 1ise Vk2 +1 = [k, ﬁ] dir.

Ispat. k2 < (k? + 1) < (k + 1)? oldugundan dolay:
ag = ﬂmﬂ=k,al=ﬁ=m+k
dir. 2k < VkZ +1 + k < 2k + 1 oldugundan
a; = [Vi2 +1+k| = 2k = 24,

dir. O halde Teorem 1.2.19” a gére Vk? + 1 = [k, 2k] bulunur.
Teorem 4.21. k > 1ise Vkz — 1 = [k —1,1,2(k — 1)] dir.
Ispat. (k — 1)? < (k? — 1) < k? oldugundan dolay1

e B 1 _ VRZS14(k-1)
ao = [V =1] =k =1, = ey = =005
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VEk2-1+(k-1)
2(k—-1)
= VkZ2-1+(k-1)| _ 1 _ 1
1= 2(k-1) = 1,02 = Ji2=1+(e-n)
2(k—1)

dir. 2(k— 1) <vVk? —1+4 (k—1) < 2k — 1 oldugundan
a; = [Vk2 =1+ (k- 1] =20k - 1) =24,

olur. O halde Teorem 1.2.19” a gére Vk2 —1 = [k —-1,1,2(k - 1)] elde edilir.

dir. 1< < 2 oldugundan

=VkZ =1+ (k—-1)

Sonu¢ 4.22. k > 1ved = k? + 1 olsun. O zaman x2? — dy? = 1 Pell denkleminin
temel ¢oziimii

x, +y,Vd = 2k2 + 1+ 2kVd
dir.

Ispat. Teorem 420 ve Sonu¢ 2.2.10° e gore x>—(k%?+1)y?=1 Pell
denkleminin temel ¢6zimii (p,, q;) dir.
Py 1 2k2+1

ot T T

oldugundan denklemin temel ¢dziimii (x;,y;) = (2k? + 1,2k) olur.
Teorem 4.20 ve Teorem 2.3.4 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.23.k>1ve d =k*+1 olsun. Bu taktirde x?—dy?=-1 Pell

denkleminin temel ¢6ziimii

xi+yVd =k +Vd
dir.

Teorem 4.21 ve Sonug 2.2.10 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 424. k>1ved= k?—1 olsun. Bu taktirde x%—dy? =1 Pell

denkleminin temel ¢6ziimii (x;,v;) = (k, 1) dir.

Teorem 4.25. k> 1,k #2ve d =k*+ 1 olsun. O zaman x? —dy? =1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere
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(X, y) = (@' UZn(Zkr 1))

ile verilir.
Ispat. Teorem 2.2.12 ve Teorem 4.20° e gore d =k*+1 olmak iizere

x2 — dy? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n € N olmak iizere

Xy + yuJkZ +1 = (2k2 + 1+ 2kJk? + 1)n

= (2k? + 1+ k/(2K)2 +4)"
bigimindedir. a; = 2k?2 +1+kJ(2k)2+4 ve B, =2k*+1—k\/(2k)2 +4
2k+,/(22k)2+4 ve B = 2k—/(2k)?*+4

2

olsun. O halde a = 1se

2

2
o2 =(@) =2k2+1+kJQ2k)?+4=a,ve B2 =P,
dir. Ayrica

Xp + YuVk? + 1 =xn+3;—n (2k)? + 4 = aft = a®"

\(

X = Y2+ 1= 2, = 2 [ + 4 = B = 7"

yazilabilir. Dolayisiyla (4.1)” den

a2n+‘82n _ V2n(2k,1) ve _ aZn_[an
2 2 In J2k)2+4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

le = = UZTL(Zk’ 1)

Teorem 4.26.k > 1,k #2 ve d =k?+ 1 olsun. O zaman x? — dy? = —1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

(x’ y) = (M’ UZTl—l(Zkr _1))

2

bi¢imindedir.

Ispat. Sonu¢ 4.23 ve Sonug 2.3.7” e gore d = k? +1 igin x? — dy? = —1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

2n—-1
tn +yd k2 + 1= (k+ k2 +1)
_ (2k+2\/k2+1)2n_1 _ (2k+,/(2k)2+4)2n_1

2 2

2k+/(2k)2+4 ve B = 2k—/(2k)?+4
2

2

ile verilir. a = olsun. O zaman
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Xp+ VK2 +1=1x, + (2k)2 + 4 = q?n1

\

xn—ankz l_xn__\/(Zk)z .an !

olur. Dolayisiyla (4.1)’ den

x. = aZn—l_I_ﬁZn—l _ VZn—l(Zkr_l) ve _ aZn—l_ﬁZn—l
n 2 2 In J2k)Z+4

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.

= UZTl—l(Zk! —1)

Teorem 4.27.k>1 ve d=k?*—1 olsun. Bu taktirde x? —dy?=1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

(r.y) = (222, 5, 2k, 1))

ile verilir.

Ispat. Sonug 4.24 ve Teorem 2.2.12° ¢ gore d = k*—1 ise x> —dy? =1 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere

xn+ynm=(k+m)"=(2k+¢@>

2_ _ 2_
2k+,/(22k) 4 ve B = 2k—[(2k)2—4

2

Xn+2 2k -4 =a vexn——,/(Zk)z

olur. Dolayisiyla (4.2)’ den

ile verilir. a = olsun. O zaman

a™+pn Vn(2k,1 a-
X, = .8=n( )Ve Bg"

> > yn_W_U(Zkl)

oldugu goriiliir.

Teorem 4.28.k>1 ve d =k?—1 olsun. O zaman x?—dy?=—1 Pell

denkleminin tamsay1 ¢éziimii yoktur.

Ispat. Teorem 4.21° ¢ gore Vk2 — 1 sayisinmn siirekli kesir agiliminmn periyodu

cifttir. Bu yilizden Teorem 2.3.4° e gore denklemin tamsay1 ¢oziimii yoktur.

Teorem 4.29.d =k?—4 ve k>3 olsun. Bu taktirde x? —dy? =—4 Pell

denkleminin tamsay1 ¢éziimii yoktur.
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Ispat. k tek olsun. O halde k? — 4 tektir ve boylece Teorem 3.11 ve Sonug 4.10° dan
ispat tamamlanir. Simdi k cift olsun. Eger (a,b),

x? — (k? — 4)y? = —4 denkleminin bir ¢6ziimii ise a ¢ifttir. Buradan

() )

elde edilir. Bu ise Teorem 4.28’ e gore imkansizdir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.30.k > 1 ve d = k? — 1 olsun. O zaman x? — dy? = 4 Pell denkleminin
tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n € N olmak {izere
(x,y) = (V,(2k,1),2 U, (2k, 1))

bi¢imindedir.

Ispat. (2k,2) ikilisi x2 — (k? — 1)y? = 4 Pell denklemini saglar. Aym zamanda
y = 1 olmak iizere x? — (k? —1)y? =4 Pell denklemini saglayan x tamsayisi
yoktur. Bu yiizden denklemin temel ¢6ziimii (2k,2) dir. O halde Teorem 3.4’ den
d = k? — 1 igin x? — dy? = 4 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

2k + 2VKZ =1\ 2k + 22 — 4\

2

2_ _ 2_
dir. @ = 2k+(2k)%>—4 vef = 2k—/(2k)%—4

2 2

almsin. O zaman

xn+yn\/m=xn+3;—n (2k)? — 4 = 2a™
ve

w1 =, = 2R A = 27
elde edilir. Dolayisiyla (4.2)’ den

X, =a"+B" =V,(2k, 1) ve y, = 2% = 2U,(2k, 1)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.31. k > 1,k #2 ve d = k? +1 olsun. O zaman x? — dy? = —4 Pell

denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢ozlimleri n € N olmak iizere

(x,y) = (VZn—l(Zkr —1),2 Uzp—1 (2k, —1))

bi¢imindedir.
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Ispat. (2k,2) ikilisi x? — (k? + 1)y? = —4 Pell denklemini saglar. Ayn1 zamanda

y = 1 olmak iizere x2 — (k? + 1)y? = —4 Pell denklemini saglayan x tamsayisi

yoktur. Bu yiizden denklemin temel ¢ozimii (2k,2) dir. O halde Sonug 3.8’ e
2 _

gored = k?+1 i¢in x? —dy? = —4 Pell denkleminin tiim pozitif tamsayi

¢Oziimleri n € N olmak tizere

2n-1 2n—-1
2k + 2vVk? + 1 2k +/(2k)? + 4
xn+yn\/k2+1=2< ) =2( (2 ) )

2

olsun. O zaman

2 _ 2
2k+/(2k)2+4 ve B = 2k—/(2k)2+4

bi¢imindedir. & =
2 2

X + Y+ 1= 2 + 2 JIE 4 = 2077

\(

X = YW+ 1 = 2 = 2L J2R)E 4 = 2677
dir. Dolayisiyla (4.1)’ den
Xn = 0(2”_1 + ﬁzn_l = VZn—l(Zk! —1)

\(

aZn—l _ ‘BZn—l

Yn =2 J2Z + 4

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

= 2U2n_1(2k, _1)

Teorem 4.31 ve Teorem 4.4’ den asagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢ 4.32. (a,b), x? — (k? + 1)y? = —4 Pell denkleminin bir pozitif tamsay1

¢Oziimii ise a ve b ¢ift tamsayidir.

Teorem 4.33. k > 1,k # 2 ve d = k? + 1 olsun. Bu taktirde x? — dy? = 4 Pell
denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢6zlimleri n € N olmak iizere
(x,y) = (Van(2k, 1), 2 Uy, (2k, 1))

bi¢imindedir.

Ispat. x2 — (k? + 1)y? = 4 denkleminin bir ¢6ziimii (a, b) olsun. Ik olarak a ve
b nin ¢ift tamsay1 olmasi gerektigini gosterelim. k tek olsun. O zaman bazi tek t
tamsayilar1 igin k? + 1 = 2t yazilabilir. Boylece a? — 2th? = 4 oldugundan a c¢ift

tamsayr ve dolayisiyla b ¢ift tamsayidir. Simdi k ¢ift olsun. O zaman
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d = k? +1 tektir. a ve btek tamsayilar olsun. x; = |db — kal, y, = |a — kb]|
almsm. O zaman x; ve y; tek tamsayilardir. Ayrica
x2 —dy? = (db — ka)? — d(a — kb)?

= b2d(d — k?) + a®*(k? — d)

= b%d—a?

= —(a?—db?*) = -4
dir. O halde x; + y;Vd, x? — (k? + 1)y? = —4 denkleminin bir ¢oziimii olur. Fakat
bu durum Sonug 4.32 ile celisir. Dolayisiyla x? — (k? + 1)y? = —4 denkleminin
herhangi bir ¢oziimii a + bvd ise a ve b ¢ift tamsayilardir. Bu yiizden %+ g\/c_l,
x? —dy? =1 denkleminin bir ¢dziimiidiir. O zaman x? — dy? =4 denkleminin
temel ¢ozimi 4k? + 2 + 4kv/d dir. Dolayisiyla Teorem 3.4’ e gore

x? — (k? + 1)y? = 4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

2 2 n 2 3 n
X, +y,Vk2+1=2 (4k +2+42Lk\/k +1) —> (4k +2+2k,/(2Kk) +4)

2

. .- 4Kk%+242k\/(2k)2+4 4k%2+2-2k+/(2k)2+4
ile verilir. a; = . ve f; = . olsun.

2k++/ (2k)2+4 2k—/(2k)2+4
a = (2k) ve ,B — (2k)

2 2

i¢in

ac = aq

2
, (Zk +.J(2k)% + 4) _ 4k +2+ 2k (2k)? + 4 _
2 2

\(

B

1

, =(2k_m>2 422k QR RE
2 2
bulunur. Boylece
o+ Y2+ 1 =, + 2[R T 4 = 20 = 207"
veE

X = Y K2+ 1 = s = 22O+ & = 27 = 247"

elde edilir. Dolayisiyla (4.1)” den

aZn_ﬁZn

J(2k)2+4

Xp = a?t + g =V,,(2k,1) ve y, =2 = 2U,,(2k, 1)

bulunur.
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Teorem 4.34.k>2 ve k#3 olsun. O zaman x2— (k?—1)y?=—4 Pell

denkleminin tamsay1 ¢éziimii yoktur.

Ispat. k ¢ift ise k? — 1 tek oldugundan Sonug 3.12 ve Teorem 4.28” den dolayi
x2 — (k? — 1)y? = —4 Pell denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur.

Simdi k tek olsun ve a, b € Z igin a? — (k? — 1)b? = —4 olsun. O zaman a ¢ift ve

@) ()=

2_ 2 ..
dir. n = % olmak {iizere % = (k:—l) — % oldugundan Ornek 2.5.7° e gore bu

imkansizdir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi de 6zel olarak k% + 1 = 5 durumunu inceleyelim.v/5 sayismin siirekli kesir
actlimi [2, 4] dir. Bu yiizden v/5 sayisinm periyodu 1 dir. Dolayisiyla Sonug 2.2.10°
dan x2 — 5y% = 1 Pell denkleminin temel ¢oziimiinin 9 + 4v/5 ve Teorem 2.3.4’
den x2 — 5y% = —1 Pell denkleminin temel ¢6ziimiiniin 2 + /5 oldugu goriiliir. Bu
bilgiler 151gmda x2 — 5y = +1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimlerini

inceleyelim.

Teorem 4.35. x%2 — 5y2 = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n € N

olmak tizere
L6n F6n
€32 _( 2 "2 )

bi¢imindedir.

ispat. x2 —5y% = 1Pell denkleminin temel ¢Oziimi 9 + 45 oldugundan
Teorem 2.2.12° e gore x? — 5y2 = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

n € N olmak lizere
Xn + ynxfg = (9 + 4\/§)n
bicimindedir. a; =9+ 4V5 ve @; = f; =9 — 45 olsun. O zaman
Xn+yaV5 =ai ve xn — yoV5 = pf

_ ai+pT

n_
dir. Dolayisiyla x,, = L vey, = HaPi

BT _ 145 -
G dir. ¢ = — oldugundan
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6
a6=(1+\/§) =9+4V5=qa; ve f; =f°

2
dir. Dolayisiyla (4.3)’ den

x. = a6n+ﬁ6n _ LG_n ve y _ aen_[gen _ Fe_n
n 2 2 n 2(a—-pB) 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.36. x? —5y% = —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri
n € N olmak lizere

Len—3 F6n—3)
(x’y)_( 2 2

bi¢imindedir.

ispat. x? —5y% = —1Pell denkleminin temel ¢6ziimi 2 ++/5 oldugundan
Sonug 2.3.7’ e gore x? — 5y2 = —1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

n € N olmak lizere
o+ yuV5=(2+V5) "
ile verilir. a; =2 ++V5ve @; = B, =2 —+/5 olsun. O halde
Xn +¥aV5 = af"™ ! ve xp — y,V/5 = "7

2n—-1 2n—-1 2n—-1_p2n-1

dir. Dolayisiyla x, = % ve Y = % dir. @ = 25 oldugundan

3

ad = (—H;/E) =2++5= a; ve By = B3
dir. Eldeki bilgiler 15181inda (4.3)’ den
_ a6n—3+‘86n—3 _ L61l—3 _ a61l—3_‘861l—3 _ F61l—3
Xn = 2 T2 Ve In = 2(a-p) 2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
x? — 5y% = —4 ve x? — 5y% = 4 Pell denklemlerinin temel ¢dziimlerinin sirastyla

1++V5 ve 3++/5 oldugunu gormek kolaydir. Simdi de
x? — 5y2 = 44 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimlerini F, ve L, cinsinden

ifade edelim.

Teorem 4.37. x2 — 5y? = 4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerin € N

olmak tizere
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(X,y) =:(L2n'Pén)

bi¢imindedir.

ispat. x2 —5y2 = 4Pell denkleminin temel ¢oziimi 3 ++/5 oldugundan
Teorem 3.4’ den x% — 5y2 = 4 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri

n € N olmak tizere

B+v5)"  _(3+5\
X+ V5 = = 2(7
bi¢imindedir. a; = 3+2\/§ ve ot =B = 3_2—\/5 olsun. O zaman
Xn t+ yn\/'g =2ai ve x,— yn\/'g = 2p7"
dir. Buradan
n_pn
Xn =ai + P vey, = al\/gﬁl
dir. a = 1+2—\/§ oldugundan
14V5\% 3+
0= (E) 22 g, =
dir. Dolayisiyla (4.3)’ den
2n_ p2
Xp = a®" + B = Ly, ve yn=an ﬁn=F2n
a-p
bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.38. x? — 5y? = —4 denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimleri n € N

olmak tizere

(x'y) = (Lan-1 »Fon-1)

bi¢imindedir.

ispat. x2 — 5y2 = —4 Pell denkleminin temel ¢oziimii 1 ++/5 oldugundan Sonug
3.8> e gore x? — 5y% = —4 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri n € N

olmak tizere

2n—-1
(1++5) 21 1++5
Xn + ynxfg = T =2 2
C . . 1+V5 — 1-/5
bi¢imindedir. a; = S =@ ve @ = B = — = B olsun. O zaman

Xy + V5 = 22?1 ve x, — y,\/5 = 2821



dir. Dolayisiyla (4.3)’ den
Xp=a® T+ BT = Lyn g Ve Yy =

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

q?n-1_p2n-1

a-p

= Fn-1
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BOLUM 5.

SONUC VE ONERILER

Incelemenin ana konusu Pell denklemlerinin eger bir tamsay1 ¢dziimii varsa tiim
pozitif tamsay1 ¢dziimlerinin nasil elde edilebilecegi olmustur. x? — dy? = +1 Pell
denklemlerinin temel ¢oziimiinin +d nin siirekli kesir yaklasimlarindan elde
edilebilecegi gosterilmistir. x? — dy? = +1 denklemlerinin bulunan temel ¢dziimii
yardimyla da x? — dy? = +N denklemlerinin temel ¢dziimiinii veren bagintilara
ulagilmistir. Daha sonra benzer olarak x2 — dy? = +4 Pell denklemlerinin temel
¢Oziimiiniin nasil bulunacagi hakkinda kisa bir bilgi verilmistir. Ayrica
x? —dy? =+4 Pell denklemlerinin tiim pozitif tamsay1r ¢oziimlerini veren
bagintilar  verilmistir. Ozel olarak d=k?+4ve d=k?+1 alinarak
x? —dy? = +1 ve x? — dy? = +4 denklemlerinin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri
genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri ile iliskilendirilmistir.

Bu tezde yapilan incelemeler x2 — dy? = +2 ve x? — dy? = 48 gibi baz1 dzel Pell
denklemlerinin temel ¢6ziimlerini ve tiim pozitif tamsayr ¢dzlimlerini veren
bagmntilarin elde edilmesine genisletilebilir. Ayrica x? — dy? = +1, x2 — dy? = +4
ve en genelde x?— dy? = N denklemlerinin ¢oziimii ax? + bxy + cy? =r
bicimindeki Diophantine denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilabilir. Bu konuyla ilgili

[40] ve [41] numaral1 makalelere bakilabilir.
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d Vd Siirekli Kesir Agtlimi
2 (1,2]

3 [1,1,2]

5 [2,4]

6 [2,2,4]

7 2,1,1,1,4]

8 [2,14]

10 [3,6]

11 [3.3,6]

12 [3,2,6]

13 [3,1,1,1,1,6]

14 [3,1,2,1,6]

15 [3,1,6]

17 [4.8]

18 [4,4,4,8]

19 [4,2,1,3,1,2,8]
20 [4,2,8]

21 [4,1,1,2,1,1,8]
22 [4,1,2,4,2,1,8]
23 [4,1,3,1,8]

24 [4,1,8]

26 [5,10]

27 [5.5,10]

28 [5,3,2,3,10]

29 [5.2,1,1,2,10]
30 [5,2,10]

31 [5,1,1,3,5,3,1,1,10]
32 [51,1,1,10]

33 [51,2,1,10]

34 [51,4,1,10]

35 [5,1,10]

37 [6,12]

38 [6,6,12]

39 [6,4,12]

40 [6,3,12]

41 [6,2,2,12]

42 [6,2,12]

43 [6,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12]
44 [6,1,1,1,2,1,1,1,12]
45 [6,1,2,2,2,1,12]
46 [6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12]
47 [6,1,51,12]

48 [6,1,12]

Cizelge 5.1. 1 — 49 arasindaki Irrasyonel Sayilarin Siirekli Kesir A¢ilimlar




86

Vd Siirekli Kesir Agilimi x?—dy*=1|x*—dy*=-1
Ja2b? +2b [ab, a,2ab] (a®?b +1,a) | tamsayr ¢oziimii
yoktur
Jazb? + b [ab,2a,2ab] (2a%b + 1,2a) | tamsay1 ¢dzimii
yoktur
Jmz—m [m —1,2,2(m - 1] (2m—1,2) | tamsayr ¢dziimii
yoktur
Jm2+m [m, 2,2m] (2m+1,2) | tamsayr ¢dziimii
yoktur
Jmz =2 [m-1,1m-212(m-1)] | (m*—-1,m) |tamsay: ¢oziimi
yoktur
m2 + 2 [m, m,2m] (m? + 1,m) | tamsay: ¢éziimii
yoktur
Cizelge 5.2. Bazi Pell Denklemlerinin Coziimleri
d M coziilebilirlik N cozilebilirlik | MN | ¢oziilebilirlik
3 6 coziilebilir 13 coziilebilir 78 coziilebilir
2 7 coziilebilir 2 cOziilemez 14 coziilebilir
5 5 ¢Oziilemez 7 ¢Oziilemez 35 ¢Oziilemez
11 2 cOziilemez 7 cOziilemez 14 coziilebilir
17 17 coziilebilir 2 cOziilemez 34 cOziilemez
37 11 cOziilemez 3 cOziilemez 33 coziilebilir
41 9 cOziilemez 2 coziilebilir 18 coziilebilir
37 12 coziilebilir 9 coziilebilir 108 coziilebilir

Cizelge 5.3. Baz1 x? — dy? = MN Denklemlerinin ¢oziilebilirligi
g
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x?—dy?=N
Siirekli kesir
Vd 1 -1 4 4
actlimi
k
. k—4 Von(k, 1) Uzpn(k, 1 e
cift [k -1, I,T, 1,2(k — 1)] ( 2n(2 ), 2n(2 )) tamsay1 ¢oziimii yoktur
ise
VEkZ2+4 2 (VZn (k, 1), Uz (K, 1)) (Va1 (k, 1), U1 (K, 1))
tek k k-1 11 k-1 2k (Ven(kx 1) Ugn(k, 1)) (Ven—3(k: 1) Ugn_s(k, 1))
— o Ll—=—, ) > ) >
ise
k
k—4 Von(k,—1) Uy, (k,—1 e
cift [k -1, I,T, 1,2(k — 1)] ( 2n(2 ), 2n(2 )) tamsay1 ¢oziimii yoktur
ise
k2 — 4 - W, (k,—1),U, (k,—1)) tamsay1 ¢Oziimii yoktur.
k—3 k-3 Van(k,—1) Us,(k,—1 e
tek [k -1, I,T, Z'T' 1,2(k — 1)] ( 3n(2 ), 3n(2 )) tamsay1 ¢oziimii yoktur
ise
_ V,, (2k, 1) Vo1 (2k, 1)
Vk2 +1 [k, 2k] <2nf Uzn (2K, 1)) <% Uypq1(2k, 1) (Van(2k,1),2 Uy (2k, 1)) | (Van-1(2k,1),2 Us,_1(2k, 1))
e V,(2k,—1) - L
k2 —1 [k -1,1,2(k— 1)] - U,(2k,—1) tamsay1 ¢Oziimii yoktur (Vn(Zk, -1),2 U,(2k, —1)) tamsay1 ¢Oziimii yoktur
- Len F, Len-3 Fen— Lon, F.
V5 2 (bor Lon) (Lore flns) ] o) (Lanes Fines)

Cizelge 5.4.d =k?+4ve d=k?+1 olmak iizere x?2—dy?=41 ve x%?2—dy?=+44 Pell Denklemlerinin Coziimler
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