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ÖZET 
 

Anahtar kelimeler: Diophantine Denklemleri; Pell Denklemleri; Sürekli Kesirler; 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas Dizileri.  

 

Bu tez temel olarak dört bölümden ve bu bölümler de kendi içerisinde alt 

bölümlerden oluşmuştur. Birinci bölümde; öncelikle sayılar teorisi ile ilgili temel 

tanımlar ve teoremler verildi. Bu bölümün ikinci kısımında da sürekli kesirler 

hakkında bilgi verildi. √݀’ nin sürekli kesir açılımının nasıl elde edileceği gösterildi. 

  

İkinci bölümde; Pell denklemleri hakkında öncelikle kısa bir bilgi verildi. Pell 

denklemlerinin temel çözümünün tanımı verilerek sürekli kesir yaklaşımları 

yardımıyla nasıl hesaplanabileciği üzerinde duruldu. Bulunan temel çözümler ile de 

Pell denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümlerinin nasıl elde edileceği gösterildi. 

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin çözümlerini sürekli kesir yaklaşımları yardımıyla 

hesaplamak için alternatif olarak Bhaskara’nın methodundan bahsedildi. 

 

Üçüncü bölümde; ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin temel çözümlerinin nasıl elde 

edilebileceği hakkında bilgi verildi. Ayrıca, elde edilen temel çözümler yardımıyla 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümlerini elde etmek için 

gerekli olan formüller verildi. 

 

Son olarak dördüncü bölümde; ݇ pozitif  tamsayı ve ݀ ∈ {݇ଶ ± 4, ݇ଶ ± 1} olmak 

üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin bir çözümü varsa 

denklemlerin tüm pozitif tamsayı çözümleri genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 

dizilerinin terimleri ile verildi. Özel olarak ݔଶ − ଶݕ5 = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ5 = ±4 Pell 

denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümleri Fibonacci ve Lucas dizilerinin 

terimleri olarak elde edildi. 
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PELL EQUATIONS 

 

SUMMARY 
Key Words: Diophantine Equations; Pell Equations; Continued Fractions; 

Generalized Fibonacci and Lucas Sequences. 

 

This thesis consists of fundamentally four chapters and these chapters consist of 

subchapters in itself. In the first chapter, first of all, fundamental definitions and 

theorems concerning number theory are given. In the second part of this chapter, the 

information about continued fractions is given. Here, how to get the continued 

fraction expansion of √݀ is shown. 

 

In the second chapter, the Pell equations are described briefly. Defininition of the 

solution to the Pell equations is given and the fundamental solutions to some Pell 

equations are calculated by means of the convergent of continued fraction. All 

positive integer solutions to the Pell equations are given by means of fundamental 

solutions. In order to calculate the solutions of Pell equation ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 an 

alternative method called Bhaskara’s method is used. 

 

In the third chapter, it is given that how the fundamental solution to the equations 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±4 can be obtained. Moreover, the formulas are given to obtain all the 

positive integer solution to the equations ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 with the help of 

fundamental solution. 

 

Finally, in the fourth chapter, if the equations ²ݔ − 	²ݕ݀ = ±4 and ²ݔ − ²ݕ݀ = ±1 

have a solution, then all positive integer solutions of them are given in terms of the 

generalized Fibonacci and Lucas sequences when ݀ ∈ {݇² ± 4, ݇² ± 1} and ݇ is a 

positive integer. Especially, all positive integer solutions of the equations ²ݔ −

	²ݕ5 = ±4 and ²ݔ − ²ݕ5 = ±1 are determined in terms of the Fibonacci and Lucas  

sequences.



 
 

 

 
 
 
 
 
BÖLÜM 1. GİRİŞ 

 
1.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tanım 1.1.1. Bir reel sayıya eşit ya da ondan küçük olan en büyük tamsayıya o 

sayının tamdeğeri denir ve ݔ reel sayısının tamdeğeri ⟦ݔ⟧	 ile gösterilir. 

 

Tanım 1.1.2 (Matematiksel Tümevarım). Doğal sayılarla ilgili bir önerme, 

݊ = 1 için doğru ise, 

݊ = ݇ için doğru olduğu kabul edildiğinde ݊ = ݇ + 1 doğal sayısı için de doğru 

olduğu gösterilebiliyorsa bu önerme bütün doğal sayılar için doğrudur. Buna 

matematiksel tümevarım denir.  

 

Tanım 1.1.3. ݔ ≠ 0, 	ݕ .tamsayılar olsun ݕ =  tamsayısı varsa	ݖ olacak şekilde bir ݖݔ	

,ݔ ,ݔ .ile gösterilir ݕ	|	ݔ	yi böler denir ve bu durum ’ݕ  yi bölmez ise bu durum ’ݕ

	ݔ	 ∤  .ile gösterilir ݕ

 

Önerme 1.1.4. ݔ, ,ݕ ܽ, ܾ ve ݖ	tamsayılar olmak üzere 

a) ݔ	sıfırdan farklı tamsayı ise ݔ	|	0, 

b) 1	|	ݔ ve ݔ	|	ݔ,  

c) ݔ	|	ݕ ise ݔ	|	ݖݕ, 

d) ݔ	|	ݕ ve ݔ	|	ݖ ise ݔ	|	ܽݕ	 +  ,ܾݖ	

e) ݔ	|	ݕ ve ݕ	|	ݖ ise ݔ	|	ݖ, 

f) ݔ	|	ݕ ve ݕ ≠ 0	ise |	ݔ	| ≤ 	  ,| ݕ	|

g) ݕ|ݔ ve ݔ|ݕ ise ݔ	 =  ,ݕ	±

özellikleri geçerlidir [2]. 

 

Tanım 1.1.5.	ݔ, ݕ ∈ ℤ olsun. 

a) ݀	|	ݔ ve ݀	|	ݕ ise ݀’ ye ݔ ile ݕ nin bir ortak böleni denir. 
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b) ݀,  aynı anda sıfır ݕ ile ݔ nin bir pozitif ortak böleni olsun ve ’ݕ ile ݔ

olmasın. Eğer ݔ ile ݕ’ nin her ݖ ortak böleni için ݖ	|	݀ ise ݀ ortak 

bölenine, ݔ ile ݕ’ nin en büyük ortak böleni denir ve bu ݀	 = 	 ,ݔ)  (ݕ

ile gösterilir. 

c) (ݔ, (ݕ = 1 ise ݔ ile ݕ	aralarında asaldır denir [2]. 

 

Tanım 1.1.6. Sıfırdan farklı bir ݉ tamsayısı ݔ −  modülüne ݉ ,ݔ farkını bölüyorsa ݕ

göre ݕ’ ye denktir (ya da ݕ, ݉ modülüne göre ݔ e denktir) denir ve bu                     

ݔ ≡ ,݉	.şeklinde gösterilir  (݉	݀݋݉)	ݕ ݔ −  modülüne ݉ ,ݔ farkını bölmüyorsa  ݕ

göre ݕ’ ye denk değildir (ya da ݕ, ݉ modülüne göre ݔ e denk değildir) denir ve bu 

ݔ ≢   .şeklinde gösterilir  (݉	݀݋݉)	ݕ

 

Teorem 1.1.7. ݔ, ,ݕ ,ݖ ,ݐ ܽ, ܾ	ve ݉  tamsayılar olmak üzere; 

a) ݔ ≡ ݔ  ise  (݉	݀݋݉)	ݕ − ݕ ≡  ,(݉	݀݋݉)	0

b) ݔ ≡ ݕ ve (݉	݀݋݉)	ݕ ≡ ݔ ise (݉	݀݋݉)	ݖ ≡  ,(݉	݀݋݉)	ݖ

c) ݔ ≡ ݖ ve (݉	݀݋݉)	ݕ ≡ ܽݔ ise 	(݉	݀݋݉)	ݐ + ܾݖ ≡ ܽݕ +

 ,(݉	݀݋݉)	ܾݐ

d) ݔ ≡ ݖ ve (݉	݀݋݉)	ݕ ≡ ݖݔ	 ise 	(݉	݀݋݉)	ݐ ≡  ,(݉	݀݋݉)	ݐݕ

e) ݔ ≡ ݀	,݉|݀� ve (݉	݀݋݉)	ݕ > 0	 ise ݔ ≡  ,(݀	݀݋݉)	ݕ

f) ݔ ≡ ݕ	⇔ dir (݉	݀݋݉)	ݕ ≡  ,(݉	݀݋݉)	ݔ

g) ݉|ݔ� ise ݔ ≡  ,(݉	݀݋݉)	0

özellikleri geçerlidir [2]. 

Tanım 1.1.8.	ߙ irrasyonel sayısı katsayıları tamsayı olan ikinci dereceden bir 

polinomun kökü ise ߙ’ ya kuadratik irrasyoneldir denir. Yani ܣ,  tamsayılar ve ܥ ve	ܤ

ܣ ≠ 	0 olmak üzere ߙܣଶ 	+ 	ߙܤ	 + 	ܥ = 	0	 ise ߙ’ ya kuadratik irrasyoneldir denir.  
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Önerme 1.1.9. ߙ reel sayısı kuadratik irrasyoneldir ⇔ ܽ, ܾ, ܿ tamsayılar,	ܿ	 ≠ 	0	 ve 

ܾ	 > 	0 tamkare olmayan bir tamsayı olmak üzere ߙ = ௔ା√௕
௖

 dir [16]. 

 

Önerme 1.1.10.	ߙ ve ߚ	iki kuadratik irrasyonel ise ߙ + ,ߚ ߙ − ,ߚ ߚ ve ߚߙ ≠ 0 olmak 

üzere  ఈ
ఉ

  sayıları da kuadratik irrasyoneldir. 

 

Teorem 1.1.11. √݀	irrasyonel sayı ve ݔ, ,ݕ ݊,݉ ∈ ℚ olmak üzere  

ݔ + ݀√ݕ = ݉ + ݊√݀ dir ⇔ ݔ = ݉ ve ݕ = ݊	dir. 

 
İspat. ⇒ ݔ = ݉ ve ݕ = ݊ ise ݔ + ݀√ݕ = ݉ + ݊√݀ olduğu aşikardır. 

ݔ	(⇐ + ݀√ݕ = ݉ + ݊√݀ ve ݕ ≠ ݊ olsun. O zaman (ݔ −݉) = (݊ −  ݀√(ݕ

olacağından √݀ = ௫ି௠
௡ି௬

		olur. ݔ, ,ݕ ݊,݉ ∈ ℚ olduğundan ௫ି௠
௡ି௬

  rasyoneldir. Fakat bu 

ise √݀’ nin irrasyonel olmasıyla çelişir. O halde ݕ = ݊ dir. Buradan ݔ = ݉ elde 

edilir. 

 

Tanım 1.1.12. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ߙ = ܽ + √ܾ  kuadratik 

irrasyonel olsun. Bu durumda ߙ’ nın eşleniği ߙത  ile gösterilir ve 	ߙത = ܽ − √ܾ			olarak 

tanımlanır. 

 

Önerme 1.1.13. ߙ = ܽ + ܾ√݀ ve ߚ = ݉ + ݊√݀		olsun. ߙ ve ߚ iki kuadratik 

irrasyonel ya da iki rasyonel sayı olmak üzere 

 

a) ߙ + തതതതതതതߚ = തߙ +  .dir	ߚ̅

b) ߙ − = തതതതതതതߚ തߙ −  .dir	ߚ̅

c) ߚߙതതതത =  .dir ߚ̅	തߙ

d) ߚ ≠ 0 olmak üzere ቀఈ
ఉ
ቁതതതതത = ఈഥ	

ఉഥ 	
  dir. 

e) (ߙത)௡ =  .dir	തതതതതത(௡ߙ)

f) ߙ rasyonel sayı ise ߙത =  .dır [2] ߙ
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Önerme 1.1.14.	 ߙܣଶ 	+ 	ߙܤ	 + 	ܥ = 	0 polinomunun bir kökü ߙ kuadratik 

irrasyoneli ise diğer kökü ߙത dir. 

 
İspat. ܤ,ܣ	݁ݒ	ܥ tamsayılar ve ܣ ≠ 	0 olmak üzere ߙܣଶ 	+ 	ߙܤ	 + ܥ = 0 polinomunu 

ele alalım. Önerme 1.1.13’ den ܣ, ,ܤ ܣ̅ tamsayılar olduğundan	ܥ = ,	ܣ തܤ =  ve ܤ

̅ܥ = തതതതതଶ(ߙ) dir. Ayrıca ܥ =   തതതതതത dir. O halde(ଶߙ)

ଶ(തߙ)ܣ 	+ തߙܤ	 	+ ܥ = തതതതതത(ଶߙ)ܣ̅ + തߙതܤ +  ̅ܥ

                        = ଶതതതതതߙܣ + തതതതߙܤ +  ̅ܥ

                                                                   = ଶߙܣ	) 	+ 	ߙܤ	 +  തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത(ܥ

                      = 0ത 

                                                                   = 0	

olduğundan	ߙത	 nin polinomun diğer kökü olduğu görülür. 

 

Teorem 1.1.15. ݔ ve ݕ aralarında asal iki tamsayı olsun. Eğer ܽ bir irrasyonel sayı 

ise 

ฬ
ݔ
ݕ − ܽฬ <

1
 ଶݕ

eşitsizliğini sağlayan sonsuz sayıda (ݔ,   .ikilisi vardır [12] (ݕ

 

 

1.2. Sürekli Kesirler 

 

݀ tamkare olmayan  pozitif bir tamsayı olmak üzere 

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ±1                                                                                          (1.1) 

denklemlerinin pozitif tamsayı çözümlerini bulmak için √݀’ nin sürekli kesir 

yaklaşımlarından yararlanacağız. Bu yüzden bu bölüm de sürekli kesirler ile ilgili 

temel bilgileri vereceğiz. 

 

Tanım 1.2.1.  ݇ ≥ 1 için ܽ௞ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi verilsin. 

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] = ܽ଴ +
ଵ

௔భା
భ

ೌమశ
భ

ೌయశ	
భ
⋱															
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şeklindeki bir ifadeye basit sonsuz sürekli kesir denir ve buradaki ܽ௜ değerlerine de 

kısmi bölenler denir (݅ = 0,1,2, … için). Eğer lim௡→ஶ[ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡] değeri varsa 

sonsuz sürekli kesre yakınsaktır denir ve bu değer [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] ile gösterilir. 

 

Önerme 1.2.2. 1 ≤ ݇ ≤ ݊ olmak üzere 

a) [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡] =[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ିଵ, [ܽ௞, ܽ௞ାଵ, … , ܽ௡]] 

b) [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡] = 	ܽ଴ +
ଵ

௔భା
భ

ೌమశ
భ
⋱

ೌೖషభశ
భ

[ೌೖ,ೌೖశభ,…,ೌ೙]

 

dir [18]. 

 

Tanım 1.2.3. ܽ଴ hariç hepsi pozitif olan ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayıları verilsin.	݇ doğal 

sayı olmak üzere [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞]		sürekli kesrine [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ]	sonsuz sürekli 

kesrinin ݇. yaklaşımı denir ve bu değer 	ܥ௞ ile gösterilir. 

 

Teorem 1.2.4.	ܽ଴ hariç hepsi pozitif olan ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayıları verilsin. 

ଶି݌	  = ଵି݌		,0 = 1, ௡݌	 = ܽ௡݌௡ିଵ +  ௡ିଶ                                                  (1.2)݌

ଶିݍ   = ଵିݍ ,1 = 0, ௡ݍ	 = ܽ௡ݍ௡ିଵ +   ௡ିଶ                                            (1.3)ݍ

şeklinde iki bağıntı tanımlansın. O zaman ܥ௡ =[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡]	 ise 

௡ܥ =
௣೙
௤೙
= ௔೙௣೙షభା௣೙షమ	

௔೙௤೙షభା௤೙షమ	
                                                                              (1.4) 

dir [16]. 

 
İspat. Matematiksel tümevarım ile ispat yapalım. 

݇ = 0 için ܥ଴ = [ܽ଴] =
௔బ
ଵ
= ௣బ

௤బ
	  olduğundan (1.4) eşitliği sağlanır. 

݇ = 1 için ܥଵ = [ܽ଴, ܽଵ] = ܽ଴ +
ଵ
௔భ
= ௔బ௔భାଵ

௔భ
= ௣భ

௤భ
  olduğundan (1.4) eşitliği sağlanır. 

݇	doğal sayısı için (1.4) eşitliğinin sağlandığı kabul edilsin. O halde 

௞ܥ =
ܽ௞݌௞ିଵ + 	௞ିଶ݌
ܽ௞ݍ௞ିଵ + 	௞ିଶݍ

 

dir. ݇ + 1	doğal sayısı için de (1.4) eşitliğinin doğru olduğunu gösterelim. Bunun 

için 
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௞ାଵܥ           = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ାଵ] 	=
௣ೖశభ
௤ೖశభ

= ௔ೖశభ௣ೖା௣ೖషభ	
௔ೖశభ௤ೖା௤ೖషభ	

                                  (1.5)                                            

olduğu gösterilmelidir. O halde Önerme 1.2.2’ den 

௞ାଵܥ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞, ܽ௞ାଵ] 

										= [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ିଵ, [ܽ௞, ܽ௞ାଵ]] 

																										= ൤ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ିଵ, ܽ௞ +
1

ܽ௞ାଵ
൨		 

dır. (1.5) eşitliğinde ܽ௞ yerine ܽ௞ +
ଵ

௔ೖశభ
  koyulursa; 

௞ାଵܥ								 =
ቀܽ௞ +

1
ܽ௞ାଵ

ቁ ௞ିଵ݌ + ௞ିଶ݌

ቀܽ௞ +
1

ܽ௞ାଵ
ቁݍ௞ିଵ + ௞ିଶݍ

 

																											=
ܽ௞ାଵ(ܽ௞݌௞ିଵ + (௞ିଶ݌ + ௞ିଵ݌
ܽ௞ାଵ(ܽ௞ݍ௞ିଵ + (௞ିଶݍ + ௞ିଵݍ

 

	=
ܽ௞ାଵ݌௞ + ௞ିଵ݌
ܽ௞ାଵݍ௞ + ௞ିଵݍ

 

                                                        = ௣ೖశభ
௤ೖశభ

     

elde edilir. Buradan ݇ + 1 için de (1.4) eşitliğinin doğru olduğu görülür. Böylece 

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 1.2.5.	ܽ଴ hariç hepsi pozitif olan ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayılarını ele alalım. ݌௞ 	ve 

 ;௞, (1.2) ve (1.3)’ deki gibi tanımlansın. Bu taktirdeݍ

a)  ݌௞ݍ௞ିଵ − ௞ିଵ݌௞ݍ = (−1)௞ିଵ                                                        (1.6) 

b)  ݌௞ݍ௞ିଶ − ௞ିଶ݌௞ݍ = ܽ௞(−1)௞                                                        (1.7) 

c) (݌௞ , (௞ݍ = 1	 

d) ܥ௞ − ௞ିଵܥ =
(ିଵ)ೖషభ

௤ೖ௤ೖషభ
 

e) ܥ௞ − ௞ିଶܥ =
(ିଵ)ೖ௔ೖ
௤ೖ௤ೖషమ

 

f) ݇ ≥ 2 olmak üzere  ݍ௞ ≥    ௞ିଵݍ

g) ݇ ≥ 0 için ݍ௞ ≥ ݇  

dir [16]. 
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İspat.  a) Tümevarım ile ispat yapalım. 

݇ = 1 için ݌ଵݍ଴ − ଴݌ଵݍ = (ܽ଴ܽଵ + 1)1 − ܽ଴ܽଵ = 1 = (−1)ଵିଵ  olduğundan (1.6) 

eşitliği sağlanır. 

݇ için (1.6) eşitliğinin sağlandığını kabul edelim.	݇ + 1 için (1.6) eşitliğinin 

sağlandığını gösterelim. 

௞ݍ௞ାଵ݌ − ௞݌௞ାଵݍ = (ܽ௞ାଵ݌௞ + ௞ݍ( ௞ିଵ݌ − ௞ݍ௞(ܽ௞ାଵ݌ +  (௞ିଵݍ

																																	= ܽ௞ାଵ݌௞ݍ௞ + ௞ିଵ݌௞ݍ − ܽ௞ାଵݍ௞݌௞ −  ௞݌௞ିଵݍ

                                              = ௞ିଵ݌௞ݍ − ௞݌௞ିଵݍ  

                 = ௞ିଵݍ௞݌)(1−) −  (௞ିଵ݌௞ݍ

																= (−1)(−1)௞ିଵ = (−1)௞																	 

olduğundan istenilen elde edilir. 

b) ݌௡ݍ௡ିଶ − ௡ିଶ݌௡ݍ =(ܽ௡݌௡ିଵ + ௡ିଶݍ(௡ିଶ݌ − (ܽ௡ݍ௡ିଵ +                   ௡ିଶ݌(௡ିଶݍ

 																										= ܽ௡(݌௡ିଵݍ௡ିଶ − (௡ିଶ݌௡ିଵݍ = ܽ௡(−1)(௡ିଵ)ିଵ 

                        = ܽ௡(−1)௡ 

dır. 

c) (݌௞ , (௞ݍ = ݀		olsun. O zaman �݀|݌௞ 		ve �݀|ݍ௞ dir. Önerme 1.1.4’ den 
௞ିଵݍ௞݌)|݀� −  (௞ݍ௞ିଵ݌

yazılabilir. (1.6) eşitliğinden �݀|(−1)௞ିଵ	elde edilir. Dolayısıyla ݀ = 1 dir. 

 

Diğerlerinin ispatları da benzer şekilde yapılabilir. 

 

Sonuç 1.2.6. ݌௞ 	ve ݍ௞, (1.2) ve (1.3)’ deki gibi tanımlansın. 

a) Çift indisli ܥ௞ 	değerleri artan bir dizidir. 

b) Tek indisli ܥ௞ değerleri azalan bir dizidir. 

c) ݇,݉ ∈ ℕ için ܥଶ௠ değeri ܥଶ௞ିଵ değerinden daha küçüktür [16]. 

 
Teorem 1.2.7. ݇ ≥ 1 için ܽ௞ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi verilsin. 

௞ܥ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞] ise 

lim
௞→ஶ

௞ܥ  

vardır [18]. 
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Tanım 1.2.8. ݇ ≥ 1 için ܽ௞ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi verilsin. 

௞ܥ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞] olmak üzere 	lim௞→ஶ ௞ܥ  değeri 

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] 

 ile gösterilir. 

 

Teorem 1.2.9.	݇ ≥ 1 için ܽ௞ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi verilsin. 

Bu durumda [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ , … ] sonsuz sürekli kesri irrasyoneldir. Aksine her 

irrasyonel sayının tek türlü sonsuz sürekli kesir açılımı vardır [2]. 

 

Teorem 1.2.10. ݇ ≥ 1 için ܽ௞ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi verilsin. 

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … ] sonsuz sürekli kesrini ele alalım. ݇ pozitif tamsayı ve             

௞ߙ	 = [ܽ௞, ܽ௞ାଵ, ܽ௞ାଶ, … ] olmak üzere  

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … ] = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … , ܽ௞ିଵ,  [௞ߙ

dir [1]. 

 

Teorem 1.2.11. ߙ		irrasyonel sayısı verilsin. Bu taktirde 

ߙ    = ,	଴ߙ ܽ௞ = ௞ାଵߙ ve ⟦௞ߙ⟧ =
ଵ

ఈೖି௔ೖ
   (݇ = 0,1,2,3,…)                                (1.8)	

şeklinde tanımlanırsa ߙ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] dır (Ayrıca bu basit sonsuz sürekli kesir 

açılımı tek türlüdür) [16].  

 
İspat. ߙ = ଴ߙ irrasyonel sayı olduğundan	଴ߙ ≠ ܽ଴ dır. Ayrıca tümevarımdan her 

݆ ≥ 0 için 

௝ߙ = ௝ܽ +
ଵ

ఈೕశభ
  

olduğundan ߙ௝	vardır ve irrasyoneldir. Bu yüzden her ݆ ≥ 0 için ߙ௝ ≠ ௝ܽ dir. 

Tanımdan  ௝ܽ < ௝ߙ < ௝ܽ + 1 ⇒ 0 < ௝ߙ − ௝ܽ < 1 dir. Bu nedenle her ݆ ≥ 0	için 

௝ܽାଵ = ൳ߙ௝ାଵ൷ = ቢ
1

௝ߙ − ௝ܽ
ባ 	≥ 1 

dir. Her bir adımda (1.8)  uygulanırsa  

ߙ = ܽ଴ +
1

ܽଵ +
1
ଶߙ
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      = ܽ଴ +
ଵ

௔భା
భ

ೌమశ
భ
ഀయ

  

  				= ⋯  

                                          			= ܽ଴ +
ଵ

௔భା
భ

ೌమశ
భ
⋱

								శ భ
ೌౠశ

భ
ഀౠశభ

 

                                             = [ܽ଴, ܽଵ, … , ௝ܽ ,  [୨ାଵߙ

elde edilir. Teorem 1.2.4 ve Teorem 1.2.10’ dan 

ߙ = [ܽ଴, ܽଵ, … , ௝ܽ, [୨ାଵߙ =
௝݌௝ାଵߙ + 	௝ିଵ݌
௝ݍ௝ାଵߙ + 	௝ିଵݍ

 

dır. ܥ௝ =
௣ೕ
௤ೕ
	 , [	ܽ଴, ܽଵ, … ]’ nin ݆. yaklaşımı olduğundan 

଴ߙ − ௝ܥ =
௝݌௝ାଵߙ + 	௝ିଵ݌
௝ݍ௝ାଵߙ + 	௝ିଵݍ

−
௝݌ 	
௝ݍ 	

=
௝ିଵݍ௝݌)− − 	(௝ିଵq୨݌
௝ݍ௝ାଵߙ) + 	௝ିଵ)q୨ݍ

 

dir. (1.6)’ dan  

଴ߙ − ௝ܥ =
−(−1)௝ିଵ	

௝ݍ௝ାଵߙ) + 	௝ିଵ)q୨ݍ
 

dir. Ayrıca ߙ௝ାଵݍ௝ + ௝ିଵݍ > ௝ܽାଵݍ௝ + ௝ିଵݍ =   ௝ାଵ olduğundanݍ

หߙ଴ − ௝หܥ <
1

௝ାଵݍ௝ݍ
 

dir. Teorem 1.2.5 (g)’ den  

หߙ଴ − ௝หܥ <
1

݆(݆ + 1) 

dir. Dolayısıyla  

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] = lim
௝→ஶ

௝ܥ ߙ= =  ଴ߙ

bulunur [16]. 

 

Örnek 1.2.12.	√10 sayısının sürekli kesir açılımını Teorem 1.2.11 yardımıyla 

bulalım. 

 

ߙ  = ଴ߙ = √10  olsun. 

 ܽ଴ = ൳√10൷ = ଵߙ ,3 =
ଵ

√ଵ଴ିଷ
= √ଵ଴ାଷ

ଵ
 

 ܽଵ = ൳√10 + 3൷ = ଶߙ	,6 =
ଵ

√ଵ଴ାଷି଺
= ଵ

√ଵ଴ିଷ
= √ଵ଴ାଷ

ଵ
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 ܽଶ = ൳√10 + 3൷ = 6, ଷߙ =
ଵ

√ଵ଴ାଷି଺
= ଵ

√ଵ଴ିଷ
= √ଵ଴ାଷ

ଵ
 

… 

olduğundan 

ߙ = [3,6,6,6,… ] 

bulunur. 

 

Teorem 1.2.13. ߙ > 1 irrasyonel sayı olsun. Eğer  ௣ೖ
௤ೖ
		ve 	௣ᇱೖ

௤ᇱೖ
	 sırasıyla ߙ ve 1/ߙ’ nın 

݇. yaklaşımları ise ݇ ≥ 1 için ݌′௞ = ௞′ݍ ௞ିଵ veݍ =                            dir. Ayrıca	௞ିଵ݌

௞ߙ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] ise  ଵ
ఈ
= [0, ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] dir. 

 
İspat.  1/ߙ nın ݇. yaklaşımı 

[0, ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௞ିଵ] =
1

[ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௞ିଵ]	
=
௞ିଵݍ
௞ିଵ݌

=
௞′݌
ഥ௞′ݍ

 

dır. Teorem 1.2.5 (c)’ den (݌௞ିଵ, (௞ିଵݍ = 1 ve (݌′௞, (௞′ݍ = 1 dir.	Dolayısıyla	݇ ≥ 1 

için ݌′௞ = ௞′ݍ ௞ିଵ veݍ = ߙ	olduğu görülür. Ayrıca	௞ିଵ݌ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] 

olduğundan Önerme 1.2.2’ den 

[0, ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ] = 0 +
1

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ]
=  ߙ/1

bulunur. 

 

Tanım 1.2.14.	݅ ≥ 1 için ܽ௜ > 0 olmak üzere ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … tamsayı dizisi 

verilsin.		݊ ≥ ݇	şartını sağlayan tüm tamsayılar için  ܽ௡ = ܽ௡ା௟ 	 eşitliğini sağlayan  

bir ݈ ∈ ℕ ve ݇ ≥ 0 tamsayısı varsa [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … ]	sonsuz sürekli kesrine 

periyodiktir denir. ݈ bu şartı sağlayanların en küçüğü ise ݈’ ye sonsuz sürekli kesrin 

periyodu denir. Yukarıdaki gibi tanımlanan periyodik sürekli kesir 

 [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௞ିଵ, ܽ௞ , ܽ௞ାଵ, … , ܽ௟ା௞ିଵതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത] 

şeklinde gösterilir. 

 

Teorem 1.2.15. Bir ߙ irrasyonel sayısının sonsuz sürekli kesir açılımının periyodik 

olması için gerek ve yeter şart ߙ’ nın kuadratik irrasyonel olmasıdır [16]. 
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Tanım 1.2.16.	݇ = 0,1,2,3,…	için ܽ௞ = ܽ௡ା௞ olacak şekilde bir ݊ tamsayısı varsa 

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … ] sürekli kesrine tamamıyla periyodik sürekli kesir denir ve bu 

[ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … ] = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … , ܽ௡ିଵ]തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത 

şeklinde gösterilir.  ݊ doğal sayısına da bu sonsuz sürekli kesrin periyodu denir. 

 

Tanım 1.2.17. ߙ bir kuadratik irrasyonel olsun.	ߙത,  nın eşleniği olmak üzere ’ߙ

	ߙ > 	1 ve  −1 തߙ	> < 	0 ise ߙ’ ya indirgenmiş kuadratik irrasyonel sayı denir. 

 

Teorem 1.2.18.	ߙ kuadratik irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımının tamamıyla 

periyodik olması için gerekli ve yeterli şart ߙ’ nın indirgenmiş kuadratik irrasyonel 

sayı olmasıdır [2]. 

 

Son olarak Pell denklemlerinin tamsayı çözümünü bulmak için gerekli olan 

√݀’ nin sürekli kesir açılımı ile ilgili bilgiler verelim. 

 

Teorem 1.2.19. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere √݀ kuadratik 

irrasyonel sayısının sürekli kesre açılımı 

	ܽ଴ = ൳√݀൷ olmak üzere √݀ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, . . ܽ௡ିଵ, 2ܽ଴തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത ] 

formundadır ve √݀’ nin periyodu ݊ dir [2]. 

 

(1 − 49 arasındaki sayıların sürekli kesir açılımlarını incelemek için Çizelge 5.1’e 

bakınız.) 

 

Örnek 1.2.20.	√19		irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımını Teorem 1.2.11 

yardımıyla bulalım. 

 

ߙ  = ଴ߙ = ൳√19൷ olsun. 

 ܽ଴ = ൳√19൷ = 4, ଵߙ	 =
ଵ

√ଵଽିସ
= √ଵଽାସ

ଷ
  

 ܽଵ = ቘ√ଵଽାସ
ଷ

቙ = ଶߙ ,2 =
ଵ

√భవశర
య ିଶ

= ଷ
√ଵଽିଶ

= ଷ൫√ଵଽାଶ൯
ଵହ

= √ଵଽାଶ
ହ

 

 ܽଶ = ቘ√ଵଽାଶ
ହ

቙ = ଷߙ ,1 =
ଵ

√భవశమ
ఱ ିଵ

= ହ
√ଵଽିଷ

= ହ൫√ଵଽାଷ൯
ଵ଴

= √ଵଽାଷ
ଶ
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 ܽଷ = ቘ√ଵଽାଷ
ଶ

቙ = ସߙ	 ,3 =
ଵ

√భవశయ
మ ିଷ

= ଶ
√ଵଽିଷ

= ଶ൫√ଵଽାଷ൯
ଵ଴

= √ଵଽାଷ
ହ

 

 ܽସ = ቘ√ଵଽାଷ
ହ

቙ = ହߙ ,1 =
ଵ

√భవశయ
ఱ ିଵ

= ହ
√ଵଽିଶ

= ହ൫√ଵଽାଶ൯
ଵହ

= √ଵଽାଶ
ଷ

 

 ܽହ = ቘ√ଵଽାଶ
ଷ

቙ = 2, ଺ߙ	 =
ଵ

√భవశమ
య ିଶ

= ଷ
√ଵଽିସ

= ଷ൫√ଵଽାସ൯
ଷ

= √19 + 4 

 ܽ଺ = ൳√19 + 4൷ = 8 = 2ܽ଴ 

olduğundan Teorem 1.2.19’ dan 

ߙ = [4,2,1,3,1,2,8തതതതതതതതതതതതത] 

elde edilir. 

 

Sonuç 1.2.21. ߙ bir irrasyonel sayı ve ݇	 = 	1, 2,… için  ௣ೖ
௤ೖ
 yaklaşımı ise	nın ݇. ’ߙ ,

ฬ√݀ −
௞݌
௞ݍ
ฬ <

1
௞ଶݍ

 

dir [16]. 

 

Teorem 1.2.22. ݀	tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	ܽ଴ = ൳√݀൷	 olmak 

üzere	݇	 = 	0,1, 2,… için 

�
௞ߙ =

௉ೖା√ௗ
ொೖ

	ܽ௞ = 				⟦௞ߙ⟧

						ܳ௞ାଵ =
ௗି௉మೖశభ

ொೖ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

                                                                                   (1.9)                                     

ardışık olarak tanımlanırsa  

ߙ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, … ]	

dır [16]. 

 

Teorem 1.2.23. ߙ bir irrasyonel sayı ve ݇	 = 	1, 2, ... için  ௣ೖ
௤ೖ
 yaklaşımı	nın ݇. ’ߙ ,

olsun. ݎ ve 	ݏ	 > 	0	tamsayılar olmak üzere  

	αݏ| − 	r| < 	௞αݍ| ݏ	 ௞|  ise݌	− ≥  ௞ାଵݍ

dir [16]. 

 

Teorem 1.2.24.	݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. ݔ	ve	ݕ	tamsayıları için 

	ݕ > 	0 ve (ݔ, (ݕ = 1 olmak üzere  
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ฬ√݀ −
ݔ
ฬݕ <

1
 ଶݕ2

ise  ௫
௬
 , √݀’ nin yaklaşımlarından biridir. 

 
İspat.	√݀  irrasyonel sayısının  sonsuz sürekli kesir yaklaşımları ݇ = 0,1,2,… olmak 

üzere  ௣ೖ
௤ೖ
			ile  gösterilsin. ௫

௬
	, √݀’ nin yaklaşımlarından biri olmasın. O zaman 

௞ݍ ≤ ݕ < ݇ ௞ାଵ olacak biçimdeݍ ≥ 0	doğal sayısı vardır. Teorem 1.2.23’ e göre 

ߙ௞ݍ| − |௞݌ ≤ ߙݕ| − |ݔ = ݕ ฬߙ −
ݔ
ฬݕ <

1
 ݕ2

dir. Bu son eşitsizlik 1/ݍ௞		ile çarpılırsa (ݍ௞ > 0) 

ฬߙ −
௞݌
௞ݍ
ฬ <

1
௞ݍݕ2

 

olur. Ayrıca |݌ݕ௞ − |௞ݍݔ ≥ 1 ve ݌ݕ௞ − ௞ݍݔ  bir tamsayıdır. 

1
௞ݍݕ

≤
௞݌ݕ| − |௞ݍݔ

௞ݍݕ
= ฬ

௞݌
௞ݍ
−
ݔ
ฬݕ = ฬ

௞݌
௞ݍ
+ ߙ − ߙ −

ݔ
 ฬݕ

	≤ ฬߙ −
௞݌
௞ݍ
ฬ + ฬߙ −

ݔ
ฬݕ <

1
௞ݍݕ2

+
1
 											ଶݕ2

⇒
1
௞ݍݕ

<
1

௞ݍݕ2
+

1
 ଶݕ2

bulunur.  Bu eşitsizlik 2ݍݕ௞ ile çarpılırsa 

ݕ2 < ݕ + ௞ݍ  

௞ݍ >  ݕ

eşitsizliği elde edilir. Bu ise hipotezle çelişir. Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

 

Teorem 1.2.25. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	 ௞ܲ ve	ܳ௞ , (1.9)’ deki 

gibi tanımlansın. ௣ೖ
௤ೖ
, √݀’ nin ݇. yaklaşımı olmak üzere 

௞ଶ݌ − ௞ଶݍ݀ = (−1)௞ିଵܳ௞ାଵ 

dir. 

 
İspat. Teorem 1.2.10’ dan  √݀ = [ܽ଴, ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, … , ܽ௞ ,  ௞ାଵ]  ve  Teorem 1.2.4’ denߙ

√݀ =
௞݌௞ାଵߙ + ௞ିଵ݌
௞ݍ௞ାଵߙ + ௞ିଵݍ

 

yazılabilir. Ayrıca   ߙ௞ାଵ =
௉ೖశభା√ௗ
ொೖశభ

   olduğu kullanılırsa; 
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√݀ =
ቆ ௞ܲାଵ + √݀

ܳ௞ାଵ
ቇ݌௞ + ௞ିଵ݌

ቆ ௞ܲାଵ + √݀
ܳ௞ାଵ

ቇݍ௞ + ௞ିଵݍ
 

														=
( ௞ܲାଵ + ௞݌(݀√ + ௞ିଵܳ௞ାଵ݌
( ௞ܲାଵ + ௞ݍ(݀√ + ௞ିଵܳ௞ାଵݍ

 

elde edilir. İçler dışlar çarpımı yapılırsa 

௞ݍ݀ + ( ௞ܲାଵݍ௞ + ܳ௞ାଵݍ	௞ିଵ)√݀ = ( ௞ܲାଵ݌௞ +ܳ௞ାଵ݌௞ିଵ) +  ݀√௞݌

olup Teorem 1.1.11’ den 

௞ݍ݀ = ௞ܲାଵ݌௞ + ܳ௞ାଵ݌௞ିଵ 

ve 

௞݌ = ௞ܲାଵݍ௞ + ܳ௞ାଵݍ௞ିଵ 

bulunur. Birinci denklem −ݍ௞	ve ikinci denklem ݌௞  ile çarpılıp toplanırsa 

௞ଶ݌ − ௞ଶݍ݀ = −ܳ௞ାଵ݌௞ିଵݍ௞ + ܳ௞ାଵݍ௞ିଵ݌௞  

												= ܳ௞ାଵ(−݌௞ିଵݍ௞ +  (௞݌௞ିଵݍ

 																																																								= ܳ௞ାଵ(−1)௞ିଵ 

elde edilir.  Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 1.2.26. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	 ௞ܲ ve	ܳ௞ , (1.9)’ deki 

gibi tanımlanırsa ߙ = √݀, ଴ܲ = 0, ܳ଴ = 1 olmak üzere  

ܳ௞ = 1 ⇔ �݊|݇ 

dır [1].  

 

 1.3. Sayısal Örnekler 

 

Örnek 1.3.1. √2 sayısının sonsuz sürekli kesir açılımını bulalım. 

 

ߙ	 = ଴ߙ = √2	olsun. 

ܽ଴ = ൳√2൷ = 1, αଵ =
1

√2 − 1
= √2 + 1 

ܽଵ = ൳√2 + 1൷ = 2 = 2ܽ଴ 

dır. Bu yüzden Teorem 1.2.19’ dan √2 sayısının sürekli kesir açılımı [1, 2ത] bulunur. 

Aksine [1, 2ത]’ nin √2 olduğunu gösterelim.	 
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	ߙ = [1,2,2,… ] ⇒ 	ߙ	 = 1 +
1

2 + 1
2 + 1

⋱

	⇒ 	ߙ	 − 1 =
1

2 + 1
2 + 1

⋱

 

olduğundan 

	ߙ − 1 =
1

2 + ߙ) − 1) 		⇒ ߙ − 1 =
1

ߙ + 1 	⇒ ଶߙ − 1 = 1 

																																																																				⇒ 	αଶ = 2	 ⇒ α = √2     

olduğu görülür. 

 

Örnek 1.3.2. ݀ = ܽଶܾଶ + 2ܾ olsun. 	√ܽଶܾଶ + 2ܾ = ൣܾܽ, ܽ, 2ܾܽതതതതതതതത൧				olduğunu 

gösterelim. 

 

(ܾܽ)ଶ < ܽଶܾଶ + 2ܾ < (ܾܽ + 1)ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√ܽଶܾଶ + 2ܾ൷ = ଵߙ , ܾܽ =
ଵ

√௔మ௕మାଶ௕ି௔௕
= √௔మ௕మାଶ௕ା௔௕

ଶ௕
 

dır.  ௔௕ା௔௕
ଶ௕

= ܽ < √௔మ௕మାଶ௕ା௔௕
ଶ௕

< ܽ + 1 olduğundan 

ܽଵ = ൴√௔
మ௕మାଶ௕ା௔௕

ଶ௕
൸ = ଶߙ ,ܽ =

ଵ
ඥೌమ್మశమ್శೌ್

మ್ ି௔
 = √ܽଶܾଶ + 2ܾ + ܾܽ 

dır. O halde ܽଶ = ൳√ܽଶܾଶ + 2ܾ + ܾܽ൷ = 2ܾܽ = 2ܽ଴ dır. Teorem 1.2.19’ dan 

ඥܽଶܾଶ + 2ܾ = ൣܾܽ, ܽ, 2ܾܽതതതതതതതത൧ 

bulunur. 

 

Örnek 1.3.3.	 √ܽଶܾଶ + ܾ = ൣܾܽ, 2ܽ, 2ܾܽതതതതതതതതതത൧		olduğunu gösterelim. 

 

(ܾܽ)ଶ < ܽଶܾଶ + ܾ < (ܾܽ + 1)ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√ܽଶܾଶ + ܾ൷ = ଵߙ ,ܾܽ =
ଵ

√௔మ௕మା௕ି௔௕
= √௔మ௕మା௕ା௔௕

௕
 

dır.  ௔௕ା௔௕
௕

= 2ܽ < √௔మ௕మା௕ା௔௕
௕

< 2ܽ + 1 olduğundan 

ܽଵ = ൴√௔
మ௕మା௕ା௔௕

௕
൸ = ଶߙ  ,	2ܽ =

ଵ
ඥೌమ್మశ್శೌ್

್ ିଶ௔
= √ܽଶܾଶ + ܾ + ܾܽ 

dır. ܾܽ + ܾܽ < √ܽଶܾଶ + ܾ + ܾܽ < 2ܾܽ + 1 olduğu kullanılırsa 

ܽଶ = ቘඥܽଶܾଶ + ܾ + ܾܽ቙ = 2ܾܽ = 2ܽ଴ 
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dır. Teorem 1.2.19’ dan 

ඥܽଶܾଶ + ܾ = ൣܾܽ, 2ܽ, 2ܾܽതതതതതതതതതത൧ 

bulunur. 

 

Örnek 1.3.4. √݉ଶ +݉ = [݉, 2,2݉തതതതതതത] olduğunu gösterelim.  

 

݉ଶ < ݉ଶ +݉ < (݉ + 1)ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√݉ଶ +݉൷ = ଵߙ , ݉ =
ଵ

√௠మା௠ି௠
= √௠మା௠ା௠

௠
 

dır.   ௠ା௠
௠

= 2 < √௠మା௠ା௠
௠

< 3 olduğundan 

ܽଵ = ൴√௠
మା௠ା௠
௠

൸ = ଶߙ , 2 =
ଵ

ඥ೘మశ೘శ೘
೘ ିଶ

= √݉ଶ +݉ +݉ 

dır. O halde  2݉ < √݉ଶ +݉ +݉ < 2݉ + 1 olduğu kullanılırsa 

ܽଶ = ቘඥ݉ଶ +݉ +݉቙ = 2݉ = 2ܽ଴ 

elde edilir. Teorem 1.2.19’ dan 

ඥ݉ଶ +݉ = [݉, 2,2݉തതതതതതത] 

bulunur. 

 

Örnek 1.3.5.	√݉ଶ −݉ = ൣ݉ − 1, 2,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧ olduğunu gösterelim. 

 

 (݉ − 1)ଶ < ݉ଶ −݉ < ݉ଶ   olduğundan dolayı 

 ܽ଴ = ൳√݉ଶ −݉൷ = ݉− ଵߙ , 1 =
ଵ

√௠మି௠ି(௠ିଵ)
= √௠మି௠ା(௠ିଵ)

௠ିଵ
  

dır. Buradan   ௠ିଵା௠ିଵ
௠ିଵ

= 2 < √௠మି௠ା௠ିଵ
௠ିଵ

< 3 olduğundan 

ܽଵ = ൴√௠
మି௠ା௠ିଵ
௠ିଵ

൸ = 2, 

ଶߙ =
1

√݉ଶ −݉ +݉ − 1
݉ − 1 − 2

	= ඥ݉ଶ −݉ + (݉ − 1) 

dır. Ayrıca 2(݉ − 1) < √݉ଶ −݉ +݉ − 1 < 2݉− 1 olduğu kullanılırsa 

ܽଶ = ቘඥ݉ଶ −݉ +݉ − 1቙ = 2(݉ − 1) = 2ܽ଴ 

elde edilir. Teorem 1.2.19’ dan 
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ඥ݉ଶ −݉ = ൣ݉ − 1, 2,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧ 

bulunur. 

 

Örnek 1.3.6.	√݉ଶ − 2 = ൣ݉ − 1, 1,݉ − 2,1,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ olduğunu gösterelim. 

 

(݉ − 1)ଶ < (݉ଶ − 2) < ݉ଶ   olduğundan dolayı 

 ܽ଴ = ൳√݉ଶ − 2൷ = ݉− ଵߙ , 1 =
ଵ

√௠మିଶି(௠ିଵ)
= √௠మିଶା(௠ିଵ)

ଶ௠ିଷ
  

dır. Ayrıca  1 + ଵ
ଶ௠ିଷ

< √௠మିଶା(௠ିଵ)
ଶ௠ିଷ

< 1 + ଶ
ଶ௠ିଷ

  olduğundan 

ܽଵ = ቢ
√݉ଶ − 2 + (݉ − 1)

2݉ − 3
ባ = 1	, 

ଶߙ =
1

√݉ଶ − 2 + (݉ − 1)
2݉ − 3 − 1

=
2݉ − 3

√݉ଶ − 2 − (݉ − 2)
=
√݉ଶ − 2 + (݉ − 2)

2  

dır. O halde  ݉ − 2 + ଵ
ଶ
< √௠మିଶା(௠ିଶ)

ଶ
< ݉ − 1  olduğu kullanılırsa 

 ܽଶ = ൴√௠
మିଶା(௠ିଶ)

ଶ
൸ = ݉ − ଷߙ  ,2 =

ଵ
ඥ೘మషమశ(೘షమ)

మ ି(௠ିଶ)
= √௠మିଶା(௠ିଶ)

ଶ௠ିଷ
 

dır.  Böylece 1 < √௠మିଶା(௠ିଶ)
ଶ௠ିଷ

< 1 + ଵ
ଶ௠ିଷ

  olduğundan 

 ܽଷ = ൴√௠
మିଶା(௠ିଶ)
ଶ௠ିଷ

൸ = 1	, ଷߙ =
ଵ

ඥ೘మషమశ(೘షమ)
మ೘షయ ିଵ

= √݉ଶ − 2 + (݉ − 1) 

dır. Ayrıca 2(݉ − 1) < √݉ଶ − 2 + ݉− 1 < 2݉ − 1 olduğu gözönünde 

bulundurulursa 

ܽଷ = ൳√݉ଶ − 2 +݉ − 1൷ = 2(݉ − 1) = 2ܽ଴ 

dır. Teorem 1.2.19’ dan 

ඥ݉ଶ − 2 = ൣ݉ − 1, 1,݉ − 2,1,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ 

bulunur. 

 

Örnek 1.3.7.	√݉ଶ + 2 = [݉,݉, 2݉തതതതതതതത] olduğunu gösterelim. 

 

݉ଶ < ݉ଶ + 2 < (݉ + 1)ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√݉ଶ + 2൷ = ଵߙ, ݉ =
ଵ

√௠మାଶି௠
= √௠మାଶା௠

ଶ
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dır. Ayrıca   ݉ < √௠మାଶା௠
ଶ

< ݉ + 1 olduğu kullanılırsa 

ܽଵ = ൴√௠
మାଶା௠
ଶ

൸ = ଶߙ	 ,	݉ =
ଵ

ඥ೘మశమశ೘
మ ି௠

= √݉ଶ + 2 +݉ 

elde edilir.   O halde 

ܽଶ = ൳√݉ଶ + 2 +݉൷ = 2݉ = 2ܽ଴ 

dır. Teorem 1.2.19’ dan 

ඥ݉ଶ + 2 = [݉,݉, 2݉തതതതതതതത] 

olduğu görülür. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

BÖLÜM 2. PELL DENKLEMLERİ 

 
Bu bölümde öncelikle ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 denklemlerinin tamsayı çözümlerini ve temel 

çözümlerini elde etmek için gerekli olan tanım ve teoremler verilecektir. Daha sonra 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±1 denkleminin temel çözümlerinden yararlanarak                            

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ	denkleminin tamsayı çözümleri varsa bu çözümleri veren bağıntılar 

verilecektir. Son olarak da bazı Pell denklemlerin temel çözümlerini elde edeceğiz. 

 

2.1. Temel  Bilgiler 

 

Tanım 2.1.1. ݀ doğal sayı olmak üzere  

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ±1                                                                                          (2.1) 

Diophantine denklemlerine Pell denklemleri denir. 

 

Tanım 2.1.2.	݀ doğal sayı ve ܰ	tamsayı olmak üzere 

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ܰ                                                                                            (2.2) 

Diophantine denklemine Genel-Pell denklemi denir. 

 

݀ doğal sayı ve ܰ	tamsayı olsun. Eğer ݔ = ݕ ve	ݑ = ଶݔ ,ݒ − ଶݕ݀ = ܰ	Pell 

denklemini sağlayan tamsayılar ise ݑ+v√݀’ e (2.2) denkleminin bir çözümüdür 

denir. 

 

Teorem 2.1.3. ݀ tamkare olmayan pozitif tamsayı ve ݑ, ,′ݑ ,ݒ  pozitif tamsayılar	′ݒ

olmak üzere ݑ + +′ݑ ve	݀√ݒ  .denkleminin herhangi iki çözümü olsun (2.2) ,݀√′ݒ

 
a) ݑ = ݒ  ve  ′ݑ = ݑ ⇔ dir ′ݒ + ݀√ݒ = ′ݑ +  .dir 	݀√′ݒ

b) ݑ > ݒ  ise  ′ݑ > ݑ  ve		′ݒ +v√݀ > ′ݑ +  .dir 	݀√′ݒ
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İspat. a) ⇔) √݀	irrasyonel sayı ve	ݑ + ݀√ݒ = ′ݑ + ݒ .olsun ݀√′ݒ ≠  olduğunu ′ݒ

kabul edelim. O halde 

ݑ  + ݀√ݒ = ′ݑ + ݑ ⇔ ݀√′ݒ − ′ݑ = ′ݒ) −  (2.3)                                       ݀√	(ݒ

                                         ⇔ √݀ = ௨ି௨ᇱ
௩ᇱି௩	

 

dir. ݑ − ′ݒ  ve  ′ݑ − tamsayı olduğundan  ௨ି௩ᇱ ݒ
௩ᇱି௩	

  rasyoneldir. O halde √݀	 de 

rasyonel olmalıdır. Dolayısıyla bu durum √݀’ nin irrasyonel sayı olmasıyla çelişir. O 

halde ݒ′ = ݑ dir. Bu yüzden (2.3)’ den ݒ − ′ݑ = ݑ 	⇔ 0 =  .dir ′ݑ

b)	ݑ + ′ݑ	 ve		݀√ݒ +   denkleminin herhangi iki çözümü ise (2.2) ,	݀√′ݒ

ଶݑ  − ଶݒ݀ = ଶ(ᇱݑ) − ଶ(ᇱݒ)݀ = ܰ                                            (2.4) 

dir. Hipotezden ݑ > ′ݑ ve ′ݑ ≥ 1 olduğundan ݑଶ >  dir. Ayrıca (2.4)	ଶ(ᇱݑ)

denkleminden 

ଶݑ				 − ଶ(ᇱݑ) = ଶݒ)݀ −  ଶ((ᇱݒ)

dir.	ݑଶ − ଶ(ᇱݑ) > 0		ve ݀ > 0 olduğundan ݒଶ − ଶ(ᇱݒ) > 0,	yani ݒଶ >  ଶ dır. O(ᇱݒ)

halde ݒ > 0		ve 	ݒ′ > 0	olduğundan ݒ > ݑ	.bulunur 	′ݒ > ݒ  ve  ′ݑ >  olduğundan	′ݒ

ݑ + ݀√ݒ > ᇱݑ +  .dir		ᇱ√݀ݒ

 

Sonuç 2.1.4. 	ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ Pell denkleminin çözümleri arasında bir sıralama 

vardır. 

 

(2.2) denklemin herhangi bir çözümü (ݔ,   ise (ݕ

,ݔ) ,(ݕ− ,ݔ−) ,(ݕ  (ݕ−,ݔ−)

ikilileri de (2.2) denkleminin diğer çözümlerdir. Biz bu tezde ݔ ve ݕ pozitif tamsayı 

olmak üzere  (ݔ,   .ikilileri ile ilgileneceğiz		(ݕ

 

Teorem 2.1.5. ܰ sıfırdan farklı bir tamsayı olsun. ݀ < 0 veya ݀ tamkare ise 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ denkleminin sonlu sayıda tamsayı çözümü vardır. 

 
İspat. ݀ < 0 olsun. Eğer ܰ < 0 ise denklemin tamsayı çözüm yoktur. Eğer          

ܰ > 0	ise |ݔ| ≤ √ܰ ve |ݕ| ≤ ට ே
|ௗ|

 olmalıdır. Dolayısıyla denklemin sonlu sayıda 

çözümü vardır. 

Şimdi de ݀ tamkare olsun. ݀ = ݉ଶ	alalım. O zaman  
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ଶݔ − ଶݕ݀ = ݔ) + ݔ)(ݕ݉ − (ݕ݉ = ܰ 

olur. Ayrıca ܰ nin bölenleri sonlu olduğundan elde edilen ݔ ve ݕ çözümleri sonlu 

tanedir. 

 

2.2.	࢞૛ − ૛࢟ࢊ = ૚	Pell Denklemi 

 

Lemma 2.2.1. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. O zaman  

ଶݔ − ଶݕ݀ < 1 + 2√݀ 

eşitsizliğini sağlayan sonsuz tane ݔ ve ݕ doğal sayı çifti vardır [2]. 

 
İspat. √݀ irrasyonel sayısı için Teorem 1.1.15’ e göre  

 ቚ௫
௬
− √݀ቚ < ଵ

௬మ
                                                           (2.5) 

eşitsizliğini sağlayan sonsuz sayıda  x ve y  pozitif  tamsayı çifti vardır. Ayrıca 

 ቚ௫
௬
+ √݀ቚ = ቚ௫

௬
− √݀ + 2√݀ቚ < ଵ

௬మ
+ 2√݀                                                  (2.6) 

dir. (2.5) ve (2.6) kullanılarak         

ଶݔ| − |ଶݕ݀ = หݔ + ݔห	ห݀√ݕ − ห݀√ݕ = |ݕ| ฬ
ݔ
ݕ − √݀ฬ |ݕ| ฬ

ݔ
ݕ + √݀ฬ 

																														< ଶݕ
1
ଶݕ ൬

1
ଶݕ + 2√݀൰ ≤ 1 + 2√݀ 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Lemma 2.2.2.   ݔଶ − ଶݕ݀ = ݇ denkleminin herhangi iki çözümü (ݔଵ, ,ଶݔ) ଵ) veݕ  (ଶݕ

olsun. Eğer ݔଵ ≡ ଵݕ  ve  (݇	݀݋݉)	ଶݔ ≡ ଶݔ ise		(݇	݀݋݉)	ଶݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin pozitif tamsayı çözümü vardır. 

 
İspat. (ݔଵ, ,ଶݔ) ଵ) veݕ ଶݔ   ,(ଶݕ − ଶݕ݀ = ݇ denkleminin herhangi iki çözümü 

olduğundan ݔଵଶ − ଵଶݕ݀ = ݇	ve ݔଶଶ − ଶଶݕ݀ = ݇ dir. Ayrıca  

ଵଶݔ − ଵଶݕ݀ = ൫ݔଵ + ଵݔଵ√݀൯൫ݕ −  ଵ√݀൯ݕ

ଶଶݔ − ଶଶݕ݀ = ൫ݔଶ + ଶݔଶ√݀൯൫ݕ −  ଶ√݀൯ݕ

olduğundan dolayı 

ଵଶݔ) − ଶଶݔ)(ଵଶݕ݀ − (ଶଶݕ݀ = ൫ݔଵ + ଶݔଵ√݀൯൫ݕ − ଶݔଶ√݀൯൫ݕ + ଵݔଶ√݀൯൫ݕ −  ଵ√݀൯ݕ

                                     	݇ଶ = ଶݔଵݔ) − ଶ)ଶݕଵݕ݀ − ଶݕଵݔ)݀ −    ଶ)ଶݔଵݕ
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                  1 = ቀ௫భ௫మିௗ௬భ௬మ
௞

ቁ
ଶ
− ݀ ቀ௫భ௬మି௬భ௫మ

௞
ቁ
ଶ
                                (2.7)  

elde edilir. Hipotezden 

ଵݔ ≡ ଵݕ  ve   (݇	݀݋݉)	ଶݔ ≡  (݇	݀݋݉)	ଶݕ

olduğundan  

ଶݔଵݔ − ଶݕଵݕ݀ ≡ ଵݔଵݔ − ଵݕଵݕ݀ ≡ ଵଶݔ −  (݇	݀݋݉)ଵଶݕ݀

olur. Diğer yandan  ݔଵଶ − ଵଶݕ݀ = ݇ ve ݇ ≡  olduğundan (݇	݀݋݉)	0

ଶݔଵݔ     − ≡ ଶݕଵݕ݀  (2.8)                                                                       (݇	݀݋݉)	0

dır. Aynı zamanda ݔଵݕଶ ≡  olduğundan (݇	݀݋݉)ଶݔଵݕ

ଶݕଵݔ	      − ଶݔଵݕ ≡  (2.9)                                                               (݇	݀݋݉)0

dır. (2.8) ve (2.9)’ deki sonuçlar birleştirilirse (2.7) denkleminde karesi alınan 

sayıların tamsayı olduğu görülür. Bu yüzden  

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 

Pell denkleminin pozitif tamsayı çözümü vardır. 

 

Teorem 2.2.3. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell 

denkleminin bir  tamsayı çözümü vardır. 

 
İspat. 0 < ଶݔ| − ,|ଶݕ݀ 1 + 2√݀ > 1	ve ݔଶ −  ଶ bir tamsayı olduğundan Lemmaݕ݀

2.2.1’ e göre en az bir ݇ tamsayısı için ݔଶ − ଶݕ݀ = ݇ olan (ݕ,ݔ)’ ler sonsuz tanedir. 

Bu çiftler arasında ݔଵ, ,ଵݕ ve	ଶݔ  ଶ sayılarının mod ݇’ a göre kalanları sonlu bir yollaݕ

kombine edilebildiğinden  

ଵݔ ≡ ଵݕ  ve   (݇	݀݋݉)	ଶݔ ≡  (݇	݀݋݉)	ଶݕ

kongrüans şartını sağlayan en küçük bir (ݔଵ, ,ଶݔ) ve	ଵ)ݕ  ikilileri vardır. Bu	ଶ)ݕ

yüzden Lemma 2.2.2’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin bir  tamsayı çözümü 

vardır. 

 

Teorem 2.2.4. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin herhangi bir çözümü (ܽ, ܾ)	olsun. 

(ܽ, ܾ) denklemin pozitif tamsayı çözümüdür ⇔ ܽ + ܾ√݀ > 1 dir. 

İspat. ⇒)		(ܽ, ଶݔ ,(ܾ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin pozitif çözümü ise                             

ܽ + ܾ√݀ ≥ 1 + √݀ > 1 olduğu açıktır. 

⇐) ܽ + ܾ√݀ > 1 olsun. O zaman ܽ ve ܾ tamsayılarının birlikte negatif olmadığı 

aşikardır. Dolayısıyla aşağıdaki iki durum vardır. 



23 
 

 

a) ܽ > 0, ܾ ≤ 0 olsun. O zaman −ܾ ≥ ܾ ve böylece ܽ − ܾ√݀ ≥ ܽ + ܾ√݀ >

1 dır. Dolayısıyla ܽଶ − ܾ݀ଶ = ൫ܽ − ܾ√݀൯(ܽ + ܾ√݀) > 1	olur. Bu,                       

ܽଶ − ܾ݀ଶ = 1	olmasıyla çelişir. 

b) ܽ ≤ 0, ܾ > 0 olsun. O zaman −ܽ ≥ ܽ ve böylece – ܽ + ܾ√݀ ≥ ܽ +

ܾ√݀ > 1	olur. Dolayısıyla −ܽଶ + ܾ݀ଶ = ൫−ܽ + ܾ√݀൯(ܽ + ܾ√݀) > 1	olduğundan 

−(ܽଶ − ܾ݀ଶ) > 1	dır. Bu ise ܽଶ − ܾ݀ଶ = 1 olmasıyla çelişir. 

 

O halde   eldeki   bilgiler    ışığında 		ܽ ve ܾ	tamsayılarının ikisi de pozitif tamsayıdır. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Tanım 2.2.5. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ  − ଶݕ݀ = 1       

Pell denkleminin pozitif tamsayı çözümleri arasından ݔ’ in en küçük değerini aldığı 

,ݔ)   .çözümüne denklemin temel çözümü denir (ݕ

 

    x tamsayısı en küçük değeri aldığında Teorem 2.1.3’ e göre ݕ  ve ݔ +  ݀√ݕ

tamsayıları da en küçük değerini alır. Bu yüzden birinin alabileceği en küçük tamsayı  

değerini alması temel çözümü bulmak için yeterlidir. 

 

Teorem 2.2.6. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. Eğer ߜ ve ߦ	doğal 

sayıları  

ߜ  > ଵ
ଶ
ଶߦ − 1                                                                                            (2.10) 

eşitsizliğini sağlıyorsa ve ߜ + ଶݔ	,݀√ߦ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin bir çözümü ise 

ߜ + ,݀√ߦ ଶݔ	 − ଶݕ݀ = 1 denklemin temel çözümüdür [12]. 

 
İspat.	ߦ = 1	ise ߜ +  .nin temel çözüm olduğu aşikardır ݀√ߦ

ߦ > 1 için teoremi ispatlayalım. ݔଵ + ଶݔ ,݀√ଵݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin bir 

çözümü olsun. Ayrıca 1 ≤ ଵݕ <   olduğunu kabul edelim. O zaman ߦ

݀ =
ଵଶݔ − 1
ଵଶݕ

=
ଶߜ − 1
ଶߦ  

ve böylece 

ଶߦଵଶݔ − ଶߜଵଶݕ = ଶߦ − ଵଶݕ = ݉ > 0 
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dır. 	݉ଵ ve ݉ଶ doğal sayılar olmak üzere 

݉ଵ = ߦଵݔ + ve  ݉ଶ			ߜ	ଵݕ = ߦଵݔ −  ߜ	ଵݕ

olsun. O halde elde edilen bilgiler ışığında ݉ = ݉ଵ݉ଶ olduğundan 

ߜ =
݉ଵ −݉ଶ

ଵݕ2
≤
݉ − 1
ଵݕ2

=
ଶߦ − ଵଶݕ − 1

ଵݕ2
≤
1
2 ߦ

ଶ − 1 

bulunur. Ama bu durum (2.10) eşitsizliği ile çelişir.  Dolayısıyla ߦ temel çözümdür. 

 

Teorem 2.2.7. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. (݌,  (ݍ

ଶݔ −  1	ଶ=ݕ݀

denkleminin bir pozitif çözümü ise   ௣
௤
	 , √݀’ nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 

 
İspat. ݌ − ݀√ݍ = ଵ

௣ା௤√ௗ
  olduğundan ௣

௤
− √݀ = ଵ

௤(௣ା௤√ௗ)
  dir. (݌,  denklemin (ݍ

pozitif bir çözümü olduğundan ݌ >                  olduğu görülebilir. Buradan da ݀√ݍ

݌ + ݀√ݍ >  elde edilir. O halde ݀√ݍ2

0 <
݌
ݍ − √݀ <

1
݀√ଶݍ2

<
1
 ଶݍ2

dir. Dolayısıyla Teorem 1.2.24’ e göre  ௣
௤
	 , √݀  nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 

 

Örnek 2.2.8.	ݔଶ − ଶݕ6 = 1	 Pell denkleminin ilk üç pozitif tamsayı çözümünü 

bulalım. 

 
	√6	 irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımının ߙ = [2, 2,4തതതത] olduğunu gözönüne 

alalım. ݔଶ − ଶݕ6 = 1	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri √6’ nın bazı 

sürekli kesir yaklaşımlarından elde edildiğinden ilk altı yaklaşımı Teorem 1.2.4’ deki 

(1.2) ve (1.3) bağıntıları yardımıyla hesaplayalım. O halde 

 
଴݌	 = ܽ଴ = ଴ݍ    2 = 1 

ଵ݌ = ܽଵ݌଴ + ଵݍ                      1 = ܽଵ 

ଵ݌ = 2.2 + 1 = ଵݍ	                		5 = 2 

ଶ݌ = ܽଶ݌ଵ + ଶݍ         ଴݌ = ܽଶݍଵ + 1 

ଶ݌ = 4.5 + 2 = ଶݍ                22 = 4.2 + 1 = 9 
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ଷ݌ = ܽଷ݌ଶ + ଷݍ	                    ଵ݌ = ܽଷݍଶ +  ଵݍ

ଷ݌ = 2.22 + 5 = ଷݍ              49 = 2.9 + 2 = 20 

ସ݌ = 4.49 + 22 = ସݍ            218 = 4.20 + 9 = 89 

ହ݌ = 2.218 + 49 = ହݍ        485 = 2.89 + 20 = 198 

bulunur. Bu yaklaşımlar incelenirse 	ݔଶ − ଶݕ6 = 1	denkleminin ilk üç çözümünün 

,ଵ݌) (ଵݍ = ,ଷ݌) ,(5,2) (ଷݍ = (49,20) ve (݌ହ, (ହݍ = (485,198) olduğu görülür. 

 
Yukarıdaki örnek incelenirse denklemin ilk üç çözümünün √6 sayısının bazı sürekli 

kesir yaklaşımlarından elde edildiği görülür. Yani, bir irrasyonel sayının her 

yaklaşımı denklemin bir çözümü değildir. Şimdi Pell denklemlerinin tüm pozitif 

tamsayı çözümlerini veren bağıntılarını verelim. 

 

Teorem 2.2.9. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve 	√݀’ nin sürekli kesir 

açılımının periyodu ݉ olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere  (ݔ௡ ,  ௡) ile gösterilsin. Bu taktirdeݕ

 

a) ݉ çift ise (ݔ௡, (௡ݕ = ,௠௡ିଵ݌)  ,௠௡ିଵ) biçimindedirݍ

b) ݉ tek ise (ݔ௡ , (௡ݕ = ,ଶ௠௡ିଵ݌)  .ଶ௠௡ିଵ) biçimindedir [1]ݍ

 

İspat. Teorem 2.2.7’ den ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm pozitif çözümlerinin 

	√݀’ nin sürekli kesir yaklaşımlarından biri olduğu görülür. Eğer ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin pozitif bir çözümü (݌௞ ,   ise Teorem 1.2.25’ e göre	௞)ݍ

௞ଶ݌ − ௞ଶݍ݀ = (−1)௞ିଵܳ௞ାଵ 

olduğundan ݇ tek olmalıdır ve 	√݀ nin sürekli kesir açılımının periyodu ݉ 

olduğundan    Teorem 1.2.26’ e göre �݉|݇ + 1 dır. O halde ݇ = ݉ݐ − 1 olacak 

şekilde ݐ ≥ 1 tamsayısı vardır. Eğer ݉ çift ise ݐ’ nin her değeri için ݇ tek 

olacağından ݐ = ݊ için ݇ = ݊݉ − 1 dir. Eğer ݉ tek ise ݇’ nın tek olması için ݐ = 2݊  

biçiminde olmalıdır. Yani ݇ = 2݊݉ − 1	biçiminde olmalıdır. Tersine √݀’ nin sürekli 

kesir açılımının periyodu ݉ olmak üzere (ݔ௡,  ௡)’ leri ele alalım. Hipotezden ݉ çiftݕ

ise (ݔ௡ , (௡ݕ = ,௠௡ିଵ݌)  ௠௡ିଵ) biçimindedir.  O halde Teorem 1.2.25 ve Teoremݍ

1.2.26’ a göre  
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௡ଶݔ − ௡ଶݕ݀ = ௠௡݌
ଶ − ௠௡ݍ݀

ଶ = (−1)௠௡ିଶ = 1 

dir. Yani (ݔ௡ , ଶݔ ௡)’ lerݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin çözümleridir. Benzer olarak 

hipotezden ݉ tek ise (ݔ௡, (௡ݕ = ,ଶ௠௡ିଵ݌)  ଶ௠௡ିଵ) biçimindedir.  O halde Teoremݍ

1.2.25 ve Teorem 1.2.26’ a göre  

௡ଶݔ − ௡ଶݕ݀ = ଶ௠௡݌
ଶ − ଶ௠௡ݍ݀

ଶ = (−1)ଶ௠௡ିଶ = 1 

dir. Yani (ݔ௡ , ଶݔ ௡)’ lerݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin çözümleridir. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. 

 

Sonuç 2.2.10. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	√݀’ nin sürekli kesir 

açılımının periyodu ݉ olmak üzere 

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1                                 

 Pell denkleminin temel çözümü 

 

a) ݉ çift ise (ݔ, (ݕ = ,௠ିଵ݌)  .௠ିଵ) dirݍ

b) ݉ tek ise (ݔ, (ݕ = ,ଶ௠ିଵ݌)  .ଶ௠ିଵ) dir [2]ݍ

 

İspat. (݌଴, ,(଴ݍ ,ଵ݌) ,(ଵݍ ,ଶ݌) ଶݔ ଶ),… ikilileriݍ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm 

pozitif tamsayı çözümlerini içerir ve ܽ଴ = ൳√݀൷ > 0 olduğundan bu değerler 

artandır. Eğer (ݔଵ, ,ݔ) ଵ) denklemin ilk çözümü olarak alınırsa diğerݕ  çözümleri	(ݕ

için ݔ > ݕ  ଵ veݔ > ଵݔ ଵ olur. Bu yüzdenݕ + ,݀√ଵݕ ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin 

temel çözümü olur. Teorem 2.2.9’ a göre 

ଵݔ + ݀√ଵݕ = ቊ ௠ିଵ݌ + ,݀√௠ିଵݍ ݉	çift	ise
ଶ௠ିଵ݌ + ,݀√ଶ௠ିଵݍ ݉	tek	ise

� 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.2.11.	ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin herhangi iki çözümü (ݔଵ,  ve	ଵ)ݕ

,ଶݔ)  ise bu çözümlerin çarpımı da yine denklemin bir çözümüdür. Yani	ଶ)ݕ

ݎ + ݀√ݏ = ൫ݔଵ + ଶݔଵ√݀൯൫ݕ +  	                             ଶ√݀൯ݕ

olmak üzere (ݎ, ଶݔ	 ,(ݏ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin bir çözümüdür. 

 
İspat.	(ݔଵ, ,ଶݔ) ve	ଵ)ݕ ଶݔ	,(ଶݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin herhangi iki çözümü 

olduğundan  
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ଵଶݔ − ଵଶݕ݀ = ଶଶݔ − ଶଶݕ݀ = 1 

 dir. Aynı zamanda 

ݎ + ݀√ݏ = ൫ݔଵ + ଶݔଵ√݀൯൫ݕ + ଶ√݀൯ݕ = ଶݔଵݔ) + (ଶ݀ݕଵݕ + ଶݕଵݔ) +  ݀√(ଵݕଶݔ

olduğundan Teorem 1.1.11’ den  

ݎ = ଶݔଵݔ + ݏ  ଶ  veݕଵݕ݀ = ଶݕଵݔ +  ଶݔଵݕ

dir. Şimdi (ݎ, ଶݔ	 i’(ݏ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminde yerine koyalım. Dolayısıyla 

ଶݎ         − ଶݏ݀ = ଶݔଵݔ) + ଶ)ଶݕଵݕ݀ − ଶݕଵݔ)݀ +   ଶ)ଶݔଵݕ

             = ଶଶݔଵଶݔ + ଶݕଵݕଶݔଵݔ2݀ + ଶଶ݀ଶݕଵଶݕ − ଶଶݕଵଶݔ݀ − ଶݕଵݕଶݔଵݔ2݀ −                                                                 ଶଶ݀ଶݔଵଶݕ

             = ଶଶݔ)ଵଶݔ − (ଶଶݕ݀ − ଶଶݔ)ଵଶݕ݀ −  (ଶଶݕ݀

  = ଵଶݔ) − ଶଶݔ)(ଵଶݕ݀ −  (ଶଶݕ݀

                        = 1.1 

                        = 1  

olduğundan (ݎ, ,(ݏ ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin bir çözümüdür. 

 

Teorem 2.2.12. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı, ݊ ∈ ℕ ve ݔ,  pozitif  ݕ

tamsayılar olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) olmakݕ

üzere denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

௡ݔ  + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +  ଵ√݀)௡                                         (2.11)ݕ

formülü ile elde edilir. 

 
İspat. Öncelikle (2.11) eşitliğinden elde edilen (ݔ௡, ଶݔ ௡)’ lerinݕ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin bir çözümü olduğunu gösterelim. O halde  ݔ௡ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +   ଵ√݀)௡ݕ

olduğundan dolayı 

௡ݔ  − ݀√௡ݕ = ଵݔ) −  ଵ√݀)௡                                                 (2.12)ݕ

dir. (2.11)  ve  (2.12) denklemleri taraf tarafa çarpılırsa 

௡ଶݔ − ௡ଶݕ݀ = ଵଶݔ) −  ଵଶ)௡ݕ݀

= 1௡ 

                                                                 = 1 

bulunur. Bu yüzden ݔ௡ + ଶݔ ,݀√௡ݕ − ଶݕ݀ = 1	denkleminin bir çözümüdür. Şimdi 

(2.11) eşitliğinden elde edilen ardışık iki çözüm arasında başka herhangi bir 

çözümünün olmadığını gösterelim. O halde ݑ ve ݒ pozitif tamsayılar olmak üzere 

(2.11) eşitliğinden elde edilmeyen bir çözüm  ݑ +   olsun. O zaman 	݀√ݒ	
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ଵݔ) + ଵ√݀)௡ݕ < ݑ + ݀√ݒ	 < ଵݔ) +  ଵ√݀)௡ାଵݕ

olacak şekilde ݊ doğal sayısı vardır. Buradan 

௡ݔ  + ݀√௡ݕ < ݑ + ݀√ݒ	 < ൫ݔ௡ + ଵݔ௡√݀൯൫ݕ +  ଵ√݀൯                             (2.13)ݕ

dir. (2.13) eşitsizliği ݔ௡ −   pozitif sayısı ile çarpılırsa	௡√݀ݕ

 1 < ൫ݑ + ௡ݔ൯൫݀√ݒ	 − ௡√݀൯ݕ < ଵݔ +  ଵ√݀                                  (2.14)ݕ

elde edilir.  

ݔ  + ݀√ݕ	 = ൫ݑ + ௡ݔ൯൫݀√ݒ	 −  ௡√݀൯                                                      (2.15)ݕ

olsun. (2.15) eşitliğinin eşleniği alınırsa 

ݔ − ݀√ݕ = ൫ݑ − ௡ݔ൯൫݀√ݒ	 +  ௡√݀൯ݕ

bulunur. Bu son iki denklem taraf tarafa çarpılırsa 

1 = ଶݑ) − ௡ଶݔ)(ଶݒ݀ − (௡ଶݕ݀ = ଶݔ −  ଶݕ݀

elde edilir. Buradan ݔ + ଶݔ de ݀√ݕ	 − ଶݕ݀ = 1	denkleminin bir çözümü olduğu 

görülür. Ayrıca (2.14)’ den ݔ + ݀√ݕ	 > 1 olduğundan Teorem 2.2.4’ e göre ݕ,ݔ ler 

pozitif tamsayı ve  0 < ଵ
௫ା	௬√ௗ

= ݔ − ݀√ݕ	 < 1 yazılabilir. (2.14)’ den 

ݔ + ݀√ݕ	 < ଵݔ +  ݀√ଵݕ

bulunur. Ama bu durum ݔଵ +   ଵ√݀’ nin temel çözüm olmasıyla çelişir. O haldeݕ

(2.11)  eşitliğinden elde edilen ardışık herhangi iki çözümü arasında başka pozitif 

tamsayı çözümü yoktur. Yani, ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümlerini (2.11) eşitliği verir. 

 

Sonuç 2.2.13. ݀ tamkare olmayan pozitif tamsayı olsun. ݉,݊  pozitif tamsayılar ve  

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) olsun. O zamanݕ

௠௡ݔ + ݀√௠௡ݕ = ௠ݔ) +  ௠√݀)௡ݕ

sağlanır. 

 
İspat. Teorem 2.2.12’ de 	ݔ௡ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +  ଵ√݀)௡  olduğu gösterildi. O haldeݕ

௡௠ݔ    + ݀√௡௠ݕ = ଵݔ) + ଵ√݀)௡௠ݕ = ଵݔ)) + ଵ√݀)௠)௡ݕ = ௠ݔ) +  ௠√݀)௡ݕ

dir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 2.2.14. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ olsun.                 

ଶݔ	 − ଶݕ݀ = 1	 Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) olmak üzereݕ
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௡ାଵݔ = ௡ݔଵݔ +  ௡ݕଵݕ݀

௡ାଵݕ = ௡ݕଵݔ +  ௡ݔଵݕ

bağıntısı sağlanır. 
 
İspat. Teorem 2.2.12’ de 	ݔ௡ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +  ଵ√݀)௡  olduğu gösterildi. Buradanݕ

௡ାଵݔ    + ݀√௡ାଵݕ = ଵݔ) +  ଵ√݀)௡ାଵݕ

                                      			= ଵݔ) + ଵݔଵ√݀)௡൫ݕ +   ଵ√݀൯ݕ

        = ൫ݔ௡ + ଵݔ௡√݀൯൫ݕ +  ଵ√݀൯ݕ

       	= ௡ݔଵݔ) + (௡݀ݕଵݕ + ௡ݕଵݔ) +  ݀√(ଵݕ௡ݔ

elde edilir. Teorem 1.1.11’ den 

௡ାଵݔ = ଵݔ௡ݔ +  ଵݕ௡ݕ݀

௡ାଵݕ = ௡ݕଵݔ +  ଵݕ௡ݔ

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 2.2.15. ݔଵ > 1, ଵݕ ≥ 1 ve ݔ௡ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) + ݊ ଵ√݀)௡ iseݕ ∈ ℕ 	olmak 

üzere ݔ௡ାଵ > ௡ାଵݕ  ௡ veݔ >  .௡  dirݕ

 
İspat. Matematiksel tümevarımla ispat yapalım. ݊ = 1 için Sonuç 2.2.14’ den 

ଶݔ = ଵଶݔ + ଶݕ ଵଶ veݕ݀ = ଵݔ .ଵ bulunurݕଵݔ2 > 1, ଵݕ ≥ 1	olduğundan açık olarak 

ଶݔ > ଶݕ ଵ veݔ > ௡ݔ) ௡, 1 den büyük tamsayılar olmak üzereݕ ௡ veݔ .ଵ dirݕ ,  ௡) birݕ

çözüm olsun.  Sonuç 2.2.14’ den  

௡ାଵݔ = ଵݔ௡ݔ +  ଵݕ௡ݕ݀

௡ାଵݕ = ௡ݕଵݔ +  ଵݕ௡ݔ

dir. ݔ௡ݔଵ > ௡ݕଵݕ݀ ve	௡ݔ > 0	dır. Bu yüzden eldeki bilgiler ışığında  

௡ାଵݔ = ଵݔ௡ݔ + ଵݕ௡ݕ݀ >  ௡ݔ

dir. ݕ௡ݔଵ > ௡ݔଵݕ ௡ veݕ > 0	olduğundan  

௡ାଵݕ = ௡ݕଵݔ +  ௡ݕ<ଵݕ௡ݔ

dir. O halde ݕ௡ାଵ > ௡ାଵݔ ௡ veݕ >  .dir	௡ݔ

 

Sonuç 2.2.16.	݉, ݊ pozitif tamsayılar, ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve 

ଶݔ		 − ଶݕ݀ = 1	 Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) olsun. O zamanݕ

௡ା௠ݔ = ௠ݔ௡ݔ +  ௠ݕ௡ݕ݀

௡ା௠ݕ = ௡ݕ௠ݔ +  ௠ݕ௡ݔ
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bağıntısı sağlanır. 

 
İspat. Teorem 2.2.12’ den 	ݔ௡ା௠ + ݀√௡ା௠ݕ = ଵݔ) +  .ଵ√݀)௡ା௠  olduğu biliniyorݕ

O halde 

௡ା௠ݔ  + ݀√௡ା௠ݕ = ଵݔ) + ଵ√݀)௡ା௠ݕ = ଵݔ) + ଵݔ)ଵ√݀)௡ݕ +   ଵ√݀)௠ݕ

       			= ൫ݔ௡ + ௠ݔ௡√݀൯൫ݕ +  ௠√݀൯ݕ

       			= ௡ݔ௠ݔ) + (௡݀ݕ௠ݕ + ௡ݕ௠ݔ) +  ݀√(௠ݕ௡ݔ

elde edilir. Teorem 1.1.11’ den 

௡ା௠ݔ = ௠ݔ௡ݔ +  ௠ݕ௡ݕ݀

௡ା௠ݕ = ௡ݕ௠ݔ +  ௠ݕ௡ݔ

olduğu görülür. 

 

Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.3’ den aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Sonuç 2.2.17. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell 

denkleminin bir  tamsayı çözümü varsa sonsuz tamsayı çözümü vardır. 

 

Teorem 2.2.12 ve binom formüllerinden yararlanarak aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Teorem 2.2.18. ݀  tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ݊ olsun. O zaman	ଵ)ݕ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ = ଵ௡ݔ +෍ቀ
݊
2݇ቁݔଵ

௡ିଶ௞ݕଵଶ௞
௞ୀଵ

݀௞	

௡ݕ =෍ቀ
݊
2݇ቁݔଵ

௡ିଶ௞ାଵݕଵଶ௞ିଵ
௞ୀଵ

݀௞ିଵ 

dir [12]. 

 

Teorem 2.2.19. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ݊ ଵ) olsun. Bu taktirdeݕ ∈ ℕ	olmak üzere 

௡ାଵݔ = ଵݔ௡ݔ2 − 	௡ିଵݔ

௡ାଵݕ = ଵݔ௡ݕ2 − 	௡ିଵݕ

dir. 
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İspat. ݔଵ + ݀√ଵݕ = തߙ  ve ߙ = ଵݔ olmak üzere	ߚ − ݀√ଵݕ =  olsun. Dolayısıyla ߚ

ߙ + ߚ = ߚߙ	 ଵ  veݔ2 = 1 dir. Ayrıca Teorem 2.2.12’ e göre                                

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +   ଵ√݀)௡  dir. O haldeݕ

௡ݔ + ݀√௡ݕ =  ௡ߙ

௡ݔ − ݀√௡ݕ =  ௡ߚ

dir. Buradan 

௡ݔ =
ఈ೙ାఉ೙

ଶ
   ve    ݕ௡ =

ఈ೙ିఉ೙

ଶ√ௗ
 

bulunur.  Benzer biçimde 

௡ାଵݔ =
ఈ೙శభାఉ೙శభ

ଶ
  ve  ݕ௡ାଵ =

ఈ೙శభିఉ೙శభ

ଶ√ௗ
 

dir. Böylece 

ଵݔ௡ݔ2 − ௡ିଵݔ = ߙ) + (ߚ ൬
௡ߙ + ௡ߚ

2 ൰		− ቆ
௡ିଵߙ + ௡ିଵߚ

2 ቇ 

																																					=
௡ାଵߙ + ௡ߚߙ + ௡ߙߚ + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ − ௡ିଵߚ

2  

                          = ఈ೙శభା(ఈఉ)ఉ೙షభା(ఉఈ)ఈ೙షభାఉ೙శభିఈ೙షభିఉ೙షభ

ଶ
 

 																																								= ఈ೙శభାఉ೙షభାఈ೙షభାఉ೙శభିఈ೙షభିఉ೙షభ

ଶ
  

                                              	=  ௡ାଵݔ

bulunur. Benzer biçimde 

ଵݔ௡ݕ2 − ௡ିଵݕ = ߙ) + ൬(ߚ
௡ߙ + ௡ߚ

2√݀
൰		− ቆ

௡ିଵߙ + ௡ିଵߚ

2√݀
ቇ

=
௡ାଵߙ + ௡ߚߙ + ௡ߙߚ + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ − ௡ିଵߚ

2√݀
 

																																																=
௡ାଵߙ + ௡ିଵߚ(ߚߙ) + ௡ିଵߙ(ߙߚ) + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ − ௡ିଵߚ

2√݀
 

    = ఈ೙శభାఉ೙షభାఈ೙షభାఉ೙శభିఈ೙షభିఉ೙షభ

ଶ√ௗ
 

																																																=  ௡ାଵݕ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.2.20. ݀	tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ݊ olsun. Bu taktirde	ଵ)ݕ ∈ ℕ	olmak üzere 
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௡ݔ =
1
2 ଵݔ) + ଵ√݀)௡ݕ +

1
2 ଵݔ) −  ଵ√݀)௡ݕ

௡ݕ =
1
2√݀

ଵݔ) + ଵ√݀)௡ݕ −
1
2√݀

ଵݔ) −  ଵ√݀)௡ݕ

bağıntısı sağlanır. 

 
İspat. Teorem 2.2.12’ e göre ݔ௡ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +   ଵ√݀)௡  dır. O haldeݕ

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ଵݔ) +   ଵ√݀)௡ݕ

௡ݔ − ݀√௡ݕ = ଵݔ) −   ଵ√݀)௡ݕ

dir. Buradan 

௡ݔ =
(௫భା௬భ√ௗ)೙	ା(௫భି௬భ√ௗ)೙	

ଶ
    

ve 

௡ݕ     =
(௫భା௬భ√ௗ)೙ି(௫భି௬భ√ௗ)೙	

ଶ√ௗ
 

olduğu görülür. 

 

Örnek 2.2.21.	ݔଶ − ଶݕ6 = 1	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini 

bulalım. 

Çizelge 5.1’ e göre		√6	irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımı ߙ = [2, 2,4തതതത] dır.         

Örnek 2.2.8’ de 	ݔଶ − ଶݕ6 = 1	Pell denkleminin ilk üç pozitif tamsayı çözümünü 

√6’ nın sürekli kesir yaklaşımları yardımıyla elde etmiştik. Şimdi ise Teorem 2.2.9 

ve Teorem 2.2.12’ i  kullanarak ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümlerini elde edelim. 

 

√6	irrasyonel sayısının periyodu 2 olduğundan Teorem 2.2.9’ a göre                      

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1		Pell denkleminin çözümleri ݊ ∈ ܰ	olmak üzere                        

,ݔ) (ݕ ,ଶ௡ିଵ݌) =  ଶ௡ିଵ) şeklindedir. O halde eldeki bilgiler ışığında denklemin bazıݍ

çözümleri 

݊ = 1 için (ݔ, (ݕ = ,ଵ݌) (ଵݍ = (5,2) 

݊ = 2 için (ݔ, (ݕ = ,ଷ݌) (ଷݍ = (49,20) 

݊ = 3 için (ݔ, (ݕ = ,ହ݌) (ହݍ = (485,198) 

… 
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dir. Ayrıca  (ݔଵ, (ଵݕ = (5,2) olduğundan Tanım 2.2.5’ e göre 5 + 2√6, 

denklemimizin temel çözümüdür. Bu yüzden Teorem 2.2.12’ e göre			ݔଶ − ଶݕ6 = 1 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

௡ݔ + ௡√6ݕ = (5 + 2√6)௡ 

formülünden elde edilir. 

 

2.3.	࢞૛ − ૛࢟ࢊ = −૚	Pell Denklemi 

 

Tanım 2.3.1. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1                                                               (2.16) 

Pell denkleminin pozitif tamsayı çözümleri arasından ߦ’ nin en küçük değerini aldığı 

,ߦ)  .çözümüne (2.16) denkleminin temel çözümü denir (ߟ

 

Teorem 2.3.2. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ܰ tamsayı olsun. (݌,  ,(ݍ

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1 

denkleminin bir pozitif çözümü ise   ௣
௤
	 , √݀’  nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 

İspat. ݌ଶ − ଶݍ݀ = −1 olduğundan ݌ − ݀√ݍ = ିଵ
௣ା௤√ௗ

  dir. Bu yüzden                    

௣
௤
− √݀ = ିଵ

௤(௣ା௤√ௗ)
  dir. (݌, ݌ denklemin pozitif bir çözümü olduğundan (ݍ >  ݍ

olduğu görülebilir ve buradan da ݌ + ݀√ݍ >  olduğu görülür. O halde ݍ2

ฬ
݌
ݍ − √݀ฬ <

1
(ݍ2)ݍ <

1
 ଶݍ2

dir. Dolayısıyla Teorem 1.2.24’ e göre  ௣
௤
	 , √݀  nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 

 

Teorem 2.3.3. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ	olsun. √݀’ nin 

sürekli kesir açılımının periyodu 	݉	olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin 

tüm pozitif çözümleri  

 
a) ݉ çift tamsayı ise çözüm yoktur.  

b) ݉ tek tamsayı ise (ݔ௡,ݕ௡)= ,௠ିଵ(ଶ௡ିଵ)݌)  ௠ିଵ) biçimindedir(ଶ௡ିଵ)ݍ

[1]. 
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Teorem 2.3.4. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	√݀’ nin sürekli kesir 

açılımının periyodu	݉	 olmak üzere 

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1 

 Pell denkleminin 

 
a) ݉ çift ise tamsayı çözümü yoktur. 

b) ݉ tek ise temel çözümü (ߦ, (ߟ = ,௠ିଵ݌)  ௠ିଵ) dirݍ

 [2]. 

 

Teorem 2.3.5. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ  − ଶݕ݀ = −1                                                 (2.17) 

Pell denklemi çözülebilir olsun. (2.17) denkleminin temel çözümü (ߦଵ,  ଵ) iseߟ

ଵݔ  + ݀√ଵݕ = ଵߦ) +  ଵ√݀)ଶ                                                                   (2.18)ߟ

olmak üzere  ݔଶ − ଶݕ݀ = 1  Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  .ଵ) dir [2]ݕ

 

Teorem 2.3.6. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ  − ଶݕ݀ = −1                                                           (2.19) 

ve 

ଶݔ  − ଶݕ݀ = 1                                                                      (2.20) 

denklemleri ele alınsın. (2.19) denkleminin temel çözümü (ߦଵ,  ଵ) veߟ

௡ߦ  + ݀√௡ߟ = ଵߦ) +  ଵ√݀)௡                                                          (2.21)ߟ

olmak üzere 

 

a) ݊ pozitif tek tamsayı ise  (ߦ௡ ,  ௡)’ ler, (2.19) denkleminin tüm pozitifߟ

tamsayı çözümlerini verir. 

b) ݊ pozitif çift tamsayı ise  (	ߦ௡ ,  ௡)’ ler, (2.20) denkleminin tüm pozitifߟ

tamsayı çözümlerini verir. 

 
İspat. 	ߦ௡ + ݀√௡ߟ = ଵߦ) +   ଵ√݀)௡  olduğundanߟ

௡ߦ − ݀√௡ߟ = ଵߦ) −  ଵ√݀)௡ߟ

dir. Bu iki denklem çarpılırsa  

௡ଶߦ − ௡ଶߟ݀ = ଵଶߦ − ଵଶߟ݀ = (−1)௡ 
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elde edilir. Buradan; 

a) ݊ tek ise  ߦ௡ଶ − ௡ଶߟ݀ = −1	olduğundan (ߦ௡ ,  ௡), (2.19) denkleminin birߟ

çözümüdür. 

b) ݊ çift ise  ߦ௡ଶ − ௡ଶߟ݀ = +1	olduğundan (ߦ௡ ,  ௡), (2.20) denkleminin birߟ

çözümüdür. 

݊ çift tamsayı ise Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.3.5’ den istenilen elde edilir. 

Şimdi de ݊ tek tamsayı olsun. ݊ = 2݇ − 1 alalım. O halde (2.21) eşitliğinden 

ଶ௞ିଵߦ  + ݀√ଶ௞ିଵߟ = ଵߦ) +  ଵ√݀)ଶ௞ିଵ                               (2.22)ߟ

dir ve  (2.22) eşitliğinin eşleniği alınırsa 

ଶ௞ିଵߦ                                     − ݀√ଶ௞ିଵߟ = ଵߦ) −  ଵ√݀)ଶ௞ିଵߟ

bulunur. Şimdi (2.22) formülünden elde edilen ardışık iki çözüm arasında bu 

formülünden elde edilmeyen bir ݑ +  çözümünün olduğunu kabul edelim. O	݀√ݒ	

halde 

ଵߦ) + ଵ√݀)ଶ௞ିଵߟ < ݑ	 + ݀√ݒ	 < ଵߦ) +  ଵ√݀)ଶ௞ାଵߟ

olacak biçimde ݇ ≥ 1 vardır. Son denklem (ߦଵ −  ଵ√݀)ଶ௞ ile çarpılırsaߟ

ଵଶߦ) − +ଵߦ)ଵଶ)ଶ௞ߟ݀ ଵ)ିଵߟ݀ < ൫ݑ + −ଵߦ)൯݀√ݒ	 ଵ√݀)ଶ௞ߟ < ଵߦ) + +ଵߦ)ଵ√݀)ଶ௞ߟ ଵߦ)(݀√ଵߟ −  ଵ√݀)ଶ௞ߟ

ve  buradan 

 ଵ
కభାఎభ√ௗ

< ൫ݑ + ଶ௞ߦ)൯݀√ݒ	 − (݀√ଶ௞ߟ < ଵߦ +  ଵ√݀                         (2.23)ߟ

elde edilir. ݔ = ଶ௞ߦݑ − ଶ௞ߟ݀ݒ   ve  ݕ = ଶ௞ߦݒ − ଶ௞ߟݑ  alınırsa 

ݔ  + ݀√ݕ = ൫ݑ + ଶ௞ߦ)൯݀√ݒ	 −  )                                    (2.24)	ଶ௞√݀ߟ

ve 

ݔ   − ݀√ݕ = ൫ݑ − ଶ௞ߦ)൯݀√ݒ	 +  ଶ௞√݀)                                                   (2.25)ߟ

olur. (2.24) ve (2.25) denklemleri taraf tarafa çarpılırsa   

ଶݔ − ଶݕ݀ = ଶݑ) − ଶ௞ଶߦ)(ଶݒ݀ − ଶ௞ଶߟ݀ ) 

ଶݔ       − ଶݕ݀ = −1   

bulunur. O halde (ݔ, ଶݔ	 ,(ݕ − ଶݕ݀ = −1  Pell denkleminin bir çözümüdür. (2.24), 

(2.23) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 
1

ଵߦ + ݀√ଵߟ
< ݔ + ݀√ݕ < ଵߦ +  ݀√ଵߟ

bulunur. O halde (ݔ, ,ଵߦ) ve (ݕ   ikilileri (2.19) denkleminin çözümleridir. Bu ise	ଵ)ߟ

,ଵߦ)  ଵ) çözümünün (2.19) denkleminin temel çözümü olmasıyla çelişir. Bu yüzdenߟ
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(2.19) denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ tek tamsayı olmak üzere (2.21) 

formülünden elde edilir. 

 

Sonuç 2.3.7. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı	olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin temel çözümü (ߦଵ, ଶݔ  ଵ)  iseߟ − ଶݕ݀ = −1 denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ߦ + ݀√௡ߟ = ଵߦ) +  ଵ√݀)ଶ௡ିଵߟ

bağıntısı ile elde edilir. 

 

Teorem 2.3.8. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ	olsun.                  

ଶݔ	 − ଶݕ݀ = −1  Pell denkleminin temel çözümü (ܽଵ, ܾଵ) olsun. μ= ܽଵ + ܾଵ√݀   ve 

ߤ̅ = ܽଵ − ܾଵ√݀  olmak üzere 

ܽ௡ =
ఓమ೙షభାఓഥమ೙షభ

ଶ
   ve  ܾ௡ =

ఓమ೙షభିఓഥమ೙షభ

ଶ√ௗ
 

bağıntısı sağlanır. 

 
İspat.	ݔଶ − ଶݕ݀ = −1  Pell denkleminin temel çözümü (ܽଵ, ܾଵ) olduğundan     

Sonuç 2.3.7’ den dolayı 

ܽ௡ + ܾ௡√݀ = (ܽଵ + ܾଵ√݀)ଶ௡ିଵ 

dir. Her iki yanın eşleniği alınırsa 

ܽ௡ − ܾ௡√݀ = (ܽଵ − ܾଵ√݀)ଶ௡ିଵ 

elde edilir. Aynı zamanda  

ଶ௡ିଵߤ = (ܽଵ + ܾଵ√݀)ଶ௡ିଵ 

dir  ve bu denkleminin eşleniği alınırsa 

ଶ௡ିଵߤ̅ = (ܽଵ − ܾଵ√݀)ଶ௡ିଵ 

olur. Eldeki bilgiler ışığında 

2ܽ௡ = ଶ௡ିଵߤ +   ଶ௡ିଵߤ̅

ve  böylece 

	ܽ௡ =
ଶ௡ିଵߤ + ଶ௡ିଵߤ̅

2  

elde edilir. Benzer biçimde 

2√ܾ݀௡ = ଶ௡ିଵߤ − 	ଶ௡ିଵߤ̅
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						ܾ௡ =
ଶ௡ିଵߤ − ଶ௡ିଵߤ̅

2√݀
 

olduğu görülür. 

 

Teorem 2.3.9.  ݌ asal sayı olmak üzere ݌ ≡   ise (4	݀݋݉)	1

ଶݔ − ଶݕ݌ = −1 

Pell denkleminin tamsayı  çözümü vardır. 

 
İspat.	ܽଶ − ଶܾ݌ = 1 Pell denkleminin temel çözümü ܽଵ + ܾଵඥ݌ olsun. O zaman  

     ܽଵଶ − ଵଶܾ݌ = 1	 

 ⇒ ܽଵଶ − 1 =  ଵଶ                                                                               (2.26)ܾ݌

dir. 	ܽଵ		çift tamsayı olsun. O halde ܾଵ tek tamsayı olmalıdır. Dolayısıyla 

ܽଵଶ ≡ ve ܾଵଶ  (4݀݋݉)	0 ≡  (4݀݋݉)	1

dir. O halde (2.26) eşitliğinden 

݌ ≡  (4݀݋݉)1−

olur. Bu ise ݌ ≡  tek tamsayı ve buradan	olması ile çeliştiğinden dolayı ܽଵ (4	݀݋݉)	1

da ܾଵ çift tamsayı olmalıdır. O halde (ܽଵ − 1, ܽଵ + 1) = 2 dir.  Böylece (2.26) 

eşitliğine göre 

(ܽଵ − 1)(ܽଵ + 1) =  ଵଶܾ݌

olduğundan ݕ ,ݔ doğal sayılar ve ܾଵ =   olmak üzere	ݕݔ2

ܽଵ ∓ 1 = ܽଵ	ଶ,ݔ2 ± 1 =  ଶݕ݌2

yazılabilir. Son denklemlerin farkı alınırsa 

ଶݔ − ଶݕ݌ = ±1 

elde edilir. Fakat ܾଵ > ܽଶ	 ve ݕ − ଶܾ݌ = 1 Pell denkleminin temel çözümü           

ܽଵ + ܾଵඥ݌ olduğundan ݔଶ − ଶݕ݌ = 1 olamaz. O halde ݔଶ − ଶݕ݌ = −1 dir. Böylece  

ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.3.10.	݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݌ asal sayı olsun.	݀, 4 ile 

veya  ݌ ≡                   asal sayısı ile bölünebilirse ݌ şartını sağlayan bir (4݀݋݉)	3

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur [2]. 

 

Teorem 2.3.11. ݀’nin 4݇ + 3 biçimindeki bir asal böleni varsa √݀’ nin periyod 

uzunluğu çifttir [1].  
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Teorem 2.3.12. ݀ ≡ ଶݔ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ise (4݀݋݉)	1,2 −

ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin tamsayı çözümü vardır ⇔	 ଶݔ	 − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin temel çözümü 		(ݔଵ, ଵݔ olmak üzere		ଵ)ݕ ≡  .dir  (2݀	݀݋݉)	1−

 
İspat. ⇒)	ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell denklemi çözülebilir ve temel çözümü (ܽଵ, ܾଵ) 

olsun.	ݔଶ − ଶݕ݀ = 1  Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) alınsın. O haldeݕ

Teorem 2.3.5’ e göre  

ଵݔ + ݀√ଵݕ = (ܽଵ + ܾଵ√݀)ଶ = ܽଵଶ + ܾ݀ଵଶ + 2√݀ܽଵܾଵ 

dir. Ayrıca Teorem 1.1.11’ e göre 

ଵݔ = ܽଵଶ + ܾ݀ଵଶ 

dir.	ܽଵଶ − ܾ݀ଵଶ = −1	olduğundan 

ଵݔ = −1 + 2ܾ݀ଵଶ ≡  (	2݀	݀݋݉)	1−

dir.  

ଶݔ (⇐ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,                ଵ) olmak üzereݕ

ଵݔ ≡ ݇ olsun. O halde (2݀	݀݋݉)	1− ∈ ℤ olmak üzere ݔଵ = −1 + 2݀݇	dır.         

ଵଶݔ	 − ଵଶݕ݀ = 1 olduğundan (−1 + 2݀݇)ଶ − ଵଶݕ݀ = 1 dir ve                                     

݀ ≡  ଵ tamsayısının çift olduğu görülebilir. Buݕ olduğundan da	(4݀݋݉)	1,2

denklemde ݕଶ =  ଵ/2 alınırsaݕ

݀݇ଶ − ݇ − ଶଶݕ = 0 

bulunur. Bu yüzden ݇(݀݇ − 1) = ,݇) . olur	ଶଶݕ ݀݇ − 1) = 1 olduğundan dolayı  

݇ = ݇݀   ଶ   veݎ − 1 =  ଶݏ

olacak biçimde ݎ ve ݏ tamsayıları vardır. Buradan 

݀݇ − 1 = ଶݎ݀ − 1 =  ଶݏ

ଶݏ − ଶݎ݀ = −1 

bulunur. O halde (ݏ, ଶݔ ,(ݎ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin bir çözümüdür. Böylece 

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1   Pell denklemi çözülebilirdir. 

 

2.4. ࢞૛ − ૛࢟ࢊ =  Genel Pell Denklemleri ࡺ

 

Teorem 2.4.1. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ܰ ≠ 0 tamsayı olmak üzere 

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ܰ		                                                  (2.27) 
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Pell denklemi çözülebilir olsun. (2.27) denkleminin herhangi bir çözümü ݑ +   ݀√ݒ

ve 	ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin herhangi bir çözümü  ݔ +  olsun. O halde  ݀√ݕ

′ݑ + ݑ)	= ݀√′ݒ + ݔ	)(݀√ݒ +  (2.28)                                                   (݀√ݕ

olmak üzere (ݑᇱ,  .(2.27) denkleminin bir çözümüdür	ᇱ),ݒ

 
İspat. (2.28)’ e göre 

′ݑ + =  ݀√′ݒ ݑ) + ݔ	)(݀√ݒ + (݀√ݕ = ݔݑ + ݀ݕݒ + ݕݑ) +  ݀√(ݔݒ

dir. O halde Teorem 1.1.11’ den 

ᇱݑ = ݔݑ + ᇱݒ  ve  ݀ݕݒ = ݕݑ +  ݔݒ

 dir. Dolayısıyla 

ଶ(′ݑ)  − ଶ(ᇱݒ)݀ = ݔݑ) + ଶ(݀ݕݒ − ݕݑ)݀ +   ଶ(ݔݒ

  																											= ଶݔଶݑ + ݀ݕݒݔݑ2 + ଶ݀ଶݕଶݒ − ଶݕଶݑ݀ − ݀ݔݒݕݑ2 −  ଶݔଶݒ݀

                                    	= ଶݔ)ଶݑ − (ଶݕ݀ − ଶݔ)ଶݒ݀ −  (ଶݕ݀

                         = ଶݑ) − ଶݔ)	(ଶݒ݀ −  (ଶݕ݀

                         = ܰ. 1  

                        = ܰ  

dir. Bu yüzden (ݑᇱ,  .(2.27) denkleminin bir çözümüdür		ᇱ),ݒ

 

Tanım 2.4.2. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ܰ ≠ 0 tamsayı olmak üzere 

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ܰ		                                                 (2.29) 

Pell denklemi çözülebilir olsun. (2.29) denkleminin herhangi iki çözümü ݑ +  ve ݀√ݒ

′ݑ + ଶݔ	 olsun. Eğer  ݀√′ݒ − ଶݕ݀ = 1  Pell denkleminin (2.28) eşitliğini sağlayan bir 

ݔ + ݑ çözümü varsa ݀√ݕ + ′ݑ ve ݀√ݒ +  aynı sınıftadır denir. Aynı sınıftaki ݀√′ݒ

tüm çözümlerin oluşturduğu kümeye ise çözüm sınıfı denir. 

 Ayrıca (2.28) eşitliğinden elde edilen ݑ′ + ݑ  çözümü ile ݀√′ݒ +  çözümüne ݀√ݒ

ilgilidir denir. (2.27) denkleminin bir çözüm sınıfındaki çözümlerin hepsi birbiriyle 

ilgilidir.  

 

Teorem 2.4.3. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere (2.29) 

denkleminin herhangi iki çözümü 	ݑ + ′ݑ ve ݀√ݒ +    .olsun ݀√′ݒ
௨௨ᇲି௩௩ᇱௗ

ே
 ,	௩௨

ᇲି௨௩ᇱ
ே

 

sayıları tamsayıdır ⇔ ݑ + ′ݑ ve ݀√ݒ +  .çözümleri ilgilidir ݀√′ݒ
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İspat. ⇐) (2.29) denklemini sağlayan herhangi iki ilgili çözüm ݑ +          ve ݀√ݒ

′ݑ + ଶݔ		.olsun ݀√′ݒ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin bir pozitif tamsayı çözümü ݔ +  ݀√ݕ

olmak üzere 

ᇱݑ + ݑ)	= ݀√ᇱݒ + ݔ)(݀√ݒ +  (݀√ݕ

dir. O halde 

ݔ + ݀√ݕ = 	௨ᇲା௩ᇲ√ௗ
	௨ା௩√ௗ

= ௨௨ᇲି௩௩ᇲௗ
௨మିௗ௩మ

+ ቀ௩௨
ᇲି௨௩ᇲ

௨మିௗ௩మ
ቁ√݀  

 = ௨௨ᇲି௩௩ᇲௗ
ே

+ ቀ௩௨
ᇲି௨௩ᇲ

ே
ቁ√݀ 

elde edilir. Teorem 1.1.11’ den dolayı 

ݔ = ௨௨ᇲି௩௩ᇲௗ
ே

  ve  ݕ = ௩௨ᇲି௨௩ᇲ

ே
 

yazılabilir.	ݔ	 ve ݕ tamsayılar olduğundan dolayı ௨௨
ᇲି௩௩ᇲௗ
ே

			ve ௩௨
ᇲି௨௩ᇲ

ே
		sayıları da  

tamsayılardır. 

⇒) (2.29) denklemini sağlayan herhangi iki çözüm ݑ + ′ݑ ve ݀√ݒ +  olmak ݀√′ݒ

üzere  ௨௨
ᇲି௩௩ᇲௗ
ே

			ve   ௩௨
ᇲି௨௩ᇲ

ே
		sayıları tamsayı olsun. O halde 

ᇱݑݑ − ᇱ݀ݒݒ
ܰ + ቆ

ᇱݑݒ − ᇱݒݑ

ܰ ቇ√݀ =
ᇱݑݑ − ᇱ݀ݒݒ
ଶݑ − ଶݒ݀ + ቆ

ᇱݑݒ − ᇱݒݑ

ଶݑ − ଶݒ݀ ቇ√݀ =
ᇱݑ	 + ݀√ᇱݒ
ݑ	 + ݀√ݒ

 

dir. 

ᇱݑ	 + ݀√ᇱݒ
ݑ	 + ݀√ݒ

= ܽ + ܾ√݀ 

alınsın. (ܽ, ܾ), ଶݔ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminde	yerine yazılırsa denklemin bir 

çözümü olduğu görülür. Bu yüzden Tanım 2.4.2’ e göre  ݑ + ′ݑ	 ve  ݀√ݒ +  ݀√′ݒ

çözümleri ilgilidir. 

 

Eğer ܰ = ±1 ise sadece bir çözüm sınıfı olduğu önceki teoremden 

görülebilir. 

 

Tanım 2.4.4. ܭ bir çözüm sınıfı olsun. ܭ = ௜ݑ} +          ௜√݀} alınsın. O zamanݒ

௜ݑ} −  nin ܭ ile ifade edilen bir çözüm sınıfıdır ve bu sınıfa	ഥܭ ௜√݀} kümesi deݒ

eşlenik sınıfı denir. ܭ ve ܭഥ lere birbirlerinin eşlenikleri denir. 
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Eşlenik sınıflar genel olarak ayrıdır. Ama bazı durumlarda aynı olabilir. 

Eşlenik sınıfları aynı olan sınıflara belirsiz (ambiguous) sınıflar denir. 

 

Tanım 2.4.5. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ 

denkleminin bir ݑ + ∗ݑ sınıfındaki bir ܭ çözümünün	݀√ݒ +  ;çözümü ݀√∗ݒ

 sınıfının çözümlerinin en küçük negatif olmayan değeri olmak üzere ܭ ,∗ݒ	

 

a) Eğer ܭ belirsiz sınıf değilse ozaman ݑ∗ sayısı tek türlü belirlidir. 

Çünkü  −	ݑ∗ +  .ഥ eşlenik sınıfındadırܭ çözümü ݀√∗ݒ

b) Eğer ܭ belirsiz sınıf ise ݑ∗ ≥ 0 şartına bağlı olarak ݑ∗ tek türlü olarak 

belirlidir. 

 

Yukarıdaki gibi belirlenen ݑ∗ +  .sınıfının temel çözümü denir ܭ çözümüne ݀√∗ݒ

 

Teorem 2.4.6. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ܰ tamsayı olmak üzere 

|ܰ| < √݀  olsun. Eğer  

ଶݔ −  ܰ	=ଶݕ݀

ise   ௫
௬
	 , √݀’ nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 

 
İspat. x ve y aralarında asal pozitif tamsayı olmak üzere ܰ > 0 durumunu 

inceleyelim.  ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ olduğundan 

ݔ) + ݔ)(݀√ݕ − (݀√ݕ = ܰ 

yazılabilir. ݔ + ݀√ݕ > 0	olduğundan  ݔ − ݀√ݕ > 0 dır. Dolayısıyla ݔ >    ve   ݀√ݕ
௫
௬
− √݀ > 0	dır.	0 < ܰ < √݀	olduğu göz önünde bulundurulursa 

ݔ
ݕ − √݀ =

ݔ − ݀√ݕ
ݕ =

ଶݔ − ଶݕ݀

ݔ)ݕ + (݀√ݕ
<

ܰ
(݀√ݕ2)ݕ

<
√݀

݀√ଶݕ2
=

1
 ଶݕ2

elde edilir. O halde 

0 <
ݔ − ݀√ݕ

ݕ <
1
 ଶݕ2

dir. Teorem 1.2.24’ e göre  ௫
௬
	 , √݀  nin bir sürekli kesir yaklaşımıdır. 
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Şimdi de ܰ < 0 durumunu inceleyelim.	ݔଶ −   ܰ denklemi	ଶ=ݕ݀

ଶݕ − ൬
1
݀൰ݔ

ଶ = −
ܰ
݀  

şeklinde düzenlenirse			− ே
ௗ
> 0	olduğundan bir önceki duruma benzer olarak ௬

௫
, ଵ
√ௗ

  

nin bir sürekli kesir yaklaşımı olur. Teorem 1.2.13’ den   ௫
௬
= ଵ

೤
ೣ	

  ,  √݀ = ଵ
భ
√೏
	
  nin bir 

sürekli kesir yaklaşımıdır. 

 

Teorem 2.4.7. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. Eğer   

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ 

Pell denkleminin bir ܭ sınıfının temel çözümü ݑ +    ve  ݀√ݒ

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 

Pell denkleminin temel çözümü ݔଵ +  ଵ√݀  iseݕ

 0 ≤ ݒ ≤ ௬భ
ඥଶ(௫భାଵ)

√ܰ                                                                                 (2.30) 

ve 

 0 < |ݑ| ≤ ටଵ
ଶ
ଵݔ) + 1)ܰ                                                                           (2.31) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 
İspat. (2.30) ve (2.31) eşitsizlikleri bir ܭ sınıfı için doğru ise onun eşlenik sınıfı olan 

 .nun pozitif  olduğunu kabul etmek yeterlidir 	ݑ ഥ için de doğrudur. Bu yüzdenܭ

Hipotezden ݑଶ − ଶݒ݀ = ܰ  ve ݔଵଶ − ଵଶݕ݀ = 1 dir. O halde 

ଵݔݑ  − ଵݕݒ݀ = ଵݔݑ −ඥ(ݑଶ ଵଶݔ)(ܰ− − 1) > 0                                      (2.32) 

dır. ݑ +   nin çözüm sınıfındaki ݀√ݒ

ݑ) + ଵݔ൫(݀√ݒ − ଵ√݀൯ݕ = ଵݔݑ − ଵݕݒ݀ + ଵݔݒ) −  ݀√(ଵݕݑ

çözümü ele alınsın. ݑ +  sınıfın temel çözümü olduğundan ve (2.32)’ e gore ݀√ݒ

ଵݔݑ −  ଵ pozitif olduğundanݕݒ݀

ଵݔݑ − ଵݕݒ݀ ≥  ݑ

⇒ ଵݔ)ݑ	 − 1) ≥  ଵݕݒ݀

ଵݔ)ଶݑ	⇒ − 1)ଶ ≥ ݀ଶݒଶݕଵଶ = ଶݑ) − ଵଶݔ)(ܰ − 1) 

⇒	
ଵݔ − 1
ଵݔ + 1 ≥ 1 −

ܰ
 ଶݑ
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  ⇒ 	1 − ଶ
௫భାଵ

≥ 1− ே
௨మ

 

 ⇒ ଶݑ ≤ ଵ
ଶ
ଵݔ) + 1)ܰ 

dir. Bu ise (2.31) eşitsizliğinin sağlandığını gösterir. Benzer şekilde (2.31) 

eşitsizliğinden de (2.30) eşitsizliğinin sağlandığı gösterilebilir. 

 

Teorem 2.4.8. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. Eğer   

ଶݔ − ଶݕ݀ = −ܰ 

Pell denkleminin bir ܭ sınıfının temel çözümü  ݑ +   ve  ݀√ݒ

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 

Pell denkleminin temel çözümü ݔଵ +  ଵ√݀ iseݕ

 	0 < ݒ ≤ ௬భ
ඥଶ(௫భିଵ)

√ܰ                                                                                (2.33) 

ve 

 0 ≤ |ݑ| ≤ ටଵ
ଶ
ଵݔ) − 1)ܰ                                                                      (2.34) 

eşitsizlikleri sağlanır.  

  
İspat. (2.33) ve (2.34) eşitsizlikleri bir ܭ sınıfı için doğru ise onun eşlenik sınıfı olan 

 .nun pozitif olduğunu kabul etmek yeterlidir	ݑ ഥ için de doğrudur. Bu yüzdenܭ

ଶ(ݒଵݔ) = ൬ݕଵଶ +
1
݀൰

ଶݑ) +ܰ) >  ଶݑଵଶݕ

olduğundan 

ଵݔݒ  − ଵݕݑ > 0                                                                                           (2.35) 

dır. ݑ +  nın çözüm sınıfındaki ݀√ݒ

ݑ) + ଵݔ൫(݀√ݒ − ଵ√݀൯ݕ = ଵݔݑ − ଵݕݒ݀ + ଵݔݒ) −  ݀√(ଵݕݑ

çözümünü ele alalım. ݑ +  sınıfın temel çözümü olduğundan ve (2.35)’ e göre ݀√ݒ

ଵݔݒ −   ଵ pozitif olduğundanݕݑ

ଵݔݒ  − ଵݕݑ ≥  ݒ

ଵݔ)ݒ	⇒	 − 1) ≥  ଵݕݑ

ଵݔ)ଶݒ݀		⇒																																								 − 1)ଶ ≥ ଵଶݕଶݑ݀ = ଵଶݔ)ଶݑ − 1) 

⇒
ଵݔ + 1
ଵݔ − 1 ≤ 1 +

ܰ
 ଶݑ

 	⇒ 1 + ଶ
௫భିଵ

≤ 1 + ே
௨మ
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 	⇒ ଶݑ ≤ ଵ
ଶ
ଵݔ) − 1)ܰ 

dir. Bu ise (2.34) eşitsizliğinin sağlandığını gösterir. Benzer şekilde (2.34) 

eşitsizliğinden (2.33) eşitsizliğinin sağlandığı da gösterilebilir.   

 

Örnek 2.4.9.	ݔଶ − ଶݕ13 = 31	Pell denkleminin tamsayı çözümünün olup olmadığını 

araştıralım. 

 Öncelikle √13	irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımını bulmalıyız. 

ܽ଴ = ൳√13൷ = ଵߙ  ,3 =
ଵ

√ଵଷିଷ
= √ଵଷାଷ

ସ
 

          ܽଵ = ቘ√ଵଷାଷ
ସ

቙ = ଶߙ ,1 =
ଵ

√భయశయ
ర ିଵ

= √ଵଷାଵ
ଷ

 

											ܽଶ = ቘ√ଵଷାଵ
ଷ

቙ = ଷߙ ,1 =
ଵ

√భయశభ
య ିଵ

= √ଵଷାଶ
ଷ

 

            ܽଷ = ቘ√ଵଷାଶ
ଷ

቙ = ସߙ ,1 =
ଵ

√భయశమ
య ିଵ

= √ଵଷାଵ
ସ

 

               ܽସ = ቘ√ଵଷାଵ
ସ

቙ = ହߙ ,1 =
ଵ

√భయశభ
ర ିଵ

= √13 + 3 

                  ܽହ = ൳√13 + 3൷ = 6 = 2ܽ଴ 

olduğundan dolayı Teorem 1.2.19’ a göre 

ߙ = [3,1,1,1,1,6തതതതതതതതതതത] 

bulunur. O halde √13  sayısının periyodunun 5 olduğu görülür. Dolayısıyla        

Sonuç 2.2.10’ a göre ݔଶ − ଶݕ13 = 1	 Pell denkleminin  temel çözümü          

,ଵݔ) (ଵݕ = ,ଽ݌)  ଽ) dır.  O halde (1.2)  ve  (1.3)  bağıntıları yardımıylaݍ

଴݌	 = ܽ଴ = ଴ݍ    3 = 1 

ଵ݌ = ܽଵ݌଴ + ଵݍ                      1 = ܽଵ 

ଵ݌ = 1.3 + 1 = ଵݍ                 	4 = 1 

ଶ݌ = ܽଶ݌ଵ + ଶݍ         ଴݌ = ܽଶݍଵ + 1 

ଶ݌ = 1.4 + 3 = ଶݍ                  7 = 1.1 + 1 = 2 

ଷ݌ = ܽଷ݌ଶ + ଷݍ	                    ଵ݌ = ܽଷݍଶ +  ଵݍ

ଷ݌ = 1.7 + 4 = ଷݍ	                11 = 1.2 + 1 = 3 

ସ݌ = 1.11 + 7 = ସݍ               18 = 1.3 + 2 = 5 
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ହ݌ = 6.18 + 11 = ହݍ		         119 = 6.5 + 3 = 33 

଺݌ = 1.119 + 18 = ଺ݍ		       137 = 1.33 + 5 = 38 

଻݌ = 1.137 + 119 = ଻ݍ	      256 = 1.38 + 33 = 71 

଼݌ = 1.256 + 137 = ଼ݍ       393 = 1.71 + 38 = 109 

ଽ݌ = 1.493 + 256 = ଽݍ      	649 = 1.109 + 71 = 180 

dir. Eldeki bilgiler ışığında (ݔଵ, (ଵݕ = ,ଽ݌) (ଽݍ = (649,180) denklemin temel 

çözümüdür. Teorem 2.2.12’ den denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

௡ݔ + ௡√6ݕ = (649 + 180√6)௡ 

formülü ile elde edilir.	ݔଶ − ଶݕ13 = 31	 denkleminin bir ܭ sınıfının temel çözümü 

,ݑ)   ise (2.30)  ve  (2.31)’ den  (ݒ

0 < ݒ ≤ ଵ଼଴
ඥଶ(଺ସଽାଵ)

√31 ≅27 

0 ≤ |ݑ| ≤ ටଵ
ଶ
(649 + 1)31 ≅ 100.3 

yazılabilir. Dolayısıyla ݑ = 0,±1, ±2,… , ±100	 ve ݒ = 1,2,3, . . . ,27 dir.             

ଶݔ − ଶݕ13 = 31 denkleminde bulunan ݑ ve ݒ değerleri yerine yazılırsa               

ଶݑ − ଶݒ13 = 31		denkleminin tamsayı çözümünün olmadığı görülür. Sonuç olarak 

ଶݔ − ଶݕ13 = 31	 Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 

Teorem 2.4.10. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denkleminin bir ܭ sınıfının temel çözümü ݑଵ +  ଵ√݀ veݒ

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü ݔଵ +              ଵ√݀ olsun. O haldeݕ

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ  Pell denkleminin bir ܭ sınıfına ait tüm pozitif tamsayı çözümleri  

௡ݑ +   ௡√݀ olmak üzereݒ

௡ାଵݑ + ݀√௡ାଵݒ = ൫ݑଵ + ଵݔ)ଵ√݀൯ݒ +  ଵ√݀)௡ݕ

formülü ile bulunur [12]. 

 

Örnek 2.4.11.	ݔଶ − ଶݕ6 = −69	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini 

bulalım. 
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ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ denklemlerinin çözümleri ݑ௡ + ଶݔ  ile gösterilsin ve	௡√݀ݒ − ଶݕ݀ =

1 Pell denkleminin temel çözümü  ݔଵ +  ଵ√݀ olsun. (2.33) ve (2.34) eşitsizlikleriݕ

göz önüne alınmalıdır. Örnek 2.2.8’ den ݔଶ − ଶݕ6 = 1 Pell denkleminin temel 

çözümünün ݔଵ + ଵ√݀= 5ݕ + 2√6 olduğu görülebilir. O halde ݔଵ = 5 ve 	ݕଵ =

2	olduğundan (2.33) ve (2.34) eşitsizliklerinden 

0 < ݒ ≤
2

ඥ2(5 − 1)
√69 = √34.5 

0 ≤ |ݑ| ≤ ඨ1
2
(5 − 1)69 = √138 

elde edilir. Dolayısıyla ݑ = 0, ±1,±2,… ,±11 ve ݒ = 1,2,3,4,5 dir. Bu ݑ 

ve	ݒ	değerleri ݔଶ − ଶݕ6 = −69	denklemin de yerine koyulursa çözümlerin 9 + 5√6 

ve −9 + 5√6 olduğu görülür. Şimdi de ݑ + ݀√ݒ = 9 + 5√6 ve                               

′ݑ + ݀√′ݒ = −9 + 5√6  alalım ve iki çözümün ilgili olup olmadığını Teorem 2.4.3’ 

e göre inceleyelim. 
௨௨ᇱି௩௩ᇱௗ

ே
 = ଽ(ିଽ)ିହ.ହ.଺

ି଺ଽ
= 1   

olduğundan 9 + 5√6 ve −9+ 5√6 çözümleri ilgilidir. O halde bu iki çözümün 

çözüm sınıfları aynıdır. Bu yüzden Tanım 2.4.5’ e göre temel çözüm 9 + 5√6 dir ve 

denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleri Teorem 2.4.10’ e göre 

௡ݑ + ௡√6ݒ = (9 + 5√6)(5 + 2√6)௡ 

formülü ile bulunur. 

 

Teorem 2.4.12 (Brahmagupta Teoremi). ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı 

olsun. Eğer  ݔଶ − ଶݕ݀ = ,ଵݔ)  genel Pell denkleminin bir çözümü ܯ           ଵ) veݕ

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denkleminin bir çözümü (ݔଶ,  ଶ) iseݕ

ݎ + ݀√ݏ = ൫ݔଵ + ଶݔ)ଵ√݀൯ݕ +  ଶ√݀)                                                     (2.36)ݕ

olmak üzere (ݎ, ଶݔ ,(ݏ − ଶݕ݀ =  .genel Pell denkleminin bir çözümüdür ܰܯ

 
İspat. Hipotezden ݔଵଶ − ଵଶݕ݀ = ଶଶݔ ve ܯ − ଶଶݕ݀ = ܰ  dir. (2.36) den 

ݎ + ݀√ݏ = ൫ݔଵ + ଶݔ)ଵ√݀൯ݕ +  (݀√ଶݕ

																																= ଶݔଵݔ + ଶݕଵݔ)݀√ + (ଶݔଵݕ +  ଶ݀ݕଵݕ

bulunur. Teorem 1.1.11’ e  göre 
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ݎ = ଶݔଵݔ +  ଶݕଵݕ݀

	ve 

ݏ = ଶݕଵݔ +  ଶݔଵݕ

 dir. O halde 

ଶݎ         − ଶݏ݀ = ଶݔଵݔ) + ଶ)ଶݕଵݕ݀ − ଶݕଵݔ)݀ +   ଶ)ଶݔଵݕ

             = ଶଶݔଵଶݔ + ଵݕଶݕଶݔଵݔ2݀ + ଵଶ݀ଶݕଶଶݕ − ଶଶݕଵଶݔ݀ − ଵݕଶݕଵݔଶݔ2݀ −                                                    ଶଶ݀ଶݔଶଶݕ

             = ଶଶݔ)ଵଶݔ − (ଶଶݕ݀ − ଶଶݔ)ଵଶݕ݀ −  (ଶଶݕ݀

  = ଶଶݔ) − ଵଶݔ)(ଶଶݕ݀ − (ଵଶݕ݀ =  ܯܰ

olduğundan dolayı (ݎ, ଶݔ	, (ݏ − ଶݕ݀ =  .genel Pell denkleminin bir çözümüdür ܰܯ

 

Brahmagupta Teoremi’nin aksi her zaman doğru değildir. Örneğin,              

ଶݔ − ଶݕ37 = 33 denklemi çözülebilir olduğunda ݔଶ − ଶݕ37 = 11 ve                  

ଶݔ − ଶݕ37 = 3 denklemleri de çözülebilirmiş yanılgısına düşülebiliyor. Ama  

ଶݔ − ଶݕ37 = 3 ve ݔଶ − ଶݕ37 = 11 denklemleri çözülemezdir (Daha fazla örnek 

için Çizelge 5.3 incelenebilir). 

 

Sonuç 2.4.13. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ olsun. Eğer           

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denkleminin temel çözümü (ݔଵ,   ଵ) iseݕ

ܽ௡ + ܾ௡√݀ = ଵݔ) +  ଵ√݀)௡ݕ

olmak üzere (ܽ௡ , ܾ௡), ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ௡ Pell denkleminin bir çözümüdür. 

    

Teorem 2.4.14. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.                                

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ	denklemi çözülebilir ve √݀ nin periyodu tek ise                             

ଶݔ − ଶݕ݀ = −ܰ		denklemi çözülebilirdir.  

 
 İspat. √݀ nin periyodu tek ise ݔଶ − ଶݕ݀ = −1	denklemi çözülebilirdir.              

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ		denklemi de çözülebilir olduğundan Brahmagupta Teoremi’ne göre  

ଶݔ − ଶݕ݀ = −ܰ		denklemi de çözülebilirdir. 

 

Teorem 2.4.15. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݍ, 4݇ + 3	biçimindeki bir 

asal sayı olmak üzere ݍ�|݀	olsun. (ܰ, ݀) = 1 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ 

denkleminin tamsayı çözümü varsa ݔଶ − ଶݕ݀ = −ܰ denklemi çözülemezdir [1]. 
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Teorem 2.4.16. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun.	ܰ tamkare ise          

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denklemi çözülebilirdir. 

 
İspat. ܰ	tamkare olsun. ݇ ∈ ℤ olmak üzere ܰ = ݇ଶ alınsın. Ayrıca Teorem 2.2.3’ 

den ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin bir tamsayı çözümü vardır. ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 

denkleminin herhangi bir çözümü (ݑ, ଶݑ olsun. O halde (ݒ − ଶݒ݀ = 1 dir. 

Denklemin her iki yanı ݇ଶ ile çarpılırsa  

݇ଶݑଶ − ݀݇ଶݒଶ = ݇ଶ 

ଶ(ݑ݇)	 − ଶ(ݒ݇)݀ = ݇ଶ 

elde edilir. O halde (݇ݑ, ଶݔ ,(ݒ݇ − ଶݕ݀ = ݇ଶ Pell denkleminin bir çözümüdür. 

Dolayısıyla ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denklemi çözülebilirdir. 

 

Teorem 2.4.17. ݔଶ ≡            doğal sayısı yok ise ݔ olacak şekilde bir (݀	݀݋݉)	ܰ

ଶݔ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur [27]. 

 

Lemma 2.4.18 (Bhaskara). ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve  ݊ ∈ ℕ olsun. 

Eğer  ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ genel Pell denkleminin herhangi bir çözümü (ݔ଴,  ଴) ise herݕ

݉	tamsayısı için  

଴ݔ݉) + ,଴ݕ݀ ଴ݕ݉ +  ,(଴ݔ

ଶݔ		 − ଶݕ݀ = ܰ(݉ଶ − ݀) genel Pell denkleminin bir çözümüdür. Ayrıca eğer 

(ܰ, (଴ݕ = 1 ve ݈ ∈ ℤ için  ݈ܰ = ଴ݕ݉ +  ଴  iseݔ
�ܰ|(݉ଶ − ݀)	 ve 		�ܰ|(݉ݔ଴ +  (଴ݕ݀

 dır. 

 
İspat. (݉ݔ଴ + ଴)ଶݕ݀ = ݉ଶݔ଴ଶ + ଴ݕ଴ݔ2݉݀ + ݀ଶݕ଴ଶ 

଴ݕ݉)  + ଴)ଶݔ = ݉ଶݕ଴ଶ + ଴ݕ଴ݔ2݉ +   ଴ଶݔ

olduğu göz önüne alınırsa 

଴ݔ݉) + ଴)ଶݕ݀ − ଴ݕ݉)݀ +  =		଴)ଶݔ

   = ݉ଶݔ଴ଶ + ଴ݕ଴ݔ2݉݀ + ݀ଶݕ଴ଶ − ݀݉ଶݕ଴ଶ − ଴ݕ଴ݔ2݀݉ −  ଴ଶݔ݀

              = (݉ଶ − ଴ଶݔ(݀ − ݀(݉ଶ −  ଴ଶݕ(݀

                                    = (݉ଶ − ଴ଶݔ)(݀ −  (଴ଶݕ݀

                                    = ܰ(݉ଶ − ݀) 
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dir. Yani, (݉ݔ଴ + ,଴ݕ݀ ଴ݕ݉ + ଶݔ	,(଴ݔ − ଶݕ݀ = ܰ(݉ଶ − ݀)  genel Pell denkleminin 

bir çözümüdür. 

Şimdi de ݈ ∈ ℤ olmak üzere ݈ܰ = ଴ݕ݉ + ,ܰ) ଴ veݔ (଴ݕ = 1	olsun. O zaman  

ܰ൫1 − ଴ݔ)݈ ଴)൯ݕ݉− = ܰ ଴ݔ)݈ܰ−  (଴ݕ݉−

                         = ܰ − ଴ݕ݉) + ଴ݔ)	(଴ݔ     (଴ݕ݉−

                         = ܰ − ଴ଶݔ +݉ଶݕ଴ଶ 

                         = ݉ଶݕ଴ଶ −  ଴ଶݕ݀

																								= ଴ଶ(݉ଶݕ − ݀) 

dir. O halde �ܰ|(݉ଶ − ,ܰ) .dir	଴ଶݕ(݀ (଴ݕ = 1 olduğundan �ܰ|(݉ଶ − ݀) dir. Ayrıca 

ݎ ∈ ℤ olmak üzere ܰݎ = (݉ଶ − ݀) dir. 

Şimdi de �ܰ|(݉ݔ଴ +  ଴) olduğunu gösterelim. Açık olarakݕ݀

ܰ(݈݉ − (଴ݕݎ = ݈ܰ݉ −  ଴ݕݎܰ

                                                       = ଴ݕ݉) + ݉(଴ݔ − (݉ଶ −   ଴ݕ(݀

                                                       = ݉ଶݕ଴ + ଴݉ݔ −݉ଶݕ଴ +   ଴ݕ݀

                                                       = ଴ݔ݉	 +   ଴ݕ݀

dır.	ܰ(݈݉ − (଴ݕݎ = ଴ݔ݉	 + ଴ݔ݉)|ܰ� ଴ olduğundanݕ݀ +  .଴) elde edilirݕ݀

 

Teorem 2.4.19 (Bhaskara Metodu ile Pell Denklemlerinin Çözümü). 

ଶݔ asal sayı olmak üzere ݌ − ଶݕ݌ = 1 Pell denkleminin çözümü bulunurken; 

ܽ, ܾ	tamsayıları ܽଶ − ଶܾ݌ = ݇	ve (݇, ܾ) = 1 olacak şekilde seçilir. Herhangi bir 

݉	pozitif tamsayısı için Bhaskara’nın lemmasına göre 

(݉ܽ + ଶ(ܾ݌ − ܾ݉)݌ + ܽ)ଶ = ݇(݉ଶ −  (݌

olduğu göz önüne alınsın. Bu son denklem  ଵ
௞మ
	 ile çarpılırsa 

 ቀ௠௔ା௣௕
௞

ቁ
ଶ
− ݌ ቀ௠௕ା௔

௞
ቁ
ଶ
= ௠మି௣

௞
                          (2.37) 

elde edilir. Pozitif ݉ tamsayısı, �݇|(ܾ݉ + ܽ) şartını sağlayacak ve ቚ௠
మି௣
௞
	ቚ tamsayısını 

mümkün olduğu kadar küçük yapacak şekilde seçilsin. Böylece Bhaskara’nın 

lemmasına göre (2.37) denklemi genel Pell denklemi şeklinde olur. Eğer         
௠మି௣
௞

= 1	ise çözüm bulunmuş olur. Eğer 		௠
మି௣
௞

≠ 1 ise ܽᇱ = ௠௔ା௣௕
௞

, ܾᇱ = ௠௕ା௔
௞

 ve 

݇ᇱ = ௠మି௣
௞

  alınır. Buradan  

 (ܽᇱ)ଶ − ଶ(′ܾ)݌ = ݇′                                      (2.38) 
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bulunur. Ayrıca (݇ᇱ, ܾᇱ) = 1	olur ve benzer şekilde Bhaskara’nın metoduna devam 

edilir. (2.38) denklemi  ଵ
(௞ᇲ)మ

	ile çarpılırak 

 ቀ௠
ᇲ௔ᇲା௣ᇲ௕ᇲ

௞ᇲ
ቁ
ଶ
− ቀ௠݌

ᇲ௕ᇲା௔ᇲ

௞ᇲ
ቁ
ଶ
= (௠ᇲ)మି௣

௞ᇲ
                         (2.39) 

bulunur. Herhangi bir pozitif ݉ tamsayısı için pozitif ݉′ tamsayısını �݇′|(݉′ܾ′ + ܽ′) 

şartını sağlayacak ve ቚ(௠
ᇲ)మି௣
௞ᇲ

	ቚ tamsayısını mümkün olduğu kadar küçük yapacak 

şekilde seçilsin. Böylece Bhaskara’nın lemmasına göre (2.39) denklemi genel Pell 

denklemi şeklinde olur. Eğer  (௠
ᇲ)మି௣
௞ᇲ

= 1	ise çözüm bulunmuş olur. Eğer  (௠
′)మି௣
௞′ ≠

1 ise Bhaskara’nın metoduna (௠
′)మି௣
௞′ =1 olana kadar devam ettirilerek istenilen 

sonuca ulaşılır [19]. 

 

Örnek 2.4.20.  ݔଶ − ଶݕ7 = 2 denkleminin temel çözümünün (3,1) olmasından 

yararlanarak ݔଶ − ଶݕ7 = 1 Pell denkleminin çözümlerini Bhaskara’nın metodu 

yardımı ile elde edelim. 

 
	݉ pozitif bir tamsayı olmak üzere Bhaskara’nın metoduna göre 

 ቀଷ௠ା଻
ଶ
ቁ
ଶ
− 7ቀ௠ାଷ

ଶ
ቁ
ଶ
= ௠మି଻

ଶ
                                                                    (2.40) 

dir. �2|݉ + 3 şartını sağlayacak ve  ቚ௠
మି଻
ଶ
ቚ sayısını en küçük tamsayı yapacak 

şekildeki pozitif tamsayı ݉ = 3	 olur. O halde ݉ = 3		tamsayısı (2.40) denkleminde 

yerine yazılırsa  

8ଶ − 7. 3ଶ = 1 

elde edilir. Böylece ݔଶ − ଶݕ7 = 1 Pell denkleminin bir çözümü (8,3)	bulunur. 

 

Örnek 2.4.21.  ݔଶ − ଶݕ11 = 5 denkleminin temel çözümünün (4,1) olmasından 

yararlanarak ݔଶ − ଶݕ11 = 1 Pell denkleminin çözümlerini Bhaskara’nın metodu 

yardımı ile elde edelim. 

 
	݉ pozitif tamsayı olmak üzere Bhaskara’nın metoduna göre  

 ቀସ௠ାଵଵ
ହ

ቁ
ଶ
− 11ቀସା௠

ହ
ቁ
ଶ
= ௠మିଵଵ

ହ
                                                               (2.41) 
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dir. �5|݉ + 4 şartını sağlayacak ve  ቚ௠
మିଵଵ
ହ

ቚ sayısını en küçük tamsayı yapacak 

şekildeki sayı ݉ = 1 olur. O halde ݉ = 1			tamsayısı için (2.41) denkleminde yerine 

yazılırsa 

3ଶ − 11. 1ଶ = −2 

elde edilir. ቚ௠
మିଵଵ
ହ

ቚ = 2 olduğundan algoritmaya devam edilir.	݉′ pozitif bir tamsayı 

olmak üzere Bhaskara’nın lemmasından  

 ቀଷ௠
ᇲାଵଵ
ିଶ

ቁ
ଶ
− 11ቀଷା௠

ᇲ

ିଶ
ቁ
ଶ
= (௠ᇲ)మିଵଵ

ିଶ
                                                         (2.42) 

dir. �2|݉′ + 3 şartını sağlayacak ve  ቚ(௠
ᇲ)మିଵଵ
ିଶ

ቚ sayısını en küçük tamsayı yapacak 

şekildeki pozitif tamsayıyı  ݉′ = 3 seçelim. O halde ݉′ = 3		tamsayı (2.42) 

denkleminde yerine yazılırsa  

10ଶ − 11. 3ଶ = 1 

 elde edilir. Böylece ݔଶ − ଶݕ11 = 1 Pell denkleminin bir çözümü (10,3)	bulunur. 

 

Teorem 2.4.22.  ݌	asal sayı ise ݔଶ − ଶݕ݀ =  ,Pell denkleminin sırasıyla (2.30) 	݌±

(2.31) ya da (2.33), (2.34) eşitsizliklerini sağlayan en fazla bir ݑ +  çözümü	݀√ݒ

vardır. Ayrıca ݔଶ − ଶݕ݀ =  denklemi çözülebilir ise 	݌±

 
a) 2݀|݌� ise ݔଶ − ଶݕ݀ =  .denkleminin 1 çözüm sınıfı vardır 	݌±

b) ݌ ∤ 2݀ ise ݔଶ − ଶݕ݀ =  denkleminin 2 çözüm sınıfı vardır 	݌±

 [12]. 

 

Teorem 2.4.23. ݌ asal sayı, ݑ	ve ݒ doğal sayılar olmak üzere 

 

a) ݌ ≡ ଶݑ ve (8	݀݋݉)	±1 − ଶݒ2 = ݑ ise ݌ < ඥ2݌	ve ݒ < ටଵ
ଶ
 .dir		݌

b) ݌ ≡ ଶݑ ve (8	݀݋݉)	±1 − ଶݒ2 = ݑ ise ݌− < ඥ݌	ve ݒ < ඥ݌		dir.       

c) ݌ ≡ ଶݑ ve (12	݀݋݉)	1 − ଶݒ3 = ݑ ise ݌ < ටଵ
ଶ
ݒ ve	݌ < ටଵ

଺
   .dir		݌
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d) ݌ ≡ ଶݑ ve	(12	݀݋݉)	1− − ଶݒ3 = ݑ ise ݌− < ටଵ
ଶ
ݒ ve	݌ < ටଵ

ଶ
 dir		݌

[16].  

 

Örnek 2.4.24. ݑଶ − ଶݒ3 = −11	denkleminin varsa pozitif tamsayı çözümlerini 

bulalım.    

 

ଶݑ  − ଶݒ3 = −11 ve ݌ ≡ 11 ≡  olduğundan dolayı Teorem 2.4.23’ e (12	݀݋݉)	1−

göre  ݑ < ටଵଵ
ଶ
		ve ݒ < ටଵଵ

ଶ
		yazılabilir. O halde ݑ = 0,1,2	 ve ݒ = 0,1,2 dir. Bu 

değerler  ݑଶ − ଶݒ3 = −11 denkleminde yerine yazılırsa ݑ = 1 ve ݒ = 2 için 

denklemin sağlandığı görülür. O halde denklemin temel çözümü (1,2) dir.  

 

2.5. Sayısal Örnekler 

 

Örnek 2.5.1.	݉ > 1, ݀ = ݉ଶ − 2 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin 

temel çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (݉ଶ − 1,݉) dir. 

 
Çözüm. Örnek 1.3.6’ da		√݉ଶ − 2 = ൣ݉ − 1, 1,݉ − 2,1,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ olduğu 

gösterildi. O halde √݉ଶ − 2	 nin periyodu 4 dir. Dolayısıyla Sonuç 2.2.10’ a göre 

temel çözüm (݌ଷ,  .ଷ) dirݍ

		
ଷ݌
ଷݍ
= (݉ − 1) +

1

1 + 1
(݉ − 2) + 1

1

 

	= (݉ − 1) +
1

1 + 1
(݉ − 1)

 

               = (݉ − 1) + ଵ
೘

(೘షభ)
= ݉ − 1 + ௠ିଵ

௠
 

																																																						=
݉ଶ − 1
݉  

olduğundan dolayı  ݌ଷ = ݉ଶ − 1 ve ݍଷ = ݉, yani (ݔଵ, (ଵݕ = (݉ଶ − 1,݉) dir. 
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Örnek 2.5.2.	݀ = ܽଶܾଶ + 2ܾ	 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1		Pell denkleminin temel 

çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (ܽଶܾ + 1, ܽ) dır. 

 

Çözüm. Örnek 1.3.2’ de √ܽଶܾଶ + 2ܾ = ൣܾܽ, ܽ, 2ܾܽതതതതതതതത൧	olduğu gösterildi. Dolayısıyla 

√ܽଶܾଶ + 2ܾ nin periyodu 2 dir. O halde Sonuç 2.2.10’ a göre temel çözüm (݌ଵ,  (ଵݍ

dir. 

ଵ݌
ଵݍ
= ܾܽ +

1
ܽ =

ܽଶܾ + 1
ܽ  

olduğundan temel çözüm (ݔଵ, (ଵݕ = (ܽଶܾ + 1, ܽ) olur. 

 

Örnek 2.5.3.	݀ = ܽଶܾଶ + ܾ	 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin temel 

çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (2ܽଶܾ + 1,2ܽ) dır. 

 
Çözüm. Örnek 1.3.3’ de 	√ܽଶܾଶ + ܾ = ൣܾܽ, 2ܽ, 2ܾܽതതതതതതതതതത൧	olduğu gösterildi. Dolayısıyla 

√ܽଶܾଶ + ܾ	nin periyodu 2 dir. O halde Sonuç 2.2.10’ a göre temel çözüm (݌ଵ,  (ଵݍ

dir. 

ଵ݌
ଵݍ
= ܾܽ +

1
2ܽ =

2ܽଶܾ + 1
2ܽ  

olduğundan temel çözüm (ݔଵ, (ଵݕ = (2ܽଶܾ + 1,2ܽ) dir. 

 

Örnek 2.5.4.	݀ = ݉ଶ +݉	olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin temel 

çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (2݉ + 1,2) dir. 

 
Çözüm. Örnek 1.3.4’ de 	√݉ଶ +݉	 = [݉, 2,2݉തതതതതതത]	olduğu gösterildi. Dolayısıyla 

√݉ଶ +݉		nin periyodu 2 dir. O halde Sonuç 2.2.10’ a göre temel çözüm (݌ଵ,  .ଵ) dirݍ
ଵ݌
ଵݍ
= ݉ +

1
2 =

2݉ + 1
2  

olduğundan temel çözüm (ݔଵ, (ଵݕ = (2݉ + 1,2) dir. 

 

Örnek 2.5.5.	݀ = ݉ଶ −݉	 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin temel 

çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (2݉ − 1,2) dir. 
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Çözüm. Örnek 1.3.5’ de 	√݉ଶ −݉	 = ൣ݉ − 1, 2,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧	olduğu gösterildi. 

Dolayısıyla √݉ଶ −݉	 nin periyodu 2 dir. O halde Sonuç 2.2.10’ a göre temel çözüm 

,ଵ݌)  ଵ) dir. Dolayısıylaݍ

ଵ݌
ଵݍ
= ݉− 1 +

1
2 =

2݉ − 1
2  

olduğundan temel çözüm (ݔଵ, (ଵݕ = (2݉ − 1,2) dir. 

 

Örnek 2.5.6.	݉ > 1, ݀ = ݉ଶ + 2 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin 

temel çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (݉ଶ + 1,݉) dir. 

 
Çözüm. Örnek 1.3.7’ de 	√݉ଶ + 2 = [݉,݉, 2݉തതതതതതതത] olduğu gösterildi. Dolayısıyla 

√݉ଶ + 2	nin periyodu 4 dir. O halde Sonuç 2.2.10’ dan dolayı temel çözüm (݌ଵ,  (ଵݍ

dir. 

ଵ݌
ଵݍ
= ݉ +

1
݉ =

݉ଶ − 1
݉  

olduğundan  (ݔଵ, (ଵݕ = (݉ଶ − 1,݉) elde edilir. 

 

Örnek 2.5.7.	݀ = ݉ଶ ±݉,݉ଶ ± 2݉, ܽଶܾଶ + 2ܾ, ܽଶܾଶ + ܾ		 olmak üzere           

ଶݔ − ଶݕ݀ = −1	Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 
Çözüm. Çizelge 5.4’ den ݀ = ݉ଶ ±݉,݉ଶ ± 2݉, ܽଶܾଶ + 2ܾ, ܽଶܾଶ + ܾ olmak üzere 

√݀	sayısının periyotlarının çift olduğu görülebilir. O halde Teorem 2.3.4’ e göre        

݀ = ݉ଶ ±݉,݉ଶ ± 2݉, ܽଶܾଶ + 2ܾ, ܽଶܾଶ + ܾ olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = −1		Pell 

denklemin tamsayı çözümü yoktur. 
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BÖLÜM 3. ࢞૛ − ૛࢟ࢊ = ૝						ve ࢞૛ − ૛࢟ࢊ = −૝ PELL 

DENKLEMLERİ 

 
݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere  

ଶݔ  − ଶݕ݀ = ±4                                                                                           (3.1) 

 Pell denklemleri göz önüne alınsın. ݔ ve ݕ	tamsayıları (3.1) denklemini sağlıyorsa 

(3.1) denkleminin tamsayı çözümleri ݔ +  .şeklinde gösterilir ݀√ݕ

 

Tanım 3.1. (3.1) denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri arasından  ݔଵ nin en 

küçük tamsayı değerini aldığı bir  ݔଵ +  ଵ√݀  çözümü vardır. Bu çözüme (3.1)ݕ

denkleminin temel çözümü denir. 

 
Teorem 3.2. a) ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü ݔ′ +  ve ݀√′ݕ

ଶݔ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin temel çözümü  ݔଵ +  .ଵ√݀  olsunݕ

 
1) ݀ ≡ ,(8݀݋݉)	1 ݀ ≡ ,(4݀݋݉)	2 ݀ ≡ ଶݔ ise (4݀݋݉)	3 − ଶݕ݀ = 4 

denkleminin temel çözümü 

+′ݔ2  ݀√′ݕ2

dir. 

2) ݀ ≡ ଶݔ olmak üzere (8݀݋݉)	5 − ଶݕ݀ = 4 denkleminin tek tamsayı 

çözümleri var ise ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin temel çözümü 

ቆ
ଵݔ	 + ݀√ଵݕ

2 ቇ
ଷ

= +′ݔ  ݀√′ݕ

 bağıntısı ile bulunur. Eğer ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin sadece çift tamsayı çözümleri 

var ise bu denklemin temel çözümü 

+′ݔ2  ݀√′ݕ2

dir.   
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3) ݀ ≡ ଶݔ ise (4݀݋݉)	0 − ௗ
ସ
ଶݕ = 1	denkleminin temel çözümü ݔ∗ + ටௗ∗ݕ

ସ
	  

olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin temel çözümü 

∗ݔ2 +  ݀√∗ݕ

dir. Eğer ݕ∗	çift tamsayı ise ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü 

∗ݔ +
∗ݕ

2 √݀ 

dir ve ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin temel çözümü ise 2ݔ′+  .dir [17] ݀√′ݕ2

 
b) ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin temel çözümü ݔ′ + ଶݔ ve ݀√′ݕ − ଶݕ݀ = −4 

denkleminin temel çözümü  ݔଵ +  .ଵ√݀  olsunݕ

 
1) ݀ ≡ ݀,(4݀݋݉)	2 ≡ ଶݔ  ise (4݀݋݉)	3 − ଶݕ݀ = −4 denkleminin temel 

çözümü 

+′ݔ2  ݀√′ݕ2

dir. 

2) ݀ ≡ ଶݔ ise (4݀݋݉)	0 − ௗ
ସ
ଶݕ = −1	denkleminin temel çözümü             

∗ݔ + ටௗ∗ݕ
ସ
	  olmak üzere  ݔଶ − ଶݕ݀ = −4 denkleminin temel çözümü 

∗ݔ2 +  ݀√∗ݕ

dir [4]. 

 
Örnek 3.3. ݔଶ − ଶݕ6 = 4 denkleminin temel çözümünü bulalım. 

Örnek 2.2.8’ den  ݔଶ − ଶݕ6 = 1		Pell denkleminin temel çözümü (5,2)	 dir.             

݀ ≡ ଶݔ olduğundan Teorem 3.2’ den (4	݀݋݉)	2 − ଶݕ6 = 4 denkleminin temel 

çözümü 	10 + 4√6   dir. 

 

Teorem 3.4. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı	olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ଶݔ ଵ) iseݕ − ଶݕ݀ = 4	denklemin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = 2ቆ
ଵݔ + ݀√ଵݕ

2 ቇ
௡

 

formülü ile elde edilir [15]. 
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Teorem 3.5. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı	olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ଶݔ ଵ) iseݕ − ଶݕ݀ = 4	denklemin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ାଵݔ =
1
2 ௡ݔଵݔ) +  (௡݀ݕଵݕ

௡ାଵݕ =
1
2 ௡ݕଵݔ) +  (௡ݔଵݕ

bağıntısını sağlar. 

 

İspat. Teorem 3.4’ den dolayı  ݔ௡ + ݀√௡ݕ = 2ቀ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

ቁ
௡

 ve benzer olarak  

௡ାଵݔ + ݀√௡ାଵݕ = 2ቆ
ଵݔ + ݀√ଵݕ

2 ቇ
௡ାଵ

 

yazılabilir. O halde eldeki bilgiler ışığında  

௡ାଵݔ + ݀√௡ାଵݕ = 2ቆ
ଵݔ + ݀√ଵݕ

2 ቇ
௡ାଵ

 

                                                                 = ቀ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

ቁ
௡
ቀ௫భା௬భ√ௗ

ଶ
ቁ  

                                                                 = ቀ௫೙ା௬೙√ௗ
ଶ

ቁ ቀ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

ቁ 

																																																																	=
௡ݔଵݔ) + (௡݀ݕଵݕ + ௡ݕଵݔ) + ݀√(௡ݔଵݕ

4  

bulunur. Teorem 1.1.11’ den ise  

௡ାଵݔ =
ଵ
ଶ
௡ݔଵݔ) + ௡ାଵݕ   ௡݀)   veݕଵݕ =

ଵ
ଶ
௡ݕଵݔ) +  (௡ݔଵݕ

olduğu görülür. 

 

Teorem 3.6. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı ve ݊ ∈ ℕ	olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, ଶݔ ଵ) olmak üzereݕ − ଶݕ݀ = 4	denklemin tüm 

pozitif tamsayı çözümleri ݔ଴ = 2, ଴ݕ = 0 olmak üzere 

௡ାଵݔ = ௡ݔଵݔ −  ௡ିଵݔ

௡ାଵݕ = ௡ݕଵݔ −  ௡ିଵݕ

bağıntısını sağlar. 
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İspat. ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

= തߙ  ve ߙ = olmak üzere ௫భି௬భ√ௗ	ߚ
ଶ

= ߙ olsun. Buradan ߚ + ߚ =   ଵݔ

ve 	ߚߙ = 1 dir. Ayrıca Teorem 3.4’ e göre  	ݔ௡ + ݀√௡ݕ = 2ቀ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

ቁ
௡

  dır. O halde  

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ    ௡   veߙ2 − ݀√௡ݕ =  ௡ߚ2

dir. Buradan 

௡ݔ = ௡ߙ + ௡ݕ    ௡   veߚ =
ఈ೙ିఉ೙

√ௗ
 

bulunur.  Benzer biçimde 

௡ାଵݔ = ௡ାଵߙ + ௡ାଵݕ  ௡ାଵ  veߚ =
ఈ೙శభିఉ೙శభ

√ௗ
 

dir. O halde eldeki bilgiler ışığında  

ଵݔ௡ݔ                      − ௡ିଵݔ = ௡ߙ) + ߙ)(௡ߚ + (ߚ − ௡ିଵߙ) +  (௡ିଵߚ

																										= ௡ାଵߙ + ௡ߚߙ + ௡ߙߚ + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ −  ௡ିଵߚ

                                          = ௡ାଵߙ + ௡ିଵߚ(ߚߙ) + ௡ିଵߙ(ߙߚ) + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ −  ௡ିଵߚ

 																																			= ௡ାଵߙ + ௡ିଵߚ + ௡ିଵߙ + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ −   ௡ିଵߚ

                                           =  ௡ାଵݔ

bulunur.  Benzer biçimde  

ଵݔ௡ݕ		 − ௡ିଵݕ = ൬
௡ߙ + ௡ߚ

√݀
൰ ߙ) + (ߚ − ቆ

௡ିଵߙ + ௡ିଵߚ

√݀
ቇ

=
௡ାଵߙ + ௡ߚߙ + ௡ߙߚ + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ − ௡ିଵߚ

√݀
 

																																																=
௡ାଵߙ + ௡ିଵߚ(ߚߙ) + ௡ିଵߙ(ߙߚ) + ௡ାଵߚ − ௡ିଵߙ − ௡ିଵߚ

√݀
 

    														= ఈ೙శభାఉ೙షభାఈ೙షభାఉ೙శభିఈ೙షభିఉ೙షభ

√ௗ
=  ௡ାଵݕ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.7. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = −4 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ,   ଵ) olmak üzereݕ

௡ݔ	  + ݀√௡ݕ = 2ቀ௫భା௬భ√ௗ
ଶ

ቁ
௡

                                                                         (3.2) 

olsun. O halde 

a) ݊ tek ise (ݔ௡, ଶݔ ikilileri	௡)ݕ − ଶݕ݀ = −4 denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümlerini verir. 
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b) ݊ çift ise (ݔ௡ , ଶݔ ikilileri	௡)ݕ − ଶݕ݀ = 4	 denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümlerini verir [15]. 

 
Teorem 3.7’ den aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 
Sonuç 3.8. ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı 	olsun. ݔଶ − ଶݕ݀ = −4 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ,  ଵ) ise denklemin tüm pozitif tamsayı çözümleriݕ

݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = 2ቆ
ଵݔ + ݀√ଵݕ

2 ቇ
ଶ௡ିଵ

 

formülü ile bulunur. 

 

Örnek 3.9. ݔଶ − ଶݕ12 = 4 denkleminin temel çözümünü ve tüm pozitif tamsayı 

çözümlerini bulalım. 

 
 ݀ ≡ ଶݔ olduğundan Teorem 3.2’ e göre (4	݀݋݉)	0 − ଶݕ3 = 1	 Pell denkleminin 

temel çözümünden yararlanmalıyız. ݔଶ − ଶݕ3 = 1	 Pell denkleminin temel 

çözümünün (2,1)	olduğu açıktır. O halde Teorem 3.2’ den ݔଶ − ଶݕ12 = 4 

denkleminin temel çözümü  4 + √12   dir ve Teorem 3.4’ den  ݔଶ − ଶݕ12 = 4 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

௡ݔ	  + ௡√12ݕ = 2 ቀସା√ଵଶ
ଶ

ቁ
௡

 

formülü ile elde edilir. 

 

Teorem 3.10.  ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı  olsun. Eğer ܽ ve ܾ	doğal 

sayıları  

 ܽ > ܾଶ − 2                                                                                    (3.3) 

eşitsizliğini sağlıyorsa ve ܽ + ଶݔ	 ,݀√ܾ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin bir çözümü ise 

ܽ + ܾ√݀, ଶݔ	 − ଶݕ݀ = 4 denklemin temel çözümüdür. 

 
İspat.	ܾ = 1	için ܽ + 1√݀’ nin		ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 denkleminin temel çözümü olduğu 

açıktır. 

ܾ > 1 için (3.3) eşitsizliği sağlansın. ݔଵ + ,݀√ଵݕ ଶݔ	 − ଶݕ݀ = 4 Pell denkleminin 

temel çözümü olmak üzere 1 ≤ ଵݕ < ܾ olsun. O zaman 
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ܽଶ − ܾ݀ଶ = ଵଶݔ − ଵଶݕ݀ = 4 

݀ =
ଵଶݔ − 4
ଵଶݕ

=
ܽଶ − 4
ܾଶ  

ve  

ଵଶܾଶݔ − ଵଶܽଶݕ = 4(ܾଶ − (ଵଶݕ > 0 

݉ = ܾଶ − ଵଶݕ = ൬
ଵܾݔ + ଵܽݕ

2 ൰ ൬
ଵܾݔ − ଵܽݕ

2 ൰ 

dır. Ayrıca ݔଵܾ − ଵܾݔ ve	ଵܽݕ +  ଵܽ tamsayılarının çift tamsayı olduğunu görmekݕ

kolaydır. Eğer 

݉ଵ =
௫భ௕ା௬భ 	௔

ଶ
		,  ݉ଶ =

௫భ௕ି௬భ 	௔
ଶ

 

olarak alınırsa 	݉ଵ ve ݉ଶ tamsayı olur.	 O halde elde edilen bilgiler ışığında  

ܽ =
݉ଵ −݉ଶ

ଵݕ
≤
݉ − 1
ଵݕ

=
ܾଶ − ଵଶݕ − 1

ଵݕ
≤ ܾଶ − ଵଶݕ − 1 ≤ ܾଶ − 2 

bulunur. Ama bu durum (3.3) eşitsizliği ile çelişir. Bu yüzden ܾ =  .ଵ olmalıdırݕ

Böylece istenilen elde edilir. 

 
Teorem 3.11. ݀ ≢ ଶݔ olmak üzere	(4	݀݋݉)	0 − ଶݕ݀ = −4	denklemi çözülebilirdir 

ଶݔ ⇔ − ଶݕ݀ = −1 denklemi çözülebilirdir [4]. 

 
Teorem 3.11’ den aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 

Sonuç 3.12. ݀	tamkare olmayan pozitif bir tek tamsayı olmak üzere                     

ଶݔ − ଶݕ݀ = −4	denklemi çözülebilirdir ⇔ ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 denklemi çözülebilirdir. 

 

Teorem 3.13. ݀	tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olmak üzere                         

ଶݔ − ଶݕ݀ = 4	denkleminin tek tamsayı çözümleri varsa  ݀ ≡  .dir (8݀݋݉)	5

 
İspat. ݔଶ − ଶݕ݀ = 4	denkleminin tek tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ	olmak üzere 

,௡ݔ) ௡ଶݔ ile gösterilsin. O halde		௡)ݕ ≡ ௡ଶݕ ≡  dir. Dolayısıyla (8	݀݋݉)	1

௡ଶݔ − ௡ଶݕ݀ = 4 ⇒ 1 − ݀ ≡  (8	݀݋݉)	4

																																		⇒ −݀ ≡ 3 ≡  (8	݀݋݉)	5−

                                                              ⇒ ݀ ≡  (8	݀݋݉)	5

olduğu görülür. 



 
 

 

 

 

BÖLÜM 4. BAZI PELL DENKLEMLERİNİN 

GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS DİZİLERİ 

YARDIMIYLA ÇÖZÜMÜ 

 
Bu bölümde, ݇ pozitif bir tamsayı ve ݀ ∈ {݇ଶ ± 4, ݇ଶ ± 1} olmak üzere                             

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin çözümü varsa tüm pozitif 

tamsayı çözümlerinin genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri ile ifade 

edilebileceği gösterilecektir. ݀ ∈ {݇ଶ ± 4, ݇ଶ ± 1} olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 Pell 

denklemlerinin temel çözümleri √݀’ nin sürekli kesir yaklaşımları yardımıyla 

bulunacaktır. Daha sonra bulunan temel çözüm kullanılarak ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 Pell 

denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümleri elde edilecektir.  

 
Buradan itibaren ݀ tamkare olmayan pozitif bir tamsayı olarak düşünülecektir. 

 
Tanım 4.1.	Fibonacci dizisi  

଴ܨ = 0, ଵܨ = 1	ve ݊ ≥ 2 olmak üzere ܨ௡ = ௡ିଵܨ	 +  ௡ିଶܨ

tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır ve  ܨ௡	sayısına  ݊. Fibonacci sayısı denir.  

 

Tanım 4.2. Lucas dizisi  

଴ܮ = 2, ଵܮ = 1	ve ݊ ≥ 2 olmak üzere ܮ௡ ௡ିଵܮ	= +  ௡ିଶܮ
tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır ve ܮ௡ sayısına da ݊. Lucas sayısı denir. 

 

Tanım 4.3. ݇ ve ݐ	tamsayı olmak üzere ݇ଶ + ݐ4 > 0 olsun. Genelleştirilmiş 

Fibonacci dizisi 

଴ܷ(݇, (ݐ = 0, ଵܷ(݇, (ݐ = 1 

ve ݊ ≥ 2 olmak üzere 

௡ܷ(݇, (ݐ = ݇ ௡ܷିଵ(݇, (ݐ + ݐ ௡ܷିଶ(݇,  (ݐ

tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır. Benzer biçimde  genelleştirilmiş Lucas dizisi  

଴ܸ(݇, (ݐ = 2	, ଵܸ(݇, (ݐ = ݇ 

ve ݊ ≥ 2 olmak üzere 

௡ܸ(݇, (ݐ = ݇ ௡ܸିଵ(݇, (ݐ + ݐ ௡ܸିଶ(݇,  (ݐ
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tekrarlama bağıntısı ile tanımlanır.  

 

݇ = ݐ = 1 için { ௡ܷ}  ve { ௡ܸ} dizileri sırasıyla Fibonacci ve Lucas dizilerini temsil 

eder. ݔଶ − ݔ݇ − ݐ = 0 karakteristik denkleminin kökleri 

ߙ = ௞ା√௞మାସ௧
ଶ

    ve  ߙത = ߚ = ௞ି√௞మାସ௧
ଶ

 

olmak üzere 

௡ܷ(݇, (ݐ =
ఈ೙ିఉ೙

ఈିఉ
   ve  ௡ܸ(݇, (ݐ = ௡ߙ +  ௡ߚ

dir. Bu formüllere Binet Formülleri denir. Ayrıca ݊ ≥ 1 için ߙ + ߚ = ݇  ve        

ߚߙ =  .dır		ݐ−

 

Özel olarak, eğer  ߙ = ௞ା√௞మାସ
ଶ

    ve  ߙത = ߚ = ௞ି√௞మାସ
ଶ

   ise 

 ௡ܷ(݇, 1) =
ఈ೙ିఉ೙

ఈିఉ
   ve 	 ௡ܸ(݇, 1) = ௡ߙ +  ௡                                               (4.1)ߚ

dir. Eğer ߙ = ௞ା√௞మିସ
ଶ

    ve  ߙത = ߚ = ௞ି√௞మିସ
ଶ

   ise 

 ௡ܷ(݇, −1) =
ఈ೙ିఉ೙

ఈିఉ
   ve  ௡ܸ(݇,−1) = ௡ߙ +  ௡                                         (4.2)ߚ

dir. Eğer ߙ = ଵା√ହ
ଶ

    ve  ߙത = ߚ = ଵି√ହ
ଶ

   ise 

௡ܨ  =
ఈ೙ିఉ೙

ఈିఉ
   ve 	ܮ௡ = ௡ߙ +  ௡                                                                  (4.3)ߚ

dir. 

 

Teorem 4.4.  ݇ tamsayı olmak üzere { ௡ܷ} ve { ௡ܸ} dizileri için 

a) ݇ çift ise  

௡ܷ(݇,±1)	tektir	⇔ ݊ tektir. 

௡ܷ(݇,±1)	çifttir ⇔ ݊	çifttir. 

                            Her ݊ ∈ ℕ için ௡ܸ(݇, ±1)	çifttir. 

b) ݇ tek ise 

2| ௡ܸ(݇, ±1)� 	⇔ 2| ௡ܷ(݇,±1)� ⇔ 3|݊� 
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dir. Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri hakkında detaylı bilgi için [13] ve 

[14] numaralı kaynaklara bakılabilir. 

 

Şimdi √݇ଶ + 4 ve √݇ଶ − 4  sayılarının sürekli kesir açılımlarını verelim. 

 
Teorem 4.5. 	݇ > 1 olsun. O zaman 

ඥ݇ଶ + 4 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ቈ݇,

݇
2 , 2݇
തതതതതതത

	቉ , 																													݇	çift	ise

ቈ݇,
݇ − 1
2 , 1,1,

݇ − 1
2 , 2݇	

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
቉ , 		݇	tek	ise

� 

dır. 

 
İspat. ݇ = olsun. ݇ଶ ݐ2 + 4 = ଶݐ4 + 4  olduğundan √4ݐଶ + 4 sayısının sürekli kesir 

açılımı bulunmalıdır. 

ݐ2 < ଶݐ4√ + 4 	< ݐ2 + 1   olduğundan  

ܽ଴ = ൳√4ݐଶ + 4൷ = ଵߙ ,ݐ2 =
ଵ

√ସ௧మାସିଶ௧
= √ସ௧మାସାଶ௧

ସ
 

bulunur.  ݐ < √ସ௧మାସାଶ௧
ସ

< ݐ + ଵ
ସ
  olduğundan 

ܽଵ = ൴√ସ௧
మାସାଶ௧
ସ

൸ = ଶߙ ,ݐ =
ଵ

ඥర೟మశరశమ೟
ర ି௧

= ଶݐ4√ + 4 +  ݐ2

olduğu görülür. 4ݐ < ଶݐ4√ + 4+ ݐ2 < ݐ4 + 1 olduğundan 

ܽଶ = ൳√4ݐଶ + 4 + ൷ݐ2 = ଶܽ ⇒	ݐ4 = ݐ4 = 2ܽ଴ 

olur. Teorem 1.2.19’ a göre √4ݐଶ + 4 = ,ݐ2] ,ݐ ݇ തതതതത] olduğu görülür. Böyleceݐ4 =  ݐ2

olduğundan √݇ଶ + 4 = ቂ݇, ௞
ଶ
, 2݇തതതതതതቃ		dir. 

 
Şimdi de  ݇ = ݐ2 + 1 alalım. ݇ଶ + 4 = ଶݐ4 + ݐ4 + 5 olduğundan √4ݐଶ + ݐ4 + 5 

sayısının sürekli kesir açılımı bulunmalıdır. 

ݐ2 + 1 < ଶݐ4√ + ݐ4 + 5 	< ݐ2 + 2   olduğundan  

ܽ଴ = ൳√4ݐଶ + ݐ4 + 5൷ = ݐ2 + ଵߙ , 1 =
ଵ

√ସ௧మାସ௧ାହି(ଶ௧ାଵ)
= √ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ାଵ

ସ
 

dır.  ݐ + ଵ
ଶ
< √ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ାଵ

ସ
< ݐ + ଷ

ସ
  olduğu kullanılırsa 

ܽଵ = ൴√ସ௧
మାସ௧ାହାଶ௧ାଵ

ସ
൸ = ଶߙ ,ݐ =

ଵ
ඥర೟మశర೟శఱశమ೟శభ

ర ି௧
= (√ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ିଵ)

ଶ௧ାଵ
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elde edilir.   2 − ଶ
ଶ௧ାଵ

< (√ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ିଵ)
ଶ௧ାଵ

< 2 − ଵ
ଶ௧ାଵ

  olduğundan 

ܽଶ = ቢ
൫√4ݐଶ + ݐ4 + 5 + ݐ2 − 1൯

ݐ2 + 1
ባ = 1, 

ଷߙ =
1

൫√4ݐଶ + ݐ4 + 5 + ݐ2 − 1൯
ݐ2 + 1 − 1

=
ଶݐ4√) + ݐ4 + 5 + 2)

ݐ2) + 1)  

dır. 1 + ଶ
ଶ௧ାଵ

< √ସ௧మାସ௧ାହାଶ
ଶ௧ାଵ

< 1 + ଷ
ଶ௧ାଵ

  olduğu kullanılırsa 

ܽଷ = ൴√ସ௧
మାସ௧ାହାଶ
ଶ௧ାଵ

൸ = ସߙ  ,1 =
ଵ

ඥర೟మశర೟శఱశమ
మ೟శభ ିଵ

= (√ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ିଵ)
ସ

 

olduğu görülür. ݐ < (√ସ௧మାସ௧ାହାଶ௧ିଵ)
ସ

< ݐ + ଵ
ସ
  olduğundan 

ܽସ = ൴൫√ସ௧
మାସ௧ାହାଶ௧ିଵ൯

ସ
൸ = ହߙ ,ݐ =

ଵ
ቀඥర೟మశర೟శఱశమ೟షభቁ

ర ି௧
= ଶݐ4√ + ݐ4 + 5 + ݐ2 + 1 

dır. Buradan da 

ܽହ = ቘඥ4ݐଶ + ݐ4 + 5 + ݐ2 + 1቙ = ݐ2)2 + 1) = 2ܽ଴ 

elde edilir. Teorem 1.2.19’ a göre √4ݐଶ + ݐ4 + 5 = ݐ2ൣ + 1, ,ݐ 1,1, ,ݐ ݐ2)2 + 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ 

bulunur. Böylece ݇ = ݐ2 + 1 olduğundan  √݇ଶ + 4 = ቂ݇, ௞ିଵ
ଶ
, 1,1, ௞ିଵ

ଶ
, 2݇തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቃ		olduğu 

görülür. 

 
Teorem 4.6. ݇ > 3 için  

ඥ݇ଶ − 4 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ቈ݇ − 1, 1,

݇ − 4
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
	቉ , 						݇	çift	ise

ቈ݇ − 1, 1,
݇ − 3
2 , 2,

݇ − 3
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
	቉ , ݇	tek	ise

� 

dir.  

 
İspat. ݇ = olsun. ݇ଶ ݐ2 − 4 = ଶݐ4 − 4  olduğundan √4ݐଶ − 4 sayısının sürekli kesir 

açılımı bulunmalıdır.  2ݐ − 1 < ଶݐ4√ − 4 	<  olduğundan dolayı  ݐ2

ܽ଴ = ൳√4ݐଶ − 4൷ = ݐ2 − ଵߙ , 1 =
ଵ

√ସ௧మିସି(ଶ௧ିଵ)
= √ସ௧మିସା(ଶ௧ିଵ)

ସ௧ିହ
 

dır.  1 + ଷ
ସ௧ିହ

< √ସ௧మିସାଶ௧ିଵ
ସ௧ିହ

< 1+ ସ
ସ௧ିହ

  olduğu kullanılırsa 

ܽଵ = ൴√ସ௧
మିସାଶ௧ିଵ
ସ௧ିହ

൸ = ଶߙ ,1 =
ଵ

ඥర೟మషరశమ೟షభ
ర೟షఱ ିଵ

= ൫√ସ௧మିସାଶ௧ିସ൯
ସ
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bulunur. ݐ − 2 + ଷ
ସ
< √ସ௧మିସାଶ௧ିସ

ସ
< ݐ − 1 olduğundan 

ܽଶ = ൴√ସ௧
మିସାଶ௧ିସ

ସ
൸ = ݐ − ଷߙ ,2 =

ଵ
ඥర೟మషరశమ೟షర

ర ି(௧ିଶ)
= ൫√ସ௧మିସାଶ௧ିସ൯

ସ௧ିହ
 

dır. 1 < √ସ௧మିସାଶ௧ିସ
ସ௧ିହ

< 1 + ଵ
ସ௧ିହ

  olduğu kullanılırsa 

ܽଷ = ൴√ସ௧
మିସାଶ௧ିସ
ସ௧ିହ

൸ = ସߙ ,1 =
ଵ

ඥర೟మషరశమ೟షర
ర೟షఱ ିଵ

= ൫√4ݐଶ − 4 + ݐ2 − 1൯ 

elde edilir. Buradan 

ܽସ = ቘඥ4ݐଶ − 4 + ݐ2 − 1቙ = ݐ2)2 − 1) 	= 2ܽ଴ 

olduğu görülür. Teorem 1.2.19’ a göre   √4ݐଶ − 4 = ݐ2ൣ − 1, 1, ݐ − ݐ2)2,1,2 − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ 

elde edilir. Dolayısıyla ݇ =        olduğundan ݐ2

√݇ଶ − 4 = ቂ݇ − 1, 1, ௞ିସ
ଶ
, 1,2(݇ − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതቃ		dir. 

Şimdi de ݇ = ݐ2 − 1 olsun. ݇ଶ − 4 = ଶݐ4 − ݐ4 − 3  olduğundan √4ݐଶ − ݐ4 − 3 

sayısının sürekli kesir açılımı bulunmalıdır. 2ݐ − 2 < ଶݐ4√ − ݐ4 − 3 	< ݐ2 − 1   

olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√4ݐଶ − ݐ4 − 3൷ = ݐ2 − ଵߙ , 2 =
ଵ

√ସ௧మିସ௧ିଷି(ଶ௧ିଶ)
= √ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିଶ

ସ௧ି଻
 

dır. 1 + ହ
ସ௧ି଻

< √ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିଶ
ସ௧ି଻

< 1 + ସ
ସ௧ି଻

  olduğu kullanılırsa 

ܽଵ = ൴√ସ௧
మିସ௧ିଷାଶ௧ିଶ

ସ௧ି଻
൸ = ଶߙ ,1 =

ଵ
ඥర೟మషర೟షయశమ೟షమ

ర೟షళ ିଵ
= (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିହ)

ସ
 

elde edilir.  ݐ − 2 + ଵ
ସ
< (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିହ)

ସ
< ݐ − 2 + ଶ

ସ
  olduğundan  

ܽଶ = ൴൫√ସ௧
మିସ௧ିଷାଶ௧ିହ൯

ସ
൸ = ݐ − ଷߙ , 2 =

ଵ
ቀඥర೟మషర೟షయశమ೟షఱቁ

ర ି(௧ିଶ)
= (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିଷ)

(ଶ௧ିଷ)
 

dır. Ayrıca 2 + ଵ
ଶ௧ିଷ

< √ସ௧మିସ௧ିହାଶ௧ିଷ
ଶ௧ିଷ

< 2 + ଶ
ଶ௧ିଷ

  olduğundan 

ܽଷ = ൴√ସ௧
మିସ௧ିଷାଶ௧ିଷ

ଶ௧ିଷ
൸ = ସߙ , 2 =

ଵ
ඥర೟మషర೟షయశమ೟షయ

మ೟షయ ିଶ
 = (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିଷ)

ସ
 

olur.  ݐ − 2 + ଷ
ସ
< (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିଷ)

ସ
< ݐ − 1 olduğu kullanılırsa 

ܽସ = ቢ
൫√4ݐଶ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 3൯

4
ባ = ݐ − 2, 
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ହߙ =
1

൫√4ݐଶ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 3൯
4 − ݐ) − 2)

=
൫√4ݐଶ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 5൯

ݐ4 − 7  

olduğu görülür. Diğer yandan 1 + ଵ
ସ௧ି଻

< (√ସ௧మିସ௧ିଷାଶ௧ିହ)
ସ௧ି଻

< 1+ ଶ
ସ௧ି଻

  olduğundan 

ܽହ = ൴൫√ସ௧
మିସ௧ିଷାଶ௧ିହ൯

ସ௧ି଻
൸ = ଺ߙ ,1 =

ଵ
ቀඥర೟మషర೟షయశమ೟షఱቁ

ర೟షళ ିଵ
= ଶݐ4√ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 2 

dır. 2(2ݐ − 2) < ଶݐ4√ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 2 < ݐ4 − 3 olduğundan  

ܽ଺ = ቘඥ4ݐଶ − ݐ4 − 3 + ݐ2 − 2቙ = ݐ2)2 − 2) = 2ܽ଴ 

olur. Teorem 1.2.19’ a göre √4ݐଶ − ݐ4 − 3 = ݐ2ൣ − 2, 1, ݐ − 2,2, ݐ − ݐ2)2,1,2 − 2)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത	൧ 

bulunur. O halde  ݇ = ݐ2 − 1 olduğunda  

ඥ݇ଶ − 4 = ቈ݇ − 1, 1,
݇ − 3
2 , 2,

݇ − 3
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
	቉ 

dir.   

 

Şimdi ݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 için ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 Pell denklemlerinin temel 

çözümünü bulacağız. ݇ tek iken	√݇ଶ + 4 sayısının periyodu 5 olduğundan          

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel çözümü Sonuç 2.2.10’ a göre             

,ଵݔ) (ଵݕ = ,ଽ݌)  ଽ) dir. Bu yaklaşımı hesaplamak oldukça zaman alacağındanݍ

alternatif olarak Teorem 2.3.5 kullanılarak ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin temel 

çözümünü ݔଶ − ଶݕ݀ = −1	Pell denkleminin temel çözümü yardımıyla bulacağız.  

   
Sonuç 4.7.	݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin temel çözümü, ݇ tek ise   

ଵݔ + ଵ√݀ = ௞ݕ
యାଷ௞
ଶ

+ ௞మାଵ
ଶ √݀ 

dir ve ݇	çift ise ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 
İspat. ݇	çift olsun. ݀ = √݇ଶ + 4 sayısının periyodu Teorem 4.5’ e göre çifttir. Bu 

yüzden Teorem 2.3.4’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = −1  Pell denkleminin tamsayı çözümü 

yoktur. Şimdi de ݇ tek olsun. O halde √݇ଶ + 4 sayısının periyodu 5 dir. Dolayısıyla 

Teorem 2.3.4’ e göre (ݔଵ, (ଵݕ = ,ସ݌)   .ସ) dirݍ
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ସ݌
ସݍ
= ݇ +

1

(݇ − 1)/2			 + 1
1 + 1

1 + 1
(݇ − 1)/2			

=
݇ଷ + 3݇

2
݇ଶ + 1
2

 

olduğundan ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.8. ݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin 

temel çözümü 

ଵݔ + ݀√ଵݕ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

		
ቆ
݇ଷ + 3݇

2 +
݇ଶ + 1
2 √݀ቇ

ଶ

,				݇	tek	ise	

݇ଶ + 2
2 +

݇
2 √݀,				݇	çift	ise

	� 

dir. 

 
İspat. ݇ tek ise Teorem 4.5 ve Teorem 2.3.5’ den ve	݇ çift ise Teorem 4.5 ve       

Sonuç 2.2.10’ dan istenilen elde edilir. 

 
Teorem 4.6 ve Sonuç 2.2.10’ dan aşağıdaki sonuç kolaylıkla elde edilebilir.  

 
Sonuç 4.9.		݀ = ݇ଶ − 4 ve ݇ > 3 olsun. O zaman  ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin 

temel çözümü  

ଵݔ + ݀√ଵݕ =

⎩
⎨

⎧
		

݇ଷ − 3݇
2 +

݇ଶ − 1
2 √݀,				݇	tek	ise	

݇ଶ − 2
2 +

݇
2 √݀	,															݇	çift	ise

	� 

dir. 

 

Sonuç 4.10. ݀ = ݇ଶ − 4 ve ݇ > 3 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 
İspat.  ݀ = √݇ଶ − 4 sayısının periyodu Teorem 4.6’ a göre her zaman çifttir. Bu 

yüzden Teorem 2.3.4’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = −1  Pell denkleminin tamsayı çözümü 

yoktur. 

 



68 
 

 

Teorem 4.11. ݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. Bu taktirde  ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere                                                                   

,ݔ)																							  (ݕ = ቐ		
	ቀ௏ల೙(௞,ଵ)

ଶ
, ௎ల೙(௞,ଵ)

ଶ
ቁ , ݇	tek	ise	

ቀ௏మ೙(௞,ଵ)
ଶ

, ௎మ೙(௞,ଵ)
ଶ

ቁ ,			݇	çift	ise
	� 

ile verilir. 

 
İspat. ݇ çift olsun. O zaman Teorem 2.2.12 ve Sonuç 4.8’ den ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ቆ
݇ଶ + 2
2 +

݇
2 √݀ቇ

௡

 

ile verilir. ߙଵ =
௞మାଶ
ଶ

+ ௞
ଶ√݀  ve  ߙଵതതത = ଵߚ = ௞

మାଶ
ଶ

− ௞
ଶ√݀  olsun. O zaman  

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ  ଵ௡    veߙ − ݀√௡ݕ =  ଵ௡ߚ

dir. Dolayısıyla    

௡ݔ =
ఈభ೙ାఉభ೙

ଶ
  ve ݕ௡ =

ఈభ೙ିఉభ೙

ଶ√ௗ
 

olur.  ߙ = ௞ା√௞మାସ
ଶ

  ve ߚ = ௞ି√௞మାସ
ଶ

   olduğundan 

ଶߙ = ൬௞ା√௞
మାସ

ଶ
	൰
ଶ
= ௞మାଶ

ଶ
+ ௞

ଶ
√݇ଶ + 4 = ଵߚ ଵ veߙ =  ଶߚ

dir. Dolayısıyla  (4.1)’ den  

௡ݔ =
ଶ௡ߙ + ଶ௡ߚ

2 = ଶܸ௡(݇, 1)
2  

  ve 

௡ݕ =
ଶ௡ߙ − ଶ௡ߚ

ߙ)2 − (ߚ = ଶܷ௡(݇, 1)
2  

bulunur. Şimdi de ݇ tek olsun. O zaman Teorem 2.2.12 ve Sonuç 4.8’ den             

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ൭ቆ
݇ଷ + 3݇

2 +
݇ଶ + 1
2 √݀ቇ

ଶ

൱
௡

 

ile verilir. 

ଵߙ = ቀ௞
యାଷ௞
ଶ

+ ௞మାଵ
ଶ √݀ቁ

ଶ
 ve  ߙଵതതത = ଵߚ = ቀ௞

యାଷ௞
ଶ

− ௞మାଵ
ଶ √݀ቁ

ଶ
 

alınsın. O zaman 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ   ଵ௡    veߙ − ݀√௡ݕ =  ଵ௡ߚ
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dir. Dolayısıyla 

௡ݔ =
ఈభ೙ାఉభ೙

ଶ
  ve  ݕ௡ =

ఈభ೙ିఉభ೙

ଶ√ௗ
 

olur. ߙ = ௞ା√௞మାସ
ଶ

  ve ߚ = ௞ି√௞మାସ
ଶ

   olduğundan  

଺ߙ = ቆ
݇ + √݇ଶ + 4

2 	ቇ
଺

=
݇଺ + 6݇ସ + 9݇ଶ + 2

2 +
݇ହ + 4݇ଷ + 3݇

2 √݀ =  ଵߙ

ve 

଺ߚ =
݇଺ + 6݇ସ + 9݇ଶ + 2

2 −
݇ହ + 4݇ଷ + 3݇

2 √݀ =  ଵߚ

dir. Dolayısıyla (4.1)’ den 

௡ݔ =
ఈల೙ାఉల೙

ଶ
= ௏ల೙(௞,ଵ)

ଶ
    ve  ݕ௡ =

ఈల೙ିఉల೙

ଶ(ఈିఉ)
= ௎ల೙(௞,ଵ)

ଶ
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.12. ݀ = ݇ଶ + 4, ݇ tek ve ݇ > 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൬ ଺ܸ௡ିଷ(݇, −1)
2 , ଺ܷ௡ିଷ(݇, −1)

2 ൰ 

ile verilir. 

 
İspat. ݇ tek olsun. Sonuç 4.7 ve Sonuç 2.3.7’ den ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell denkleminin 

tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ቆ
݇ଷ + 3݇

2 +
݇ଶ + 1
2 √݀ቇ

ଶ௡ିଵ

 

ile verilir. ߙଵ = ௞
యାଷ௞
ଶ

+ ௞మାଵ
ଶ √݀  ve  ߙଵതതത = ଵߚ = ௞

యାଷ௞
ଶ

− ௞మାଵ
ଶ √݀  olsun. O halde 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ	  ଵଶ௡ିଵ    veߙ − ݀√௡ݕ =  ଵଶ௡ିଵߚ

dir. Dolayısıyla  ݔ௡ =
ఈభమ೙షభାఉభమ೙షభ

ଶ
  ve ݕ௡ =

ఈభమ೙షభିఉభమ೙షభ

ଶ√ௗ
  olur.  

ߙ = ௞ା√௞మାସ
ଶ

   ve ߚ = ௞ି√௞మାସ
ଶ

 

olsun. O zaman 

ଷߙ = ൬௞ା√௞
మାସ

ଶ
	൰
ଷ
= ௞యାଷ௞

ଶ
+ ௞మାଵ

ଶ √݀ = ଵߚ ଵ veߙ =  ଷߚ

olur. O halde (4.1)’ den 

௡ݔ =
ఈల೙షయାఉల೙షయ

ଶ
= ௏ల೙షయ(௞,ିଵ)

ଶ
    ve  ݕ௡ =

ఈల೙షయିఉల೙షయ

ଶ(ఈିఉ)
= ௎ల೙షయ(௞,ିଵ)

ଶ
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.13. ݀ = ݇ଶ − 4 ve ݇ > 3 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൞		
൬ ଷܸ௡(݇, 1)

2 , ଷܷ௡(݇, 1)
2 ൰ , ݇	tek	ise	

൬ ଶܸ௡(݇, 1)
2 , ଶܷ௡(݇, 1)

2 ൰ ,					݇	çift	ise
	� 

ile verilir. 

 
İspat. ݇ çift olsun. Teorem 2.2.12 ve Sonuç 4.9’ a göre ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ቆ
݇ଶ − 2
2 +

݇
2 √݀ቇ

௡

 

ile verilir. ߙଵ =
௞మିଶ
ଶ

+ ௞
ଶ√݀  ve   ߙଵതതത = ଵߚ = ௞

మିଶ
ଶ

− ௞
ଶ√݀  olsun. O zaman  

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ  ଵ௡    veߙ − ݀√௡ݕ =  ଵ௡ߚ

dir. Dolayısıyla    

௡ݔ =
ఈభ೙ାఉభ೙

ଶ
  ve 	ݕ௡ =

ఈభ೙ିఉభ೙

ଶ√ௗ
 

olur. ߙ = ௞ା√௞మିସ
ଶ

  ve 	ߚ = ௞ି√௞మିସ
ଶ

		olsun. Bu durumda  

ଶߙ = ൬௞ା√௞
మିସ

ଶ
൰
ଶ
= ௞మିଶ

ଶ
+ ௞

ଶ
√݇ଶ − 4 = ଵߚ ଵ veߙ =  ଶߚ

elde edilir. Dolayısıyla (4.2)’ den 

௡ݔ =
ఈమ೙ାఉమ೙

ଶ
= ௏మ೙(௞,ଵ)

ଶ
    ve  ݕ௡ =

ఈమ೙ିఉమ೙

ଶ(ఈିఉ)
= ௎మ೙(௞,ଵ)

ଶ
 

olduğu görülür. Şimdi de ݇ tek olsun. O halde Sonuç 4.9 ve Teorem 2.2.12’ e göre  

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ቆ
݇ଷ − 3݇

2 +
݇ଶ − 1
2 √݀ቇ

௡

 

ile verilir. ߙଵ =
௞యିଷ௞

ଶ
+ ௞మିଵ

ଶ √݀  ve  ߙଵതതത = ଵߚ = ௞
యିଷ௞
ଶ

− ௞మିଵ
ଶ √݀  olsun. O zaman 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ  ଵ௡  veߙ − ݀√௡ݕ =  ଵ௡ߚ

dir. Dolayısıyla ݔ௡ =
ఈభ೙ାఉభ೙

ଶ
  ve 	ݕ௡ =

ఈభ೙ିఉభ೙

ଶ√ௗ
  olur. 

ߙ = ௞ା√௞మିସ
ଶ

  ve ߚ = ௞ି√௞మିସ
ଶ
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olduğundan  

ଷߙ = ൬௞ା√௞
మିସ

ଶ
	൰
ଷ
= ௞యିଷ௞

ଶ
+ ௞మିଵ

ଶ √݀ = ଵߚ ଵ veߙ =  ଷߚ

olur. Dolayısıyla (4.2)’ den 

௡ݔ =
ఈయ೙ାఉయ೙

ଶ
= ௏య೙(௞,ଵ)

ଶ
    ve ݕ௡ =

ఈయ೙ିఉయ೙

ଶ(ఈିఉ)
= ௎య೙(௞,ଵ)

ଶ
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 4.14.	݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = 4	 Pell denkleminin 

temel çözümü (݇ଶ + 2, ݇) dır. 

 
İspat. (݇ଶ + 2)ଶ − (݇ଶ + 4)݇ଶ = 4 olduğundan (݇ଶ + 2, ଶݔ ,(݇ − ଶݕ݀ = 4	 Pell 

denkleminin bir çözümüdür. Teorem 3.10’ a göre  ܽ = ݇ଶ + 2	ve ܾ = ݇  için 

ܽ = ݇ଶ + 2 > 	݇ଶ − 2 = ܾଶ − 2 

olduğundan dolayı (݇ଶ + 2, ݇), ଶݔ − (݇ଶ + ଶݕ(4 = 4	denklemin temel çözümüdür. 

 

Sonuç 4.15.	݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = −4	 Pell denkleminin 

temel çözümü (݇, 1) dır. 

 
İspat. ݇ଶ − (݇ଶ + 4)	1ଶ = −4	olduğundan (݇, 1), ଶݔ − ଶݕ݀ = −4		denklemin bir 

çözümüdür. Ayrıca 1 en küçük pozitif tamsayı olduğundan temel çözüm tanımına 

göre (݇, ଶݔ ,(1 − (݇ଶ + ଶݕ	(4 = −4 denkleminin temel çözümüdür.  

 

Sonuç 4.16.	݇ > 3 ve ݀ = ݇ଶ − 4 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = 4	 Pell 

denkleminin temel çözümü (݇, 1) dır. 

 
İspat.	(݇, ଶݔ ,(1 − (݇ଶ − ଶݕ	(4 = 4	denklemini sağladığından denklemin bir 

çözümüdür. Ayrıca 1 en küçük pozitif tamsayı olduğundan temel çözüm tanımına 

göre (݇, ଶݔ ,(1 − (݇ଶ − ଶݕ	(4 = 4 denkleminin temel çözümüdür. 

 

Teorem 4.17. ݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. O zaman 	ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 	Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൫ ଶܸ௡	(݇, 1), ଶܷ௡	(݇, 1)൯ 

ile verilir. 
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İspat. Sonuç 4.14 ve Teorem 3.4’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = 4	 Pell denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ =
((݇ଶ + 2) + ݇√݀)௡

2௡ିଵ = 2ቆ
((݇ଶ + 2) + ݇√݀)

2 ቇ
௡

 

ile verilir. ߙଵ = (௞
మାଶ)ା௞√ௗ

ଶ
  ve   ߙଵതതത = ଵߚ =

(௞మାଶ)ି௞√ௗ
ଶ

   olsun. O halde 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ   ଵ௡    veߙ2 − ݀√௡ݕ =  ଵ௡ߚ2

dir. Dolayısıyla  ݔ௡ = ଵ௡ߙ + ௡ݕ	 ଵ௡  veߚ =
ఈభ೙ିఉభ೙

√ௗ
  olur. Ayrıca 

ߙ = ௞ା√௞మାସ
ଶ

	  ve  ߚ = ௞ି√௞మାସ
ଶ

 

olmak üzere 

ଶߙ = ൬௞ା√௞
మାସ

ଶ
	൰
ଶ
= (௞మାଶ)ା௞√௞మାସ

ଶ
= ଵߚ ଵ veߙ =  ଶߚ

dir. Dolayısıyla (4.1)’ den 

௡ݔ = ଶ௡ߙ + ଶ௡ߚ = ଶܸ௡(݇, 1)    ve 		ݕ௡ =
ఈమ೙ିఉమ೙

ఈିఉ
= ଶܷ௡(݇, 1) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.18. ݀ = ݇ଶ + 4 ve ݇ > 1 olsun. O zaman 	ݔଶ − ଶݕ݀ = −4		Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ( ଶܸ௡ିଵ	(݇, −1), ଶܷ௡ିଵ	(݇,−1)) 

ile verilir. 

 
İspat. Sonuç 4.15 ve Sonuç 3.8’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = −4	Pell denkleminin tüm pozitif  

tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ =
(݇ + √݀)ଶ௡ିଵ

4௡ିଵ 	= 2 ቆ
݇ + √݀
2 ቇ

ଶ௡ିଵ

 

ile verilir. ߙ = ௞ା√ௗ
ଶ

     ve   ߙത = ߚ = ௞ି√ௗ
ଶ

  olsun. O halde 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ  ଶ௡ିଵ  veߙ2 − ݀√௡ݕ =  ଶ௡ିଵߚ2

dir. Dolayısıyla   ݔ௡ = ଶ௡ିଵߙ + ௡ݕ  ଶ௡ିଵ  veߚ =
ఈమ೙షభିఉమ೙షభ

√ௗ
   olur. Böylece (4.1)’ 

den 

௡ݔ = ଶܸ௡ିଵ(݇,−1) ve ݕ௡ = ଶܷ௡ିଵ(݇, −) 

elde edilir. 
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Teorem 4.19. ݀ = ݇ଶ − 4 ve ݇ > 3 olsun. O zaman 	ݔଶ − ଶݕ݀ = 4		Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ( ௡ܸ	(݇, 1), ௡ܷ	(݇, 1)) 

ile verilir. 

 
İspat. Sonuç 4.16 ve Teorem 3.4’ e göre ݔଶ − ଶݕ݀ = 4	Pell denkleminin tüm pozitif 

tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ݀√௡ݕ =
(݇ + √݀)௡

2௡ିଵ = 2ቆ
݇ + √݀
2 ቇ

௡

 

ile verilir. ߙ = ௞ା√ௗ
ଶ

     ve   ߙത = ߚ = ௞ି√ௗ
ଶ

  olsun. O halde 

௡ݔ + ݀√௡ݕ = ௡ݔ  ௡    veߙ2 − ݀√௡ݕ =  ௡ߚ2

dir. Dolayısıyla (4.2)’ den 

௡ݔ = ௡ߙ + ௡ߚ = ௡ܸ(݇, 1)  ve ݕ௡ =
ఈ೙ିఉ೙

√ௗ
= ௡ܷ(݇, 1) 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 
Şimdi de ݀ = ݇ଶ ± 1 için ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin 

tüm pozitif tamsayı çözümlerini temel çözümlerinden yararlanarak bulalım. 

 
Teorem 4.20. ݇ ≥ 1 ise √݇ଶ + 1 = ൣ݇, 2݇തതതത൧ dir. 

 
İspat. ݇ଶ < (݇ଶ + 1) < (݇ + 1)ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√݇ଶ + 1൷ = ଵߙ , ݇ =
ଵ

√௞మାଵି௞
= √݇ଶ + 1 + ݇ 

dır. 2݇ < √݇ଶ + 1+ ݇ < 2݇ + 1 olduğundan 

ܽଵ = ቘඥ݇ଶ + 1 + ݇቙ = 2݇ = 2ܽ଴ 

dır. O halde Teorem 1.2.19’ a göre √݇ଶ + 1 = ൣ݇, 2݇തതതത൧ bulunur. 

 
Teorem 4.21. ݇ > 1 ise 	√݇ଶ − 1 = ൣ݇ − 1, 1,2(݇ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧	dir. 

 
İspat. (݇ − 1)ଶ < (݇ଶ − 1) < ݇ଶ   olduğundan dolayı 

ܽ଴ = ൳√݇ଶ − 1൷ = ݇ − ଵߙ , 1 =
ଵ

√௞మିଵି(௞ିଵ)
= √௞మିଵା(௞ିଵ)

ଶ(௞ିଵ)
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dır.  1 < √௞మିଵା(௞ିଵ)
ଶ(௞ିଵ)

< 2 olduğundan 

ܽଵ = ൴√௞
మିଵା(௞ିଵ)
ଶ(௞ିଵ)

൸ = ଶߙ , 1 =
ଵ

ඥೖమషభశ(ೖషభ)
మ(ೖషభ) ିଵ

= √݇ଶ − 1 + (݇ − 1) 

dır. 2(݇ − 1) < √݇ଶ − 1 + (݇ − 1) < 2݇ − 1 olduğundan 

ܽଶ = ቘඥ݇ଶ − 1 + (݇ − 1)቙ = 2(݇ − 1) = 2ܽ଴ 

olur. O halde Teorem 1.2.19’ a göre 	√݇ଶ − 1 = ൣ݇ − 1, 1,2(݇ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧ elde edilir. 

 
Sonuç 4.22. ݇ ≥ 1	ve	݀ = ݇ଶ + 1	 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell denkleminin 

temel çözümü 

ଵݔ + ݀√ଵݕ = 2݇ଶ + 1 + 	2݇√݀ 

 dır. 

 
İspat. Teorem 4.20 ve Sonuç 2.2.10’ e göre ݔଶ − (	݇ଶ + ଶݕ(	1 = 1	 Pell 

denkleminin temel çözümü (݌ଵ,  .ଵ) dirݍ

ଵ݌
ଵݍ
= ݇ +

1
2݇ =

2݇ଶ + 1
2݇  

olduğundan denklemin temel çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (2݇ଶ + 1, 2݇) olur. 

Teorem 4.20 ve Teorem 2.3.4 kullanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 4.23.	݇ ≥ 1	ve		݀ = ݇ଶ + 1	 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = −1					Pell 

denkleminin temel çözümü 

ଵݔ + ݀√ଵݕ = ݇ + √݀ 

 dır. 

Teorem 4.21 ve Sonuç 2.2.10 kullanılarak aşağıdaki sonuç verilebilir. 

 
Sonuç 4.24. ݇ > 1		ve	݀ = ݇ଶ − 1	 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = 1	Pell 

denkleminin temel çözümü (ݔଵ, (ଵݕ = (݇, 1) dır. 

 
Teorem 4.25. ݇ ≥ 1	, ݇ ≠ 2	ve ݀ = ݇ଶ + 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 
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,ݔ) (ݕ = ൬௏మ೙(ଶ௞,ଵ)
ଶ

, ଶܷ௡(2݇, 1)൰ 

ile verilir.  

İspat. Teorem 2.2.12 ve Teorem 4.20’ e göre		݀ = ݇ଶ + 1  olmak üzere                 

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ቀ2݇ଶ + 1 + 2݇ඥ݇ଶ + 1ቁ
௡
 

                                                = ൫2݇ଶ + 1 + ݇ඥ(2݇)ଶ + 4൯	௡ 

biçimindedir. ߙଵ = 2݇ଶ + 1 + ݇ඥ(2݇)ଶ + 4  ve ߚଵ	 = 2݇ଶ + 1 − ݇ඥ(2݇)ଶ + 4 

olsun. O halde 	ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

  ve  ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

   ise  

ଶߙ = ൬ଶ௞ାඥ(ଶ௞)
మାସ

ଶ
	൰
ଶ
= 2݇ଶ + 1+ ݇ඥ(2݇)ଶ + 4 = ଶߚ  ଵ veߙ =  	ଵߚ

dır. Ayrıca 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ +
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 = ଵ௡ߙ =  ଶ௡ߙ

ve 

௡ݔ − ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ −
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 = ଵ௡ߚ =  ଶ௡ߚ

yazılabilir. Dolayısıyla (4.1)’ den 

௡ݔ =
ఈమ೙ାఉమ೙

ଶ
= ௏మ೙(ଶ௞,ଵ)

ଶ
   ve   ݕ௡ =

ఈమ೙ିఉమ೙

ඥ(ଶ௞)మାସ
= ଶܷ௡(2݇, 1) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 
Teorem 4.26.	݇ ≥ 1, ݇ ≠ 2 ve ݀ = ݇ଶ + 1  olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൬௏మ೙షభ(ଶ௞,ିଵ)
ଶ

, ଶܷ௡ିଵ(2݇, −1)൰ 

biçimindedir. 

  
İspat. Sonuç 4.23 ve Sonuç 2.3.7’ e göre ݀ = ݇ଶ + 1  için ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ቀ݇ + ඥ݇ଶ + 1ቁ
ଶ௡ିଵ

 

    																																																																				= ൬ଶ௞ାଶ√௞
మାଵ

ଶ
൰
ଶ௡ିଵ

= ൬ଶ௞ାඥ(ଶ௞)
మାସ

ଶ
൰
ଶ௡ିଵ

					 

ile verilir.	ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

  ve  ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

   olsun. O zaman 
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௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ +
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 =  ଶ௡ିଵߙ

ve 

௡ݔ − ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ −
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 =  ଶ௡ିଵߚ

olur. Dolayısıyla (4.1)’ den  

௡ݔ =
ఈమ೙షభାఉమ೙షభ

ଶ
= ௏మ೙షభ(ଶ௞,ିଵ)

ଶ
   ve   ݕ௡ =

ఈమ೙షభିఉమ೙షభ

ඥ(ଶ௞)మାସ
= ଶܷ௡ିଵ(2݇,−1) 

yazılabilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.27.	݇ > 1 ve ݀ = ݇ଶ − 1  olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൬௏೙(ଶ௞,ଵ)
ଶ

, ௡ܷ(2݇, 1)൰ 

ile verilir. 

 
İspat. Sonuç 4.24 ve Teorem 2.2.12’ e göre 	݀ = ݇ଶ − 1  ise ݔଶ − ଶݕ݀ = 1 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ − 1 = ቀ݇ + ඥ݇ଶ − 1ቁ
௡
= ൭

2݇ + ඥ(2݇)ଶ − 4
2

൱
௡

 

ile verilir. ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మିସ
ଶ

	 ve ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మିସ
ଶ

	  olsun. O zaman 

௡ݔ +
௬೙
ଶ
ඥ(2݇)ଶ − 4 = ௡ݔ ௡ veߙ −

௬೙
ଶ
ඥ(2݇)ଶ − 4 =  ௡ߚ

olur.	Dolayısıyla (4.2)’ den   

௡ݔ =
ఈ೙ାఉ೙

ଶ
= ௏೙(ଶ௞,ଵ)

ଶ
   ve   ݕ௡ =

ఈ೙ିఉ೙

ඥ(ଶ௞)మିସ
= ௡ܷ(2݇, 1) 

 olduğu görülür. 

 

Teorem 4.28.	݇ > 1 ve ݀ = ݇ଶ − 1 olsun. O zaman  ݔଶ − ଶݕ݀ = −1 Pell 

denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 
İspat. Teorem 4.21’ e göre √݇ଶ − 1 sayısının sürekli kesir açılımının periyodu 

çifttir. Bu yüzden  Teorem 2.3.4’ e göre denklemin tamsayı çözümü yoktur. 

 

Teorem 4.29.	݀ = ݇ଶ − 4 ve ݇ > 3 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = −4	 Pell 

denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 
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İspat. ݇ tek olsun. O halde ݇ଶ − 4 tektir ve böylece Teorem 3.11 ve Sonuç 4.10’ dan 

ispat tamamlanır. Şimdi ݇ çift olsun. Eğer (ܽ, ܾ),                                                   

ଶݔ − (݇ଶ − ଶݕ(4 = −4	denkleminin bir çözümü ise ܽ çifttir. Buradan 

ቀ
ܽ
2ቁ

ଶ
− ቆ൬

݇
2൰

ଶ

− 1ቇܾଶ = −1 

elde edilir. Bu ise Teorem 4.28’ e göre imkansızdır. Böylece ispat tamamlanır. 

 
Teorem 4.30.	݇ > 1 ve ݀ = ݇ଶ − 1  olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 Pell denkleminin 

tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൫ ௡ܸ(2݇, 1), 2	 ௡ܷ(2݇, 1)൯ 

biçimindedir. 

 
İspat. (2݇, 2) ikilisi ݔଶ − (݇ଶ − ଶݕ(1 = 4 Pell denklemini  sağlar. Aynı zamanda 

ݕ = 1	olmak üzere ݔଶ − (݇ଶ − ଶݕ(1 = 4 Pell denklemini sağlayan ݔ tamsayısı 

yoktur. Bu yüzden denklemin temel çözümü (2݇, 2) dir. O halde Teorem 3.4’ den 

	݀ = ݇ଶ − 1  için ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ − 1 = 2ቆ
2݇ + 2√݇ଶ − 1

2 ቇ
௡

= 2൭
2݇ + ඥ(2݇)ଶ − 4

2
൱
௡

 

dir. ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మିସ
ଶ

  ve ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మିସ
ଶ

   alınsın. O zaman    

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ − 1 = ௡ݔ +
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ − 4 =  ௡ߙ2

ve 

௡ݔ − ௡ඥ݇ଶݕ − 1 = ௡ݔ −
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ − 4 =  ௡ߚ2

elde edilir.	Dolayısıyla  (4.2)’ den 

௡ݔ  = ௡ߙ + ௡ߚ = ௡ܸ(2݇, 1)   ve   ݕ௡ = 2 (ఈ೙ିఉ೙)
ඥ(ଶ௞)మିସ

= 2 ௡ܷ(2݇, 1)                                      

 dır. Böylece ispat tamamlanır. 

 
Teorem 4.31. ݇ ≥ 1, ݇ ≠ 2	 ve ݀ = ݇ଶ + 1 olsun. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ = −4 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൫ ଶܸ௡ିଵ(2݇, −1), 2	 ଶܷ௡ିଵ(2݇, −1)൯ 

biçimindedir. 
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İspat. (2݇, 2) ikilisi ݔଶ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = −4 Pell denklemini  sağlar. Aynı zamanda 

ݕ = 1	olmak üzere ݔଶ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = −4 Pell denklemini sağlayan ݔ tamsayısı 

yoktur. Bu yüzden denklemin temel çözümü (2݇, 2) dir. O halde Sonuç 3.8’ e 

göre	݀ = ݇ଶ + 1  için ݔଶ − ଶݕ݀ = −4 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı 

çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = 2ቆ
2݇ + 2√݇ଶ + 1

2 ቇ
ଶ௡ିଵ

= 2൭
2݇ + ඥ(2݇)ଶ + 4

2
൱
ଶ௡ିଵ

 

biçimindedir. ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

  ve ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

   olsun. O zaman    

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ +
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 =  ଶ௡ିଵߙ2

ve 

௡ݔ − ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ −
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 =  ଶ௡ିଵߚ2

dır.	Dolayısıyla   (4.1)’ den  

௡ݔ = ଶ௡ିଵߙ + ଶ௡ିଵߚ = ଶܸ௡ିଵ(2݇,−1) 

ve  

௡ݕ = 2
ଶ௡ିଵߙ − ଶ௡ିଵߚ

ඥ(2݇)ଶ + 4
= 2 ଶܷ௡ିଵ(2݇,−1) 

 bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.31 ve Teorem 4.4’ den aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Sonuç 4.32.  (ܽ, ܾ), ଶݔ − (݇ଶ + ଶݕ(	1 = −4			Pell denkleminin bir pozitif tamsayı 

çözümü ise ܽ	ve ܾ çift tamsayıdır. 

 
Teorem 4.33. ݇ ≥ 1, ݇ ≠ 2	 ve ݀ = ݇ଶ + 1 olsun. Bu taktirde ݔଶ − ଶݕ݀ = 4 Pell 

denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൫ ଶܸ௡(2݇, 1), 2	 ଶܷ௡(2݇, 1)൯ 

biçimindedir. 

 
İspat. ݔଶ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = 4 denkleminin bir çözümü (ܽ, ܾ) olsun. İlk olarak	 ܽ ve 

ܾ	nin çift tamsayı olması gerektiğini gösterelim. ݇ tek olsun. O zaman bazı tek ݐ 

tamsayıları için	݇ଶ + 1 = yazılabilir. Böylece  ܽଶ ݐ2 − ଶܾݐ2 = 4 olduğundan ܽ çift 

tamsayı ve dolayısıyla ܾ	çift tamsayıdır. Şimdi ݇ çift olsun. O zaman                     
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	݀ = ݇ଶ + 1		tektir. ܽ ve ܾ	tek tamsayılar olsun. ݔଵ = |ܾ݀ − ଵݕ ,|ܽ݇ = |ܽ − ܾ݇| 

alınsın. O zaman ݔଵ ve ݕଵ tek tamsayılardır. Ayrıca 

ଵଶݔ − ଵଶݕ݀ = (ܾ݀ − ݇ܽ)ଶ − ݀(ܽ − ܾ݇)ଶ 

                                                      = ܾଶ݀(݀ − ݇ଶ) + ܽଶ(݇ଶ − ݀) 

                                                    		= ܾଶ݀−ܽଶ 

                                                      = −(ܽଶ − ܾ݀ଶ) = −4 

dir. O halde ݔଵ + ݕଵ√݀, ݔଶ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = −4 denkleminin bir çözümü olur. Fakat 

bu durum Sonuç 4.32 ile çelişir. Dolayısıyla ݔଶ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = −4 denkleminin 

herhangi bir çözümü ܽ + ܾ√݀ ise ܽ ve ܾ çift tamsayılardır. Bu yüzden ௔
ଶ
+ ௕

ଶ√݀, 

ଶݔ − ଶݕ݀ = 1 denkleminin bir çözümüdür. O zaman ݔଶ − ଶݕ݀ =4 denkleminin 

temel çözümü 4݇ଶ + 2 + 4݇√݀ dir.	Dolayısıyla Teorem 3.4’ e göre                                   

ଶݔ − (݇ଶ + ଶݕ(1 = 4  denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri  

௡ݔ  + ௡√݇ଶݕ + 1 = 2൬ସ௞
మାଶାସ௞√௞మାଵ

ଶ
൰
௡
= 2൬ସ௞

మାଶାଶ௞ඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

൰
௡

                                    

ile verilir.	ߙଵ =
ସ௞మାଶାଶ௞ඥ(ଶ௞)మାସ

ଶ
  ve ߚଵ	 =

ସ௞మାଶିଶ௞ඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

	 olsun. 

ߙ = ଶ௞ାඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

   ve  ߚ = ଶ௞ିඥ(ଶ௞)మାସ
ଶ

 

için  

ଶߙ = ൭
2݇ + ඥ(2݇)ଶ + 4

2 	൱
ଶ

=
4݇ଶ + 2 + 2݇ඥ(2݇)ଶ + 4

2 =  ଵߙ

ve 

ଶߚ = ൭
2݇ − ඥ(2݇)ଶ + 4

2 	൱
ଶ

=
4݇ଶ + 2 − 2݇ඥ(2݇)ଶ + 4

2 =  ଵߚ

bulunur.  Böylece  

௡ݔ + ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ +
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 = ଵ௡ߙ2 =  ଶ௡ߙ2

ve 

௡ݔ − ௡ඥ݇ଶݕ + 1 = ௡ݔ −
௡ݕ
2 ඥ(2݇)ଶ + 4 = ଵ௡ߚ2 =  ଶ௡ߚ2

elde edilir. Dolayısıyla (4.1)’ den 

௡ݔ = ଶ௡ߙ + ଶ௡ߚ = ଶܸ௡(2݇, 1)   ve   ݕ௡ = 2 ఈమ೙ିఉమ೙

ඥ(ଶ௞)మାସ
= 2 ଶܷ௡(2݇, 1) 

bulunur. 
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Teorem 4.34.	݇ ≥ 2 ve ݇ ≠ 3 olsun. O zaman  ݔଶ − (݇ଶ − ଶݕ(	1 = −4		Pell 

denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

 
İspat. ݇ çift ise ݇ଶ − 1 tek olduğundan Sonuç 3.12 ve Teorem 4.28’ den dolayı              

ଶݔ − (݇ଶ − ଶݕ(	1 = −4	Pell denkleminin tamsayı çözümü yoktur. 

Şimdi ݇ tek olsun ve ܽ, ܾ ∈ ℤ için ܽଶ − (݇ଶ − 1)ܾଶ = −4	 olsun. O zaman ܽ çift ve   

ቀ
ܽ
2ቁ

ଶ
− ቆ

݇ଶ − 1
4 ቇܾଶ = −1 

dir. ݊ = ௞ାଵ
ଶ
	olmak üzere ௞

మିଵ
ସ

= ቀ௞ାଵ
ଶ
ቁ
ଶ
− ௞ାଵ

ଶ
	 olduğundan Örnek 2.5.7’ e göre bu 

imkansızdır. Böylece ispat tamamlanır. 

 
Şimdi de özel olarak  ݇ଶ + 1 = 5	durumunu inceleyelim.√5 sayısının sürekli kesir 

açılımı [2, 4ത] dir. Bu yüzden √5 sayısının periyodu 1 dir. Dolayısıyla Sonuç 2.2.10’  

dan ݔଶ − ଶݕ5 = 1	Pell denkleminin temel çözümünün  9 + 4√5	ve Teorem 2.3.4’ 

den ݔଶ − ଶݕ5 = −1	Pell denkleminin temel çözümünün  2 + √5 olduğu görülür. Bu 

bilgiler ışığında ݔଶ − ଶݕ5 = ±1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini 

inceleyelim. 

 
Teorem 4.35.  ݔଶ − ଶݕ5 = 1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ 

olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൬
଺௡ܮ
2 	,

଺௡ܨ
2 	൰ 

biçimindedir. 

 
İspat. ݔଶ − ଶݕ5 = 1	Pell denkleminin temel çözümü  9 + 4√5		olduğundan    

Teorem 2.2.12’ e göre ݔଶ − ଶݕ5 = 1	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡√5ݕ = ൫9 + 4√5൯
௡

 

biçimindedir. ߙଵ = 9 + 4√5   ve  ߙଵതതത = ଵߚ = 9 − 4√5    olsun. O zaman 

௡ݔ + ௡√5ݕ = ௡ݔ  ଵ௡    veߙ − ௡√5ݕ =  ଵ௡ߚ

dır. Dolayısıyla   ݔ௡ =
ఈభ೙ାఉభ೙

ଶ
  ve ݕ௡ =

ఈభ೙ିఉభ೙

ଶ√ହ
 dır. ߙ = ଵା√ହ

ଶ
  olduğundan   



81 
 

 

଺ߙ = ቀଵା√ହ
ଶ
ቁ
଺
= 9 + 4√5 = ଵߚ  ଵ  veߙ =  ଺ߚ

dir. Dolayısıyla (4.3)’ den 

௡ݔ =
ఈల೙ାఉల೙

ଶ
= ௅ల೙

ଶ
    ve  ݕ௡ =

ఈల೙ିఉల೙

ଶ(ఈିఉ)
= ிల೙

ଶ
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 
Teorem 4.36.  ݔଶ − ଶݕ5 = −1 Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

݊ ∈ ℕ olmak üzere 

,ݔ) (ݕ = ൬
଺௡ିଷܮ
2 	,

଺௡ିଷܨ
2 	൰ 

biçimindedir. 

 
İspat. ݔଶ − ଶݕ5 = −1	Pell denkleminin temel çözümü  2 + √5		olduğundan      

Sonuç 2.3.7’ e göre ݔଶ − ଶݕ5 = −1	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡√5ݕ = ൫2 + √5൯
ଶ௡ିଵ

 

ile verilir. ߙଵ = 2 + √5 ve   ߙଵതതത = ଵߚ = 2 − √5  olsun. O halde 

௡ݔ + ௡√5ݕ = ௡ݔ  ଵଶ௡ିଵ    veߙ − ௡√5ݕ =  ଵଶ௡ିଵߚ

dir. Dolayısıyla   ݔ௡ =
ఈభమ೙షభାఉభమ೙షభ

ଶ
  ve 	ݕ௡ =

ఈభమ೙షభିఉభమ೙షభ

ଶ√ହ
  dır. ߙ = ଵା√ହ

ଶ
  olduğundan  

ଷߙ = ቀଵା√ହ
ଶ
ቁ
ଷ
= 2 + √5 = ଵߚ ଵ veߙ =  ଷߚ

dir. Eldeki bilgiler ışığında  (4.3)’ den 

௡ݔ =
ఈల೙షయାఉల೙షయ

ଶ
= ௅ల೙షయ

ଶ
    ve  ݕ௡ =

ఈల೙షయିఉల೙షయ

ଶ(ఈିఉ)
= ிల೙షయ

ଶ
 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

ଶݔ	 − ଶݕ5 = −4 ve ݔଶ − ଶݕ5 = 4 Pell denklemlerinin temel çözümlerinin sırasıyla 

1 + √5				ve 3 + √5 olduğunu görmek kolaydır. Şimdi de                                      

ଶݔ − ଶݕ5 = ±4		denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümlerini ܨ௡	ve ܮ௡	cinsinden 

ifade edelim. 

 

Teorem 4.37. 	ݔଶ − ଶݕ5 = 4	denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri	݊ ∈ ℕ 

olmak üzere 
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,ݔ) (ݕ =  (	ଶ௡ܨ ,	ଶ௡ܮ)

biçimindedir. 

 
İspat. ݔଶ − ଶݕ5 = 4	Pell denkleminin temel çözümü  3 + √5 olduğundan              

Teorem 3.4’ den ݔଶ − ଶݕ5 = 4	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

݊ ∈ ℕ olmak üzere 

௡ݔ + ௡√5ݕ =
൫3 + √5൯	௡

2௡ିଵ 	= 2 ቆ
3 + √5
2 ቇ

௡

 

biçimindedir.  ߙଵ = ଷା√ହ
ଶ

  ve  ߙଵതതത = ଵߚ =
ଷି√ହ
ଶ

  olsun. O zaman 

௡ݔ + ௡√5ݕ = ௡ݔ  ଵ௡    veߙ2 − ௡√5ݕ =  ଵ௡ߚ2

dir. Buradan 

௡ݔ = ଵ௡ߙ + ௡ݕ ଵ௡  veߚ =
ఈభ೙ିఉభ೙

√ହ
 

dır. ߙ = ଵା√ହ
ଶ

   olduğundan  

ଶߙ = ቀଵା√ହ
ଶ
	ቁ
ଶ
= ଷା√ହ

ଶ
= ଵߚ ଵ veߙ =  ଶߚ

dir. Dolayısıyla (4.3)’ den 

௡ݔ = ଶ௡ߙ + ଶ௡ߚ = ௡ݕ  ଶ௡  veܮ =
ఈమ೙ିఉమ೙

ఈିఉ
=  ଶ௡ܨ

bulunur.  Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.38. 	ݔଶ − ଶݕ5 = −4	denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ 

olmak üzere 

,ݔ) (ݕ =  (	ଶ௡ିଵܨ,		ଶ௡ିଵܮ)

biçimindedir. 

 
İspat. ݔଶ − ଶݕ5 = −4	Pell denkleminin temel çözümü  1 + √5	 olduğundan Sonuç 

3.8’ e göre ݔଶ − ଶݕ5 = −4	Pell denkleminin tüm pozitif tamsayı çözümleri ݊ ∈ ℕ 

olmak üzere 

௡ݔ + ௡√5ݕ =
൫1 + √5൯	ଶ௡ିଵ

4௡ିଵ 	= 2 ቆ
1 + √5
2 ቇ

ଶ௡ିଵ

 

 biçimindedir. ߙଵ = ଵା√ହ
ଶ

= ଵതതതߙ   ve   ߙ = ଵߚ =
ଵି√ହ
ଶ

=  olsun. O zaman  ߚ

௡ݔ + ௡√5ݕ = ௡ݔ  ଶ௡ିଵ  veߙ2 − ௡√5ݕ =  ଶ௡ିଵߚ2
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dir. Dolayısıyla  (4.3)’ den 

௡ݔ = ଶ௡ିଵߙ + ଶ௡ିଵߚ = ௡ݕ  ଶ௡ିଵ   veܮ =
ఈమ೙షభିఉమ೙షభ

ఈିఉ
=  ଶ௡ିଵܨ

bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

BÖLÜM 5. 
 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 
İncelemenin ana konusu Pell denklemlerinin eğer bir tamsayı çözümü varsa tüm 

pozitif tamsayı çözümlerinin nasıl elde edilebileceği olmuştur. ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 Pell 

denklemlerinin temel çözümünün √݀	nin sürekli kesir yaklaşımlarından elde 

edilebileceği gösterilmiştir. ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1	denklemlerinin bulunan temel çözümü 

yardımıyla da  ݔଶ − ଶݕ݀ = ±ܰ denklemlerinin temel çözümünü veren bağıntılara 

ulaşılmıştır. Daha sonra benzer olarak  ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell denklemlerinin temel 

çözümünün nasıl bulunacağı hakkında kısa bir bilgi verilmiştir. Ayrıca                 

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±4	 Pell denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümlerini veren 

bağıntılar verilmiştir. Özel olarak ݀ = ݇ଶ ± 4	ve ݀ = ݇ଶ ± 1 alınarak                  

ଶݔ − ଶݕ݀ = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 denklemlerinin tüm pozitif tamsayı çözümleri 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri ile ilişkilendirilmiştir. 

Bu tezde yapılan incelemeler ݔଶ − ଶݕ݀ = ±2 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±8 gibi bazı özel Pell 

denklemlerinin temel çözümlerini ve tüm pozitif tamsayı çözümlerini veren 

bağıntıların elde edilmesine genişletilebilir. Ayrıca ݔଶ − ଶݕ݀ = ଶݔ ,±1 − ଶݕ݀ = ±4 

ve en genelde ݔଶ − ଶݕ݀ = ܰ	denklemlerinin çözümü ܽݔଶ + ݕݔܾ + ଶݕܿ =  	ݎ

biçimindeki Diophantine denklemlerinin çözümünde kullanılabilir. Bu konuyla ilgili 

[40] ve [41] numaralı makalelere bakılabilir.  
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݀ √݀ Sürekli Kesir Açılımı 

2 [1,2ത] 

3 [1,1,2തതതത] 

5 [2,4ത] 

6 [2, 2,4തതതത] 

7 [2,1,1,1,4തതതതതതതതത] 

8 [2,1,4തതതത] 

10 [3,6ത] 

11 [3,3,6തതതത] 

12 [3,2,6തതതത] 

13 [3,1,1,1,1,6തതതതതതതതതതത] 

14 [3,1,2,1,6തതതതതതതതത] 

15 [3,1,6തതതത] 

17 [4,8ത] 

18 [4,4,4,8തതതതതത] 

19 [4,2,1,3,1,2,8തതതതതതതതതതതതത] 

20 [4,2,8തതതത] 

21 [4,1,1,2,1,1,8തതതതതതതതതതതതത] 

22 [4,1,2,4,2,1,8തതതതതതതതതതതതത] 

23 [4,1,3,1,8തതതതതതതതത] 

24 [4,1,8തതതത] 

26 [5,10തതതത] 

27 [5,5,10തതതതതത] 

28 [5,3,2,3,10തതതതതതതതതത] 

29 [5,2,1,1,2,10തതതതതതതതതതതതത] 

30 [5,2,10തതതതതത] 

31 [5,1,1,3,5,3,1,1,10തതതതതതതതതതതതതതതതതതത] 

32 [5,1,1,1,10തതതതതതതതതത] 

33 [5,1,2,1,10തതതതതതതതതത] 

34 [5,1,4,1,10തതതതതതതതതത] 

35 [5,1,10തതതതതത] 

37 [6,12തതതത] 

38 [6,6,12തതതതതത] 

39 [6,4,12തതതതതത] 

40 [6,3,12തതതതതത] 

41 [6,2,2,12തതതതതതതത] 

42 [6,2,12തതതതതത] 

43 [6,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത] 

44 [6,1,1,1,2,1,1,1,12തതതതതതതതതതതതതതതതതതത] 

45 [6,1,2,2,2,1,12തതതതതതതതതതതതതതത] 

46 [6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത] 

47 [6,1,5,1,12തതതതതതതതതത] 

48 [6,1,12തതതതതത] 

Çizelge 5.1.  1 − 49 arasındaki İrrasyonel Sayıların Sürekli Kesir Açılımları 
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√݀ Sürekli Kesir Açılımı ݔଶ − ଶݕ݀ = ଶݔ 1 − ଶݕ݀ = −1 

ඥܽଶܾଶ + 2ܾ ൣܾܽ, ܽ, 2ܾܽതതതതതതതത൧ (ܽଶܾ + 1, ܽ) tamsayı çözümü 

yoktur 

ඥܽଶܾଶ + ܾ ൣܾܽ, 2ܽ, 2ܾܽതതതതതതതതതത൧ (2ܽଶܾ + 1,2ܽ) tamsayı çözümü 

yoktur 

ඥ݉ଶ −݉ ൣ݉ − 1, 2,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧ (2݉ − 1,2) tamsayı çözümü 

yoktur 

ඥ݉ଶ +݉ [݉, 2,2݉തതതതതതത] (2݉ + 1,2) tamsayı çözümü 

yoktur 

ඥ݉ଶ − 2 ൣ݉ − 1, 1,݉ − 2,1,2(݉ − 1)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത൧ (݉ଶ − 1,݉) tamsayı çözümü 

yoktur 

ඥ݉ଶ + 2 [݉,݉, 2݉തതതതതതതത] (݉ଶ + 1,݉) tamsayı çözümü 

yoktur 

 

Çizelge 5.2.  Bazı Pell Denklemlerinin Çözümleri 

 

 

 çözülebilirlik ܰܯ çözülebilirlik ܰ çözülebilirlik ܯ ݀

3 6 çözülebilir 13 çözülebilir 78 çözülebilir 

2 7 çözülebilir 2 çözülemez 14 çözülebilir 

5 5 çözülemez 7 çözülemez 35 çözülemez 

11 2 çözülemez 7 çözülemez 14 çözülebilir 

17 17 çözülebilir 2 çözülemez 34 çözülemez 

37 11 çözülemez 3 çözülemez 33 çözülebilir 

41 9 çözülemez 2 çözülebilir 18 çözülebilir 

37 12 çözülebilir 9 çözülebilir 108 çözülebilir 

 

Çizelge 5.3. Bazı  ݔଶ − ଶݕ݀ =  Denklemlerinin çözülebilirliği ܰܯ
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ଶݔ  − ଶݕ݀ = ܰ 

√݀ 
Sürekli kesir 

açılımı 
1 -1 4 -4 

ඥ݇ଶ + 4 

݇ 

çift 

ise 

ቈ݇ − 1, 1,
݇ − 4
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
቉ ൬ ଶܸ௡(݇, 1)

2 ,
ܷଶ௡(݇, 1)

2 ൰ tamsayı çözümü yoktur 

൫ ଶܸ௡	(݇, 1),ܷଶ௡	(݇, 1)൯ ( ଶܸ௡ିଵ	(݇, 1),ܷଶ௡ିଵ	(݇, 1)) 
݇ 

tek 

ise 

ቈ݇,
݇ − 1
2 , 1,1,

݇ − 1
2 , 2݇

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
቉ ൬ ଺ܸ௡(݇, 1)

2 ,
ܷ଺௡(݇, 1)

2 ൰ ൬ ଺ܸ௡ିଷ(݇, 1)
2 ,

ܷ଺௡ିଷ(݇, 1)
2 ൰ 

ඥ݇ଶ − 4 

݇ 

çift 

ise 

ቈ݇ − 1, 1,
݇ − 4
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
቉ ൬ ଶܸ௡(݇,−1)

2 ,
ܷଶ௡(݇,−1)

2 ൰ tamsayı çözümü yoktur 

( ௡ܸ	(݇,−1),ܷ௡	(݇,−1)) tamsayı çözümü yoktur. 
݇ 

tek 

ise 

ቈ݇ − 1, 1,
݇ − 3
2 , 2,

݇ − 3
2 , 1,2(݇ − 1)

തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത
቉ ൬ ଷܸ௡(݇,−1)

2 ,
ܷଷ௡(݇,−1)

2 ൰ tamsayı çözümü yoktur 

ඥ݇ଶ + 1 ൣ݇, 2݇തതതത൧ ൭ ଶܸ௡(2݇, 1)
2 , ܷଶ௡(2݇, 1)൱ ൭ ଶܸ௡ିଵ(2݇, 1)

2 , ܷଶ௡ିଵ(2݇, 1)൱ ൫ ଶܸ௡(2݇, 1), 2	ܷଶ௡(2݇, 1)൯ ൫ ଶܸ௡ିଵ(2݇, 1), 2	ܷଶ௡ିଵ(2݇, 1)൯ 

ඥ݇ଶ − 1 ൣ݇ − 1,1,2(݇ − 1)തതതതതതതതതതതതതത൧ ൭ ௡ܸ(2݇,−1)
2 , ܷ௡(2݇,−1)൱ tamsayı çözümü yoktur ൫ ௡ܸ(2݇,−1), 2	ܷ௡(2݇,−1)൯ tamsayı çözümü yoktur 

√5 [2, 4ത] ൬
଺௡ܮ
2 	 ,

଺௡ܨ
2 	൰ ൬

଺௡ିଷܮ
2 	 ,

଺௡ିଷܨ
2 	൰ 

 (	ଶ௡ܨ ,	ଶ௡ܮ)

 
 (	ଶ௡ିଵܨ,		ଶ௡ିଵܮ)

 

Çizelge 5.4. ݀ = ݇ଶ ± 4	ve ݀ = ݇ଶ ± 1 olmak üzere ݔଶ − ଶݕ݀ = ±1 ve ݔଶ − ଶݕ݀ = ±4 Pell Denklemlerinin Çözümler
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