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OZET

Anahtar Kelimeler: Kdsegenlestirilebilir matrisler, degismelilik, spektrum, algoritma,
lineer denklem sistemleri

Ilk bolimde, bazi ozel tipli matrislerin uygulamali bilimlerdeki kullanim
alanlarindan bahsedilmektedir. Ayrica literatiirde bir¢cok yazar tarafindan calisilan
Ozel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu problemleri ile ilgili
sonuglar, tablolar yardimiyla 6zetlenmektedir. Ikinci boliimde, tezin esas
sonuglarimin ortaya kondugu iigiincii ve dordiincii boliimlerde kullanilacak olan temel
kavramlar ve bazi teoremler verilmektedir.

Ugiincii bdliim ¢alismanin omurgasini olusturmaktadir. Bu boliimde, sonlu sayida
degismeli kosegenlestirilebilir matrisin lineer bilesiminin spektrumunu karakterize
etmek icin bir kombinatorik yontem verilmekte ve bu yontem temel alinarak bir
algoritma gelistirilmektedir.

Dordiincii bolimde, iki degismeli kiibik matrisin lineer bilesiminin kiibikligi, iki
degismeli kuadripotent matrisin lineer bilesiminin kuadripotentligi, karsilikli
degismeli ii¢ tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi, ve karsilikli degismeli
dort involutif matrisin lineer bilesiminin tripotentligi problemleri iigiincii boliimde
gelistirilen Algoritma 3.1 yardimiyla ¢oziilmektedir.
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A METHOD FOR CHARACTERIZING THE LINEAR
COMBINATIONS OF DIAGONALIZABLE MATRICES AND ITS
APPLICATIONS TO SPECIAL TYPES OF MATRICES

SUMMARY

Keywords: Diagonalizable matrices, commutativity, spectrum, algorithm, systems of
linear equations

In the first chapter, the usage areas of some special types of matrices in applied
sciences are mentioned. Moreover, the results related to the problems of
characterizing the linear combinations of special types of matrices which are studied
by many authors in the literature are summarized with the help of the tables. In the
second chapter, the basic concepts and some theorems that will be used in the third
and fourth chapters where the main results of the thesis are established are given.

The third chapter forms the backbone of the study. In this chapter, a combinatorial
method for characterizing the spectrum of the linear combinations of finitely many
commutative diagonalizable matrices is given and then an algorithm which is based
on this method is developed.

In the fourth chapter, the problems of cubicity of linear combinations of two
commutative cubic matrices, quadripotency of linear combinations of two
commutative quadripotent matrices, tripotency of linear combinations of three
tripotent matrices that mutually commute, and tripotency of linear combinations of
four involutive matrices that mutually commute are solved via the Algorithm 3.1 that
developed in the third chapter.

viii



BOLUM 1. GIRIiS VE LITERATUR OZETi

1.1. Giris

Ozel tipli matrisler matematik, fen ve miihendislik gibi bilimlerin bir¢ok alt bilim
dalinda karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin, istatistikte 4 nxn boyutlu reel ve simetrik

bir matris ve X vektorii de ¢cok degiskenli N, (0,/,) normal dagilimma sahip nx1

boyutlu rastgele bir reel vektor ise, bu durumda x” Ax kuadratik formunun ki-kare
dagilimina sahip olmasinin gerekli ve yeterli kosulu 4 matrisinin idempotent, iki
bagimsiz ki-kare dagiliminin farki olarak yazilabilmesinin gerekli ve yeterli kosulu

A matrisinin tripotent olmasidir [1]. Kuantum mekaniginde kullanilan Pauli spin
T e A o . . :
matrisleri | | 0 involutiftir [2, p. 495]. Ayrica, kriptolojide Hill yontemiyle

i

sifreleme yaparken involutif matris kullanilmasi tavsiye edilir. Cilinkii Hill
yonteminde sifreli metni ¢Ozmek i¢in anahtar matrisin tersinin bulunmasi
gerekmektedir ve anahtar matris olarak tersi kendisine esit olan bir matris se¢gmek
cok kullanigh olacaktir [3]. A-potent matrisler ise dijital goriintii sifrelemede

karsimiza ¢ikmaktadir [4].
1.2. Literatiir Ozeti

Bu kisimda literatiir bilgisi kisaca &zetlenecektir. Ozel tipli matrislerin lineer
bilesimleri ne zaman yine bir 6zel tipli matris olur? Bu problem son yillarda bir¢ok
yazar tarafindan farkli 6zel tipli matrisler i¢in ele alind1 ve bir¢ok ¢alisma yapildi. Bu
sonuglar1 asagidaki tablolar ile ozetlemek istiyoruz. Once literatiirde ele alinan

baslica lineer bilesimleri belirtelim. X, X, ve X; € C, olmak {izere

X=cX, +c,X, (1.1)



veya

X =X, +0,X, +c.X, (1.2)

olsun. Tablo 1.1. (1.1) lineer bilesimi i¢in verilen sonuglar1 ve Tablo 1.2. (1.2) lineer

bilesimi i¢in verilen sonuclari 6zetlemektedir. Tablolarda, genel olarak i=1, 2,

j=1 2,3 ve k=2, 3,4,... seklindedir.

Tablo 1.1. (1.1) lineer bilesimine iligkin bazi ¢calismalar

XX, =X,X, XX, # XX,
X7 =X, [5] X7 =X, [5]
X! =X ve X; =X, [6] X! =X, ve X; =X, [6]
RS X' =1, [7] X' =1, [7]
X =X ve X; =1 [8] X =X ve X: =1, [8]
X’ =X, [9]
X} =X, ve Xy =X, [10] X! =X, ve Xy =X, [11]
X7 =X, [7] X7 =X, [7]
X' =117 X' =1, [7]
X2 = In 3
X =X [7]
X =X ve X =1, [8] X =X ve X: =1, [8]
¥ x X7 =X, [12][13] X7 =X, [12][13]
X=x' X, =x,"[14] X, =Xx"[14]
Y x X' =117
X’ =X, [9][15]
X=X X' =X [16][17] X' =x"[16][17]

X =x' X7 =x"[18]




Tablo 1.1. (Devami)

XX, =X,X, XX, = X, X,
Yo x X! =1, [19]
x=x X' =x"[17]

X?=X =X [17]
P X! =X, [20] X! =X, [20]

KX*""K=X,K =1,

k+1

KX,

K=X, K =1, [21]

X—al (X-p1)=0,

a,peC,a#f

(X, —al XX, - BI1,)=0,

a,feC, a =B [22]

(X, —al )X, -BI)=0,

a,feC,a =B [22]

(X —aP)X-pP)=0,

a,feC,a#pB,P =P

()(1 _ailn)(Xi _ﬂiln) =0,

a,feC, a = p [23]

Tablo 1.2. (1.2) lineer bilesimine iliskin baz1 ¢alismalar

X X, =X,X, XX, =X,X XX, =X,X XX, =XX
XX, =X X X X, =X X XX, # X, X, X X, # X, X,
X, X, = X,X, X, X, # X, X, X, X, = X, X, X, X, # X, X,
2 2 2 2
X=X X; =X, X, =X, X; =X, X, =X,
XIX2 =/\’2X1 =0 XIX2 :XzX1 =0 XIX2 =/\’2X1 =0 XIX2 :XzX1 =0
[24] [24] [24] [24]
Xp=X, RSl oXj=X, 5] X)=X [25] X[ =X, [25]
[26] [26]
X=X X7 =1, ve
3
X: =X, [27]
X’ =X, ve
2
X =1, [28]

Literatiirde 6zel matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu problemlerinde

kullanilan iki ana yontem vardir. Birinci yontemde lineer bilesimdeki matrisler

sagdan veya soldan uygun matrisler ile carpilarak, diger bir deyisle dogrudan



aritmetik ve cebirsel islemlerle ilerleyerek, matrisler ve katsayilar {izerinde bazi
kisitlayict esitlikler elde edilir. Sonuclar, elde edilen bu esitliklerin teker teker ele
alinmasiyla ortaya konulur. Ikinci yontemde ise lineer bilesimdeki matrisler
benzerlik donilisiimii yardimiyla bloklara ayrilir ve problem ilgili matrislere karsilik
gelen blok matrisler {izerinden ¢oziiliir. Ilk yontem sezgiye dayali bir yontemdir.
Ciinki lineer bilesimdeki matrislerin sagdan veya soldan ¢arpilacagi uygun matrisleri
bulmak kolay degildir. Dolayisiyla bu yontemle ilerlemek her zaman kolay
olmamaktadir. Bununla birlikte her iki yOnteminde sistematik bir yapisinin
olmayisindan o6tiiri problemler su ana kadar sadece iki veya ii¢ matris igeren lineer
bilesimler i¢in ele alinabilmistir. Tablo 1.1. ve Tablo 1.2. ye dikkat edilirse, (1.1)
lineer bilesiminin bir¢ok farkli 6zel tipli matris i¢in ele alindigi, ancak (1.2) lineer
bilesiminin ise simdilik sadece idempotent ve tripotent matrisler i¢in calisildigi
goriilmektedir. Dort ve iizeri sayida matris igeren lineer bilesimleri ele alan bir
caligmaya ise literatiirde heniiz rastlanilmamaktadir. Bununla birlikte yine Tablo 1.1.
ve Tablo 1.2.’den goriilmektedir ki problemler ya sadece degismeli matrisler icin ele
alinmig, ya da hem degismeli hem de degismesiz durum ele alinmis olsa bile
degismeli durumun karakterizasyonu ile ilgili sonuglar ayrica verilmistir. Her iki
durumu da ele alan caligmalar incelendiginde, elde edilen sonuglarin biiyiik kisminin

degismeli durumun karakterizasyonundan elde edilmis oldugu goriilmektedir.

Ozel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin yine ne zaman &zel tipli matris olacag
problemi, karsilikli olarak degismelilik kabulii altinda spektrumlar1 belli kiimelerin
alt kiimeleri olan matrislerin lineer bilesimlerinin spektrumunun ne zaman belli bir
kiimenin alt kiimesi olacag: problemine denktir. Ornegin, 2000 yilinda Baksalary ve

Baksalary [5] tarafindan ele alinan iki idempotent matrisin lineer bilesiminin

idempotentligi probleminin degismelilik kosulunu igeren kismi, o(X,)c {1,0} ,
o(X,)={1,0}, ve XX, =X,X, olacak sekilde matrislerin ¢ X, +¢,X, =X bi¢imli
lineer bilesiminin spektrumu o(X), ne zaman o(X)cC {1, 0} bigiminde olur

problemine denktir. Tablo 1.1. ve Tablo 1.2.’de listelenen matrislerin iki ortak
ozelligi kosegenlestirilebilir olmalart ve spektrumlariin belli kiimelerin alt kiimeleri

olmasidir.



Kisi ve Ozdemir bu problemi en genel haliyle ele aldi ve sonlu sayida degismeli
kosegenlestirilebilir matrisin lineer bilesiminin spektrumunu belirlemek ic¢in bir
kombinatorik yontem gelistirdi [28]. Yontem, katsayilart lineer bilesimdeki
matrislerin spektrumlarindan segilen lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiine
dayalidir. Bu gelistirilen yontem yardimiyla 06zel tipli matrislerin lineer
bilesimlerinin karakterizasyonu problemleri sonlu sayida matrisin lineer bilesimi i¢in
coziilebilmektedir. Ancak lineer bilesimdeki matrislerin sayis1 arttikca ¢oziilmesi
gereken lineer denklem sistemlerinin sayis1 da flistel olarak arttigindan, belli bir
noktadan sonra gerekli hesaplamalarin sayisi el ile yapilamayacak kadar biiyiik

olmaktadir.

1.3. Ele Alinan Problem

Bu ¢alismada [28] de verilen yontem temel alinarak bir algoritma gelistirildi ve bu
algoritmanin Mathematica 9.0 paket programindaki uygulama kodlar1 Ek A’da
verildi. Boylece 0zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu
problemleri bilgisayar vasitasiyla c¢oziilebilir hale gelmistir. Ayrica gelistirilen
algoritma yardimiyla asagidaki problemler ¢o6ziildii. Elde edilen sonuglardan
literatiirdeki bir ¢ok sonug tiiretilmektedir. Problemler algoritma yardimiyla
coziildiigiinden, ispatlar1 program ¢iktisi olarak (Ek B) verilmektedir. Ele alinan

problemler sunlardir:

Iki degismeli kiibik matrisin lineer bilesiminin kiibikligi,

IS

Iki degismeli kuadripotent matrisin lineer bilesiminin kuadripotentligi,

e

Karsilikli degismeli {i¢ tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi,

e

Karsilikli degismeli dort involutif matrisin lineer bilesiminin tripotentligi.

flk problemde elde edilen sonuglar [15] de tripotent matrisler igin ortaya konan
sonuglarin bir genellemesidir. Kuadripotent matrislerin kiimesi genellestirilmis ve
hipergenellestirilmis projektdr matrisler kiimelerini kapsadigindan, ikinci problemde
elde edilen sonuglardan [16], [17], ve [18] calismalarinda elde edilen sonuglar

iiretilebilmektedir. Ugiincii problemde elde edilen sonuglardan da, [27] ve [28]



caligmalarindaki sonuglar iiretilebilmektedir. Dordiincii problem ise literatiirde dort

matrisli lineer bilesimin ele alindig ilk ¢aligmadir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLER

Bu boliimde, icerikte kullanilacak olan bircok temel kavram ve ispatlar

verilmeksizin teoremler verilecektir.

2.1. Matrisler, Rank ve Lineer Denklem Sistemleri

Tamm 2.1. g; € C, i=12,...m; j=1,2,...,n, skalerlerinin m satir ve n siitun olarak

all a12 aln
A= ay a.zz Ay
aml am2 o amn

bicimindeki dikdortgensel diizenlemesine bir mXn boyutlu matris denir. 4

matrisinin i. satir j. siitun konumunda bulunan elemani a;; ile gosterilir [29].

Tanmm 2.2. DeC, olsun. i# j i¢in d,.j =0 ise, D matrisine kdsegen matris denir

[29].

Tanmm 2.3. 4,BeC, olsun. Eger AB=BA=1, ise, B matrisine 4 matrisinin fersi

ve A matrisine de tersinirdir denir ve B= A" seklinde gosterilir [29].

k
Tanim 2.4. 4, E(Cn,» ,i=12,...k, Zn[ =n olmak tizere

i=1



bigimdeki blok kdsegen matrisine A4, i =1,2,...,k , matrislerinin direkt toplami denir

ve A=4 DA, ®---® A4, seklinde gosterilir [29].

Tanmm 2.5. 4eC,  olsun. 4 matrisinin sifirdan farkli her bir satirinin ilk sifirdan

farkli elemanina bas eleman denir. Asagidaki ii¢ kosulu saglayan matrise satir

indirgenmis eselon bi¢cimdedir denir:

1. Tum sifir satirlar sifirdan farkli satirlarin altinda yer almaktadir.

it.  Her sifirdan farkli i. satir, i<m—1, icin (i+1). satir ya sifirdir ya da bas
elemaninin bulundugu siitun, i. satirin bas elemaninin bulundugu siitunun
saginda yer almaktadir.

ii.  a,, i satirin bas elemani ise @, =1 dir ve k. siitunun diger elemanlar sifirdir

[29].
Tamim 2.6. Asagidaki islemlere bir matris lizerindeki elementer satir iglemleri denir.
i.  Bir satirin bir katin1 baska bir satira eklemek.
ii.  Iki satirin yerlerini degistirmek.

iii.  Bir satir1 sifirdan farkl bir skaler ile ¢garpmak [29].

Tanim 2.7. Eger, A matrisini B matrisine doniistiiren bir dizi elementer satir islemi

var ise A matrisi B matrisine satirca denktir denir [29].

Tanim 2.8. Bir 4 matrisine satirca denk olan satir indirgenmis eselon bi¢imdeki

matrise A’nin satir indirgenmis eselon bi¢imi denir ve SIEB(A) ile gosterilir [29].

Teorem 2.9. Her matrisin satir indirgenmis eselon bi¢imi vardir ve tektir [29].



Tamm 2.10. Bir 4 matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imindeki sifirdan farkl

satir sayisina 4 matrisinin rank: denir ve rk(A) ile gosterilir [29].

Teorem 2.11. a, a,,..., a, € C" vektorleri 4e€C, , matrisinin siitunlart olmak

n

lizere 4 matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢cimi genelligi bozmaksizin asagidaki

gibi olsun.

_1 0 bl(k+1) bl(k+2) bln 1
0 1 0 b2(k+1) b2(k+2) b,,
0 0 1 bk(k+l) bk(k+2) bkn
0 0 0 0 0 0

00 0 0 0 0 |

Bu durumda a,_,, a,,,,..., a, vektorleri a , a,,..., a, vektorlerinin lineer bilesimi

olarak asagidaki sekilde yazilabilir [30]:

bl
bl

a, +b2( a, +---+bk(k+])ak =a,,,

(k+1) k+1)

(ko2 T D@y ot by @ =2,

blnal + bZnaZ teet bknak = an

Tanm 2.12. a, a,,..., a,, beC skalerler ve x,, x,,..., x, bilinmeyenler olmak

n?

uzere
ax,+ax,+--+ax, =b

bi¢imindeki bir esitlige lineer denklem denir. a, a,,..., a, skalerlerine denklemin

katsayilar: ve b skalerine denklemin sabit terimi denir. Lineer denklemi saglayan bir
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s=(s,,5,,...,s,) € C" vektoriine lineer denklemin bir ¢éziimii denir. Bilinmeyenleri

ayni olan sonlu tane lineer denklemin

a,x, +a,x,+--+a,x, =b

a, x +a,x,+-+a, x =b
2171 22772 ) 2n"n 2 (21)

aml‘xl + am2x2 teeet amnxn = bm
seklindeki topluluguna bir m denklemli n bilinmeyenli lineer denklem sistemi veya
kisaca lineer sistem denir. Bir lineer sistemin her bir denklemini ayni anda saglayan

bir vektore lineer sistemin bir ¢dziimii denir [29].

Tanim 2.13. Bir lineer sistem en az bir ¢ozlime sahip ise tutarli aksi halde tutarsiz
olarak adlandirilir. C6ziim kiimeleri ayn1 olan lineer sistemlere denk sistemler denir

[29].

a, 4y a, X b,

. . . ) Uy Oy, X, bz

Tanim 2.14. (2.1) lineer sistemi A =| . . S, x=| | ve b=| .
aml am2 o amn xn bm

olmak tlizere Ax=Db seklindeki matris-vektor esitligi ile ifade edilsin. Burada 4’ya

katsayilar matrisi, x’e bilinmeyenler vektorii ve b’ye sabitler vektorii (sag yan

a, 4dp a, | b
ve e . 21 azz a2,1 bz .. . . . . .
vektorii) denir. . 7| matrisine ise (2.1) lineer sisteminin ekli
aml amZ amn bm

matrisi denir ve [A | b] ile gosterilir [29].

Teorem 2.15. [C | d] ekli matrisi [A | b] ekli matrisinden bir dizi elementer satir

islemleri uygulanmasiyla elde edilmis olsun. Bu durumda Ax=b ve Cx=d lineer

sistemleri denk sistemlerdir [29].
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Teorem 2.16. Ax=Db lineer sisteminin katsayilar matrisi 4, mXn boyutlu,

rk(A4)=p ve rk([A | b])=g olsun. Bu durumda;

1.  p<gq ise sistemin ¢éziimi yoktur,
il.  p=gq=n ise sistemin tek ¢ozlimii vardir,

1.  p=gqg<n ise sistemin sonsuz ¢oklukta ¢oziimii vardir [30].

Tammm 2.17. Ax=Db lineer sisteminin katsayilar matrisi 4, mXn boyutlu olsun.

Ax =b lineer sistemine;

1. m<n ise eksik,
1. m=n ise kare,

ii.  m>n ise askin lineer sistem denir [31].

Teorem 2.18. Ax=Db lineer sistemi eksik bir sistem ise, bu durumda ya tutarsizdir

ya da sonsuz ¢oklukta ¢oziimii vardir [31].

Teorem 2.19. Ax=Db lineer sistemi askin bir sistem ise, bu durumda en az bir

b € C" igin tutarsizdir [31].

Literatiirde, 4, B ve C matrisleri sirasiyla mxn, pxqg ve mXq boyutlu bilinenler
matrisleri ve X bir nxp boyutlu bilinmeyenler matrisi olmak iizere AXB=C
seklindeki denkleme, bir lineer matris denklemi denilmektedir. p=g ve B=1,

olmasi durumunda da, yani AX =C denklemine de, katli sag yanl lineer denklem

sistemi denilmektedir.

Lineer sistemlerinin ¢6ziimii ve agkin lineer sistemin tanimi géz Oniine alindiginda

asagidaki sonu¢ hemen goriiliir.
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Sonu¢ 2.20. AX =B bir katli sag yanl askin lineer sistem olsun. Bu durumda
AX =B lineer sisteminin ¢Oziim kiimesi, onun tim alt kare lineer sistemlerinin

¢Oziim kiimelerinin kesisimidir.
2.2. Matrislerin Kosegenlestirilmesi

Tanim 2.21. 4 C, olsun. Eger bir 4 €C skaleri ve sifirdan farkli x e C" vektorii

Ax = Ax

denklemini sagliyorsa A skalerine A4 matrisinin bir 6zdegeri ve X vektoriine de A

matrisinin A 6zdegeri ile iligkili bir ozvektorii denir [32].

Tanmm 2.22. Bir 4<€C, matrisinin tim Ozdegerlerinin kiimesine 4 matrisinin

spektrumu denir ve G(A) ile gosterilir [32].

Tamim 2.23. Bir 4 € C, matrisinin karakteristik polinomu p ,(t) = det(t/ — A) olarak

tammlamir. p,(t)=0 denklemine A e C, matrisinin karakteristik denklemi denir

[32].

Teorem 2.24. AcC, ve p,(t) A matrisinin karakteristik denklemi olsun. Eger

p,(A)=0 ise A A matrisinin bir 6zdegeridir [32].

Teorem 2.25. 4<C, olsun. 4 matrisi, polinomda yazildiginda sifira esit olan

minumum dereceli bir ¢,(f) monik (en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1 olan)
polinomu vardir. Bu polinomun derecesi en fazla n olabilir. Eger p(¢), p(A)=0

olacak sekildeki herhangi bir polinom ise, ¢,(f) polinomu p(¢) polinomunu béler

[32].
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Tanmm 2.26. A<C,_ olsun. 4 matrisi, polinomda yazildiginda sifira esit olan

minumum dereceli ¢,(f) monik polinomuna 4 matrisinin minimal polinomu denir

[32].

Tamm 2.27. 4,BeC, olsun. Eger 4=5"'BS olacak bigimde bir S e€C, tersinir

matrisi var ise, A matrisi B matrisine benzerdir denir [32].

Tanmm 2.28. Bir 4<C, matrisi bir kosegen matrise benzer ise, 4 matrisine

kosegenlestirilebilirdir denir [32].

Teorem 2.29. 4 e C, olmak iizere q,(f); A matrisinin minimal polinomu olsun. Bu

durumda asagidaki 6nermeler denktir:

i.  q,(t) polinomu farkl lineer garpanlarin ¢arpimidir.

ii. A4 matrisinin her bir 6zdegeri ¢ ,(f) =0 denkleminin bir tek katli kokiidiir.

1. A4 matrisi kosegenlestirilebilirdir [32].

Tamim 2.30. 4,B<C, olsun. Eger S"'AS ve S™'BS matrislerinin ikisi de kdsegen
olacak sekilde bir S €C, tersinir matrisi var ise, 4 ve B matrislerine eszamanli

kosegenlestirilebilirdir denir [32].

Teorem 2.31. 4,8<C,  matrisleri kosegenlestirilebilir olsun. 4 ve B matrislerinin

eszamanlt kosegenlestirilebilir olmasmin gerekli ve yeterli kosulu 4 ve B

matrislerinin degigmeli, yani AB = BA, olmasidir [32].

Tanim 2.30 dikkate alindiginda asagidaki sonu¢ hemen elde edilir.
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Sonu¢ 2.32. A4,BeC, matrisleri eszamanli kosegenlestirilebilir matrisler,
¢,¢c, € C\{0} ve ¢, A+c,B=C olsun. Bu durumda C lineer bilesim matrisi de 4 ve

B matrisleri ile eszamanli kosegenlestirilebilirdir.

2.3. Baz1 Ozel Tipli Matrisler ve Bu Matrislerin Baz1 Ozellikleri

Tamm 2.33. 4eC, olmak iizere rk(A" ) = rk(A"“) olacak bi¢cimdeki en kiiciik &

pozitif tam sayisina 4 matrisinin indisi denir ve ind (A) ile gosterilir [33].

Tanmm 2.34. 4 €C  olmak lizere

AXA=A (2.2)
XAX = X (2.3)
(AX) = AX (2.4)
(X4) = x4 (2.5)
AX = XA (2.6)
A = XA, k=ind(A) (2.7)

esitliklerinden (2.2), (2.3), (2.4), ve (2.5)1 saglayan tek bir X matrisi vardir, buna 4
matrisinin Moore-Penrose tersi denir ve A" ile gosterilir. (2.2), (2.3), ve (2.6)
esitliklerini saglayan bir X matrisi varsa bu matris tektir, buna 4 matrisinin grup tersi
denir ve A" ile gosterilir. (2.3), (2.6), ve (2.7) esitliklerini saglayan bir X matrisi
varsa bu matris tektir, buna 4 matrisinin Drazin tersi denir ve A" ile gosterilir (Grup

ters, Drazin tersin k =1 6zel halidir) [33].

Teorem 2.35. Bir 4 €C, matrisinin Grup terse sahip olmasinin gerekli ve yeterli

kosulu 7k(A)=rk(A>) olmasidir [33].

Tamm 2.36. Bir 4eC, matrisi 44" = A"A O6zelligini sagliyor ise A4 matrisine

normal matris denir [29].
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Teorem 2.37. A € C, bir normal matris ise 4 matrisi kdsegenlestirilebilirdir [29].

Tamm 2.38. Bir 4 C, matrisi 44" = A"4 6zelligini sagliyor ise A matrisine EP

matris denir [34].

Tanmmm 2.39. Bir 4eC, matrisi 4°=4, k=2,3,..., ozelligini sagliyor ise, 4

matrisine k-potent denir. k=2, k=3 ve k=4 olmasi 0zel durumlarinda A4

matrisine, sirasiyla, idempotent, tripotent ve kuadripotent matris denir [35].

Teorem 2.40. A<C, bir k-potent matris ve € :{a|a" :l,ae(C} olsun. Bu
durumda, 4 matrisi kdsegenlestirilebilirdir ve o(4)< O U{0} dir. Ozel olarak ,
k=2 igin o(A4)cQ ={1,0}, k=3 i¢in o(4)cQ={1,-1,0}, ve k=4 igin

o(4)cQ ={-4+L,~1-L 1,0} dir 35,

Tanmmm 2.41. Bir 4eC, matrisi 4=4" o6zelligini (Azzln) saglhiyor ise, 4

matrisine involutif matris denir [33].

Teorem 2.42. A<C, bir involutif matris olsun. Bu durumda 4 matrisi

kosegenlestirilebilirdir ve o (4) < {1,—1} dir [33].

Tanim 2.43. Bir 4e€C, matrisi 4= A" ozelligini saghyor ise, 4 matrisine grup

involutif matris denir [33].

Teorem 2.44. Bir 4 C, matrisi i¢gin 4= A" olmasinin gerekli ve yeterli kosulu

A’ = 4 olmasidir [33].
Tammm 245. Bir AeC, matrisi 4=A4" ozelligini sagliyor ise, 4 matrisine

genellestirilmis involutif matris denir [14].
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Teorem 2.46. Bir A< C, matrisi i¢gin 4= A" olmasimin gerekli ve yeterli kosulu

A’ = A olmasidir [14].

Tamm 2.47. Bir 4eC, matrisine 4° = 4" ozelligini sagliyor ise genellestirilmis

projektor, A> = A" dzelligini sagliyor ise hipergenellestirilmis projektér denir [34].

Teorem 2.48. Bir 4 e C, matrisi igin 4° =4  olmasimin gerekli ve yeterli kosulu

A* =4 ve AA" = A" A olmasidir [34].

Teorem 2.49. Bir 4eC, matrisi igin 4°> = A" olmasinin gerekli ve yeterli kosulu

A* =4 ve AA" = A" A olmasidir [34].

Tamim 2.50. Bir 4eC, matrisine 4" = 4", keN ve k>2, dzelligini sagliyor ise

k-genellestirilmis projektor denir [17].
Teorem 2.51. 4 € C, olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

1. A matrisi k-genellestirilmis projektordiir.
ii. A4 =A4Ave o(A)cQ,, U{0} dir.

ii. AA =AAve A =4 dir[17].

Sonu¢ 2.52. Bir 4eC,  matrisi k-genellestirilmis projektoér ise, bu durumda

A=A =4 = 4 = 4" meN dir [17].

Tamm 2.53. Bir 4€C, matrisine A4 =4", keN ve k>2, 6zelligini saglhyor ise
k-hipergenellestirilmis projektor denir [36].
Teorem 2.54. Bir A€C  matrisinin k-hipergenellestirilmis projektdr olmasinin

gerekli ve yeterli kosulu 44" = 44 ve A" = 4 olmasidir [36].
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Sonu¢ 2.55. k-genellestirilmis projektorlerin - kiimesi  k-hipergenellestirilmis
projektorlerin kiimesinin alt kiimesidir. k-hipergenellestirilmis projektorlerin kiimesi

de (k+2)-potent matrislerin kiimesinin alt kiimesidir [36].
Tamim 2.56. Bir 4€C, matrisine A" = 4", keN ve k>2, 6zelligini saglyor ise

{k}-grup periyodik denir [20].

Teorem 2.57. Bir A€ C, matrisinin {k}-grup periyodik olmasmin gerekli ve yeterli

kosulu A" = 4 olmasidir [20].

Tamm 2.58. 4,KeC, ve K’ =1, olmak iizere KA""'K =4, seN, 6zelligini

saglayan 4 matrisine {K,s+1}-potent matris denir [21].

Teorem 2.59. A€C, bir {Kst+1}-potent matris olsun. Bu durumda A matrisi

kdsegenlestirilebilirdir ve o(4) < Q. U{0} dir [21].

(s+1)"-1
Tanmm 2.60. 4€C, ve a,feC olmak iizere (A—al,)(A-p1,)=0 Ozelligini

saglayan A matrisine {a, 3} -kuadratik matris denir [37].

Teorem 2.61. A€C, bir {a,}-kuadratik matris olsun. Bu durumda 4 matrisi

kosegenlestirilebilirdir ve o (A4) < {a, f} dir [37].

Tamm 2.62. 4,PcC,, a,eC ve P*=P olmak iizere (4—aP)(A—pBP)=0

n?

ozelligini saglayan 4 matrisine {c, B} - genellestirilmis kuadratik matris denir [23].

Teorem 2.63. A€C, bir {a,B}- genellestirilmis kuadratik matris olsun. Bu

durumda 4 matrisi kdsegenlestirilebilirdir ve o(4) <= {«, 8,0} dir [23].
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Tamm 2.64. A€C, ve a,B,y €C olmak iizere (A—al,)(A—-p1,)(A—yI,)=0

ozelligini saglayan 4 matrisine {c, 3, } -kiibik matris denir.

Teorem 2.65. A€C, bir {a,p,y}-kibik matris olsun. Bu durumda A4 matrisi

kosegenlestirilebilirdir ve o (4) = {a, B, 7} dir.

Idempotent matrislerin {1,0} -kuadratik, involutif matrislerin {1,—1} -kuadratik, ve

tripotent matrislerin de {1,—1,0} -kiibik matrisler oldugu agiktir. Dolayisiyla {, 3} -

kuadratik matrislerin kiimesi idempotent ve involutif matrislerin kiimesini ve

{a, 5, ;/} -kiibik matrislerin kiimesi de tripotent matrislerin kiimesini kapsamaktadir.



BOLUM 3. SONLU SAYIDA DEGISMELI
KOSEGENLESTIRILEBILIR MATRISIN LINEER
BILESIMININ SPEKTRUMUNUN KARAKTERIZE
EDILMESI

3.1. Giris

Bu bélimde o6nce Kisi ve Ozdemir tarafindan sonlu sayida degismeli
kosegenlestirilebilir matrisin lineer bilesiminin spektrumunu karakterize etmek icin
[28] de verilen kombinatorik yontem acgiklanacak ve akabinde bu yontem temel

alinarak gelistirilen algoritma verilecektir.

3.2. Sonlu Sayida Degismeli Kosegenlestirilebilir Matrisin Lineer Bilesiminin

Spektrumunu Karakterize Etmek I¢in Bir Kombinatorik Yontem

X, eC, ., 1<i<m, matrisleri a(Xi)g{A(i),...,Z(i)}, n,<n, olacak bi¢imde

degismeli kosegenlestirilebilir matrisler ve ¢, € C\{0}, 1<i<m, olsun. Ele alinan

problem X, matrislerinin

aX, +e, X, +-+c, X, =X (3.1)

lineer bilesiminin o(X) {il ,...,/Inr } , n.<n, olacak bi¢gimde bir X matrisi oldugu

durumlart karakterize etmektir. X, matrisleri kosegenlestirilebilir ve degismeli

olduklarindan, Teorem 2.31’a gore eszamanli kosegenlestirilebilir matrislerdir. Bu

durumda, A;, 1<i<m, matrisleri X,, 1<i<m, matrislerine karsilik gelen kdsegen
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matrisler ve A matrisi X matrisine karsilik gelen kdsegen matris olmak tizere, Sonug

2.32°e gore

¢STX, S+, X, S+ +¢, ST X, S=5"XS (3.2)
ol +e, A+t A=A '
olacak sekilde bir S tersinir matrisi vardir. (3.2) lineer bilesiminin agik bigimi,

genelligi bozmaksizin

_/1‘(1) 0 1 _%(2) 0 ) _21(”1) 0 ] A 0
() (2) (m)
¢ & +e, 4 _ +ote, & | A
0 0 o A 0 Ay Lo 4,

(3.3)

seklindedir. (3.3) denkleminden goriildigii iizere (3.1) lineer bilesiminin
karakterizasyonu, bilinmeyenleri ¢;, 1<i<m, skalerleri olan lineer sistemlerin

¢Oziimiinlerine dayalidir. Bunun i¢in 6nce tiim olasi lineer denklem sol yanlari
belirlenmeli, bununla birlikte tlim olast sabit terimlerin igerildigi katli sag yanlar
olusturulmal1 ve sonrasinda bu lineer denklem sol yanlar1 vasitasiyla tiim olasi lineer
sistem sol yanlar1 olusturulup uygun boyutlu katli sag yanlarinin eklenmesiyle

meydana gelen lineer sistemler ¢oziilmelidir.

(3.3) denkleminden goériildiigii iizere c¢;, 1<i<m, bilinmeyenlerinin katsayilari
karsilik gelen o(X,), 1<i<m, kiimelerinden gelmektedir. Dolayisiyla her ¢,
bilinmeyeni i¢in #, farkli katsayr vardir. Boylece ¢arpim kuralindan nn,---n, farklh

lineer denklem sol yani elde edilir. Lineer sistemlerin sol yanlar1 bu nn,---n, farkh

lineer denklem sol yanlarinin, dnce birli, sonra ikili ve bdyle devam ederek en son
m’li kombinasyonlarinin ele alinmasiyla olusturulur. Lineer sistemlerin sag yanlari

ise sabit terimleri o(X) kiimesinden segilen ve tiim olas1 sabit terimlerin icerildigi
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uygun boyutlu kath sag yanlardir. Bir denklemli sistemlerin katl sag yani 1xn,
boyutlu, iki denklemli sistemlerin kathi sag yan1 2x7n. boyutlu ve boyle devam

ederek en son m denklemli sistemlerin katli sag yant mxn." boyutlu matrislerdir.

Lineer sistemlerin olusturulma siirecinde sadece eksik ve kare lineer sistemler ele
alinmalidir. Ciinkii Sonug¢ 2.20°den bilindigi ilizere bir kath sag yanli askin lineer
sistemin ¢oziimleri bu lineer sistemin tiim alt kare lineer sistemlerinin ¢oziimlerinin
kesisimidir. Tiim olas1 kare lineer sistemlerin ¢oziimleri elde edilmis oldugundan,
askin lineer sistemlerin ¢oziimleri bu mevcut c¢oziimlerin kesisimi olacaktir. Bu
nedenle agkin lineer sistemleri ele almak yeni sonuglar ortaya koymayacaktir.
Dolayisiyla (3.1) lineer bilesiminin karakterizasyonunu elde etmek igin

mn,---n, nny---n, nny---n, ) . - .
1 + ) +-+ sayida lineer sistemi ¢ozmek yeterlidir.
m

Bu yoOntemin avantajlarindan biri de daha lineer bilesimin karakterizasyonuna

baslamadan 6nce elde edilecek olan sonug sayist i¢in bir iist sinirin belli olmasidir.

Omegin, o(X,) < (A", A4, o) {4740}, o(x) < {40,202, 47}
ve o(X 4)g{21(4),/12(4) ,23(4)} olacak bi¢imdeki X,, 1<i<4, matrislerinin
X, +c,X,+¢, X, +c, X, =X seklindeki lineer bilesiminin spektrumu ne zaman
o(X )g{ﬂq,@,ﬂ,}} seklinde olur problemini ele alalim. Yukarida verilen yontem

1s181inda, once 3-2-4-3 =72 farkli lineer denklem sol yan1 olugturulmalidir. Sonra bu

72\ (72) (72) (72
lineer denklem sol yanlart ile { + 5 + 3 + A =1091058 farkli lineer

sistem sol yanlart ve 1x3, 2x9, 3x27 ve 4x81 boyutlu katli sag yanlar
olusturulmalidir. Sonra lineer sistem sol yanlari, uygun boyutlu kath sag yanlar ile
bir araya getirilerek tiim olasi lineer sistemler olusturulup ¢dziilmelidir. Ornegin, bu

olusturulan lineer sistemlerden biri asagidaki gibidir.
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/lz(l) 11(2) 21(3) 21(4) G A A A A

200 40 0 @ |22 e 34
AT AT 4 . A A s A (3.4)
2020 0 |0 A A A Ay,

Her bir lineer sisteme karsihk gelen A,, 1<i<m, matrisleri oldugu

unutulmamahdir. Ornegin, (3.4) lineer sistemine karsilik gelen A, 1<i<4,

matrisleri 7 +r, +r, =n olmak lizere,

Al - Az(l)l”l C_BAZ(I)IVQ C_B/l}(l)lr; ? A2 = 2’1(2)]}’1 63/,12(2)]1"2 (_BAQ(Z)]& )

A, =201 @201 @01, A, =21 @1, @ A1,
bi¢imindedir.

Lineer bilesimin karakterizasyonu ¢, skalerleri ve X, matrisleri iizerindeki sartlar

belirlenerek elde edilmektedir. Lineer sistemlerin ¢Oziimleri, lineer bilesimin

karakterizasyonunda ilk asamada c,, 1<i<m, skalerleri ile ilgili sartlar1 ortaya
koymaktadir. X,, 1<i<m, matrisleri ile ilgili saglanmas1 gereken sartlar i¢in ise iki

farklt durum vardir (Tutarsiz lineer sistemlerden bir sonug elde edilmeyeceginden bu

durum hari¢ tutulmustur).

Sonsuz ¢oziime sahip lineer sistemlerde X,, 1<i<m, matrisleri ile ilgili sartlar

Teorem 2.11 yardimiyla elde edilir. Ornegin, (3.4) lineer sisteminin katsayilar

matrisinin satir indirgenmis eselon bi¢imi asagidaki gibi olsun.

1 0 0 «a
01 0 p
0 01 y

Bu durumda, bu sonucun matrisler ile ilgili sartt a X, + X, +y X, = X, seklindedir.
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Tek ¢oziime sahip lineer sistemlerde ise ele alinan problemdeki matrislerin tipine
gore iki farkli durum vardir. Ele alinan problem #A-potent matrislerin lineer
bilesiminin k-potentligi seklinde ise, bu durumda 6nce problemin sarti lineer bilesime
uygulanarak matrisler i¢in genel bir esitlik elde edilir. Sonrasinda ise tek ¢oziime
sahip bir lineer sistemin ilk sifir icermeyen ¢6ziimii (katli sag yanl lineer sisteme
karsilik gelen lineer denklemlerin, sifir bileseni icermeyen ¢ozlime sahip ilk lineer
denklemin ¢oziimii), eger bu ¢6ziim daha dnce kullanildiysa ayni1 6zellikli bir sonraki
ilk ¢ozlimii, ve benzer sekilde devam edilerek elde edilen genel matris esitliginde
yerine yazilmasiyla bu lineer sisteme karsilik gelen matris sart1 belirlenir. Ele alinan
problem k-potent olmayan ve spektrumlari belli kiimelerin alt kiimesi olacak
bicimdeki matrislerin lineer bilesiminin karakterizasyonu ise, ornegin kuadratik
matrislerin lineer bilesiminin kuadratikligi veya kiibik matrislerin lineer bilesiminin
kiibikligi seklinde ise, bu durumda lineer bilesime uygulanabilecek bir problem sarti

olmadigindan lineer sistemlerin ¢6ziim kiimelerinin yanina matris sartt olarak bu

lineer sisteme karsilik gelen A;, 1<i <m, kdsegen matrisleri yazilir.

Eger, (3.1) lineer bilesiminin karakterizasyonu lineer bagimsiz X,, 1<i<m,
matrisleri i¢in, yani herhangi bir X, matrisinin digerlerinin lineer bilesimi seklinde
yazilamadig1 X,, 1<i<m, matrisleri i¢in isteniyorsa, bu durumda lineer sistemleri

olusturma stirecinde eksik lineer sistem sol yanlar1 dikkate alinmamali sadece kare

lineer sistem sol yanlar1 ele alinmalidir. Boylece ¢oziilmesi gereken lineer sistem

mny:--n, .
sayisi da sayisina iner.
m

3.2.1. o(X,), 1<i<m, Spektrumlarinin Bazi Ozel Durumlarimin Lineer

Sistemler ve Onlarin Céziimleri Uzerindeki Etkisi

Eger, baz1 o(X,), 1<i<m, spektrumlart i¢in 0eo(X,) ise, bu durumda bazi

stitunlart sifir olan lineer sistem sol yanlari meydana gelmektedir. Bu sifir siitunlarina

karsilik gelen matrisler sifir matrisi oldugundan, bu sekildeki lineer sistem sol yanlari
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ele alinmayacaktir. Eger, tim o(X,), 1<i<m, spektrumlari i¢cin 0 € o(X,) ise, bu

durumda

Oc, +0c, +---+0c,, (3.5)

seklinde bir lineer denklem sol yant meydana gelecektir. Lineer sistemlerin

olusturulma stirecinde bu lineer denklem sol yaninin ele alinmasinin anlamsiz oldugu

aciktir. Boylece ¢oziilmesi gereken lineer sistem say1s1
nn,---n -1\ (nn,--n, —1 nn,---n, —1 .
| + 5 44 olur. Her ne kadar (3.5) lineer
m

denklem sol yan1 ele alinmiyor olsa bile, eger bu lineer denklem sol yanina karsilik
gelen bloklarin, olusturulmus olan lineer sistemlerin karsilik gelen A, 1<i<m,

kosegen matrislerinde igerildigi kabul edilirse sonuglar daha genel matrisler i¢in elde

edilir. Ornegin, bdyle bir durumda, bu kabul altinda (3.4) lineer sistemine karsilik

4
gelen A, 1<i<4, kdsegen matrisleri » 7 =» olmak tizere
=]

1

A=A @A @A, @01, A, =21 @71 @71 @01,

A, =201 @01 @01 @01, ve A, =AY @A @AV @01,
seklinde olur.

Eger, o(X,), 1<i<m, spektrumlarinin bir kism1 veya tiimii, baz1 6zdegerlerin ters
isaretlilerini de Ozdeger olarak igeriyorsa yani, Ornegin, /?11 eo(X,) iken
—A4 eo(X,) ise, bu durumda ¢oziimleri birbirinin ters isaretlisi olan lineer sistemler
meydana gelmektedir. Ornegin, bdyle bir durumda {(a,a,.,....,,).(B: Bos---» B, )}
kiimesi bir lineer sistemin ¢bziim kiimesi iken {(-a,.at,.....@,).(=B. By 8,)} »

{(al,az,...,—am),(ﬂ,,ﬂz,...,—ﬂm)} veya {(—al,—az,...,am)ﬁ(—ﬂl,—ﬂz,...,ﬁm)}

seklindeki kiimeler baska lineer sistemlerin ¢6ziim kiimeleri olarak karsimiza
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cikmaktadir. Dikkat edilirse ¢6ziim kiimelerindeki ¢éziimlerin hepsinin ayni bileseni
ters isaretli olmaktadir, yani birinci ¢6ziim kiimesi i¢in birinci bilesen, ikinci ¢oziim
kiimesi igin m-inci bilesen ve li¢ilincli ¢6ziim kiimesi i¢in birinci ve ikinci bilesen ters

isaretlidir.

Eger tim o(X,), 1<i<m, spektrumlar1 ve o(X) spektrumu tiim 6zdegerlerini ters

isaretlileri ile birlikte igeriyorsa, bu durumda birbirinin ters isaretlisi olan lineer
denklemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu, birbirinin ters isaretlisi olan lineer denklemler
ayni lineer sistemin iginde yer aldiklarinda bu iki lineer denklemden biri lineer

sistemin ¢dziimii siirecinde elenecektir. Ornegin,
1 1 -lfj¢g| 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 1{¢i=1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 (3.6)

lineer sistemini ele alalim. Katsayilar matrisinin ilk satir1 ikinci satira eklenirse ve

ayni islem lineer sistemin sag yani i¢inde yapilirsa,

1 =1][e] 1 1 1 1 =1 =1 -1 -1
0 0 Oflg|=[2 200 0 0 -2 =2
1 =1 0lle| |1 =11 =1 1 -1 1 -l

lineer sistemi elde edilir. Katsayilar matrisinin ikinci satir1 sifir satirt oldugundan
lineer sistemin sag yaninin ikinci satirindaki sifirdan farkli ¢éziimler elenecektir.

Boylece (3.6) lineer sisteminden

denk lineer sistemi elde edilir. Yani, (3.6) lineer sisteminin ikinci denklemi

sistemden elenmistir. Dolayisiyla, eger tim o(X,), 1<i<m, spektrumlart ve o(X)
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spektrumu tiim 6zdegerlerini ters isaretlileri ile birlikte i¢eriyorsa, bu durumda lineer
sistemleri olusturma siirecinde, bu birbirinin ters isaretlisi olan lineer denklem sol

yanlarindan birini ele almak yeterli olacaktir. Boylece tiim olas1 lineer denklem sol

nlnz -.-nm

yanlarmin sayisi olur ve c¢ozililmesi gereken lineer sistem sayisi,

[ i ]4‘[ ; ]+---+( 2 J sayisina diiser. Birinci paragrafta (3.5) lineer
m

denklem sol yani lineer sistemleri olusturma siirecinde ele alinmiyor olsa bile, bu

lineer denkleme karsilik gelen bloklarin, olusturulmus olan lineer sistemlerin karsilik
gelen A, 1<i<m, kdsegen matrislerinde igerildigi kabul edilerek sonuglarin daha

genel matrisler i¢in elde edilebileceginden bahsetmistik. Benzer kabulii birbirinin
ters isaretlisi olan lineer denklem sol yani ciftlerinden, lineer sistemleri olusturma
stirecinde ele alinmayan lineer denklem sol yanlari i¢in de yapilabilir. Yani, bu ele

alinmayan lineer denklem sol yanlarina karsilik gelen bloklar, olusturulmus olan
lineer sistemlerin karsilik gelen A;, 1<i<m, késegen matrislerinde igerildigi kabul
edilerek, sonuclar daha genel matrisler igin elde edilebilir. Ornegin, bdyle bir

durumda, bu kabul altinda (3.4) lineer sistemine karsilik gelen A;, 1<i <4, kdsegen

6
matrisleri, » 7 =n olmak iizere,

i=1
A =201 @-201 @1, @-A"1 @1 @-A"1,
A2 = A’l(z)]rl @ _X'I(Z)Ir2 @ XQ(Z)I;”} @ _Zﬁ(z)lm @ j2(2)11‘5 @ _22(2)1;«6 H
A, =201 @291 @01, @-A01 @201, @471,

A4 = /’11(4)]1‘] (_B _1'1(4)1}’2 C_B /12(4)1)‘3 C_B _/’12(4)11’4 C_B Z’§4)Ir5 C_B _/13(4)17’6
seklinde olur.

Eger o(X,), 1<i<m, spektrumlarinin kesisiminde birden fazla 6zdeger igeriliyorsa,
bu durumda, ¢Ozlimleri arasinda bir permiitasyon olan lineer sistemler ortaya

gikmaktadir. Bdyle bir durumda, dmegin, {(a,,,....,,),(B: By B,)} kiimesi
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bir lineer sistemin ¢bziim kimesi iken {(a,@.....,).(Bs B B,)}

(. c@) (BB By)) Veya {(a,.entl)o(B-Biseen By )} seklinde

kiimeler bagka lineer sistemlerin ¢oziim kiimeleri olarak karsimiza g¢ikmaktadir.
Dikkat edilirse, bir ¢6ziim kiimesindeki ¢dzlimlerin hepsinin permiitasyonu aynidir,
yani ilk ¢6zlim kiimesi i¢in birinci ve ikinci bilesen yer degistirmistir, ikinci ¢oziim
kiimesi i¢in ikinci ve m-inci bilesen yer degistirmistir, ve tliglincli ¢oziim kiimesi i¢in

biitiin bilesenler bir bilesen sag tarafa kaymustir.

(3.1) lineer bilesiminin karakterizasyonu, ¢oziimleri birbirinin ters isaretlisi olan veya
cOziimleri arasinda bir permiitasyon olan sonuglarin bir araya getirilmesiyle elde
edilmektedir. Yani, Once olusturulan tiim olast lineer sistemler ¢dziilmekte,
sonrasinda ise ¢0ziimleri arasinda bdyle bir benzerlik iligkisi olan sonuglar bir araya
getirilerek bir karakteristik elde edilmektedir. Bu karakteristiklerin tiimii, bize (3.1)
lineer bilesiminin karakterizasyonunu vermektedir. Boylece, (3.1) lineer bilesiminin

karakterizasyonunu veren bir kombinatorik yontem elde edilmis olur.
3.3. Kombinatorik Yontemin Algoritmasi

Bu boliimde onceki boliimde ortaya konulan kombinatorik yontemden yararlanilarak

(3.1) lineer bilesiminin spektrumunun karakterizasyonunu veren bir algoritma

verilmektedir.
Algoritma 3.1.
Algoritma
Girdi: o(X;), 1<i<m, spektrumlari ve o (.X) spektrumu
Ciktr: (3.1) lineer bilesiminin karakterizasyonu
1. Adim: o(X;), 1<i<m, spektrumlarmin ve o (X) spektrumunun elemanlarini gir.
2. Adimm Tiim olasi lineer denklem sol yanlarint ve katli sag yanlart olustur.
Adim Eger (3.5) seklinde bir lineer denklem sol yan1 olugmus ise bu sol yan sil.
4. Adim Eger tim o(X;), I<i<m, spektrumlan ve o (X) spektrumu tiim

elemanlarini ters isaretlileri ile beraber igeriyor ise olusturulan lineer



5. Adim
6. Adim
7. Adim
8. Adim
9. Adim
10. Adim
11. Adim
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denklem sol yanlarindan birbirinin ters isaretlisi olan iki lineer denklem
sol yanindan birini sil.
Eksik ve kare lineer sistem sol yanlarini olustur. (Eger karakterizasyon

lineer bagimsiz X;, 1<i<m, matrisleri i¢in elde edilmek isteniyor ise

sadece kare lineer sistem sol yanlarin1 olustur)

Lineer sistem sol yanlarindan sifir siitunu i¢erenleri sil

Olusturulan lineer sistem sol yanlarinin uygun boyutlu katli sag yanlarini
ekleyerek lineer sistemleri olustur.

Olusturulan tiim lineer sistemleri ¢6z.

Co6ziim kiimelerinin iginden sifir1 igeren ¢oziimleri ¢ikar.

Coztimleri arasinda bir permiitasyon olan veya ¢6ziimleri birbirinin ters
isaretlisi olan ¢6ziim kiimelerini bir araya getirerek bir benzer sonuglar
grubu olustur.

Olusturulan her grup, (3.1) lineer bilesiminin karakterizasyonunun bir

karakteristigine karsilik gelmektedir.

Bu algoritmanin Mathematica 9.0 paket programindaki uygulama kodlar1 Ek A

kisminda verilmistir.



BOLUM 4. BAZI OZEL TiPLi MATRISLERIN LINEER
BILESIMLERININ KARAKTERIZASYONU

4.1. Giris

Bu béliimde, iiclincii boliimde gelistirilen Algoritma 3.1 yardimiyla bazi 6zel tipli
matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu elde edilmektedir. Ortaya konulan
sonuglar Mathematica 9.0 paket programi yardimiyla elde edildiginden sonuglarin

ispatlar1 program ¢iktis1 olarak Ek B kisminda verilmektedir.
4.2. Degismeli Iki Kiibik Matrisin Lineer Bilesiminin Kiibikligi

Bu kisimda, degismeli iki kiibik matrisin lineer bilesiminin kiibikliginin

karakterizasyonu problemi, gelistirilen Algoritma 3.1 yardimu ile ¢oziilecektir.

X, €C,, a.p.y,€C, i=12, (X,-al)(X,-BL)(X,-rl,)=0 ve

n

X, X, =X, X, olsun. Bu durumda ¢;,¢, € C\{0} olmak iizere

X, +e,X, =X 4.1)

lineer bilesim matrisinin {a,ﬁ,y} -kiibikligi problemini, diger bir deyisle
o(X,) g{a[, ﬂi,y/[} olacak bigimdeki X,, i=1,2, matrislerinin (4.1) ile verilen X
lineer bilesim matrisi, ne zaman o(X)c {a,f,7} olacak bigimde bir matris olur

problemini ele alahm. Teorem 2.65’den X,, i=1,2, kiibik matrislerinin

kosegenlestirilebilir oldugu ve Teorem 2.31’den eszamanli kosegenlestirilebilir

olduklar1 bilinmektedir.
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Teorem 4.1. X, eC,, i=1,2, matrisleri degismeli iki {,, 3,7} -kiibik matris ve
¢,¢, € C\{0} olsun. Bu durumda, ¢X,+c,X, lineer bilesim matrisinin bir
{a, .y} -kibik olmasmn gerekli ve yeterli kosulu n +n,=n ve S, X, ve X,

matrislerini eszamanli kdsegenlestiren bir tersinir matris olmak Tlizere, asagidaki

sartlardan birinin saglanmasidir:

D a+ge e{l ﬁ,all}’ SileS:aljn’ S71X2S:a2]n veay # 0,
2) 4 +&cz e{l 0 L}’ S'XS=al,, S'X,S=p1, vea, # 0,

3) Cl+y_262 E{l9£ l}’ S_IXIS:allna S_1X2S=]/2[n Ve al * O’

4) q+Feels b2l STXS=p1,. SX,S=a,l, ve f; # 0,
5) q+ie, e {%,g,g ,STXS=B1,S'X,S=B1 vepy #0,

6) c+2cele L2l SXS=41,, S X,S =1, ve By #0,

n?>

D q+seels Ll SXS=pl,. SX,S=a,l, vey, # 0,
8) ¢+2c,ele, L2 X S=pl,, SX,S=B1, vey, #0,

9) ¢+icele, L Ll STXS=pl,, STX,S =11, vey; # 0,

—aphtan a-f —afytony a-y o= f-a
a(a-5)° -5 )\ a(e-£)° -5 )\ a(a-5)° w5 )’

10) (¢,,c, ) €
)( I 2) (*ﬂzﬁﬂlz}’ By ) (‘12‘1*/327/ y-a ) (%ﬁ*ﬁz}/ 7B ) ’
) 2

a(ay=p,)° =P, a(-5)° =P a(ay=p)° =P,

SileS :allnl ®alln2 > SileS 2052]’1[ EDﬂzln2 sap #0vea, — B, #0,

(—0‘72+0‘2ﬁ a*ﬁ) (—‘172"'0‘27 a-y ) (aza—}’zﬂ p-a )
2 b b

051(012—72) > oy, 0!1(0!2—72) > ay-ry 0!1(052—}’2) >y

11) (¢,¢,) €

(_72ﬂ+a27 By ) (0’20’—}/27 y-a ) (azﬂ—}’z}’ 7B )
b b

0‘1(0‘2*72) > ay=7y a](az*}/z) > =7y a](az*}/z) > ay=7)

X S=al, ®al, , S"X,S=a,], ®y,], ,a; #0vea, —y, # 0,
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al -5’ 0‘2 2] ﬁl) > al*ﬁl’az(al‘ﬂl) ’

*05/31*”‘1/5' a-fi  —aftay (ﬂ*a aa—pp
a’l ﬁl a(a-p) )\ =B ay(a=5) )\ =B > ay(a-5) )
12) (¢,,¢,)
a-p° 0‘2(0‘1 —ﬂl)

ﬂ /4 *ﬂl/”*“l}’) ( y-o aa—py ) ( r=B_ _ap-pr )
X S=al, ®BI, , SX,S=a,], ®ad, ,a, #0vea,—f #0,

_0’2“+0‘ﬂ2 aa-af ) ( af—ay ap-a B ) ( apy—ayy ap—ay )
_a2ﬂ1+alﬂ2 Y firaf, )\ —afirafy ? e fiaf, )\ —afirap > ap-ap, )2
13) (¢,¢,)

—aa+pf ‘0‘10‘+ﬁ|,3) (—azﬁ‘*',ﬁzﬂ —alﬁ*'ﬁl,ﬁ) ( BB-ary Bp-ay )
b

_a2ﬂ1+alﬁ2 > arfi—an By )0\~ ? an - —apraf, ? aof-ap,

’a’za’*ﬂz}/ *0‘1‘“/”17) ( —ay B+ *a1ﬁ+ﬂ17) ( —ayr+Poy *%7*/717)

—afranf, ? afi-of, —afiraf, ? ap-op,

—apraf, ? ap-ap,

S'X,.S = a11nl DB, , ST X,S=a,l, ®B,I, veafy —aif; # 0,

—patay, aa—af, ( -o, f+ay, af—af ( ay, —&y af —ay )
’1’251*0-’1}’2 Py firay P\ —afitrar? afi-ay )P\ —afran’ af-an )’
14) cl,c2

_azaJrﬂ}’z aa-pp ) (‘azﬂJrﬁVz aB-BB ) ( Bra—ary BB-ay )
b

_azﬁl ta ’ —afirarn P\ —abitay,’ —afitay, )P\ -—afitar,’ of-arn

_’120”‘727 —ala+ﬂ]y) ( —a,B+By _alﬁ+ﬂ|7) ( —Qrtny _0‘|7+ﬁ|7)

—azﬂl ta P fi—an )P\ —afitar, ? ofi-arn )P\ —abitan ? abf-ar,

X S=al, ®BI, , SX,S=a,], Dy,l, veaf; —ayy, # 0,

0‘1ﬂ an a-y —antoy B-a  aa=Py
al 71 a(a-n) P\ a-n’a(a-n) ’\a-n’a(a-n))’
15) c],02 )
ﬂ v 7ﬂ71+a17) ( y-a_ aa-ny ) ( y-B  aB-ny )

0‘1 -n’ e 061 }’1) >

a-n’a(a-n) )\ a-n’a(a-n)

S'XS=al, ®yl, , S"X,S=a,], ®a,l, ,a, #0vea; —y; #0,

—qataf  aa-ay ( afy - af-an ( afy-—ayy  ayy—an
051/32*05271 Ya o )P\ afr—on > afr-an )P\ afr-an ’ afy-ayn )
16) (¢,¢,)

az“*ﬁﬂz aqa-np ) (*azﬂJrﬂzﬂ a,- Py ) (ﬂﬂz*az}’ *ﬂ}/l*al}/)
9

alﬂz‘“z?’l Yoy fy—ayn apy—ayn ’ afr-an )P\ apr-an’ ab-arn

_aza‘*'ﬁﬂ aqa-ny ) (_azﬁ‘*‘ﬂz}’ aB-nr ) (_’7‘27‘*',82}’ aqy-—nr )

alﬁz—az}’l Yafr -y )P\ b’ afr—arn )P\ By P aBr-any

S'XS=al, ®yl, , ST X,S=a,I, ®B,I, vea, —ayy; # 0,

(—0‘20“*'0’72 o a—ay ) (0‘72—0‘2ﬁ o f-ay ) (0‘72—0!27 ay —oy )

ar—an >y, —an )\ arn-awn > an-an )?\ arn-an ? ar,-an

17) (Clacz) c (—a2a+}/2ﬂ aqa-np )’(_azﬂ“'}’zﬂ af-np ) ( nh-ay  nP-ayy ), ,

b b b 2
Q)= T )N )= T )N (VR Y SV SR 5 ¥4

—matyy  —oatny —ftnyr —af+ny —y+ny —artny
an =’ arn-an P\ an-mnn > an-an P\ arn-an ’ an-arn

S'XS=al, ®yl, , S X,S=a,I, ®y,I, veayy, —azy; # 0,
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Vzﬂ"'ﬂz}’ B-r ) ( Ba-ry y-a ) ( BB-ravr  y-p ) ’

Na(B-1n)’ b1 )\ a(Br-12) B-12

ﬁzﬁ ay, a-p —ap,+thy  a-y ) (ﬁzaﬁ’zﬂ p-a
0‘1 (Br=12)° B2 P\ s (Bo=12)° Bo=72 )P\ (Bo=12)° o172 )
18) ), 2

0‘1 ﬂz 72 > Br

S'X,.S= al, ®al, , S'X,S =p1, Dy, 1, a1 #0vef, =y, #0,

aza*aﬁz aa—af ) ( aa—pp *aﬁﬁalﬂ) ( va=Py ay—af )
0‘10‘2 BBy =Py )\ ey =BiB, 7 ey =pify )2\ vaa=Bipy > ey =pipy )°
19) (¢,,¢,)

“Boatpa, aa-pf ) (azﬂ*ﬂzﬁ a,5-BB ) ( Boy =Py *ﬁﬁl*al}/)
a]a27ﬁ1ﬂ2 > aay=pfy )P\ aar-Bif,° =S, )P\ war—-BiB, > e =By ’

“patayy  aa=py ) (_ﬂzﬂ"’az}/ af-Br ) ( ar=Par Ve V4 )
\aay=fiB, 7 aon =i,

alaz—ﬂlﬂz > oy =pipy )2\ ey =pip 0 e =pips

X S=al, ®BIL, , SX,S=p1, Dayl, veaya, —p1f; # 0,
0‘1/3 ap ) ( a-y *aﬂlﬂzl}’) ( B-a  _aa-pp )
al ﬂl ﬂ (24} /51) ’ al’ﬂ]’ﬁ(a*ﬂ) g al’ﬂl’ﬂ(“*ﬂl) ’
20) CI,CZ 2 ATl A

ﬂ y BBty (7—a aa-fy y=B_ _af-py
aq=p° /32(0‘1 */”1)

0«’1 -A° ﬂz a; /31) ? al*/”l’ﬁz(alfﬁl) ?

S'XS=al, @B, . SX,S=B1, @B, . B, #0vea, -y #0,

—Ba+ay, aa-af ) (‘ﬂzﬂ*a}’z apy—a B ) ( ay,—pry ap—ay )
ﬂ]ﬂ2+a172 =BBtayy P\ =Bibatawyy ? Bbr—aiys )\ —Bbrtarys > Bifr-awy, )
21) C1acz

—Pra+pr, aqa-pp ) (_,Bzﬂ“’ﬁ}’z af-BB ) ( Bra=Par BB-ay )
—BiBrtray, ? —PiBhrayy |2\ —Bibrtaryy ? —BiBrtrayy )2\ —Bibarar, ? BBy ’

~Bratyy wlwﬁly) ( ~BB+rar *%/Hﬁl}') ( —Bortyay *%7*.517)
P\ -Bbrtayyy ? Bibr-aiys

/31 b+, 2 BBy, —BiBrronys ? Bifr—air,

IXS al, @:81 _1X2S=ﬂ21nl ®721n2 ve f1f2 — aryz # 0,

aza—aﬂz aqa—ay, ) ( a,0-p B _a71+al/3) ( =Py ay—ay )
0‘10‘2 =B’ ey =P )\ waa=pon > ey =P )\ v =pon > avan = )
22) ), 02 )

ﬁza*’ﬁaz aa-np
0‘10‘2 =B > =

( wf-PB  aB-pPn ) ( Py =Py —571"'0‘17)
5

Y\ oy —Bn > ay=pon )\ =Bon ? ey —Phn

ﬁza”r"‘z}/ na—ny ) (*ﬂzﬂ*aﬁ ap-nr ) (“27*/’27/ aqy-nr )

al“z*ﬁz}’l > ayn=Phn aay=pn ? aay=pn )2\ e =Fn ’ aan-hn

-1 -1

S X S=al, ®nl, , S X,S=51, ®y,1, veaja, — P71 # 0,
a-f  _af-ay a-y —ontay p-a  aa-pn

a-n’ ﬂz(%*?’l) Na-n? ﬂz(aﬁ}’]) Na-n? ﬁz(%*%) ’

(ﬂ—y —/371+a17) ( y-a _ma-ny ) (y—ﬁ aB-ny )

a-n ﬂz(%*?’l) Na-n? /72(0!1*}’1) \Na-n? ﬁz(%*%)

S'XS=al, ©yl, ., S"X,S=p1, @B, B #0vea, —y, #0,

23) (¢,¢,) €
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-Ba+pr, aa-np ) (*ﬁzﬂ*ﬂ}’z af—np ) ( Bra=By np-ay )
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4.3. Degismeli Iki Kuadripotent Matrisin Lineer Bilesiminin Kuadripotentligi

Bu kisimda degismeli iki kuadripotent matrisin lineer bilesiminin kuadripotentliginin

karakterizasyonu problemi gelistirilen Algoritma 3.1 ile ¢oziilecektir.

X, eC,, i=1,2, olmak iizere X=X, ve XX,=X,X, olsun. Bu durumda

¢,¢, € C\{0} olmak iizere
oX, +e,X, =X (4.2)

lineer bilesim matrisinin kuadripotentliginin karakterizasyonu problemi, diger bir

deyisle o(X,) < {—% + %,—% —%,1, 0} olacak bi¢imdeki X, i=1,2, matrislerinin

(4.2) ile verilen X lineer bilesim matrisi, ne zaman o(X)C {—%+$,—%—$,1,0}

olacak bigimde bir matris olur problemini ele alalim. Teorem 2.40’dan X,, i=1,2,

kuadripotent matrislerinin kosegenlestirilebilir olduklart ve Teorem 2.31’dan

eszamanli kdsegenlestirilebilir olduklar1 bilinmektedir.
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(4.2) lineer bilesim matrisinin kuadripotent olmasinin gerekli ve yeterli kosulunun
(cf =) X, +4c/e, X7 X, +6¢] S X[ X +4e,es X, X5 + (¢ —c, ) X, =0 (4.3)

oldugu dogrudan hesaplamayla goriliir. Coziim kiimesinde parametrik ¢ozim
bulunmayan, yani ¢6ziim kiimesinde sonlu tane eleman olan sonuglarda, matrisler ile
ilgili sartlar, ¢6ziim kiimesinin ilk ¢6ziimi, eger bu daha 6nce kullanildiysa ikinci
¢Ozlimii, bu da daha 6nce kullanildiysa {i¢iincii ¢6zliimii ve bu sekilde devam ederek,

ilgili ¢6zlimiin (4.3) lineer bilesiminde yerine koyulmasiyla elde edilmektedir.

Teorem 4.2. X,,X,€C  matrisleri iki degismeli kuadripotent matris ve
¢,c, €C\{0} olsun. Bu durumda, c¢X,+c,X, lineer bilesim matrisinin
kuadripotent olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, j=k ve j,k=1,2 olmak lizere,

asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir:

1) ¢+c, e{—%+£,—l—£ 1,0} ve X, =X,,
1 i3
2) cl+(_3+7

Je. < ; (
3) cl—i—(—%—%)cz e{—%—kﬁ,—%—ﬁ 1,0} ve (—%—%)Xl =X,,

4) (cj,ck)e

5) (c_l.,c,()e

( 1 4
ve (6- 21\/'))(3 X, —18X°X2+ (18+61J')XX§+(—6 4ir3) X, =0,
|

6) ¢ +c, € { ‘+”f ———’flO ve X, =X,,
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VA

2

]
,. ,—iﬁ),(l,%+%),(—%—% %—73) (1iVB). )}
i +1 i

AXOX, +6X2XI+4X X} =0.

4.4. Degismeli Uc Tripotent Matrisin Lineer Bilesiminin Tripotentligi

Bu kisimda, degismeli ii¢ tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi problemi

gelistirilen Algoritma 3.1 yardimi ile ¢oziilecektir.

X, eC,, i=1,2,3, olmak iizere X =X, ve XX, =X X, i=jveij=123

olsun. Bu durumda, ¢; € C\{0}, i =1,2,3, olmak iizere

X, +to, X, +c X;=X (4.4)
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lineer bilesiminin tripotentligi problemini, diger bir deyisle o(X,) ={1,—1,0} olacak

bigimdeki X, i=1,2,3, matrislerinin (4.4) ile verilen X lineer bilesim matrisi ne

1

zaman o(X )g{l,—l,O} olacak bi¢cimde bir matris olur problemini ele alalim.

Teorem 2.40°dan X, i=1,2,3, tripotent matrislerinin kdsegenlestirilebilir olduklari

ve Teorem 2.31°den eszamanl kdsegenlestirilebilir olduklar1 bilinmektedir.

(4.4) lineer bilesiminin tripotent olmasinin gerekli ve yeterli kosulun

(613 —cl)Xl +3cle, X[ X, +3cca X, X, +(c§ —CZ)X2 +3cle, X7 X, + “5)
6X, X, X, +363, X7 X, +3¢,c1X, X7 +3¢,c1 X, X +(c] —¢,) X, =0 '

oldugu dogrudan bir hesaplamayla goriilmektedir. Coziim kiimesinde parametrik
¢Oziim bulunmayan yani, ¢oziim kiimesinde sonlu tane eleman olan sonuglarda,
matrisler ile ilgili sartlar, ¢6zim kiimesinin ilk ¢6ziimii, eger bu daha Once
kullanildiysa ikinci ¢oziimii, bu da daha once kullanildiysa ii¢lincli ¢oziimii ve bu
sekilde devam ederek, ilgili ¢oziimiin (4.5) lineer bilesiminde yerine koyulmasiyla

elde edilmektedir.

Teoreme ge¢meden Once birbirinin ters isaretlisi olan sonuglari bir arada ifade
edebilmek i¢in kullanilacak olan | | notasyonunu dahil etmek istiyoruz. | |
notasyonu mutlak deger fonksiyonuna benzer bir yapidadir. Yani |Ci| =*c, ve
| X,|:=+X, seklinde tamimli olup, hem ¢, skalerleri hem de X,, 1<i<m, matrisleri
icin kullanilacaktir. Bu gosterim eger ayni ifadenin i¢inde hem ¢, skalerleri hem de
X., 1<i<m, matrisleri i¢in kullanilmigsa, bu durumda ayni indisli ¢, skalerleri ve

1313

X, matrislerinin 6niindeki “+” veya “-* isareti ayn1 olmalidir. Ornegin ,

(|Cl

JeolsJes]) € {(1,-2,4),(-1,2,-4)} ve |X,|+|X,|+]X;| =0 (4.6)

seklinde ifade edilen bir sonu¢ Tablo 4.1. de verilen sekiz sonucu temsil etmektedir.



Tablo 4.1. (4.6) ifadesi ile temsil edilen sonuglar
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1) (c1.2.03){(1,-2.4),(-1.2,-4)}
X1+ Xo+X3=0

2) (—e1.c2.c3)e{(1.-2.4)(-1,2,-4)}
-X1+X2+X3=0

3) (c1.—c2.c3)e{(1.-2.4)(-1.2,4)}
X1—Xp+X3=0

4) (c1.c2.-c3)e{(1.-2.4)(-1.2,4)}
X1+Xp2—-X3=0

Ve

Ve

Ve

Ve

5) (—e1.—c.—c3)e{(1,-2.4)(-1.2.-4)}
-X1—-X2—-X3=0

6) (c1.—ca—c3)e{(1.-2.4),(-1.2,-4)}
X1—X2—-X3=0

7) (—er.ca.—c3)e{(1.-2.4),(-1.2,4)}
-X1+Xp-X3=0

8) (—e1.—c2.c3)e{(1.-2.4)(-1.2,-4)}

- X1—-X2+X3=0

Ve

Ve

Ve

Ve

Teorem 4.3. X, X, veX,€C, matrisleri ii¢ degismeli tripotent matris ve

¢,¢, ve c; € C\{0} olsun. Bu durumda, ¢ X, +c,X, +¢, X, lineer bilesim matrisinin

tripotent olmasinin gerekli ve yeterli kosulu i# j,i=k,j#k ve i,j,k=1,2,3 ve

p#q ve p,q=1,2 olmak iizere, asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir:

1

p—a

2) (c,. +le,

3 (cl. +‘cj

R

%|Xl|+%|X2|=X3’

5

(le,|+ e

p—a

\Xp\+2\Xq\=X3,

6 (cl. +‘cj

N

7

(le, |+ e,

R

‘XP‘Jr‘Xq‘:XV

o +|es|+|e; | € {1,-1,0} ve |X)|=|X,| =|X,

,ck>e{i(0,1),i(

Ja) e {£(=1,2),2(0,1),£(1L,-1)} ve X, =|x | |x,

b

9

¢,[+2¢,) e {£(1,0),£(-1,2),£(0,1),+(1,-1),(0,0)}

0 ) e {(0,1),£(2,-1), +(-L1)} ve X, =|x |# X,

¢,|+e;) e {£(1,0),£(-1,2),£(0,1),+(1,-1),(0,0)}

Ve

Ve

Ve
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8) (c e ) e {=(1L1), 2 (L,-1),£(0,1)} ve X, =[x |# X,

9 (le]|+esles|+e) e{x(1,1),£(1,-1),£(1,0),+(0,1),(0,0)} ve
RARRAERE

10) (¢ +[c ] ¢, ) e {£(0.1)} ve x, =[x | = x

1) (le el esl) (L) (- 1), (- 1) (134 ve

X212 =X | X5 + X7 |G| 2] X || X || XG |+ X5 |G = | X X5 + ]| X5 =0,

£(5-50 (55025 1) 23 3.)
12) (|c" o|Cil1% )E{+(L 1 1) (; _1 __) 13 _1 +(L 1 _1) Ve
—\424°2 4> 4> 2)— 424> 2)>—\424> 2
_%|Xi|_%Xi2 ‘X/‘+%|X1|X/2 +%‘X_/‘+%Xi2 |Xk|_%|Xi”X_/HXk|+%Xf |Xk|
#3107 -3|x | X7 =0 ’
+(-2,2,1),£(-1,1,1),+(-2,2,1),
13)(ci’cj |) { ( 1 1 ) (; 1_1) (_L 1_1) ve
22 > 2)2— 22 2
—| [+ 42| 4L 00 4|+ 207 X - 41X | X LY |2 |
x| X2 +|x | x2 =0 ’
(L-L1),%(-1LL1),%(1,-1.3),
14)(|ci’cj’ck) { ( L3 1) (l—l _1) +(_1;_1) Ve
9292 > 2% 2)°— 222 2

—X2 X |+ X) X+ X7 X | 21X ||| X+ X x| x| x| xg =,

|)e{i-( 2 2’2) (2’ 2’1)’i(_%’%’1) +(%%_1)} ve

§|X[|—§Xl.2‘Xj‘—§|X[|Xf +%‘Xj‘+%th |Xk|+3|X,.HX_/HXk|+%X_f |Xk|

15) (|cl. |¢;

b

—6|X,| X} —6|x | X7 +6|x,[=0

+(-3,2,2),£(-2.1,2),£(-2,2,1),
) e{i(—l,l,l),i(z,—l,—l) }

~4) X |+9x7 ‘X_/‘—6|X|i X +‘X_/‘+9Xf |Xk|—12|XiHXjHXk|+4Xf. X,

16) (cl. (¢

Ve

9

—6|X,| X} +4[X | X7 +[ x| =0
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17) (|c,.

Ve

,cj7

|) {1(3,—4,2),1(1,—2,2),1(2,—3,2),1(2,—2,1),}

Tl -11), £ (-2.3,-1), £ (-1,2,-1)

4| |-18X}| X |+ 24|, | X7 — 10X |+ 947 X, |- 24X | | X || X, ] +16.7 | X, |

+6|,| X7 —8|X | X7 +]X, | =0

+(1,-2,2),+(L-1,1),
18) (|Ci|"cj"|ck|)e{i( ) ( ) } ve

(~1,1,1),+(~1,2,-1)

=X X 202 = 7 X =46 o, 4 2]

—4‘X/‘X,f+|Xk|:0

19) (¢, +|c;|,c, ) €1£(0,1),£(L,=1)} ve X, =|X |=X,,
J i J k
i(%a_%aé)ai(%7_%3%)9i(%7%7_%)7i _%3%3%)9
20) (c,‘ s Cj' 5 ck|)€ i(%)%:_%)5i(%’%)%)7i(%5_%’_%),i(%5_%,%)5 ve
£(14.-2)
— S =37 X |+ 41X+ 88X+ 7 X e+ L
+lo X | X -2 [x | X7 +2[x, =0 ’
+(-1,-2,4),%(1,2,-2),+(1,1,-1),
20 (|C" 1% ’c"|)e{i(—1,—1,3),1(—1,—2,3),1(1,1,—2) ve
—X7|X |- 20X | X7 =[x |+ 2X7 | x|+ 81X || X ||, |+ 8.X7 | X, | -8l | X7
—16|x | X7 +10[X,|=0 ’
i(%’_%’l)’i—(%’%’_1)’1_(_%,%,1)’
22) (Ci e ’c"|)e{+(1 2,-1),£(LL-1),£(-4,-1,1) v
—\222> s— b s — 25 20
_%|X1|_%X12‘Xj‘+%|Xl|ij+%‘X1‘+%X12|Xk|_%|Xl”XjHXk|+%Xj2|Xk|
+2|X| X7 -3]x |7 =0 ’
+(1,1,-1),%(L-11),£(-11L1),
23) (Ci [S5]> Ck|) {i(—l,—1,3),i(1,1,—2) ve

X7 |X |+ |x, X7 - X7 x| - 20X || | X - XX |+ X X+ x| X7 =0,
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1 1 1 1 3 1 1 1
’_’_)’—}—(_’_’__)’—‘,—(_’_’__)’
3 )
2

1
24) (le. ’

)(|Cl ’cj o %’_%’% :i(%’_%’_ )ai(%’_%,_% v
=33 X7 X 3K X -3 |+ XX |+ 3| X+ 2 X
XX 3] | X7 -3 x| =0 ’

25) (cncpne ) e {2(4.4.0)1(4. 4, 1), (4, -4, 1), 2(—2.4.1)} ve
X HIXIX XX X 43NN, 43X X X, +3 XX +3X X
XX} =0 ’
26) (e, o | Jerl) € {#(-1,2,2),£(=1,2,1),£(=1,1,2),£(1,-1,~1)} ve
XX |21 X7 +|x |+ X7 |x, |- 41X || X |||+ 4X7 | X 2| | X
+4|x | X} +|x,|=0
i(%s%a%)ai %5_%9_%)3i(_%9%9_%)3i(%9%7_%)5
27)(|c1’ |)e{+il_l +(L 1 1) 4(—1 11 ve
_(2’2’ 2) _(2’ 2 2)’_( 2 2’2)
%|X1|_%X12|X2|+%|X1|X22+%|X2|_%X12|X3|+%|X|||Xz||X3|_%X22|X3|
+21X,] X7 -3 X7 + 3 = 0 ’
28)(|cl|+c3,02|+c3) {( 0),£(0,1),£(1,- )(00)} ve | X, |+]X,|= X,
£(2,-1,-1),£(2,-1,-3),£(2,-1,-2),
29)(|ci,c] |)e{ o(- 112) L1 L) ve
2|Xl.|—4Xf‘Xi‘+2|X[|Xf—4Xf|Xk|+4|Xi|‘XiHXk|—Xf|Xk|+2|Xl.|X,f
|z =0 |
30) (|c,. Je,|-le. )e{i(—l,2,1),i(l,—2,1),i(1,—1,1),i(—1,1,1)} ve
2X7|X |-41X | X7 +2|X |+ X7 X, |- 4|X || X || X+ 4X | x| X xg
+x | x7 =0 ’
31) (¢0p.05) € {£(LL1), £ (L1, -1),£(L-1,1),+(-LL1)} ve

X2 X, + X, X; + X[ X, +2X X, X, + Xo X, + X, X7 + X, X =0.
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4.5. Degismeli Dort involutif Matrisin Lineer Bilesiminin Tripotentligi

Bu kisimda degismeli dort involutif matrisin lineer bilesim matrisinin tripotentligi

problemi gelistirilen Algoritma 3.1 yardimu ile ¢oziilecektir

X, eC,, i=1,2,3,4, olmak iizere X’ =1, ve XX, =X X, i#jveij=1234,

n> 1 1

olsun. Bu durumda ¢, € C\{0}, i =1,2,3,4, olmak iizere
X +to, X, +e, X+, X, =X (4.7)

lineer bilesim matrisinin tripotentli§i problemini, diger bir deyisle o(X,) < {1,—1}

olacak bigimdeki X,, i=1,2,3,4, matrislerinin (4.7) ile verilen X lineer bilesim

1

matrisi ne zaman o(X) g{l,—l, 0} olacak bi¢imde bir matris olur problemini ele

alalim. Teorem 2.42°den X.

19

i=1,2,3,4, involutif matrislerinin kdsegenlestirilebilir

olduklar1 ve Teorem 2.31°den eszamanli kosegenlestirilebilir olduklari bilinmektedir.

Dogrudan bir hesaplamayla goriilmektedir ki (4.7) lineer bilesiminin tripotent

olmasinin gerekli ve yeterli kosulu

(013 +3c,c3 +3c,ci +3¢c; —cl)Xl +(c§ +3clc, +3c,ci +3c,c; —cz)X2 +
3 2 2 2 3 2 2 2
(c3 +3c¢ic, +3c5¢, +3c5c; —c3)X3 +(c4 +3c¢ic, +3c;¢c, +3cic, —c4)X4 + (4.8)

6¢c,c,c; X, X, X, +6¢c,c, X, X, X, +6cc,c, X, X; X, +6c,c,, X, X, X, =0

olmasidir. C6ziim kiimesinde parametrik ¢6ziim bulunmayan, yani ¢6ziim kiimesinde
sonlu tane eleman olan sonuglarda, matrisler ile ilgili sartlar, ¢6ziim kiimesinin ilk
coziimii, eger bu daha Once kullanildiysa ikinci ¢dziimii, bu da daha oOnce

kullanildiysa tiglincii ¢6zliimii ve bu sekilde devam ederek, ilgili ¢6ziimiin (4.8) lineer

bilesiminde yerine koyulmasiyla elde edilmektedir. Teorem 4.3’de kullanilan | |

notasyonu Teorem 4.4’de de kullanilacaktir.
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Teorem 4.4. X, X,, X, ve X, €C matrisleri dort degismeli involutif matris ve

¢,Cy,¢ vec, € C\{0} olsun. Bu durumda, ¢ X, +¢,X, +¢,X; +¢,X, lineer bilesim

matrisinin tripotent olmasinin gerekli ve yeterli kosulu i+ j,i=k,j#k,l#i,]l+ ],

l#k vei,j k,l=12,3,4 olmak lizere, asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir:

1))
2)

3)

4)

5)

6)

7)

|| +|eo|+|es| +]e,] € {L.-1,0} ve | x| =|X,| =|X;| =| X,

j<k ve j<I olmak iizere (c,.,cj.+|ck|+|c,|)e{i(l,O),i(%,% E(L.-1)) ve

X # X, =|X[=|X,

b

i<j ve k<l olmak lizere
(e +Je s+ [£(10) (0.3 4) (52 (0.0) ve

X, =|x,|=x, =|x],

i<j olmak iizere (|ci|+‘cj

:cka

£(-LL1)£(=4,4.1),2(-4,L1),
)e ) ve
12°2)> > > 52072

0] =[x =X =X

(|cl|+c4,c2 +e,,lc +c4)e ve

| X +]X ]+ X = X,

i<j olmak iizere (cl.+‘cj ,ck,cl)e{i(O,%,%),i(O,%,—%)} ve

X; = |X/| = | X, | = | X, |»

1 1 (
2 2 2 ’
3 1 1 1 11 1111
(el e sl €4 £(-3.L18) (1AL, £(-LLEA). £(-4.5.4.4). ve
_3 111 11 _1_1 1 _11_1 L1111
i( 2’2’2’2)’i(2’2’ 20 2)’i(2’ 2020 2)’i( 222920 2)

41|+ 3X |+ 31+ 31, |- 2 | |, |- 20 | L - 2] ]
+‘X/‘HXk||Xl|:0 ,
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BOLUM 5. TARTISMA VE ONERILER

Bu calismanin {i¢iincii boliimiinde ortaya konulan kombinatorik yontem temel
almarak sonlu sayida degismeli kosegenlestirilebilir matrisin lineer bilesimini
karakterize eden bir algoritma gelistirildi. Bu kombinatorik yontem ve Teorem
4.37Un bir 6zel hali olan karsilikli degismeli iki tripotent ve bir involutif matrisin
lineer bilesiminin tripotentligi probleminin ¢éziimii [28] calismasinda sunulmustur.
Girdi olarak lineer bilesimdeki matrislerin spektrumlarini alan algoritma, katsayilar
bu spektrumlardan secilen lineer sistemleri ¢6ziip benzer sonuglart gruplamak
suretiyle c¢ikti olarak lineer bilesimin karakterizasyonunu vermektedir. Ayrica
algoritmanin Mathematica 9.0 paket programindaki uygulama kodlar1 Ek A kisminda
verilmistir. Boylece literatiirde bir¢ok yazar tarafindan ele alinmis olan 6zel tipli
matrislerin lineer bilesiminin karakterizasyonu problemlerinin degismeli matrisler
i¢in olan kismi bilgisayar programlariyla ¢oziilebilir hale gelmistir. Dolayisiyla artik
bu tiir 6zel tipli matrislerin lineer bilesimlerinin karakterizasyonu problemleri
istenildigi sayida matrisin lineer bilesimi i¢in ¢dziilebilmektedir. Bdylece bu tiir
karakterizasyon problemlerinin uygulamali bilimlerdeki kullanim alanlarinda da

onemli kolayliklar elde edilmistir. Ornegin, istatistik teorisinde 4 nxn boyutlu reel
ve simetrik bir matris ve X vektorii de ¢ok degiskenli N, (0,/,) normal dagilimina
sahip nx1 boyutlu rastgele bir reel vektdér ise, bu durumda x’Ax kuadratik
formunun ki-kare dagilimina sahip olmasinin gerekli ve yeterli kosulu 4 matrisinin
idempotent, iki bagimsiz ki-kare dagiliminin farki olarak yazilabilmesinin gerekli ve
yeterli kosulu ise 4 matrisinin tripotent olmasidir [1]. Dolayisiyla 4, ve 4, nxn
boyutlu reel ve simetrik matrisler ve X vektorii de ¢ok degiskenli N, (0,/,) normal
dagilimina sahip nx1 boyutlu rastgele bir reel vektor olmak iizere, [S5] ¢alismasinda
ele alinan iki degismeli idempotent matrisin lineer bilesiminin idempotentligi

problemi istatistik teorisinde ki-kare dagilimina sahip x" Ax ve x’A4,x kuadratik

formlarinin ¢ x" 4 x+c,x" 4,x seklindeki lineer bilesimi ne zaman ki-kare dagilimina
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sahip bir kuadratik form olur problemine denktir. Benzer bigimde [15] ¢alismasinda
ele alinan iki degismeli tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi problemi

istatistik teorisinde iki bagimsiz ki-kare dagiliminin farki olarak yazilabilen x" 4 x ve
x" 4,x kuadratik formlarinin ¢ x” 4x+c,x" 4,x seklindeki lineer bilesimi ne zaman

iki bagimsiz ki-kare dagiliminin farki olarak yazilabilir problemine denktir. Boylece,
algoritma yardimiyla bu problemler de sonlu sayida kuadratik formun lineer bilesimi

icin ¢oziilebilmektedir.

Dordiincii bolimde degismeli iki kiibik matrisin lineer bilesiminin kiibikligi,
degismeli iki kuadripotent matrisin lineer bilesiminin kuadripotentligi, degismeli {i¢
tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi ve degismeli dort involutif matrisin
lineer bilesiminin tripotentligi problemleri gelistirilen algoritma yardimiyla
cOzllmistlir. Problemler algoritma yardimiyla c¢oziildiiglinden ispatlari program
ciktis1 olarak Ek B kisminda verilmistir. Bu dort problem, sonuglariin ifadeleri ¢ok
uzun olmadigi i¢in ele alinmistir. Benzer bagka problemlerinde c¢oziilebilecegi
aciktir. Baz1 ele alinabilecek olan agik problemler ve bu problemlerin ¢éziimii i¢in
cozlilmesi gereken lineer sistem sayisi Tablo 5.1.°de listelenmistir. Ayrica,
gelistirilen algoritmanin dogru sonuglar verdigini gostermek adina, literatiirde ele
almmis olan iki idempotent matrisin lineer bilesiminin idempotentligi probleminin
degismeli matrisler i¢in olan kismi [5], degismeli iki tripotent matrisin lineer
bilesimin tripotentligi [15], ikisi degismeli {i¢ idempotent matrisin lineer bilesiminin
idempotentligi probleminin karsilikli degismeli matrisler i¢in olan kismi [25] ve
karsilikli degismeli iki involutif bir tripotent matrisin lineer bilesiminin tripotentligi
[27] problemleri Algoritma 3.1 yardimiyla yeniden ele alinmis ve ayni sonuclar
bulunmustur. Elde edilen sonuglarin ¢iktilar: [5], [15], [25] ve [27] referanslarinda

elde edilen sonuclar ile karsilastirilarak Ek C kisminda verilmistir.
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Tablo 5.1.. Bazi acik problemler

Problem

Problemin ¢6ziimii igin ¢ozlilmesi gereken lineer

sistem sayist

1) Degismeli 1ii¢ kuadratik matrisin lineer

bilesimin kuadratikligi

e

2) Degismeli ii¢ kiibik matrisin lineer bilesimin

kiibikligi

3) Degismeli li¢ kuadripotent matrisin lineer

bilesimin kuadripotentligi

4) Degismeli dort kuadratik matrisin lineer

bilesimin kuadratikligi

5) Degismeli dort kiibik matrisin lineer bilesimin
kiibikligi

6) Degismeli dort tripotent matrisin lineer

bilesimin tripotentligi

40 40 40 40
+ + + =102090

7) Degismeli dort kuadripotent matrisin lineer

bilesimin kuadripotentligi

255 255 255 255
+ + + =174825280
1 2 3 4
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EKLER

EK A: Algoritma 3.1’in Mathematica 9.0 Programindaki Uygulama
Kodlar:

n=3; (*Please enter the number of matrices in the
combinations*)

X1={}; (*Please enter the eigenvalues of the first matrix
in the combinations¥*)

X,={}; (*Please enter the eigenvalues of the second
matrix in the combinations¥*)

X3={}; (*Please enter the eigenvalues of the third matrix
in the combinations¥*)

K=Tuples[{X1,X5,X3}]; (*Please modify¥*)

Print["K= ",MatrixForm[K]];

B={}; (*Please enter the eigenvalues of the linear
combination matrix*)

sizelB=Length[B];

For[i=1, i<=n, i++,

B;j=Transpose [Tuples[B,1i]11]1;

Print([i,". Matrix B= ",MatrixForm[B;]];
1:

Ctrl = 0;

For[i = 1, i <= sizelB, i++,
If[Count[B, -B[[i]]] == 0,

Ctrl = 1;
17
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For[i = 1, 1 <= Length[K], i++,
If[Norm[K[[i]]] == O,
K = DroplK, {i}, {}1;
17
17

For[i = 1, 1 <= Length[K] - 1, i++,
For[j = 1 + 1, J <= Length[K], j++,

If[Ctrl == 0 && K[[1]] == -KI[I[J11,
K = Drop[K, {j}, {}1;
17 (%1if%)

17 (*For2¥*)

17 (*Forl¥)

Print["K= ", MatrixForml[K]];

KAll = Subsets[K, {1, n}];
zZMC = {};
For[i = 1, 1 <= Length[KAll], i++,
A; = KA11([[i]];
For[j =1, 7 <= n, j++,
If[Norm[ A; [[All, 3]1]1] == 0 ,
ZMC = Append[zZMC, 1i];
Break[];
17
17
temp = Length[A;];

AB; = Join[A;, Btempr 21;



RRAB; =

RRA;

RRB;

NS = {

RootReduce [RowReduce [AB;]];
RRAB; [[All, 1 ;; nl]l;:

RRAB;[[All, n + 1 ;; n + sizelB™™]];

b

If[MemberQ[ZMC, i] == False,

For[j

= temp, j >= 1, j--,

temp2 = Length[Transpose[RRB;i]];

If[

Norm[RRA;[[j]]] ==

14

While[True,

ctrl = 0;
For[k = 1, k <= temp2, k++,
If[RRBi[[J, k]] != O,

RRB; = Drop[RRBi, {}, {k}];

temp2 = temp2 - 1;

ctrl = 1;
Break[];
17
17
If[ctrl == 0O,
Break[];
17
17
17
1;
If[Length[RRB;] == 0,

NS =
17

Append[NS, 1i];

55
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If[MemberQ[NS, 1] == False,
For[j = 1, 7 <= temp, j++,
temp2 = Length[Transpose[RRB;i]];
If[Count[RRA;[[j]], O] == n - 1,
While[True,
ctrl = 0;
For[k = 1, k <= temp2, k++,
If[RRB;[[], k]] == 0,
RRB; = Drop[RRB;, {}, {k}];
temp2 = temp2 - 1;

ctrl = 1;
Break[];
17
17
If[ctrl == 0O,
Breakl[];

Print[i, MatrixForml[A;],
MatrixForm[RRA;], MatrixForm[RRB;]];
17
17
17
Print [ZMC];

Print [NS];

For[i = 1, 1 <= Length[KAll], i++,

If[MemberQ[Union[ZMC, NS], 1] == False,
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ZRRA; = Join[RRA;, —-RRA;, 2];
ZRRB; = Join[RRB;, —-RRB;i, 2];
For[k = Length[RRA;], k >= 1, k--,
If[Norm[ZRRA;[[k]]] == O,
ZRRA; = Drop[ZRRA;, {k}, {}1:
ZRRB; = Drop[ZRRBi, {k}, {}1;

Break][];
17

17
list = Union[ZMC, NS];

gn = 0;
For[i = 1, 1 <= Length[KAll] - 1, i++,
If[MemberQ[list, i] == False,

gn = gn + 1;
Print[gn, " st group"];
list = Append[list, 1i];

Print[i,MatrixForm[A;],MatrixForm[RRA;],MatrixForm[RRB;]];

For[j = i + 1, J <= Length[KAll], j++,
If [MemberQ[list, j] == False &&

Length[ZRRA;] == Length[ZRRA5] &&

Length[Transpose [ZRRB;] ]== Length[Transpose[ZRRB;]],

ctrl = 0;

For[p = 1, p <= Length[ZRRA;], pt+,

For[qg = 1, g <= Length[ZRRAy], g++,

If[Sort[ZRRA;[[p]]] == Sort[ZRRA5[[g]]] &&
Sort [ZRRB; [ [p]]] == Sort[ZRRBy[[qll],



58

ctrl = ctrl + 1;

Break[];
17
17
17
If[ctrl == Length[ZRRA;],
ctrl2 = 0;
For[p = 1, p <= Length[Transpose[RRB;]], p++,

For[g = 1, g <= Length[Transpose[RRB5]], g++,
If[Sort[Transpose[Join[Transpose [RRB;], Transpose |-
RRB;],2]1][[All,p]]]==Sort[Transpose[Join[Transpose [ [RRB;]
’
Transpose[-RRBy], 2]][[All, glll,
ctrl2 = ctrl2 + 1;
Breakl[];
17
17
17

If[ctrl2 == Length[Transpose[Subscript[RRB, 1i]1]],
list = Append[list, J1;

Print[],
MatrixForm[A5],MatrixForm[RRA],MatrixForm[RRBy]];
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Literatiirdeki Bazi Sonuclarin Algoritma 3.1 Kullanilarak

Elde Edilen Ciktilar

EK C

Idempotentligi [5]

1minin

Iki Idempotent Matrisin Lineer Biles

Grup 1 Lineer bagimli matrisler ele alinmamustir.

11 DA DA 0)

4
J
6

1) Teoremin (7) sikkina karsilik gelmektedir.

)6 D

)(
)(

11
10
11

0 1

) Teoremin (i) sikkina karsilik gelmektedir.

1 O) (—11
)G

01

) Teoremin (i7) sikkina karsilik gelmektedir.

1 0y(1 O
01

0 1

tentligi [15]

iminin Tripo

Iki Degismeli Tripotent Matrisin Lineer Biles

Grup 1 Lineer bagimli matrisler ele alinmamustir.

11 DA DA

2(1

-1 0)

-

-1 0)

-

Grup 2

) Teoremin (g) sikkina karsilik gelmektedir.

Grup 3
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6 (1 1) (1 0) (_1 1 1 _1) Teoremin (a) ve (b) siklarma karsilik gelmektedir.

1 0/\0 1/V2 -2 -1 1
1 1)1 O0/2 -2 -1 1 . .
7 ( 0 1) ( 0 1) (_ 11 1 - 1) Teoremin (c) ve (b) siklarina karsilik gelmektedir.

1 -1/ 0y(-1 1 1 -1 . .
8 ( ) ( ) (_2 21 — 1) Teoremin (d) ve (e) siklarina karsilik gelmektedir.

1 -1\/1 0y/2 -2 1 -1 . .
9 ( ) ( ) ( 1 -1 1 — 1) Teoremin (d) ve (f) siklarina karsilik gelmektedir.

ikisi Degismeli U¢ iIdempotent Matrisin Lineer Bilesiminin idempotentligi [25]

Grup 1
1(1 1 1)1 1 1)(1 0) Teorem 1’in (m) sikkina karsilik gelmektedir.

Grup 2
1 1 1/1 1 00 1 ,: . .
8 ( 11 0) ( 0 0 1) ( | 1) Teorem 1’in (/) ve (i) siklarina karsilik gelmektedir.
1 1 1/1 0 1)(0 1 \: . .

9 ( 10 1) ( 0 1 O) ( 1 - 1) Teorem 1’in (/) ve (i) siklarina karsilik gelmektedir.
10 G (1) (1)) ((1) (1) (1)) ((1) _11) Teorem 1’in (%) ve (g) siklarma karsilik gelmektedir.
11 ((1) 1 D ((1) (1) (1)) ((1) _11) Teorem 1’in (%) ve (g) siklarma karsilik gelmektedir.
12 ((1) i (1)) ((1) (1) (1)) ((1) _11) Teorem 1’in (h) ve (g) siklarma karsilik gelmektedir.
13 ((1) (1) i) ((1) (1) (1)) ((1) _1 ) Teorem 1’in (h) ve (i) siklarma karsilik gelmektedir.
18 ((1) (1) (1)) ((1) (1) (1)) (1 (1)) Teorem 1’in (%) ve (j) siklarina karsilik gelmektedir.
21 ((1) (1) (1)) ((1) (1) (1)) (1 (1)) Teorem 1’in (%) ve (j) siklarina karsilik gelmektedir.
23 ((1) (1) (1)) ((1) (1) (1)) G é) Teorem 1’in (h) ve (j) siklarma karsilik gelmektedir.
Grup 3

1 1 0y/1 0 1y/1 0 1 O
(0 )0 1 D61 40

1 1 01 0 =10 1 -1 O
16 (0 1 1) (0 1 1 )(1 0 1 0)

1 0 1y/1 0 1/1 1 0 O : .
20 (0 1 1) (0 1 1) ( 10 1 0) Teorem 1’in (k) sikkina karsilik gelmektedir.
Grup 4

1 1 1\/1 0 0\/-1 2
29 (1 1 0) (0 1 0) ( 1 —1) Teorem 1’in (f) sikkina karsilik gelmektedir.

1 0 1/\0 0 1 1 -1

1 1 1\/1 0 O 1 -1
31 <1 1 0) (0 1 0) (—1 2 ) Teorem 1’in (f) sikkina karsilik gelmektedir.

01 1/\0 0 1 1 -1

1 1 1\/1 0 O 1 -1
35(1 0 1])(0 1 0) 1 —1 | Teorem 1’in (f) sikkina karsilik gelmektedir.

01 1/\0 0 1/\-1 2
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1 1 1\N\/1 0 O 1 1

39 <1 0 0) <0 1 0) ( 1 1 ) Teorem 1’in (e) sikkina karsilik gelmektedir.
01 0/\0 0 1/\-1 =2
1 1 1\/1 0 O 1 1

40(1 0 O) 01 0) <—1 —2 | Teorem 1’in (e) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1 1
1 1 1\/1 0 0\/-1 -2

43 <0 1 0) <0 1 0) ( 1 1 ) Teorem 1’in (e) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1 1
11 0/1 0 0\/-1 -1

46(1 0 1) <0 1 0) ( 1 1 ) Teorem 1’in (b) sikkina karsilik gelmektedir.
01 0/\0 0 1 2 1
1 1 0\/1 0 0\/-1 -1

47 <1 0 1) (0 1 0) ( 2 1 ) Teorem 1’in (b) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1 1
1 1 0\/1 0 O 1 1

48(1 0 0]Jl0 1 0f|—1 —1|Teorem I’in () sikkina karsilik gelmektedir.
01 1/\0 0 1 2 1
1 1 0\/1 0 0\/2 1

52({0 1 1])/0 1 0{—=1 =1 |Teorem I’in () sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1 1
1 0 1\N\/1 0 O 1 1

54 <1 0 O) (0 1 0) ( 2 1 ) Teorem 1’in (b) sikkina karsilik gelmektedir.
01 1/\0 0 1/\-1 -1
1 0 1\/1 0 0\/2 1

57 <0 1 1) (0 1 0) ( 1 1 ) Teorem 1’in (b) sikkina karsilik gelmektedir.
01 0/\0 0 1/\-1 -1

Grup 5
1 1

3011 —1 ) Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.
1 1

=

32

-

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

(=)

w
=

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

w
~

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

S
—_

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

S =
S N
P N N e N e e e S

SCOR OOR ORR RPRRERRH OOR OOR ORRK RRER

Teorem 1’in (d) sikkina karsilik gelmektedir.

ul
o

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

vl
[uiy

Teorem 1’in (d) sikkina karsilik gelmektedir.

vl
w

Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.

OR R RPRRR OO OOR OR R RPRRERL OOR OOR RRLR R OR R
P OO OFRO PO ORO RRREL ORR RREPRL ORRPR OORKR ©OOR
e ) " " ~— " M ~— " M ~—  ~——
P N e e e e e e e Y
OCORFRr OO, OORFRr OOFrRr OO OORFRr OO OORFr OO RFr OORK
OFRPr O OFRPRO ORFrRPRO ORFRPRO ORFRO ORFRPRO ORFRO OFRPRO ORFRO OO
P OO RPOO POO POO RPOO POO RPOO POO RPOO ROO
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1 0 1\/1 0 O 1
55(1 0 0) <0 1 0) ( 1 ) Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.
01 0/\0 0 1/\-1
1 0 1\/1 0 0\/-1
58(0 1 1) 01 0) <—1 Teorem 1’in (d) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1
1 0 1\/1 0 0\ /-1
59(0 1 0) <0 1 0) ( 1 ) Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1
1 0 0/1 0 O 1
60{0 1 1]Jl0 1 O 1 | Teorem 1’in (a) sikkina karsilik gelmektedir.
01 0/\0 0 1/\-1
1 0 0N/1 0 O 1
61 <0 1 1) (0 1 0) (—1) Teorem 1’in (@) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1 1
1 0 0\/1 0 0\/1
6210 1 0f{0 1 O0](1]Teorem I’in (/) sikkina karsilik gelmektedir.
0 0 1/\0 0 1/\1
Grup 6
1 1 1\/1 1 0\/0
33(1 1 offOo 0 1|1
0 0 1/\0 0 0/\0
1 1 1\/1 0 1\ /0
36 (1 0 1) <0 1 0> (1)
0 1 0/\0 0 0/\0
1 1 1\/1 0 0\/1
38 (1 0 O) (0 1 1) (0)
0 1 1/\0 0 0/\0

Grup 7

1 1 0\/1 O
4511 1])(0
0 1 1/\0 0

1

2
} Teorem 1’in (c) sikkina karsilik gelmektedir.

N
|

(=]

NR N
=

-
= o o
S~——
—

RIRNIR R
N

NIR N

|
N
N

Karsihkh Degismeli Iki Involutif Bir Tripotent Matrisin Lineer Bilesiminin

Tripotentligi [27]

Grup 1

1(1 1 1)@ 1 1)@ -1 0) Teorem2.2nin (e) sikkina karsilik gelmektedir.

21 1 -1)@ 1 —1)(1 -1 0) Teorem2.2’nin (f) sikkina karsilik gelmektedir.
41 -1 1@ -1 1@ -1 0) Teorem2.2’nin (f) sikkina karsilik gelmektedir.
51 -1 -1)@ -1 —-1)(1 -1 0) Teorem2.2’nin (f) sikkina karsilik gelmektedir.

Grup 2

G D6 o

1

12> Teorem2.2’nin (a) sikkina karsilik gelmektedir.

o
~—
/N
[ (e}
N= N =
=

=
|
NP N
RS
[
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9G4
1 1
10(1 5
11
B( 5
11
14(1 o
1 -1
19(1 .
Grup 3
111
8(1 1 o
11
12(1 .
1 -1
20(1 .
1 -1
21(1 .
Grup 4
11
11(1 5
11
15(1 -1
11
16(1 5
11
17(1 4
Grup 5
11
22(1 1
11
1 -1
41(1 -1
1 -1
Grup 6
11
23(1 1
1 -1

e

)o o0 DG

)6 o DC

(

(
D6 o V)

06 o

0
1

1
2

2

NR N

112

f z 12> Teorem?2.2’nin (@) sikkina karsilik gelmektedir.

N

1 1 1
-1 —= = i
2

NIRNIR NIRNIR N[RN[R

1

-2
0

-1 2 11 -1
1

)

1)10§10
001%01
_1)1o—§
07\ 1 -2
0)1°§
Yo 1 -
1
0 2
O 5 )
2

1 1 1 0\/0
-1){0 0 1)1
0 0 0 0/\0

1 1 -1 0
-1J){0 0 1
0 0 0 O

)

0
-1
0

0
1
0

0
1

-1 2 1 1 -1

)

0 I 21 12> Teorem2.2’nin (a) sikkina karsilik gelmektedir.
2

12> Teorem?2.2’nin (d) sikkina karsilik gelmektedir.

|
-

|

|

|

o
|

i 2 1Z> Teorem2.2’nin (d) sikkina karsilik gelmektedir.

|
Lo
|

0 —_= = —_=

" i 21 1Z> Teorem?2.2’nin (d) sikkina karsilik gelmektedir.
_01 _1 1 _11) Teorem?2.3’iin (n') sikkina karsilik gelmektedir.
1 01 -1

) Teorem?2.3’iin (0") sikkina karsilik gelmektedir.
1 0 1 -1
-2 -1 -1 1
0 10 1 -1

) Teorem?2.3’{in (m') sikkina karsilik gelmektedir.

) Teorem?2.3’{in (m') sikkina karsilik gelmektedir.

0o -1 -2 1 1l
Lo f 21 12 0) Teorem?2.3’iin (d") sikkina karsilik gelmektedir.
- T2 T2 2
20 1 -2 2 1o
i Lo ? z 12 0 Teorem?2.3’iin (') sikkina karsilik gelmektedir.
2 T2 2 2
E R R
f Lo T 21 12 0 Teorem?2.3’iin (a') sikkina karsilik gelmektedir.
2 T2 T2 2
20 -1 -2 2 1o
i Lo ? z 12 0 Teorem?2.3’iin (a') sikkina karsilik gelmektedir.
2 T2 2 2
0
1
0
_r 1y 1 L 1 -1
2 2 2 2
% 1 -1 —% -1 —- % Teorem2.2’nin (b) sikkina karsilik gelmektedir.
1 T q 2 11
2 2 2 2



1 1 1 1
24(1 1 —1)(0
1 -1 -1/\0
1 1 1 1
2911 -1 1) 0
1 -1 -1/\0
1 1 -1\/1
35(1 -1 1 0
1 -1 -1/\0
Grup 7
1 1 1 1
25(1 1 —1)(0
1 -1 0/\0

NP NR =

=N —

N

NIR R N e

z
2
1

Teorem?2.3’iin (I') sikkina karsilik gelmektedir.

1 1 0 1
38 (1 -1 1 )(0
1 -1 —-1/\0

0
1
0

0
0
1

(
i

NR N =

)

N e N S N

NR N =

=il

AW =

Teorem?2.3’iin (c') sikkina karsilik gelmektedir.

Grup 8
1 1 1\/1 0 0\/ 2
26(1 1 O)(O 1 0) 1
1 -1 1/\0 0 1
2
karsilik gelmektedir.
1 1 1\/1 0 o\f1
27(1 1 0)(0 1 0) )
1 -1 —-1/\0 0 1
2
sikkina karsilik gelmektedir.
1 1 1\/1 0 0\/ 2
3001 -1 1) 010 1
1 -1 0/\0 0 1 2

karsilik gelmektedir.

1 1 1\/1 0 o0\f1
31{1 -1 —1) 010

1 -1 0/\0 0 1 2
sikkina karsilik gelmektedir.

1 1 -1\/1 0 0\f1
3211 1 0) 010 2

1 -1 1 0 0 1 2

karsilik gelmektedir.

| NP Nw

NI

NS W

B )

1

N =

NWN |-

R e N e N

[N TSN FIN

2

113

-1 -2 =
= 1 -1 | Teorem2.2’nin (b) sikkina karsilik gelmektedir.
_r _r 1
2 2 2
-1 -1 1
2 2
—% —% % Teorem2.2’nin (b) sikkina karsilik gelmektedir.
O R
2
o1
2 2
% —% Teorem?2.2’nin (¢) sikkina karsilik gelmektedir.
1 -1
1 _leggr 3 sy 1 1 1 3 1
2 4 4 4 4 4 4 4 4
_1 SO s 1 g 1 3 1 3 1 1
240 4 4 4 4 4 4 4 4 4
A, L gt 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
_ LN el 1 NEg 1 0t 1
2 4 2 4 4 4 4 4 4
ERpF_3 _1 SO 3 1SRt 1 1
2 4 2 4 4 4 4 4 4 4
L v o 1111 11 1/
2 2 2 2 2 2 2
s 4 r 3 r _1t _3
2 2 2 2 2
_t 4 _r _1 1 1t 1 |Teorem2.3%ln (j') sikkina
2 2 2 2 2 2
-2 -1 -1 -1 -1 1 1
-4 - _r 1 1
2 2 2
3 ¢ t 1 3 3 _1|Teorem2.3%in (j')
2 2 2 2 2 2
-2 -1 -1 -1 -1 1 1
- 3 3 _r 3 1
2 2 2 2 2 2
1 -t _r _t _1 1t 1 |Teorem2.3%in (f') sikkmna
2 2 2 2 2 2
1 -1 1 2 1 -2 -1
- -r _r r 1 _1 _1
2 2 2 2 2
1 -3 r 3 1 _3 _1|Teorem2.3"in (f)
2 2 2 2 2 2
1 1 -1 -2 -1 2 1
B
2 2
3 4 t r 3 _3 _1|Teorem2.3%n (k') sikkina
2 2 2 2 2 2
2 1 1 1 1 -1 -1
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3 1 3 1 3 1 1
1 1 -1\/1 00 (2 3 1t-32 3 1 5 3 37272
33(1 1 o0 ]lo 0 1 Y ¢ 0 4 -t 4 _r _1r t _1 1t )Teorem2.3%in (k') sikkina
1 -1 -1/ \o 1 2 2 2 2 2 2 2 2
-2 -2 -1 -1 2 2 1 1 1 1 -1 -1
karsilik gelmektedir.
1 1 11 1 1 1
11 -1\/1 0o/t 1z 31 -3 =535 7773
36(1 -1 1 0 () 13 5, 4 3 1 31 3 1 Teorem?2.3’iin (g') sikkina kargihk
1 _1 0 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 -1 1 -2 -1 -1 1 2 1 -2 -1
gelmektedir.
3 1 3 3 13 1
11 -1\/1 00215 =3 =21 5 =3 =3 73:;:
37(1 -1 -—-1](o0 0]{1 L T T S U R S S Teorem?2.3’iin (g') sikkina kargihik
1 =1 o/\o 1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1 2 1
gelmektedir.
Grup 9
1 1 1 1 1 1 1
11 I\/1 0 O\N(7z 7z "2z 2 2z "~z 2 "2
28(1 1 o)f(0 1 O)f_r _1 1 i 1 1 1 _ 1| Teorem2.3’lin (k') sikkina karsilik gelmektedir.
1 -1 0o/\0 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 -2 -1 -1 -1 1
1O 1 1 U 1 1 SN
1 1 -1\/1 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2
3411 1 0 01 o0)l_r _r 1 1 _1 1 1 _1]Teorem2.3n (i')sikkinakarsilik gelmektedir.
_ 2 2 2 2 2 2 2 2
1 -1 S 0 2 -2 -1 -1 2 1 1 1 -1
101 1 1 1 1 1
1 1 0\/1 0 O/ > 2 2 ~2 3 7 73
39(1 -1 1){lo 1 o)fr 2+ _1r _1 1 _1 _1 1 |Teorem2.3’lin(b")sikkina karsilik gelmektedir.
1 -1 0/\o 0o 1/\2z =2 2 2 2 2 2 2
1 -1 1 -1 2 -2 -1 1
0 1 r 1 71
11 0 100 2 2 2 2 2 2 2 2
40{1 -1 —-1J{0 1 O 1t 1t _1 1 1 _1 1 |Teorem2.3’lin (b")sikkina karsilik gelmektedir.
1 -1 o/\0 o 1 2 2 2 2 2 2 2 2
-1 1 -1 1 -2 2 1 -1



OZGECMIS

Emre KISI, 07.05.1985 tarihinde izmir’de dogdu. Lise egitimini 2004 yilinda Aydin
Yesevi Koleji’nde tamamladi. 2005 yilinda Uludag Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Bolimii’nde lisans egitimine basladi ve 2009 yilinda lisans
egitimini tamamladi. 2010 yilinda Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik EABD’da yiiksek lisans programina kaydoldu ve 2012 yilinda yiiksek
lisans egitimini tamamladi. 2010 yilinda Sakarya Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii’'nde arastirma gorevlisi olarak calismaya basladi. 2012 yilinda

[lim KiST ile evlendi.



