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OZET

Anahtar kelimeler: Regle yiizeyler, offset regle yiizeyler, Yogunluklu yiizeyler,
Yogunluklu offset regle yiizeyler

Bu tez 4 bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. ikinci
boliimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, yiizeylerin karakteristik dzellikleri
ve yiizeyler ile ilgili temel tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde yogunluklu yiizeylerin ortalama ve Gauss egriliginin hesaplanisi
verilmistir. Ayrica yogunluklu yiizeylerin karakteristik 6zellikleri verilmistir.

Doérdiincti bolim bu c¢alismanin orijinal kismint olusturmaktadir ve iki alt bolim

halinde diizenlenmistir. Dordiincii boliimiin birinci alt boliimiinde e¢* yogunluklu
offset regle ylizeylerin ortalama egriligi ve Gauss egriligi arasindaki iligkiler

verilmistir. Ikinci alt béliimde ise e yogunlugu yerine ex yogunluklu regle
ylizeylerin ortalama egriligi ile yogunluklu ortalama egriligi ve Gauss egriligi ile
yogunluklu Gauss egriligi arasindaki iligkiler verilmistir. Ayrica yogunluklu offset
regle yiizeyinin ortalama egriligi ile yogunluklu ortalama egriligi, Gauss egriligi ile
yogunluklu Gauss egriligi arasindaki iligkiler verilmistir.
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OFFSET RULED SURFACES WITH DENSITY

SUMMARY

Keywords: Ruled surface, offset ruled surface, surface with density, offset ruled
surface with density

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
part. In the second chapter, curves theory, characteristics of surfaces and the basic
definitions of ruled surface and necessary theorems in three-dimensional Euclidean
surface are introduced.

The calculation of mean and Gaussian curvature of surfaces with density are given in
the third chapter. In addition, the characteristics of surfaces with density are given.

The fourth chapter generates the original part of this study and it is organized as two
subsections. In the first subsection of this chapter, the relations between the mean
curvature and Gaussian curvature of offset ruled surfaces with density are given. In the
second subsection, the relationships between the mean curvature of the ruled surfaces

with e density, and the mean curvature with density is given instead of the e
density. In addition, the relations between the mean curvature of the ruled offset
surface with density and the mean curvature with density are given. The same relations
are also given between Gaussian curvature and density Gaussian curvature.
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BOLUM 1. GIRIS

Yiizeyler konusunun bilgisayar grafikleri, mithendislik, fizik gibi bir¢ok disiplinde
onemli kullanim alanlar1 vardir. Yiizey konularinin i¢inde kendine ¢ok fazla kullanim
ve uygulama alani1 bulan regle ylizeyler konusu ilk olarak G. Monge tarafindan
caligilmustir. Bu yiizey, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir dogrunun dayanak egrisi olarak
adlandirilan uzay egrisi boyunca yaptigr siirekli hareket sonucu olusur. Regle
yiizeylerin siniflandirilmasi, dayanak egrisi ile ilgili 6zellikler, geodezikler, yiizeyin
sekil operatorii, ylizeylerin agilabilirligi, agcilamaz regle ylizeylerin incelenmesi gibi

konular regle yiizeyler {lizerine yapilan ¢aligmalarin baginda yer almaktadir.

Son yillarda yeni bir ¢aligma alan1 olan yogunluklu yiizeyler de bir¢ok matematikgi
tarafindan calisiimaktadir. Yogunluklu yiizeyler ile ilgili ilk ¢aligmalar F. Morgan
tarafindan yapilmistir. Bir Riemann manifoldundaki yogunluk hem hacmi hem de
ylizey alanmi agirliklandiran pozitif bir fonksiyon olarak tanimlanmistir. Konuyla
ilgili pek ¢ok calismasi olan F. Morgan sirastyla [1], [2], [3] ¢alismalarinda yogunluklu
manifoldlarin ortalama ve Gauss egriliklerini tanimlamis, yogunluklu ylizeyler ile
Poincare hipotezinin Perelman ispatini incelemis ve Myers teoremini yogunluklu

Riemann manifoldlarina genellestirmistir.

F. Morgan’in tanimlamalarindan yararlanarak yogunluklu ytizeyler ile ilgili bircok
caligma yapilmustir. C. Rosales, siirekli yogunluga sahip Oklid uzayinin izoperimetrik
problemini incelemis ve bir boyutta tek bi¢imli yogunluk i¢in izoperimetrik bolgeleri

karakterize etmistir, [4].

I. Corwin, yogunluklu manifoldlarin Gauss-Bonnet teoremi ve formiiliinii, geodezikler

ve sabit ylizey egriligini tanimlamistir, [5].



Yogunluk fonksiyonu minimal ylizeyler iizerinde de oldukca calisilmistir. L. Belarbi,
Oklid uzayinda lineer yogunluklu minimal yiizeylerle ilgili esitlikleri ifade etmis ve
baz1 minimal grafiklerin esitliklerin ¢oziimlerini karakterize etmistir. Ayrica radyal

yogunluklu yiizeyler i¢in yogunluklu Gauss ve Ortalama egriliklerini incelemistir, [6].

R. Lopez, logaritmik lineer yogunluklu Oklid uzaymnda tiim minimal yiizeyleri
smiflandirmistir [7]. D. S. Kim, yogunluklu yilizeylerde agirlikli minimal helikodial
yiizeyleri , helikodial yiizeyler i¢in drneklendirerek ortalama ve Gauss egriliklerini

siniflandirmustir, [8].

D. T. Hieu, ¢ yogunluklu regle minimal yiizeyleri siniflandirarak, ¢* yogunluklu
silindirik ve silindirik olmayan regle minimal yiizey ailesinin varligini gostermistir,

[9].

Bu ¢alisma da ise ilk olarak e yogunluklu offset regle yiizeylerin ortalama egriligi ve

Gauss egriligi arasindaki iliski verilmistir. Daha sonra e* yogunlugu yerine e
yogunluklu regle yiizeylerin ortalama egriligi ile yogunluklu ortalama egriligi ve
Gauss egriligi ile yogunluklu Gauss egriligi arasindaki iligki gosterilmistir. Ayrica
yogunluklu offset regle yiizeyinin ortalama egriligi ile yogunluklu ortalama egriligi ve

Gauss egriligi ile yogunluklu Gauss egriligi arasindaki iliski incelenmistir.



BOLUM 2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde 3- boyutlu Oklid uzaymda bulunan temel kavram ve teoremlere yer

verilmistir.
2.1. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler

Tamm 2.1.1. 4 bos olmayan bir climle ve bir K cismi lizerindeki vektor uzayr V

olsun. Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f': Ax A —FV fonksiyonu varsa, A ya

V' ile birlestirilmis afin uzay denir.

L VP,Q,Re A i¢in f(P,O)+ (O, R)= f(P,R),
11. VPe A ve aeV igin f(P,Q)=«a olacak sekilde bir tek O € 4 noktasi
vardir, [10].

Tamm 2.1.2. Bir reel afinuzay 4 ve A ile birlesen bir vektdr uzayr V olsun. V

de;

< 5 >3V><V—>]R
<;’,;H<;,;>=§xiyi {y<

i=1

seklinde bir i¢ carpim tanimlanirsa, 4 afin uzayma Oklid uzay1 denir. Eger 4=R"
(noktalar ciimlesi) ve V' =R" (n-boyutlu standart reel vektor uzay1) olarak segilirse,

A standart reel Oklid Uzay1 adin1 alir ve E” ile gosterilir, [10].



Tanmm 2.1.3.
d:E"xE" >R

(1) > d ) =[fol|= 3 0’

olarak tanimlanan d foksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve

d(X,Y) reel sayismmada X,Y € E” noktalari arasindaki uzaklik denir, [10].
Tanim 2.1.4.

d:E"xE" >R
(X,7) > d(X,Y)= o]

bi¢iminde tanimlanan d fonksiyonuna E” de Oklid metrigi denir, [10].

Tamm 2.1.5. E" , n- boyutlu Oklid uzayinda x € E” igin x vektdriiniin normu

=)

bi¢iminde tanimlanir, [10].
Tamim2.1.6. £E°, 3-boyutlu Oklid uzayi ve I < R bir agik alt aralik olsun.

al—>E

s = a(s) =(a,(s),a,(s), 5 (5))

fonksiyonu diferensiyellenebilir ise £° de bir (/,«) koordinat komsuluklu egri adini

alir, [11].

Tamm 2.1.7. @, E° de bir egri olsun. Vs e igin



lim a(s+h)—a(s)

h—0

. da
a'(s)=—=
(s) 7
hiz vektoriine, « egrisinin a(¢) noktasindaki teget vektorii denir, [12].

Tamim 2.1.8. «, E> de bir egri olsun. Vse/ igin a'(s)#0 ise yani E> de her

noktadaki hiz vektorii sifirdan farkli ise o egrisine regiiler bir egri denir, [16].

Tanim 2.1.9. «, [ R de tanimh bir egri olsun. Eger h:J — 1, J agik araligi

tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
L=alh):J—>1

bileske fonksiyonu bir diferensiyellenebilir egridir ve S ya h ile « nin yeniden

parametrizasyonu denir, [16].

Tamm 2.1.10. £° de M egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger

Vs el igin
et =1

ise M egrisi, (/,a) ya gore birim hizli egri, s/ da yay parametresi olarak

adlandirilir, [11].

Tamm 2.1.11. o, I C R de tanimli E° Oklid uzayinda bir egri olsun. a, b/ olmak

luzere

)

a'(t)| dt

reel sayisina ¢ dan b ye « egrisinin yay- uzunlugu denir, [13].



Tanim 2.1.12. 3- boyutlu Oklid uzayinda birim hizli &: 1 = R — E’ egrisi igin
T(s)=a'(s)

esitligi ile belirli 7'(s) vektoriine ¢ egrisinin a(s) noktasinda birim teget vektorii

denir, [14].

T, a egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina birim teget vektor alani

denir, [14].
Tanmim 2.1.13. 3- boyutlu Oklid uzayinda birim hizli er: I = R — E’ egrisi igin

k:I—>R
s> K(s)= ||T '(s)||

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir, [14].

Tanim 2.1.14. 3- boyutlu Oklid uzayinda birim hizli ¢r: I = R — E’ egrisi i¢in
1
N(s)=—=T"(s)
K(s)

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, egrinin a(s) noktasindaki asli normali denir. N, &

egrisi lizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor alanina asli vektor alani denir, [14].

Tanim 2.1.15. 3- boyutlu Oklid uzayinda birim hizli o : 1 < R — E’ egrisi igin

B(s)=T(s)xN(s)



esitligi tanimhi B(s) vektoriine, & egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektorii denir

ve B vektor alanina da o egrisinin binormal vektor alani denir, [14].

Tanmm 2.1.16. y:[cR—>E * birim hizl egrisinin Frenet vektor alanlart 7', N, B

olmak lizere

7: > R
so>1(s)= —(B'(s), N(s))

fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina a(s)

noktasindaki burulmasi denir, [14].

Tamm 2.1.17. o, k¥ > 0 egriligine sahip £ * de birim hizli bir egri olsun. 7, N, B

vektor alanlart « egrisinin her noktasinda ortonormal vektor alanidir ve « egrisi

izerinde Frenet ¢at1 alani olarak adlandirilir, [16].

Teorem 2.1.18. «, x>0 egriligine ve 7 torsiyonuna sahip £° de birim hizli bir

egri olsun. Boylece Frenet formiilleri

T' 0 «~ 0T
N'|=|-x 0 <t||N
B' 0 -t O||B

seklindedir, [16].
Tanim 2.1.19. Bir kiire {izerinde yatan egriye kiiresel egri denir, [15].

Tamm 2.1.20. «:/ —S° birim hizli kiiresel egri olsun. s, @ nin yay parametresi

olmak iizere o nin birim teget vektorii #(s)=ca'(s) tanimlansin. o (s ) yer vektorii

icin o egrisi boyunca binormal vektorii g(s)=a(s)xa'(s) olsun. OL(S), t (S) ve



g (S) yardimiyla {a(s),#(s),g(s)} ortonormal cat1 olusturulur. Bu ¢atiya o egrisinin

kiire lizerindeki Sabban ¢atis1 denir, [10].

Tamim 2.1.21. «, S* birim hizli kiiresel egri ve §, o nin yay parametresi olsun. «

nin S° {izerinde Sabban ¢atis1 {a(s),#(s),g(s)} igin
K, =(1g)
ifadesine o nin S iizerinde geodezik egriligi denir, [10].

Boylece « egrisinin kiiresel Frenet-Serret formiilleri

a'(s) =1(s)
t'(s) =—a(s) —x,g(s)

g'(s) = x,t(s)

bigimindedir, [10].

Onerme 2.1.22. afs) kiiresel egrisinin geodezik egriligi K, , egriligi x(s), torsiyonu

7(s) olmak iizere

esitlikleri vardir, [17].

Onerme 2.1.23. E’ te a(s) kiiresel egrisinin geodezik egriligi K, (s) sabit ise a(s)

egrisi bir gemberdir, [17].



Uyar 2.1.24. of(s) kiiresel egrisinin geodezik egriligi x,(s) sifir ise a(s)egrisi birim

kiire lizerinde biiyiik ¢emberdir, [17].

2.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Yiizeylerin Karakteristik Ozellikleri

Tanim 2.2.1. M , E° Oklid uzaymin bir alt kiimesi olsun. M nin her p noktasi igin

E’ iizerinde bir komsulugu ¥ olmak iizere, £ Oklid uzayinin U agik kiimesinden

VNS yebir F diffeomorfizmi varsa, S kiimesi E’ te yiizey adini alir, [10].

E" Oklid uzayi iizerindeki bir M yiizeyi iizerinde ¢. temel formu tanimlayalim. Bu

g. temel form yardimiyla I. ve II. Temel formlarin esitliklerini ifade edelim.

Tanmm 2.2.2: E" in bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde sekil operatori S ve

1< g <n olmak iizere M hiperyiizeyi iizerinde g-uncu temel form

19: y(M)x x(M) = C* (M, IR)
(X,Y) > I/(X,Y)=($7(X),Y)

olarak tanimlanir.

Buna gore

1. Temel Form:

I:y(M)x y(M)— C*(M,IR)
(X.,Y) - I(X,Y)=(X.Y)

II. Temel Form:



II: y(M)x y(M)— C*(M,IR)
(X.Y) —H(X,Y)=(S(X).Y)

seklindedir, [18].

Tamm 2.2.3. M bir regle ylizey olsun. M nin M, tanjant uzaymdaki vektorleri

VW, olsun. Birinci temel form;

I(v,,w,)=<v,w, >

biciminde tanjant vektdrlerinin i¢ ¢arpimudir.
Birinci temel form
I(ap, +bo,,ap, +bp,) = Ea® + 2Fab + Gb*
esitligini saglar. Riemann metriginden
ds® = Edu® +2Fdudv + Gdv*

dir. Burada birinci temel formun katsayilari;

2
E= uz_a—(/’
ou
op O0p
F=¢p .p =—.-L
Pu ou oOv
2
G= V2:8_¢’
0

bi¢imindedir, [19].
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Tamm 2.2.4. M bir yiizey olsun. M nin M, tanjant uzaymdaki vektorleri v, ve w,

olsun. M € E’ igin, ikinci temel form M , tanjant uzayinda simetrik bilineer formdur.

S sekil operatorii olmak iizere ikinci temel form,

v,,w,)=<S8®v,),w,>

dir.
Sifirdan farkli her tanjant vektori i¢in ikinci temel form
Il (ap, +bp,,ap, +bp,) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv*
esitligini saglar.
N normal vektor ve ikinci temel formun katsayilari

L = <N’ ¢uu >
M=(N.p,)
N
biciminde olmak {izere
Ldu?* +2Mdudv + Ndv*
dir, [19].

Tamim 2.2.5. £’ Oklid uzayindaki bir M yiizeyinin K Gauss egriligi, &,,k, asli

egrilikler olmak tizere



12

bi¢imindedir, [15].
Birinci temel formun katsayilart E,F,G ikinci temel formun katsayilart L,M, N

olmak tizere K Gauss egriliginin birinci ve ikinci temel formun katsayilari cinsinden

ifadesi

E FY'(L M) LN-M’
det ==
F G) M N)| EG-F

bicimindedir, [15].

Tanmim 2.2.6. £° Oklid uzayindaki bir M yiizeyinin H ortalama egriligi, &,k, asli

egrilikler olmak tizere

_ SR,

bi¢imindedir.
Birinci temel forum katsayilart E, F, G, ikinci temel formun katsayilart L, M, N

olmak tiizere H ortalama egriliginin birinci ve ikinci temel formun katsayilari

cinsinden ifadesi

gy L [(E FY'(L M)|_LG-2MF+NE
2°\\F G) \n N 2EG-F?)

bi¢imindedir, [15].

Tamm 2.2.7. M, E’ de bir yiizey olmak iizere M yiizeyinin ortalama egrilik

fonksiyonu sifir ise bu ylizeye minimal yiizey denir, [20].
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2.3. 3- Boyutlu Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler
Bu bsliimde E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyler hakkinda bilgi verilmistir.

M c E’ yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda, E° uzaymin M yiizeyinde kalan
dogrusu varsa M ye bir regle yiizey denir. P € M noktasindan gecen ve M de kalan

dogruya ise M yiizeyinin dogrultmani denir. Yani, ue€ [, c R, vel, c R ve
a=a(u), I, aralig lizerinde tammlanan £° Oklid uzaymda bir egri ve = B(u) de

a boyunca bir vektdr alani olmak iizere M regle ylizeyi

(o(u,v) :a(u)—i—vﬂ(u)

olarak tanimlar. Burada o dayanak egrisi ve £ da dogrultman vektoridiir.

Teorem 2.3.1. M — E° bir regle yiizey olsun. O zaman, M *nin dogrultmanlar1 M de
hem asimptotik hem de geodezik cizgilerdir, [13].

Tamm 2.3.2. Bir M — E° regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas dogrultman tizerindeki ayagina bogaz (striksiyon) noktasi denir, [15].

Tamm 2.3.3. Bir M — E® regle yiizeyinin ana dogrusu, dayanak egrisi boyunca
yiizeyi olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine bogaz (striksiyon) ¢izgisi

(egrisi) ad1 verilir, [15].

Tanim 2.3.4. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki
komsu dogrular arasindaki agiya oranina regle ylizeyin dagilma parametresi (drali)

denir, [15].

Ana dogrularin birim dogrultman vektdrii e olan bir regle yiizeyin dagilma

parametresi Py olmak iizere
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P = det(a ', ﬁz',ﬂ')
181

seklinde hesaplanir. Regle yiizeyler i¢in dagilma parametresi koordinat degisimlerine

gore en basit diferensiyel invaryanttir, [21].

Teorem 2.3.5. Bir ¢(u,v) regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir, [21].

Teorem 2.3.6. M — E’ bir regle yiizey ve M nin Gauss egrilik fonksiyonu K olsun.
O zaman, Vpe M i¢in K(p)<0 dir, [13].

Tamm 2.3.7. Bir @(u,v) regle ylizeyinin bir ana dogrusunu kapsayan ve ylizey

normaline dik olan diizleme, teget diizlem denir, [21].

Tamm 2.3.8. Bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni1 ise regle

yiizeye agilabilirdir denir, [13].

@ Yyiizeyin bir noktasindaki normal dogrultu vektori

0, %0, = @) + () ()
o) )+ ()% B )

:%a'(u)xﬂ(u)+ﬂ'(u)><ﬂ(u)

dir. Yiizeyin bir £ ana dogrusu boyunca normal dogrultusunun aynm: kalmasi sarti,

normal dogrultu vektoriiniin v ye bagli olmamasi ve bunun neticesinde

a'(u)x fu) ve p'(u)xf(u)
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vektorlerinin ayni dogrultuya sahip olmalari gerekir. Bu taktirde o'(u), B(u), ' (u)

vektorlerinin bir diizlemde paralel olmasi gerekir. O zaman bir B ana dogrusu

boyunca yilizeyin normal dogrultusunun ayni kalmasi sartt,
det(a'(u),ﬁ(u),ﬁ'(u)) =0

bagintisi ile ifade edilir. Bu bagint1 gerceklestigi durumda regle yiizeye acilabilir yiizey

denir. Yani uzay egrisinin tegetlerinin olusturdugu ylizeye acilabilir yiizey denir, [22].
Spivak [24] nolu c¢alismasinda acilabilir regle yiizeylerin sadece {i¢ tipinin var

oldugunu; silindirler(diizlemlerde dahil), koniler ve uzay egrisinin tegetleri tarafindan

olusturulan teget yiizeyleri oldugunu sdylemistir.

Tanmm 2.3.9. ¢@(u,v)=a(u)+vp(u) bir regle yizey olmak iizere, eger
L) x B'(u) =0 ise buregle ylizeyine bir silindirik yiizey denir. Eger fS(u)x f'(u) #0

ise ¢ yiizeyine silindirik olmayan regle yiizey denir, [15].
Tanmm 2.3.10.
¢:IxR—E’
(u,v) > @(u,v) = a(u) +v(u)
regle yilizeyi Vu € I igin
Pu+27,v)=(u,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapalidir denir, [13].

Tammm 2.3.11. Bir ¢(u,v)=c(u)+ve(u) kapal regle yiizeyinin ac¢ilim uzunlugu

(adimi)
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L =1—->R
v—>Le(v)=<j.>dv

seklinde tanimlanir, [21].

Acilim uzunlugu regle ylizeyin integral invaryantidir. Ac¢ilabilir regle yiizeyin ag¢ilim
uzunlugu sifir ise striksiyon egrisi bir nokta, regle yiizey ise bir koni olur, [21].
Simdi de bu calismanin orijinal kisminda kullanacagimiz kiiresel Frenet c¢atisi

yardimiyla olusturulan regle ylizey yapisindan bahsedelim.

M , 3-boyutlu Oklid uzayinda agilamaz bir regle yiizey olsun. M vyiizeyinin

parametrizasyonu
(p(u,v) = c(u) + ve(u)

ile gosterilir. Burada <e(u),e(u)> = <e'(u),e'(u)> =1 ve c(u) dogrultman1 ¢

ylizeyinin bogaz (striksiyon) egrisidir. M yiizeyinin boyle bir parametrizasyonu 3-
boyutlu Oklid uzayinda acilamaz regle yiizeylerin standart denklemi olarak

adlandirlir. Bu durumda E® de bir kiiresel egri igin u parametresi e(u) nun yay
uzunlugu parametresidir. Boylece e (u) ye bir vektor olarak alinabilir ve e (u) , @ nin
kiiresel gdsterge vektorii olarak isimlendirilir. Ayrica, e(u) bir vektor olarak kabul
edilebilir ve ¢(u,v)nin kiiresel indikatdr vektorii olarak adlandinlabilir. ¢ (u),

(o(u,v) nin striksiyon egrisi oldugu i¢in <c'(u),e'(u)> =0 dir, [17].
Bundan sonra gosterim kolayligi i¢in « parametresi yazilmayacaktir.

t=e' ve g =exe' olsun. Budurumda {e, t, g} kiimesi e vektoriiniin kiiresel Frenet

catis1 olarak isimlendirilebilir. Burada ¢ ve g, sirasiyla, (p(u,v) regle ylizeyinin

merkez normal ve asimptotik normal vektorleridir.
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{e, t, g} kiiresel Frenet catisi i¢in tiirev vektorleri

e' =t
t' =—e—Jg
g'=Jt

seklindedir. Burada J :<e",e'>< e>, e kiiresel egrisinin K, geodezik egriligini

tanimlar, [17].
Ayrica, ¢ striksiyon egrisinin tiirevi

¢'=Fe+ Qg
dir. Burada F = <c R e> ve Q= (c ',exe') dir.

J,F ve Q fonksiyonlar1 ¢ agilamaz regle ylizeyinin yap1 fonksiyonlar1 olarak

isimlendirilir, [17].

Tamm 2.3.12. ¢ ve ¢*, E’° de yogunluklu regle yiizeyler olsun. ¢ ve ¢@*
yiizeylerinin karsilikli dogrultmanlarinin striksiyon noktalarinda ¢ yiizeyinin merkez
normali ile ¢ * ylizeyinin kiiresel dogrultman vektorii lineer bagimli olacak sekilde
dogrultmanlari arasinda bire-bir esleme varsa ¢ * yogunluklu yilizeyine ¢ yogunluklu

yiizeyinin evoliit offset ylizeyi denir, [17].

¢ regle yiizeyi ile @ * offset regle yiizeyinin karsilikli noktalar arasindaki uzaklik R
olmak {izere

o*(u,v)=c*(u)+ve*(u)= [c(u) + R(u)t(u)] +vit(u)

seklindedir. Ayrica, @* 1n striksiyon egrisi onun temel egrisi oldugu igin
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dir, [23].

¢ regle yiizeyinin e vektorl ile @* evoliit offset regle yiizeyinin g* vektori

arasindaki a¢1 6 olmak tizere

e* 0 1 0 e
t* |=|—sin@ 0 cos@ ||t
g* cosd 0 sinf|l g

iliskisi mevcuttur, [23].

@* evoliit offset ylizeyinin I. Temel formunun katsayilart E*, F'* G* ve II. Temel

formunun katsayilar1 L*, M *, N* olmak {izere ortalama ve Gauss egriligi sirasiyla,

_L*G*-2M*F*+N*E*
2E*G*—F*)

%

L*N*—M*2
- E*G*—F*2

K*

bigimindedir, [17].



BOLUM 3. YOGUNLUKLU YUZEYLER

Farkli fiziksel yogunluga sahip yiizeyler veya bolgeler dikkate alindiginda; fizikte

yogunluklu manifoldlar ortaya ¢ikar. Yogunlugu olan iki boyutlu ylizey 6rnegi Gauss

2
"2 tarafindan

diizlemidir. Gauss diizlemi, » orijinden uzaklik olmak iizere; (27)'e
agirhiklandirilan hacim ve uzunluklu Oklid diizlemidir. Hacim, ¢evre ve alan igin
kullanilan ¢’ pozitif yogunluklu bir diferensiyellenebilir manifold i¢in Riemann hacmi
dV, ¢evre uzunlugu dP ve alan d4 olmak iizere, yogunluklu hacim, ¢evre uzunlugu

ve alan, sirastyla

dve=edv
dP¢ = ¢’ .dP
dAg = e’ dA

bicimindedir, [5].

Bir egrinin egriligini veya bir ylizeyin ortalama egriligini, yogunlugu olan
manifoldlara genelleyebiliriz. Genellemeler, manifoldlarin standart egrilik kavramina

uyacak bicimde tanimlanmastir, [5].

Tanmm 3.1. 2- boyutlu yogunluklu Riemann manifoldlar1 i¢cin N birim normal

vektorli, ~ Riemann egriligi olmak iizere, Ko yogunluklu Riemann egriligi,

d¢

K, =K———
¢ dN

bi¢imindedir, [5].
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¢ egriliginin formiiliinden N nin minimal yiizeyler i¢in geometrik yorumu asagida

verilmistir.

Gauss uzayinda % , ylizey iizerindeki bir noktanin tanjant hiperdiizlemine orijinden

olan uzakhigidir. G Gauss uzayinda;

a. Dizlemler sabit ortalama egrilige sahiptir ve orijin boyunca gecen diizlem

minimaldir.

b. Orijindeki kiireler sabit ortalama egrilige sahiptir ve —= yarigapli olan kiireler

NG

minimaldir.
c. Eksenleri orijinden gecen dairesel silindir sabit ortalama egrilige sahiptir ve 1

yarigapli olan dairesel silindirler minimaldir, [9].

¢(x), E" Oklid uzaymda ¢(x) =Y a.x, bigiminde lineer bir fonksiyon ve ¢/’ log-

i=1
lineer yogunluk olsun. Sabit yogunluklu £" Oklid uzayinda her bir noktalar kiimesine
bir hiperdiizlem denir. Uygun koordinatlar secgilerek e™ formunda yogunluk
varsayabiliriz. Boylece E" , (n—1) Oklid uzay1 ve E,, " yogunluklu reel dogrular

P(x)

olmak iizere, E" ® E, iiretiliyor iken ¢” yogunluklu E" uzayni inceleyebiliriz. O

halde V¢ =(0,0,...,1) olmak {izere ,

9 —(V4.N) =V |N].cos0(V 6, N) = cos OV 4, V)

dir, [9].
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d¢

Yani N (V#,N), z ekseniile N aralarindaki agimin kosiniisiidiir, [9].

Tamm 3.2. ¢/ yogunluklu 7- boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde, # Riemann
ortalama egriligi, N birim normal vektor olmak iizere, bir hiperyiizeyin H,

yogunluklu ortalama egriligi;

L dp
/ n—1dN

seklindedir, [9].

Ayrica, €’ yogunluklu E* Oklid uzaymdaki bir yiizeyin ortalama egriligi;

1 do
H =H-—— 3.1
’ 2 dN 3-1)

bi¢imindedir, [9].

Burada, H ortalama egrilik ve N ylizeyin normal vektor alanidir. H, ortalama

egriligine, ¢ — ortalama egriligi ya da yogunluklu ortalama egrilik denir, [5].

Tamim 3.3. ¢’ yogunluklu 7- boyutlu bir Riemann manifoldu iizerinde K , Riemann

Gauss egriligi olmak iizere, K, yogunluklu Gauss egriligi,

K,=K-A¢ (3.2)

seklindedir, [5].

Genelligi bozmadan yogunlugu e” olarak alalim. (u,v)e(a,b) ve ve(c,d) olmak

iizere yogunluklu regle ylizeyin parametrik denklemi
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(o(u,v) = a(u) + vﬂ(u)
bi¢imindedir, [9].

Kabul edelim ki |ar|=1,

,B” =1 ,<a', ﬂ) =0 olsun. Burada silindirik regle yiizeyler
(f sabit) ve non-silindirik yiizeyler (Vu € (a,b) i¢in B'# 0 ) durumlar lizerinde

duralim ve yogunluklu minimal yiizey olmas1 i¢in gerek ve yeter sartlar1 gosterelim.

H Riemann ortalama egriligi olmak {izere, birinci ve ikinci temel formun

katsayilarinin hesaplanisindan yararlanarak H ; yogunluklu ortalama egriligi;

1, (Na'+vp") (N.9,)

P2 2v(an Y BT

bi¢imindedir, [9].

Onerme 3.4. H » =0 olmas i¢in gerek ve yeter sart

(a'AB.a")=(a'AB.V,),
(a'AB.B"Y+(B'AB.a"y=(B'AB.V,)+(a'AB.2(a". B)V,),
(BABBY=(B'AB2(a BV, ) +{a ABIBT V).
(Bap BT V,)=0

olmasidir, [9].

M, e yogunluklu agilamaz regle yiizeyinin parametrik denklemi

(p(u,v) :C(l/l)+V€(M)



bi¢imindedir.
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Yogunluklu regle yiizeyin ortalama egriligi A ve birim normal vektorii # olmak iizere

yogunluklu ortalama egriligi

4

H :H—%<V¢,u>

biciminde hesaplanir. Bu esitligi kullanarak e yogunluklu agilamaz regle yiizeyin

ortalama egriligini hesaplayalim. Burada
¢(l/l,V) = C(le) + ve(u)
acilamaz regle ylizeyinin ortalama egriligi,

_ i
2D’

(Jv2 —Q'V+Q(QJ—F))

olarak bulunur, [17].

Ayricag regle ylizeyinin birim normali u olmak {izere;

%(Qt—vg)

D=NEG-F*=\Q* +V*

bigimindedir.

(3.3)

(3.4)

(3.3) ve (3.4) esitliklerinden yararlanarak e® yogunluklu regle yiizeyin ortalama

egriligi
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H, 2D3(JV ~Qv+0(QJ - F))——<V¢Qt—vg>

olarak yazilir. Vg =(0,0,1) oldugundan dolay1 son esitlik

H, 2D3(Jv - 0v+0(0J - F))——((OOl) Or —vg)

2D3 (Jv —QV+Q(QJ F))__<(O 0 1) Q(tlatzﬂt ) V(g1>g2’g3)>

halini alir. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda e® yogunluklu agilamaz regle

yiizeyin yogunluklu ortalama egriligi

H, = 2Dg(Jv ~0v+0(0J - F))-—(Qt3—Vg3> (3.5)

elde edilir.
E’ Oklid uzayinda ¢ yogunluklu agilamaz regle yiizeyinin Gauss egriligi
Q2
K=-55 (3.6)

bi¢imindedir, [17].

Ayrica V¢ =(0,0,1) oldugundan Ag=0 dir. O halde ¢ yogunluklu acilamaz regle
yiizeyinin yogunluklu Gauss egriligi

K,—k=--< (3.7)

bi¢imindedir, [17].



BOLUM 4. YOGUNLUKLU OFFSET REGLE YUZEYLER

Bu bélimde yogunluklu regle yiizeylerin evoliit offset ylizeyleri tanimlandi. Daha
sonra yogunluklu yiizey ve yogunluklu offset yiizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri

farkli yogunluklara gore hesaplandi ve aralarindaki iligkiler verildi.

Tanmm 4.1. ¢ ve ¢*, E° Oklid uzaymda yogunluklu regle yiizeyler olsun. ¢ ve @*
yogunluklu regle ylizeylerinin karsilikli dogrultmanlarinin striksiyon noktalarinda ¢
yogunluklu regle yiizeyinin merkez normali ile ¢* yogunluklu regle yiizeyinin
kiiresel dogrultman vektorii lineer bagimli olacak sekilde dogrultmanlar1 arasinda bire-

bir esleme varsa @* yogunluklu regle yiizeyine ¢ yogunluklu regle ylizeyinin evoliit

offset yiizeyi denir, [17].

Yukaridaki tanimda belirtilen ¢ yogunluklu regle ylizeyinin striksiyon egrisi c(u) ve

striksiyon egrisi boyunca yay uzunlugu » olmak iizere denklemi

@(M,V) = c(u) +ve(u)

seklindedir. ¢ yogunluklu regle yiizeyinin ¢ * yogunluklu offset ylizeyinin denklemi
de

*(u,v)=c*(u)+ve*(u)=c(u)+R(u)t(u)+ve(u)

seklindedir. Burada R, ¢ ve ¢ yogunluklu ylizeylerinin karsilikli striksiyon

noktalar1 arasindaki uzakliktir, [17].
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Yazim bakimindan kisa olmasi i¢in bundan sonra ¢ yogunluklu acilamaz regle

yiizeyini; ¢ ylizeyi ve @* yogunluklu agilamaz offset regle yiizeyini; @ yiizeyi

olarak isimlendirecegiz.

@* yizeyinin yogunluklu ortalama egriligini ve yogunluklu Gauss egriligini
hesaplayabilmek icin Oncelikle @* ylizeyinin I. temel formunun FE*, F* G*
katsayilarini ve II. temel formunun L*, M*, N* katsayilarini hesaplayalim.

[k olarak I. temel formun E*, F*, G* katsayilarini hesaplayalim.

@, *=c+R't+Rt'+vt' olmak iizere

E*: <¢u*’ ¢u >l<>

bigimindedir.

Kiiresel Frenet catisinin denklemlerinden e'=¢ ve t'=—e—Jg esitlikleri ile

c'=Fe+ Qg esitlikleri ¢, *=c'+ R't+ Rt'+vt' esitliginde yerine yazilirsa,

(pu*zFe+Qg+R'e'+R(—e—Jg)+v(—e—Jg)
=e(F—R—V)+(Q—RJ—vJ)g+R'e’

elde edilir. Buradan

(05,0, %) =(F-R-v) +(O—RJ -vJ) +R"
=F*+ 0" -2(F+JO)R+Vv)+(R+v)*(1+J)+R"

esitligi diizenlenirse

E*=(p* @, %) =F+0Q = 2(F+JO)R+v)+(R+v)’(1+J*)+R"
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elde edilir. @, *=¢=¢e" olmak {izere
F*={(p,*¢,*) :<e(F—R—v)+(Q—RJ—vJ)g+R'e' : e‘>
elde edilir. Son ifadede gerekli islemler yapilinca
(a0 =R
olarak bulunur. Benzer sekilde
G*=(p.*,0,*) =(e'w),e'w) =1
dir.
u* , ¢* ylizeyinin birim normal vektorii olmak tizere

o 23 [e)(F - R-v)+(Q - R —v)g + Rew)]xe'(w)
[e@)(F —=R—=v)+(Q—RJ —vJ)g + R'eu)]xe'(u)|

P xp*

_ (e(u)yxe'w))(F' —R—-v)+gxe'(Q—RJ—vJ)+(R'(e'(u)xe'(u))

- e(u) x e'W)(F —R—v)+ g xe'(Q—RJ —vJ)+(R'(e'(u) x e'(w))|
[(—Q+RJ+vJ)e+(F—R—v)g]

- JCOTRI v +(F—R—V)

seklindedir. D* = \/ (=O+RJ +vJ)* +(F—-R—v)’ olmak iizere ¢* yogunluklu offset

regle yiizeyinin birim normal vektorii
1
u*=E[(—Q+RJ+vJ)e(u)+(F—R—v)g] 4.1)

olarak ifade edilir, [17].
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Simdi de II. Temel formun L*, M*, N* katsayilarin1 hesaplayalim.

@ =c+R't+Rt'+vt' ve ¢ *=t=e" esitliklerinin 4 ve v parametrelerine gore
tiirevleri
0, =c"+R"t+R't'“+R't'+ Rt"+vt"
=c"+R"t+2R't'+ Rt"+vt"
=F'e+Ft+Q'g+Q0g+R"t+2R"t'+ Rt"+vt" (4.2)
Fle+Fe'+Qg+QJt+R"e'+2R'(—e—Jg)
| +R(~t=T'g =) +v(~t =T g =)

o *=t'=—e—-Jg 4.3)

ve
®,*=0 (4.4)
dir. (4.1), (4.2), (4.3) ve (4.4) ifadelerinden II. temel formun L*, M*, N * katsayilar

L*=(gp,*, u*)=#[(F—ZR')(—Q+RJ+JV)+(Q—2RJ—J'(R+V))(F—R—v)]

1
M= (g, u%) = (0 R)

N*=0
elde edilir, [17].

@* ylizeyin ortalama egriligi, I. ve II. temel formunun katsayilar1 yardimiyla

_L*G*2M*F*4+N*E*

" 2(E*G*—F*?)

(4.5)

olarak yazilir.



29

(4.5) denklemini J, F' ve Q yap1 fonksiyonlari cinsinden ifade edelim. I. ve II. temel

formunun  katsayillarinin  esitlerini  (4.5) ifadesinde  yerine  yazarsak

D*= \/ (~Q+RJ+vJ) +(F—R—-v)’ olmak iizere ¢* yiizeyinin ortalama egriligi

. ﬁ[(F—ZR)(—QJrJR +v)+(F~R-v)(Q'-2R"J —(R +v)J’)]—2§(Q—FJ)R’

2D*
J'V +(F'J+2R]'-Q'~FJ')v+(~F'Q+FQ'+ F'JR—FRJ'-RQ'+RJ")
- 2D*

elde edilir. Burada

H*=J"V +(F'J+2RJ'-Q'-FJ")v

) (4.6)
+(~F'Q+FQ'+ F'JR-FRJ'-RQ"+R*J ")
olmak tlizere ¢ * ylizeyinin ortalama egriligini
Hr=——L g @.7)
“2p® ! '

bigiminde ifade edilebiliriz, [17].

4.1. ¢° Yogunluklu Offset Regle Yiizeyler

Bu boliimde e¢® yogunluklu offset regle ylizeyinin ortalama egriligi ile yogunluklu
ortalama egriligi ve Gauss egriligi ile yogunluklu Gauss egriligi arasindaki iliskiler
verilecektir. Ayrica ¢ ve @* yogunluklu regle yiizeylerin yogunluklar1 e* olarak

alinacaktir.

Simdi de ¢*, ¢ yogunluklu offset regle yiizeyinin yogunluklu ortalama egriligi

H,* degerini hesaplayalim.
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(3.1) esitligi yardimiyla @ *, e° yogunluklu offset regle ylizeyinin ortalama egriligi

H* ve yogunluklu ortalama egriligi H,* arasinda
1
H¢*:H*_5<v¢,u*> (4.8)

iligkisi vardir. Burada u*, ¢ yogunluklu offset regle ylizeyinin birim normal

vektoriidiir.
(4.7) esitligi yardimiyla (4.8) esitligini tekrardan yazarsak

1 1
Ho* = spa =5 {Vu®) (49)

elde edilir.

Yogunluk fonksiyonu ¢ =z oldugundan dolayr V¢ =(0,0,1) olur. (4.1) ve (4.6)
ifadelerini ve V¢=(0,0,1) esitligini (4.9) esitliginde yerine yazarsak ¢@*, e
yogunluklu offset regle yiizeyinin yogunluklu ortalama egriligini J,F ve Q yap1

fonksiyonlar1 cinsinden

| |V +(F'J=FJ'+2RJ'-Q")v
2D* | +(=F'Q+FQ'+ F'JR-FJ'R-RQ"+ R*J")

*:
¢

_%<(o,o,1),$[(—Q+JR+Jv)e+(F—R—V)g]>

olarak ifade edilir.

p*, e yogunluklu offset regle yiizeyinin g=( 2.2, g3) asimptotik normali ve

e=(e.e,,e,) olmak iizere yukaridaki esitligi diizenlersek
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| |V H(F'J-FJ'+2R]'-Q")v

*: —_—
* 2D¥ +(—F'Q+FQ'+F'JR—FJ'R—RQ'+R2J')
B 1* (0,0,l), (—Q+JR+JV)(el,ez,e3)
2D +H(F-R-v)(g2,8;)
| |JVH(F'J-FJ'+2R]'-Q")v
)=

2D* | +(~F'Q+FQ'+F'JR-FJ'R-RQ'+ R'J")

— 211)* [(—Q+JR+Jv)(e3)+(F—R_V)(g3)}

elde edilir.

p*, ¢ yogunluklu offset regle ylizeyinin Gauss egriligi, I. ve II. temel formunun

yardimiyla

L*N*—M*2
- E*G*—F*2

K*

(4.10)

olarak yazilir.

(4.10) denklemini J,F ve Q yap1 fonksiyonlar1 cinsinden ifade edelim. I. ve II. temel

formun katsayilarinin esitlerini (4.10) ifadesinde yerine yazarsak
@* offset regle yiizeyinin ortalama egriligi,

1
YT

K*= (O-FJY (4.11)

elde edilir. Burada D*=|(-Q+ RJ +J)> +(F—R—v)* dir, [17].
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Simdi de ¢*, ¢ yogunluklu offset regle ylizeyinin yogunluklu Gauss egriligi K, *

degerini hesaplayalim.

(3.2) esitligi yardimiyla @ * (u,v), e yogunluklu offset regle yiizeyinin Gauss egriligi

K* ve yogunluklu Gauss egriligi K, * arasinda

K*=K*-A, (4.12)

iliski vardir. (4.11) esitligi yardimiyla (4.12) esitligini tekrar diizenlersek ¢*, ¢

yogunluklu offset regle ylizeyinin yogunluklu Gauss egriligini J,F ve Q yapi

fonksiyonlar1 cinsinden ifade etmis oluruz.

S

= (0= FI) A, (4.13)

Yogunluk fonksiyonu ¢ =z oldugundan dolayr V¢=(0,0,1) olur. Dolayisiyla

A, =0 bulunur. Bu deger (4.13) ifadesinde kullanilirsa
K *=K* (4.14)
elde edilir.

Teorem 4.1.1. £°, Oklid uzayinda ¢ regle yiizeyinin offset regle yiizeyi ¢* olsun.
@* offset regle yiizeyin yogunlugu e” olsun. K* ve K, *sirastyla ¢* offset regle
yiizeyinin Gauss egriligi ve yogunluklu Gauss egriligi olmak iizere, yogunluklu ¢*

offset regle yiizeyinin Gauss egriligi K, * ile yiizeyin Gauss egriligi K * esittir.
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42. ¢ Yogunluklu Offset Regle Yiizeyler

Bu baglikta e yogunluklu agilamaz regle yiizeyinin ortalama egriligi ile

yogunluklu ortalama egriligi ve Gauss egriligi ile yogunluklu Gauss egriligi arasindaki

iliskiler verilecektir. Ayrica e yogunluklu offset regle yilizeyinin ortalama egriligi
ile yogunluklu ortalama egriligi ve Gauss egriligi ile yogunluklu Gauss egriligi

arasindaki iliskiler verilecektir.

-y

Burada ¢ ve @* yogunluklu regle yiizeylerin yogunluklari ¢ olarak alinacaktir.

2
y

Ilk olarak, ¢ regle yiizeyinin ortalama egriligi ile bu yiizeyin e yogunluklu

ortalama egriligi arasindaki iliskiyi arastiralim.

_xz _}72

Q, e yogunluklu agilamaz regle yiizey oldugundan V,=(-2x,-2y,0) dir.

V,=(=2x,-2y,0), (3.4) ve (3.3) esitliklerini (3.1) ifadesinde yerine yazalim.

H,= H—%(V;zﬁ,u)

- 211)3 (H -0'v+0(0 - F)) —%<v¢, %(Qt—vg) >
1 ) : D’
=55 (Jv -0 v+Q(QJ—F)) Y ((-2x,-2,0), (0r-1g))

@ yogunluklu regle yiizeyinin merkezi normal ve asimptotik normalleri sirasiyla

t=(t,1,.t;) ve g =(g,,8,.8;) vektorleri olmak iizere yukaridaki esitlik diizenlenirse
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2

H,= 211)3 (JVZ_Q'V+Q(QJ—F)) +%<((cl+ve1),(c2+ve2),0), (Q(tl,tz,g)—v(gl,gz,gg))>

1
2D?

|:(Jv2 _Q'V+Q(QJ—F)) +2D? <((c1 +ve]),(c2 +ve2),0), (Q(tl,tz,t3)—v(gl,gz,g3)) >:|

1
2D?

[(Jv2 -0"v+0(0J - F)) +2D? (Qtlc1 +vQet, +Ot,c, +v0e,t, —ve,g, —ve,g, —vie g, —Vvie,g, )]
bulunur.

Teorem 4.2.1. £, Oklid uzayinda ¢ bir regle yiizey ve yiizeyin yogunlugu e X

olsun. ¢ regle yiizeyi minimal ise yogunluklu regle yiizeyin minimal olmasi i¢in
Ot,c, +vQet, + Ot,c, +vQe,t, —ve,g, —ve,g, —vieg, —vieg, =0
olmalidir.

Teorem 4.2.2. E°, Oklid uzayinda ¢ bir regle yiizey ve yiizeyin yogunlugu e v

olsun. ¢ regle yiizeyi minimal ise yogunluklu regle yiizeyin minimal olmasi i¢in

-8 — 6,8, +0et, + Oeyt, +\/4(elg1 +62g2)(C]Qtl +cht2)+(c1g1 +6,8, _Q(e1t1 +ezt2))2

v =
1 2(elg1 +€2g2)
e —-,8,—¢,8, +0et, +0eyt, —\/4(elg1 +e,g, )(let1 + Qc’2t2)+(clgl +0,8, —Q(elt1 +eft, ))2
' 2<€1g1 +€2g2)
olmalidir.

@ regle yiizeyinin Gauss egriligi ile bu yiizeyin e yogunluklu Gauss egriligi

arasindaki iliskisini arastiralim.
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¢ , yogunluklu regle yiizeyinin yogunluk fonksiyonu ¢ = —x” -y oldugundan dolay1

Ad=—4 olur. (3.6) esitliginde ifade edilen ¢~ yogunluklu regle yiizeyinin Gauss
egriligini (3.2) esitligi yardimiyla hesaplarsak, yiizeyin yogunluklu Gauss egriligi

bi¢iminde elde edilir.

@* offset regle ylizeyinin ortalama egriligi ile bu yiizeyin e yogunluklu ortalama

egriligi arasindaki iliskiyi verelim.
@*, ¢ regle yiizeyinin evoliit offseti olmak iizere

0% (10,v) = c* (1) +ve* () = () + R(u)1 (u) +vi (1)
bigimindedir.

@ regle yiizeyinin evoliit offseti ¢ ve ¢@* nin ortalama egriligi A * olmak {izere

_vz

e yogunluklu regle yiizeylerin offsetlerinin ortalama egriligini (4.8) esitligi

yardimiyla hesaplayalim. (4.8) esitliginde (4.6) ve (4.7) esitliklerini yerine yazarsak

1 1
% — % _ %
H* = e H, 2(v¢,u ) @.15)

olur.

p=—x"—y° oldugundan V¢ = (—2x, —2 y,O) dir. (4.15) esitlginde yerine yazilirsa,
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H,*=

= o JW +(F'J—FJ'+2RJ'-Q")v

+(—F'Q+FQ'+F'JR—FJ'R—RQ'+ RZJ')—%<(—2x,—2y,O),u*>

elde edilir. Burada (1.1) esitligi yerine yazilirsa,

J'V +(F'J =FJ'+2R]'-Q")v+(~F'Q+FQ'+ F'JR-FJ'R-RQ"+ R

¢ = 2D*3

_%<(_2x,_2y,o), ﬁ[(—Q+JR+Jv)e+(F—R—v)g]>

H*

* 2D

J'V +(F'J =FJ'%+2R]'-Q")v+(~F'Q+FQ'+ F'JR-FJ'R-RQ"+ R*.J")

—2D*((—2x—2y)[(—Q+JR+Jv)(el,e2,e3)+(F—R—V)(gngz’gz)])

bulunur.

Simdi de @* offset regle yiizeyinin ¢~ yogunluklu Gauss egriligini (3.2) esitligi

yardimiyla hesaplayalim.

¢=-x>—" oldugundan A 4 =—4 olur. Ayni zamanda regle yiizeylerin offsetlerinin

Gauss egriligi olan (4.11) esitliginden

bulunur.

2
y

Teorem 4.2.3 E* Oklid uzayinda ¢ regle yiizey ve bu yiizeyin yogunlugu e~

olsun. ¢* ylizeyi acilabilir ise



Kot (O-FJ) +4=0

¢ - D x4
4D* =(Q-FJ)’
2D* =(Q—FJ)

bi¢imindedir.

Ornek 4.2.4. E? Oklid uzayinda regle
) 4 4 . 3
o(u,v)=|sinu+ vgcos u, —gcosu +vsin u,v;cosu olsun.

o(u,v) regle ylizeyinin K Gauss egriligi (Sekil 4.1)

2
K—_ 900cos™ u £

(9+50v* +9cos(2u))

H ortalama egriligi (Sekil 4.2)

. 15\/5(4cosu—5vsinu)

(9+50v° +9cos(2u))z

bigimindedir.
o(u,v) regle ylizeyinin evoliit offseti

o*(u,v)=c*+ve*=(c+ Rt)+vt

37

yizey,

(4.16)

(4.17)

olmak lizere R =u alalim . O halde ¢*(u,v) evoliit ofsetinin parametrik denklemi

go*(u,v):(sinu—éusinu—gvsinu,—

u R
+ucosu+vcosu,—gvs1nuj



bi¢imindedir.
Buradan ¢*(u,v) evoliit offsetin K* Gauss egriligi (Sekil 4.3)

900cos’ u

K*=_
(41+50u> ~80v+50v” +20u (4 +5v)+ 9 cos (2u))

H *ortalama egriligi (Sekil 4.4)

e 1532 (—4+5u +5v)sinu

3

(41+50u” —80v+50v" +20u (—4 + 5v)+9cos (2u) )?

seklinde bulunur.

Sekil 4.1. @(u,v) regle yiizeyinin K Gauss egriligi

b
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(4.18)

(4.19)



Sekil 4.2. @(u, V) regle yiizeyinin A Ortalama egriligi

Sekil 4.3. @* (u, V) evoliit Offsetinin K * Gauss egriligi

39
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Sekil 4.4. @* (u,v) evoliit offsetinin H * ortalama egriligi

@(u,v) regle yiizeyinin yogunlugu e olsun. z=(0,0,1) olmak lzere, yiizeyin K,

yogunluklu Gauss egriligi (3.2) ve (3.7) esitliginden,

900cos” u
(9+50v* +9cos (2u))’

K=K,=-

bi¢imindedir.

H, yogunluklu ortalama egriligi (3.1) esitliginden yararlanarak,

5(6(4cosu —5vsinu)+215(9+50v2 +9cos(2u))(20v—9cosusinu))

H, =

3
N2(9+50v +9cos (2u) )2

bulunur, (Sekil 4.5) .
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osu

. , 4 . 4 3 .
o*(u,v)= smu—gusmu—gvsmu,— +ucosu+vcosu,—gvsmu evoliit

ofsetinin e” yogunluklu K,* Gauss egriligi (4.14) esitliginden,

900 cos” u
(41450 ~80v+50v” +20u (4 +5v) +9cos (2u))’

K*=K,*=-

bigimindedir.
H,* yogunluklu ortalama egriligi,

e (=41+ 40u +40v — 9 cos (2u) ) (41+50u ~80v +50v" +20u (~4+5v) +9 cos (2u) ) ~300( 4+ 5u + 5v)sinu
=

3
2

1032 (414 50u" ~80v +50v" +20u (4 +5v) + 9 cos (2u))

seklinde bulunur, (Sekil 4.6).

Sekil 4.5. @(u,v) regle yiizeyinin e” yogunluklu H , ortalama egriligi

¢



Sekil 4.6. @*(u, V) evoliit offsetinin e” yogunluklu # 5 ortalama egriligi

Sekil 4.7. @(u, V) regle yiizeyinin H ortalama egriligi ile ¢” yogunluklu # s ortalama egriliginin iligkisi

42
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Sekil 4.8. @*(u,v) evoliit offsetinin H * ortalama egriligi ile e yogunluklu # p * ortalama egriliginin

iliskisi

o(u,v) = (sin u+ v% cosu,— ? cosu +vsinu,v % cos uj parametrik sekilde ifade

ettigimiz regle yiizeyinin yogunlugu e olsun. O halde o(u,v) regle ylizeyinin

e yogunluklu K, yogunluklu Gauss egriligi (4.15) esitliginden,

2
K - 900cos” u 4

" (9+50v* +9cos(2u))

bicimindedir, (Sekil 4.9).

e yogunluklu A, ortalama egriligi (4.16) esitliginden,

3(-20(80+27v+100v* ) cos u —180v cos (3u) +2(27 +1000v +100v" +4(9 +25v* ) cos (2u) + 9 cos (4u) ) sinu )

¢

3
2

4082 (94 50v* +9cos (2u))

bulunur, (Sekil 4.10).
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o(u,v) regle ylizeyinin evoliit offseti

osu

« . 4 . 4 4c¢ R
o*(u,v)= s1nu—gusmu—§vsmu,— +ucosu+vcosu,—gvsmu

ve yogunluk e olmak lizere,
@ * (u,v) evoliit offsetinin e yogunluklu K, * Gauss egriligi,

e 900 cos” u
(41+50u” —80v+50v” +20u (—4+5v) +9cos (2u))

+4

2

bicimindedir, (Sekil 4.13).

7x2

e yogunluklu H,* ortalama egriligi,

1 _ 2 2 _ .
H*:3(cosu( 1-10u —10v-+cos (2u)) (41+50u =80v-+50v” +20u (~4 +5v) +9cos(2u) )~ 100(~4 + 5u +5v)sinu

¢

3
2

1072 (41+50u" —80v+50v° +20u(~4 +5v) +9 cos(2u) )

seklindedir, (Sekil 4.14).

Sekil 4.9. @(u,v) regle yiizeyinin e " yogunluklu & p Gauss egriligi
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Sekil 4.10. @(u, V) regle yiizeyinin e yogunluklu # p Gauss egriligi

2 2
Sekil 4.11. @(u,v) regle ylizeyinin K Gauss egriligi ile € Y yogunluklu K , Gauss egriliginin iliskisi
¢



Sekil 4.12. @(u, V) regle yiizeyinin H ortalama egriligi ile e yogunluklu H , ortalama egriliginin

¢
iliskisi

Sekil 4.13. @* (u,v) evoliit offsetinin ¢~ yogunluklu K . Gauss egriligi

46
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Sekil 4.14. @* (u,v) evoliit offsetinin e - yogunluklu # * ortalama egriligi

Sekil 4.15. @ *(u,v) evoliit offsetinin K * Gauss egriligi ile e yogunluklu K * Gauss egriliinin
iliskisi
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Sekil 4.16. @ * (u,v) evoliit offsetinin H * ortalama egriligi ile e yogunluklu H * ortalama egriliginin

iliskisi
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