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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Clab] : [a,b] de tammli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay
p( X) : Agirlik fonksiyonu

N : Dogal sayilar kiimesi

K(f;0) : f fonksiyonunun Peetre-K fonksiyoneli
| 5( K )| : K kiimesinin eleman sayis1

5( K) : K kiimesinin yogunlugu

Lip,, (a) : Lipschitz sinifi fonksiyonlar

f (X) : ne N olmak iizere bir fonksiyon dizisi
L, : neN olmak lizere operator dizisi

R : Reel sayilar kiimesi

a)( ) : Siireklilik modiilii



OZET

Anahtar kelimeler: Korovkin Yaklasim Teoremi, istatistiksel yakinsaklik,
yakinsaklik hizi, Szasz operatorii.

Bu calisma bes boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde, tezin temelini olusturan
Korovkin yaklagim teoremi ile ilgili kisa bir 6zet verildi. Ikinci boliimde, ihtiyag
duyulan ve konusu gecen tiim tanim ve teoremlere detayl1 olarak deginildi.

Ugiincii  boliimde, daha &nce tamimlanmis olan uyarlanmis ayrik (modified
discrete) operatoriin, o/ -istatistiksel diizgiin yakinsaklik kullanilarak Korovkin

yaklagim teoremine uygulanmasi incelendi.

Dérdiincii boliimde, yeni tanimlanan Szasz operatdriiniin Fibonacci Dunkl benzeri
Korovkin yaklagim teoremine uygulandi. Ayrica agirlikli uzaylarda da Korovkin
yaklagimi incelendi. Ayrica ¢esitli yontemlerle yaklasim hizi incelendi.

Besinci boliimde, Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzeri q-analizine gore

tanimlanip Korovkin yaklagim teoremine uygulamasi incelendi. Siireklilik modiili
ve Lipschitz sart1 kulanilarak yaklagim hizi incelendi.



APPLICATIONS TO KOROVKIN APPROXIMATION THEORY
OF SOME TYPES OF CONVERGENCE

SUMMARY

Keywords; Korovkin Approximation Theorem, statistical convergence, rate of
convergence, Szasz operator.

This study consists of five chapters. In the first chapter, a short summary of the
Korovkin approximation theorem was given. In the second chapter, all the definitions
and theorems which are needed and mentioned are mentioned in detail.

In the third chapter, the application of the modified discrete operator, which was
previously described, to the Korovkin approximation theorem using «f3 -statistical

uniform convergence was investigated.

In the fourth chapter, we applied the newly defined Fibancci Dunkl analogue of
Szasz operators to the Korovkin approximation theorem. Korovkin approximation
was studied in weighted spaces. Then, rate of convergence was examined with
various methods.

In the fifth chapter, the application of the q-—Fibancci Dunkl analogue of Szasz
operators to the Korovkin approximation theorem was investigated. Rate of
convergence was evaluated with modulus of continuity and the Lipschitz
requirement.



BOLUM 1. GIRIS

Matematiksel analizin en ¢ok uygulamaya sahip alanlarindan biri olan yaklasim
teorisi, ilk olarak Rus matematik¢i P.L. Chebyshev’in buhar makinasi ile ilgili olarak

ortaya koydugu;

“Bir [a, b] kapali araliginda tanimli siirekli bir f fonksiyonu ve pozitif bir n sayisi

i¢in, acaba f fonksiyonu [a,b] araliginda herhangi bir noktada maksimum hata

kontrol edilebilecek sekilde en ¢ok n dereceli bir p(x)=Z:akxk polinomu ile
k=0

temsil edilebilir mi?”
problemini aragtirmasiyla baglamistir.

Yaklasim teorisinin amaci, genellikle teorik matematikte ve gergek hayatta
karsilagilan aragtirilmasi zor bazi fonksiyonlari, daha iyi 6zelliklere sahip, daha basit
fonksiyonlar cinsinden ifade etmektir. Boylece, arastirilmasi zor olan fonksiyon
hakkinda daha kolay bilgi elde etmenin bir yontemi bulunmus olur. Genellikle bu
basit fonksiyonlar olarak, iyi bilinen polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar ele

alinmaktadir.

1885 de Weistrass’in [1] verdigi yaklagim teorisinin temelini olusturan ifade; “sonlu

[a,b] araliginda stirekli her f fonksiyonu ig¢in, V& >0 olmak {izere [a,b]

araliginda en az bir p(X) polinomu bulabiliriz ki max| f (X)— p(X)‘ < ¢ esitsizligi

a<x<b

saglanir. Yani sonlu [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan

en az bir polinom bulabiliriz.” seklindedir. 1912 yilinda Rus matematik¢i Bernstein

[2], Weierstrass’in bu polinomunun nasil olacagi lizerine ¢alismis ve literatiirde



Bernstein polinomlar1 olarak bilinen, [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna

diizgiin yakinsayan polinomlari

n n .

Bn(f;x)=2f(5j[ jxk(l—x) ‘
i \nJ\k

seklinde tanimlamisti. Ayn1 zamanda, B, Bernstein polinomlar: lineer pozitif

operatorlerdir.

Korovkin [1], Bernstein operatorlerinden yola ¢ikarak, lineer pozitif operatorlerin

stirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgili ok 6nemli bir teorem vermistir.

Lineer pozitif (A,) operatdrlerinin bir dizisinin [a,b] kompakt arahiginda f siirekli
fonksiyonuna diizglin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, sadece k=0,1,2
olmak iizere e" (X): x* fonksiyonu igin (A1 (ek)) dizisinin e* fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasidir. Yani, kompakt kiimede siirekli olan fonksiyonlara polinomlar ile
yaklagimda bazi lineer pozitif operator dizileri kullanilabilir. Bu diizgiin yakinsama
probleminden sonra, yaklagimin hizi problemi ortaya ¢ikmistir. Bu problemin

¢Ozlimii farkli metodlarla incelenmistir.

Korovkin [1] tarafindan verilen lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara
diizgiin yakinsamasi ile ilgili teorem sayesinde birgok yeni lineer pozitif operatoriin

yaklagim 6zellikleri incelenmistir [3-16].

1950 yilinda, sonlu aralik iizerinde tanimli Berstein operatorii Szasz [17] tarafindan

sonsuz aralifa genisletilerek, x €[0,0) ve f € C[0,0) igin S :C[0,00) - C[0,0)

olarak tanimlanmistir ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir.



2014 yilma gelindiginde Sucu [18], Szasz operatoriiniin  Dunkl benzerini

tanimlayarak, bazi yaklasim o&zelliklerini incelemistir. Genellestirilmis {istel

0 k
fonksiyon e, (x) = Z

X
k=0 7/1(k)

seklinde tanimlanmistir ve

_]0; ke2Nise
“ |1 ke2N+1lise
olmak tizere y, katsayisi keN, ve #£>-1/2 i¢in asagidaki gibidir:

22KIT (K + 1 +1/2)
(u+1/2)

22T (K + 1 +3/2)
I(u+1/2)

7ﬂ(2k): ve 7/ﬂ(2k+1)=

7, igin K € N olmak iizere,

7, (k+1)= (k +1+ 2ﬂ9k+1)7,,(k)

bagintist verilmektedir.

Bu bilgiler altinda, Szasz operatdriiniin Dunkl benzeri

sreoon. 1 w(nx)k K+2u6,
S“(f’x)"eﬂ(nx)gn(k)f( n ]

seklinde tanimlanmustir.
Yaklasim teorisinin temel problemlerinden biri de ¢alisilan fonksiyona alt uzayda en

1yi yaklasim elemaninin var olup olmadigidir. En i1yi yaklagim elemaninin var olusu,

yaklasim sayisi olarak bilinen bir parametrenin sifira yakinsamasi probleminin



aragtirtlmasina yonlendirmektedir. Boylece, yaklagim hizinin degerlendirilmesi

problemi ortaya ¢ikar. Bu problemin ¢6ziimii farklt metotlarla incelenmistir.

Klasik analizdeki birgok teorem ve metod g-analizine genisletilebildiginden, son
yillarda g-analizine olan ilgi artmistir. Bernstein operatorleri tanimlandiktan sonra bu
operatoriin gesitli genellemeleri ele alinmigtir. Bu genellemelerden bir kismi g-analiz
teorisine gore diizenlenmistir. Lupas, Bernstein operatorlerinin g-genellemesi ilk
olarak 1987 de incelemistir [19]. Bu c¢alisma, bir¢ok yazar tarafindan baska

operatorlerin de (-genellemesi olusturularak, Korovkin tipi yaklasimi incelenmesine

fayda saglamistir [20-24]. Daha sonra, I¢c6z ve Cekim tarafindan genellestirilmis

Szasz operatoriiniin Dunkl benzerinin g-analizi ¢caligilmistir [25].

Klasik anlamdaki yakinsakligi genelleyen yakinsaklik cesidi olan istatistiksel
yakinsaklik kavrami ilk olarak 1951 yilinda Steinhaus [26] tarafindan tanimlanmistir
ve Fast tarafindan gelistirilmistir. Son zamanlarda da ¢aligsma alanlarinda aktif bir rol
almistir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Korovkin yaklagim teorisi i¢in daha
giiclii sonuclar elde edilmistir. ilk olarak, 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan [27]
istatistiksel yakinsakligi kullanarak Korovkin yaklasim teoremini incelemistir. 1993
de Orhan ve Friday [28] Lacunary istatistiksel yakinsakligi tanimladi. Savag ve
Patterson [29], Korovkin yaklagim teoremini Lacunary istatistiksel yakinsakligini
kullanarak incelemistir. Daha sonra, A —istatistiksel yakinsaklik kavrami

tanimlanmistir [30]. Bu yakinsaklik gesitlerinden yararlanarak Aktuglu [31] af -

istatistiksel yakinsaklik kavramini vererek Korovkin teoremini bu yeni yakinsaklik
kavramiyla incelemistir ve daha bir¢ok yazar yeni yakinsaklik ¢esitleriyle Korovkin

teoremini incelemistir [32-45].

Bu tezde yaklasimlar teorisi hakkinda literatiir taramasi yapilacak, lineer pozitif
operatorler tanitilarak bu operatdrlerin sagladigi temel 6zellikler incelenmistir. Daha
sonra calismamizda kullanilacak olan bazi temel tanimlar verilmistir. Bu bilgiler
dogrultusunda Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzeri [46] ve Szasz
operatoriiniin ¢- Fibonacci Dunkl benzeri [47] tanimlanip, bu operatorlerin Korovkin

teoremi yardimiyla yakinsamalar1 incelenmistir. Ayrica, tanimlanan bu operatorlerin



agirlikli uzaylarda Korovkin teoremi ile yaklagimi incelenmistir. Daha sonra,
stireklilik modiili, Lipschitz simifindan fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli
yardimiyla tanimladigimiz operatorlerin  yaklasim hizi tahmin edildi.. Ugiincii
bolimde de, daha Oonce Agratini [48] tarafindan tanimlanan Modified discrete

operatdriiniin Korovkin tipi yaklagim ozelligi off -istatistiksel diizgiin yakinsaklik

yardimiyla incelendi. [49].



BOLUM 2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde literatiirde var olan lineer pozitif operator tanitildi ve sagladigi temel
ozellikler verildi. Daha sonra, Korovkin yaklasim teorisinde kullanilacak olan

bazi tanimlar verilecek ve ayrica Korovkin teoremi ifade ve ispat edildi.

2.1. Temel Tanimlar

Tammm 2.1.1. X ve Y fonksiyon uzaylart olmak iizere X kiimesinden Y

kiimesine olan L doniisiimiine operator denir ve X uzayinda tanimli her f
fonksiyonuna Y uzayinda bir Lf fonksiyonu karsilik gelir. Bu Lf

fonksiyonunun X noktasinda aldigr deger L( f;x) ile gosterilir [50].

Tamm 2.1.2. X ve Y lineer fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; her X, X, € X

ve her A, u skalerleri igin

L(AX, + %,) = AL (% )+ 1L (X,)

kosulu saglaniyorsa L: X —Y seklindeki L operatoriine lineer operatdr denir

[51].

Tamm 2.1.3. X' ={feX:f(X)>0} ve Y '={geY:g(x)>0} olmak iizere,

eger X uzayinda tanimlanmig L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir
f  fonksiyonunu pozitif fonksiyona donistiiriiyor ise L operatoriine lineer

pozitif operatdr denir. Yani

f(x)=0



oldugunda
L(f;x)=0

olur. O halde asikardir ki her X i¢in

F(x)=<g(x)
olursa o takdirde
L(f;x)<L(g;x)
olur. Yani lineer pozitif operatorler monotondur [52].

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarin1 saglayan operatorlere lineer pozitif

operatdrler denir.
Lemma 2.1.4. Lineer pozitif operatorler monoton azalmayandir [52].

Lemma 2.1.5. L bir lineer pozitif operator ise

L(F)l=L(f)
esitsizligi saglanir [52].

Tamm 2.1.6. AcR ve f:A—>R seklinde tanimlanan her ne N ig¢in f, (X) e

fonksiyon dizisi denir [52].

Tamim 2.1.7. Kapali bir [a,b] araligi izerinde tanimli ve siirekli tiim reel degerli
fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a,b] fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki

norma f €C[a,b] olmak iizere



=maks| f (x)|

|| ||C[avb] a<x<b

seklinde tanimlanir [52].

Tamim 2.1.8. X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere, L: X —Y seklindeki L
operatérii ve her neN igin L, (f;X) e bir operator dizisi denir ve (L,) ile

gosterilir [52].
2.2. Yakinsaklik Cesitleri

Bu boliim yakinsaklik cesitleri ile ilgili tanimlara ayrilmigtir.

Tanim 2.2.1. ( f, ) , Ac R iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. ( f,) dizisinin f fonksiyonuna A iizerinde noktasal yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul her £ >0 ve her bir xe A verildiginde her n>n, igin
| f, (X)_ f (X)| <¢
olacak bi¢cimde en az bir N, sayisinin var olmasidir [53].

Tanim 2.2.2. ( f, ) , Ac R izerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi
olsun. (f,) dizisinin f fonksiyonuna A iizerinde diizgiin yakinsak olmas i¢in

gerek ve yeter kosul her ¢ >0 verildiginde her n=n, ve her bir xe A igin

|fn(x)_ f (x)|<g



olacak bigimde en az bir N, sayisinin var olmasidir. Diizgiin yakinsama kisaca,

f,(x)= f(x) seklinde gosterilir [53].

Tanmm 2.2.3. N dogal sayilar kiimesinin bir alt kimesi K ve
K, :={k£n:keK} olsun. K, kiimesinin eleman sayisi |Kn| ile gosterilsin.
Eger
K
Iimu
n—->co N
limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin yogunlugu veya dogal

yogunlugu denir ve J(K) ile gosterilir [54].
Tamim 2.2.4. Eger her & >0 igin

s{keN:|x —L|=¢}=0
veya

“m‘{kﬁn:|xk—L|25}‘:0

n—oo n

olacak sekilde bir L sayisi varsa bu durumda X=(X,) dizisi L sayisina

istatistiksel yakisaktir denir ve st—limx =L seklinde gosterilir [54].

[statistiksel yakinsaklik tammmindan; eger X=(X,) dizisi bir L sayisina

istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir £>0
komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda

da, indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz
coklukta terim bulunabilecegi anlagilmaktadir. Dolayisiyla istatistiksel
yakinsaklik, klasik olarak bilinen yakinsakliktan daha geneldir. Yani, yakinsak her
dizi istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir.
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Ornek 2.2.5. x =(x,)dizisinin genel terimi

—m2i
y b okEmse 103
0, k=m?ise

seklinde tanimlansin. st—limx =0 dir. Fakat yakinsak degildir.

Duman ve Orhan [55] tarafindan reel sayilarin bir D alt kiimesi {izerinde taniml

fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsaklig1 incelenmistir. D < R olmak {izere
(f,), D iizerinde tamimli reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Istatistiksel

noktasal yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin yakinsaklik kavramlar1 asagidaki

sekilde tanimlandi.

Tanmim 2.2.6. Her £ >0 ve her bir xe D i¢in

S{neN:|f () - f(x)|2e}=0

sart1 saglaniyorsa (f ) dizisi f:D—>R fonksiyonuna D iizerinde istatistiksel

noktasal yakinsaktir denir ve f, — f (istatistiksel) ile gosterilir [55].
Tamim 2.2.7. (), D {izerinde sinirli fonksiyonlarim bir dizisi olsun. Eger

st—lim|[f, - f|

hoson B(D)

0

ise, bu durumda (f,) dizisi f:D—>R fonksiyonuna D iizerinde istatistiksel

diizgiin yakinsaktir denir [55] ve fn = f (istatistiksel) olarak gosterilir.

Tamm 2.2.8. k,=0 ve (n—>o) iken h =k —k _, > sartlarim saglayan

@ ={k,} artan indisli lacunary dizisi olsun. Her £ >0 igin,
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i {k ek, knr]]: % —L|> &} "

ise X dizisi L ye lacunary istatiksel yakinsaktir denir [28].

Tanim 2.29. 4 —>o (n—>x), 4=1 ve A, <A +1 sartlanm saglayan

A= (ln) azalmayan pozitif terimli bir dizi olsun. Her & >0 i¢in

i ‘{k eln-4 +1/,1n] % —L|= g}‘ .

n

ise X dizisi L ye A - istatiksel yakinsaktir denir [30].

Tamm 2.2.10. a(n) ve AB(n) asagidaki sartlar1 saglayan pozitif terimli iki dizi

olsun.

P :a ve f azalmayan iki dizi,
P,: p(n)>a(n) , (herneN igin),
P, : A(n)—a(n) >, (n—>ooiken),

ve A; P, P,, P, sartlarini saglayan («, ) iftlerinin bir kiimesi olsun.

Her bir (o, B) € A ifti, 0<y <1 ve K <N igin,

KR
5“7 (K, ) =lim s
== (B(n)—a(n)+1)

seklinde tanimlanan ifade, K kiimesinin y 1mc1 mertebeden aff -yogunlugudur.

[a(n),ﬁ(n)] kapali araligt P* ile, S kiimesinin eleman sayisi |S| ile gosterilir.
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Her £>0 igin,

a,f . _
5a'ﬂ({k:|xk—'—|28}17)=Iim‘{kePn o L|278}‘:0
e (B)-a(n)+1)

ise X dizisi L ye y 1inc1 mertebeden off -istatistiksel yakinsaktir denir ve

st, —limx, =L ile gosterilir y=1 icin, X dizisi L ye af -istatistiksel

yakinsaktir denir ve st,; — !T! X, =L ile gosterilir [31].
Tamim 2.2.11. X, R nin kompakt bir alt kiimesi, 0<y <1 ve f,:X >R bir

fonksiyon dizisi olsun. Her £ >0 ig¢in,

 kePe s f (0= F ), 2 €
5%P ({k £ ) = (g oy 2 g},y) =lim ‘{ o) +1)y( ) }‘ 0

kosulunu saglayan f, fonksiyon dizisi X deki f ye diizgiin olarak y inci

mertebeden af -istatistiksel yakinsaktir ve f, = f (af” -istatistiksel) ile

gosterilir [31].

Tanim 2.2.10. de verilen tanimda 6zel olarak;

a(n)=1, p(n)=n ve y=1

secilirse

P =[Ln]

olup



kSn:|xk—L|25}‘_0

5’ ({k % —L|= g}) =lim H

n—oo n
dir. O halde, af -istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

A=(4,) azalmayan pozitif terimli bir dizi, 4 =1, A, <A +1ve

Nl =
a(n)=n-A4 +1, p(n)=n, y=1
secilirse
P¥ =[n—-A +1n]
olup

5P ({k X — L= 5}) _ !]m ‘{k eln-4, +1/,1n] % —L|> g}‘ b

n

elde edilir. Bu sekilde af -istatistiksel yakinsaklik, A -istatistiksel yakinsakliga

indirgenir.

@ ={k,} artan indisli lacunary dizisi, k, =0, h =k —k_; ve

a(r)=k._,+1, p(r)=k ve y=1

secilirse

P =[k_, +1k,]

olur. Fakat (K, ,, K. ]JNN=[k ,+Lk ]"N olup

13
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5 ({k:|x, ~ L] 2 &}) = lim e el + 1k J:x L= &)

r—o0 hr
i \{k ek, kr:]: % —L|> g}\ "

r

dir. oaf -istatistiksel yakinsaklik tanimi, lacunary istatistiksel yakinsakliga

indirgenir.
2.3. Korovkin Teoremi

Matematiksel analizin en ¢ok uygulamaya sahip alanlarindan biri olan yaklagim

teorisi, ilk olarak Rus matematik¢i P.L. Chebyshev’in buhar makinasi ile ilgili

olarak ortaya koydugu, “bir [a,b] kapali araliginda tammli siirekli bir f

fonksiyonu ve pozitif bir n sayisi i¢in, acaba f fonksiyonu [a,b] araliginda

herhangi bir noktada maksimum hata kontrol edilebilecek sekilde en ¢ok n
dereceli bir p(x)=2akxk polinomu ile temsil edilebilir mi?” problemini
k=0

arastirmasiyla baslamistir.

Yaklagim teorisinin amaci, genellikle teorik matematikte ve gercek hayatta
karsilagilan arastirilmasi zor bazi fonksiyonlari, daha iyi 6zelliklere sahip, daha
basit fonksiyonlar cinsinden ifade etmektir. Bdylece, arastirilmasi zor olan
fonksiyon hakkinda daha kolay bilgi elde etmenin bir yontemi bulunmus olur.
Basit fonksiyonlar olarak, genelde iyi bilinen polinomlar veya rasyonel

fonksiyonlar ele alinmaktadir.

Korovkin tipi teoremler, yaklagimlar teorisinde temel olusturmaktadir. Bunun
icin, 1953 yilinda Korovkin [56] tarafindan ispatlanan lineer pozitif operatorlerin
stirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamas: ile ilgili Korovkin teoremi bu boliimde

detayli olarak incelendi.
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Teorem 2.3.1. f €C[a,b] ve tiim reel eksende |f(X)| <M, olsun. Eger L, (f)

lineer operatorler dizisi, her X €[a,b] i¢in

L, (Lx)=1
L (t:x) = x

L, (tz; x) — X?
sartlarini sagliyorsa, bu durumda her f €C[a,b] i¢in [a,b] de

L, (f;x)= f(x)
dir [56].
2.4. Siireklilik Modiilii

Tamim 2.4.1. X ve Y fonksiyon uzaylart olmak iizere, L: X —Y seklindeki

L operatorii ve her ne N i¢in (Ln) operator dizisi verilsin.

L ((t=9)"5x), {k=012...}

ile tanimlanan ifadelere (Ln) operator dizisinin K —yinci merkezi momenti denir

[57].

Tanim 2.4.2. (o,) ve (B,), her neN i¢in o, < S, ve n—>oo iken a, =0
ve B, —0 kosullarini saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (an)

dizisinin sifira yaklasma hizi ( ,Bn) dizisinin sifira yaklasma hizindan daha fazladir

denir.
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L, (f)- f||) dizisi sifira yakinsayan bir dizi olsun. N —o i¢in S, -0 ve M

(

sabit bir say1 olmak {izere; eger

L (f)-f|<Mmpz,

olacak sekilde bir () dizisi meveut ise, (,) nin yaklasim hizi L (f;x)’in

f (X) e yaklasim hizin1 degerlendirmeye yardimeci olur [58].

Tamm 2.4.3. lime, =0 ve limpB, =0 olacak sekilde («,) ve (B,) dizileri

n—o0 n—o0

mevcut olsun. Buna gore;

a limZ=0 ise (a,) dizisinin sifira yaklasma hizi (f,) dizisinden daha

n—o0
n

hizlidir denir.

b, limZ = ise (p,) dizisinin sifira yaklasma hiz1 («,) dizisinden daha

N—o0
n

hizlidir denir

c. limZr=1ise (a,) ve (,) dizilerinin sifira yaklasma hiz1 aynidir denir.

. O . . . o C . N
d. lim——=c ise C ye asimptotik deger, (ﬁn) dizisine de (an) dizisinin
n—w
n

asimptotik hiz1 denir.

Operatorlerde,

ise A(n,x) fonksiyonu asimptotik deger, (,Bn) dizisi ise

‘Ln (f;x)—f (X)‘ in asimptotik hizidir [58].
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Yaklagim hizi hakkinda yorum yapabilmek ic¢in bircok yontem vardir. Bu

yontemlerden bazilar1 asagida gosterilmektedir:

Tanim 2.4.4. f €C [a, b] olmak iizere, her 6 >0 i¢in

o(f;8)= sup [f(y)-f(x)|

X, ye a b
\y x\<é

ile tammlanan @(f;0d) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [57].

Lemma 2.4.5. Siireklilik modiilii;

a. o(f;6)=0

b. 6,20, ise o(f;0)<w(f;0,)

c. meN igin o(f;mo) <ma(f;0)

d. A€R" icin w(f;48) <1+ Da(f;5)
e. lima(f;0)=0

60

£ f ()~ f[<o(:]y—x)

g |f(y)-f|< ('y |+1ja)(f5)

Ozelliklerine sahiptir [57].
Tamim 2.4.6. 0<a <1 olmak iizere;
[f(t)—f (x)|<M[t—x]"

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar, M ’ye de

Lipschitz sabiti denir ve f € Lip,, (a) ile gosterilir [18].
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Tamm 2.4.7. C;[0,%) uzay1
Ci[0,0)={f eCy[0,0): f, f", f"eCy[0,00)}
seklindedir.[59].

Tanim 2.4.8. [O,oo) araliginda tanimli tiim reel degerli sinirli ve siirekli f

fonksiyonlarimin olusturdugu kiime C, [O, oo) olmak {izere, bu uzaydaki norm
[ 1= sup [f(x)
x€[0,0)

seklinde tanimlidir. Her 6 >0 igin Peetre-K fonksiyoneli

K,(f:5)= inf {|f-gf+5]q}

xeCg[0,00)
seklinde tanimlidir [59].

Tammm 2.4.9. f fonksiyonunun ikinci dereceden siireklilik modiilii a)z(f,5)

olmak tlizere

w,(f,5)= sup sup |f(x+2p)—2f (x+p)+f(x)|

0<p<Af5 x€[0,0)
seklinde tanimlanir [59].

K, ( f ,5) <Cuw, ( f ,5) olacak sekilde dyle bir C >0 sayis1 vardir [60].

Tamim 2.4.10. [0,) iizerinde tanimli fonksiyonlarin agirlikli uzaylari agsagidaki

gibi ifade edilmektedir:
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P(RY)={f:|f()|<M p(x)}
Qp(R*):{f fe PP(R+)mC[O,oo)}

Q4 (R™) ={f feQ,(RT) ve lim ) _ k(k sabit)},
== p(X)

burada p(X)=1+X> bir agirlik fonksiyonu ve M, yalmzca f ye bagh bir

sabittir. Q p(R*) uzayindaki norm

f(x)
£l =sup—22
71, =sue—0s

seklinde tanimlidir [52].

2.5. q —Analizde Temel Kavramlar

Son yillarda g-analizi, bazi uygulamali alanlarda bilimsel problemler i¢in bir¢ok
uygulama alanina sahip oldugundan arastirmacilar tarafindan ilgi gormektedir.
Klasik anlamdaki bir¢ok teori ve sonuclar1 genellemektedir.

g-analizinde temel ifade;

X,yeR, 0<q<1, keN olmak iizere

Xq = X
ya=ay

ka — quyk
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seklindedir.
Tamim 2.5.1. |q| <1 i¢in

n

_1-g

=1+q+0° +..+q""

seklinde tanimlanan [n], esitligine N ’nin g-tamsayist denir [61].

Tamim 2.5.2. |q| <1 i¢in
1, (n=0)

| — n
[nl, * [0, (ewy)

seklinde tanimlanan ifadeye n’nin ( -faktoriyeli denir.

n>1 igin,

seklinde de yazilabilir [61].



BOLUM 3. UYARLANMIS AYRIK OPERATORUN
KOROVKIN  YAKLASIM TEOREMINE
UYGULAMASI

Agratini [48], seri olarak ifade edilen ayrik tipte genel bir pozitif yaklasim ile
ilgili calismalar yapip, bunlar1 sonlu toplamlara doniistiirdii ve siirekli

fonksiyonlarin agirlikli uzaylarinda yaklasim 6zelliklerini inceledi.

Bu bolimde y inc1 mertebeden «ff —istatistiksel diizgiin yakinsaklik kavrami

kullanilarak uyarlanmis ayrik operatoriin Korovkin yaklasim 6zellikleri incelendi
[49].

Oncelikli olarak uyarlanmis ayrik operatdriiniin tanimi ve dzellikleri verildi.
3.1. Uyarlanmus Ayrik Operator

Tamm 3.1.1. e;(t) =t’, jeN, olsun.
Her ne N icin asagidaki sartlar saglansin:
a. Her keNj i¢in X, =0(n7*)(n— o) sarti1 saglayan bir y, dizisi
mevcut olsun. R" {izerinde bir ag olarak adlandirilan A, :(X”’k)kzo
sabittir.
b. R™ da diferansiyellenebilir reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi

olan C'(R") ye ait bir ¢, dizisi mevcut olsun. Bu dizi;¢,, >0,

k € N, olmak tizere
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Z¢n,k =€
k=0

z Xn,k n,k = el
k=0

sartlarini saglasin.
w(n,X)g",, (X)= (Xn,k - X)¢n,k (x), keN,, x>0 sartin1 saglayan

pozitif y e R™®  yw(n,) e C(R*) fonksiyonu mevcut olsun.

Yukaridaki sartlar saglanacak sekilde; F, R™ fizerinde biitin siirekli

fonksiyonlarm kiimesini iceren L nin goriintii kiimesi olmak {izere

(Lnf)(x)zigbn’k(x)f (X ) » x20, feF (3.1.1)

operatorli Agritini [48] tarafindan tanimlandi.

Lemma 3.1.2. neN olmak iizere L, operatorii (3.1.1) deki gibi tanimlansin.

¢nr» L, operatoriiniin r inci merkezi momenti olsun. Her x e R™ igin, asagidaki

dzdeslikler saglanr [48]:
Cro(¥) =1,
¢ (¥) =0,
Crra) = (0,X)(¢, (0 +18,,0(0), (reN),

gn,z (X) = W(n’ X) .
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Agritini [48] tarafindan, uyarlanmig ayrik operatdriinii tanimlayabilmek i¢in bazi

bilgiler verildi:

w fonksiyonu her ne N ig¢in

y/(n,x):i@,xzo ve

n

Xnkzhgk, keN,
' a

n

lima, =,

N—o0

olacak sekilde (a,)., pozitif dizisi ve y; eC(R"),i=12,.,1 fonksiyonu

n>1

meveut olsun. Bu kosullar altinda &=(&(n)) , pozitif terimli bir dizi olmak

n:

lizere uyarlanmis ayrik operatériix>0 ve f e F i¢in

[an (x+8(n))] k
Lo ( f; X) = Z o T [a_j’
k=0

n

seklindedir.

Lemma3.1.3. neN igin (L, f)(x)= i%k(x) f (X, ) operatorii

k=0

%=~k (KeN),
lima, =,

n—oo
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zp(n,x):i@,xzo

n

sartlarim1  saglasin ve K, R™ nin kompakt bir alt araligi olsun. Eger

w, eC*"?(R"),i=12,3,...,1 ise 2m inci merkezi moment
é’an(x)S&:nK),XEK
‘ a

n
esitsizligi saglanir. C(m, K) yalnizca m ye bagli bir sabittir [48].
3.2. Uyarlanmis Ayrik Operatériin Korovkin Yaklasim Ozellikleri
Bu boliimde, y mc1 mertebeden «off —istatistiksel diizgiin yakinsaklik kavrami

kullanilarak uyarlanmis ayrik operatoriin Korovkin yaklasim 6zellikleri incelendi
[49].

Teorem 3.2.1. Ln(f;X)=Z¢nyk(X)f(Xnyk) olsun. K, R* nin kompakt bir alt

k=0

aralig1 olmak iizere, eger K tiizerinde
st/ —!ll_r;?c ¥(n,x)=0 (diizgiin)
ise her f e F igin
stz — ML, (130 = F (9], =0

dir.

Ispat: L, (eo;x)=§:¢5n’k =e, Ve L, (&;x) =i¢n‘kxn’k = ¢, oldugundan
k=0

k=0



S _Ii_';gHLn(eo;X)_eoHZO’

ap Ln(%?X)—%\\ZO

st”, —lim
n—o
dir. reN; i¢in

Cor (X) =L, ((el —X& )r ;X)

oldugu bilindigine gore r =2 igin

yazilabilir. L lineer operatér oldugundan
w(n,x)=L, ((t—x)z;x): L, (tz;x)—2an (t;x)+Xx°L, (L x)
dir. L, (t;x) =X oldugundan,
w(nx)=L,(e,;x)—x*
dir. O halde,
v ()], = (B2 %) =i

dir. st”, — rlml ¥(n,x) =0 (diizglin) oldugundan

Sty — !m” L (&%) — eZHC(K) =0

25
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dir. Teorem 2.3.1 geregince
st,, —Li_[g||Ln(f ;X)— f (x)||C(K) =0
elde edilir.

Sireklilik modiilii kullanilarak L, ( f;X) operatériiniin y inci mertebeden

aff —istatistiksel diizgiin yakinsakligindan bahsedildi.

Her feCB(R*), x>0 ve 6>0 icin L (f;x)=> 4, ()f(x,) olsun.
k=0

Siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini ve Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak
L (F:x)= £ ()] <D, (0] F (%) — F(x)]
k=0
1[& A
< 1+g(2¢n]k(x)‘ f (%)= F(x)| J o(f;0)
k=0

s[u% V,(n,x)]w(f;a)

elde edilir.

1
Eger, =6, = |:l//(n, X)Z} olarak segilirse

I (72)- | <20( 1)

bulunur. st —lm\P(n, x) =0 oldugundan,

L (110 =2 00 F(%,0)



operatoriiniin yakinsaklik hizina sahip oldugu goriiliir.

meNg, x=0 igin o, (x)= olmak tizere; her me N, i¢in

1
(l+x2m)
= ::{f eC(IRi+):||f||m ::sxti?a)m(x)‘f (X)‘<oo}

olarak alinirsa, bu bilgiler altinda asagidaki teorem mevcuttur:

[an(x+5(n))] K
Teorem3.2.2. L (f;x)= > 4,00f K_J olsun.
' k=0 ' a

n

Eger ¥, eC*"*(R"), i=1,2,...,1 ve
st7, —limfa,5(n) =

iseher f €eE, NF icin

st~ lim

Lo (fix)—f (x)||c(K) =0

dir.

ispat: A ve B pozitif sabitler olmak tizere, t >0, x>0, meN igin
t2m  pg2m-1 (XZm n (t _ X)Zm)
esitsizligi kullanarak |f|< A+ Be,, elde edilir. O halde,

(1)< A+B(2 (" +(t-%)"))

27
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= A+B22" " + B2 (t—x)™"

=g, (x)+2*"'B(t- x)2m

dir. Bu esitsizlikten, kK e N, x>0 icin

< gm(x)+22mlB(£—xj (3.2.1)

yazilabilir. x, 5(n) ve a, pozitif oldugundan, eger

k z[an(x+5(n))}+1

ise

dir. Dolay1siyla,

Kk
— =X

n

{keNo:kz[an(x+5(n))]+1}c{keNo:

> 5(n)} =1, (322

olur. R =L, —L, 5 olsun. (3.2.1) ve (3.2.2) esitsizlikleri goz Oniine alinarak,

R, (f;x)=

sl

k:[an(x+5(n))]+l a

2m
<D b [gm(X)+22mlB(£XJ ]
k= a, (x+5(n)) ]+1 a,
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< i ¢n,kgm(x)+22milB i ¢n,k [ah_xj

kely x5 kel s n
< gm(x) ]2- i¢nk{£_xj2m +22m18i¢nk££_XJ2m
oM, ko \ &,
1 m—
= O (X) 7 nam (X) + 27" BL o (X)

ﬁ

- C(m,K s
elde edilir. £ ,,, < ( — ) esitsizliginden,
’ a

C(m,K)

n

RJ};xﬂ:[gm(x)gzaﬁj+2mmiBj

dir. Yukaridaki esitlikte K {izerinden norm alinirsa,

2m
1 nie C(m K
Rn<f:x>ucm=||gm||c<m,r<>[ ] +2ig SK)

Ja,5(n) a
olur. £ >0 igin

A:={k <P’

R, (f:x)]2 ¢}

/\:z{kﬁpn“'ﬁi( ak(f(k))m222m||gm||gc<m,l<>}

=lk<p*f:a">— ¢ L
& { G meC(nLK)}

kiimeleri tanimli olsun:

Ac AUA,
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ve
5 (Ay) <8 (Asy)+6“" (A7)

Oldugu acikca goriiliir. Dolayisiyla, st?, — lﬂl . /an5(n) = oo Ve st?, — !]m al=0

oldugundan

L, (f;x)—f (x)||C(K) =0

dir.



BOLUM 4. SZASZ OPERATORUNUN FIBONACCI DUNKL
BENZERI

Bu béliimde, yeni tanimlanan Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzerinin
[46] olusturulup merkezi momentleri ve yaklasim ozellikleri incelendi. Ayrica,
stireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi

incelendi.

4.1. Szasz Operatoriiniin Fibonacci Dunkl Benzeri

Tamm 4.1.1. Kabul edelim ki (f,) Fibonacci dizisi ve sn(x)=x—fi olsun.

n

nelN ve x>0 i¢in

_ = (ns (x) K +2u0,
Ralfi0)= e(ns(x»kZ 7. () ( n j

seklinde tanimli olan lineer pozitif operatorlere Szasz operatoriiniin Fibonacci

Dunkl benzeri denir.

_2%KIT (k+ 1 +1/2)
()= )

lizere, genellestirilmis istel fonksiyon

22UKIT (K + 1 +3/2)
I'(u+12)

olmak

ve y,(2k+1)=

k

e, (=3 X(k),

k=07,

seklinde tanimland1 [62].
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0; ke?2Nise . ..
6, = . olmak iizere k e N, i¢in
1, ke2N+1lise

7, (k+1) =(k+1+246,,)7,(K)
dir.

4.2. Szasz Operatoriiniin Fibonacci Dunkl Benzerinin Moment Tahminleri

Operatoriin yaklasim 6zelliklerini incelerken gerekli olan bazi esitlikler asagidaki

gibidir:
Lemma4.2.1. F,(f;Xx) Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzeri olsun.
1. F&x) =1

2. F,(t;x)=s,(x)

. ©(1,00))x_ 1) 5,8 (1% 0)
R {“2“ e, (15,09) Jn i, (e, (15,09)

+i i—2x
fn fn
dir.

Ispat: Szasz operatériiniin Fibonacci Dunkl benzerinin tanimi kullanilarak

i ns (x)

F(Lx)=
e, (nS X)) iz 7.(Kk)

n

oldugu kolaylikla goriiliir.



keN, i¢in y,(k+1) =(k+1+2u6,,,)7,(k) oldugundan,

SN YO JE Y

e (ns )iz 7,.(K) n

(nsn(x))k
7 (k+240, )y, (k=1)

B 1
ne, (ns, (x))

[Ms

(k+2u6,)

=
Il

(nSn (X))k+l
7, (K)

B 1
" ne, (ns, (x)) ?

M

I
o

_ s, (0 & (ns,(0)
e, (05,000 2% 7,(K)

=5,(x)
1

=X—-——
f

elde edilir. Boylece
F (%) =5,(x)
sart1 saglanmais olur.
6, nin tanim1 kullanilarak elde edilen
0,1 =0 +(-1)"

esitiliginden,

2o 1 = (ns, (X)) (K +2u6, 2
P00 = s 00 n(k)( : j

1 & (ns,00)
 ne,(ns,(x) S (k+2u6,)7,(k-1)

(k+2u6,)°

33



! i(nS“(X)) (k+248,)

" e, (ns, () & 7, (k—1)

~ 1 - (nSn(X))k+l
e N g L 2HG)

- nS (X))k+1

Z 7, (K)

__(05,00) - (ns,(0)'
nzey(nsn(x))k:o Vy(k)

_ (5,() w(nsn(x))k(
ne, (ns,(x)) & 7, (K)

= (nS 2 (k+l+2,ut9k+2y(—l) )

(k+1+206, +2u(-1)")

k+2u6,)

(s5,(x)) i (—ns, (x))k

ne,(ns,(x)) iz 7,(k)

(s,(x)) i(nsn(x))k

ne, (ns, (X)) &= 7, (k)

_ (s,00) i(nsn(x»k(mﬂekj
e, (ns, () = 7,(K) n

5, (5:09)

ne,(ns,(x)) “

e, (5, 1) + (2 %)

e, (-ns,(x)) . (5,(%)

e, (ns, (x)) n

[LJ Q[LJME[LJ
f, n f, ) e,ns,(x)) n f,

= (5,(9)" + ( ()=

=X +{l+2y e
nn

+i i—2x
fn fn

e, (nr, (x)) e, (nr,(x))

oldugu gortiliir.

e, (-nr, (X))]ﬁ_ 1 (1_2#e#(—nrn(x))
n

34
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Lemma4.2.2. neN ve x>0 i¢in

N 2 (ns, ()", ((k+2u6,
Ralti= e(ns(x»kZ 7. () ( n j

olmak iizere,

Fn(t—x;x):—fi

n

-x)"; + L(X)) R P e, (—ns,(x)) N 1
- Ll e, (m, (X>)J ”fn(l i eﬂ(nsn(X))J (f.)

dir.

Ispat: F, operatoriiniin lineerligi kullanilarak,

F.(t—xx) =F, (tXx)-xF (Lx)=——

elde edilir. Teorem 4.2.1. yardimiyla

R (6005 = R (532025 (630 + C°F, (1)

L8 00) 1x 1 [, L e, (-ns,(x)
=X +(1+2,uw n_fn 1 ZyW

+%[fi—2x}—2xsn(x) +x°

n

~ e, (-ns,(x)) | x 1, e, (-ns,(x))
=2 +[1+2ﬂ e, (ns, (x))J ﬁ(l 21 eﬂ(nsn(x))J
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12X 1
+ 5 ———2X| X——
(f.) T f,

= w ﬁ_i _ €, (—nSn(X)) 1
_{1_,_2;1 e, (ns,(x)) ]n nf [1 2u e, (s, () J+(fn)2

esitligi bulunur.

4.3. Korovkin Yaklasim Teoremi

Bu boéliimde Szasz operatoriiniin Fibonacei Dunkl benzerinin Korovkin yaklagim

teorisine uygulamasi incelendi [46].

Teorem 4.3.1. E = { f:xe [O, oo), 1f (XZ yakinsak X — oo iken} olmak iizere
+ X

E (%) (ns, (X)) (k+2y0kj

e, (ns, (X))kZ 7,u(K) n

olsun. Eger f € C[0,0)NE ise

st—limF, (f,%) = f (x)

[0,00) araligiin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiindiir.
Ispat: Teorem 4.2.2. den,

st—lim||F, (1, x) 1| =

st

R (tx)=x] =0,

n—o
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st—limHFn (tz;x)—xuzo

n—o

oldugu asikardir. Dolayisiyla klasik Korovkin teoremi geregince Szasz

operatOriiniin Fibonacci Dunkl benzeri siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsaktir.

Teorem 4.3.2. F.(f;x)= (s, ()’ (“2“@) olsun. [0,0)
n

e (nS (x)) kZ: 7,.(K)
tizerinde tanimli fonksiyonlarin agirlikli uzayi Q; (R*) olmak tizere, f e Q; (R*)

i¢in

st

£ (13- 1], -0

n—o0
dir.

Ispat:  F (Lx)=1 oldugundan st—Ilim|F,(L x) ~1 =0 esitligi kolaylikla
gortliir. Teorem 4.2.1. i kullanilarak,
|FrI (t;x)—x| 1

o(6x) =, =sup = e =t

elde edilir. Dolayistyla, st—lim|[F, (t,x)~x| =0 dur.

F (t*x)=x +[1+2yL(X))J i[1—2,um]+i(i—2x]

(ns,(x)) nf, f

n

oldugundan,
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Fn(tz;x)—xzu zsup‘Fn(tz;x)—Xz‘S(fn)2+2ﬂ(fn)2+fn+2yfn+n+2nfnsup X
poe0 14X n(f,)’ w0 14 X°

dir. Yukaridaki esitsizlikte n iizerinden limit alinirsa,

lim

n—o

F, (tz; x)—xZHP =0

sonucuna ulasilir.

st—rl]im||Fn(1, x)—]ﬂp =0, st—rl]im||Fn(t, x)—x||p =0, lim

lim |F, (tz; x)— XZH,, =0

kosullar1 saglandigina gére agirlikli Korovkin teoreminden

st—Ilim

N—o0

Fn(f;x)—pr:O

oldugu goriiliir.

4.4. Yaklasim Hizi

Bu bolimde F, (f;X) operatdriiniin, Boliim 2 de tanimlanan ve dzellikleri verilen

stireklilik modiilii ve Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklagim hizi

incelendi.

Teorem 4.4.1. f eLip, (), 0<a<1ve M >0 olsun. O halde,

v, (X)=F, ((t—x)z;x)
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olmak lzere

F,(f:%)- F (0| <M (0, (x))

dir.

Ispat: |F(f x)— f (x |

o ns (x) K+2u6, 3
e, (ns, (x))g‘ . (K) ( n ) f(X)‘ "
1 20 (nsn(x))k

>0, >0 oldugundan
e, (ns,(x)) 7. (K)

|F(f x)— f (X )|

1 (ns, (%))’ f(k+2ﬂekj_f 1 & (ns,(0)]
e, (ns, (x)% 7,(K) n e st 7,0 |

1 (08, 0) [ (k2 )
_eﬂ(nsn(X))kZ? 7, () (f( n ) f(X)J‘

1 = (ns,())" |, (k+2u6, ~
S 7K H n j f(x)‘

yazilabilir. f € Lip,, (a) oldugundan Lipschitz siifindan fonksiyonlarin tanimi
kullanilarak,

‘f["Ln”‘gkj_f(x)‘gM

elde edilir. Bu son esitsizlik,

K+2u6, —X‘
n

R (F00— 1 (x)|< 1 Z(ns () ‘f(k+2y9kj_ ; (x)‘

e, (ns,(x)) i 7.(k) n
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esitsizliginde kullanilmasiyla

o

(s 0)

e,(ns,(x) iz 7,(k)

gmzye ‘((nsn(x))k 1 J

K+2u6,
n

7.(K) e,(ns,(x))

bulunur. Bu esitsizlikte Holder esitsizligi kullanilarak,
a 2a
(s 00) 1 Pf(ns00) 1 )
7.(K) e, (ns,(x)) 7.(K) e, (ns,(x))

a 2—-a

(nsn (x))k 1 JZ ((nsn (x))k 1 J 2

7, (K) e, (ns,(x)) 7, (k) e,(ns,(x))

(K +2u6,
n

F (f;x)—f(x)‘sM

n

k=0

K+2u6,

Mi[

k=0

(ns (x))k 2 i (ns (x) 1 =
7.(k) e (ns X)) (i 7.(k) e, (ns,(x))

(nsn(x))k 1 : -
0 ooy (FE)

K+2u6,

M[i

k=0

K+2u6,

w[ g

k=0

elde edilir. Teorem 4.2.1. den

Fn(f;x)—f(x)‘sM(ik+2'ue 2

k=0

(nsn(x))k 1 J

7, (k) e,(ns,(x))

3
2

:M(F (t—x)z;x)

dir ve bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.4.2. [0,00) aralifn lizerinde diizgiin siirekli fonksiyonlarin uzayi

é[O,oo) ve f eé[O,oo)mE olsun. ¢,, = Fn((t_x)z;x) olmak iizere

F(fi)- £09] <20(f34,,)

dir.

Ispat: |Fn(f;x)—f(x)|:

1 i(nsn(x))k f(k+2y6?kj_ ; (x)‘ ve

e, (ns,(x) iz 7.(k) n

1 .o (ns,(x))"

e,(ns, () " 7,k

>0 oldugundan

|Fn(f;x)— f (x)|:

1 i(nsn(x))f(kJrZ,quj_f(x) 1 i(nsn(x))|

e,(ns,0) = 7, (K) n e,(n5,00) & 7,(K) |

1 N (nsn(x))k K+2u0, .
e 500 % 7,0 H n j f(x)j‘

1 = (ns,())" |, (k+2u6, ~
0 7,0 H : ] f(x)‘

elde edilir. Suireklilik moduliiniin

|f(y)— f(x)|£(¥+lja)(f;5)

ozelligi kullanilarak

o0

F(F0 - f (9] < —— Z(”S”(X))k‘f(mwk)—f(x)‘

e, (ns,(0) iz 7.(K) n
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K+2u6, ‘
1 =, (ns, (x))" n _
S E o | |elhe)
K+2u6,
1 (ns (x) —X

- > sl To(ria)

e, (ns, (M) i 7.(K) i

| K+ 2u6,

elde edilir. Z(
n

s () 1
7,(k) e, (ns,(x))

k=0

J ifadesi diizenlenip Cauchy-

Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

| (K +2u6,
z[}

k=0

. (”Sn(x))k 1 :i [ k +2u0, _XZJ; (nsn(x))k 1 :
yﬂ(k) eﬂ(nsn(x)) k=0 n 7y(k) eﬂ(nsn(x))

IA
M
=~
+
N
=
D
N
—~
-
wn
>
—~
>
SN~—"
~—
=
[
7~ N\
[
—~
>
wn
>
—~
>
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—~—
=~
[
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N
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o
>
5
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=~
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>
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K+2u6, X‘z (nsn (X))k 1 : ))Jz

n

elde edilir. Dolayisiyla, elde edilen bu son esitsizlik

F(f;x)-f (X)|=a)(f;5)[1+%i[|k+2,u0k _y

k=0 n

esitliginde yerine yazilarak

elde edilir. Eger 5§ =96,, =,|F, ((t —X)2 ;X) olarak segilirse,

F(f5x)- fO0|<20(f;5,,)

elde edilir.
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4.5. Voronovskaja Asimptotik Yaklasim

Bu boliimde Fn(f;X) operatoriiniin - Voronovskaja asimptotik  yaklasimi

incelendi.

Teorem 4.5.1. F (f;x) Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzeri olsun.

Ci (R*):{heCB (]R*):h', h"eC, (R*)} uzayl

[

ci(r) :”h Ca(R) +||hl Ca(R) +||h"

Ca(RY)

normu ile tanimli olmak tizere, her h e Cé (]R+) i¢cin

F.((t—X ? P X
Ry (hix)=h(x)|< [%*MJ”*‘”@(M

dir.

Ispat: heC? (]R*) olsun. Taylor seri agiliminda genellestirilmis ortalama deger

teoremi kullanilirsa, & € (X,t) igin

n n

F,(h;x)—h(x)=h"(x)F, ((t—x);x)+h"§§)F ((t—x)z;x)

elde edilir. Lemma 4.2.2. kullanilarak,
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i
—
=
=<
N—
|
>
—
>
>~
IA
=
(@]
w
o
—
|-
N
_n
—_—
—~~
—
[
=<
N
=<
N —

ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.2. g fonksiyonunun ikinci siireklilik modiilii

@,(9;8)=sup |g(.+2t)-2g(.+t)+g (.)HCB[O]OO)

0<t<o

seklinde tanimli olsun. L, n ye bagh pozitif bir sabit olmak iizere, her

geCy [O,oo) ve xeR" igin

CB[O’OO)}

Fn(g;x)—g(x)‘SZL{a){g;\/211: +Fn((t—x)2;x)J+min(1, Zlf +Fn((t—x)2;x)]||g

n

n

dir.

ispat: Teorem 4.5.1. ve Lemma 4.2.1. goz Oniine alinarak, geCB[O,oo),

heC} [O,oo) ve xeR" icin

F, (g —h;x)|+|F, (h;x)=h(x)[+|h (x)—g (x)|

F.(9:%)-g(x)|<

calow) F, (Lx)+ [l+ M}”h

<|h-g cg[o,w)““”h_g

Cg [0,00)



dir.

F (t—x)z;x
=2[h—g| .+ [“ %J”Mké[o@
1 2,
< 2K2(g,§+ F ((t—x) x))

< ZL{a)2 [g;\/%+ F ((t—x)2 . X)J+min(1,%+ F ((t—x)2 . x))”g

46
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BOLUM 5. SZASZ OPERATORUNUN q —FIBONACCI
DUNKL BENZERI

Bu boliimde, Szasz operatoriiniin g — Fibonacci Dunkl benzeri tanimlandi ve
q-analizin gosterim ve yontemleri kullanilarak Szasz operatoriiniin Fibonacci

Dunkl benzerinin yaklasim 6zellikleri incelendi [47].
5.1. Szasz Operatoriiniin g —Fibonacci Dunkl Benzerinin Tanimi
Tammm 5.1.1. neN olmak tizere (f)) Fibonacci dizisi, x>0, 0<q<l1,

s, (X) =X _fi olmak lizere Szasz operatoriiniin g — Fibonacci Dunkl benzeri

n

Foo(fiX) = 5 ([, .09 ( J

eﬂq([n] (X)) k=0 Q/ﬂq( ]__q”

dir. Buradaki genellestirilmis tistel fonksiyonun q—benzeri, k e N, i¢in

1— K+1+2 16, 1
Vg (k1) = [ql—qj 70 ()

olmak iizere, 1>-1/2 ve 0<q<1 igin

k

€,q(X) :zgy X(k)
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seklinde [25] tanimland1. Eger g —1 alinirsa, Boliim 4 deki Szasz operatoriiniin

Fibonacci Dunkl benzeri elde edilir.

0; ke2N ise .
Lemmas.1.2. 6, = I Ke2Nilise olmak uzere ;
: e 2N+

(2101 +k+1], =200, +K], +q** | 20(-1) +1]
q

esitligi saglanir [63].

5.2. Szasz Operatoriiniin g —Fibonacci Dunkl Benzerinin Moment

Tahminleri

Fn’q(f;x) operatoriiniin  yaklagim o6zelliklerini incelerken gerekli olan bazi

esitlikler asagidaki gibidir:

Lemma 5.2.1. Szasz operatoriiniin g — Fibonacci Dunkl benzeri F, (f;x) olsun.

Asagidaki esitlikler mevcuttur:

1. F,&x)=1

2. F ,t;:x)=s,(x)

3. (s,(x)? +%[1+ 2u),(L+9*) 2 F, (1 %)

q

, 2 500 s o 1 Cua([N]488,(0)
F o (%) > (5,(x))* + i, 92 [L-24], e, (15,00

@+9*) .




Ispat: F.(fix)= . q([n]qsn(x))i([n]qsn(){)) ( _1q_2ﬂ9:+kj esitliginde
f(t)=1 ise,
2 ([n]qsn(x))
F & =1
)= q([n]qsn(x»z

K+1+2 146, 1

dir. 7, ,(k+1) = [1“41—

J}f 1q(K) bagimtist kullamilarak,

= ([n],5, ()" 1 g+

Fo(tx)= 7 q([n]qsn(x)) Z(; y (0 I-q
_ 1 2 (s,(0) 1 e
e,u,q ([n]q Sh (X)) k=1 {]-—koJ Ve (k _1) 1_q”
—q

(s, 0)° 1

) n
ey q([n]q Sn (X)) k=1 _ 1—q
(1_ an,q(k iy

i([nlqsn(x))k 1-q
eyq([n]qsn(x> Vak=1) 1-q"

1 & (s ) 1
&,o(N,5,00) & 7,a(=D) [nl,

_ Ils, () i([n]qsnm)“
[0, 5, () 57 7,0(k =)

bulunur. F, , (t*;x) igin,

49
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) . ([n]qsn(x)>k 1_q2,49k+k 2
Fn'q(t,x) e, ([n]s(x))z Y uq(K) ( 1-9q° j

_ 1 Z‘O: ([”]an(x))k Ll_qzyewk}
€0 ([N, (9) 5 [1—qk”’ﬂk jyﬂ,q(k pt

2

1-q

= 1 i ([n]q S (X))k 1_q2#9k+k
.q(nlys ()i 1 N 2
(1—(]}}/””('( 1) ( )

_ 1 i([n]qsn(x))k 1 g2k
[n]leeu,q ([n]q s, (X)) = i (k-1 (1_q)

> ([n]q S (X))k+1 1_q2ﬂ9k+1+k+1

2 0 @)

[Fe,, ([n]q 8, (X)) ic

dir. Lemma 5.1.2. ve yukaridaki son esitlik kullanilarak;

[nl,s,(x)"

2. . ( 2,16, +k k
Fn,q (t ! X) [n]q eﬂ ] ([n]q S, (X)) kZ:(; 7/y,q (k) ([Zluek + k]q +q [Zﬂ(_l) +1:|q)

([n]q Sh (X) )k+1 (1— q2”9k+k j

“[Fe,, ([n]q 8, (X)) kZ: Vg (K) 1-q

o OO 1]

k=0 o (k)

_ 1 i([n]qsn(x))kﬂ(l q2#9k+kj
[nFe, (5,00 & 7..K) 1-q
[1+24], Z([n]qsn(x))2k+1
e, (L5 0N S 7,.(2K)

[1-24), & (I],s,0)""

2

[n]qe#q([n] ()i V(2K +D)

2405 4 +2k+1
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elde edilir ve son esitlikte
[1— 2,u]q < [1+ 2,u]q

esitsizligi uygulanarak

) } ([n]qsn(x))k+l 1_q2ﬂ0k+k
Fn,q(t’x) [n]qeﬂq([n]qsn(x)){z 7.uq(K) ( 1-q J

)2k+l

[1-24], Z([n]qsn(x)
TInPe, (M5, 0N = 7,4(2K)

[1-24], Z([n]qsn(x))“
Tnle, (N5 (0N & 7,.(2k+1)

2140y +2K

216y 1 +2k+1

i 1 i ([n]q S (X))k+1 (1_q2#9k+k J
[T, , (,5,(x) | £ [1—q } k- 1A
1— q 7;1&1 )

s, (L-241], (aIn,s,(0)"
e, (5,00 & 7,0(2K)

| Iy, ([1-24], Z(q[n]qsn(x))“
e (11,5, 00) & 7,2k )

[n],S, (%) < ([n],5,(0)
( ) {Z( ) }

T[nPe, (.5, 00| & 7,,(=D)

Ms

S (X)[l 2,u]
[n]qeyq([n]qsn( ) i
q2‘s (x)[1- 2,u]
[n]qe,,q([n]qsn( ) Fu

. S0[1-24] e, (g [n]qsn(x))(1 cq)
M,  e.,(n],s,(x)

(alnl,s, ()

(aln], s, ()

:(Sn(x))



oldugu goriiliir. Onceki sayfada gosterilen

2.0\ _ 1 w([n]qsn(x)>k+1 o
Fn.q(t,X)‘[n]zeﬂvq([n]qsn(x))[kzg Y q (K) [ 1-q J]

[1+24], i([nlqsnm)z“
[n]qeyq([n]qsn(X) o Vuq(2K)

2k+2
. ([n]q S” (X)) 2105 +2K+1

[L-24], 3

[n]qe/,q([n] n(X)) i3 7q(2k+D)

esitlikte [1-2 ,u]q <[1+2 ,u]q esitsizligi kullanilarak

) ; ([n]qsn(x))k+l 1_q2#9k+k
Foa (1) [nlqeﬂq([n]qsxx))[Z 0 [ 1o ]

[1+24), (s, )" L.
e s.00 % 7.@)

)2k+2

(12, ([0
" Te, o [5,0) & 7,42k +D)

[n],s,(%) = (In],5,00) "
([),,09)’ [z;( )}

240, 4 +2k+1

T[nPe, (.S, 00| & 7.(k=D)
s, (X) [1+ 2;1]
"nLe,. ()5, (X)
q*“s (X)[1+2,u]
"InLe, (s, (x)

, S, (X)[1+2
<(s,(x)) +%(l+q2ﬂ)

1.0 (L5, (0)

(aln],s,(9)

elde edilir. Ispat tamamlanur.
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Lemma 5.2.2. Szasz operatoriiniin ¢ — Fibonacci Dunkl benzeri

E (fi0)= i([n] (x)) ( W:WJ

e;,r,([n]qsn NE 7,0k 1-g

olmak iizere,

Fat=Xx)=——

+i[1+ 2u],@+9*)

2. 1
F((t=%)7x) < ( . )2 [,

dir.

Ispat: Fog ( f; X) operatoriiniin lineerligi kullanilarak,
F t=xx)=F (tx)-xF  (Lx)=—-—
elde edilir. Lemma 5.2.1. yardimiyla

(6 55) F (50) 207, (50 P, (10

n

S(Sn(x))zJr%(ﬂqz”)—mn(x)ﬂ2
_ 1 s([+24] (L)
(f.) [n],

bulunur.

53
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5.3. Szasz Operatoriiniin g —Fibonacci Dunkl Benzerinin Korovkin

Teoremine Uygulamasi

Teorem5.3.1. E:= { f:xe [0, oo), 1f (XZ yakinsak X — oo iken} olmak tlizere
+ X

Foo(fix)=

([T,s,09) [ J

e,,q([n] (X))kZ Y11 (K) 1-q"

olsun. Eger f € C[0,0)NE ise

st—rl]m F.q(f.x)=f(x)
[0,00) araliginin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiindiir.

Ispat: F  (Lx)=1 ve F.q(t:X)=s,(X) esitliklerinin saglandigi daha 6nce

gosterilmistir. Dolayistyla

st

st

oldugu asikardir.

Sy (X)

Fog %) < (5, () + = [n] [1+24],(L+9%)

q

oldugundan
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st—limF, (tz;x): x?

N—o0

[0,00) araligmmin her bir kompakt alt kiimesinde diizgiindiir. O halde klasik
Korovkin teoremi geregince Szasz operatoriiniin ¢ -Fibonacci Dunkl benzerinin
stirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsadigi séylenir. Yani, [0,00) araliginin her bir

kompakt alt kiimesinde

st-limF, . (f,x) = f(x)

diizgiindiir.

0 nl.s (x 2y9k+k
Teorem 532. F (f;x)= Z([ Josn )) ( T J olsun.

€.q ([n] (D) i3 7uq(K)

Q; (R+), [0,00) {lizerinde tanimli fonksiyonlarin agirlikli uzayr olmak {iizere

feQi(R") igin

st

Fn’q(f;x)—fup:O

n—oo

dir.

Ispat: F.¢( %) =1 oldugundan

esitligi kolaylikla goriliir. F, (t;X) =s,(X) =X _fi esitligi kullanilarak,

n

1o (%) XH =sup ”’q(t;x)_x‘<i

x>0 1+ X2 B f

n



elde edilir. Dolayisiyla,

dir.

Sy (X)

Fog %) < (5,(0)* + = ] [1+24],(L+9%)

q

oldugundan,

F (tz;x)—xz‘
n.q
(t ' XH B ST
S(fn)2+2,u(fn)2+fn+2,ufn+[n]q+2[n]qf up X
[n], (f,) b 1+

dir. Bu esitsizlikte n {izerinden limit alinirsa,

F.q (tz; x) — qup =0

n—o0

sonucuna ulasilir.

(LX) — xH =0, lim||F

N—o0 n—oo

kosullar1 saglandigindan agirlikli Korovkin teoreminden

st

Fn’q(f;x)—fup:O

n—oo

esitliginin varlig1 soylenir.

F.q (tz;x)—xzup =0

56
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5.4. Szasz Operatoriiniin g —Fibonacci Dunkl Benzerinin Yaklasim Hizi

Teorem5.4.1. 0<a<1, M>0 felip,(a) olmak iizere

dir.
Ispat: Lipschitz fonksiyon tanimindan

<

Foa (F52) = (x)

dir ve Fn'q operatoriniin lineerliginden,

Foq(F:X)= F(0| <M (F, (%) x))E

MF, , (|t—x|“ ;x)

Foo (%) f(x)|= - ([

1— qk+2y9k

{

1-q"

k+2 116,

1-9

i

1-q"

K+2 16,

1-9

|

1-q"

esitsizligi mevcuttur ve bu esitsizlikte Holder esitsizligi kullanilarak,

o

J—f(x)
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a

o] L0 (e
F“'q(f' ) f( )‘Mz[eﬂ([n]q Sn(X))Vﬂ,q(k) eﬂ([n]q S”(X))yﬂ'q(k)

a

_ Mi{e ( ([n]q Sn(X)) |1_qk+2/19k _x‘ } {e ( ([n]q sn(x)) ]

S e, (0], 5,097,000 -0 [1], $,(%))7,.(K)

<M {i{ ([n]q Sh (X))k ‘1_qk+2ny9k Ly

e, ([n], $.(9) 7,00 1-d

2-a

[Z (I, 5.00) J

e, ([n]q sn(x)) VoK)

=M i ([n]q Sn(X))k ‘1_qk+2y9k _X‘z
= e, ([n], 5. 0) 7,001 10"

N R

elde edilir.

Teorem 5.4.2. [0,00) aralif1 iizerinde diizgiin stirekli fonksiyonlarin uzayi

C[0,c) ve feC[0,0)~E olsun. O halde, 5n’X:\/Fn’q((t—x)2;x) olmak

uzere

Fra(fiX)- 1] <20(f341,)

dir.
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Ispat: Siireklilik modiiliiniin 6zelligi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak,

:x)— f (X ‘ < ([n] S (X)) 1— g2t
|Fn,q(f1 )—f( )| ([n] s(x))kz;‘ V() ( 1-q j
- ([n),5,00) |
_f(X) ([n] s (X))kz(; Vua(K) ‘

sl )

- ( n] S (x)) _ gLz
) ([”] S(X))kzc; Y (K) ‘ [ 1-q" j_f(x)
1_qk 2 16,
. ( n| s (x)) ‘ 1-q" -

) u([ l,s (X))kZ? Y g (K) 5 o(f:0)

1 K+2 46,
i( s (x)) = 1-q" ([n]q sn(x)) .
([n] S (X)) k=0 ]/#q(k) = S 7;,,q(k)

=o(f;6

N—"

k=0

o :]__qurzygk |([n]q S, (X))k . J

1
1 —
+52 1-q" | 7,.K) eﬂ([n]qsn(x))

N[

BRSPS Sl it B B ([],5,(0)
s&|| 1-q" | eﬂ([n]qsn(x)) 7 uq(K)

=

Lo (mse) |
eﬂ([n]qsn(x)) 7.q(K)
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1 ([n]q sn(x))k T

1] &=
<w(f;0)1+=
solfio) +5[Z e, ([1],5:00) 7,a®)

| =

e, ([n]q s, (x)) Y g (K)

1 ([n]q S, (x))k T

elde edilir. 5=6,, = \/Fn]q ((t —x)’; X) olarak segilirse,

Fra(Fi%)- f]<20(f0,,)

bulunur.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu béliimde, tez caligmasmin orijinal kismi1 olan iiglincii, dordiincii ve besinci

boliimde elde edilen sonuglar 6zet olarak verildi.

Bo6lim 3 iin ikinci kisminda uyarlanmis ayrik operatoriin Korovkin yaklasim 6zelligi,

istatistiksel yakinsakliktan daha genel olan y 1nc1 mertebeden «ff —istatistiksel

diizgilin yakinsaklik kavrami ile birlikte incelendi [49].

Bolim 4 iin ilk kisminda Szasz operatdriinden esinlenerek yeni tanimlanan Szasz

operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzerinin tanimi verildi [46].

Bolim 4 iin ikinci kisminda Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzerinin birinci
ve ikinci moment tahminleri verildi. Moment tahminlerini hesaplarken yardimci

olacak olan bazi esitlikler verildi [46].

Bolim 4 {in iclincii kisminda ise Szasz operatoriinlin Fibonacci Dunkl benzerinin
Korovkin yaklagim 6zelligi verildi. Ayrica agirlikli uzaylarda da, Szasz operatdriiniin

Fibonacci Dunkl benzerinin Korovkin teoremi incelendi [46].

Boliim 4 iin dordiincii kisminda, siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar
yardimiyla Szasz operatoriiniin  Fibonacci Dunkl benzerinin yaklasim hizlan

incelendi [46].
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Bolim 4 {in son kisminda ise, Szasz operatoriiniin Fibonacci Dunkl benzerinin

Voronovskaja asimpotik yaklagimi incelendi [46].

Boliim 5 in ilk kisminda, B6lim 4 de tanimlanan Szasz operatoriiniin Fibonacci

Dunkl benzerinin q genellemesi ile olusan Szasz operatoriiniin ¢ -Fibonacci Dunkl

benzeri tanimlandi [47].

Bolim 5 in ikinci kisminda Szasz operatoriiniin -Fibonacci Dunkl benzerinin

birinci, ikinci moment tahminleri incelendi [47].

Bolim 5 in igilincii kisminda Szasz operatoriiniin ¢ -Fibonacci Dunkl benzerinin
C(0,0)NE uzaymda Korovkin teoremine ve agirlikli uzaylarda Korovkin

teoremine uygulamasi verildi [47].

Boliim 5 in son kisminda Szasz operatoriiniin  -Fibonacci Dunkl benzerinin farkl

metodlarla yaklasim hizi incelendi [47].

Bu c¢aligmalara benzer bir yol izlenerek, yeni bir pozitif lineer operator
tanimlanabilir. Tanimlanacak olan bu operatoriin Korovkin teoremine uygulamasi ve

yaklasim hizi incelenebilir.

Ayrica Boliim 5 de elde edilen sonuglardan yararlanilarak Szasz operatoriiniin (-

Fibonacci Dunkl benzerinin (p,q) genellemesi aragtirilabilir.
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