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A N {izerinde tanimlanan ideal

7, :NxN iizerinde tanimlanan ideal

S, . A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

[W , ,1] : A —kuvvetli toplanabilir lineer fonksiyonlarm kiimesi
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OZET

Anahtar kelimeler: Toplanabilme Teorisi, istatistikselu Yakinsaklik, Pringsheim
Anlaminda Limit, Kuvvetli Toplanabilme, iki Degiskenli Olcllebilir Fonksiyonlar.

Bu tez on béliimden olugmaktadir. {1k bdliim giris kismma ayrilmustir.

Ikinci bélim, 6n kavramlar, temel tanimlar, drnekler ve bazi dnemli iyi bilinen
sonuglar1 igermektedir.

Uclinci bolimde, cift diziler icin c¢ift istatistiksel smirhlik ve ¢ift lacunary
istatistiksel smirlilik kavramlar1 sunulmustur.

Dorduncii bélimde, (1,c0) aralifinda taniml negatif olmayan reel degerli Lebesgue

anlaminda Olgiilebilir iki fonksiyon g6z Oniine alinarak, « dereceden asimptotik
T, —istatistiksel denk ve o dereceden kuvvetli Z,—asimptotik denk fonksiyonlar

tanimlanmustir.

Besinci bolimde, Borwein nin [5] sonuglar1 ¢ift Cesaro toplanabilir fonksiyon
uzaylarina genisletilmistir.

Altmer bolumde, Au —cift asimptotik istatistiksel denklik ve kuvvetli Au —cift

asimptotik denklik kavramlar1 iki degiskenli Olgiilebilir fonksiyonlar ig¢in
tanimlanmustir.

Yedinci bolimde, Z,—-Au—cift istatistiksel yakmsak fonksiyonlar ve Z, —gift

lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarn uzayr sunulmus, bu kavramlarin
kuvvetli toplanabilme teorisi ile iligkisi incelenmistir.

Sekizinci boliimiin amaci, Gauge anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar ele
almarak toplanabilme teorisinde bazi sonuglar elde edilmesidir.

Dokuzuncu boéliimde, Pringsheim anlaminda limit ve (1,oo)><(1,oo) araliginda Gauge

anlaminda integrallenebilen iki degiskenli Olgiilebilir fonksiyonlar gbz Oniine
alinarak toplanabilme teorisinin yeni yontemleri tanimlanmistr.

Son bolum ise, sonug ve dneriler kismina ayrilmustir.
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SUMMABILITY METHODS FOR TWO VARIABLES
MEASURABLE FUNCTIONS

SUMMARY

Keywords: Summability Theory, Statistical Convergence, Pringsheim Limit,
Strongly Summability, Gauge Integral, Two Variables Measurable Functions.

This dissertation comprises of ten chapters. The first section is devoted to the
introduction.

Chapter 2 contains preliminary notions, basic definitions, examples and some
significant well known results.

In Chapter 3, the notion of double statistical boundedness and double lacunary
statistical boundedness for double sequences are presented.

In Chapter 4, by using two non-negative real valued Lebesgue measurable functions
on (1,oo), the notions of asymptotically Z,—statistically equivalent of order o and
strongly Z,—asymptotically equivalent of order « are introduced. In Chapter 5,

Borwein's [5] results is extended to multidimensional Cesaro type summable
function spaces.

In Chapter 6, the notion of Au—double asymptotically statistically equivalent and
strongly Au —double asymptotically equivalent function spaces for two variables
measurable functions are presented.

In Chapter 7, Z, — Au—double statistical convergence of two variables functions and
a new approach to the concept of Z, —double lacunary statistical convergence are
presented, and the relationship between those two concepts are examined.

The purpose of Chapter 8 is to obtain some results in Summability Theory by
considering integrable functions in the Gauge sense.

In Chapter 9, the new methods of Summability Theory are introduced by considering
Pringsheim limits and Gauge integrable two variables measurable functions defined

on (l, oo)x (1, oo).

The last section is devoted to the results and recommendations.

viii



BOLUM 1. GIRIS

Sonsuz diziler, yakinsama ve sonsuz serilerdeki konular temel analizde tanimlanir.

Fakat, bir dizi veya seri raksak oldugunda, genellikle ilgi ¢ekici bir konu sayilmaz.

En basit ornegi ile i(—l)m alterne serisi, Zw:(—l)m =1-1+1-1+--- olarak
m=0 m=0
yazildiginda ilk bakista sifira yakinsak olarak goriinebilir. Fakat, kismi toplamlar
dizisi, sifir ve birin salimmli dizisidir. Dolayisiyla, bu seri yakinsak degildir. Her
durumda, waksak diziler igin bir dizi limitinin kavrami toplanabilme metoduna, dizi
uzaylarmin ve toplanabilme teorisinin bazi uygulama alanlarma genisletilebilir. Dizi
uzayr c¢aligmalari, Niels Henrik Abel (1802-1829), Louis Cauchy (1789-1857),
Ernesto Cesaro (1859-1906), Leonhard Euler (1707-1783), Otto Holder (1859-1937),
Peter Dirichlet (1805-1859), David Hilbert (1862-1943), Emile Borel (1871-1956)
gibi inlii matematik¢ilerin katkida bulundugu toplanabilme teorisinin klasik
sonuglar1 olarak sunulmustur. Buna ek olarak, 1928'de K. Knoop ve 1949'da G. H.
Hardy, toplanabilme teorisinin genis bir koleksiyonunu literatiire kazandirmustir.
Toplanabilme teorisinin en genis uygulama ve arastirma alanlarindan biri 1951
yilinda birbirinden bagimsiz olarak Fast [15] ve Steinhaus [69] tarafindan tanimlanan
istatistiksel yakinsaklik metodudur. Bu konuda aktif ¢alismalar Fridy’ nin [20]
calismasindan sonra baslamistir ve 0 zamandan beri genis bir literatir koleksiyonu
ortaya ¢ikmistir. Bunun yanisira, 20. yy.” 1n son c¢eyreginde istatistiksel yakinsama
kavraminin sayilar teorisi [13], 6l¢lm teorisi [35], trigonometrik seriler [72], olasilik
teorisi [11] ve yakinsama teorisi [22], [39] matematigin farkli alanlarinda 6nemli
uygulamalar1 bulunmaktadir. Ayrica, istatistiksel yakinsakligin toplanabilme teorisi
ile iligskisi Connor [7], Et ve Nuray [14], Kolk [30], Duman ve Orhan [12], Kumar ve
Mursaleen [26], Rath ve Tripathy [52], Freedman ve ark. [17], Fridy ve Orhan [21],
Salat [54] gibi sayisiz yazarm caligmalari ile incelenmistir. Benzer sekilde, Zygmund

[72] istatistiksel yakinsama kavrami ile kuvvetli toplanabilme arasindaki iligkiyi



incelemistir. Buna ek olarak, bu kavrama derece dahil edilerek, bir dizinin o
dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimi ve « dereceden kuvvetli toplanabilirlik
kavrami Colak [9] tarafindan tanimlanmistir ve bu iki kavram arasindaki iliski diziler
icin Colak ve Bektas [10] tarafindan incelenmistir. Diger yandan, 1970 yilinda,
Bernstein [4], N iizerinde tamimli F siizgeci ile iliskili olarak dizilerin yakinsaklik
kavramimi tanimlamig ve Kostyrko ve ark. [31] tarafindan ideal yakinsaklik kavrami
T —yakmsakhk kavramma genellestirilmistir. Ideal kavraminin en &nemli

uygulamalarini gérmek i¢in [27], [28], [56], [57]" deki ¢alismalara bakilabilir.

Gunimizde birgok bilim ve muhendislik dalinda siklikla ¢ift dizilere yani matris
dizilerine rastlamaktayiz ve tek diziler i¢in tanimlanan genel yakinsama tanimlarmin
¢ift diziler Uzerinde aktif rol oynamadigin1 goérmekteyiz. Bu nedenle, bu gibi
zorluklarla basa ¢ikabilmek i¢cin daha iyi bir ara¢ ve uygun yontem ile c¢alisilmay1
saglayacak bazi yeni dlglimlerin tanimlanmas: gerekmektedir. Bu amagla, ¢ift diziler
icin yakinsaklik kavrami ilk defa Pringsheim [50] tarafindan tanimlanmistir ve ¢ift
istatistiksel yakinsaklik kavrami bir ¢ok matematik¢i ([36], [37], [41], [45], [47],
[55]) tarafindan g¢alisilmistir ve hala matematikgilerin ilgi alan1 olmaya devam

etmektedir.

2012 yilinda, Belen ve Yildirim [3] ¢ift indisli dizilerde Pringsheim anlaminda ideal
yakinsaklik ve ideal kuvvetli toplanabilme kavramlarini tanimlamistir. Diger yandan,
1980 yilinda, Pobyvanets [51] negatif terimli olmayan iki dizinin asimptotik

denkligini koruyan asimptotik regiiler matris tanimmni vermistir. Dizilerde yer alan

. . e —_ y A
sifir elemanli terimlerin sik goriilmesi, birgok durumda =% oranlamasini imkansiz

W
hale getirmektedir. Bu sebeple, Fridy [19] yakinsama oranlarmni karsilastirmanin yeni
yollarmi ispatlamistir. Buna ek olarak, 1993 yilinda Marouf [34] asimptotik olarak
esdeger ve asimptotik normal matris tanimlarin1 sunmustur. 1997 yilinda ise Li [32]
dizilerin ve toplanabilirligin asimptotik denkligini ¢alismistir. Buna ek olarak, 2003
yilinda, Patterson [46] negatif olmayan toplanabilir matrisler i¢in bu tanimlarin

asimptotik istatistiksel denkligini tanimlamis ve bu kavramlar1 daha da



genisletmistir. Ayrica, ¢ift asimptotik denklik kavrami 2002 yilunda Patterson [47]

tarafindan tanimlanmastir.

Diziler tizerinde ¢alismalar devam ederken, Borwein [5], kuvvetli toplanabilir lineer

fonksiyonlar1 tanimlamistir. Borwein’nin sonuglarinin ardindan, Nuray [43], dizi

yerine reel degerli ve (1,00) araliginda tanimli Lebesgue anlaminda Olgiilebilir

fonksiyonlar1 goz Oniine alarak A — istatistiksel yakinsak fonksiyonlari: tanimlamastir.
Ayrica, Connor ve Savas [8] Olculebilir fonksiyonlar igin lacunary istatistiksel

degisken agik yakimsaklik kavramini sunmustur.

Her ne kadar reel analizin matematiksel alan1 son yiizyilda biiyiik 6lgiide ilerlemis
olsa da, integral teorisi merakli konular arasindadir. Lebesgue integrali daha genis
fonksiyon sinifin1 kapsamakta oldugundan ve Riemann integrali i¢in gecerli olan
daha genel yakinsaklik teoremleri Lebesgue integrali iginde saglandigindan,
Lebesgue integralinin Riemann integralinden daha giiclii oldugu bilinmektedir.
Ancak, Lebesgue integralini tanimlamak Riemann integraline gore teknik olarak
daha karmasiktir ve uygun olmayan (improper) integrali ve Lebesgue integrali

karsilastirildiginda, iki integral tekniginden biri digerinden daha genel degildir.

Diger yandan, 1950’lerin sonlarinda ve 1960’larin baslarinda, Gauge integral
kavrami, Kurzweil [29] ve Henstock [25] tarafindan bagimsiz olarak sunulmustur.
Gauge integralinin tanim1 Lebesgue integralinin tanimlanmasindan daha kolay ve
Riemann integralinin tanimindan goriinlis bakimiyla biraz farkhidir, ancak tanimdaki
bu kiiciik degisikligin uygulama alaninda ¢ok biiyiik etkisi vardir. Gauge integrali,
geometri, fizik, ekonomi, elektrik sistemleri gibi bircok pratik problemi ¢6zen
matematiksel bir aractir. Ayrica, Gauge integrali, dinamik sistemlerin
modellenmesinde en énemli temellerden biridir [68]. Ancak, hem Gauge hem de
toplanabilme teorisinin ezoterik olmasi nedeniyle, Gauge integralinin toplanabilme
teorisinde ortaya ¢ikaracagi yeni metotlar ve sonuglar bu zamana kadar
incelenmemistir. Bu nedenle literatiirde bu alanda bir bosluk oldugu agiktir. Bu tez
kapsaminda, Gauge integrali ve toplanabilme teorisi arasindaki iligki son boliime

kadar elde edilen sonuglar g6z Oniine alinarak incelenecektir.



Yukarida ifade edildigi gibi, son yillarda yapilan yogun c¢alismalar, istatistiksel
yakmsamanin onemini agik¢a ortaya koymaktadir. Bu nedenle, bu tez ¢aligmasinda,
istatistiksel yakinsama, toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analiz arasindaki iligkinin
incelenmesi ve literatiirde var olan sonuglardan daha genel sonuglarin elde edilmesi

amaclanmaktadir. Bu kapsamda, bu tez on b6limden olusmaktadir.

Ik olarak, sonraki bolimlerde daha etkin sonuclar elde etmek icin gerekli olan
caligmamizla ilgili 6n kavramlar, temel tanimlar, 6rnekler ve bazi iyi bilinen sonuglar
sunulmustur. Daha sonrasinda, ¢ift istatistiksel sinirlilik ve ¢ift lacunary istatistiksel

smirlilik kavramlart tanimlanmistir. Ayrica, bu iki yeni kavram arasindaki iliski
incelenmistir. Bu tezin diger bir bdliimiinde, (1,00) araliginda tamimli negatif
olmayan reel degerli Lebesgue anlaminda Olciilebilir iki fonksiyon g6z 6niine
almarak o dereceden asimptotik Z,—istatistiksel denk ve o dereceden kuvvetli
7 ,—asimptotik denk fonksiyonlar tanimlanmistir ve bazi bagintilar elde edilmistir.

Besinci boliimde, Borwein'in [5] sonuglar1 ¢ift Cesaro toplanabilir fonksiyon
uzaylarina genisletilmistir. Ayrica, ¢ift fonksiyon uzaylar1 i¢in bazi1 6nemli sonuglar
ortaya konmustur. Bu tezin bir sonraki g¢alismasinda istatistiksel yakinsakliklik

kavramini genellestirmek i¢in (L, 0)x(1,00) araliginda Lebesgue anlaminda iki
degiskenli Olgiilebilir reel degerli fonksiyonlar g6z Oniine alinarak, Au— Gift
toplanabilir ve A —¢ift istatistiksel yakimsak fonksiyonlar tanimlanmustir. Ayrica,
ayni bolimde iki degiskenli Olgiilebilir fonksiyonlar igin Ay —cift asimptotik
istatistiksel denk ve kuvvetli Au —cift asimptotik denk fonksiyonlarmn uzayr da

tanimlanmistir. Buna ek olarak, bu kavramlar arasindaki kapsama bagintilari
incelenmistir. Yedinci bdliimde, iki degiskenli dlgiilebilir fonksiyonlar i¢cin Nx N

Uzerinde tanimli Z, uygun ideal kavrami g6z Oniine alinarak kuvvetli
[V,A,,u](Iz)—(;ift toplanabilme kavramu ve Z, —Au—cift istatistiksel yakmsak

fonksiyon uzaylarinin tanimlart verilmistir. Bu kavramlar, ayni bolimiin ikinci

kismindaki Z, —Cift lacunary istatistiksel yakimsak ve kuwvetli Z, —cift lacunary

toplanabilir fonksiyonlarin uzayina genellestirilmis ve yeni tanimlanan dizi uzaylar1



arasindaki kapsama bagmntilar1 incelenmistir. Sekizinci bolimde, (1,00) araliginda
Olgiilebilir reel degerli fonksiyonlar géz Oniine alinarak genellestirilmis istatistiksel
yakmsaklik ve Gauge ile iliskili olarak 7_/—kuvvetli toplanabilme kavrami

tanimlanmistir. Buna ek olarak, agik gerektirmeler ve varyasyonlar sunulmustur.

Ayrica, (1,oo)><(1,oo) araliginda taniml iki degiskenli reel degerli Olciilebilir
fonksiyonlar ve Pringsheim limiti géz Oniine alinarak, bir 6nceki bolumlerde
tanimlanan bazi kavramlar Gauge anlaminda ¢ift kuvvetli Cesaro tipi toplanabilme
kavramina genellestirilmistir. Ayrica, bu tez kapsaminda tanimlanan diger iki

boyutlu toplanabilme metotlari ile arasindaki iliski incelenmistir.

Bu tezin sonunda, toplanabilme teorisi ve matematigin ilgili alanlarinda calisan

aragtirmacilar igin tez kapsaminda elde edilen genel sonuglar kisaca sunulmustur.



BOLUM 2. TOPLANABILME TEORISINDE TEMEL TANIM VE
TEOREMLER

2.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde, ileriki caligmalarimiz i¢in 6nemli olan bazi temel gosterimler, 6n

hazirlik tanimlar1 ve sonuglar sunulmustur.

Toplanabilme teorisinde 6nemli rol oynayan istatistiksel yakinsaklik kavramini
tanimlamak i¢in dogal sayilarin alt kiimelerinin dogal yogunlugu tanimi Fast [15]

tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.1.1. [15] N, biitiin dogal sayilarin kiimesi, Bc N veB ={k<m:k eB}

olsun. |B,|, B, kumesinin kardinalitesi olmak lizere, eger u dizisinin limiti
m

ut

mevcut ise B kiimesinin dogal yogunlugu
5(B)=lim, = |8,
m

olarak tanmlanir.

Ayrica, asimptotik yogunluk kavrami, Salit [54] tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmuistir.

Tamm 2.1.2. [54] B<N, meN ve ayrica y, fonksiyonu B kiimesinin

karakteristik fonksiyonu olmak tizere



olarak tanimlansin.

p(B)=liminf___ p,(B)

ve
p(B) =limsup,,,. p,,(B)

sirastyla B kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu olarak adlandirilir. Eger

p(B)=lim p,(B) limiti mevcut ise bu limite B kiimesinin asimptotik yogunlugu

denir.

Ornek 2.1.3. B= {m3 ‘me N} kiimesi verilsin. Bu kiimenin dogal yogunlugu

5(B)=lim = =0

m-—oo m

olarak elde edilir.

Burada 6zellikle dogal yogunlugu sifir olan kiimeler goz 6niinde bulundurulacaktir.

Bunun igin 6ncelikle asagidaki tanim verilecektir.

Tamm 2.1.4. [20] Eger y=(y, ) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime harig

diger biitiin k lar igin bir P &zelligini sagliyorsa y=(y, ) dizisi hemen hemen her

k i¢in P 6zelligini sagliyor denir ve "h.h.k" seklinde gosterilir.



Fast [15] tarafindan tanimlanan istatistiksel yakinsak dizilerin tanimi asagidaki

sekilde verilmistir.

Tanmim 2.1.5. [15] Here > 0 igin
|imi\{ksm:|y ~Lz&}|=0
m m k

olacak sekilde bir L sayis1 varsa yani hhk igin |y, —L|<e ise y=(y,) dizisi L

sayisma istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum st—limy, =L ile ifade edilir.

Her adi yakinsak dizi istatistiksel yakinsak olarak ayni sayiya yakinsamaktadir. Bu
nedenle istatistiksel yakinsaklik kavrami, adi yakimsaklik kavrammin dogal bir
genellemesidir. Bunun yani sira, sinirli olmayan diziler de istatistiksel yakinsak

olabilir.

Ornek 2.1.6. [20] y =(y,) dizisi

{k, k=1°,(1=12,3,...) ise,
Yv =

0, diger durumlarda,

ile tammlansm. y=(y,) dizisi O saysina istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu dizi

smirli degildir.

Ornek 2.1.7. [20] y =(y,) dizisi

. K, k=m?,(m=123,..) ise,
‘ 5, k=m? ise,

ile tanimlansin. y = (yk) dizisi i¢in st—limy, =5 dir.



Ornek 2.1.8.[20] y=(1,0,1,0,...) dizisi smirhidir fakat istatistiksel yakimsak degildir.

Yakin zamanda, A —istatistiksel yakinsaklik kavrami, Leindler [33] tarafindan
sunulan [V,ﬂ,]—toplanabilme kavrammin genellestirilmesi olarak Mursaleen [38]

tarafindan asagidaki gibi tanimlanmustur.

Tamm 2.1.9. [38] A4,,<A,+1 ve A =1 olacak sekilde l=(/1u) dizisi pozitif

sayillarin o’ a wraksayan azalmayan bir dizisi olsun. I, =[u—/tu +1,u] ve BN

olmak tizere B kiimesinin A —yogunlugu

u—o0

51(8):Iim%‘{k:u—}tu+1£k3u vek € BJ|

olarak tamimlamir. Ozel olarak A, =u oldugu durumda, A-—yogunluk dogal

yogunluga indirgenir.

Tamm 2.1.10. [38] Her &>0 icin B, ={k:kel, ve |y, —L|>¢} olacak sekilde

eger ,(B,)=0 ve

.1
Ilmi_u‘{k:ke l, ve |yk—L|>g}‘:O

Uu—o0

oluyorsa y=(y,) dizisi L sayisma A —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

st, — lim Y, = L olarak yazilir ve butlin A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S,

ile gosterilir.

Ornek 2.1.11. [y], v € R deki en bilyiik tam say1 olmak iizere, 2 ile boltnebilen 1

. K1l .. : : .
ile k arasindaki sayilarin toplam sayisi {E} dir. Ayni sekilde, 3 ile bolunebilen 1 ile
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k - .
k arasindaki sayilarin toplam sayisi [g} tir. Genel olarak, (leNigin) | ile

. . . k .
bolunebilen 1 ile k arasindaki sayilarin toplam sayisi [T} vey= (yk) dizisi

. = %, k sayis1 | = \/E ile boluniirse,
=
0, diger durumlarda,

olarak tanimlansm. Bu durumda, Y, :% icin 1 ile | arasindaki sayilarin toplam

sayisl [%}:[L}Sﬁ olur ve bu deger sifira esittir. Sonuc¢ olarak,

B

{11 <k vey, =0}| <~k ve st-limy, =0 du.

Ornek 2.1.12. Eger k =m? ise | nin m’ den az olmasmimn disinda tam olarak 21 +1
tam boleni vardir. k =36=6 olsun. 4’ iin 6’ dan az olmasinin disinda, bu tir
bélenlerin toplam sayis1 dokuz (1,2,3,4,6,9,12,18,36) olacaktir. y=(y,) dizisini |

nin bolen sayist oldugu durumda asagidaki gibi tanimlansin:
% <k =m? ise,

—, diger durumlarda.
O halde, st, —lim Yy, =0 olur.

2001 yilinda, Volkov [71] Cesaro toplanabilir dizilerin kiimesini tanimlamigtir. Buna

ek olarak, bu kavram farkli Cesaro metotlarina asagidaki gibi genellestirilmistir.
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Tamm 2.1.13. [71] y=(y,) dizisi i¢in

Iimlzmlyk =L

m—oo m k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsa, y= (yk) dizisi L sayismna Cesaro toplanabilirdir

denir.

sayisl varsa, y=( yk) dizisi L sayisma kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir.

Kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzay1

l={y=() 23 ln-1-0]

k=1
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.15. [7] @, kompleks terimli tim dizilerin kiimesi olarak tanimlansin ve
LT

y =(yk ) € w olsun. Ayrica, p pozitif bir reel say1 olsun. Eger |ImEZ:|yk — L|p =0
m k=1

olacak sekilde bir L kompleks sayis1 varsa, y = (yk) dizisi L sayisina kuvvetli p —

Cesaro toplanabilirdir denir. Kuvvetli p — Cesaro toplanabilir dizilerin klimesi w, ile

gosterilir.

Diger taraftan, lacunary dizi kavrami Freedman ve arkadaslar1 tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanmustir [17].

Tamm 2.1.16. [17] 6=(r,) dizisi olmak lizere r,=0 ve S—oo iken

t,=r,—r_, > o olacak sekilde negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi ise
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%

(r,) dizisine lacunary dizisidir denir ve 6 tarafindan belirlenen araliklar

I, =(r,;, 1, ] olarak belirtilir.

Ornek 2.1.17. [17] 6 =(r,)=2° -1 dizisi bir lacunary dizisidir ¢iinkii r, =2°-1=0
ve s—oo igin t=r—r=(2-1)-(2"-1)=2"" > oo dir. Buna ek olarak,
r,=0, n=Lr,=3r,=7, r,=15 .- oldugundan bu dizi negatif olmayan

tamsayilarin artan bir dizisidir.

Freedman’in taniminmn ardindan, 1993 yilinda, Fridy ve Orhan [18] lacunary
istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakimsaklik arasindaki iliskiyi asagidaki gibi

incelenmistir.

Tamm 2.1.18. [18] &=(r,) bir lacunary dizisi olsun. Eger y=(y,) dizisi icin

S

¢ >0 olmak Uizere

.1
Ilgnr—s{kels:|yk—L|2g}‘=O

oluyorsa y:(yk) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve

S, —limy =L ile gosterilir.

Literatlrde lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami iki farkli sekilde de

tanimlanmustir.

1) [39] BcNolsun. 59(8):Iimsrl‘{kels:keB}‘ ifadesi B

S

kiimesinin @ —yogunlugunu gostermek iizere eger her £>0 igin

B, = {k eN :|yk - L| > 8} kiimesinin @ —yogunlugu sifir; yani
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5,(B,)=0 ise y=(y,) dizisi L sayisima lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durumda, S, —limy =L dir.

2) [18] Her >0 igin B(z)=|(k eN:|y, —L|>¢}| olmak Uzere, eger

1 NY:10 .

lim————==0 ise y=(yk) dizisi L sayisma S, —yakinsaktir
S—00 rS

denir.

Tamm 2.1.19. [18] y = (y,) kompleks ya da reel say: dizisi i¢i 8 =(r,) bir lacunary

. . .1 , :
dizisi olmak fizere, eger Ilm—Z:|yk —L|:O olacak sekilde bir L sayisi varsa,
S [

s kelg

y=(y,) dizisi L saysma kuvvetli lacunary toplanabilirdir denir ve kuvvetli

lacunary toplanabilir dizilerin uzay1

W= {y= () timd 3, -1 o}

s kelg
ile gosterilir.

Diger yandan, 1980 yilinda Pobyvanets [51] negatif terimli olmayan iki dizinin

asimptotik denkligini koruyan asimptotik regiiler matris kavramini tanimlamistir.

Dizilerde yer alan sifir elemanli terimlerin sik goriilmesi, birgok durumda Y

Wy
oranlamasint imkansiz hale getirmektedir. Bu sebeple, Fridy [19] yakinsama
oranlarimi karsilagtirmanin yeni yollarini ispatlamistir. Buna ek olarak, 1993 yilinda
Marouf [34] asimptotik olarak esdeger ve asimptotik normal matris tanimlarini
sunmustur. 1997 yilinda ise Li [32] dizilerin ve toplanabilirligin asimptotik
denkligini ¢alismis ve 2003 yilinda, Patterson [46] negatif olmayan toplanabilir
matrisler i¢in bu tanimlarin asimptotik istatistiksel denkligini tanimlamis ve bu

kavramlar1 daha da genisletmistir.
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Tamm 2.1.20. [34] Negatif terimli olmayan y =(y,) ve w=(w, ) dizileri i¢in eger

Iimk%zl oluyorsa y=(y,) ve w=(w,) dizilerine asimptotik denk diziler denir
k

2
ve y ~ W ile gosterilir. Eger limit degeri{ ise y~w olarak gosterilir.

Tamm 2.1.21. [46] Negatif terimli olmayan y =(y, ) ve w=(w,) dizileri verilsin.

Eger her £ >0 igin

oluyorsa y =(y,) ve w=(w,) dizilerine asimptotik istatistiksel denk diziler denir

S,
ve y~w ile gosterilir.

Ayrica, pozitif tamsayilar kiimesi N’ nin altkiimelerinin Z idealine dayanan Z-
yakinsaklik kavramu, istatistiksel yakinsaklik kavraminin genellemesidir ve Kostyrko
ve arkadaslar1 [31] tarafindan asagidaki gibi tanimlanmuistir.

Tamim 2.1.22. [31] Eger Y bostan farkli bir kiime ve Zc 2" kiimelerinin bir ailesi

1) Del,
2) R,SeZ icin RuUSeZ,
3) ReZ veher ScRigin SeT,

sartlarin1 sagliyorsa Z ailesine Y’ nin ideali denir.
Tamm 2.1.23. [31] Eger Y bostan farkl bir kiime ve F < 2" kiimelerinin bir ailesi

1) D¢ F,
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2) R,SeFicin RNnSeF,
3) ReF,RcSigin SerF,

sartlarin1 sagliyorsa F ailesine Y’ nin stizgeci denir.

Tanim 2.1.24. [31] Eger Z# < ve Y ¢Z ise Z idealine asikdr olmayan (non-

trivial) ideal denir.

Tammm 2.1.25. [31] Eger Z ideali Y nin bir asikdr olmayan ideali olmak Uzere,
F(Z)={M cY:3AeZ: M =Y\ A kiimelerinin ailesi Y’ nin bir siizgecidir denir ve

ideal ile iliskili siizge¢ olarak isimlendirilir.

Tanmm 2.1.26. [31] Z, 2" de bir asikar olmayan ideal olsun. Eger {{y} ty eY} cZ

yani Z ideali N’nin her sonlu alt kiimesini kapsiyorsa, Z ’ya uygun (admissible)

ideal adi verilir.

Tamm 2.1.27. [31] y=(y,) bir reel say1 dizisi ve Z bir uygun ideal olmak tizere

>0 icin
A(g)z{keN:|yk—y/|25}

kimesi Z idealinin eleman1 oluyorsa, y =(Y,) dizisi ¢ € N sayisima Z—yakmsaktir
denir ve w =Z-lim_y, ile gosterilir. v sayis1 y=(y,) dizisinin limiti olarak
isimlendirilir.

Kostyrko ve arkadaslarinin sonuglarmi kullanarak, Savas ve Das [57] Z—istatistiksel

yakmsaklik ve 7Z-A—istatistiksel yakmsaklik kavramlarmi asagidaki gibi

tanimlamastir.,

Tanim 2.1.28. [57] ¥y = (yk) bir reel say1 dizisi ve eger her £ >0 ve 6 >0 i¢in
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{meN:%‘{kSm:M—L|25}‘25}EZ

ise yani her & >0 icin —‘{k <m:ly,—L|> 5}‘ dizisi sifira Z—yakinsak ise y = (Yy,)
m

dizisi L sayisina Z-istatistiksel yakinsaktir veya S (Z)— yakinsaktir denir.

Tamm 2.1.29. [57] y =(y, ) bir reel say1 dizisi olsun. Eger her & >0 ve & >0 i¢in

1
{UEN:;L—U‘{kEIU3|yk—L|28}‘2§}eI

ise y=(y,) dizisi L sayisma Z—1 —istatistiksel yakinsak veya S, (Z)-yakinsaktir

denir.

7z

in» N’ nin sonlu ideallerinin kiimesi olmak iizere, eger Z=7, olarak alinirsa

fin
S(Z)-yakmmsaklk ve S,(Z)-yakinsaklik kavramlari sirasiyla istatistiksel

yakinsaklik ve A —istatistiksel yakinsaklik kavramlarina denk gelir.
2.2. Cift Diziler icin Bazi Temel Kavramlar

Bu boliimde, ¢ift dizi ve ¢ift diziler i¢in yakinsaklik kavramlar1 hakkinda kisaca bilgi

verilecektir.
Tamm 2.2.1. [1] Y bos olmayan herhangi bir kiime olmak (izere

hiNxN—Y
(k1) > h(k,1)=y,,

seklinde tanimlanan h fonksiyonuna bir ¢ift indisli dizi denir.
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Cift dogal yogunluk ve ¢ift indisli dizilerin istatistiksel yakinsaklik kavramlar1
sunulmadan once, Pringsheim anlaminda yakinsak olan ¢ift indisli diziler i¢in en iyi

bilinen yakimsama kavrami agagidaki gibi verilmistir [50].

Tanm 2.2.2. [50] y=(Y,,) kompleks terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Her &>0

icin k,I €N, oldugunda,

Yo —L| <& olacak sekilde N, N bulunabiliyorsa, y

dizisi L sayisma Pringsheim anlaminda yakmsaktir denir. Kisaca, y=(y,,) dizisi

"P —yakinsak" dizidir denir. Bu durumda y dizisinin limiti P—limy=L veya

P
y— L ile gosterilir.
Tamm 2.2.3. [1] y = (y,,) kompleks terimli bir ¢ift indisli dizi olmak Uzere

sup
k,1>0

Yk,|‘<°o

oluyorsa y dizisine smirhidir denir.

Tek degiskenli dizilerdeki durumun aksine Pringsheim anlaminda yakinsak olan bir

cift dizi smirli olmak zorunda degildir.

Ornek 2.2.4. [48] y =(y,,) bir cift indisli dizi olsun ve

I, k=11ise,

0, diger durumlarda,

y=0) :{

seklinde tanimlanan ¢ift indisli y dizisi Pringsheim anlaminda yakinsaktir fakat

siirlt degildir.
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Tammm 2.2.5. [40] EcNxN pozitif tamsayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve

(S

E(I’,S):{(V,W)eE:VSI’VGW<S} olsun. Eger s cift indisli dizisi
S

Pringsheim anlaminda bir limite sahip ise E kiimesi bir ¢ift dogal yogunluga sahiptir

denir ve

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.2.6. [40] E ={(v*,w’):v,we N} olsun. Bu durumda

5(E):P—IimwgP—lim@:0
2 rsoors rsoors

dir.

Ayrica, Mursaleen ve Edely [40], [41] ve [42] de cift indisli diziler icin istatistiksel

yakinsaklik kavramini asagidaki sekilde tanimlamislardir.

Tamm 2.2.7. [40] y =(Y,, ) bir gift indisli dizi olsun. Eger her &> 0 icin
{(k,l):kgr and | <s:|y,, —z\zg}

kiimesi sifir ¢ift dogal yogunlugu sahip ise Y =(yky|) dizisi ¢ sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durum st, —limy = ¢ ile gdsterilir.

Ayrica, ¢ift indisli diziler icin istatistiksel Cauchy kavrami asagidaki gibi

tanimlanmustir [42].
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Tamm 2.2.8. [42] y=(y,,) bir cift indisli dizi olsun. Eger k,p=N ve l,q=M

olacak sekilde M =M (&) ve N =N (&) sayilari mevcut ve her &> 0 igin
{(k,l):kgr,l SS:‘yk‘I —ypvq‘zg}

kiimesi Gift dogal yogunluga sahip ise y=(,,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir.

Teorem 2.2.9. [42] ¥ =(yky|) cift indisli dizisinin istatistiksel yakisak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul y dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

2014 yilinda, ¢ift indisli diziler i¢in Cesaro toplanabilme kavrami Mursaleen ve
Mohiuddine [42] tarafindan tanimlanmus ve asagidaki gibi bazi sonuglar da elde

edilmistir.

Tamm 2.2.10. [42] y =y, ) bir cift indisli dizisi olsun. Eger

P—Iimiiiyk,, =(

R - Ry

ise y= ( Y ) dizisi ¢ sayisina Cesaro toplanabilirdir denir. Bu kosullar altinda bttin

Cesaro toplanabilir ¢ift indisli dizilerin uzay1 (C,l, 1) ile gosterilir.

Eger y=(yk,|) yakimnsak dizisi smnirlt degil ise y=(yk,|) dizisi istatistiksel

yakimsaktir. Fakat Cesaro kuvvetli toplanabilir degildir.

Ornek 2.2.11.[42] y=(Y,,) cift indisli dizisi
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I, k=1 herl igin,
Yi, =1k, 1=1, herk icin,
0, diger durumlarda,

olarak tanimlansn. O halde, P—lim, y, , =0 dir. Fakat

I S

i T _
P—lim > >y, =P-lim, rsz(r +57+r+5-2)

k=1 1=1

ifadesi sonlu bir limite sahip olmadigindan Yy dizisi Cesaro kuvvetli toplanabilir

degildir. Diger taraftan,

r+s—1:O
rs

P—IirTr—ls {(k,1):]y =02 £} = P—lim

oldugundan Yy dizisi 0’ a istatistiksel yakimsaktir.

Eger y =(yk'|) smirh dizisi istatistiksel yakinsak ise (C,1,1) toplanabilirdir. Fakat

tersi dogru degildir.

Ornek. 2.2.12. [42] y=(y,,) sift indisli dizisi VI icin Yo =(-1)" olarak

tanimlansm. O halde

P—Iimiiiyky, =0

N B
olur. Fakat y=(y,,) dizisi istatistiksel yakinsak degildir.

Yakin zamanda, genellestirilmis de la Vallée-Pousin ortalamas: Mursaleen ve ark.

tarafindan tanimlanmis ve bu tamim kullanilarak ¢ift indisli diziler igin istatistiksel
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yakinsama kavramindan daha genel olan Au — istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli

(V A, ,u) —toplanabilirlik kavramlar1 asagidaki gibi vermistir [41].

Tamm 2.2.13. [41] A=(4) ve u=(u,) pozitif sayilarm sonsuza wraksayan

azalmayan dizileri olsun. Ayrica A

T+l

<A+L A =1lve u,, <p+1 =1 olmak
uzere, A ve wu pozitif dizilerin kiimesi A ile tanimlansm. Genellestirilmis de la

Vallée- Poussin ortalamasi I, =[r—4 +1r] ve J, =[s—u, +15] araliginda

tr,S(y):LZZ yk,l

rﬂs kel, ledg
dir.

Tamm 2.2.14. [41] y=(y,,) bir cift indisli dizi olsun. Her &>0 igin

P_I!,Ttr,s(

ykyl—ﬁ‘):o ise y=(y,,) dizisi £ saysma (V,4,u)-kuvvetli

toplanabilirdir denir.

Tamm 2.2.15. [41] y =(y,, ) bir cift indisli dizi olsun. Her &> 0 igin

1
A 1,

P—Ilim

r,s

‘{kelr,le\]s:

Y —E‘ > g}‘ =0

ise y=(ykyl) dizisi ¢ ye (A,u)—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda

st, ,—lim,, y,, = ile gosterilir.

Ayrica, Gift asimptotik denklik kavramimi Patterson [47] tarafindan asagidaki gibi

tanimlamistir.
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Tamm 2.2.16. [47] Terimleri negatif olmayan y=(y,,) ve z=(z,) cift indisli

dizileri igin P—Iikrph =1 oluyorsa y ve z dizilerine asimptotik denk diziler denir

Zk,I

PZ
ve y ~Z ile gosterilir.

2006 yilinda, Fridy ve Orhan’nin sonu¢larmi kullanarak Savas ve Patterson [58]

asagidaki tanimlar1 vermistir.

Tamm 2.2.17. [58] 6,,=(r,u,) cift dizisi icin r,=0, s—o  iken
t,=r-r_, —o Ve U=0, v—>oo iken t,=u,—u,, —> o olacak sekilde negatif
olmayan tamsayilarm artan bir dizisi ise 6,, =(r,,u,) dizisine ¢ift lacunary dizisi

l"IV

denir.  Ayrica Isvv={(k,|):rsfl<kﬁrs&UH<|SUV}, E=—, £ =

r5—1 uv—1

Ev =&, £ r,=ru, vet, = t.t, olarak tamimlanir.

Tamm 2.2.18. [58] &, cift lacunary dizisi olsun. Her & >0 igin

P —lim—— > ‘yk], —L\zo

SV TGy (kel,

ise y=(Y,,) Gift indisli dizisi L sayisma lacunary kuvvetli toplanabilirdir denir.

lacunary kuvvetli toplanabilir ¢ift dizilerin uzay1 N, olarak gosterilir.

Tamm 2.2.19. [58] 6, lacunary dizisi olsun. Her & >0 igin

.1
P—lim—}(k,)el,,:
IS!" rs,v {( ’ )e T

Yiu —L‘Zg}‘:O
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isey =(yky|) dizisi L sayisina lacunary c¢ift istatistiksel yakinsaktir denir. Lacunary

¢ift istatistiksel yakimsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir.

Ayrica, Gift diziler i¢in smirlilik tanimi Savag ve Patterson [58] tarafindan agagidaki

gibi verilmistir.
Tamm 2.2.20. [58] y =(y,,) bir ¢ift indisli dizi olsun. Eger her k ve | igin

¥, = S0Pl <2

ise y=(Y,,) dizisine smirh ¢ift dizi denir. Cift indisli siirl dizilerin kiimesi | 2 ile

gosterilir.

2012 yilinda, Belen ve Yildirim [3] ¢ift indisli dizilerde Pringsheim anlaminda ideal

yakinsaklik ve ideal kuvvetli toplanabilme kavramlarini asagidaki gibi tanimlamustir.

Tamm 2.2.21. [3] Z, ideali Nx N {izerinde bir asikar olmayan ideal olsun. Her bir
i, jeN icin {i}xNeZ, ve Nx{i}eZ,oluyorsa Z, idealine kuvvetli uygun ideal

denir. Bir kuvvetli uygun ideal uygun idealdir.

Bu tezin diger boliimlerinde kullanilan Z, ideali kuvvetli uygun ideal olarak g6z

Oniine alinacaktir. N x N Uzerinde
Z,={B<NxN:(3m(B)eN) (i,j=m(B)=(i, )¢ B)}

ideali bir kuvvetli uygun idealdir. Z, idealinin kuvvetli uygun ideal olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Z,c 7, olmasidir.
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Tamm 2.2.22. [3] Z,, NxN zerinde bir uygun ideal ve y=(y,,) ift indisli bir

dizi olsun. Her ¢ >0 igin

B(&)={(k.) e NxN:|y,, ~L|> s} e T,

ise y=(yk'|) dizisi L sayisma Z,—yakmsaktir denir ve Iz—li(mykJ:L ile

gosterilir.

Eger Z, ideali Z, olarak alinirsa, agik bir sekilde goriiliir ki ideal yakinsaklik ve
Pringsheim anlaminda adi yakinsaklik Z,= {B cNxN:4,(B)= 0} kosulu altinda

cakisrr.

Tamm 2.2.23. [3] Z,, NxN zerinde uygun bir ideal ve y=(y,,) gift indisli dizi

olsun. Eger here >0 ve 6 >0 igin

{(r,s)eNxN:ris{kSr,ISS:‘kaI—L‘zg}P&}eZZ

ise y=(ykyl) dizisi L sayisma Z,—istatistiksel yakmsaktr veya  S(Z,)—

P
yakmsaktir denir ve Yy, , —> L(S (Z, )) ile gosterilir.

Tamm 2224. [3] Z,, NxN Uzerinde uygun bir ideal, A=(4)eA ve

,u=(,us)eA olsun. Eger her ¢ >0 ve 6 >0 igin

{(r,s)eNxN:ﬁ‘{(k,l)e Lo oY —L‘Zg}‘zé}efz
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oluyorsa y:(ykyl) dizisi L sayisma Z,—(A,u)—istatistiksel yakinsaktir veya

P

S, (Z,)-yakmsaktir denir ve y,, >L(S,,(Z,)) ile gosterilir.

Tamm 2.2.25. [3] y =(Y,, ) bir cift indisli dizi olsun. Her & >0 igin

{(r,s)eNxN: tr,s(y)—L‘Zé}eZZ

ise y=(y,,) dizisi L sayisma Z,—(V, 4, 1) - kuvvetli toplanabilirdir denir.
Tamm 2.2.26. [3] y =(Y,,) bir cift indisli dizi olsun. Eger her 5 >0 igin
{(r,s)eNxN:|cr.s(y)— L|25} ez,

ise y=(y,,) dizisi L sayisma Z,-(C,L1) toplanabilirdir denir. Burada

1 &L .
Co(Y)==DD Y, dir.

rsyvz=
Eger Z, idealini Z, ideali olarak alirsak, S(Z,)-yakmsaklk, S, (Z,)-
yakmsaklhk, Z,—(V, 4, u)—toplanabilme ve Z,-(C,1,1)-toplanabilme kavramlari
sirayla, istatistiksel yakinsaklik, (i, u)—istatistiksel yakinsaklik, (V,/l, ,u)—

toplanabilme ve (C,1,1)—toplanabilme ile ¢akisir.

Son olarak, smirli salimmli ¢ift indisli dizileri Patterson [49] asagidaki gibi

tanimlamistir.

Tamm 2.2.27. [49] y=(Y,,) bir ift indisli dizi olsun. Eger I ve s=0 ve/veya 1

olmak Uzere
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Z ‘yk,l ~ Yiorios| < B

k,1=1,1

seklinde pozitif bir B tamsayis1 varsa y=(yk’|) dizisine smirli salinimli dizidir

denir.
2.3. Riemann Integrali

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerdeki ¢aligmalar arasinda iliski kurmak amaciyla

[C, d] araliginda tanimli reel ve smirl fonksiyonlarin Riemann anlaminda integralleri

kisaca tanimlanacak ve bilinen baz1 sonuclar verilecektir.

Tamm 2.3.1. [2] h:[c,d]> R bir fonksiyonu, Q={c=y,<y, <---<y, =d},
[C, d] kapali araligmin boliintiisii ya da par¢alanmasi ve @ € (yk—l, yk) icin h (a)) =h,

olsun.

b

Ih(y)dY=ihk5=hl(yl—yo)+---+hm(ym—ym_l)

a

sayisma h fonksiyonunun ¢’ den d’ ye kadar integrali denir.

Tamm 2.3.2. [2] h:J — R fonksiyonu J =[C,d] kapali araliginda tanimli ve smirli
reel degerli bir fonksiyon olsun. [c,d] araligi C=Yy,<y,<...<y, =d olacak
sekilde YorYireeor Vi noktalariyla m tane alt arahiga  boliinsiin.
Q= {C =Y, <Y, < <Y, = d} kiimesine [C, d] kapali araliginin boliintlisii ad1
verilir. 1< j<m icin &>0 olacak sekilde y;—Yy,;<d& olsun. £>0 ve

Vi1 <@ <y; igin



27

m

2h(e)(y;-yia)-Al<e

=1

olacak sekildle AeR var ise h fonksiyonuna J araligi iizerinde Riemann

anlaminda integrallenebilirdir denir. Z:h(a)j)(yj —yj_l) toplam1 Q boluntusi ve
j=1

secilen ; noktasiyla iligkili olarak h fonksiyonunun bir Riemann toplam olarak

isimlendirilir. Ayrica, A sayis1 J araligi tizerinde h fonksiyonunun Riemann

integralidir denir ve RIh(a;)dco ile gosterilir.
J

Ornek 2.3.3. [2] Dirichlet fonksiyonu, Q rasyonel sayilar kiimesi olmak iizere,

d(y):{l, yeQ,

0, yeQ,

olarak tanmimlansin. Dirichlet fonksiyonu [C,d] araliginda Riemann anlaminda

integrallenebilir degildir.

Tamm 2.3.4. [53] Eger her ¢ >0 i¢in ¢(J,), J,’ nin uzunlugu olmak iizere

1) BcUJ,,
k

2) ;E(Jk)«a

olacak sekilde {Jk} acik araliklarinin sayilabilir bir kiimesi bulunabilir ise B

kiimesinin 6l¢timi sifirdir denir.

Ornek 2.3.5. [53] Her smirl kiimenin 6l¢iimii sifirdir.
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B={b,b,,....b ! verilsin. Her £ >0 icin J, =| b —i,b +i olsun. O halde,
{blz m} & ¢ k(k 3mk3m)

m m - 28 2
Bcgle ve > 1(3,)= = 3° dir.

00

Ornek 2.3.6. [53] B= {1} kiimesinin 6l¢timii sifirdir.

m=1

Her ¢>0 ve J =(—— —+ £ j olsun. O halde, B UJ. ve

2.4. Lebesgue Integrali

Riemann, bir fonksiyonun integrallenebilir oldugunu garanti eden uygulanabilir
tamimlar ve kosullar tanimlamis olsa da bazi fonksiyonlarin integrallenebilirligini
ifade etmek i¢in bu c¢alismalar yetersiz kalmistir. Dolayisiyla 1902 yilinda Henri
Lebesgue bolgeyi dikey yerine yatay dilimlere ayiwran bir yaklasim ile Lebesgue
integralini tanmimlamistir. Bu boliimde bir sonraki boliimlerde gelistirilecek olan
kavramlarin temeli olan Lebesgue integrali ve 6lcllebilir fonksiyonlar gdz online

alinarak bazi sonuclar sunulacaktir.

Tammm 2.4.1. [53] h fonksiyonu J =[C,d] aralig1 lizerinde tanimli bir fonksiyon
olmak izere a<h<p igin [af] nin Q={[y,.y ] bolintisi ve
k=12...m icin E ={w:y<h(o)<y} olsun. {E]}; , [c.d] nin birlesimi

olan ayrik kiimelerden olusur. O halde, m"(E,), E, kiimesinin 6lgiisii olmak iizere

alt ve tist Lebesgue toplamlari, S _(h,Q)= Z Y., M (E,) ve S:(h,Q) =Yy, -m’(E,)
k=1
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olsun. Eger alt ve iist Lebesgue toplamlari birbirine esit ise h fonksiyonu [c,d]

arahginda Lebesgue anlamimda integrallenebilirdir denir ve L_[h(y)dy ile gosterilir.
J

Ornek 2.4.2. [53] d(y), Dirichlet fonksiyonu

1, ,
d(y) ={0 yyZ%

olarak tanimlansin. Dirichlet fonksiyonu [0,1] araliginda Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir.

Tamm 2.4.3. [53] Bc R kumesi verilsin. Elemanlar1 B kiimesini orten araliklar
smifinin her se¢imi i¢in sinifi olusturan araliklarin toplami olan kiimenin en blyuk

alt smirina B kiimesinin Lebesgue dis ol¢iisii denir ve

i (B)=inf {ZI(JK): vk icinJ, =(c,,d,) veBcOJk}

k=1 k=1
olarak tanimlanir. Burada 1(J), J arahigmnin uzunlugudur.

Tamm 2.4.4. [53] X, gercek sayilarin 6lgiilebilir bir alt kiimesi ve h: X — R bir

fonksiyon olsun. Eger her araligin h fonksiyonu altindaki 6n goruntiisu olgtlebilir

ise h fonksiyonu 6lculebilir bir fonksiyondur denir.

Bu tanim yeterince basit olmasma ragmen, aralik formlarinm cesitliligi bu durumu

biraz zorlagtirabilir. Bu yilizden, yukaridaki tanimi h_l((C,d)) formunun 6n

goriintiisii olarak diisiinerek kisitlasak bile, islemler gereksiz yere karmasik hale

gelebilir. Bu yizden, biitiin araliklarin 6n goriintllerin 6lculebilir olma durumu
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h_l((—oo,c]) ve h"l((C,Jroo)) kiimelerinin 6lgilebilir olmasi1 durumu ile gosterilir

[53].

Ornek 2.4.5. [53] h(y)=|y| fonksiyonu verilsin. Bu durumda bu fonksiyonun 6n

gordntusu

h’l((—OO,C)) =

(%) , € <0 ise,
(-c,c), O<ciise,

fonksiyonudur ve 0Olgiilebilir bir kiime oldugu i¢in h fonksiyonu da o6lgulebilir
fonksiyondur.

Lemma 2.4.6. [53] g ve h fonksiyonlar: [c,d] arahgnda Slgiilebilir fonksiyon ve

k bir reel say1 olsun. O halde, kg, g+h, max{g,h} ve min{g,h} fonksiyonlar1 da

Olculebilirdir.

Tamim 2.4.7. [53] Eger bir 6zellik bir kiimesinin sifir 6l¢iimlii bir kiime olusturan

noktalarin digindaki tiim noktalarda sagliyorsa, bu 6zellige kiimenin Uzerinde hemen

hemen her yerde (h.h.h) saglaniyor denir.

Reel degerli fonksiyonlar i¢in asagidaki temel integral 6zellikleri saglanir.

1) A kimesi olctlebilir bir kiime ve 1,, A’nn karakteristik fonksiyonu olmak

lizere J':lA =ﬂ([c,d]mA) dir.
2) L"[iakhkj:iak ', dir
k=1 k=1

3) Eger [c,d] aralig1 iizerinde g <h ise '[d g de h dir.
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Ik iki 6zelligin birlesiminden, [C,d] araligi tizerinde tanimli Olgilebilir
¢=> a -1,  fonksiyonun integrali jd¢:2ak-/1([c,d]mEk) dir. Eger
¢ k=1

Q ={[yk_l, yk]}k’ h fonksiyonunun bir boliinti araligi ve E, = h‘l((yk_l, yk]) ise

> Yeule <h <Yy, -1 dir. Boylece jd(z ykl'lEkjSJ.dh<J.d(z yk-1Ekj olur,
k k C\k ¢ c Uk

[53]

Teorem 2.4.8. [53] (Riemann= Lebesgue) Eger h fonksiyonu [c,d] arahg

lizerinde Riemann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon ise h fonksiyonu [c,d ]

araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyondur.
2.5. Gauge Integrali

1957 yilinda, Kurweil [29] Gauge integralini tanimladi. Daha sonrasinda, bu kavram
Henstock [25] tarafindan gelistirildi ve “Gauge teorisi” olarak isimlendirildi. Bu yeni
kavram, gorilinlis bakimiyla Riemann’in tanimima benzemekte, fakat Lebesgue’in
tanimlamis oldugu kavramdan daha da giiclii etkiye sahiptir. Henstock-Kurweil’in
formili Riemann integralinde ¢ok az farkli olsa da Gauge integrali Lebesgue
integralinden daha geneldir ve Lebesgue integralinin biitiin yakinsaklik 6zelliklerine
sahiptir. Ayrica, Riemann integralinden daha kolay tanimlanmaktadir. Tek farklilik
Riemann integralinde tanimlanan standart & sabiti Gauge integralinde fonksiyon

olarak almmaktadir. » olarak gosterilen bu fonksiyon Gauge olarak isimlendirilir ve

uzunlugu farklilik gosteren agik bir araligi temsil eder. Bu ufak degisiklik moduli
uzaylari, topolojik degismezler ve kuantum alan teorisi gibi birgok uygulama
alaninda yenilige sebep olmustur. Gauge integrali ile diger integrallerin arasindaki

iliski asagidaki sema ile verilebilir.
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Gauge Integral

Sekil 2.1. Gauge integrali ve diger integraller arasindaki iligki

Yukaridaki sema da goriildiigii gibi Gauge anlaminda integrallenebilen ve Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi birbiri ile yakindan iligkilidir. [C, d]
arahigimdan R’e tanimli fonksiyonlar i¢in uygun olmayan (improper) Riemann
anlaminda integrallenebilen bazi fonksiyonlar Lebesgue anlaminda integrallenebilir

degildir.

. 1
Ornek 2.5.1. h(r)=r? Cos(r_zj reel degerli fonksiyonu i¢in h(0)=0 dir. Ayrica,

1
ﬂh'(r)\dr integralinin degeri sonsuzdur ve
0

h'(r)dr Lebesgue integrali

O ey

tamimsizdir. Ancak, her R i¢in uygun olmayan (improper) Riemann integrali

h'(r)dr vardir ve h(R) degerine esittir.

O =3y T

Buna ek olarak, yukaridaki semada goriildiigii gibi, Lebesgue anlaminda
integrallenebilen ve uygun olmayan (improper) Riemann anlaminda integrallenebilen
fonksiyonlar Gauge anlaminda da integrallenebilirdir. Bircok alanda, Gauge

integralinin en biilylik avantaji Lebesgue teorisine kazandirdig: yeni bir boyuttur.

Gauge teorinin temeli olan Gauge tanimi agagidaki gibi verilmistir.
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Tamm 2.5.2. [70] J=[c,d] araligmm bir tagged bolintisi ya da siralisi
D:{(a)i,Ji):lﬁiSp} verilsin ve {J;:1<i<p}, Jarahgmm kapali bir alt
araligmin boliintiisii ve @, J; araliginda bir nokta olsun. ,, J; boluntlstnin

etiketi (tagged)’r olarak isimlendirilsin. h:J — R fonksiyonu icin D ile iliskili

olarak h fonksiyonunun Riemann toplami E(Ji), J, alt araliginin uzunlugu olmak

uzere S(h,D) = Zh(a)i)é(\]i) olarak tanimlansin. Eger o :J —)(O,oo) bir fonksiyon

i=1
ise }/(a)) =(a)—5(a)),(o+5(a))) "' kullanarak acik aralik degerli bir fonksiyon
tammlansin.  Eger  J; =[y;,Viy] ise @ -6<y <@ <y,,<w+5 yerine
w el c y(a)i) yazilabilir. J araligmnin iizerinde tanimli herhangi bir y araligi i¢in
7(®), her weJ noktasi i¢in @ noktasmi igeren agik bir araliktir ve J araligi
uzerinde Gauge’dir denir. Biitiin boyle araliklarin kiimesi A olarak adlandirilir.

Eger o €J; < 7(®) sart1 saglamyorsa D’ ye y — fine denir.

Ornek 2.5.3. [0,1] aralig1 lizerinde tanimlanan aralik fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlansin.
%, y=0,
r(y)= y
= 0<y<1
3 y

Ayrica, baslangic araligindaki ilk etiketi (tag) sifir olacak sekilde secip her araligin
sag ve bitis noktasi olacak sekilde diger her araliktan her etiketi (tag) secerek

agagidaki boliintii elde edilir.
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1 1 1 11 1 1) 1
ml0,=||<=<y(0)==, ml|=,>||<=<y|>|==,
|5 5 4 54 20 4) 12
111]) 1 1) 1 (11 1 1
mi|—=||<—=<y|=|==M|| == ||<—=<7¥| = |==,
1 4'3]) 12 3) 9 143 12 3) 9
1 2 1 2) 2 21 1 (1) 1
M|==||<—=<y|=|=—=,M|=-=||<—=<7y| = |==,
135 15 5) 15 52 10 2) 6
1 3 1 3) 1 3 3 3 j 1
m|—=,—||<—=<yl=|==,M|=-—||<—=<7y|—=|==,
2'5]) 10 5) 5 54 20 4) 4
3 1 1
mi|=,1|<=<y(l)==
2 D a<70=3

Bu da y(y)- fine tagged boliintiisiiniin bir drnegidir.

Tamm 2.5.4. [70] h:[c,d] > R olsun. Eger her £ >0 icin ‘S(h, D)—A‘<8 olacak
sekilde [c,d] araligi iizerinde AeR varsa ve y Gauge i¢in D, [c,d] araliginm
y— fine tagged béluntiisti ise, h fonksiyonu [c,d] araligi iizerinde Gauge

integrallenebilirdir denir. A sayisma h fonksiyonunun J =[c,d] aralig: iizerinde

d
Gauge integrali denir ve gjh veya ° j h olarak gosterilir. integrali parametreye
c J

d
bagl olarak tanimlamak gerekirse ° I h(w) veya ° I h(w) olarak yazilur.
c J

Ornek 2.5.5. [70] Dirichlet fonksiyonu

11 yeQa

d(y):{O,yeRlQ,

olarak tanimlansin. d(y) fonksiyonu [c,d] arahgi iizerinde Gauge
integrallenebilirdir. Bunu gostermek icin &>0 ve [c,d] araliginda {r}, rasyonel

sayilarin bir sayis1 olsun. [C,d] aralig1 tizerindeki Gauge y fonksiyonu
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P .
r(o)={2 @7
0, wgQise,

olarak tammlanir. Eger Q, [c,d]| arahigmmn bir y— fine boliintisi ise Q
boluntlsiinii rasyonel sayilarin etiketlenmis (tagged) araliklar1 igin Q,, irrasyonel

sayilarin tagged araliklar1 i¢in Q, olarak bolelim. Burada,

[S(h,Q)-0[=2 d(e)ay,

Q
:21-Ay, WLZO-AyI
o Q

< 8_8
m &
m

olur. O halde, Dirichlet fonksiyonu Gauge integrallenebilirdir ve integral degeri

d
g .[ d=0 dr.
Ornek 2.5.6. [53] Asagida tanimlanan

1
(=1 "

0, y <0,

fonksiyonu sinrrli  olmadigir i¢in [0,1] araliginda Riemann anlaminda

integrallenebilen bir fonksiyon degildir. Fakat h fonksiyonu [0,1] araliginda
1

integrallenebilirdir  ve gJ-h:2 olur. Bir fonksiyonun Gauge anlaminda
0

integrallenebilir oldugu integral degeri teleskopik bir toplam ile degistirilerek

gosterilir. Bunu dogrulamak i¢in 0< & <1 olsun. [0,1] araligmin her y — fine tagged
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bolintisi D igin [S(h,D)-2|<¢ saglayacak sekilde

fonksiyonunu

secilen bir Gauge y

(a)-az(a)), 2 J o> 0 ise,

(—32,52) , w=0ise,

olarak tammlansin. Burada 0<a(w)<1 dir. Q:{a),,[y,fl,yI ]} , [0,1] araliginin

-1
y — fine tagged (ince etiketlenmis) béllintist olsun. Her 1>1 igin 2z ve
N
1 1 5 o
—_, araliginin i¢ine diiser. O halde,
W

1
Jor

kesirleri {

Ci]o1
Dt Jal Pa

Ja

dir. Eger a(®) :1—¥olarak alinrsa, 0<¢, o<1 igin

1
1 28\/5—28260 9
M—a(a))=—4_\/5 <§8\/5

olur. Boylece,
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dir. y nm tanimindan dolay1r eger @,=0 olmaz ise (a)o,[yo,yl]) tagged
(etiketlenmis) araligt  y,=0 noktasina sahip degildir Dolayisiyla, |=1,

h(e)=h(0)=0 ve 0< Yy, <&’ oldugunda

Y|—1)_2i(ﬁ_M)

1=1

[$(h.D)-2|=

m

Iz[f I+ W] iy

<z<9-(yI —y,fl)+28
=

<3¢

+2 Y,

olur. Sonug olarak h fonksiyonu Gauge integrallenebilirdir ve g_[h =2 dir.
0

Gauge integralinin temel 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 2.5.7. [53] h,h,h,:J —> R fonksiyonlar1 J :[C,d] araligi lizerinde Gauge

integrallenebilir fonksiyonlar olsun.

1) h +h, fonksiyonlarmm toplam1 J aralig: iizerinde Gauge integrallenebilir
ise *[(h+h,)=°[h +°[h, dir.
J J J
2) Her weR igin wh, J aralig1 ilizerinde Gauge integrallenebilirdir ve
*[oh =w°[h dir
3 )

3) Eger J araligi iizerinde h >0 ise gjm >0 dir.
J
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4) Eger J araligi iizerinde h > h, ise gj‘hl > gjhz dir.
J J

5) Eger h fonksiyonu J aralig1 tizerinde Gauge mutlak integrallenebilir bir

gJ'h

J

fonksiyon ise < gJ.|h| dir.

J

6) Eger h ve |h| fonksiyonlar1 J aralig1 iizerinde Gauge integrallenebilir ise

h fonksiyonu J arahigi lizerinde Gauge mutlak integrallenebilir bir

fonksiyondur.

Teorem 2.5.8. [53] c<e<d olsun. Eger h fonksiyonu [c,e] ve [e,d] arahg

lizerinde Gauge integrallenebilir ise h fonksiyonu [c,d] aralig: iizerinde Gauge

d e d
integrallenebilirdir ve gjh = gjh + gjh dir.

c e

Teorem 2.5.9. [53] h:J — R fonksiyonu, J araligi iizerinde taniml bir fonksiyon

olsun. Eger J araligi J araliginin kapali bir alt araligi ise h fonksiyonu J

araliginda Gauge integrallenebilirdir.

Tamm 2.5.10. [53]

1) wedcled],

2) J; ve J; i=# ] iken ortiismeyen araliklar

olmak (zere [C,d] araligmin kismi etiketlenmis bir boliintiisii kapali, etiketlenmis

{(a)i J; )} araliklarmin sonlu bir kiimesidir.

Lemma 2.5.11. [53] h fonksiyonu [c,d] araligmda Gauge integrallenebilen bir

fonksiyon ve £ >0 olsun. Her y — fine Q boluntis icin
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‘S(h,Q)—gih

C

olacak sekilde [c,d] aralig: iizerinde y Gauge olsun. Eger

araliginin y — fine tagged béllntusi ise

Z{h(a)i)-Ayi— Ginh} <e

Q

dir.

Lemma 2.5.12. [53] Lemma 2.5.11 kullanilarak,

Z <2¢
Q

h(wi)-Ayi—gjh

ve

g_[h <2¢

Ji

Z[‘h(a)i )"AYi -

Q

|

dir veya buna denk olarak

<2¢

(0)-3

gJ'h
3

dir.
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)} [e.d]

Ayrica, fonksiyonlar i¢in sinirli salimmlilik tanimi ve ozellikleri asagidaki gibi

verilir.
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Tamm 2.5.13. [53] h, [c,d] araliginda bir fonksiyon ve Q={[y|_1’y|]}, [c.d]
araliginin bir bolintlsu olsun. Q bolintiisii ile iliskili olarak h fonksiyonunun

varyasyonu

V(h.Q) =X [n(v)=h(y.)]

olarak tanimlanir ve [c,d] arahginda h fonksiyonunun varyasyonu, [c,d ] araligmmn
mimkin olan bitin  Q boluntulerinin - supremumunun alinmasi  durumunda

V.h =supV (h,Q) dir. Eger V'h <o ise h fonksiyonu [c,d] aralig1 iizerinde smurls
salinimdir denir. Bu durumda smirli salinimli fonksiyonlarin kiimesi BV ([C, d]) ile

gosterilir.

Teorem 2.5.14.[53] h, [c,d] arahiginda bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

1) Q ve R, [c,d] araliginm iki bliintiisii ve R, Q boliintistiniin diizeltilmesi
(refinement) olmak tizere V (h,Q) <V (h,R) dir.

2) Herhangi ee(c,d) icin he BV ([c,d]) ise V'h =V h+V,S'h dir.

3) Eger heBV([c,d]) ise V'h ve V’h-h(y) fonksiyonlar1 y

fonksiyonunun [c,d] araliginda artan fonksiyonlaridir.

Ayrica, fonksiyonlar igin sinirlt salinimlilik tanimi ve V.'h nin dzellikleri agagidaki

sekilde verilebilir.

Tamm 25.15. [23] ab,c,deR, a<b, c<d ve h:[ab]x[c,d]>R bir

2

fonksiyon olsun. me N ve (X, ¥,),--..(Xy: Yo ), R? Uzerinde

(a6)= (% ¥o) (% V1) <+ < (%o gs Yot ) S (X0 Yo ) = (D1 D)
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sartin1 saglayan noktalar olmak tizere

m

Z:l:‘ f (Xi’ yi)_ f (Xi—ll yi—l)‘

formundaki sonlu toplamlar1 igeren R nin alt kiimeleri R, ile gosterilsin. Eger R,
kiimesi iistten smirli ise f sinirl salimimhidir denir. Bu durumda R, kiimesinin
supremumu V () ile gosterilir ve f fonksiyonunun [a,b]x[c,d] uzerindeki total

salmimi olarak adlandirilir.
2.6. Kuvvetli Cesaro Toplanabilir Lineer Fonksiyonlar

Bu boliimiin son kisminda, Borwein [5] tarafindan tanimlanan kuvvetli toplanabilir

lineer fonksiyonlar ve dzelliklerinden bahsedilecektir.

Tamm 2.6.1. [5] f(y), reel degerli ve (1,0) araliginda Lebesgue anlaminda

Olciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

n—oo

10
nmﬁﬂf(y)—L\dy_o

ise f(y) fonksiyonu kuvvetli toplanabilirdir denir. Bu durumda reel degerli kuvvetli

toplanabilir 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayr W ile gosterilir.

Borwein’nin sonuglarinin ardindan, Nuray [43] dizi yerine reel degerli ve (1,00)

arahiginda tanimli Lebesgue anlaminda Olgiilebilir fonksiyonlar1 kullanarak alarak

A —istatistiksel yakinsak fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlamigtir.

Tamm 2.6.2. [43] AeA ve f(y), reel degerli ve (L) arahifmda Lebesgue

anlaminda 6l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Eger
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u

lim = j |f(y)-L|dy=0

U—o0
U u-4,+1

ise f(y) fonksiyonu L sayisma A-—kuvvetli toplanabilirdir denir. Bu durumda
[W,A]-lim f(y) =L ile gosterilir. Eger 4, =r ise [W,A] aym zamanda kuvvetli

toplanabilir fonksiyonlarmn uzay1 [W ] e indirgenir.

Tamm 2.6.3. [43] f(y), (L) aralifinda Lebesgue anlammda Slgiilebilir reel

degerli bir fonksiyon olsun.| . | ifadesi Lebesgue Olciimiinii gostermek iizere, eger

>0 igin
1
!mﬁ‘{ySn:H(y)—Lmzo

ise f(y) fonksiyonu L sayisina istatistiksel yakimsaktir denir ve S—Ilim f(y)=L

ile gosterilir.

Tamm 2.6.4. [43] A€ A ve f(y), (1 o)araliginda Lebesgue anlaminda dlgiilebilir,

reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger her & >0 i¢in

f(y)-L|zz}[=0

u—oo

Iim%u‘{yelu:

ise  f(y) fonksiyonu L sayisma A-istatistiksel yakinsaktrr denir ve

(S,/l)—lim f(y)=L veya f(y)— L[Sﬂ] seklinde gosterilir.

Ayrica, Nuray [43] asagidaki sonucu da vermistir.
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Teorem 2.6.5. [43] LA vef (y), (1,00) araliginda tanimli Lebesgue anlaminda

Olgtilebilir, reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, [W,ﬂ] c (S,i) dir ve bu

kapsama bagntisinin tersi dogru degildir.



BOLUM 3. CIFT DIiZILERIN LACUNARY iSTATISTIKSEL
SINIRLILIGI

Bu bélimde, Savas ve Patterson’in [58] tanmmlar1 kullanilarak, ¢ift istatistiksel
smirlilik ve ¢ift lacunary istatistiksel smirlilik kavramlar: tanimlanmistir. Ayrica bu

iki yeni kavram arasindaki iligki incelenmistir [59].

Tamm 3.1. y=(y,,) bir cift indisli dizi olsun. Eger & ({(k.1):|y,[>M})=0,
diger bir ifadeyle hemen hemen her (k,I) icin ‘ym‘ <M olacak sekildle M >0

sayis1 varsa Yy =(yk,|) dizisine ¢ift istatistiksel smirlidir denir. Cift istatistiksel sinirl

dizilerin kiimesi S?(B) ile gosterilir.

Tanim 3.2. E c NxN olsun. Eger P—Iimi {(k,l)e I, (k1) e E}‘ limiti mevcut

EAY rS,V

ise E kiimesi &7 (E) cift lacunary yogunluga sahiptir denir.

Tamm 3.3. 6, ¢ift lacunary dizisi olsun. Eger

P |imi{(k,|)e|s_v:

S,V—>o r‘
S,V

Yk,|‘>M}‘:0’

diger bir ifadeyle &, ({(k,l)eNxN:‘yky,b M}):O veya 6,, cift dizisine gore

hemen hemen her (k,I) igin ‘yk‘l‘él\/l olacak sekilde M >0 sayis1 var ise
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y =(yky|) dizisine ¢ift lacunary istatistiksel sinirlidir veya 562,s , —smurhdir denir. Cift

lacunary istatistiksel smirli dizilerin kiimesi S;S , (B) ile gosterilir.

Teorem 3.4. Her cift sinirl dizi ¢ift lacunary istatistiksel sinirhidir. Baska bir ifadeyle

her cift lacunary dizisi 6, icin (% <S; (B) dir.

Bu teoremin ispat1 agiktir.

Teorem 3.5. Her cift lacunary istatistiksel yakinsak dizi ¢ift lacunary istatistiksel

smirhidir. Fakat tersi dogru degildir.

ispat. y=(y,,)€S, ve &>0 verilsin. Bu durumda

P- |imi{(k,|)e|w:

S§,V—0
rS,V

Y —L‘Ze}‘:O

olacak sekilde L € C vardir ve Pringsheim anlaminda

lim i{(k,l)e I, :

S,V—>0 r
S,V

Vi > L]+ &} < lim i{(k,|)e I, :

S,V—0 r
S,V

Yir — L‘ > 8}‘

dir. Kapsamin diger tarafin1 gostermek i¢in S,v=1,2,3,... olmak lzere y =(yk'|) cift

dizisi agagidaki gibi tanimlansin.

B 1, k=2s,1=2vise,
Y= 1 kw2812 2v ise,

Buradan y=(y,,)eS; (B) fakat ye$, oldugu goriiliir.
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Teorem 3.6. ¢, cift lacunary dizisi olsun. y=(y,,) dizisinin cift lacunary
istatistiksel smirli olmasi igin gerek ve yeter kosul 6., lacunary dizisine gére hemen
hemen her (k1) icin y,, =z, olacak sekilde z,, smurh ¢ift dizisinin mevcut

olmasidir.

Ispat. y=(yky|) dizisi cift lacunary istatistiksel sinirli olsun. Bu durumda

Bz{(k,l)eNxN:‘ykyle} oldugunda é‘év(B):O olacak sekilde M >0 sayis1

vardrr.

Yirs (k,l)ﬁ BxB ise,

0, diger durumlarda,

()]

dizisi tanimlansin. z e (% ve 6,, lacunary dizisine gore hemen hemen her (k1) igin

Vi = Zy, dir.

Diger taraftan z=(z,,)e (% olsun. Bu durumda her (k,1)eNxN icin |z, |<L
olacak sekilde L >0 sayist vardir. E = {(k,l) eNxN,y,, # Zk,l} olarak tanimlansin.
5§W(E)=0 oldugundan 6,, lacunary dizisine gére hemen hemen her (k1) icin

|z,|<L dir.

Teorem 3.7. 6,,=(r,,u,) lacunary cift dizisi icin S*(B)cS; (B) olmasi igin

s v

gerek ve yeter sart liminf, & >1 ve liminf, Ev >1 olmasidir.

ispat. liminf,_ & >1 ve liminf, &, >1 olsun. Ayrica, & >1+ /3, ve &, >1+ f3, olacak

sekilde g, >0 ve f, >0 sayilar1 verilsin. Boylece,
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tS_,V_ rA—r . u,—u,, _ 1_i . 1_i
I I u, 55 Ev

1 1 1 1
2(l_lwlj'[l_le_ﬂllwl "Hzl+ﬂ2

ve

rs—l,v—l

1 1
<—.—
L, B B

olur. (y,,)eSz (B) icin

lim i{(k,|)e|w:

S,V—>0 r
S,V

yk'|‘>M}‘:0

olacak sekilde M >0 sayisi vardir. Ayrica yeterince biiyiik S ve Vv icin

ri‘{ksrs&l <u,: yk,\>|\/|}‘2ts—v'ti‘{(kf|)e Ly yk,|\>M}‘

olur. Diger taraftan, liminf, & =1 veliminf, &, =1 olsun ve 6,, =(r,,u,) lacunary

cift dizisi igin

I 1 o .
Socl4+- ve 2>
L i I

ve
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olmak Uzere s; >, +2 ve v; >V, +2 iken r. ve u, altdizilerisecilsin. Ayrica,
i i

y= ( Y ) dizisi de asagidaki sekilde tanimlansin.

{kl, (k,)el,, ,i=123..vej=123,..ise
Yar = B

0, diger durumlarda.

1 -

O halde, M >0 igin r, >M ve u, >M olacak sekilde iy, j, e NxN (sonsuz

sayida i, ve J, indisleri vardir) sayilar1 igin

=1

t—H(k’l) elg,, :‘yk,l‘ > M }‘ zti‘{(k,l) S, :\yk,.\ > rsioflyvjﬂ}

Sio v Sip Vio

dir. Boylece, i>i, ve j= j, i¢in

L

ket :‘yk'|‘>M}‘=l

S Vi

dir. Ayrica, s#s,ve V=V, iken

ti‘{(k,l)e ., :‘yk’|‘> M}‘:o

S,V

olur ve yz(ykJ)&ZS;(B) dir. Simdi yeterince bliyik m ve n tamsayilar1 igin

r, <m<r,

i i+l

, ve u, <n<u, , olacak sekilde i ve j tek (unique) olarak

Via = TV

bulunabilir. Bu durumda
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1

mn

o, Ty 11 2
— <o to==

A | I

{kSm,ISn:‘yka%} <

dir. m,n — oo olmast i, j — oo olmasini gerektirir ve (y,,)€S*(B) elde edilir.

Sonug olarak Teorem 3.7° nin gereklilik kisminda verilen y=(yk'|) dizisi cift

istatistiksel sinirh fakat ¢ift lacunary istatistiksel sinirli olmayan diziye bir érnektir.

Teorem 3.8. 6,, =(r,,u,) lacunary ift dizisi icin S/ (B) < S*(B) olmasi igin gerek

ve yeter kosul limsup, & <o ve limsup, Ev < oo olmasidrr.

Ispat. Savas ve Patterson [28] tarafindan sunulan methoda benzer olarak teoremin

yeter sart1 ispatlanir. Gerek sart1 i¢in limsup, & =oove limsup, &, = olsun. [28]
ile benzer sekilde & >i ve Evj > j olmak Uzere 6,, =(r,,u,) lacunary dizisinin

(rsi) ve (uvj) iki alt dizisi se¢ilsin. Ayrica, y:(ykyl) dizisi

{kl, . <k<2r, veu, <l<2u, ,i,j=12,..ise,
yk| — i-1 i1 j1 j1

0, diger durumlarda,
seklinde tanimlansin. Bu durumda

I Uy, 1 1
i1 . j-1 < . .
L-r, u -u 1-1j-1

5; Sia Y

dirve eger s#5, ve V=V, ise z,, =0 olur. Bu yiizden, (Y,,)eS; (B) dir. Ancak,
M >0 ve her i>i, ve j>], icin r, >M ve u, >M olacak sekilde i, ve j,
vardir. O halde, asagidaki ifade biitiin i>i, ve j> j, indisleri i¢in dogrudur. Bu

durumda,
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%% {k <orls2u, iy, > M }‘

dir. Dolaysiyla, (y,,)# S*(B) olur.

Sonug olarak, Teorem 3.8’ in gerek sartinda tanimlanan Yy =(yk'|) dizisi ¢ift lacunary

istatistiksel sinirl fakat ¢ift istatistiksel smirli olmayan dizilerin bir 6rnegidir.

Teorem 3.7 ve Teorem 3.8 in birlestirilmesi sonucunda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.9. 6,,=(r,,u,) lacunary cift dizisi olsun, bu durumda S*(B)=S, (B)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1<liminf, & <limsup, & < oo

ve

1<liminf, &, <limsup, &, <o

olmasidir.

Teorem 3.10. &, =(r,,u,) lacunary cift dizisi igin eger

t
=>0
r

Y

liminf
AY

ise bu durumda S*(B)cS; (B) dir.
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Ispat. M >0 icin

tksntsulyal>Mifki) el |ya|> M|

dir. Bu durumda

rstv‘{kSrs,ISUV3 yk,|\>M}‘2i‘{(k")e'”: Vo>
:trz_::%‘{(k,l)e L Y > M|

elde edilir. r,s—o icin limit alnirsa ve liminf==>0 oldugundan
S,V r

s,V

$?(B)c Sj (B) elde edilir.

Teorem 3.11. 6, =(r,,u,) ve 6, =(Fs,ﬁv) iki lacunary dizisi ve her (s,v)e NxN
icin I, < Jsu olsun. Eger

t
lim inf =~

S,V—> u
S,V

>0

ise S;, (B)< Sz (B) dir.

. - - RN A 3
Ispat. (s,v)eNxN icin I, cJsy olsun ve liminf=*>0 sarti saglansin.
! S,V us,v

M >0 icin

{(k1)eds:

yk,l‘>M}2{(k,|)E Iy -

yk,l‘>M}
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dir. Boylece, her (s,v) e NxN icin

1
u

(e eTuilyl> M|z 2= ket

XY S,V sV

yk,l‘>M}‘

olur ki burada Js, = {(k,l):FH <K<rsveum<l< uv} dir. Bu durumda, s,V —> o0

icin limit alimir ve lim inf ==
S,V—>0 usv

>0 sarti kullamilrsa S; (B) < S; (B) kapsama

bagintisi elde edilir.



BOLUM 4. « DERECEDEN IiDEAL ASIMPTOTIK
ISTATISTIKSEL DENK FONKSIiYONLAR

Bu bolimde, (L) arahfinda tammh negatif olmayan reel degerli Lebesgue

anlaminda Olgiilebilir iki fonksiyon gbéz Oniine alinarak, « dereceden asimptotik

T ,—istatistiksel denk ve « dereceden kuvvetli Z,—asimptotik denk fonksiyonlar

tanimlanmistir. Ayrica, bazi kapsama bagintilar1 da incelenmistir [60].

Tammm 4.1. 1A€A ve Z, N de uygun bir ideal olsun. Ayrica, f(S) ve g(S)

fonksiyonlar1 (1,00) araliginda tanimh reel degerli Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyonlar

olsun. 0 <& <1 olmak Uzere, eger

I, lim— | ) lgs—o
e ﬂu u-4,+1 g(S)

ise, f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 L sayisina o dereceden kuvvetli Z,—asimptotik

Vi (2)*
denk fonksiyonlardir denir ve f(s) ~ g(s) ile gosterilir.

Sonug 4.2. Eger 7= Z4,={Ac N: A kiimesi sonlu bir alt kiimedir} ise o dereceden

kuvvetli Z,—asimptotik denk fonksiyonlar

f(s)_
O

ds=0

1
lim— |

U u-4,+1
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limiti ile formule edilir ise « dereceden kuvvetli A —asimptotik denk fonksiyonlar

olurve a =1 igin

)y

9(s)

Iimi Ju' ds=0

= ﬂu u—A,+1

limiti ile formle edilir ise kuvvetli A —asimptotik denk fonksiyonlar olur.

Tanim 4.3. f(S) ve g(s) fonksiyonlar1 (1,00) araliginda taniml reel degerli

Lebesgue olgllebilir fonksiyonlar ve Z', N iizerinde tanimli admissible (uygun) bir

ideal olsun. 0 < & <1 olmasi durumunda eger £ >0 ve 6 >0 icin

{ 1{ f(s } }
UEN:—a s<u: >ci>20rel
u

ise f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 L sayisma o dereceden asimptotik Z—istatistiksel

s(7)”
denktir denir ve f (s) ~ g(s) ile gosterilir.

Tanmmm 4.4. 1A ve f(S) ve g(s) fonksiyonlar1 (1,00) araliginda tanimli reel

degerli Lebesgue Olgiilebilir fonksiyonlar ve Z, N {izerinde tanimli admissible

(uygun) bir ideal olsun. 0 <« <1 olmasi durumunda, eger £ >0 ve 6 >0 icin

{UEN:}L—]'&{SGIUZ >g}>é}eI

ise f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 « dereceden asimptotik Z,—istatistiksel denktir

f(s)_
a(s)

A (2)°
denir ve f(s) ~ g(s) ile gosterilir. o dereceden asimptotik Z,—istatistiksel
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icin o dereceden asimptotik 7, —

fin

denk fonksiyonlarm uzayr S, (Z)" dir. Z=1

istatistiksel denk fonksiyonlar asagida tanmimlanmis olan « dereceden asimptotik

A —istatistiksel denk fonksiyonlar ile ¢akisir.

Tamm 4.5. 1€A ve f(S) ve g(S) fonksiyonlar1 (1,00) araliginda tanimh reel

degerli Lebesgue Olgiilebilir fonksiyonlar olsun. 0<a <1 olmasi durumunda, eger

£>0igin

ise f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 o« dereceden asimptotik A —istatistiksel denk

fonksiyonlardir denir.
Teorem 4.6. 0<a < #<1 olsun. Bu durumda, S, (Z)" =S, (I)'B dir.

Ispat. 0<a < <1 olsun. Her & >0 icin,
f
(5,

{Selu: g(s)

AL A

n

}

SE|u:f75)—L28 Selu:fiS)—LZe
g(s) g(s)
ueN: >0r;<uelN: >0
A v
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olur. O halde, eger sag kisimdaki kiime Z idealinin bir elemani ise agikca

sOoylenebilir ki sol kisimdaki kiime de Z idealinin bir elemanidir ve

S,(2)" S, (z) dr.
Teorem 4.7. 1=(4,),_, €A olsun. Bu durumda, asagidakiler dogrudur.
v, (Z) $.(7)”
1) Eger f(s) ~ g(s)ise f(s) ~ g(s) dir.

2) Her Zidealiicin, V,(Z)", S,(Z)" ninuygun (proper) bir alt kiimesidir.

Vi(2)*
Ispat. 1) £ >0 ve f(s) ~ g(s) olsun. Bu durumda,

RIONF] NS | ‘@—Lds
sel, g(S) | f(s) g(S)
sely W_
Zg{Selu: f(s)—L 25}
g(s)
dir. Her 6 >0 igin
f
ia S€|UIE—LZE >0 = — ﬂ—Ld8285
ﬂ“u g(S) ﬂ“u sel, g(S)
diger bir ifade ile
f
ven:Ellser & )5 s
A 9(s)
f
C UENZ% J'ﬂ—LdSZg > g0
ﬂ’u sel, g S)
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dir. Sag taraftaki kiime Z idealinin bir elemani ise son taraftaki kiime de Z idealinin

bir elemani olacaktir.

S,(7)” va(z)

2) f(s) ~ 9(s)Sf(s) ~ g(s) oldugunu gostermek i¢in AeZ olacak

—=

sekilde A sabit kiimesi gbz Oniine alinsin. Ayrica f (S) fonksiyonu

s, u—[wlﬂf}lgsu, ueA,

f(s)=1s, U—-AJ+1<s<u,ueA,

@, diger durumlarda,

ve g(s)=1 olarak tanimlansin. Bu durumda her & >0 i¢in ug A ve u— oo iken

olur. 6 >0 ve meN igin

UGNZL{UGIU: 25}
e

dir. Z ideali uygun (admissible) ideal oldugundan, f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 «

f

Q_L

g(s)

>§}cAuﬁ2wqm}

dereceden L sayisma asimptotik 7, —istatistiksel denktir ve n — o igin

1
yl

U sel,
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oldugu agiktir ki f(s) ve g(s) fonksiyonlar1 & dereceden L sayisina kuvvetli

7, —asimptotik istatistiksel denk degildir.

e (2" 5,(2)° _
Teorem 4.8. Eger liminf == >0 ise f (s) ~ g(s)= f(s) ~ g(s) dir.

Uu—o0 ua

Ispat. >0 igin

u { o g(S) b }_na{ Iu. g(S) . }
| 1£(s) S,
n /Lf‘{ Iu'g(s) : }

u—o0o u

dir. Eger Iiminfﬂazg ise {u eN:ﬂ—“a<%} sonludur. Bu durumda & >0 igin
u

elde edilir. Sag taraftaki kiime Z idealinin bir elemani oldugundan sol taraftaki

s(7)*
kiimede Z idealinin bir elemamidir. Sonuc¢ olarak, f(s) ~ g(s) olmasi

$.(7)”
f(s) ~ g(s) olmasni gerektirir.

e ) $,(2)" s(7)” )
Teorem 4.9. Eger A€ A igin Ilmu—“azl ise f(s) ~ g(s)=f(s) ~ g(s) dir.



Ispat. 5 >0 olsun. Iim%:l oldugundan, me N ve her u>m igin
vy

A ‘ 5
—_— <_
u” 2

dir. Bu durumda her £ >0 veu >m igin

— SSUZLS)—LZE :i& SSU—Zu.f—S)—LZ&‘
n g(s) n 9(s)
ls<, f6) s,
n g(s)
U4 i{s<|u E—Lza}
u”  u® a(s)

S(2)”

olurve f(s) ~ g(s) dir.

59
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Teorem 4.10. Her ueN igin A, <g, olacak sekilde A ailesinde A=(4,) ve

U= (yn) iki dizisi ve 0 < < <1 olacak sekilde a ve [ sabit sayilari ele alinsin.

1) Eger liminf A

- >0 ise S, (7)) =, ()" dir.
s

2) Eger Im%2=1ise S,(7)" =S, (7)" dir.

u—o0 l

Ispat. 1) Her ueN icin A4, <, ve liminf i“ﬂ >0 olsun. Her £ >0 icin
U—o0 /’lu

I, =[u—4,+Lu] ve J, =[u—g, +1u] olmak tizere

iﬁ, sel :LS)—LZg Zi—“; — sel :LS)—LZ&:
" 9(s) " 9(s)
olur. Her ue N ve 6 >0 igin
UEN —\ysel, u— Li>zei=0
19(s)
ciueN 1a sel :w—LZ€ Zé‘ﬁ‘z el
7y g(s) Hy

elde edilir. Sonug olarak S, (Z)” 'S, (Z)" dir.



s,(2)°
2) £(s) ~ g(s) ve mﬁ‘—;zl olsun. 1, < J, oldugundan her &> 0 ve
ueN igin
— sEJu:w—LZg :iﬂ u—,uu<s<n—lu:ﬁ—L23
I 9(s) I 9(s)

dir. Her 6 >0 igin

ue L Se ﬁ— 2&02

el

C{UEN:%{SEJUIELZFJ}Zé}EZ
A a(s)

olur ve S, (Z)" =S, (Z)" sonucu elde edilir.
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Sonug 4.11. Her ueN igin A, <u, olacak sekilde A ailesinde A=(4,) ve

a

U =(,un) iki dizi olsun. Eger liminf /1“ﬂ >0 ise
Uu—oo ﬂu

1) Her a€(0,1] icin S, (2)" =S,(Z)",
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2) Her (0] igin S5(T) =5 (7]

3) st(1)csi(2),
dir.

Sonug 4.12. Her ueN igin A, <y, olacak sckilde A ailesinde A=(4,) ve

1=(u,) iki dizi olsun. Eger lim=% =1 ise

U—>o /1uﬁ

1) Her @ €(0,1] icinS,(Z)" =S,(2)",
2) Her «€(0,1] icin S,(Z)" =S,(Z),

9 5,(2)es,(2),

dir.



BOLUM 5. iKi DEGISKENLiI FONKSiYONLARIN CiFT
CESARO TOPLANABILME METODU

Bu bélimde, Borwein'in [5] lineer fonksiyonlar i¢in elde ettigi sonuglar ¢ift Ceséaro
toplanabilir fonksiyon uzaylarma genisletilmistir. Ayrica, ¢ift fonksiyon uzaylar igin

bazi 6nemli sonuglar verilmistir [44].

Tamm 5.1. W, uzayt,

ozellikli x=(x,,) formundaki degiskenlere ayrilabilir bir ¢ift dizi uzayidir ve bu

uzay Uzerindeki norm

1
p

1 M,N 0
X|[= Su — X
- 50 (1o 35

M,N>11
ile tanimlidur.

Tanim 5.2. W; uzayl,

" =0(RS)

.ﬁ‘x(s,t)—Lx



ozellikli (1, oo) X (1, oo) araliginda iki degiskenli oOlciilebilir reel degerli
formundaki bir fonksiyon uzayidir ve bu uzay iizerindeki norm

1
p

11RS A ]
X|[=sup | == | |[x(s,t)| dsdt

R,5>11
ile tanimlidir.

Tamm 5.3. o =(a,, ) Gift reel dizisi igin (4, (c, 8)) cift dizisi

SUp{zk <¢<2* & 2'<p<2™y | (nam |' P =1lise,

¢k,l (a’ p) = 1 2k _g ol q
Kna,, ' |, p>1lise,

k+l
2 ¢=2" p=2

dir.
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x(s,t)

Tamm 5.4. (10)x(L,) aralignda tamml iki degiskenli Slgiilebilir reel degerli

a =(a, ) fonksiyonu igin (@, (a, p)) cift dizisi

SS.SUP s g peiea wa(st), p=Lise,
chJ ((l, p) = 1 okl Hl+l %
(F I ”Sta(s,t)‘q dsdtJ , p>1lise,
2k 2

dir.

Bu bolimde, f fonksiyonu iki degiskenli, degiskenlere ayrilabilir, toplanabilir,

homojen fonksiyonlar1 temsil etmektedir.
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Teorem 5.5. 1) Eger f fonksiyonu W,;' uzaymda bir fonksiyon ise bu durumda her
xeW, icin

f(x)=aL +”a(s,t)x(s,t)dsdt

11

olacak sekilde a reel sayist ve (Lo)x(L) araliginda tanimh a:(am) reel

degerli fonksiyonu vardir ve

00,00

z q)k,l (a, p)< 0

k,1=0,0

dir.

2) Eger f @, (a, p) <o olacak sekilde bir a reel sayis1 var ve «, (1,00)x(1,0)

k,1=0,0

aralig1 tizerinde reel degerli 6l¢llebilir bir fonksiyon ise

f(x)=al, + [ [a(st)x(s.t) dsct

11

olacak sekilde

1

[f<la+4* > @, (a.p)

k,1=0,0

normu ile W,: uzaymnda bir f fonksiyonu tanimlanir ve her x eW,;' icin

f(x)=al, + [ [a(st)x(s,t) dsct

11
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cift integrali mutlak P —yakimsaktir.

Ispat. 1) I_"p uzayi (l,oo)x(l,oo) araligi tizerinde tanimli reel degerli Olgiilebilir X
fonksiyonlarmin uzay1 ve bu uzaydaki norm

1
p

<]

B8

‘x(s,t)‘p dsdt]
olmak Uzere

Ix(s,1)|" dsdt < o0

P 8
B — 8

olsun. Eger xeL, ise L, =0 ve |x|=|x|,. <|x]|: icin xeW, dir. Bu durumda,
p p

W,;' uzaymda tanimlanan f fonksiyonunun I_"p kisitlamas, I_"p uzayinda toplanabilir

ve homojendir. Her x e L igin (1,00)x(1,00) aralig: iizerinde tanimls

f(x):ﬁa(s,t)x(s,t)dsdt (5.1)

olacak sekilde « Olgiilebilir fonksiyonu vardir veya eger p=1 igin

1<s<o & I<t<oo

ess. sup |a(s,t)<o ya da p>1 icin ﬁ\a(s,t)\qudt@o dir. Bunu
11

gostermek icin o« fonksiyonunun Z ®,,(a, p)<o  kosulunu saglamasi
k,1=0,0

gerekmektedir. Bu durumda, p=1 ve p>1 durumlari ayri ayr1 géz Oniine alinsin.
Bu amagla, ilk olarak p=1 durumunu inceleyelim. ®,, =®, («,1) olsun ve her

(s,t)ee,, icin
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1

okl

|sta (s,t)]> D@, , -
olacak sekilde (2°,2")x(2',2'"") arahgnda |e,,| pozitif olgiminin e, iKi
degiskenli Olciilebilir kiimesi vardir. Ayrica,

k+1

signe (s, t s,t)ee, , k<A &I<A ise,
(St ‘em‘ ga( ) ( )e k.l

0 , diger durumlarda,

tanimlansm. X € L1 oldugundan

f(x):]:i

re—3

a(s,t)x(s,t)dsdt

olur ve
]| 1X|= f(x)=”a(s,t)x(s,t)dsdt (5.2)
11
AN
= t)|dsdt
kgoe{jl “a (s,t)|ds
1 AA
> |stex (s, t)|dsdlt
4,150 ‘ekJ ‘
144 1
“1, (CD T j

elde edilir. Buna ek olarak 2¥ <R <2"** <21 ve 2¥' <§ < 2" <2 jcin



b4 12u/ +1

,t)| dsdt

-

__ L5 _mx(s,t)‘dsdt

k,I:0,0 o

1 278

- > 2 <4

olur. Ayrica R >2** ve §>2** icin

RS 2A+1 2A“+1

%”‘x(s,t)\dsdtéziA I “x(s,t)\dsdt<1
11

1 1

dir. O halde, ||X|| <4 ve (5.2) esitisizligi g6z oniine alindiginda

4 é
dt 2 8 Emalrpeezt So,

1=0,0 1=0,0

68

elde edilir. Bu durumda p=1 oldugunda z ®, (e, p)<oo olur. Simdi ikinci

k,1=0,0

durum p >1 kosulunu inceleyelim. @,, =®,, (, p) olsun ve

9
p

k+1
2 k.l

X(s,t)= ve @, =0 ise,

0 , diger durumlarda,

olarak tanimlansin. Bu durumda, X € I_"p oldugundan ve (5.1) esitsizliginden

signa(s,t), 2 <s<2 <2t &2 <t< 2 <2t
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2A12A +1
)= [ [ |a(s.t)x(s.t)|dsdt (5.3)
11
AA" 2k12I1
[ Ix(s.t)e(s.t)|dst
k,1=0,0 ok ol
AA
= 2 @ <[]
k,1=0,0

dir. Ayrica 2V <R< 2" <2 ve 2" <S <21 <2 jcin

1 .Tj.‘ ‘ dd 1 2u./|_+12u]_‘+l‘ ( )‘Pdd
— | |IX(S,t)] dsdt< . X(s,t) dsdt
RS 11 2" 1
,2k12I1
2'/’*”’ z _[Hx s,t)|" dsdt
k,1=0,0 2k 5

elde edilir. Bununla birlikte R>2" ve § > 24+ icin

%ﬁ‘x(s,t)‘p dsdt < - zf 2I x(s.0)] dsclt < 4°
1t 1 1

1
1+—
olur. O halde, x| <4 P ve (5.3) esitsizliginden

00,00

, 1t
2 <4 P

k,1=0,0

dir. Bu durumda p>1 icin f ®,,(a,p)<o olur. p=1, & =D, (a,p) ve

k,1=0,0

X eW,;' olsun. Bu durumda, iki boyutlu Hélder’in [16] esitsizliginden



x(s,t)‘dsdt_ 3

‘a(s,t)

8
3

1
p |x
elde edilir. Yani

\a(s,t)x(s,t)\dsdt <o

8
me—3

kI002k

. 2k12I1

I“as

2I

2k12I

#
X[Z{lp

Z%LB

|3 o,

k,1=0,0

t

+1

Pl I _Hstx (s.t) dsdt |

(k1) 27
]

j(k+|)

2k12|

s,t)‘dsdt

st

2I+1

J

2I

2k

2k+1 2I+1

I']

ok 2

st

+1

k) J Hx st‘ dsdt

o |+

(5.4)
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olur. xeW, ve (Loo)x(Lo) arahginda tamml bir karakteristik fonksiyon, W,

uzayinda oldugundan

B — 8

T‘a(s,t)‘ dsdt < o
1

dir. XeW;, L=L,, y(s,t)=

(s}

0 , s>k &t

X(s,t

> ise,

y(sit), 1<s<k &1<t<l ise,

)—L olsun ve
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olarak tanimlansin. O halde y eW; Ve Y, € I_"p oldugundan Prinsgheim anlaminda

1

) o

R,S>k,l

1 RS
1= 0 | it
olur ve

[ (Y =) =] ()= F O] <y =y £

dir. (5.1) esitsizliginden

elde edilir. ﬁy
11

(5.5)

St dsdt, j J.a (s,t)dsdt integralleri mutlak yakimnsak

oldugundan, (1,00)x(1,0) araliginda & karakteristik fonksiyonu tanimlansm. Bu

durumda a = f

'—"—-8

j st dsdt icin
1

f(x)=

f(y+Ls)=f(y)+Lf( :TTX
11

olur ve teoremin birinci kismi ispatlanir.

st dsdt + La

Teoremin ikinci kismi goz Oniine alinirsa, (5.5) esitsizliginden eger XEW’: ve

O, =0, (a,p) ise
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a(s,t)x(s,t)dsdt +aL (5.6)

\f(xH

t\H e

4% x| Z (e p)+[al]

1=0,0

olur. O halde, iki boyutlu Minkowski’nin esitsizliginden [[24], Teorem 202],

1 1 1

((1-%}(1-%)) e (Riﬁ x(s,t)-L)" dsdth{%I X( st)‘pdsdt)p

elde edilir ve sag taraftaki ilk terim Pringsheim sifir dizisidir. Bu durumda, |L|<|X|

- e (0

=

ve (5.6) esitsizliginden her X eW; icin

bl a4 5 0

dir. Toplanabilir, homojen iki degiskenli f fonksiyonu
f(x)=aL+[[a(st)x(st)dsdt
11

olarak tanimlansin. f fonksiyonu W,;' uzayinda siireklidir ve

1 00,00

[f<la+4> > @, (a.p)

k,1=0,0

elde edilir. (5.4) esitsizligi kullanilirsa

s t dsdt

B — 8
H'—-S
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integrali mutlak P —yakinsaktir.

Teorem 5.6. 3) Eger f fonksiyonu w, uzaymnda bir fonksiyon ise her x € w, icin

f(x)=aL, + z A X (5.7)
k=11
olacak sekilde a reel sayis1 ve a = (ak,l ) cift dizisi vardir ve
Z ¢k,| (a’ p) <
k,1=0,0
dir.
4) Eger a bir reel say1 ve Z ¢, (a, p) <o olacak sekilde o =(ak'|) bir cift reel

k,1=0,0

dizi ise bu durumda

f(x)=aL,+ f A X

k,1=1,1

olacak sekilde

Lo
I¥l<lal+4" > éi (e p)

k,1=0,0

normu ile W;) uzayinda bir f fonksiyonu tanimlanir ve her X € W;, icin

f(x)=aL,+ f A X

k,1=11
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cift serisi mutlak P —yakimsaktir.

ispat. x=(x,,) cift dizisi verilsin. k <s<k+1ve | <t<l+1; k,1=123,... igin
X (s,t) =X,

es fonksiyonu tanimlansin. Tek boyutlu duruma benzer sekilde, L. =L ve

1
X'l <[ x| <47 |x

olacak sekilde w, ile W, nin W’ lineer alt uzay: arasinda bire-bir bir esleme vardr.

Boylece, W; uzayinda alinan bir f fonksiyonu igin

olacak sekilde W,;' de toplanabilir ve homojen bir f* fonksiyonu tanimlansin.

Nachbin teoreminden [6],

f D, (a*, p) <o

k,1=0,0

olacak sekilde a reel sayisi1 ve (1,00)><(1,00) arahginda tamml reel degerli "

fonksiyonu vardir. Her X € W:) icin

k+11+1

o, = .[ _[a*(s,t)dsdt

oldugundan
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f(x)=f"(x")=aL.+[[a"(s,t)x"(s,t)dsdt

B —— 8
B X1

=al,. + D, &%,
k,I=11

olur ve her a =(g,, ) igin

,0

Ooz b (@ p)< % Dy (0‘*’ p)

k,1=0,0 k,1=0,0

dir. Bu durum, teoremin 3. kismimi ispatlar. Iki boyutlu Holder’in [16] ve

Minkowski’nin [24] esitsizliginden, 2. kisimdaki gibi,

f(st)=alL+ f A X
k,1=11

00,00

<laL]+ ). ‘akllxk],
1

k,I1=1,

1 00,00
<[aL|+4%[x] 2. 4,

k,1=0,0

1 4w
s||x||[|a|+4p § a,.]
k,1=0,0

elde edilir. Boylece, (5.7) esitsizliginden W,;' uzay1 tizerinde tanimli toplanabilir ve

homojen f fonksiyonu

1 0w
[Fl<lal+4" >

k,1=0,0

olarak elde edilir. O halde, (5.7) esitisizligindeki seri mutlak P —yakmsaktir. Bu

sonug Teorem 5.6.” y1 ispatlar.



BOLUM 6. iKi DEGISKENLiI OLCULEBILIR FONKSiYONLAR
ICIN ISTATISTIKSEL PRINGSHEIM
YAKINSAKLIK VE TOPLANABILME

6.1. Au — Cift Istatistiksel Yakinsakhk ve Kuvvetli Cift Toplanabilme

Bu bolumde, istatistiksel yakinsakliklik kavramini genellestirmek i¢in (1,00) x (1, o)
arahiginda Lebesgue anlamimda iki degiskenli Olgiilebilir reel degerli h(z,v)
fonksiyonu goz Oniine alinarak, Au—cift toplanabilme ve Au—cift istatistiksel

yakinsaklik kavramlar1 tanmimlanmistir. Ayrica, bu tamimlar kullamilarak bazi
kapsama bagintilar1 sunulmus ve literatiirde var olan sonuglarin en genel hali

verilmistir [61].

Bu bolimde, (kel,,leJ,) ifadesi yerine (k,I)el,, ve A,, =4, 4, gosterimi

kullanilacaktir.

Tamm 6.1.1. h(z,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. Eger

1
P— lim —[[|h(z,0) - L|dzdv =
m,'nTwmnw (r,v)-L|dzdv =0

ise h(r,v) fonksiyonu L sayisma kuvvetli ¢ift toplanabilirdir denir ve

P
[V],~limh(z,v) =L veya limh(z,v)—~>L[V], ile gésterilir. Bu durumda, kuvvetli

cift toplanabilir fonksiyonlarin uzay1 [V ]2 olarak tanimlanir.
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Tanmm 6.1.2. A, € A ve h(r,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. Eger

m n

P—1im - [ [ |hz.v)-L|dedo=0
mn=>e ﬂ‘m,n M—Jp +1 n—p, +1

ise h(r,v) fonksiyonu L sayisina kuvvetli Au—cift toplanabilirdir denir ve
P
[V, 4, u]-limh(z,v) = L veya limh(z,0) > L[V, 4, u] ile gosterilir. Kuvvetli Au—

¢ift toplanabilir fonksiyonlarin uzayi [V,ﬂ,,u] olarak tanimlanir. Eger A . =mn

m,n

almirsa, [V,ﬂ,, ,u] uzayi [V]2 > ye indirgenir.

Tanmm 6.1.3. A kiimesi (1,oo)><(1,oo) araliginin 6lgiilebilir bir altkiimesi olsun. | . |

ifadesi belirtilen kiimenin Lebesgue dl¢climini gostermek lizere eger

P—IrinT%{(r,u):rﬁm,ugn:(r,u)eA}‘:O,

ise A kiimesi sifir dogal yogunluga sahiptir denir.

Tanm 6.1.4. h(z,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. |-| ifadesi Lebesgue

Olcimuni gostermek Uzere, eger her £ >0 icin

1 _ _ ) )
P_ml,!]rl]oo% {(r,u).rﬁm,ugn.|h(r,u) L|25}‘—0

ise h(r,v) fonksiyonu L sayisma gift istatistiksel yakinsaktir denir ve

P
S; —limh(z,v) =L veya h(r,u)—)L(Sf) ile gosterilir.

Tamm 6.1.5. h(z,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. |-| ifadesi Lebesgue

Olcimini gostermek Uzere eger her & > 0igin
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P— lim N {(T,U)E lon :|h(T,U)—L28|}‘=0

m,n—oo ﬂ“m .

ise h(r,v) fonksiyonu Lsayisma Au—gift istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

P
durumda, S,*—limh(z,v)=L veya h(z,0)>L(S,A,u) ile gdsterilir. Eger

Ann =MN alinirsa, (S,/i, /J) uzayl S, uzayna indirgenir.

Tamm 6.1.6. h(r,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. |-| ifadesi Lebesgue

Olgtimiinii gostermek tizere eger her & >0 i¢in

0

P—ml’irﬂw% {(r,u):r <m,u< n:|h(z',u)—h(z'o,uo)| Ze}‘

olacak sekilde 7,=7,(¢)>1 ve v, =v,(¢)>1 reel sayilar1 varsa  h(z,0)

fonksiyonuna cift istatistiksel Cauchy fonksiyonu denir.

Tanmm 6.1.7. h(z,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun ve |-| ifadesi Lebesgue

Olcimuni gostermek Uizere eger

P lim = {(z.,v):z<mu<nilh(z,0)| 2 R}\zo
m,n—o IMN

olacak sekilde R pozitif reel sayisi varsa h(z,v) fonksiyonuna cift istatistiksel smirli

fonksiyon denir. Cift istatistiksel sinirli fonksiyonlarin uzay1 Ei ile gosterilir.

Teorem 6.1.8. iki degiskenli h(z,v) fonksiyonunun cift istatistiksel yakimsak olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul h ( T, U) fonksiyonunun ¢ift istatistiksel Cauchy olmasidir.
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Ispat. h(r,u) fonksiyonu c¢ift istatistiksel yakinsak ise ¢ift istatistiksel Cauchy

oldugunun ispat1 adi yakinsaklik durumundan asikardir. Diger taraftan h(z,v)

fonksiyonu ¢ift istatistiksel Cauchy olsun, fakat istatistiksel yakinsak olmasin.
h(z,v) fonksiyonu gift istatistiksel Cauchy oldugundan her & >0 icin

mlvirgw% {(r,v):rs m,v < n:‘h(r,u)—h(ro,uo)‘<g}‘:l

olacak sekilde 7,=7,(&)>1 ve v, =0,(&)>1 reel sayilart vardir ve h(z,v)

fonksiyonu ¢ift istatistiksel yakisak olmadigindan

mlj]rllm% {(r,u):rﬁ m, v < n:‘h(r,u)—L‘>g}‘:l

olur. Dolayisiyla, eger ‘h(r, v)- L‘ <§ ise

‘h(r,u)—h(ro,uo)‘ < Z‘h(r,u)— L‘ <&
oldugundan

mI,E]Tm% {(r,u):rs m,v < n:‘h(r,u)—h(ro,uo)‘ >g}‘:0

elde edilir. Buna denk olarak

mlvirgw% {(r,u):rs m,v < n:‘h(r,u)—h(ro,uo)‘>g}‘:1

olur ki bu da varsayimla ile gelisir. Bu sebeple, h(z,v) fonksiyonu cift istatistiksel

yakinsaktir.
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Teorem 6.1.9. Eger h, :(1,oo)><(l,oo)—>R ve h, :(l,oo)x(l,oo)—) R iki degiskenli

fonksiyonlar1 var ve asagidaki dnermeler saglaniyorsa,

1) h(z,v)=h(z,0)+h,(z,0),
2) lim hl(r,u)=L,

7,00

.1
3) Ilim —li(r,v):c<muou<n:h,(r, 0;|=0,
) Jim — {(z.0):r<muo<n:h,(7,0)# H

4) Eger h fonksiyonu cift istatistiksel sinirlt ise, hemhl(r,u) fonksiyonu hem

de h,(7,v) fonksiyonu ¢ift istatistiksel smrhdur,

iki degiskenli h(z,v) fonksiyonu L sayisina istatistiksel yakmsaktir denir.

Ispat. S, —limh (r,v)=L ve pozitif tamsayilarin bir (Qp) dizisi p=12,3,..

olmak Uzere
2Qp < Qp+1

olsun. Eger m,n>Q, ise

1
—N(z,0):c<muo<n:|h(r,0)-L{>2P}<27?P
mn{(rv) r<muo<n:|h(z,0)-L|> }‘<
olur. h(z,v) fonksiyonu asagidaki sekilde tammlansm. Eger min{r,0}<Q, ise

h (7,0)=h(z,0) dir. Eger Q,<7<Q,,; ve Q,<v<Q,,, ise h(z,v) fonksiyonu

h(z,v), |h(r,0)-L[<2 ™" jse,

T,0)= .
L(e0) L ‘h(r,u)—L‘ZZ_m'"{p’q} ise,
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olarak tanimlansm. Son olarak, h,(z,v)=h(z,v)—h(z,0) olsun. Bu durumda
h(z,0)=h(z,0)+h,(7,0) kosulu saglanacaktir. Her £>0 icin 2" <& olacak
sekilde bir p, reel sayisi segilsin. Buradan eger p=>p, icin (1,00)x(1,00) arahig

Q, <min{z,v}<Q,,, ise

‘h(r,v)—L‘SZ"p<g, ‘h(r,u)—L‘SZ"p ise,
IL-L|=0 , |h(z,0)-L|>27" ise,

o1
dir. Eger 7,0> on ise

‘hl(r,u)—L‘<g

olur. Boylece, h(z,0) fonksiyonu L sayisma yakmsar. Ayrica, h,(z,0)=0

oldugundan, eger min{z,v} <Q, ise h,(z,0)=0 ve p,q=1 icin
Qp Sz-SQp+l Ve Qq SUSQqul
ve z=min{p,q} olsun. h (z,v) fonksiyonunun tanimmdan

{(z.v):zr<mve v<n:h,(z,0)=0}
={(T,U):QZ <r<mveQ, SUSn:‘h(T,U)—L‘>2_Z}

zUl {(r,u):

S| uf(z.0):Q <v<Q, veQ <v<n:|n(r,v)-L|>27}

<mveQ,<v<Q.,:

h(r,u)—L‘>2‘s}

— 0
IA
|

elde edilir. Ayrica, p=1,2,3,... igin 2Q, <Q,,; oldugundan, eger m,n>Q, ise

% {(r,v):rsm,ug n:|h(r,v)-L| >2*’)}‘<2*2p
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dir. Bu durumda, z=min{p,q} — o icin veya buna denk olarak m,n — o icin

1 1 Q i
— ). T< < :h 0 S+1225 s+122s
mn{(z‘u)r mve v<n (z'u;t}‘ Zl‘[ +n }
Q Q —Zs —1—
<22 == |$h)
o e
S2_22+2_Z+l—)0
olur.

Teorem 6.1.10. A=(4,,)€A ve h(r,v) iki degiskenli fonksiyon olsun. Bu

durumda

1) [V,A,u]=(S,4, 1) dir ve kapsamanin tersi saglanmaz,
2) Eger h(r,v) fonksiyonu smiwrl ve S -limh(r,0)=L ise

[V, 4, u]-limh(z,v) =L dir ve eger h(r,v) fonksiyonu sabit degil ise

[V]2 —limh(z,v) = L dur.
Ispat. 1) £>0 ve [V, 4, u]-limh(z,0) = L olsun. Bu durumda

[ InGz,0)-L]drdv> | Ih(z,0) - L|dzdv

(z.w)eln, (r.0)elpq N (z.0)-L]ze

>el{(r0) el,, :|h(r.0)-L|> g}\

olur. O halde, [V, 4,u]-limh(r,v)=L, S{*—limh(z,v)=L elde edilir. Ayrica,

h(z,v) fonksiyonu

h(m):{w, m— 7, +1<r<mn—m +1<v<nise,

0 , diger durumlarda,
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ile tanimlansm. Bu durumda, h(z,v) fonksiyonu smirli bir fonksiyon degildir ve her

O<e<ligin

p
P lim —2l{(z,0) €1, :[h(r,0) -0 > &]| =P~ lim X2 —g

m,n—o0 ﬁ“m N m,n—o0 ﬂ“m N

olur. Bu durumda, S7* —limh(z,0) =0 dir. Diger yandan

P—1im —— [ [ |hz,0)-0]drdv=co

m,n m-A,+1n—z, +1

elde edilir. Yani h(z,v) [V, 4, ] dir.

2) S —limh(z,0) =L ve h(r,v) fonksiyonu smirl bir fonksiyon olsun. Bu

durumda her z,v igin |h(z,u)—L| <M dir. Her &> 0 igin

. |h(r,u)—L|drdU:% [ |hev)-Ldrdo

m,n (z,0)elp, m.n (z,0)elyq.h(z.0)-Lze

[ |hew)-Ldedo

m,n (r,u)elmvn ,‘h(‘r,u)—L‘<£

< iﬂ‘{(z’,u) el,,:

m,n

h(T,U)—L‘ZEH-I—E

y)
oldugundan [V,i,,u]— limh(z,v) = L elde edilir. Ayrica, her m,n igin —— <1 sart1
mn

kullanilirsa
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mn M=/ N— 4y
%H(h(r,u)—L)drdu:% ! Jj(h(r,u)—L)drdu+%(w)-[lmvn(h(r,v)—L)drdu
m—Ap, N—x,
< L[ () - Udedo+ - In(z,0)L]dzdo
/1m,n 1 1 ﬁ“m,n (z.0)elyn
2
3/1 j ‘h(r,u)—L‘drdu

m,n (z,0)ely o

elde edilir. Sonug olarak, [V, 4, u]-limh(z,0) = L oldugundan [V ], -limh(z,v) = L
dir.

A
Teorem 6.1.11. S, < (S, 4, &) olmasi i¢in gerek ve yeter sart P— lim inf—=>0
m,n—ow mn

olmasidir.
Ispat: Her &> 0 icin

{TSm,uSn:|h(z',u)—L|25}D{(z',u)e ln :|h(r,u)—L|Zg}

dir. Dolayisiyla,

% {rS m,v < n:|h(r,v)— L| Ze}‘ 2%‘{(2’,0)6 In :|h(r,u)— L| 25}‘

> fmn 1 ‘{(T,U)E'm’n Z|h(‘[,U)—L|28}‘

m,n

ifadesinin m,n — o iken Pringsheim anlaminda limitini gostermek icin

y) P
P— lim inf —~>0 sart1 géz Oniine alinmaldir. Bu ise h(T,U)—)L(Sf) ve

m,n—o0 mn

P
h(zr,v) >L (S, A ,u) olmasini gerektirir.
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A A n
Tersine, P— lim inf =2 =0 olsun. ;k<_i olacak sekilde (mj) ve (nk)
mn>® MmN m;n.  jk

indisleri secilsin,

h( ) 1 (r,u)elm,n ,j=k=12,..1ise,
T,0)= I
0, diger durumlarda,

olacak sekilde bir h(z,v) fonksiyonu tanimlansmn. h(z‘,u)e[V]2 oldugundan

h(z,v)eS,; olur. Diger yandan h(z,v)&(S,A,u) ve Teorem 6.1.10° un (2)

m,n

sikkindan dolay1 h(r,u)e[V,ﬂ,,u] olacagindan P — lim inf >0 olur.

m,n—o0 mn

Tamm 6.1.12. A, u€ A ve p reel bir say1 olsun. Eger

P—tim = [ [ |h(z.0)-L] dedv=0
ﬂ‘mn m—A,+1n—p,+1
' Hn
ise iki degigkenli h(z,v) fonksiyonu L sayisma kuvvetli A, —cift toplanabilirdir
denir ve [Vp,ﬂ,,,u]—lim h(r,u)zL ile gosterilir. Eger A, =m,u, =n alinirsa
[Vp,/l,,uJ uzay1 kuvvetli p—Cesaro toplanabilir fonksiyonlarm uzayi [Vp] ile

cakisir.

Asagidaki teoremlerin ispatlar1 Teorem 6.1.10° da kullanilan ispat metodu ile

benzerlik gosterdigi i¢in ispatsiz olarak sunulmustur.

Teorem 6.1.13. 1< p < olsun. Eger iki degiskenli h(z,v) fonksiyonu L sayisma

kuvvetli A, —cift toplanabilir ise L sayisma Au —cift istatistiksel yakmsaktir.
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Teorem 6.1.14. 1< p<oo olsun. Eger iki degiskenli h(r,u) smirh fonksiyonu L
sayisina  Au —cift istatistiksel yakmsak ise L sayisma kuvvetli A, —gift

toplanabilirdir.

6.2. 1ki degiskenli Olgiilebilir Fonksiyonlarin Au — Cift Asimptotik Istatistiksel
Denkligi

Bu bolumde, Au —cift asimptotik istatistiksel denklik ve kuvvetli Au —¢ift asimptotik
denklik kavramlar1 ¢(r,v) ve h(r,v) fonksiyonlar1 g6z ©&niine almarak
tanimlanmustir. Bu bolim boyunca, g(z,v) ve h(r,v) fonksiyonlar: (1,00)x(1,0)

arahigi tizerinde tanimli iki degiskenli reel degerli Olctlebilir fonksiyonlar olarak
kabul edilmistir. Ayrica, yeni tanimlanan bu iki metot arasindaki iligski incelenmis ve

fonksiyonlar teorisinde 6nemli olacak temel sonuglar elde edilmistir [62].

Tamm 6.2.1. g(r,0) ve h(r,v) fonksiyonlar: iki degiskenli fonksiyonlar olsun.
Eger

ise g(r,v) ve h(r,v) fonksiyonlar1 L sayisina kuvvetli ¢ift asimptotik denk
WL

fonksiyonlardir denir ve g(z,v) ~ h(r,v) ile gosterilir. Eger L=1 ise g(zr,v) ve

h(z,v) fonksiyonlar1 kuvvetli asimptotik denktir.

Tamm 6.2.2. 1,z A, g(zr,v) ve h(zr,v) iki degiskenli fonksiyonlar olsun. Eger

) 1 m n

P—lim — _[ J'
m,n—ml

m,n m-A,+1n—p,+1

M— L{dzdo =0
h(z,v)
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ise g(r,0) ve h(zr,v) fonksiyonlar1 L sayisina kuvvetli Au —cift asimptotik denk

W,
fonksiyonlar denir ve g(z,v) ~ h(z,v) ile gosterilir.

Tammm 6.2.3. g(r,v) ve h(r,v) iki degiskenli fonksiyonlar olsun || ifadesi

Lebesgue dlclimiini gostermek (izere eger her & >0 igin

] 1
P— lim —
m,n—© MmN

{(r,u):rﬁm, v<n:

9(m.v) _ Li>e
h(z,v)

ise g(r,v) ve h(r,v) fonksiyonlar1 L sayisina ¢ift asimptotik istatistiksel denk

S
fonksiyonlar denir ve g(z,v)~ h(z,v) ile gosterilir.

Tamm 6.2.4. A, ueA ve g(r,v) ve h(zr,v) iki degiskenli fonksiyonlar olsun. | . |

ifadesi Lebesgue dl¢imiini gostermek Uzere eger her & >0 igin

ise g(r,v) ve h(r,v) fonksiyonlar1 L sayisma Au—cift istatistiksel denk

9(z.0) |
h(z,v)

P fim -1 =0
m,n—oo ﬂ'm,n

{(T,U) el ,:

L
Siu

fonksiyonlar denir ve g(z,v) ~ h(z,v) ile gosterilir.
Ornek 6.2.5. iki degiskenli g(z,v) ve h(z,v) fonksiyonlar1

v, m—log(4,)+1<7<m, n—log(x,)+1<v<nise,

g(T,U)Z{

2, diger durumlarda,

h(z,0) =2 olacak sekilde tanimlansm. Her 0 < & <1 igin
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P— lim S
m,n—»o ﬂm,n

g(r,u)_l‘>g b tim (log(4,) +1)(log (1, )+1)
he,o) T |

, o
{(r v)el,, Jim .

=0

SL

dir. O halde g(z,0) ~ h(z,v) olur.

Tamm 6.2.6. A, € A ve g(r,v) ve h(r,v) iki degiskenli fonksiyonlar olsun.

1 m
Con =m—I

>

C

olmast durumunda {(m,n)eNxN:|C_ —L|=0} ise g(z,v) “h (7,v) dir.

Teorem 6.2.7. A, €A ve g(z,0) ve h(z,v) fonksiyonlart (1,00)x(1,) araliginda

tanmiml1 iki degiskenli reel degerli 6lcllebilir fonksiyonlar olmak Gzere

Wt St

1) Eger g(z,v) j-#h(r,u) ise g(z,0) ~ h(z,v) dir ve Wﬂ; , St

4 DN uygun

(proper) alt kiimesidir.
i

2) 9(z,v) ve h(z,v) smirh fonksiyonlar olmak iizere egerg(z,v) ~ h(z,0) ise

L
Wy,

A

d(z,v) ~ h(z,v) dir. Ayrica, g(r,v) ve h(r,v) fonksiyonlar: sabit degil ise

3

g(z,0)~h(z,0) dir.

L
W),

Ispat. 1) Her &>0 ve g(z,v) ~ h(z,v) olsun. Bu durumda
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J 9.0) e > ‘g(r'u)—Ldrdu
(z.w)ely h(T’U) { 9(z.0) h(T’U)
(T,u)elmn&h(rvu)—LZg}
>¢ {(r,u)e L - ﬁET’U;—L 25}
7,0

L SI7

Olr ve g(r.v)~h(rv) =g(r.v)~h(rv) dir. g(r,v) ve h(rv)

fonksiyonlarmi asagidaki gibi tanimlansin;

-5 _ 5 .
g(r,u):{w’ m-§/2, +1<c<mn-§u, +1<v<n ise,

5, diger durumlarda,

ve h(z,0)=5. Her 0<&<1 icin

P— lim i

m,n—o0 ﬂ’m 0

{(r,u) el

L
st

dir. Dolaysiyla, g(z,v) ~ h(z,v)) olur. Fakat

g(z,v)

h(ro) -

drdv =

) 1 m n

P— lim j j
m,n—mﬂ

m,n m—A, +1n—u, +1

oldugundan g(7,v) ve h(z,v) fonksiyonlar1 kuvvetli Au— gift asimptotik denk
fonksiyonlar degildir.

L
S/Ml

2) g(r,u)~h(r,u) olsun. Ayrica g(r,u) ve h(r,u) fonksiyonlar1 sinirlt

g(r,u)_
h(ro) -

oldugundan her z,v igin <M dir. Her &>0igin




! [ 9(50) | gpdp = L [ 9(50) |l 4rdo
Aon (2| D(7.0) A h(z,v)
(r.0) ~ Ja(z.v)
{(‘r,u)elm‘n.h(ryu)—LZa}
- [ 9(20) || 47do
ﬂ’m n } h(T’U)

L
Wi

elde edilir. Dolayisiyla, g(z,v) ~ h(z,v) dir. Ayrica

m n M=/ N— 4y
i”g(r’u)—Ldrdu:ij | 9(5.0) _ 47do
mn ;1 |h(z,v) mn 1 1 [h(z,0)

£ 9(22) | lid0
mn (z.0)elyn h (T’ U)
M=2m N—4,

<] J.g(r'u)—Ldrdu
ﬂ’mn 1 q h(T’U)
f [ ‘g(r’“) Ldzdo
ﬁ’m,n (z.0)elpn h(T'U)

< 2 g(T’U)—Ldz'du
Z’m,n (r.0)elyn h(T,U)

L L
Wl,u Cz

olur ki g(z,0) ~ h(z,0) oldugundan g(z,v) ~ h(z,v) dir.

A :
Teorem 6.2.8. Eger A, z€ A olmak tizere P—liminf —=>0 ise
m,n mn

st Sk,

g(z,v)~h(z,0)=g(z,0) ~ h(z,0)

dir.

90
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Ispat. Her £ >0 icin

<m,v<n (T’U)— >evod(r,0)e ; (T’U)— >¢

{r < g(w) L_} {(,) 'm"'ﬁ(r,) L_}

dir. Ayrica

! <m <n'g(T’U)— >¢ > 1 T,0)e _g(r,u)_ >g

%{1_ e 7,0) H* }_mn{(’) Im"'h(r,u) L_}
Zlm'n 1

19(z0) |5,
|h(z,0) H= }

elde edilir. P— lim inf—=> 0 kosulunu kullanarak m,n — oo icin limit alinirsa
m,n—o0 mn
i

g(z,v) ~h(z,v) olur.

m,n

Teorem 6.2.9. Eger A, €A ve P—lim =1 ise

m,n mn

L
S/{,u S L

g(z,0) ~ h(r,v)=g(z,0)~h(z,0)

dir.

m,n

Ispat. >0 olsun. P—lim

=1 oldugundan
mnmn

A
ﬂ—J.‘<é ve m,n> polacak
mn 2

sekilde p e N reel sayisi verilsin. Bu durumda her £ >0 ve m,n> pigin



92

%{rﬁm,uﬁn: g(r,:j))_l_ 28}
=%{rﬁm—ﬂm,uSn—yn: ﬁg::g;—L 25}
+%{(r,u)elmn: ?]((::U))—L 25}

31—(1—2}%{(7,0)@” ﬁé:ii—l_ 25}
6 1 J9@0) |y
_E+%{(7,u)elmn. h(r,u)_L _5}

bagmtisindan ¢ (r,u)i h(z,v) bulunur.

Teorem 6.2.10. 1, ,=[m-A4,+1m] ve/veya J =[n—u,+1n] araliginda
A=Ay =ty Ve 1. =[m=& +1m] velveya J =[n-v,+Ln] araliginda
&=C&nn=6&nY, olsun. Ayrica, A,u,5,veA ve mneN igin 4 <& ve u <V,
olsun. Bu durumda, asagidaki kosullar saglanir.

Sk sk,

1) Eger P—liminf ;}“‘” >0 ise g(z,0) ~ h(r,0)=g(7,0) ~ h(z,v) dir.

m,n
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2) Eger P-liminf mr <1, I|m|nf§—m<1, ve liminf—~<1 ise
m.n j’m,n m ﬁ'm n H
S5 Siu

g(z,v)~h(z,0)=g(z,0) ~ h(z,0) dir.

. - !
Ispat. 1) mneN icin4, <&, , u, <v, ve P—Iliminf /=% >0 olsun. Bu durumda

m,n

her ¢ >0 igin

L L
S S&y

olur. O halde, g(z,v) ~ h(z,0)= g(7,0) ~ h(z,v) dir.

&

2) g(z,0)~h(z,0) olsun. Ayrica, P—liminf=""<1, Iiminf§i<1, ve

m,n m

- - V *
liminf —~ <1 kosullar1 saglansmn. 1, <1 oldugundan her £>0 ve (m,n)eN
", ’ '

icin



s (z.0)ely,: 9(r0)_ ¢

T " (o)

_ 1 (z.0)eln,: g(r,v)_ng

ﬂ’m,n | h(T’U)

1 m_,1m+1<TSm—§m: g(f’u)_L > e
m,n &n_ﬂn+1<l)§n_v h(T1U)

g(z,0)

S/I | {(r,u)e [ h(r,0) ZeH
LM =8 ~(m =2, +1) [ [(=v)~ ("=t +1)]

-L

j’m,n
. (m-&-m+4,-1) (n-v,—n+u, -1)
B z Hr

L L
ng Sl;z

elde edilir. Sonug olarak g(z,v) ~h(z,0)= g(z,v) ~ h(z,v) dir.
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BOLUM 7. iKi DEGISKENLiI FONKSiYONLARIN iDEAL CiFT
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

7.1. Iki Degiskenli Fonksiyonlarin 1, - Au—Cift Istatistiksel Yakinsakhg1

Bu bolimde, Z, = P(NxN) uygun bir ideal olmak tizere, kuvvetli [V, 2, u](Z,)-

¢ift toplanabilme ve Z, — Au— ¢ift istatistiksel yakmsaklik kavramlari (L) x (L,%0)
arahiginda Lebesgue anlamimda iki degiskenli Olgiilebilir reel degerli h(z,v)

fonksiyonu goze almarak tanimlanmistir. Ayrica bu iki yeni kavram arasmdaki iliski

de incelenmistir [63].

Tamm 7.1.1. h(z,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun ve || ifadesi Lebesgue

Olcimini gostermek Uzere her £ >0 ve 6 >0 igin, eger

{(m,n)eNxN:%{TSm,USn:‘h(r,u)—L‘ZgHZé'}eIZ

ise  h(r,v) fonksiyonuna Z,—cift istatistiksel yakinsaktir denir ve

SZ(Z,)-limh(z,v)=L veya h(r,u)—P> L(Sﬁ (Iz)) ile gosterilir.

Tamm 7.1.2. A,u€A ve h(r,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun ve | . | ifadesi

Lebesgue dlctimuni gostermek tzere her £ >0 ve 6 >0 igin, eger

{(m,n)eNxN:%‘{(r,u)e Lo : h(r,u)—L‘Zg}‘2§}eIZ

m,
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ise h(z,v) fonksiyonu L sayisma Z,—Au—cift istatistiksel yakmsaktir denir ve

S{*(Z,)~limh(z,u)=L veya h(r,u)—P> L(S,f”(Zz)) ile gosterilir.

Tamm 7.1.3. A,y Aveh (r, u) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. Eger

1
IZ—mlvlnrgw%H‘h(r,u)—L‘drdu:O

ise h(z,v) fonksiyonu L sayisina kuvvetli Z,—cift toplanabilirdir denir ve

h(r,u)—P> L[C.11](Z,) ile gdsterilir.

Tamm 7.1.4. A, € A ve h(r,v) iki degiskenli bir fonksiyon olsun. Eger

m

T,-Jim = [ [ |n(z,0)-L|drdv=0

m,n m—A,+1n—g, +1

ise  h(r,v) fonksiyonu kuvvetli Z,-Au—cift toplanabilirdir denir ve

P

h(z,0)—>L[V,4,u](Z,) ile gosterilir.

Teorem 7.1.5. A,ueA ve (Loo)x(Loo) aralig: iizerinde tanimli iki degiskenli

Lebesgue anlaminda dl¢iilebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1) h(r,u)—P>L[V,/1,,u](Iz):>h(r,u)—iL[S,f"](Iz) dir fakat tersi dogru
degildir.
2) Eger h(r,v) fonksiyonu sl ve h(r,u)—iL[Sé"](Zz) ise

P

h(z,0)> L[V, 4 4](Z,) ve h(z,0)->L[C,L1](Z,) dir.
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Ispat. 1) Her £>0 ve h(z,0)—>L[V, 4, x](Z,) olsun. Bu durumda

[ Ihz,0)-L|drdo> | |h(z,0) - L|dzdv
(r.)elyn (r.0)ly o |n(z,0)-Lze
>el{(r,v) el,, :|h(r.0)-L|> g}\

olur. Boylece her 6 >0 igin

! ‘(r,u)elm'n:h(r,u)—L‘Ze‘Zé‘: 1 I ‘h(r,u)—L‘drduZaﬁ

m.n mn (z.0)ely,

yazilir. Ayrica

1

{(m,n)eNxN:;L

m,n

1
c{(m,n)eNxN.i {(,UJ. ‘h(r,v)—L‘drdu}Ze§}

m,n W)Elyn

H(r,u) el,,:

h(r,u)—L‘Zs}‘Zé}
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P
olur. Burada, sag taraftaki kiime Z, idealine ait oldugundan, h(z‘, U)—> L(S,f“ (Iz))

olur. Diger taraftan (S,f” (Iz))g L[V,/”t,,u](Iz) oldugunu gostermek i¢in Z, bir

ideal ve A e Z, sabit olsun. h(z,v) fonksiyonu da asagidaki gibi tanimlansin.

v, m—[3 lm}rlsfsm,n—[i/y_n]+lsU£n;(m,n)eAise,

h(z,v) =1 v, m—[(ﬂ,m)z}tlsfs m,n—[(,un)z}tléué n;(m,n)e Alise,

0, diger durumda.

Bu durumda 0 < & <1 olacak sekilde her £>0 ve (m,n)¢ A igin



i,n ‘{(TU) &l :|n(z,0)-0) 25}‘ _ 3/:;:“

Pringsheim sifir dizisi elde edilir. Boylece her 6 >0 ve i, € N igin

1

\{(T,U) el

m,n)eNxN: 1
A

m,n

h(r,u)—O‘Ze}‘Zé}

C{Au((NxN\A)ﬁ(({l,Z,"wio—1}XN)U(NX{1121“'J0_1})))}
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olur. Z, ideali kuvvetli ideal oldugu i¢in, kapsama bagmtisinin sag tarafindaki kiime

P
7, idealine ait olur. Boylece h(r,u)—)O(S,f”)(Zz) elde edilir. Diger yandan

P— lim

lim = [ |p(e0)-Ldrdv=co

m,n (z,0)eln,

olur ki h(r,u)io[v,z,y](zz) dir. Eger AeZ, sonlu ise h(r,u);O(S,f")(Iz)

dir.

Sonug olarak, Z,—(A,u)—gift istatistiksel yakinsakhign,

istatistiksel yakinsakliktan daha genel oldugu gorulur.

(ﬂ,,u)—gift

P
1) h(r,v)—> L(S,f” (Zz)) ve h(z,v) smirh bir fonksiyon olsun. Her 7 ve vigin

Ih(z,0)—L|<M dir. Bu durumda & >0 igin

1

[ |hz.0)-L|drdo= L | Ih(z,0) - L|dzdv
m,n (z,0)elp, m.n (z,0)elyqh(z.0)-Lze
+/11 [ |hEv)-Ldrdo

m,n (r,u)elmvn ,‘h(‘r,u)—L‘<£

< iM ‘{(z’,u) el,,:

m,n

h(T,U)—L‘ZEH-I—E



dir. Ayrica

{(z.0) €0,

1
{(m,n)eNxN./1

m,n

h(z,v)- L‘}‘zﬁ}: A(s)e T,

olsun. Eger (m,n)eNxN\A(¢)ise

mn (z,0)eln,

durumda,

1

{(m,n)eNxN:l J. ‘h(r,u)—L‘drdu>23}c A(e)

m,n (z,0)ely o

ve h(z,0) > L([L, 4, 1](Z,)) elde edilir. Buna ek olarak

L flh dedo=—2"{ { |h L|dzd
o= -
1

+—= [ |h(zv)-L|drdo

m,n

bulunur.

<1 oldugundan asagidaki bagint1 saglanir:

{(m,n)eNxN:i
mn

R —3

hh(r,u)— L|drdu > 45}
1

|

C{(m,n)ENXNZ A (T’U)J;Imn‘h(r,u)— L‘drduz 25}

Bu durumda, h(z,v) —» L[C,11](Z,) dir.

99

J‘ ‘h(r,u)—L‘drdU<25 olur. Bu
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Teorem 7.16. SZ(Z,)c=S/(Z,) olmast igin gerek ve yeter kosul

m,n

P— lim inf >0 olmasidir.

m,n—o0 mn

Ispat. h(z,v)eSZ(Z,)olsun. Her &> 0 igin

%‘{T <mv<n:|h(z,v)-L|> g}‘ > %‘{(ru) el :|h(z,v)-L|> g}‘

Zﬂ/ll ‘{(T,U)E I, :|n(z,0) - L|Z€}‘

m,n

. .4l . A
olur. Eger I|m|nfm/1—m=a ve I|m|nfnﬁ:b ise {(m,n)eNxN: m'”<a—b}
m n mn 2

sonludur ve her 6 >0 igin

l((r0)et,,:

m,n

{(m,n)eNxN:

h(r,u)—L‘ZeHZé}

c{(m,n)eNxN:%{rﬁm, USn:‘h(r,u)—L‘Ze}‘Z%bé'}

u{(m,n)eNXN: P <a_b}
mn 2

bagmntisi saglanir. Z, uygun bir ideal oldugundan h(z,v)eS;*(Z,) olacaktir.

. - ﬂ-’ ﬂ“m-n
Diger taraftan, SZ(Z,) ve P— lim inf—""=0 olsun. Bu durumda ;“<_i
mn-w MmN m;n, Kk

olacak sekilde (mj);ve (n),, indisleri secilsin ve j=k=12,..0lmak tzere

h(z,v) fonksiyonunu eger (7,v)€ | oldugu kosulda fonksiyon degeri 1; diger

durumlarda fonksiyonun degeri O olacak sekilde tanimlansimn. h(z‘,u) fonksiyonu

siirl ve ift istatistiksel yakmsak oldugundan h(z,v)eSZ(Z,) dir. Fakat h(z,v)
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fonksiyonu kuvvetli [V,A,,u](Iz)—g:iﬂ toplanabilir olmadigindan bu durum

m,n

P— lim inf
m,n—o0 mn

>0 olmasini gerektirir.

Teorem 7.1.7. S (Z,)N (% kesisim kiimesi £5 uzaymin bir kapali lineer alt
F 2 f, fe y

uzayidir.

Ispat. h . =h  (z,0)c= S (Zz)mézfx yakimnsak bir fonksiyon olsun ve h(z,v)e Ezfx
fonksiyonuna  yakmsasm.  h=h(z,0)eS*(Z,) oldugu  gdsterilmelidir.
h.€S#(Z,)n¢;  oldugundan r=123,.. ve s=123.. olacak sekilde
h. . (z,v) fonksiyonunun Z, — Au—istatistiksel yakinsadigi £, ; reel sayisi vardr.
Ik olarak (’Cr,s) dizisinin £ sayisina yakmsadigmi ve (1,0)x(1,00) araligimda
dlgiilebilir reel degerli h=h(z,v) fonksiyonunun £ reel sayisma yakmsak oldugu
gosterilecektir. Bu durumda, r,s=1,2,3,... i¢in (6‘,’5) Pringsheim anlaminda sifira

yakmsak olan ¢ift indisli dizisi olsun. Eger r,s> N, ¢ olacak sekilde pozitif N, ; reel

S

sayisi varsa, ||h| =Sup‘h(r,u)‘ <o olmast durumunda Hh_hr,s < 5;{,5 olur. Genelligi

bozmadan N, =rs ve 0<§<% olsun. Bu durumda A ve B kimeleri asagidaki

gibi tanimlanir:

h.s(7,0)- £

A:{(m’n)ENXN:%

m,n

{(f,u) el,,:

ve

hr+1,s+1 (T’ U) - L

r+1,5+1

B:{(m,n)el\1><l\l:/1i

m,n

{(r,u) el

> gr+1,s+1
4
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ANBe F(Z,) ve @ ¢ F(Z,) oldugundan (m,n)e ANB ve

1 <26<1

{(r,v) el

he(z,0)- L,

r,s

£
>y
4

> 8r+l,s+l
4

hr+l,s+l (T’ U) - £r+l,s+l

m,n

dir. P-lim4,,=% ve AnBeF(Z,) sonsuz kiime oldugundan dolayr A,,>5

olacak sekilde m,n reel sayilari secilsin. Bu durumda, (z,v)el iken

m,n

heo(z,0)— L, <% Ve |hyon(7,0) =Ly <% dir. Boylece
[’r,s _[’r+1,5+l < [’r,s _hr,s (T’U)‘-i_ hr,s (T’U)_hr+l,s+1 (T’U)‘-l_ hr+l,s+l(T’U)_Lr+l,s+l
= hr,s (T’U)_[’r,s + hr+1.s+1 (T'U)_Lml,sﬂ +Hh_hr,s +Hh_hm,sﬂ

gl’,S

< gr,s ‘9r,s gr,s =g,
4 4 4 4 ;

olur. Bu durumda, (Lirys) dizisi reel terimli bir Cauchy dizisidir ve m,n — o igin

Pringsheim anlaminda £, dizisi £ ye yakinsaktir. Her &£>0 icin gr,s<%’

|h-h,. <§ ve |£,  — L] <% olacak sekilde (r,s)eNxN varsa
iH(r,u) el i[h(z.0)-£|2 g}‘

< /11 {(r0) e by | (z.0) = £ [+ N=h |+ ]2~ £] 2

< 1 {(r,u)e Lot (7,0) - £, 2%}

m,n

olur ve her 6 >0 igin



103

h(r,u)—ﬁ‘zg}‘25}

{(m,n)eNXN:%n‘{(r,u)e I

m,

h(7.0)-£

c{(m,n)el\lxl\lzﬂi

m,n

{(r,v) .

elde edilir ve h(z,0) > £, (Sé“” (Iz)) sonucuna varilir.

L

1
Ornek 7.1.8. hr,s(T7U):(i] fonksiyonu Teorem 7.1.7° yi saglayan bir
TV

fonksiyondur.

7.2. iki Degiskenli Olgiilebilir Fonksiyonlar i¢in Z, -Lacunary Kuvvetli

Toplanabilme

Z, = P(NxN) uygun bir ideal olsun. Bu béliimiin ikinci kisminda, (1,00)x(1,0)
aralig1 tizerinde tanimli iki degiskenli 6lgtilebilir reel degerli h(r,u) fonksiyonu g6z

Oniine almarak Z, —cift lacunary istatistiksel yakimsaklik ve kuvvetli Z, —gift

lacunary toplanabilir fonksiyonlarin uzayi tanimlanmistir ve bu iki yeni metot

arasindaki kapsam bagmtilar1 incelenmistir [64].

Tamm 7.2.1. p(0)=0, t > iken a(t)=p(t)—pt-1) > ve q(0)=0, s—>wx
iken B(s)=0q(s)-q(s—1) > olacak sekilde @, ={p(t),q(s)} fonksiyonu artan

p(t) <1 qa(s)
pt+1) ' q(s+1)

bir ¢ift lacunary fonksiyonu tanimlansin. r — oo icin <1 ve

%sl olsun. p(1)<q@)<p(2)<q(2)<---<p(r-1)<q(r-1)<p(r)<q(r) dir.

Ek olarak p(t,s) = p(t)-q(s) ve a(t,s)=a(t)-S(S) olarak almir ve @, lacunary

fonksiyonu 1, ={(r,u): pt-D<r<pt)& q(s-)<v< q(s)}
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ety =LY sy =9E) e et 5)=t) 0(s)

pt-1) q(s—1)
olarak tanimlanir.

Tamm 7.2.2. O, ={p(t),q(s)} bir cift lacunary fonksiyonu, h(z,v) iki degiskenli

bir fonksiyon ve | . | ifadesi Lebesgue 6lgtimiinii gdstermek tizere, eger her& >0 igin

1 )‘{(r,u) el :|h(z,v)-L|> g}‘

ise h(r,v) fonksiyonu L sayisina lacunary ¢ift istatistiksel yakinsaktir denir ve

Se, —limh(z,v) =L ile gosterilir. Lacunary cift istatistiksel yakmsak fonksiyonlarm

kimesi [SQF} ile gosterilecektir.

Tamm 7.2.3. ©, ={p(t),q(s)} bir cift lacunary fonksiyonu ve h(z,v) iki degiskenli

bir fonksiyon olsun. Eger

1 p(t) a(s)
P—lim I h(z,v)-L|dzdv=0
tso= g(t, ) p(t-1) q(s-1)

ise h(r,v) fonksiyonu L reel sayisina kuvvetli lacunary ¢ift toplanabilirdir denir ve

[N@)FJ—Iimh(r,u)zL seklinde gosterilir. Kuvvetli lacunary cift toplanabilir

fonksiyonlarmn kiimesi [NGF ] ile gOsterilecektir.

Ornek 7.2.4. ©. ={p(t),q(s)} ¢ift lacunary fonksiyonu ve h(z,v) iki degiskenli

fonksiyonu
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o) =) a e T (ER): (mo)el dse,

0 , diger durumlarda,

olacak sekilde verilsin. Burada y(z,v), |, arahginda smirli fonksiyonlarin

t,s

koleksiyonu olsun. Bu durumda h(z,v) e [NGJ dir.
Tanmm 7.25. 7, c P(N X N) ideali bir uygun ideal olsun. Eger her & >0 igin
{(m,n)eNxN:|h(T,U)— L| 28} eZ,

ise h(r,v) fonksiyonu Pringsheim anlaminda L sayisina Z, —¢ift yakinsaktir denir

ve Z,— lim h(z,v) =L seklinde gosterilir.

7,00

Tamm 7.2.6. ©. ={p(t),q(s)} bir cift lacunary fonksiyonu, h(r,v) iki degiskenli

bir fonksiyon ve 7, ¢ P(Nx N) uygun ideal olsun. Eger her ¢ >0 ved >0 igin

{(t,s) e NxN: )

{(z.0) el :[hz0)-L|> |2 5} T,

ise  h(r,v) fonksiyonu L sayisma SZ(Z,)-yakmsaktir denir ve

p
Se, (Z,)— lim h(z,v) =L veya h(r,u)—)L(SéF (Zz)) ile gosterilir. Z, —lacunary

7,00

cift istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi Sép (Z,) ile gosterilir.

Tanm 7.2.7. ©. ={p(t),q(s)} bir ¢ift lacunary fonksiyonu ve Z, = P(NxN)

uygun ideal olsun. Eger her &£ > 0 icin
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1
a(t,s) ..

” |h(r,u)—L|>g}eI2

v)el g

{(t,s)eNxN:

ise h(r,v) fonksiyonu L sayisma N, (Z,)-cift lacunary kuvvetli toplanabilirdir
p
denir h(z,0)>L (N, (Z,)) veya N (Z,)- lim h(z,v)=L ile gosterilir. Gift

7,00

7, —lacunary kuvvetli toplanabilir fonksiyonlarmn kiimesi N, (Z,) ile gosterilir.
Ornek 7.2.8. N "nin baz1 sonlu R alt kiimeleri igin

T,={K cNxN:K =(NxR)U(RxN)}

ideali ve ©, ={(e‘,3S )} Gift lacunary fonksiyonu olsun. Ozel olarak A € Z, olacak
sekilde bir A kiimesi gdz Oniine alnsin ve iki degiskenli h(z,v) reel degerli

fonksiyonu 1, ={(z,0):e"* <7 <e' &3 <v <3} olmak iizere,

Jro, (r,0)g A e +1<r<e + a(t) ve 3 +1<v <3 +,/A(s) ise,
h(z,0) =V, (r,0)e A e <r<e™+a(t) ve 3 <o <3+ B(9) ise,

0, diger durumlarda,

olarak tanimlansin. Her £ >0 ve (t,5) ¢ A icin,

P—lim
t,s—>w a(t’ s)

{(z.0) el :|n(z,0) -0 = &}| < P~ lim NaeOVAG)

t,s—>w a(t, S)

elde edilir. >0, (t,s) ¢ A ve t,s>2, igin

a(t,s) ‘{(T’U) el :[h(z,0)[= g}‘ <o
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olacak sekilde z, pozitif sayis1 vardir. B ={1,2,...,2, -1} ve

1
a(t,s)

E={(t,s)§£A: ‘{(r,u)e I Z|h(T,U)|Z€}‘Z5}

olsun. Bu durumda, Z, idealinin tanimindan E (Nx B)U(BXN) ve E eZ, dir.

Yani

{(t,S)ENxN:

) ‘{(TU) el :|h(r, U)| > g}‘ > 5} c AUE

elde edilir ve S,_(Z,)— lim h(z,u) =0 dir. Fakat

! )‘(r,u) el :|h(2',u)| Ze‘ -0

olur. O halde, iki degiskenli reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlar igin S (Z,) —cift
istatistiksel yakmsakligin S®F —cift istatistiksel yakinsakligin genellemesi oldugu

goraldr,

Teorem 7.2.9. Z, c P(NxN) uygun bir ideal ve ®. ={p(t),q(s)} cift lacunary

fonksiyonu olsun. Bu durumda,

1) hz.0)>L(Ny ()= h(z,0) > L(S,, (Z,)) dir

2) N, (IZ), Se, (Z?_) ’nin uygun (proper) bir alt kiimesidir.
p
3) Eger h(r,v) istatistiksel smirh ve h(z‘,u)—)L(S®F (Zz)) ise

h(r,u)—P>L(N®F (Z,)) dir.
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Ispat. 1) h(r,z))—P)L(N®F (Iz)) olsun. Her & >0 i¢in

[[ In0)-L|dzdo> [ I(,v) - L|dzdo

(rw)el s (z.w)ely s |n(z.0)-Ljze

> 8‘{(1’,1)) el :|h(z,0)-L|> g}‘

oldugundan

1 1
h(z,v)—L|dzdov >
ga(t, S) (T]U_LILS | (T U) | 7av a(t

) {(z.0) el :In(z,0) - L] &

olur. Bu durumda, her 6 >0 i¢in asagidaki kapsama elde edilir.

{(t,s)eNXN: ‘{(T,U)E It's:|h(r,u)—L|25}‘25}

1
a(t,s)
{(t S)ENXN— H Ih(z,v) - L|>g5}

(t ) (r,0)elis

P
h(z,0)>L(Ne_(Z,)) oldugundan ikinci kisimdaki kiime — Z, idealinin bir

elemanidir ve

{(t,S) NxN: % {( el :|h(r,u)—L|28}‘25}eIZ

olur ve h(r,u)—P>L(S®F (Z,)) dir.

2) h=h(zr,v) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin
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2 3 ... Ja(t,s) o

2 3 ... 3la(tls) 0

h(z.0)=| Yfa(ts) Falts) - - 3fas) O
0 0 00 o O

h(z,v) fonksiyonu iki degiskenli sinirli olmayan bir fonksiyon oldugu agik olarak

gOrulmektedir. Her &£ >0 igin

| Ya(t,s)
ﬁ{(f ) el :|h(z,v)-0)> e} < “(t 5

olmasi her & >0 igin

{(t S)ENXNﬁ{( v)e It,s:|h(T'U)|28}‘25}g{(t’5)€NXN:3V;ET;§)25}

Ja(t,s)

bagntisini gerektirir. P —lim
a(t,s

=0 oldugundan sag kisimdaki kiime sonlu ve

7, idealinin elemanidir. O halde,

{(t,s)eNxN: ‘{(1, el :|h(z, l))|>8}‘ 5}61

1
a(t,s)

P
olur. Bu durumda, h(z,0v)—>0 (S®F (Zz)) dir. Diger taraftan, t,s— oo icin

o _Ja(t,s)(ya(t,s)(ya(t,s)+1)) -
(t 9 (r;[)'[h Ih(z,v)|dzdo = S —>§
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olmasi t,s—oc0 igin [

%S)g/a(t,s)(Q/a(t,s)(%/a(t,s)+1))j_P>1 olmasini

gerektirir. & :% icin

ez, P

3fa(t.s) (%/a(t, 5) (Ya(ts) +1)) > %} e 7(1,)

:{(t,s)eNxN:a 0

p
elde edilir ve buradan da h(z,0) >0 (Nq,_(Z,)) olmadig goriiliir.

3) Eger h(r,u)—P> L(S®F (ZZ)) ve h(r,v) e F(E)i ise (7,0) e NxN icin

|h(z', v)— L| <R olacak sekilde R >0 sayisi vardir. Her ¢ >0 igin

1
(t s) wj'[u nte.0)- L|drdu_m H g|h(T,U)—L|deU
ts (z',u)elm,‘h(z’,u)_L‘zE
1
" a(t,s) ” Ih(z,0) - L|dzdv

(r.w)el; . |n(z,0)- L‘

5

{(r,u) el :|h(z,v)-L| z%} L&

R
<
a(t,s)

dir. Sonuc olarak

( S) (r,0)eliq

{(t,s)eNxN [[ o)~ L|drdu>g}

1
g{(t,S)ENXN.m

{(r,u) el,.:|hz,v)-L] z%}

> &
2R
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p
elde edilir. h(z,0)—> L(S®F (IZ)) oldugundan ikinci kisimdaki kiime Z, idealinin

bir elemanidir. Bu durumda

1
h(r,v)-L|drdvo>¢e e T
s J] e -rozcj

{(t,s)eNxN:

P
dir ve h(zr,v)—> L(NG,F (12)) olur.

Asagidaki teoremde iki degiskenli Olctlebilir fonksiyonlar igin Z, —cift istatistiksel
yakmsaklik ve Z,—cift lacunary istatistiksel yakimsaklik arasindaki iligki

incelenecektir.

Teorem 7.2.10. ®p ={p(t),q(s)} cift lacunary fonksiyonu ve Z, = P(NxN)

uygun bir ideal olsun. h(r,u)—P>L(S§(IZ)):>h(r,z))—P>L(S®F (Iz)) olmas! i¢in
gerek ve yeter kosul liminf, &(t)>1 wve limsup,¢(s)>1 olmasidir. Eger
liminf, £(t) =1 ve liminf, o(s) =1 ise Z, —cift istatistiksel yakinsak, fakat Z, —Gift
lacunary istatistiksel yakinsak olmayan, iki degiskenli smirli h(z,0) fonksiyonu

vardrr.

Ispat. liminf, &(t) >1 ve limsup, ¢(s) >1 olsun. Yeterince buytik t ve s terimleri

icin 1+ <£(t) ve 1+w < ¢(S) olacak sekilde w >0 sayisi vardir. Bu durumda

a(t)> /4 ﬂ(5)> v . . p , . N
> > ¥ dir. Eger h(z,0)—L(S2(Z,)) ise her & >0
o) 1ry " qls) " 1y ST EET NEL)S (S?(T.)) ise her &>0 icin
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olur ve her 6 >0 igin

{(t,s) e NxN: 05(3, 9 ‘(r,u) el :|h(z,v)-L|> g‘ > 5}
1 2
g{(t,S)eNxN: p(t,s)‘rs p(t) and usq(s):|h(r,u)—L|25‘25(ﬁj }eZz

P
elde edilir. Buradan da h(z,v)— L(S®F (ZZ)) bulunur. Bu sonug teoremin gerek

sartini ispatlar.

Diger taraftan lim, S(t) =1 ve liminf p(s)=1 olsun. 7,27 ,+2 ve 9>, +2

) 9. - 9. -1
icin M<l+} M<1+1, M>i ve M>j olmak (zere

p(r7; —1) i q(‘gj -1) ] P(74) q(‘gj—l)
O, cift lacunary fonksiyonunun g(r,,%)=9(7)-h(%) cift fonksiyonu verilsin.

h(X,y) fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlansin:

L (xy)el,, ise,

h(x,y) ={

0, diger durumlarda.

O halde, her L reel sayisive i, j =1,2,... igin
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1
_ h(x,y)—L|dxdy =[1-L
a(m, %) (T’USL[W] | | | |

ve (t,8)# (n,,9,) icin

1
a(t,s) ..

ﬂ Ih(x, y) - L|dxdy =|L|

v)elg

olur. Bu durumda h(z,v) fonksiyonunun Ng_(Z,) uzayma ait olmadifi agiktir,

P
h(z,v) e} ve Teorem 7.2.9° un 3. sikkindan h(z,0)-»L(S,_(Z,)) elde edilir.
Ayrica, m ve n yeterince biiyiik tamsayilar olmak lizere p(r,—1)<m< p(n,,—-1)
ve q(9;-)<n<q(4,,—1) icin i ve j tek (unique) sayilart bulunur. Bu durumda,

C sayis1 yeterince biiyiik sabit bir say1 olmak lizere,
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r<m, v<n:|h(z,v)-L|> ¢} < j T|h(x y)| dxdy

mn‘

3

[Mm n+aw.j{4&—b+ﬂw0]
p(m, q(J; -1

< p(m -1, ‘91' -1) N p(m, _1)'18(191)
~p(n -1, 4 -1 p(, _1)'Q(19j -1)

s a(n)-9(% -1 . a(n)- B(Y)
P, -D-a9(% -1 p(-1)-q(S -1
ﬁ(‘gj) a(n,) a(ﬂi)'ﬁ(Sj)
<1+ + +
A& -1) p@ -1 p@z-1)-a(9-1)

a(9)-a(%, -1 | p(z)- iz -
a(8, -1 p(7,-1)

<1+

()~ pr-0] [a(9) (8, -1)]
P -1)-a(%;-1)
L 99 p)
9%, -) " p(-D)

+( p@7.) _1].[ q(;) _1]
p(7.-1) q(% -1

S(1+1j+(1+l'j+%_l
! 1)
1 11

<l+-+—+—=<C
U

elde edilir. Buradan da Z, ideali icin h(r,v) fonksiyonu Z, —cift istatistiksel

yakinsaktir denir.

Bir sonraki teoremde ©. ¢ift lacunary fonksiyonu igin G e]-“( ) kiimesinin
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r;Jn{(m,n): p(t—1) <m< p(t) &q(s—1) <n<q(s), (t,s)eéz}e]:(lz)

kosulunu saglandigi kabul edilmistir.

Teorem 7.2.11. ®. ={p(t),q(s)} cift lacunary fonksiyonu ve Z, = P(NxN)

P P
uygun ideali olsun. h(z‘,u)—)L(S®F (Zz)):> h(r,u)—)L(S,f (IZ)) olmasi igin gerek

ve yeter kosul limsup, £(t) < oo ve limsup, ¢(S) <o olmasidir.

Ispat. limsup, £(t) <o ve limsup, ¢(s) <oo olsun. Bu durumda t>1, s>1 igin

() <R ve ¢(S)<S olacak sekilde O0<R<o ve 0<S<oo sayilar1 vardir.

p
h(r,v) > L(S®F (Zz)) olsun. ¢,8,5 >0 igin

G, {(t s)e NxN: ﬁ{(w)e I, :|h(r,u)—L|Zg}\<5}

ve

E, :{(m,n)eNxN:i‘{rSm, uSn:|h(r,u)—L|25}‘<5*}
mn

kiimeleri tanimlansin. G, € F(Z,) oldugundan, agikca gorillmektedir ki sizgeg Z,

ideali ile iligkilidir. Bu durumda, (i, ) € é2 icin

i 1
boali )

H(r v)el,;:|h(z,v)- L|>8}‘ <9

olur ve (t,5)eG, icin p(t-1)<m<p(t) ve q(s—1)<n<q(s) olacak sekilde

(m,n) e NxN sayilar vardir. Ayrica r— o icin
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a(t,s)=a(t)-p(s)=[pt)-pt-1)],  [a(s)-a(s-D)]<p(t,s)-p(t-1s) ve
pP@) <q@@) < p(2) <q(2) <---< p(r) <q(r) dir ve

Llr<m, ven:h@o) -1z

mn

:m‘{rg p(), USq(S):|h(T,U)—L|Zg}‘
1

e (O L CORE Fe
1

+m‘{(f,0) €l Z|h(r,u)— |_| 25}‘

p2.2)-p21) 1 |
~ p(t-Ls-1 a(z,Z)H(T’”)E'zyz-|h(f’v)—L|z(e}‘

p(B,3)-p(23) 1 |
+ p(t-1,s-1) «(3,3) H(T,U) L .|h(r,u)— L| > g}‘

p(t,S)— p(t—l, S) 1 .
T pt-1s-)  a(ts) (7o)< stz =L o}
< p(2!2)_ p(2,1) A ‘2+ p(3!3)_ p(2,3) A3‘3+.__+ p(t,S)— p(t_]-! S) AS
p(t—-1,s-1) p(t-1,s-1) p(t-1,s-1)
g PLS) g

< su .
(i,j)e%z A p(t-1s-1)

elde edilir. 5™ = Ris olarak secilirse G, € F(Z,) oldugundan

A

U {(m, n):p(t-1) <m<p(t) &q(s-1) <n<q(s), (t,s)e éz} cE,

m,n

olur. Sonug olarak, E, e F(Z,) dir ve teorem ispatlanmus olur.

Teorem 7.2.12. £ fo tim sinirlt fonksiyonlarin supremum normuna sahip bir Banach

uzayi olmak iizere Sq_(Z,) N ¢ fo kimesi ¢ 2fw uzaymin bir kapali lineer alt uzayidir.
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Ispat. h, =h. (z,0) Se, (Z,) mézfx kiimesi tizerinde yakinsak bir fonksiyon olsun
ve h(r,v)e Esz fonksiyonuna yakmsasmn. h,  (7,0)€Sq (Z,) oldugundan,
m=123,.. ve n=123,.. icin S®F (Z,)-P—Ilim hmyn(z',u) = My, olacak sekilde
Uy, vardir. ho (v,7)—>h(z,0) oldugundan h, (z,v) bir Cauchy fonksiyonudur.

Her &£>0 icin her p>m> n, ve g>n> n, olacak sekilde n, pozitif tamsayisi

p
vardir ve ‘I’pra—hm’n <% dir. hm,n(r,u)—num,n(S®F (Iz)) oldugundan her £ >0 ve

5 >0 icin eger

hm,n (Tl U) - :um,n

zf}
3

)
<_
3

R1={(I,S)€N><N:ﬁ{(r,u)e l,:

ve

5}
<_
3

kiimeleri tanimlanirsa & # R, "R, € F(Z,) dir. (t,s) € R, "R, olsun. Bu durumda

&
>Z
)

1 £
Rzz{(t,s)eNxN:t—) %]q(r,u)—ﬂp’q‘zg}

alt,s

{(r,z)) el,:

o
<_
3

hm,n (T1 U) - /um,n

) {(m,n) el,:

ve

1 | s
m‘{(m,n) € It,s . er’q(T,U)—,up’q‘Zg} <§

olmasi
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<0<l

LH(m,n) el :h, . (z,0) =,

5 5
a(t,) “3 V‘hﬁvq(r’”)_“qu‘ZE}

&
<—= ve

olmasim  gerektirir.  Bunu  gostermek icin  |h, (75,05) = 4y, 3

he .5 (Tor o) = 15 4 <§ olacak sekilde (7,,0,) € I, ikilisi goz oniine alinsm. Ayrica

p=m>n, ve g=n>n, igin

Hinn _ﬂgya‘ = |Hmn ~ hﬁ,ﬁ (7o, Uo)‘ + ‘hga (70, 09) =Ny (70, Uo)‘ + ‘hm,n(TO'UO) ~ Hmn

dir. Bu durumda, R (veya C)’ de (u,,) dizisi bir cift indisli Cauchy dizisidir.
p

Sonug olarak, m,n— oo igin x, . —> u olacak sekilde u sayisi vardir. O halde, iKi

boyutlu reel degerli Olgiilebilir h fonksiyonu icin  h=h(z,0) —>,u(S®F (IZ))

oldugunu gostermek  gereklidir. h,  =h, (7,0)eS, (Zz)mﬂsz fonksiyonu

h(r,u)eﬂsz fonksiyonuna P —yakinsak oldugundan, £ >0 ve m,n>n,(e) iken

I (z.0) =N,

P
<§ olacak sekilde n, (&) sayis1 vardir. Ayrica, £ >0 igin g, = — u

oldugundan ¥Ym,n2>n, (&) olmak tzere
‘:um n— ,U‘ < f
' 3

olacak sekilde n,(&) pozitif sayist vardir. Buradan n,(s)= ma>{nl £&n, g(} ve

My, Ny = N,(&) segersek, her (7,0) e NxN icin



119

|h(T,U)—,U|S‘h(f,v)—hmo,no (T,U)‘+ +

hmoﬁo (TIU)_IumO,no ’umo’”o —,Ll‘

&
+—
3

e
< § +‘thnO (r,v) = Ho o

elde edilir. Dolayistyla,

{(z‘,u) el :|h(z,0)—y|> 3} c {(z‘,u) € lyg |y o (7,0) =ty o

zf}
3

olmasi

: 1 :
3 {(z.v) el |h(m.v)[> ] < y ‘{(w) el N o (7,0) =ty |2 g}‘
olmasini gerektirir. Ayrica, & >0 icin
(t S)ENXN'L{(TU)E| (h (z,0)- >£}<5
’ . a(t,S) ' t,s * | 'my,ng V& :umo,n0 = 3
<4 (t,s) e NxN: ! ‘{(r,u)e I, :lh (r,u)—y‘zg}‘<5‘
o a(t,s) S oo
olur. Ayrica,
{(t,s) e NxN: ﬁ {(r,u) S P C D) e g g} < 5} e F(1,)
oldugundan
1 ~
{(t,s) e NxN: 25 ‘{(r,u) €l iihy, o (7,0) —u‘ > 8}‘ < 5} e F(Z,)

ve
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{(t,s) eNxN: ﬁ‘{(m) e by o 0) - a2 g}‘ < 5} 7,

P
elde edilir. O halde h(z,0)— (S, (Z,)) dir.

Sonug 7.2.13. Ezfx tim sinirli fonksiyonlarin supremum normuna sahip bir Banach

uzay1 olmak tizere, (S,f (ZZ)) Y4 zfm kiimesi ¢ zfx uzaymin bir kapali lineer alt uzayidir.



BOLUM 8. GAUGE ANLAMINDA KUVVETLI TOPLANABILME

8.1. Olculebilir Fonksiyonlar icin Gauge Kuvvetli Toplanabilirlik

Bu bélimde, (1,00) araliginda Slgiilebilir reel degerli h($) fonksiyonu goz oniine

almarak Gauge ile iliskili olarak ;_/—kuvvetli toplanabilme kavrami tanimlanmustir.

Buna ek olarak, bu kavram kullanilarak diger integral teknikleri ile karsilastirilarak

bazi 6nemli kapsama bagintilar1 elde edilmistir [65].

Tamm 8.1.1. =[c,d]—>(Loo) pozitif bir fonksiyon olsun ve

y= 7_/( ) = (a) ~6(@), 0 +6( ) olacak sekilde J araligi iizerinde bir acik aralik

fonksiyonu tanimlansin. Eger J, =[i—4 +1,i] ise

w-6(w)<i-A+l<w <i<o+5(wv)

ifadesinin yerine @, €J;cy(®) yazlabilir ve y=y(w)eA; ve  h(9)
fonksiyonu (1,0) arahig1 iizerinde dlgiilebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger

Gauge anlaminda Ih(&) ve ﬂh(&)‘ integralleri var ise

E(0)=(01+5(@)~(-5(2)) =25 (c)

olmak Uzere,
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@ +5(e)
lim —— h(v)-L|ldo=0
“"_’wég(a’i)m,ls[(@)‘ (v) ‘

dir. O halde, h(19) fonksiyonu Gauge ile iligkili olarak L sayisina 7_/—kuwet|i

toplanabilirdir denir ve [G,ﬂ— limh(v)=L ile gdsterilir.

Not: h:[c,d]—> R bir fonksiyon olsun. Eger h fonksiyonu Lebesgue anlaminda

toplanabilir ise h fonksiyonu Lebesgue anlaminda kuvvetli toplanabilirdir ve

d

Ih(y)dy

c

d

< [|n(y)|dy

c

dir. Bu denklik Gauge anlaminda toplanabilirlik kavrami i¢in dogru degildir ve bu

kapsamda asagidaki ornekler verilebilir.

Ornek 8.1.2. h(9) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

ge[ L1
1+11 |,
9 =

n(9)=|CU
0 0,

Bu durumda, h(9) fonksiyonu Gauge anlaminda toplanabilirdir. Fakat h
fonksiyonu Gauge anlaminda kuvvetli toplanabilir degildir ¢lnki |h| mutlak
fonksiyonu [0,1] araligmda Gauge integrallenebilir degildir. |h| fonksiyonu [0,1]

aralig1 lizerinde Gauge integrallenebilir olsun. Bu durumda,
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dir. Fakat, 1<1 <m igin |h| fonksiyonu [ﬁ,ﬂ araliginm her bir noktasi lizerinde
+

sabittir. O halde,

m-1

m-1 1
h[=>|hl= Zﬁ

= |+

‘r—\'—.—u—n

LN

I+

S|P —

1

olur. Bu durumda J.|h| integrali sonlu olamaz ve |h| fonksiyonu Gauge anlaminda
1

integrallenebilir degildir. Sonu¢ olarak h fonksiyonu Gauge anlaminda kuvvetli

toplanabilir degildir.
Ornek 8.1.3. h(9) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansim.

0 , $=0ise,

h($)=
( ) 29, cos(%)+2—ﬁsin(%j, 0<9<1ise,
4 9 9

Bu durumda, h fonksiyonu [0,1] arahiginda Gauge integrallenebilirdir ve [h=-1

O ey

dir. Ancak, |h| mutlak fonksiyonu [0,1] araliginda Gauge anlaminda integrallenebilir

degildir. Bunu gostermek igin, 7, = e g, :% olsun. {[TZ,¢Z]}, ikili
yA

4z +1

grup olusturmus ayrik bir aralik ve Gauge integralinin 6zelliklerinden, |h|

fonksiyonu [rz,¢z] araligr tlizerinde Gauge anlaminda integrallenebilirdir. Bu

durumda,
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olur. Eger |h| fonksiyonu [0,1] araliginda integrallenebilir ise, integralin sonlu

toplamsalligindan, her m igin

1 m % m o1
=5 =51

z=1 7,
olmasi imkansizdir.

Sonug olarak, eger h:J — R fonksiyonu J araligi lizerinde Gauge integrallenebilir
ve |h| fonksiyonu J araligi iizerinde Gauge anlamimnda integrallenebilir ise h
fonksiyonu J araligi iizerinde Gauge anlaminda 7_/— kuvvetli toplanabilirdir. Ancak,
eger h fonksiyonu J araligi iizerinde Gauge anlaminda integrallenebilir fakat |h|
mutlak fonksiyonu J araligi tizerinde Gauge anlaminda integrallenemez ise h

fonsiyonu Gauge anlaminda 7_/— toplanabilirdir denir.

Teorem 8.14. J, =(o,-5(®,).0,+5(e,)), —o<c<d<ow icin [c,d]=UJ; ve
h:J, > R fonksiyonu J; araliginda 6l¢iilebilir ve Gauge anlaminda 7_/—t0planabi|ir

olsun. Ayrica, @, —&(w,) <@+ (@) igin

F= | n(9)ds,
a

o =5(e)

h(&) fonksiyonunun belirsiz integrali olsun. Bu durumda, h(.9) fonksiyonunun J,

araligin tlizerinde Gauge anlaminda kuvvetli toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul F ’nin J; arahiginda sinirh saliniml olmasidir.
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Ispat. h(9), I, —(a) S5(@), 0+ )) araliginda bir fonksiyon ve

Q:{[i—ﬂ,I +1,i]}, J; araliginin bir boliintiisii olsun. Q bolintistne gére F ’nin

total salinimi1

o +5(a)
-SIF@-F-40<X [ = [ W

d
dir. Bu durumda, V,F < [|h| <o elde edilir.

Tersine, F, J; araliginda smirli salmimmli ve her ¢ >0 igin

VAl = —g <V (h,Q) <V E

@ -5(a) w-8(a)

olacak  sekilde {[I = 1]} boliintiisi ~ vardir.  Bu  durumda,

—A=0,-0(0)-Li=0+35(a)+1 olsun ve (@), [0-5(a).0+(e)]

araliginda asagidaki gibi tanimlansin.

Bu durumda, y— fine tagged Q bdliintiisii tag’larin arasinda {i-4,i-1} araligm

1
icerir. Buna ek olarak, P,, Q boéltnttstnun dizeltilmesi (refinement) olsun, Teorem

2.5.14. gbz Oniine alinirsa,

Vo )F—E<V(h R) <V (h.Q) <V Wk

5() o -5(0,)
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olur. Bu durumda, h fonksiyonu toplanabilir oldugundan, h fonksiyonu

integrallenebilirdir. O halde, , - fine tagged P, ={(,.[i—4—2,i-3])} boluntiisi

olmak uzere Gauge y, bulunabilir ve

saglanir. Lemma 2.5.12.” den

S(|h|’P2)_Z <Z

‘S(|h|’P2)_V(F’P2)‘:

elde edilir. ,(w)=7,(0)N7 (@) olsun ve PR, [0-5(a) o+5(a)]

araliginin y — fine bolintust olsun. Bu durumda

o—-5(a,) o-5(a)

Sx (10, ) -V, F| < s, (0L R) -V (F R+ (F,R) -V | < e

dir. Dolayisiyla,

h| mutlak fonksiyonu integrallenebilirdir. |h| mutlak fonksiyonu

Gauge anlaminda integrallenebilir ve @, —&(®)<i—4 +1<w +6(,) oldugundan

§(a)i)=(a)i %ré(a)i))—(a)i —5(wi))=25(a)i) icin

dir. Sonug olarak, h(9) fonksiyonu L sayisma Gauge anlaminda y,—kuvvetli

toplanabilirdir.
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Teorem 8.15. J,=[&,-6(w),@+5(w)] ve —o<c<d<oo igin [c,d]=UJ,
olsun. Eger h(9) fonksiyonu L sayisina Gauge anlaminda 7_/—kuvvetli toplanabilir

ise h(4) fonksiyonu L sayisina Gauge anlaminda y — toplanabilirdir.

ispat. h(9), J, =&, -5(®,), @ +5(®)] araliginda tammli bir fonksiyon ve J,

araliginmn bir bolintiisi Qz{[i—ﬂ, +1,i]} olsun. h(&) fonksiyonu J, araliginda

!hsgw

dir. h(S) fonksiyonu L sayisina Gauge anlaminda 7_/—kuvvet|i toplanabilir

mutlak integrallenebilir oldugundan Gauge integralinin 6zelliklerinden

oldugundan
o +6(a) @ +o(a)
[ (h(®»-L)dg< [ |h(9)-Ldg
o -3(ex) @ =5(a)

elde edilir. Ayrica,

Tl=Jo,-£(a)] i

1 @ +5(e)

li o h($)-Lld3=0
“"”5(“";@””025(@)@_!@)‘ ( ) ‘
olur. Bu durumda h(9) fonksiyonu L sayisma Gauge anlammnda 7_/—
toplanabilirdir.
Teorem 8.16. A=(4,)eA, y=y(m)eld,, J=[0,-5(w) 0+5(w)] ve
—o<c<d<oo igin [c,d]=UJ; ve h(3) fonksiyonu (1,00) araliginda tamml

Gauge anlaminda reel degerli bir fonksiyon olsun. O halde,

1) [W,2]c[G,y] dir
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2) Eger h(9) fonksiyonu smnirh salmmli ve E < [a)i -6(@), 0 +6( )] icin
[0 -5(m,), 0, +5(m)] araligmmn her dlgiilebilir alt kiimesi iizerinde Gauge

anlammnda L sayisma y —kuvvetli toplanabilir ise [W]-limh(9) =L dir.

Ispat. 1) Lebesgue anlaminda integrallenebilen tiim fonksiyonlar aym zamanda

Gauge anlaminda da integrallenebilir oldugundan eger

% [ |h(9)-L|ds

Jeld

u

integralinin varligi mevcut ise

25 () [ In(8)-t]ds

Sey(a)

integralinin varlig1 da mevcuttur. Bu durumda

[W,A]-limh(8)=L= |G,y |-limh()=L

dir. Tersi durum icin h(9)= %sin % fonksiyonu Gauge anlaminda integrallenebilir

: : 11 7 1%sind 3
bir fonksiyondur fakat |Imj—SIn—3d9:———I—d9 oldugundan Lebesgue
a0 g 9 6 37 9

anlaminda integrallenebilir bir fonksiyon degildir. Sonug olarak h(9)&[W,A] dir.

2) Eger h(9) fonksiyonu smirh salinimli bir fonksiyon ise h($) fonksiyonun

3 A5 () )
sinirli oldugu agiktir. Bu durumda her u icin ———= <1 olmak tzere
u



129

;j(hw)—L)ds\=‘§T(h(9)—L)d9+§gi (n(9)-L)as
<2 h(o)-Las+ | p(9)-
2 In(9)-L|as
swf;i)%y(m\hw)udk 5 9)-Hos

olur. Bu durumda, [ G,y |~limh(9) =L oldugundan [W]-limh(8)=L di.
8.2. Istatistiksel Yakinsakhk Kavraminin Genellestirilmesi

Bu bélimde (1,0) arahfinda tanimli, reel degerli, Slgiilebilir, Gauge anlaminda

integrallenebilir h(9) fonksiyonu gdz éniine almarak genellestirilmis istatistiksel

yakinsaklik kavrami tanimlanmistir. Ayrica, agik gerektirmeler ve varyasyonlar

sunulmustur [66].

Tamm 8.2.1. A€A ve h(9), (1) araliginda taniml reel degerli bir fonksiyon

olsun ve || ifadesi Lebesgue Olglimund  gostersin. Her &>0 igin,

A={19€|n:h(l9)—L‘28}, {A:ieN}, A nin sayilabilir boliintisi  ve

a, =sup{Je A} olmak lzere eger

|imi{lsz305i |n(r)-L]z 2}|=0

n—o o
n
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ise h(S) fonksiyonu kardinalite yoluyla L sayisina istatistiksel yakimsaktir denir.

*

Bu durum S; —limh(9)=L veya h(3)—> L[Sf] ile gosterilir. Kardinalite yoluyla

tanimlanan L sayisina istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin uzayi [S:] dir.

Asagidaki ornekler sirastyla Olglilebilir ve Olgiilemeyen fonksiyonlar i¢in Tanim

8.2.1. in sartlarini saglar.

Ornek 8.2.2. h(S), (1,00) araliginda tanimli reel degerli Olculebilir fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlansin.

1, 9 bir tam karedir / {1} ise,

h(9)=
(9) % 9 e(1,00)/ 9 bir tam kare degil ise,

h(&) fonksiyonu kardinalite yoluyla istatistiksel yakmsaktir.

Ornek 8.2.3. S, (L) araligmm Slgiilemeyen bir alt kiimesi olsun ve h(9)

fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin.

4, Je S (I cift tam karedir) ise,
h($)=1-9, 9eSuU(J tek tam karedir) ise,

0, diger durumlarda,

h (9) fonksiyonu kardinalite yoluyla istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 8.2.4. Eger liminf %2 >0 ve i:O(l) ise [S,]<[S,"] dir.

nN—o an an

Ispat. £>0 ve [S,]-limh(9)=L olsun. Bu durumda
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{9<a:n(9)-Lze}o{9el,:|n(9)-L|> |

dir. O halde

i‘{&‘ﬁai :‘h(&)— L‘Zg}‘ >

» ‘{Sel

n(9)-L)
:[n(9)- L}

n

I\
Q|:}) Rk

%‘{36'

elde edilir. liminf — A >0 kosulu géz 6niine alindiginda, n — oo igin

n—o (04
n

h(9)—>L[s,]=h(9)—>L|[S]]

dir.

Teorem 8.2.5. [W,l]C[S ] kapsamasi saglanir ve bu kapsama liminf £ 2 ©>1 icin

n—o
n

uygundur (proper).

Ispat. £>0 ve [W,1]-limh($)=L olsun. Bu durumda

[ [n(s) L\dg_ [ Ih(9)-Llds
Jel, 9:9<a; )
{ <a

L2
dir. Buradan [W,A]-limh(9)=L=S; —limh(&)=L dir.

h(&):{g’ n-In(4,)+1<$<nise,

0, diger durumlarda,
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fonksiyonu tanimlansin. Her &>0 igin h(9) fonksiyonu smirlt bir fonksiyon

olmadigindan

.1 .1
lma—n{ggai :Ih(8)-L|> ¢} Z!ma_nj_:{gsai :‘h(&)—L‘zg}‘
_jim1 ) g
n—o /’Ln

olur. Bu durumda S; —limh(4)=0 dir. Ancak

mi j h(9)-0|d9=c0
n n-4,+1

olacagindan h(9)— L[W, 1] elde edilir. Dolayistyla kapsam uygundur (proper).
Teorem 8.2.6. [G;_/] c[si ] dir.

Ispat. £>0 ve [G,;_/]—Iim h($)=L olsun. Bu durumda,

elde edilir ve h(9) L[ S]] dir.
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Teorem 8.2.7. Eger Iiminfm>0 ve h(9) smurh salmmli bir fonksiyon ise

nN—oo an

[S; ]<[G.7] dir.

Ispat. [Sﬂ—lim h(9)=L ve h(9) fonksiyonu smirli salimimli oldugundan h(9)

fonksiyonu smirhidir; yani her R >0 igin |h(3)— L| <R dir. £>0 igin

%a)i)sjm)‘h(g)_ L|dg= %a)i){sey(a}.) dorii h(9)-L|dg
" 7 (ioi) o< (@) h<s>L<s}‘h(9)_ Has
S?(ia)i) (9e7() :\h(g)—o\Zg}‘+g
< %@)HSS o :[h9)-L|ze}f+e
< %6:‘)%@)‘{33 o (P -L|ze}|+e

olur. Bu durumda, h(9)— L[G,ﬂ elde edilir.



BOLUM 9. TOPLANABILME METODU iLE iKi DEGISKENLI
GAUGE TEORISI

(Loo)x(Lo) arahfinda tanimli iki degiskenli reel degerli &lgiilebilir h(z,v)

fonksiyonu ve Pringsheim limiti goz 6niine alinarak, Gauge anlaminda ¢ift kuvvetli
Ceséro tipi toplanabilme kavrami tanmimlanmistir. Ayrica, diger iki boyutlu
toplanabilme teknikleri ile arasindaki iligski incelenmistir [67].

Tamm 9.1. 1, =[a,b]x[c,d] araligmmm etiketlenmis (tagged) boliintlist sonlu ya da

siralisi

olarak wverilsin ve {I”:lsivaelgjsn}, |, araligmm kapali birbiri ile

cakigmayan alt araligimin boliintiisii ve t;;, |, arah@mda bir nokta olsun. t;;, I;;
boliintlstintin etiketi (tag) olarak isimlendirilsin. h:[a,b]x[c,d] —» R fonkiyonu igin
D,,, ile iliskili olarak h fonksiyonunun Riemann toplami r(ti'j):r(ti)-r(zj) ve

m,n

o) =£(Ii -Jj)zé(li)-é(\]j), l;; alt arahiginm uzunluklari olmak iizere

n

S(h.Dpe) =2 r(t;) (1)

m
i=1 j=1

olarak tanimlansm. Eger 0, :[a,b]x[c,d]—>(1,00) iki degiskenli pozitif bir

fonksiyon ise y(t,z)=y(t)-7(z)=(t-5,(t),t+5,(t))x(z-5,(t),z+5(t)) goz
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Oniine alinarak |, aralig1 lizerinde tanimh agik aralik degerli bir fonksiyon olsun.

Eger L =[%% ]x[yj, yj+1] ise  t -5, <x <t <X

i? N+l

o <t +0, ve
2;—-0,<Y,<2;<2;,<7;+05, yerine swastyla tel, cy(t) ve z;€J;,cy(z;)
yazilabilir. 1, araligi tzerinde tanimli herhangi bir y arahig i¢in p(t,z),
(t,Z) e [a,b]x[c,d] noktasi i¢in t ve Z noktalarmi iceren acik bir araliktir ve |,

aralig1 tizerinde bir Gauge’dir denir. Biitiin bu araliklarin kiimesi Ag ile gosterilir.

Eger t; el cy(t) vez; € J; c y(z;) saglanyorsa, D, | ye y, — fine (ince) denir.

Ornek 9.2. [O,l]x[O,l] aralig1 lizerinde tanimlanan aralik fonksiyonu y(x, y) = 3_16

ile tamimlansin. Bu durumda [O,l]x[O,l] araliginda taniml bir y, — fine tagged

bolintisu bulalim.

fonksiyonu iki degiskenli sabit bir fonksiyon olsun. Tag se¢imini g6z ardi edersek,

7(Ck’d|):3_16 olur. O halde, X, —X; <% Ve Yiq—Y; <% olacak sekilde segilen

(ti‘ o j) tagged bollintust y, — fine tagged bolintiidiir. Her araligin bir aralikta say1

olacagi agsagidaki boliintliyli segelim,

(o {o2) 5 35D

6 )
1

(23 e )4

Bu durumda y(x, y)— fine tagged bolintusudr.
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Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Gauge integrali tammi asagidaki sekilde

tanimlanmistir.

Tamm 9.3. h:l,=[a,b]x[c.d]>R olsun. Her >0 igin |S(h,D, )-A<e

olacak sekilde I, aralif: iizerinde A€ R varsa ve y, Gauge i¢in D |, araligmin

m,n !

7, — fine tagged boluntist ise h fonksiyonu I, araligi iizerinde iki degiskenli

Gauge integrallenebilirdir ve A sayisina h fonksiyonunun 1, araligi iizerinde

b d
Gauge integrali denir ve ”h veya j[ i d]h olarak gosterilir. Integrali

b d
parametreye  bagli  olarak tanimlamak  gerekirse I J. h(r,v)dzdv  veya

J.[a,b]x[c,d] h(r,v)dzdv olarak yazilir.

Ornek 9.4. d :[a,b]x[c,d] > R fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansn.

1, x ve y rasyonel sayilar ise,
0, x ve y irrasyonel sayilar ise,

d(x, y)={

d fonksiyonu iki degiskenli Dirichlet fonksiyonudur. & >0 olsun sirasiyla [a, b] ve

[C,d] araliginda rasyonel sayilarin {rk} ve {S,} sayilar1 olsun. [a,b]x[c,d] araligi

Uzerindeki Gauge y fonksiyonu

_&
]/(t,Z): 3k+|+l’
1,(t,z)eQise,

t=r,z=s, ise,
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olarak tanimlansin. Eger Q, [a,b]x[c,d] araligmm bir y, — fine tagged bolintusi

ise, Q boliintiisiinii rasyonel sayilarin tag araliklar igin Q

arahiklar1 igin Q; ; olarak bélindrse, bu durumda
‘S (h,Q)‘ = Zqzd (t,. ) Ax Ay,

=ZQZd (t.)-d(z,)AxAy,

:%‘,d (t.)Ax, ~§d (z,)Ay,

= Z(;,Zlek 1Ay, + Z(;ZOAXK -0Ay,

) HEEPP

olur. Dolayisiyla iki degiskenli Dirichlet fonksiyonu Gauge integrallenebilirdir.

Ornek 9.5. h (X, y) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

K+l 1 1 11
h(x’y): (—1) kI,XE(m,E} VeyE[m,l—:l’

0 ,x=0vey=0,

h(x,y) fonksiyonu [0,1]x[0,1] arahginda Gauge integrallenebilirdir ve

O ey
O ey
=
—_

x
<
N—"
o
x
[eR
<
Il
M+
[
|
~—
=
hl
|
—
>
N
|
[IEN
N—"
[N}

..s» irrasyonel sayilarin tag
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olur. h fonksiyonu i,l X i,} araliginda sabit bir fonksiyon olsun. O
k+1 k [+11

halde,

iih(xly)dxdy =(-2)" kl(l_ 1 j(} 1 j:(k(_l)kﬂ

kK k+)U 1+1) (k+1)(1+2)

1 1 11 . 1 1 1 1 5 . .
—,— |X| —,— | araligna yaklasan | —,— |x| —,— | araliginda bir tag ile
k+1 k I+1'1 k+1 k I+1'1

® o k+1
- . (-1)
araliklarin birlesimi olan bir Gauge bulunmalidir ve ZZ— toplamina
k= 11 (k +1)(| +l)
1 1

1 1 . - :
yaklasan (—,— x[—,— araliklarinin uygun sayilar1 se¢ilmelidir. Bu amag ile,
k+1 k [+1'1

&> 0 icin Gauge fonksiyonu y(t,z) asagidagidaki gibi tanimlansin

1 1 £ £ g
o T Tt T k+l
(k+1)(|+1) kI 2kl-2"  2kl-2 4Kkl -2

}/(t,Z): &te(i,lil VeZE(i’]_};
k+1 k I+1'1

m,n

Ayrica, Q :{(tka[xk_l’xk]) Ve (Zl’[yk—l’ yk])} ’

k,1=11

, [0,1]x[0,1] araligmm y, — fine

bolintldsu olsun.
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saglanacak sekilde I ve s dogal sayilari verilsin. [0,x ] ve [0,y,] araligi i¢in etiket

t,=0 ve z, =0 olmaldr. Ciinkii baska higbir deger, sifirin bir sol u¢ noktast olan

. . 1 1 1 1 .
bir araligi etiketleyemez. Eger | ——,— [x| —,~ | araliginda tanimh tag ile Q
k+1 k I+1'1

boliintiisinden araliklarm birlesimi [a,,,, @, ]x[u,.;,u, ] olarak ifade edilirse,

r S

$(h.Q)= b L (_1)k+l KI(@ = @40 (U = U,1)

=1 I=

1
olur. @ =1 ve u, =1 oldugundan —<a,,, Ve i<uI+l dir. 1<k<r ve
k+1 +1

1<I<s igin

o <—t—2_
k™= "k 2k-2¢

ve 1<k <r+1,1<I<s+1 i¢in

elde edilir. Dolayisiyla, 1<k <r ve 1<I<s i¢in

“ G_ (kil)JG_ | 11) (K +1)1(| +1)

esitligi kullanilarak
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1 ¢1 ( 1 ¢ 1)
(k+1) 22 JUI+1 22"

< 1 & k 1 £ k
k+1 2(k+1)2k+1 l+1 2 I+1)2'+1
3 k(l— 1 I(l £
K k+1) k+1 2K+ | I+1 (I+1)2'*1
s 1 1 1S &
K k+l 2k+1 2k |+1 2(1+1)2"

( [k“ 2(k 2“} I[ (|+1 2|+i) 2'+1J]
E @) (U -

1 ¢ ML £ _Lj
k 2 k+1) \1 21-2" 141
(1 1
_(k_ 1

2k -
N ](L il)
22 \1+1 22

bulunur. Boylece i< <% ve i<y <% icin
CEOVEEE, T AT e et

M

@) 2 o= B (oo (- )
N

ve

elde edilir. O halde
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S(h’Q)_ i (_1)k+l

s(h.Q)~(In2-1y

r,s (_1)k+| 00,00 (_1)k+l

T D)+ (k) (140

<¢&

dir. Sonug olarak, h fonksiyonu [0,1]x[0,1] arahiginda Gauge integrallenebilirdir ve

o (_1)k+l )
"= 2 ey Y

O ey
O Ly

dir.

Tamm 9.6. &:1,=[a,b]x[c,d]>(0,0) pozitif bir fonksiyon olsun ve
yt,z2)=yt)-y(2)=(t-0(t),t+5(t))x(2-0(2),2+06(z)) olacak sekilde |, aralig
iizerinde bir agik arahk fonksiyonu tammlansm. I =[i-4+1i] ve

Jj:[j—,uj+1,j] olmak uzere I ;=1;-J; ise t,—o<i-A4+1<t<i<t+J ve

i
2;—0<|)-p;+1<7;<j<z;+¢6 ifadeleri yerine swasiyla tel,cy(t) ve
z,e€); cy(z;) yazilsm ve ;7=77(ti'j)=;7(ti)'y7(zj)eAG2 ve h(z,v) fonksiyonu

(1,00)><(1,00) aralig1 iizerinde tanimh Olgiilebilir reel degerli iki degiskenli bir

fonksiyon olsun. Gauge anlaminda Ih(z‘,u) ve .Hh(r,u)‘ integralleri var ise
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olmasi durumunda

t+a(t) 2+0(2))

im —— [ | |h(z.0)-Ldedo=0
t,2j—>0 é(ti’j)ti—d(ti) zj—o‘(zj)
olur. Bu durumda, h(z,v) fonksiyonu L sayisina Gauge anlammda 7, — kuvvetli

toplanabilirdir denir ve [G,7,]-limh(z,v) =L ile gosterilir.

Teorem 9.7. Iiyj:[ti—5(ti),t+5(ti)]x[2j—5(zj),zj+5(zj)J ve —o<a<b<o
ve —o<c<d<oo igin [a,b]x[c,d]=ul,; olsun. h(z,v) fonksiyonu L sayisina
Gauge anlaminda 7, —kuvvetli toplanabilir ise h(z,v) fonksiyonu L sayisina Gauge

anlaminda ¥, —toplanabilirdir denir.

Ispat. h(z,v) fonksiyonu
L=t —5(ti),t+§(ti)]><[zj -8(z)),z, +5(zj)]
araliginda  tanimli  bir  fonksiyon ve |, aralginin bir  boliintiisi

L]

Pz{[i—/ll+1,i]x[j—ﬂj+1,j]} olsun. h fonksiyonu I.. arahginda mutlak

i

integrallenebilir oldugundan dolay1 Gauge integralinin 6zelliginden UI h‘ < L |h| dir.
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h(z,v) fonksiyonu L sayisma Gauge anlammda J,—kuvvetli toplanabilir

oldugundan

t+5(ti) zj+5(zj) t+5(ti) zj+6(zj)

j (h(z‘,z))—L)drduS J _[ ‘h(r,u)—L‘drdu

4-5(6)  2,-0(z;) §-0(4) 2;-5(z;)

é(ti)H ve HAT2”=H21 —g(zj)H icin

1 o) EHl)
_ el I J ‘h(r,u)—L‘drdu=0

im
§&(t), 2> (2; ) and AT -0, HAT2H—>0 ( )t 302, 3(e

olur. Béylece, h(z,v) fonksiyonu L sayisma Gauge anlaminda 7, —toplanabilirdir

denir.

Asagidaki teoremde Lebesgue ve Gauge anlaminda ¢ift kuvvetli toplanabilirlik

arasinda iligki verilmistir.

Teorem 9.8. A=(A) e u=(u,) e, 7(t)eAs, 7(z;) €A,
Ii,j:[ti—é(t)t+5( )xz,-6(z;).7, +5( )] ve —w<a<b<o ve
—o<c<d<ow igin [ab]x[c,d]=Ul; olsun. h(z,v) fonksiyonu (1,00)x (1),
araliginda tanimli Gauge anlaminda reel degerli iki degiskenli bir fonksiyon olarak

tanimlansin.

1) [V.4,u]<[G,7]

2) h (r, U) fonksiyonu sinirlt salmiml ve

[(ti _5(ti)’t+5(ti))x(zj -4(z)). 7 +5(ZJ))}
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araligmmn her Olgiilebilir alt kiimesi {izerinde Gauge anlammda L sayisma j, —

kuvvetli toplanabilir ise [V ], —limh(z,v)=L dir.

Ispat. 1) Lebesgue anlaminda integrallenebilen tiim fonksiyonlar ayni zamanda

Gauge anlaminda da integrallenebilir oldugundan, eger

1
m(f;l})‘[lm,n ‘h(r,u)— L‘drdu

integrali var ise

45(ti,j ) (T'U)él.?(tivj)|h(z-’ v)—L|dzdo

integrali ~de  vardirr.  Boylece V.2, u]-limh(z,0)=L  olmasi

[G.7,]-limh(z,0) =L olmasini gerektirir. Diger yandan,

2 2 2
27V, cos( 72[2]+(27[ jsin[ sz O<z<lveO<v<lise,

h(z,0) = T°v TV T°L

0, 7=0ve v=0ise,

fonksiyonu tammlansm.  h(z,0) fonksiyonu ne Rieman integrallenebilir ne de

Lebesgue integrallenebilirdir. Bu durumda h(z,v) e[V, 4, u] dir

85 (t, j)
mn

<1

2) Eger h(z,v) fonksiyonu sinirl salimimli ise, her (m,n) igin

oldugundan
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1 " 1
— ! \h(f,u)—L\drdw%(w){lm\h(f,u)_L\dfdu

|h(r,u)— L|drdu

85(ti,j ) (f,u)é[y(ti‘j)‘h (7.0)-L{dzdo

- 45(% ) (T,u)é';(ti,j)‘h(r’ v)- L‘dz‘dv

olur. [ G,7, |-limh(z,v) = L oldugundan [V ], ~limh(z,v) = L elde edilir.



BOLUM 10. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez kapsaminda, ilk olarak ¢ift diziler igin ¢ift istatistiksel smirlilik ve gift
lacunary istatistiksel sinirlilik kavramlar1 tanimlanmistir ve bu kavramlar arasindaki
iligki incelendiginde ¢ift lacunary istatistiksel sinirli olan fakat cift istatistiksel sinirl
olmayan cift dizi 6rnegi verilmistir. Ayrica, her c¢ift lacunary istatistiksel yakinsak

dizinin, ¢ift lacunary istatistiksel sinirli oldugu sonucu da elde edilmistir.

Buna ek olarak, negatif olmayan (1,c) araliginda tanimli reel degerli Lebesgue

anlaminda Olgiilebilir iki fonksiyon g6z Oniine alinarak, « dereceden asimptotik
T, —istatistiksel denk ve o dereceden kuvvetli Z,—asimptotik denk fonksiyonlar

tanimlanmis ve bu iki yeni kavram arasindaki kapsam bagmti sonuglari elde

edilmistir.

Bunun yani sira, Borwein'in [5] sonuglar1 ¢ift Cesaro toplanabilir fonksiyon
uzaylarina genisletilerek, ¢ift fonksiyon uzaylar1 igin bazi 6nemli sonuglar ortaya

konmustur. Istatistiksel yakmsaklik kavrammi genellestirmek icin (1,00)x (1,0)

araligmda Lebesgue anlaminda iki degiskenli dlgiilebilir reel degerli g(z,v) ve
h(z,v) fonksiyonlar: géz oniine almarak, kuvvetli Au—cift asimptotik denk ve

Au—cift istatistiksel denk fonksiyonlar tanimlanmistir ve g(r,u) fonksiyonun

degerinin 1 olmas1 sonucunda bu fonksiyonlarin bu tez kapsaminda altinci bdliimiin

birinci kisminda tamimlanan Au—cift toplanabilir ve Au—cift istatistiksel

yakmsaklik fonksiyonlara indirgendigi sonucu elde edilmistir.

Ayrica, NxN fizerinde tanimli uygun ideal kavrami kullanilarak istatistiksel

yakimsak fonksiyonlardan daha genel bir kavram olan kuvvetli [V, 4, u](Z,)-ift
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toplanabilme kavrami tanimlanmis ve T, — Au—cift istatistiksel yakmsak
fonksiyonlarin ailesi tanimlanmistir. Buna ek olarak, dizilerden farkli olarak,
lacunary cift fonksiyonlarm tanimlanmasi ile Z,—Gift lacunary istatistiksel
yakmsaklik ve kuvvetli Z,—cift lacunary toplanabilir fonksiyonlar uzayi

tanimlanmig ve bu uzaylar arasimdaki iliskisinin incelenmesinde, fonksiyonlarin
supremum ve infumum kosullarina bagl olarak kapsama bagmtilarinin degistigi

sonucu elde edilmistir.

Bu tez kapsaminda, (1,00) araliginda 6lgiilebilir reel degerli fonksiyonlar gbz dniine

almarak Gauge ile iligkili olarak 7_/—kuvvetli toplanabilme kavrami ve

genellestirilmis istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmistir. Ayrica, Lebesgue
anlaminda toplanabilir, 6l¢iilebilir reel degerli bir fonksiyonun, Lebesgue anlaminda
kuvvetli toplanabilirdir oldugu sonucunun Gauge anlaminda dogru olmadigini; yani
Gauge anlaminda bir fonksiyonun toplanabilir olabilecegi fakat kuvvetli toplanabilir

olamayacagini gosteren ornekler verilmistir. Eger h:J — R fonksiyonu J araligi

Uzerinde Gauge integrallenebilir ve |h| fonksiyonu J araligi tizerinde Gauge
anlaminda integrallenebilir ise h fonksiyonu J araligi iizerinde Gauge anlaminda
;_/—kuvvetli toplanabilir, ancak, eger h fonksiyonu J araligi tizerinde Gauge

anlaminda integrallenebilir fakat |h| mutlak fonksiyonu J arahigi iizerinde Gauge

anlaminda integrallenemez ise h fonsiyonu Gauge anlaminda 7_/—t0p|anabi|ir

oldugu sonucu elde edilmistir. Buna ilaveten, Gauge anlaminda h(S) fonksiyonu

7_/—t0planabi|ir ve F(Xx)= I h(9)d3 olacak sekilde bir belirsiz integral var ise,
o -6(a)
h(S) fonksiyonunun Gauge anlaminda kuvvetli toplanabilir olmas: i¢in gerek ve

yeter kosulun F ’nin smirh salimimli olmasi sonucu ve 7_/—kuvvetli toplanabilir

fonksiyonlarin Gauge anlaminda 7_/— toplanabilir oldugu sonucu ortaya atilmustir.
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Buna ek olarak, sayilabilir kiimeler dikkate alinarak Olgiilebilir reel degerli
fonksiyonlar icin genellestirilmis istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanmistir ve
bu yeni tanimlanan kavramin Gauge ve Lebesgue anlaminda kuvvetli toplanabilirlik
kavramlar1 ile arasindaki iligki incelenmistir. Ayrica, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in
Gauge anlaminda integrallenebilen 6lgtilebilir reel degerli iki degiskenli fonksiyonlar
ve Pringsheim limiti g6z Oniine almarak, Gauge anlaminda ¢ift kuvvetli Cesaro tipi
toplanabilme kavrami tanimlanmis ve bu kavramn iki degiskenli fonksiyonlar igin
Lebesgue anlaminda tanimlanan kuvvetli toplanabilirlik tanimdan daha genel

oldugunu gosterilmis ve aksine bir 6rnekte verilmistir.

Son olarak, bu tezde elde edilen sonuglar toplanabilme alaninda g¢alisma yapan
matematikgiler i¢in farkli bir diisiince metodu olusturacagina inanarak, bu teorinin
toplanabilirlik alanindaki farkli kavramlarma genellestirilmesi Oneri olarak

sunulmustur.
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