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bulunmustur. Siirekli durumda bilinen yéntemlerden farkli olarak bu impalsif operatoriin
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1. GIRIiS

Uygulamali matematikte, gercek hayatta karsilagilan bircok problemin ¢oziimii i¢in
modellemeler mevcut olup bu modellemelerin ¢ogu baglangi¢ ya da siir deger prob-
lemleriyle ifade edilmektedir. Bir diferensiyel egitlik verildiginde, biitiin kogullarin
bagimsiz degiskenin ayni degeri i¢in belirlenmesi halinde problem baglangic deger
problemi, kosullarin bagimsiz degiskenin iki farkli degerinde, ozellikle de ilgili bol-
genin sinirlarinda verilmesi halinde ise problem sinir deger problemi olarak nite-
lendirilir. Spektral teoride, her iki durumda da problemlerin ¢oziimii i¢in opera-
torlerden yararlanilir. Bagta fizik ve kuantum mekanigi olmak iizere, uygulamal
bilimlerin ¢ogunda diferensiyel operatorlerin spektral teorisi uzun yillar bir¢ok bilim

adaminin calisma konusu olmustur.

Teoride, regiiler ve singiiler olmak {izere iki cesit diferensiyel operator tanimlanmig
ve bunlarin spektral analizleri detayl bir bicimde arastirilmistir. Tanim bolgesi
sinirli ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan diferensiyel operatorlere regiiler ope-
ratorler, tanim bolgesi sinirsiz veya katsayilari sonlu sayida siireksiz noktaya sahip

olan diferensiyel operatorlere singiiler operatérler denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giintimiizde Sturm-Liouville
teorisi olarak bilinmektedir. Ikinci mertebeden Sturm-Liouville denklemi ise litera-

tiirde

d d
1 (#)52) + dlaly = oty (1)
seklinde karsimiza cikar. Bu denklem ve bu denklemle birlikte farkli birtakim
sinir kogullar1 tarafindan iiretilen operatére Sturm-Liouville operatorii denilmekte-
dir. Bu operator adini, yillar 6nce bu konuda ¢aligmaya baslayan iki matematik¢iden

almigtir. 1836 yilinda Sturm ve Liouville adli yazarlar ayni derginin ayni sayisinda
1



yayinlanan makalelerinde,

—y +al@)y =Ny, a<z <D
y(a)cosa +y (a)sina = 0
y(b)cos B+ (b)sin 3 =0

sinir deger problemini incelemisg, bu problemin agikar olmayan ¢oziimiiniin varolup
olmadigini ve spektrumunu aragtirmigtir ((Sturm 1836), (Liouville 1836)). Zaman
icinde bu problemlere duyulan ilgi artmig, Sturm-Liouville problemleri cesitli bi-
limlerde somut, fiziksel anlami yogun olan bir uygulama alanina sahip olmustur.
Ornegin; V(x) potansiyel alan fonksiyonu, m parcacigm kiitlesi, 4 Planck sabiti,
u(z,t) parcacigin dalga fonksiyonu, F, u nun konumuna kargilik gelen enerji seviyesi

olmak {izere, kuantum mekaniginde iyi bilinen Schrodinger dalga denklemi

Pu(x,t)  h QPu(z,t)
ot? 2m  Ox?
u(z,t) = etVEy(@)

+ V(z)u(z,t) =0,

doniisiimii altinda

denklemine doniisiir ki, bu da Sturm-Liouville tipinde bir denklemdir. Daha agik ola-
rak Sturm-Liouville denklemlerine bir boyutlu V' (z) potansiyelli Schrodinger denk-

lemleri de denir.

19. ve 20. yiizyillarda, Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisi daha hizlh
gelismig, Hilbert uzay kavrami olustuktan sonra da bu uzaylarda tanimlanan lineer
selfadjoint operatorler teorisi oldukca ilgi gérmiistiir. Bilindigi gibi, incelenen sinir
deger ya da baslangi¢ deger problemindeki diferensiyel ifadenin katsayilar1 ve siir
sartlarindaki parametreler reel degerli oldugunda, o diferensiyel operator kendine
esglenik (selfadjoint), aym diferensiyel ifadenin katsayilari ve sinir sartlarindaki para-

metreler kompleks oldugunda ise o diferensiyel operator kendine eslenik olmayan
2



(non-selfadjoint) olarak adlandirilmaktadir. Operatér kendine eglenik oldugunda,
operatoriin tiim ¢zdegerleri ve o tzdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar: reel iken,
kendine eglenik olmadiginda bu 6zdegerler reel olmayabilir ve bu durumda spektral
tekillikler denilen ozfonksiyonlarin tamlig i¢in engel tegkil eden noktalar mevcut

olmaktadar.

Spektral teoride, sinirsiz aralikta kendine eglenik olmayan singiiler diferensiyel opera-
torler alanindaki galismalarda onciilitk Naimark’a aittir. Naimark, 1960 yilinda ¢

kompleks degerli fonksiyon, h bir kompleks say1, A spektral parametre olmak iizere,
l(y) ==~y +a(z)y =Ny, v € Ry :=[0,00) (1.2)

diferensiyel ifadesinin ve
y (0) — hy(0) =0 (1.3)

sinir kogulunun yardimu ile L?(0, 0o) uzayinda tanimh kendine eglenik olmayan Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral teorisini incelemistir. Bu calismada, ele alinan ope-
ratoriin spektrumunun, siirekli ve diskre spektrum ile spektral tekilliklerden olustugu
gosterilmistir. Ayrica spektral teoride iyi bilindigi iizere bir spektral tekilligin, rezol-
vent, operatoriin ¢ekirdeginin kutup noktasi oldugu, siirekli spektrum tizerinde bu-
lundugu, fakat dzdeger olmadigi Naimark’in bu ¢alismasinda ispatlanmigtir. Bunun
yani sira, en az bir € > 0 i¢in,

o0

/e“ lq(x)] dz < o0

0

sart1 saglandiginda, operatoriin sonlu sayida ve sonlu kath 6zdeger ile spektral tekil-

lige sahip oldugu elde edilmistir.

Naimark’ i buldugu bu sonuglardan sonra, sayisiz matematikci tarafindan Sturm-
Liouville operatoriiniin spektral teorisi gelistirilmigtir. En 6nemlilerinden birisi

(Marchenko 1986) olup, Marchenko (1.2) denkleminin

y(0) =0 (1.4)
3



sinir kogulu altinda

lim y (z,\)e ™ =1, A€ C, :={\: A€ C, Im\ >0}

Tr—00

kosulunu saglayan sinirh ¢oziimiinii elde etmistir. e (z, A) ile gostecegimiz bu ¢oziime
(1.2) ve (1.4) sir deger probleminin Jost ¢tziimii denir. Ayrica Marchenko, bu Jost

¢Oziminin

(e o]

/x|q(m)|dm<oo

0

kosulu altinda
e(x,\) = e + /K (z,t) e™dt, A € Cy

integral gosterime sahip oldugunu gostermistir. Burada K (z,t), g fonksiyonu yardimi

ile verilen bir integral denklemdir.
e(A) =1+ /K (0,t) e™dt, \ € C,
0
ile tanimh fonksiyona da bu sinir deger probleminin Jost fonksiyonu adini vermistir.

Giiniimiize kadar, spektral teorinin gerek diiz gerekse ters problemleriyle alakali
¢ok sayida caligma yapilmigtir. Ancak bu cgalismalarin hepsi elbette ki diferen-
siyel operatorlere ait degildir. Teknoloji ve bilim gelistikce, karsilagilan problemleri
gercegine en uygun sekilde modellemek icin diferensiyel denklemler yeterli olmadigin-
dan, bir¢cok matematik¢i fark denklemlerini incelemeye koyulmusgtur. Zamana bagh
degiskenlerin kullanildig1 olaylarin ¢ogu ayrik (kesikli) oldugundan, bu tiir denklem-
ler 6nemli matematiksel modeller olusturmaktadir. Oysa ki diferensiyel denklemler,
dogadaki siirekli olaylar1 karakterize ederler sadece. Ilging olan, fark denklemleri
teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik gelen diferen-

siyel denklemlerin ayrik benzerleridir. Fark denklemleri teorisinin uygulamalari,
4



biyolojide canli popiilasyon sayisinin incelenmesinde, ekonomide, kontrol teorisinde,
molekiiler biyolojide hiicre hareketlerinin gézlemlenmesinde ve daha bircok alanda
zengin bir bigimde mevcuttur. Atkinson, Kelly, Peterson ve Agarwal bu alandaki
galigmalara onciilitk eden bilim adamlaridir (Atkinson 1964, Agarwal ve Wong 1997,
Agarwal 2000, Kelly ve Peterson 2001).

Son yillarda fark denklemlerinin spektral analizi de yogun bi¢imde incelenmeye

baglannustir. Ikinci basamaktan lineer fark denklemi olarak bilinen
A1 DNYyp1)+ (@ —Nyn=0, neN (1.5)

fark ifadesi, (1.1) Sturm-Liouville denkleminin tam olarak diskre analogudur. Bu-
rada A\, Ay, := y,11 — Yn seklinde tamimh ileri fark operatorii, a, ve g, ise (1.1)
denklemindeki ¢ potansiyel fonksiyonuna karsilik gelen reel ya da kompleks dizileri

ifade etmektedir. Ayrica,

bn =(4n — Qp—1 — Qp

segildiginde, (1.5) denkleminin
Un-1Yn—1 + On¥Yn + AnlYni1 = Ay, n €N (16)

denklemine doniistiigii acik olarak goriilmektedir. Yillar i¢inde, spektral teoride fark
denklemlerinin uygulama alanlarimin artmasiyla, (1.6) denklemi ¢ok sayida galis-
mada incelenmistir. Ornegin, {a,} ve {b,} reel diziler, Vn € Z i¢in a,, > 0 ve n € Z

oldugunda, Guseinov

Z In] (|1 — an| +[ba]) < 00

nez

sart1 altinda, (1.6) denkleminin sagilim teorisinin ters problemini ¢aligmigtir

(Guseinov 1976b). (Bairamov vd 2001) ve (Krall vd 2001) da ayni problemi yarim
eksende belli kosullar altinda incelemis ancak burada {a,} ve {b,} dizileri kompleks
sec¢ilmigtir. 2001 ve 2003 yillarinda ise, Adivar ve Bairamov tarafindan kompleks

{an} ve {b,} dizileri i¢in tiim eksende (1.6) denklemi incelenerek, énemli spektral
5



ozellikler elde edilmigtir.

Yukarida bahsedilen literatiire bakilirsa, hem Sturm-Liouville hem de onun diskre
analogu olan fark operatorlerinin spektral teorisi gerek yarim eksende, gerek tiim ek-
sende, operatoriin gerek selfadjoint, gerekse non-selfadjoint oldugu durumda skaler
katsayili olarak detaylica incelenmigtir. Dikkat edilirse, bu problemlerde modelleme
yapilan siireclerde bir siireksizlik ya da olaylar esnasinda bir durum degisikligi s6z
konusu degildir. S6z konusu oldugunda da, ne diferensiyel denklemler teorisi, ne de
fark denklemler teorisi karsilagilan bu etkiye cevap verebilmektedir. Bunun i¢in yeni

bir teoriye ihtiya¢ duyulmustur.

Bilimsel siireclerin baz1 agsamalarinda anlik ve keskin durum degisikliklerine rast-
lanabilir. Bunlar kisa siireli ani degisimlerdir ve tiim siireg ile kiyaslandiginda ihmal
edilebilecek kadar kisadir. Bu sebeple bu etkilere impals (sigrama) etkisi denilmek-
tedir. Dogadaki bircok degisim ve gelisim siireci belli zamanlardaki bu anlik durum
degisiklikleriyle karakterize edilir. Ornegin, malzemelerdeki sicaklik dagilimi ve 1s1
gecisi bu tiir siireclerdendir. Ayrica bazi biyolojik olgular, tip ve biyolojideki patlama
ritim modelleri, ekonomideki optimal kontrol modelleri, farmokokinetik ve frekans
modulasyonlu sistemler de impals etkiler igerir. Bu tiir fiziksel olaylarin matematik-
sel modeli ifade edildiginde ortaya impalsif (sicramali) diferensiyel denklemler ¢ikar.
Gergek hayatta karsilagtigimiz birgok bilimsel siiregte bu impalsif etkileri iceren im-

palsif diferensiyel denklemlerden yararlanilmaktadir.

Simdi impals etkisinin nasil olustugunu anlayabilmek i¢in viicuda ilag dagilimi icin
kullanilan Kruger-Thiemer modeline bir goz atalim. Bu model, insan bedeninde
ilag dagilimi i¢in Kruger-Thiemer tarafindan énerilen basit iki agamali bir modeldir.
Agiz yoluyla alinan ilacin ilk énce mide-bagirsak sistemi iginde ¢oziindiigii kabul
edilir. Daha sonra mide aracihigi ile ince bagirsaklara gecer. Ince bagirsaklardan
emilen ilaclar kana karigir ve karaciger iizerinden gecerek tiim viicuda dagilir. Kanda
ilag seviyesi az oldugunda istenen etki gikmaz iken, fazla oldugunda da yan etkiler

ortaya cikar. Ilag, daha sonra goriiniir dagilim hacmi (Vp ) olarak adlandirilan
6



viicutta sivilarin oldugu kas ve dokular tarfindan emilir. Goriiniir dagilim hacmi,
uygulanan bir ilacin toplam miktarinin kanda gozlemlenen ayni konsantrasyonda
tutulmasini gerektirecek teorik hacimdir. Son olarak, ila¢ kani temizleyen karaciger
ve bobrekler araciligi ile viicuttan digari atilir. Simdi, z(¢t) ve y(t) ile sirasiyla ¢
aninda mide-bagirsak sisteminde bulunan ilact ve goriintir dagilm hacmi (Vp )’ni
gosterelim. k; ve ko de ilgili oran sabitleri olsun. O halde, bu modelin dinamik

sistemi

T = —ku, y/ = —koy + k1 (1.7)

seklindedir. Kabul edelim ki, 0 < t; < t5 < ... < ty < T anlarinda, ilag dq, 01, 02, ..., O

miktarlarinda emilsin. Bu durumda

r(tH)=z(t;)+6, i=1,2,...N
y(tf) = y(t7) (1.8)
z(0) = do, y(0) =0

yazilir. Istenen terapik etkiyi elde etmek icin bu zaman araliginda goriiniir dagilim
hacmindeki ila¢ miktarinin hi¢ bir zaman belli sabit bir degerin altina diigmemesi

gerekir. Son olarak biyolojik maliyet fonksiyonu

alimirsa, hem ilacin yan etkilerini azaltmak hem de maliyeti diigiirmek icin (1.7) ve
(1.8) e bagh olarak ('lsgg f(6) degerini hesaplamak gerekir. Bu problem agik¢a goster-
mektedir ki, (1.7) ve (1.8) ile basit bir impalsif diferensiyel denklem sistemi ifade
edilmigtir (Lakshmikantham vd 1998).

Bir impalsif diferensiyel denklem sisteminde s6z konusu impals etkisi anlarindaki
atlamalar sirasinda siireksizlik noktalar1 olugsmaktadir. Dolayisiyla, normal diferen-
siyel denklemlerde siirekli fonksiyon uzaylar: s6z konusuyken, burada parcali siirekli

fonksiyonlar uzay1 soz konusudur. Impalsif diferensiyel denklemlerinin teorisi
7



(Lakshmikantham 1998), (Samoilenko vd 1995) ve (Bainov vd 1998) kitaplarinda de-
tayl bir sekilde incelenmistir. Impalsif operatorlerin spektral teorisi de son yillarda
Mukhtarov, Mostafazadeh, Ugurlu ve Bairamov tarafindan incelenmeye baglanmigtir
(Mukhtarov vd 2004, Mostafazadeh 2009, Ugurlu ve Bairamov 2013). Ozellikle,

Mostafazadeh, 2011 yilinda tiim reel eksen iizerinde

—¢" (2) = k% (2), = €R\{0}

denklemini, x = 0 noktasinda verilen impalsif kogul ile incelemigtir.

Bu doktora tezinde, ilk olarak (1.2) diferensiyel ifadesi yardimiyla iiretilen impalsif
diferensiyel operator ele alinacak, bu operatoriin spektral teorisine iligkin sonugclar
elde edilecektir. Daha sonra ise, ayni problemler yarim eksende (1.2) ifadesinin
diskre analogu olan fark denklemi icin incelenerek, elde edilen impalsif fark opera-
toriiniin 6zdegerleri ve spektral tekillikleri aragtirilacaktir. Hem siirekli hem de ke-
sikli durumda denklemlerin Jost fonksiyonuna ait asimptotikler bulunup, bu fonksi-
yonlarin bazi analitik 6zelliklerinden bahsedilecektir. Literatiirde impalsif operator-
lere ait caligmalar ¢ogunlukla tiim eksende bulundugundan ve bu tezde kullanilan
yontem klasik yontemlerden farkl oldugundan, bu tezden elde edilen sonuglarla li-

teratiirdeki bu boglugun kapatilmasi hedeflenmektedir.

Bu tezde, giiniimiizde ¢ok yaygin kullanilmasi1 ve daha kolay ifade edilmesinden

dolay1 sigrama kosullu operator yerine impalsif operator tabiri kullanilacaktir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

Bu boliimde, ticiincii ve dordiincii boliimlerde elde edecegimiz sonuglar icin ihtiyag

duyacagimiz bilinen baz temel kavram ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1 X # {0} kompleks normlu uzay ve 7' : D(T) C X — X operatorii
lineer olsun. A € C olmak tizere R)(T) = (T — AI)~! operatoriine T' operatoriiniin

rezolvent operatorii ya da kisaca rezolventi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.2 R,(T') operatorii mevcut, sinirli ve tanim ciimlesi X uzaymda yogun
olmasi durumunda, A € C sayisina 7T operatoriiniin bir regiiler degeri denir. T
operatoriiniin regiiler degerlerinden olusan ciimleye ise 1" operatoriiniin rezolvent

ciimlesi denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.3 R, (7T') mevcut olmayacak sekildeki A kompleks sayilarinin ciimlesine 7T
operatoriiniin diskre spektrumu ya da nokta spektrumu adi verilir

(Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.4 R,(7T) mevcut, smrsiz ve Ry(7") operatoriiniin tanim kiimesi X uza-
yinda yogun olacak sekildeki A kompleks sayilarinin olusturdugu kiimeye T opera-

toriiniin siirekli spektrumu denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tanim 2.5 X bir kompleks vektor uzayir ve 7' : X — X operatorii lineer olsun. A
kompleks sayis1 icin T'x = Az denkleminin agikar olmayan bir z € X ¢oziimii varsa
A sayisina 1" operatoriiniin 6zdegeri denir. Bu z ¢oziimiine ise T' operatoriiniin A

vzdegerine kargilik gelen 6zvektorii denir (Lusternik ve Sobolev 1974).



Tanim 2.6 Bir 7" operatoriiniin rezolventinin ¢ekirdeginin kutup noktasi olup, stirekli
spektrumda bulunan ve T" operatoriiniin 6zdegeri olmayan noktalara 7" operatoriiniin

spektral tekillikleri denir (Naimark 1960).

Uciincii boliimde incelenecek olan impalsif Sturm-Liouville operatoriiniin bazi ana-

litik 6zelliklerinin belirlenmesinde asagidaki teoremlerden yararlanilacaktir:

Teorem 2.1 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-

gesinin igindeki sifirlar (eger varsa) ayriktir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.2 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, sonsuz kath sifir-

lar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin simiridadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.3 Ozdes olarak sifir olmayan bir analitik fonksiyonun, analitiklik bol-
gesinin igindeki sifirlarimin limit noktalar1 (eger varsa) analitiklik bolgesinin sinirin-

dadir (Dolzhenko 1979).

Teorem 2.4 (Privalov Teoremi): Agik iist diizlemde 6zdes olarak sifir olmayan,

analitik bir fonksiyonun reel eksendeki sifirlarinin Lebesgue 6l¢iisii sifirdir

(Dolzhenko 1979).

Teorem 2.5 (Pavlov Teoremi): f fonksiyonu C, kiimesinde analitik, C, kiimesinde

sonsuz mertebeden tiirevlenebilir, u(7 = {x cR: fM(x)=0,Vnc N}) =0,
1f™ ()| <A, , 2€Ty , n=0,1,2,...

ve

olmak {izere, bir h > 0 i¢in

/ln E(s)du(T,s) = —o0

10



olsun. Eger en az bir H porzitif reel sayisi i¢in

H o)

(Bl o[BI, o
2 +1 2 +1

—00 H

ise, f fonksiyonu kapal iist diizlemde 6zdeg olarak sifirdir (Pavlov 1967).

11



3. IMPALSIF STURM-LIOUVILLE OPERATORLERI

Yarim eksendeki impalsif operatorlerin spektral teorisini inceledigimiz bu doktora
tezinde, ¢aligmalarimiza ilk olarak Sturm-Liouville operatorleri ile bagladik.

x = 1 noktasi, impalsif kogulun verildigi nokta olmak iizere, yarim eksendeki Sturm-
Liouville denklemi tarafindan tiretilen L operatorii impalsif Sturm-Liouville ope-
ratorii olarak tamimlanacaktir. Bu boliimde, ilk olarak bahsedilen Sturm-Liouville
denkleminin bazi 6zel ¢oziimleri ve bu ¢oziimler yardimiyla M transfer matrisi elde
edilecektir. Sonraki alt kisimlarda sirasiyla L impalsif Sturm-Liouville operatériiniin
rezolvent operatorii verilecektir. Daha sonra rezolvent operatoriin kutup nokta-
lariyla iligkili olarak L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin kiimesi M
matrisi yardimiyla karakterize edilerek belirli kosullar altinda bu kiimelerin ve kat-
larinin sonlulugu elde edilecektir. Elde edilen sonuglar, boliim sonundaki detayli bir

ornek icinde kullanilacaktir.

L0, 00) Hilbert uzayinda yarim eksen iizerinde
—y" +q(z)y =Ny, z€[0,1)U(1,00), (3.1)
Sturm-Liouville diferensiyel denklemi,

y(0) =0 (3.2)

sinir kosulu ve

y+(1) = lim y(z)

r—1%

seklinde tanimlanmak tizere x = 1 noktasindaki

E . PG I -

v (1) Yy (1) c d
impalsif kogulu ile iiretilen L operatoriiniin, spektral tekillikleri ve 6zdegerleri prob-

lemini inceleyelim. Burada a,b, c,d kompleks sayilar, det B # 0, A bir spektral

parametre olmak iizere, kompleks degerli ¢ potansiyel fonksiyonu

[e.e]

/x|q(z)|dm < 0 (3.4)
: 12



kogulunu saglasin.

(3.1) denkleminin, [0,1) ve (1, 00) araligindaki ¢oziimleri sirasiyla

(), 0<z<l1
(), x>1

y- (z)
Yy (o)

Y
Y

seklinde gosterilsin. Aciktir ki, 2 = 1 noktasi, (3.1) denkleminin impals (sigrama)
noktasidir ve kompleks terimlerden olugsan B matrisi ile birlikte (3.3) impalsif kogulu,
bu denklemin ¢oziimlerinin [0, 1) araligindan (1, co) araligina kargilikli devam etmesini

saglar. S (x, )\2) ve C' (:1:, )\2) , (3.1) denkleminin sirasiyla
S(0,A%) =0, S(0,)*) =1,
C(0,X)=1, C'(0,)*)=0

baglangi¢ kogullarimi saglayan [0, 1) arahgindaki temel ¢oziimleri olup A paramet-

resinin tam fonksiyonlaridir ve bu iki ¢oziimiin Wronskiyeni igin
WIS (z,)?),C (z,X%)] = -1, XeC (3.5)

esitligi gerceklenir. Ek olarak, S (:1:, )\2) ve C' (3:, /\2) ¢oziimleri,

oy Sin Az f sin Ayt
S (z,N%) = )\ +/Q(x,t) v dt (3.6)
0
ve N
C (z,N?) = cos Az + /P (x,t) cos Atdt (3.7)

0
integral gosterimlerine sahip olup burada @ (z,t) ve P (x,t) ¢ekirdek fonksiyonlar

q potansiyel fonksiyonu yardimiyla ifade edilebilir (Levitan ve Sargsjan 1991).

Ayrica, e (x,\) ve €(x,\), (3.1) denkleminin A € C, icin sirasiyla

lime (z,\)e™™ = 1,
lime(z,\) e = 1,

kogullarimi saglayan (1, 00) araligindaki lineer bagimsiz ¢oziimleri olup

Wle(z,\),e(z,\)] = —2i\, z¢€(l,00), AeC, (3.8)
13



esitligi kolaylikla dogrulanabilir. e (z, A) ¢oziimii, (3.1) denkleminin simirli ¢dziimiidiir

ve (3.4) kosulu altinda
e(z,\) = e + /K (z,t)eMdt, \eC, (3.9)

gosterimine sahiptir. Burada K(z,t), ¢ fonksiyonu yardimiyla tanimhidir

(Marchenko 1986). Ayrica, F, (x,y) := 82F (z,y) ve o fonksiyonu
T

a@%z/@@ﬂﬁ

seklinde taniml olmak {izere

K (2,1)] < co ("”‘;t) (3.10)
Kol < glo(T5)]+ e (55) .11

esitsizlikleri gergeklenir. Diger yandan, zq, (1,00) araliinda bir reel sayi olmak
iizere, (3.1) denkleminin (1, co) araligindaki sinirsiz ¢oztimii olan € (x, ), (3.4) kosulu

altinda

T

. » 1 o R 1 T o N
e(z,\) =e ™ ﬁ/el(s" DAg(t)e(t, \) dt + ﬁ/e’(t Dgt)e(t,\)dt  (3.12)

Zo

integral denklemini saglar (Naimark 1968).

AL ve By, )\ parametresine bagh katsayilar olmak iizere (3.1) denkleminin [0, 1)
ve (1, 00) araligindaki lineer bagimsiz ¢oziimleri yardimiyla (3.1)-(3.3) impalsif sinir

deger probleminin genel ¢oziimii

y_ (x,\)=A_C (ZE, )\2) +B_S (m,)\Q), 0<z<l1

(3.13)
Y+ (l‘?)‘) :A+e (m,)\)+B+/€\<l’,>\), r>1

seklinde ifade edilebilir. (3.13) ifadesinden

Yy (x,\)=A_C' (x, )\2) +B_Y (x, )\2) , 0<z<1
v (z, ) = Aype (x,N) + Boe' (z,0),  x>1
14



bulunup ¢oztimlerin x = 1 noktasinda tanimlanan degerleri yardimiyla

y-(1,A) = A_C(L,N)+B_S(1,)\?)
v (LA) = A_C'(1,A*) +B_S"(1,\%)
yr (1,A) = Ape(1,)) + Bie(1,))
v (LA = A (1,A) + Bye (1,0

elde edilir ve bu degerler (3.3) impalsif kogulunda dikkate alinirsa

Are(1,\) + Bie(1,)) A_C(1,X*) +B_S5(1,X?)

Ape (1,\) + Bye (1,)) A_C'(1,N*) + B_S5" (1,)%)
gerceklenir. Buradan gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra

e(LA) e(LA)| |As y 5 C (LX) S(1,N%)] |A-
e (1,\) €(1L,N]| B, C'(1,X) S (LAY |B-

esitligi bulunur. Son esitlikte N ve D matrisleri

ve

seklinde secilirse det N = —2i\ # 0 oldugundan M transfer matrisi

My, M
M=|"" TPl =NBD (3.14)
My M
olarak tamimlanir ve
Ap A_
=M (3.15)
B B_



esitligini saglar. (3.14) egitliginden M matrisinin elemanlar

M) = oo {7 (1,0 [aC (1,02) + 807 (1,37)]
—e(L,A) [cC (1,2?) +dC" (1,1%)]
M () = {7 (1) [aS (1,0) 455 (1,X7)]
—e(1,\) [eS (1,2%) +dS" (1,3%)] }
Moy (N) = {ezlAhC@A%+mN1Vﬂ
+e (1, A) [eC (1,A%) +dC" (1,0%)]}
My (N) = { e (1,A) [aS (1,A%) +b5" (1,1%)]
+e (L) [eS (1,A%) +dS" (1,)*)]} (3.16)

olarak elde edilir. $imdi, (3.1)-(3.3) smur deger probleminin keyfi iki ¢oziimiiniin

katsayilar: olan A, ve By, AT ve BT katsayilar1 yardimiyla yeniden diizenlenirse

ATC (m,/\2) + BtS (x,)\2), 0<z<l1

(3.17)
Ate(z,\) + Bfe(z, N, l<z<oo

[z A) =
ve
A" C (x,)\Q) + B_S (a:, )\2) , 0<r<1

g(z, ) = R
ATe(xz,\)+ Bie(x, ), l<z<oo

(3.18)

goziimlerine ulagihr. € (z,\) ¢ L?(1,00) oldugundan, f ¢oziimii (3.1)-(3.3) impalsif
sinir deger probleminin Jost ¢oziimii olarak goz oniine alindiginda,
fz,A)—e(x,)), z— o0
asimptotigi elde edilir ve bu asimptotik yardimiyla
Bf =0, AT =1 (3.19)

esitlikleri bulunur. Ayrica g ¢oziimii de problemin (3.2) siir kogulunu saglayan

¢oziimii olarak diistiniiliirse h, sifirdan farkli keyfi bir kompleks say1 olmak iizere
A= =0, B =h (3.20)
esitlikleri elde edilir. Ek olarak, (3.19) ifadesi (3.15) esitliginde dikkate alinirsa,

16



denklemi ¢oziilerek

+_ M22 ()\) B+:—M21 (/\)
T detM - det M
katsayilar1 bulunur. Benzer sekilde (3.20) ifadesi (3.15) esitliginde hesaba katilirsa,

(3.21)

Ayl M M| (O
Br|  |My M| |n
denklemi ¢oziilerek
A7 = hMia (N), Bl =hMxy(N) (3.22)

katsayilar elde edilir. Boylece, AT, B*, Al BT katsayilarn (3.17) ifadesinde ve

AZ, BZ, A}, B katsayilar1 da (3.18) ifadesinde yerine konulursa, f ve g ¢oztimleri

sirasiyla
Maa(N) 2y Ma(N) 2
———C (z,\*) — —=S (z, A 0< 1
f(z,N) =< detM (%) det M (%1% STs (3.23)
e(x,N), l<z<oo
ve
hS(L)\Q), 0<z<l1
g(x,A) = (3.24)

hMis(Ne (2, A) + hMa(N)e(z,A), 1<z <oo
seklinde yeniden yazilabilir. Burada, (3.23) ifadesiyle taniml f ¢oztimiine (3.1)-(3.3)
impalsif sinir deger probleminin Jost ¢oziimii denir.

Artik, verilen bilgiler 1s1ginda siradaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 3.1 Her )\ € C, icin

(i) WIf. gl (2, )) = —2iMiMas(N), 2 — oo, (3.25)

hMas(X\)

(i) WILg)(e.3) = 22,

r— 0" (3.26)
asimptotik egitlikleri gerceklenir.
Ispat. (3.23) ve (3.24) ifadeleri # — oo ve # — 0T igin f ve g ¢oztimlerinin

Wronskiyenlerini hesaplamak i¢in kullanilabilir. Yani, x — oo i¢in Wronskiyenin x

degiskeninden bagimsizligi kullanilarak
WIf, gl(x, ) = e(x,\){hMp(N)e' (2, \) + hMa(N)e (z,\)}
—e' (2, \) {hMiz(N)e (z, \) + hMxpN)e (z,\)}
= hMxp(MNWle(z,\),e(z,\)]

= —2iAhMa(N)
17



bulunur. Benzer sekilde x — 07 i¢in,

Wiral ) = {200 ) - 205 () bis' (0,0)

det M det M
M (N) oy M (N) 2 2
{—detMC’(x,)\) Maal) g1 (2,22 L s (.27
M (M) 2 2
Tot M W[S(x,)\ ) ,C’(x,)\ )]
hMas ()
det M

elde edilerek ispat tamamlanir. m
3.1 L Operatoriiniin Rezolvent Operatorii

Bu kisimda, L impalsif Sturm-Liouville operatériiniin Ry2(L) rezolvent operatorii

elde edilecektir.

Teorem 3.2 ¢ € L*(0,00) olmak {izere

Ry (L :/me
0

seklinde verilen operator, L impalsif Sturm-Liouville operatoriiniin rezolvent ope-
ratoriidiir. Burada A € C', olmak iizere G Green fonksiyonu
g, ) f (z,A)

T, A
Gz, t;\) = m
)

WIf, gl(z, A

, 0<t<z, t#1, z#1
, r<t<oo, t#1, x#1
olarak tamimlidir.

Ispat. L operatoriiniin rezolvent operatoriinii bulmak icin ¢ € L?(0,00) olmak

iizere,

—y" +q(2)y — Ny = p(x), = €[0,1)U(1,00), (3.27)
diferensiyel denkleminin (3.2) sinir kogulunu ve (3.3) impalsif kogulunu saglayan ve
L*(0,00) uzaymdan olan y(x, \) ¢oziimii bulunmaldir. (3.27) denkleminin homo-

jen kism olan (3.1) diferensiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii f (z, A) ve

g (x,A) olup Im A > 0 iist yar1 diizleminde (3.1) denkleminin genel ¢oziimii

g(xv )‘) - le (Ia )‘) + C2g (ZE, )‘)
18



seklindedir. Buradan (3.27) denkleminin genel ¢oziimiinii
y(x,\) = c1(x) f (z,\) + ca(x)g (z, N) (3.28)
olacak gekilde arayalim. (3.28) ifadesinin x degiskenine gore tiirevi alinirsa
y'(z,A) = () f (2, A) + cy(x)g (2, A) + er(2) f' (2, A) + ca(2)g (2, A)
esitligi elde edilir. Burada
(@) f (x,\) + cy(2)g (z,\) =0 (3.29)
oldugu kabul edilirse
y'(z,A) = a(x)f (2,) + c2(2)g (2, )
bulunur. O halde
y' (@, A) = () f (2, A) + &()g (2, A) + ea (@) [ (2, A) + ea(2)g” (2, A)
saglanir. Son egitlik (3.27) denkleminde yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
—(2)f" (z,A) = &5(2)g (2, A) = () (3.30)
elde edilir. (3.29) ve (3.30) esitliklerinden

(@) f (@, X) + chla)g (2, 1) = 0
—h(@)f (2, 2) = @)g (2,1) = p(2)

denklem sistemi elde edildiginden ¢, (z) ve co(x) degerleri

[ gl
“”‘1+/Wmawwﬁ

ve

[ eraen
o= [

seklindedir. Bu degerler (3.28) ¢oziimiinde yerlerine yazilirsa

£,\)

Mm»==mﬂﬁﬂ+%ﬂ%”+/%%%@$

f(x,\)dt
[ o) f(tN)
*/Wmm@AW@A”t
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bulunur. Bu ¢oziim (3.2) sinir kogulunu saglamalidir. O halde
y(0,A) = aq f (0, A) + aag (0, A) +/Wff (O,A)dt:()
0 7

esitliginden
a1 = 0

olmahdir. Ayrica y(x, \) ¢oziimiiniin L?(0, 0o) uzayindan olmasi igin

(6%) =0
olmalidir. Boylece
y(z, \) / ) dt+/“0 79 (e, A)
4 f g)( WIS, gl(
elde edilir. Sonug olarak, A € O icin
JENF@AN gy sy a1
4 M r<t<oo, t#1, x#1
Wifglz, )" = = ’

olmak iizere, L operatoriiniin rezolvent operatorii

[e.e]

y(x,\) = Ry2(L /G T, t; N
0
seklinde bulunur. m

3.2 L Operatoriiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin yapisinin incelenmesi igin

ozdeger ve spektral tekillik tanimi geregince L nin rezolvent operatoriiniin kutup

noktasi olan W[f, g](z,)\) fonksiyonunun C yarn diizlemindeki sifirlarinin yapisi

incelenmelidir.

Simdi, Teorem 3.1. geregince agagidaki sonucu verelim.

Sonug 3.1 L impalsif Sturm-Liouville operatoriiniin ¢zdeger ve spektral tekillik-

lerinin incelenebilmesi icin gerek ve yeter kosul, M,, fonksiyonunun C diizlemindeki

20



sifirlarinin incelenmesidir. Burada M, fonksiyonu

o .,
Msy (N) = % {6z>‘ (—ia sin A —ibAcos A + akK (1,1) 811; +bK (1,1) cos A + dcos A
. \ .
—ibQ (1,1)sin A+ 0K (1,1) Q (1,1) S“;A+ su; LA (L) Sn;/\)

sin A\t gt

1
+ (aK (1,1) €” —iake™ + ce™) /Q (1,¢)

1

+ (bK (1,1) € — ibAe™ + de™) /Qx (1,1)

0

sin A\t
A

dt

A
+< SH;\A—l—dcos)\#—dQ(l 1)s1n )/K (1,t) eMat

_ (asu)l\A +bcos A+ 0@ (1,1) SH;\)\) /Kx (1,t) eMat

1 oo 1 0o

—a/ sm/\t / Mtdt b/Q Sln)\t / ”\tdt
0 1 0 1
1 A A
4 | . |
+ c/Q 1,122 dt/K(l,t) Mt + d/Qx (1,¢) 22 dt/K (1,1) eMdt
0 1 0

seklindedir.

Boylece, L operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin kiimesi sirasiyla

o4a(L) ve o4(L) ile
oa(L) = {p=X:Im\ >0 ve My(\) =0}
0ss(L) = {p=X:ImA=0, A#0ve Mxn(\) =0}

seklinde gosterilir.

Teorem 3.3 (3.4) kosulu altinda, My, fonksiyonu, b # 0 olmak iizere A € C, ve
|A| — oo igin
M. ()\)—b 1+0 ! (3.31)
2 W) =7 3 :
asimptotik esitligini gercekler.

Ispat. e(z, \) fonksiyonunun 2 degiskenine gore tiirevi

e(x,\) =[N+ 0(1)], ze(l,00), NeOp, [N — 0 (3.32)
21



asimptotik esitligini saglar. Boylece, (3.16) ve (3.32) ifadelerinden A € C ve

|A| — oo olmak iizere My, fonksiyonu igin,

Ma()) = { ?{G%A)”ﬂ[Sﬁjﬂéﬂ—%[dgﬂh”ﬂﬁgﬂjﬂaﬂ

ic —1 7 id —1 !
L e e [ (107 )+ fe Ly e ][5 (1) ¢ }}
w1 1 '
a [ e ) .
—_ _ = = 1 IA(141) . _/ 1 IA(1—1)
el )\+)\/Q(,t)e dt = 5 [Q (1,0 dt
0 0
b [ 9ix e’ Q(1,1)
e 41400, 1) - ¥
+4{e +1+Q(L, >z'>\ z’)\
i/ 1 t iA( 1+t)dt Q 1 t iA(1— t t
)\ xT
0
1 1
)\2 )\2 /Q( ) ’L)\ 1+t)dt = P\/Q (17t) eiA(l_t)dt
0
e’ Q(1,1)
a 1,1 ’
I +A+¢( )ﬁ By

L 1
1 ; 1 ‘
+— " 1,t ew\(l-‘rt)dt__/ - 1,t ew\(l—t)dt
w/W ) 2 [ Q- (1Y)
0 0

ifadesi bulunur. O halde A € C. ve |\| — oo olmak iizere My, fonksiyonu icin
1 b 1 1 1
M. — il Z 2
22(M) {O(A)+4+O<A)+O(A2>+O<)\>}
b 1
= —[1+0 (=
iLeol)]

asimptotik esitligi elde edilerek ispat tamamlanir. =

L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin nicel 6zelliklerini inceleyebilmek
icin My, fonksiyonunun C',. diizlemindeki sifirlarinin sayisal 6zelliklerinin incelenmesi

gerektigini bildigimizden, bu amag i¢in
Sy = {)\ A E C+, Moy ()\) = 0}

ve

SQ :{AAER\{O}, MQQ(}\):O}
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kiimelerini tanimlayalim. O halde o4(L) ve o4s(L) kiimeleri
oa(L) ={p:p=N, Ne S}, o5(L)={pn:p=>N, A€ S} (3.33)

seklinde yeniden yazilabilir. Artik, L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin

yapisinin belirlenmesinde énemli rol oynayan siradaki lemma verilebilir.

Lemma 3.1 (3.4) kogulu altinda

(i) Sp kiimesi sinirh ve en fazla sayilabilir sayida elemana sahip olup, bu kiimenin
limit noktalar1 varsa reel eksenin smirl bir alt araligindadir.

(ii) p lineer Lebesgue olgiisii olmak iizere, Sy kiimesi kompakttir ve p(S3) = 0

gerceklenir.

Ispat. (i) (3.31) asimptotik esitligi yardimiyla yeterince biiyiik A € C'; sayilar icin
My, fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu goriiliir. Bu nedenle My, fonksiyonunun
A € C kapali iist yar1 diizlemindeki sifirlar1 sinrh bir bolgede olup buradan S; ve S,
kiimelerinin siirlilig1 elde edilir. Diger taraftan My, C, da analitik bir fonksiyon-
dur ve Teorem 2.1. geregince tzdes olarak sifir olmayan analitik bir fonksiyonun
analitiklik bolgesi icindeki sifirlar1 ayrik olacagindan S; kiimesinin C, agik tist diiz-
lemindeki sifirlar1 en gok sayilabilir sayidadir. Ayrica, Teorem 2.3. geregince 6zdes
olarak sifir olmayan analitik bir fonksiyonun analitiklik bolgesi icindeki sifirlarinin
limit noktalar1 analitiklik bolgesinin sinirinda olacagindan Mas nin C, daki sifir-
larinin limit noktalar reel eksenin simirli bir alt araligindadir. Boylece (i) ifadesinin
ispat1 tamamlanmig olur.

(ii) Sy kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olup sinirh bir kiime oldugundan, S,
kiimesinin kompakt bir kiime oldugunu gostermek icin kapali oldugunu gostermek
yeterlidir. g € S, olsun. Bu durumda her n € N igin \, € S ve nh_)rgo An = Ao
olacak sekilde bir ()\,) dizisi vardir. Buna gore My, fonksiyonu C iizerinde siirekli
oldugundan

My (30) = Mz (fim ) = lim Mos () =0

bulunur, yani A\ € S, gerceklenir. O halde S, kiimesi kapalidir, dolayisiyla kompakt-
tir. Ayrica Teorem 2.4. geregince 6zdes olarak sifir olmayan analitik bir fonksi-

yonun reel sifirlar kiimesinin Lebesgue ¢l¢iisii sifir olup buradan p (S2) = 0 bulunur.

Boylece ispat tamamlanir. m
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(3.33) ve Lemma 3.1 yardimuyla siradaki teorem verilebilir.

Teorem 3.4 (3.4) kosulu gergeklendiginde

(i) L impalsif Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdegerler kiimesi smirli ve en ¢ok
sayilabilir sayida elemana sahiptir. Ayrica 6zdegerlerin limit noktalar1 varsa reel
eksenin siirh bir alt araligindadir.

(ii) L operatoriiniin spektral tekillikler kiimesi kompakttir ve lineer Lebesgue 6lgiisii

sifirdir.

Simdi ilerideki teoremlerde ihtiya¢ duyacagimiz asagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.1 My, fonksiyonunun C; kapali iist yar1 diizlemindeki bir sifirmnin katina,
L impalsif operatoriiniin bu sifira kargilik gelen 6zdegerinin veya spektral tekilliginin

kat1 denir.

Teorem 3.5

/e“E lg(z)| dz < 00, €>0 (3.34)
0

kosulu gerceklendiginde, L impalsif operatoriiniin sonlu sayida dzdeger ve spektral

tekillikleri vardir ve bunlarin herbirinin kat1 da sonludur.

Ispat. (3.10) ve (3.34) dikkate almirsa ¢, pozitif bir sabit say1 olmak iizere,

K1) < o (ﬂ)

2
E X
—t—
< ce 2/e€x|q(x)|dx
£/2
€
—t—
< e 2 (3.35)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde (3.11) ve (3.34) goz oniine alinirsa co pozitif bir

sabit say1 olmak iizere,
€
—t—
| K, (1,1)] < e 2 (3.36)

esitsizligi bulunur. (3.35) ve (3.36) esitsizliklerinden, My, fonksiyonunun reel ek-

senden Im A > —¢/2 alt yar diizlemine analitik devama sahip oldugu goriiliir.
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Boylece reel eksen My, fonksiyonunun analitiklik bolgesi icinde kaldigindan Teo-
rem 2.3. geregince o4(L) ve 0s(L) kiimelerinin reel eksen iizerinde limit noktalar
yoktur. Dolayisiyla bu kiimeler sonlu sayida elemana sahip olup simirhidir. Diger
yandan Masy, Im A > —¢/2 diizleminde analitik oldugundan analitik fonksiyonlarin
teklik teoremleri geregince C, diizlemi icinde sifirlarmin kat1 sonlu olup buradan
biitiin 6zdeger ve spektral tekilliklerin katlarinin sonlulugu elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. =

Incelemelerimizi biraz daha detaylandirmak icin, S; kiimesinin tiim limit noktalar:
kiimesini S5 ve My fonksiyonunun U+ diizleminde sonsuz katliliga sahip tiim sifir-
larindan olugan kiimeyi de S, olarak tamimlayalim. Analitik fonksiyonlarin teklik

teoremlerinden
Sl N S4 = (Z), 53 C SQ, S4 C SQ, ) (Sg) = O, v’ (54) =0 (337)

elde edilir. Ayrica My, fonksiyonunun reel eksen iizerinde tiim basamaktan tiirev-

lerinin siirekliliginden

53 C Sy (338)

bulunur.

Teorem 3.6 € > 0 ve % < < 1 olacak sekilde sayilar igin

o0

/6“6 lg(z)| dz < o0 (3.39)

kogulu altinda

gerceklenir.

Ispat. (3.39) kosulu (3.34) kosulundan daha zayif olup bu kosul altinda My, fonksi-
yonu reel eksenden alt yar1 diizleme analitik devam ettirilemez. Boylece L impalsif
operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin sonlulugu Teorem 3.5. de kullanilan

yontemle ispatlanamaz.
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Diger taraftan,

J(N) = 1+/K(1,t)e“(t—1>dt,
1

[e.o]

J(\) = z’)\—K(l,l)Jr/Kx(l,t)e“(tUdt,

1

1
B = o+ QU 4 [Qu(1 e
0
1
sin A i\
L\ = 6@,\SI§ —l—/Q(l,t)e”\Sln "

0

olmak tizere (3.16) ifadesinden
Aoy () = £ [ARON) + A NJ(N) — bI()J(N) — ah(N)A(N)]  (3.40)

elde edilir. Ayrica My, C, diizleminde analitik bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun
her basamaktan tiirevi reel eksende siireklidir. Boylece (3.39) kosulundan, c3 pozitif

bir sabit say1 olmak tizere,

[K(1,1)] < C3€_6<%>5 (3.41)

esitsizligi bulunur. A € C,, |A\| < H ve n = 0,1,2,... igin (3.41) esitsizligi kul-

lanilarak

o0

< [y irad

1

< 037(%)” 6_6<é>5dt (3.42)

dTL
SR )

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde ¢4 pozitif bir sabit say1 olmak iizere,

t )
| K. (1,1)] < cqe <2>

oldugu kullanilarak, A € C,, |]A\| < H ve n =0,1,2, ... igin

‘%k (A)‘ < 047(2t)n ee<%>5dt (3.43)
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egitsizligi bulunur. @ ve @, fonksiyonlarinin siirekliligi ve

. 2 . 1+2
61‘)\% — 1 e“rdr, eiAM — 1 ei)\rdT
A 2 A 2
0 1-t

esitlikleri kullanilarak A € C, |A| < H ve n = 0,1,2, ... i¢in, ¢ pozitif bir sabit say1

olmak tizere,

dn
d\"
esitsizligi elde edilir. Boylece (3.40)ve (3.42)-(3.44) ifadelerinden cg = maks {cs, ¢4, c5}

ve « = (|a| + |b| + |¢| + |d|) olmak {izere n = 0,1,2,... igin

dn n dns ds
il < i
)| < ) |G ] e 0] e g |
% dns ds
+ O 11|55 0+ 1ol | 55 )

Ss—=

IA
S
Q

o5 () Jriar L)

1
e 5)
< 06a22”/ e \2/) gt (3.45)

0

esitsizligi bulunur. Sonug olarak, A € C,, |A\| < H ve n =0,1,2, ... igin

t 8
A, = 06(122"/75"6 (2) dt (3.46)

0

olmak iizere
d?’b
—_— ()\Mgg)

Ap
d\"

yazilabilir. Diger yandan (3.46) esitliginde e (%)6 = u doniisiimii yapilirsa

2n+1 1
A, = cga2™ r (n + )

Jeln+1)/6 5

elde edilir. Son egitlikte I' (n + 1) = nI" (n) oldugu dikkate alinir ve
2+l . . " . . .
Py = ST 1) seklinde secilirse, K ve p; c3, €, 6 degiskenlerine baglh sabitler

olmak {izere

A, < Koap'n™1=9/0p) (3.47)
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esitsizligi bulunur. Lemma 3.1 geregince yeterince biiyiik 4 > 0 icin
[In Ma2(A)] < oo oldugundan

H [es)

In M- In M-
/ Iin Mz W] 13 ve / in Mz2()] (3.48)
14+ A 1+ A
—0o0 H
integralleri mutlak yakimsaktir. Ayrica
E(s) := inf {A”S n=0,1,2, }
n!
olmak tizere (3.47) esitsizliginden
1—0 1 _5/0-8) —5/1-0)
E(s) < Kaexp e s (3.49)

bulunur. My, fonksiyonu sifirdan farkli oldugundan, 4 (Sy, s) , Sy kiimesinin s komgu-
lugunun lineer Lebesgue 6l¢iisii olmak iizere (3.45), (3.48) ve Pavlov Teoremi geregince,

m > 0 olmak iizere
m

/ In E(s)dpt (S, 5) > —o0 (3.50)
0
olmaldir. (3.49) ve (3.50) esitsizliklerinden

m

/5_5/(1_6)d,u (S4,8) < 00 (3.51)

0

elde edilir. 6/ (1 —§) > 1 oldugundan (3.51) integralinin yakinsak olabilmesi ancak

1 (Sy,s) = 0 olmasiyla, yani Sy = () olmasiyla saglanir. m
3.3 Ornek

Bu kisimda, impalsif Sturm-Liouville operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerini

daha detayl arastirdigimiz bir 6rnek inceleyelim.
Ornek 3.1 a,d kompleks sayilar ve ad # 0 olmak iizere
—y" (z) = Ny (z), x€]0,1)U(1,00), (3.52)

diferensiyel denklemi

y(0) = 0 (3.53)



sinir kosulu ve

=B , B= (3.54)

impalsif kogulu tarafindan tiretilen L operatoriinii goz oniine alalim. Dikkat edilirse
L operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin nicel 6zelliklerinin daha rahat
incelenmesi igin (3.52)-(3.54) sir deger probleminde ¢ = 0 ve impalsif kosulu be-

lirleyen B matrisi kogegen yani b = ¢ = 0 alinmgtar.

q = 0 igin, (3.6) ve (3.7) ¢oziimlerinden (3.52) denkleminin [0, 1) araligindaki lineer

bagimsiz ¢oziimleri

sin A\
P

seklinde elde edilir. Benzer sekilde ¢ = 0 igin, (3.9) ve (3.12) ¢oziimlerinden (3.52)

S (x,)\Q) = C (x,)\Q) = COS \T

denkleminin (1, c0) araligindaki lineer bagimsiz ¢oziimleri
e(z,\) =™ 2z, \) =e

bi¢imindedir. Boylece (3.16) ifadesinden
i
My (N) = % [—iaXsin A — ibA® cos A + csin A + dA cos A (3.55)

bulunur. L impalsif operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerini bulmak i¢in Mo
fonksiyonunun sifirlar1 incelenmelidir. Bu amagla, (3.55) esitliginden

2N _ a+d
a—d

elde edilir. Sonug olarak, A = % olmak {tizere son esitligin ¢oziimii

i
A = — 21
FT TN 2 A—1

A+1| 1 A+1
AJ_F1’+—A7~9<L)+1W, kel (3.56)

seklinde elde edilir.

Simdi baz 6zel durumlar incelenecektir.

041 A+1
Durum 1: 6 bir reel say1 olmak iizere A = ° 5 i 1 olsun. Bu durumda " + 7= e’
e’ — -
A+1 A+1
oldugundan " il 7| = 1 ve Arg (A—+1> = 6 bulunur. (3.56) ifadesinden

0
)\k:§+l€7'l', ke Z
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elde edilir. Boylece A\, € R oldugmndan j,, = A\?, k € Z sayilan L operatoriiniin

spektral tekillikleridir. Ayrica, bu durumda operatoriin 6zdegeri yoktur.

Durum 2: Im A # 0 olsun. Bu durumda baz 6zel alt durumlar1 inceleyelim.

2(i): A sayws1 sadece imajiner kisimdan olugan bir kompleks say1 olsun, yani

Re A = 0 olsun. Bu durumda

=1ol
11 olup

1
)\kzﬂ(]f+§), keZ

bulunur. Bu da y;,, = A?, k € Z sayilarinin L impalsif operatoriiniin spektral tekil-
likleri oldugu anlamina gelir. Burada A\, k € Z coziimleri reel say1 oldugundan bu

sart altinda operatoriin 6zdegeri yoktur.

A+1
2(ii): Re A < 0 olsun. Bu durumda T i

< 1 olup (3.56) ifadesinden k € Z igin

A € C4 bulunur. Boylece

In

A =

DN | .

A-1

A-1] 1 A+1
—Arg | —— Z
A—|—1‘+2 rg( )+k7r, ke

sayilar: L impalsif operatoriiniin dzdegerleridir. Ayrica, bu kosul altinda L ope-

ratorii spektral tekillige sahip degildir.

A+1
2 (iii): Re A > 0 olsun. Bu durumda I a ]

Ax € C_ bulunur. Boylece L operatoriiniin ozdeger ve spektral tekillikleri yoktur.

> 1 olup (3.56) ifadesinden k € Z igin

Durum 3: A reel say1 olsun. Simdi bu kosul altinda baz alt durumlar1 inceleyelim.

1 A+1
+ ] < —1 olup Arg (A——i_1> = 7 bulunur. Boylece

3(): 0 < A <1 olsun.
(3.56) ifadesinden

)\k: 5111

A—-1 1
— 7z
A+1'+7T(k+2), ke

A+1

elde edilir. Bu durumda

> 1 oldugundan k£ € Z i¢in Ay € C_ bulunur.
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Dolayisiyla L operatoriiniin ozdeger ve spektral tekillikleri yoktur.

A+1

3(1i): 1< A lsun. _—
(ii): 1 < A < oo olsun 11

(3.56) ifadesinden

1
+1>101upA7“g<

) = 0 elde edilir. Dolayisiyla

A+1
lde edilir. Burad
elde edilir. Burada |7—

de oldugu gibi L impalsif operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekillikleri yoktur.

’ > 1 oldugundan k£ € Z igin Ay € C_ olup Durum 3(i)

A+1 A+1
11 <OolupArg(H)—7r

3(iii): —1 < A < oo olsun. Bu durumda —1 <

bulunur ve (3.56) ifadesinden

l
)\k: 511’1

A-1 1
= Z
A+1'+7r<k—i—2), ke

A+1

1y = A%, k € Z sayilan L operatoriiniin 6zdegerleridir. Ayrica, bu durumda

elde edilir. Burada > 1 oldugundan k € Z i¢in Ay € C, bulunur. Boylece

L operatoriiniin spektral tekilligi yoktur.

A+1 A+1
3(iv): —oo < A < —1 olsun. Bu durumda 0 < % < 1 olup Arg (A—i—1> =0
elde edilir. Boylece (3.56) ifadesinden

1 A-1
Me==In{— k kelZ
k H<A+1)+ T, €

esitligine ulagilir. Burada > 1 oldugundan k € Z i¢in A\ € C, dir. Yani,

py = A%, k € Z sayilan L impalsif operatoriiniin 6zdegerleridir. Ayrica, bu durumda

L impalsif operatoriiniin spektral tekilligi yoktur.
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4. IMPALSIF FARK OPERATORLERI

neN

Bu béliimde ¢?(N) = {y = {Yn}pen : y|)* = Z lyn|” < oo} uzay1 iizerinde

Apn—1Yn—1 + bnyn + AnYn+1 = )‘yna ne N\ {k - 1v kv k + 1} (41)

fark denklemi,

Yo =10 (4.2)
sinir kosulu ve x = k noktasindaki
_ o
Ui | _ [ Yk B- B (4.3)
Ayt VYk—1 v 0

impalsif kosulu ile iiretilen L, operatoriiniin sagilhim fonksiyonu, 6zdeger ve spektral
tekillikleri problemi incelenecektir. Burada «, 3,7, 0 kompleks sayilar, det B # 0,
V5 VYn = Yn — Yn_1 seklinde tamiml geri fark operatorii ve A; Ay, = yp11 — Yn
seklinde tanmiml ileri fark operatoriidiir. Ayrica, her n € NU {0} igin a,, # 0 olmak
tizere, {an}, cnuoy Ve {bn},en Teel terimli dizilerinin
> n (|1 = an| + [ba]) < 00 (4.4)
neN
kosulunu sagladigi kabul edilecektir. (4.1) denkleminin n =0,1,2,....k — 1 ve

n==k+1,k+2,... icin ¢oziimleri sirasiyla

v, (2) = ya(2), n=0,1,2,...k—1
Ut (2) =ya(2), n=k+1,k+2,...

seklinde gosterilsin. Sy ve S yarigeritleri sirasiyla

seklinde tammlansin. Ayrica, @, (z) ve P,(z), (4.1) denkleminin n =0, ...,k — 1 igin

sirasiyla



ve

PQ(Z):O, Pl(Z) =1

baslangic kosullarii saglayan temel ¢oziimleri olup z nin tam fonksiyonlaridir
(Berezanski 1968). (4.1) fark denkleminin keyfi y = {y,,(2)} ve u = {u,(2)} ¢dziim-

lerinin Wronskiyeni

Wy, ul := apn [Yn(2)tn+1(2) = Yns1(2)un(2)]
seklinde tanimlh oldugundan her z € C icin
WQn(2),P.(2)] =1 (4.5)

bulunur.

Diger taraftan, A\ = 2cos z olmak iizere, n = k + 1,k + 2,... i¢in e,(z), (4.1) fark

denkleminin kapal iist yar1 diizlemde

lim e”"%e,(2) =1, 2€C,

n—00

kosulunu saglayan ¢oziimii olup bu ¢oziime siirekli durumdakine benzer sekilde (4.1)
denkleminin Jost ¢oziimii denir (Guseinov 1976b). Ek olarak, e,(z) ¢ozimii C,
acik iist yar diizleminde z degiskenine gore analitik, C, kapali iist yar1 diizleminde
siirekli ve periyodik bir fonksiyondur, yani her z € C, icin, e,(z + 27) = en(2)

saglanir. Ayrica

L o (4.6)
A=) {(1—ag)+bk > bs}
k=n+1 s=k+1

An’m+2 = An+17m + Z {(]_ — CL%) Ak_;'_Lm — bkAkm/H_l} , M = 17 2,

\ k=n+1

olmak iizere, e,(z) fonksiyonu,

en(2) = p,e™ <1 + Z Anmeimz> , neN (4.7)
m=1
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gosterimine sahiptir ve (4.4) kosulundan p,, fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu

agiktir. Burada ¢ > 0 bir sabit ve % rasyonel sayisiin tam kismi | % | olmak tizere

o0

(Al < ¢ D (11— ag] + [bg]) (4.8)

k=nt|2
esitsizligi gergeklenir. (4.1) denkleminin A = 2cosz ve n = k + 1,k + 2, ... igin bir

diger ¢oziimii e,(—z), kapal alt yar1 diizlemde

lim e"%e,(—2) =1, z€ C_

n—oo

kosulunu saglar ve

en<—z) = /jjnefmz (1 + Z Anmeimz> , n=k+1,k+2, .. (49)

m=1

gosterimine sahiptir. Burada p, ve A,,, ifadeleri, (4.6) esitliginde tanmimlandig

gibidir ve A, ifadesi (4.8) esitsizligini saglar. Ayrica, e,(—z) ¢oziimii C_ agk alt

yar1 diizleminde z degiskenine gore analitik, C_ kapali alt yar1 diizleminde siirekli ve

periyodik bir fonksiyondur, yani her z € C_ icin, e,(—z +27) = e,(—2) gerceklenir.
3m

Boylece (4.1) denkleminin e,(z) ve e,(—2) ¢oziimleri her z € [—%, 3] \ {0, 7} i¢in

W len(2), en(—2)] = —2isin z (4.10)

esitligini sagladigindan bu denklemin bir temel ¢oziimler sistemini olusturur.

Bu boliimiin devaminda, aksi belirtilene kadar z € [—g, 37% \
edilecektir. Ay ve By, z degiskenine bagh katsayilar olmak iizere (4.1) denkleminin,

{0, 7} oldugu kabul

n=0,1,2,...k—1ven=%k+1,k+2,... igin lineer bagimsiz ¢oziimleri yardimiyla

(4.1)-(4.3) impalsif fark sinir deger probleminin genel ¢oziimii

Y, (2) = A_Qn(z) + B_P,(2), n=0,1,2,...k—1
yl(z) = Ayen(2) + Byen(—2), n=k+1,k+2,..

seklinde ifade edilebilir. yxi2(2), Yr+1(2), Yp—1(2) ve yr_2(z) degerleri (4.3) impalsif
kosulunda gtz 6niine alinirsa
Ayeria(z) + Brepsa(—2) _ B A_Qy-1(2) + B-Py-1(z)
A+A€k+1<2) + B+A€k+1<—2) A_ \V4 Qkfl(Z) + B_ \V/ Pk,l(z)
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bulunur. Buradan

err1(2)  erpa(—2) Ay 5 Qr-1(2)  Pea(2) A
Aepsii(z) Aepii(—2) ) \ By VQi-1(2) VFi-1(z)) \B-

elde edilir. Son egitlikte 7" ve K matrisleri sirasiyla

T.— Qk—1(2) Pk—1(2)
VQi-1(2) VPia(2)

ve
Ko eet1(2)  erpr(=2)
Aeji1(2) Aegyr(—2)
3
seklinde tammlanirsa, z € [—g, ;} \ {0, 7} igin
2isinz
det K = — # 0
Qg1

gergeklenir. O halde K matrisinin tersi mevcuttur ve M transfer matrisi

My M
M=|"" T*|=Kk'BT (4.11)
M21 M22

o))
=M (4.12)
B, B_

esitligini saglar. (4.11) egitliginden M matrisinin elemanlar

seklinde tanimli olup

My(z) = —2?2;12 {Aepi1(—2) [aQr-1(2) + BV Qr-1(2)]
—epr1(—2) [VQr-1(2) + 0 vV Qp-1(2)]}
Mioz) = —50 {Acpa(=2) [aPia(2) + BV Pia(2)] (4.13)

—ep1(—2) [VPe-1(2) + 6V Pr-1(2)]}

Ma(z) = =55 {=Aer(2) [aQu1(2) + 8V Qi (2)]
Fer1(2) [VQr-1(2) + 6 vV Qu-1(2)]}
Man(z) = =58 {=Aepi(2) [aPs(2) + B Y Pia(2) (4.14)

teri1(2) [YPr-1(2) + 0V Peo1(2)]}
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seklinde bulunur. (4.1)-(4.3) impalsif fark sinir deger probleminin keyfi iki ¢6ziimiiniin
katsayilar1 A, ve By, yeni kompleks katsayilar AT ve BT ile ifade edilirse E, ve F,

¢oziimleri

E.(2) ATQ,(2) + BTP,(2), n=0,1,2,...,k—1 (4.15)
nl(2) = .
Aten(z) + Bfe,(—2), n=k+1,k+2,..

ve
AQn(2)+ B-P,(z), n=0,1,2,....k—1
F.(z) = @n(2) =) (4.16)
Ale,(z)+ Bley(—2), n=k+1k+2, ..
olarak yazilabilir. Eger F,, ¢oziimii (4.1)-(4.3) impalsif fark sinir deger probleminin

Jost ¢oziimii olarak dikkate alinirsa,
Ai =il BI =0 (4.17)

bulunur. Ayrica, F,, ¢oziimii (4.1) denkleminin (4.2) siir kogulunu saglayan ¢oziimii
olarak diisiiniiliirse,
AZ =0, BZ=1 (4.18)
elde edilir. Diger taraftan, (4.12) ve (4.17) birlikte gtz 6niine alinirsa
At My (2) B — My (2)

= ——" 4.1
det M~ 7 det M (4.19)
esitligine ulagilir. Benzer sekilde (4.12) ve (4.18) ifadeleri dikkate alinirsa
A_T_ = M12 (Z) s B_: = M22 (2) (420)

bulunur. Boylece, AT, B*, AT, BT katsayilarmm (4.15) ifadesinde ve AZ, B~,

AL, B} katsayilarmin (4.16) ¢oziimiinde yerine konulmasiyla E,, ve F,, coztimleri

sirasiyla
M22 (Z) M21 (Z)
n(2) — P.,(z), n=0,1,2,...,k—1
E.(z) = det M @n(2) det M (2) (4.21)
en(2), n=k+1,k+2 ..
ve

P.(z), n=0,1,2,...k—1
F.(z) = (4.22)
My (z)en(2) + Moy (2) en(—2), n=k+1,k+2,..
seklinde yeniden yazilabilir.

Simdi (4.21) ve (4.22) ifadeleri yardimiyla siradaki lemma verilebilir.
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Lemma 4.1 Her 2z € [—g, 3771 \ {0, 7} igin
. My (2)
@) WIE(:), F) = 22

(i) W [Enw(2), F(2)] = —2iMsy (2)sinz, n — o0

asimptotik esitlikleri saglanir.
Ispat. (4.21) ve (4.22) ifadeleri n — 0 ve n — oo igin E, ve F, ¢oziimlerinin
Wronskiyenlerini hesaplamak icin kullanilabilir. O halde n — 0 i¢in Wronskiyenin

n degiskeninden bagimsizlig1 kullanilarak

WIE,.(2), Fu(2)] = ay { [Aj%](\?@n(z) - ]\;[%](\Z)Pn(z)} Poia(2)
Moy (2) M (2)
- [ Qo) — i P2 P
My (2)
=4 an {Qn(2)Pri1(2) — Qni1(2)Po(2)}
My (2)
= —detM W[Qn(z),Pn(Z)]
_ My (2)
det M

elde edilir. Benzer gekilde n — oo igin,

WEW(2), Fu(2)] = an{en(2) [Miz (2) enyr(2) + M (2) €nta(=2)]
ent1(2) [Miz (2) en(2) + Moy (2) en(=2)1}
= My (2) an{en(2)ensa(—2) — enta(z)en(—2)}
= My (2) Wlen(2), en(—2)]

= —2sin ZM22 (Z)
bulunarak ispat tamamlanir. m
4.1 Lo Operatoriiniin Rezolvent Operatorii

Bu kisimda Ly operatoriiniin rezolvent operatorii Ry (L) elde edilecektir. @, (z), P.(2)

ve e, (z) fonksiyonlariin analitik 6zelliklerinden (4.21) ifadesi ile tammlanan £, (z)

3
¢Ozumii [—g, g] araligindan Sy seridine analitik devam ettirilebilir.
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Ayrica e,(z), (4.1) fark denkleminin n = k+1, k+2, ... i¢in kapali iist yar1 diizlemde

lim €"¢,(2) =1, z€Cy

n—oo

kosulunu saglayan sinirsiz ¢oziimii olmak iizere (4.22) ifadesi ile tanimlanan F),(z)

m
—} araligindan Sy seridine analitik devam ettirildiginde

fonksiyonu, —z,
27 2

Bi(e) P.(2), n=012 k-1 (423
n\%2) = o .
M12€n<Z)+M22/€\n(Z), n = ]{?+1,l€+2,

sekline doniisecektir. Burada ]\712 fonksiyonu

— a R
Mis(z) = — :;Lnlz {Aer1(2) [@Pia(2) + 8V Peoa(2)]
—r41(2) [YPe1(2) + 0 v P (2)]}
seklinde elde edilir. Ayrica, dikkat edilmelidir ki e,,(z) ve P,(z) ¢oziimleri C, {ist yar

2
devam ettirilebilir. Bu nedenle Mo, ﬁn ¢oziimii icinde degismeden kalmigtir.

3
diizleminde analitik olup Ms, fonksiyonu, [—g, —W} araligindan S seridine analitik

(4.21) ve (4.23) ifadeleri yardimiyla siradaki lemma verilebilir.

Lemma 4.2 Her z € §'\ {0, 7} i¢in

M22

~det M’ -0

() W [Fal2), Bu(2)] =
(1) W [F\n(z), En(z)] = 2iMysinz, n — oo
asimptotik esitlikleri saglanir.

ispat.
Wlen(2),€n(2)] = —2isin z

oldugu kullanilarak, Lemma 4.1. in ispatina benzer sekilde yapilabilir. m

Simdi Ly impalsif fark operatoriiniin rezolvent operatoriinii belirleyen siradaki teo-

rem verilebilir.
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Teorem 4.1
(RA(LO)w)n = Z Gn,m<z)wm7 1/) - {1/)m}m€N e £2<N)7 n E N
meN

seklinde verilen operator, Ly operatoriiniin rezolvent operatoriidiir. Burada

A =2cosz € p(z) ve z € S olmak tizere G, ,,, Green fonksiyonu m,n # k igin

seklinde tanimhidir.

Ispat. L, operatoriiniin rezolvent operatoriinii bulmak igin 1 = {¢,,}, oy € (N)

olmak tizere
An—1Sn—1 + bnsSp + @nSpr1 — ASpy =, ne€N\{k—-1,kk+1} (4.24)

fark denkleminin (4.2) simir kogulunu, (4.3) impalsif kogulunu saglayan ve ¢*(N) uza-
yimnin elemani olan s,(z) ¢oziimii bulunmaldir. (4.24) denkleminin homojen kismi
olan (4.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii F,,(2) ve E,(z) olup s,(z), (4.24)

homogen olmayan denkleminin bir ¢oziimii olmak iizere
sn(2) = cnEn(2) + d Fro(2) (4.25)
esitligi gerceklenecek sekilde ¢, # 0 ve d,, # 0 katsayilar1 vardir. Buradan

Sn-1(2) = Cn1En1(2) + dn1Fp 1(2)

~

= —|(en—co1) Ena(2)+ (dp — dn1) Fra(2)
+c Enq(2) + an\n_l(z)

bulunur. Parametrelerin degigimi metodu geregince
(Cn — Cn1) Bn1(2) + (dy — dp_1) Fp_1(2) = 0 (4.26)

oldugundan

~

Sn-1(2) = cnBn_1(2) + dyFri1(2)
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esitligi elde edilir. (4.25) ifadesinden

Sn+1(2’) = CTL+1E7L+1(Z) + dn-‘rlﬁn-‘rl(z)
= (cn—l-l - Cn) En—i—l(z) + (dn—l-l - dn) An—l—l(z)

+CnEn+1 (Z> + dnﬁn+1 (Z)

gergeklenir. s,_1(2), s,(2) ve s,11(2) ifadelerinin (4.24) denkleminde yerine konul-

masiyla
(cnt1 = cn) Bng1(2) + (dny1 — d) F\n-i-l(z) = % (4.27)
elde edilir. Boylece (4.26) ve (4.27) ifadeleri yardimuyla
_ R,
Cn+1 — Cp = =
WE.(2), En(2)]
ve
E
WIF.(2), En(2)]
esitlikleri bulunur. Bu iki denklemin coziilmesiyle
n—1 =
Fr
=) — ()Y (4.28)
=0 WIEW(2), En(2)]
—~  E,
mzn WIE(2 ) En(2)]

esitlikleri elde edilir. Boylece (4.28) ve (4.29) katsayilar: (4.25) ¢oziimiinde yerine

konulursa
 Fn(2)tn S o
sp(2) = B, (% — —
) ( )7;) WIF,(2), En(Z) ZL WIEL( n(Z)]

¢oziimii elde edilerek ispat tamamlanir. m
4.2 Ly Operatériiniin Ozdegerleri ve Spektral Tekillikleri

Bu kisimda Lemma 4.2. ve Ly operatoriiniin rezolvent operatorii Ry (Lg) yardimiyla

asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1 L, impalsif fark operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerinin ince-
lenebilmesi icin gerek ve yeter kosul, Mys fonksiyonunun S iizerindeki sifirlarinin

incelenmesidir.
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Boylece, Ly operatoriiniin 6zdegerlerinin ve spektral tekilliklerinin kiimesi sirasiyla

oa(Lo) ve o4s(Lo) ile

oa(Lo) = {Ae€C:A=2cosz, z €Sy, My(z)=0}

T 3

oss(Lo) = {AEC:Achosz,ze[—E 2} Mzz(Z):O}

seklinde gosterilir.

Simdi My fonksiyonunun asimptotik egitini belirleyen siradaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2 (4.4) kosulu altinda My, fonksiyonu, z = n + i£ olmak iizere £ — oo
icin agagidaki asimptotik egitlikleri gercekler:
(i) Eger a4+ +v+ 0 #0ise

-1
Moy = €* (H an> a1 [( 4+ B+ +6) g + 0(1)] (4.30)

saglanir.

(i) Eger a+p+ v+ 06 =0 ise

My, = € (H an) a1 [ty (@4 B) s — (B+0) pyyy +0(1)] (4.31)

gerceklenir.

Ispat. (4.14) ifadesinden

My = —- 2 (Bero(2) Pooal(z) — (a+ B) ersa(2) Pioa(2)

27 8in 2

+(a+B8+7+0)er1(2)Pr1(z) — (B +9) eny1(2) Pea(2)}

elde edilir. Ayrica e,(z) igin
en(2) = :unemz [1+o(1)], neN, z=n+1i, {0

asimptotik egitligi saglandigindan £ — oo olmak iizere My, fonksiyonu igin,

Q41 eppo(z)e (T2 i 2
My(z) = T 9isin 2 B Lo Py a(2)e (k+2) Hr42
+
—i(k+2)z
e z)e ,
_(a+6) k+2(,u)k : Pk—l(z)GZ(k+2)Zﬂk+2
+

—i(k+1)z
e z)e .
+(a+B+v+9) kH(M)k Pk,l(z)el(’l““)z,u,ﬁ+1
+1
—i(k+1)z
e z)e .
+
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bulunur. Boylece & — oo igin,

k—3 -1
Ag+1 i(k—3)z —i(k—3)z\ i(k—3)z biz
Mald) = ~3iins B(H) (1070 00 vy

1
Oé + 5 <H an) (ei(k72)z + efi(k:fZ)z) ei(k72)ze4izuk+2

k—2

1
+(a+8+7+9) <H an> (e'F=2)z 4 gmilk=2)z) pilk=2)zg8iz ) |

n=1

B 1
6+5 <H ) (ei(k—3)z+6—i(k—3) ) i(k—3)z 4”# -

2781n 2

k-3 =
= Tk | i (Han> Bz [1 4 0(1)] +

n=1

—et? (H an) (a+ B) pgyo [1 4 0(1)]

n=1

+e’t* (1:[ @n> (@ + B4+ 0) g [1+0(1)]
e (1:[ an) (B+6) iy [1+ 0(1)]

asimptotigi bulunur. Buradan o + 5+ v + 0 # 0 olmasi durumunda (4.30) esitligi
ve eger o+ [+ v+ = 0 olmasi durumunda ise (4.31) asimptotik esitligi elde edilir.
Ispatin son kisminda v+ 3+~ +68 = 0 iken (o + 3) ve (3 + 7) ifadelerinin aym anda
sifira esit olmayacagim gosterelim. Kabul edelim ki (a + ) ve (8 + ) aym anda
sifira esit olsun. Yani, a + 8 = 3+ v = 0 olsun. Bu durumda o« = v = —f bulunur.
Ayricaa+ 3 +~v+0 =01ise a+ = —y — J olup bu denklemde o« = —/ oldugu
kullanilirsa v = —9 elde edilir. O halde a = —f ve v = —0 egitlikleri kullanilarak

det B=ad — By = (—=8)0 - p(-0) =

elde edilir. Bu ise det B # 0 olmasi ile geligir. O halde kabulumiiz yanhs olup
a+pf+v+6 =0 iken (a+ ) ve (B+) ifadeleri aym anda sifira esit olamaz.

Boylece ispat tamamlanir. m
42



4.3 Ly Operatoriiniin Sagilim Fonksiyonu

Bu kisimda, B matrisinin elemanlarinin reel oldugu kisitlamasi altinda Ly ope-

ratoriiniin sagilim fonksiyonu elde edilecektir.

3
Teorem 4.3 «,3,7,0 birer reel say1 olmak iizere, her bir z € {—g, ?ﬂ} \ {0, 7}
icin
MQQ(Z) 7£ O

gerceklenir.

Ispat. (4.1)-(4.3) impalsif fark siir deger probleminin E,, ve F}, ¢oziimlerini dikkate

alalm. Bu durumda (4.13), (4.14) ve (4.20) ifadelerinden z € [—g, %T} \ {0, 7} igin
bulunur. Kabul edelim ki Ms5(29) = 0 olacak sekilde bir z, € l—g, 3;} \{0, 7} sayis1

mevcut olsun. O halde (4.32) esitliginden A7 (zy) = B (z0) = 0 elde edilip F},(20)

¢oziimii 6zdes olarak sifir bulunur. Boylece F,,, (4.1)-(4.3) impalsif fark sinir deger

probleminin asikar ¢oziimii olur. Bu ise kabuliimiizle geligir. O halde kabuliimiiz
m 3w

yanlhs olup her o, 8,7,0 € R ve z € [—57 7} \ {0, 7} i¢in Mag(z) #0 dir. =

Simdi Teorem 4.3. iin bir sonucu olarak spektral tekilliklerle ilgili siradaki sonug

verilebilir.

Sonug 4.2 «, 3,7,0 birer reel say1 olmak iizere, Myy fonksiyonunun
{ T 3w

55 \ {0, 7} arahiginda reel sifirlar1 olmadigindan L, impalsif fark operatorii
spektral tekillige sahip degildir.
Tanmim 4.1 «,f3,7,0 birer reel say1 olmak iizere, Ly impalsif fark operatoriiniin

sacilim fonksiyonu

seklinde tanimhdir.

3
{an},enugoy ve {bn},en reel diziler oldugundan her z € [—g, g} \ {0, 7} i¢in (4.15)

ifadesinden




olup buradan sagilim fonksiyonu

S(z) = - - (4.33)

sekline doniisiir.

3
Teorem 4.4 «, 3,7, 0 birer reel say1 olmak iizere, her z € [—g, ;} \{0,7} igin S

sacilim fonksiyonu

esitliklerini saglar.

Ispat. (4.33) ifadesinden

Mlz(—Z)
S(—2)=—""—=
() =
elde edilir. Ayrica Maos(—2) = Maa(2) ve Mis(—2z) = Mi2(2) oldugundan her
3 _
z € {—g, g} \{0,7} ve a, 3,7,6 € Rigin S(—z) = S7(2) = S(z) bulunarak ispat

tamamlanir. =
4.4 Ornek

Bu kisimda implasif fark operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerini daha detayl

aragtirdigimiz bir 6rnek inceleyelim.

Ornek 4.1 «, 3,7, birer kompleks say1 olmak iizere

Yn—1+ Yni1 = 2cos zy,, n € N\{1,2,3} (4.34)
fark denklemi
Yo=10 (4.35)
sinir kosulu ve
Q
w_pgln) po[*” (4.36)
Ays Vi ¥ 9

impalsif kosulu tarafindan iiretilen ZO operatoriinii goz oniine alalim. Burada her
n € N igin (4.1) denkleminin katsayilar1 a, = 1 ve b, = 0 alindigindan (4.13) ve
(4.14) ifadelerinden k = 2 i¢in direkt olarak

3iz

Mo (2) = — [—(a+B)e* +a+B+7+6] (4.37)
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ve

ef?nz

Mis(2) = [~(a+B)e +a+ -0 (4.38)

 2isinz
esitlikleri elde edilir. ZO impalsif fark operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekilliklerini

bulmak i¢in My, fonksiyonunun sifirlar: incelenmelidir. Bu amagla (4.37) esitliginden

)

e =1+
a+p

v+

buluinur. Boylece H = olmak tizere son esitligin ¢oziimii

Zm=—tln|14+ H|+ Arg(1+ H) +2mnr, meZ (4.39)

seklinde bulunur.

Simdi baz1 6zel durumlar incelenecektir.

Durum 1: 6 € R olmak iizere H = ¢ — 1 olsun O halde Arg(1 + H) = 6
oldugundan

Zm =0+ 2mm, m e
elde edilir. Bu durumda z,, € R bulundugundan

TN

™

{zm:meZ}mH—§,

kesisim kiimesindeki sayilar ZO impalsif fark operatoriiniin spektral tekillikleridir.

Durum 2: D kiimesi

D:={ze€C:|z+1] =1}
seklinde tanimlanirsa |1 + H| = 1 olup buradan
Zm =0+ 2mm, meZ
elde edilir. Boylece, (4.39) ve son esitlikten
{#m :m € Z}ND

kiimesinin elemanlar1 Zo impalsif fark operatoriiniin spektral tekillikleri olarak elde

edilir. Ayrica D, kiimesi

D,:={z€C:|z+1] <1}
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seklinde tamimlanirsa |14+ H| < 1 olup buradan Sy N D, kiimesinin elemanlarinin

ZO operatoriiniin 6zdegerleri oldugu kolaylikla goriilebilir.

Durum 3: H bir reel say1 olmak {izere eger —2 < H < 0 ise ZO impalsif fark
operatorii ozdegerlere sahiptir. Aksi durumda ZO operatoriiniin 6zdegerleri yoktur.
Ayrica bu durumda H = —2 i¢in Lo impalsif fark operatoriiniin spektral tekilligi

vardir.

Simdi, «, 3,7, birer reel say1 olmak iizere EO impalsif fark operatoriiniin sacilim

fonksiyonunu inceleyelim. (4.33), (4.37) ve (4.38) ifadelerini kullanarak her

3
z € {—g, g} \ {0, 7} igin S sagihim fonksiyonu

(atB)e®+(at+B—7—9)

___—biz
Sl —(a+B)e*+ (a+ [+ 7+9)

seklinde elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Gergek hayatta karsilagilan siireclerin fonksiyonel analiz, uygulamali matematik ve
kuantum mekaniginde modellenip ¢oziilmesinde kimi zaman diferensiyel denklemler,
kimi zaman ise fark denklemleri kullanilmaktadir. Diferensiyel denklemler siirekli
problemleri, fark denklemleri ise daha ziyade siirekli olmayan kesikli problemleri
karakterize ederler. Spektral teoride ise, modellenen bu problemlerin ¢oziimii igin
operator teorisine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle Sturm-Liouville diferensiyel
denklemleri yardimiyla elde edilen diferensiyel operatorlerin ve fark denklemleri
yardimiyla elde edilen fark operatorlerinin spektral analizi giiniimiize kadar c¢ok
sayida matematikci tarafindan aragtirilmigtir. Ancak bircok fiziksel siire¢te zamanin
belirli aninda veya anlarinda keskin durum degisikliklerine rastlanabilir. Bu sebep-
le impalsif denklemlerin ve impalsif operatorlerin analizi giderek artan bir ilgiyle

karsilasmaktadir.

Literatiir incelendiginde, Hilbert uzaylarinda tanimli lineer simirh, siirsiz, selfad-
joint, non-selfadjoint operatorlerin spektral 6zellikleri ile ilgili giintimiize kadar pek
¢ok galigma mevcut oldugu goriilmektedir. Ancak yapilan ¢aligmalarin ¢ogu dife-
rensiyel ya da fark denklemleri iizerine olup, impalsif fark veya impalsif diferensiyel
denklemlere iligkin literatiirde yeteri kadar ¢alisma bulunmamaktadir. Bu doktora
tezinde amaglanan yarim eksendeki impalsif Sturm-Liouville ve impalsif fark ope-

ratorlerinin spektral teorisini inceleyerek literatiirdeki bu boglugu kapatmaktir.

Tezin ilk bsliimiinde, L?[0, oo) Hilbert uzayinda yarim eksen iizerinde
—y" +qlx)y =Ny, 2€[0,1)U(1,00),

diferensiyel denklemi yardimiyla iiretilen L impalsif operatorii ele alinmig, bu
operatoriin asimptotik ozellikleri, 6zdegerleri ve spektral tekillikleri incelenmis, belli
kosullar altinda ¢zdeger ve spektral tekillikler kiimesinin ve katlarinin sonlu oldugu

gosterilmigtir.
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Tezin ikinci boliimiinde ise, {as},cnuoy Ve {0n},cn reel terimli diziler olmak {izere

I2(N) Hilbert uzaynda
Ap—1Yn—1 + bnyn + ApYn+1 = /\ynu necN \ {k - 17 k7 k+ ]-}

fark ifadesi yardimiyla iiretilen L, impalsif fark operatorii ele alinmigtir. Bu

operatoriin Jost ¢oziimii verilmis, bu c¢oziimiin analitiklik ozellikleri ve asimptotik
davraniglar incelenmistir. Ayrica L, operatoriiniin 6zdeger ve spektral tekillikleri
aragtirilmigtir. Her iki boliimde de elde edilen sonuglar birer ¢rnek iizerinde uygu-

lanarak bu sonugclarin gecerliligi somut olarak gosterilmistir.

Tezdeki bu ¢aligmalarin devami olarak tez ¢alismasinin konusunu olusturan impalsif
kosullu L Sturm-Liouville operatoriiniin ve L fark operatoriiniin esas fonksiyonlar:
incelenebilir. Diger yandan, en genel anlamiyla siirekli ve ayrik analizin birlegti-
rilmesi olarak bilinen zaman skalasi kavrami son yillarda bircok matematikgi tarafin-
dan ilgi gormiis, diferensiyel denklemler ve fark denklemleri ile yapilan ¢alismalar za-
man skalasina taginarak bu calismalar sonucunda daha genel sonuclara ulagilmigtir.
Bu tez calismasinin konusunu olusturan operatorlerin spektral teorisi iizerine yapilan
calismalar da zaman skalasinda modellenerek bu operatorlerin detaylh bir gekilde in-

celenmesi miimkiindiir.
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