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DOLANIKLIK TANIKLARI

Durgun DURAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Abdullah VERCIN

Kuantum bilisim teorisinin en 06nemli problemlerinden birisi bilesik kuantum
sistemlerin  saf-olmayan durumlarinin karakterizasyonudur. Ozellikle, belirli bir
kuantum durumunun kuantum korelasyon icerip igermedigi, yani ayrilabilir mi yoksa
dolanik m1 oldugunu test etmek birincil 6neme sahiptir. Kuantum dolaniklig1 karakterize
etmek icin en genel yaklagimlar, pozitif gonderimler ve dolaniklik taniklar
kavramlaridir. Bu tezde genel olarak sonlu boyutlu matris cebirlerinde pozitif
gonderimler ve dolaniklik taniklar1 araciligiyla dolanikligin algilanmasi incelenecektir.
Ayrica siirekli kuantum kanallar kullanilarak kuantum siireglerin islenmesi ve
dolanikligin algilanmasiin her ikisinin de gergeklestirilebilmesinin miimkiin oldugu
gosterilecektir. Son olarak, dolanikligin nicelendirilmesi kapsaminda, giirtiltili bir
cevrede genlik-sontimleyici ve faz-soniimleyici gibi kuantum kanallarin iki kullanimi
altinda kuantum korelasyonlarin davranisi incelenecek ve kuantum hafizali kanallar

araciliiyla korelasyonlarin azalmasini kontrol etmek i¢in yeni bir yontem verilecektir.
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Anahtar Kelimeler: Dolaniklik, ayrilabilirlik, pozitif gonderimler, dolanikligin
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One of the most important problems of quantum information theory is the
characterization of mixed states of composed quantum systems. In particular, it is of
primary importance to test whether a given quantum state exhibits quantum correlation,
i.e. whether it is separable or entangled. The most general approaches to characterize
guantum entanglement are notions of positive maps and entanglement witnesses. In this
thesis, the detection of entanglement via positive maps and entanglement witnesses will
generally be investigated in finite-dimensional matrix algebras. It is shown that it is
possible to accomplish both the state processing and entanglement detection using
continuous quantum channels. Finally, in the quantification of entanglement, the
behavior of quantum correlations under two-uses of quantum channels such as
amplitude-damping and phase-damping in a noisy environment will be examined and a
new method will be given to control the reduction of correlations via quantum memory

channels.
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SIMGELER DiZIiNi

Durum vektori, ket

|y)’ye dual vektor, bra

|Y) ve |¢p) arasindaki iggarpim

| ) ve |¢) nin tensor carpimy, [YP) Q |p) = |[Y)

|) ve | @) nin direkt toplami

A matrisinin kompleks eslenigi

Verilen bir baza gore A matrisinin transpozu

A matrisinin Hermitsel eslenigi, AT = (47)*

lp) ile A|¢) veya |¢) ile AT|y) arasindaki i¢ garpim
Hilbert uzay1

Gergel sayilar kiimesi (alani)

d —boyutlu kompleks vektor uzay1

A matrisinin islemci normu; [[All = max;yy.(jwy=1 141
A matrisinin iz normu; ||A]l, = TrVAtA

A matrisinin Hilbert-Schmidt normu; ||All g5 = Jm
Ozdeslik génderimi

d X d’li birim islemci (matris)

Uniter islemci

Cizgisel dolaniklik tan1g1 (entanglement witness)

Cizgisel-olmayan dolaniklik tanigi (nonlinear entanglement
witness)

Trampa islemcisi (flip or swap operator)
Yogunluk islemcisi
Pauli matrisleri

Pozitif gonderimler

vii



AP A gdnderiminin duali

Ca A gonderiminin Choi matrisi

r Sagdaki sisteme gore pargali transpoz islemi

Tr [z alma islemi

T, Iz génderimi (d-boyutta)

Try A parcasina (bilesenine, altsistemine) gore pargali iz alma islemi

Ad Eslenik gonderim (adjoint map)

M En dolanik duruma karsilik gelen yogunluk islemcisi

M Boylandirilmig en dolanik duruma karsilik gelen yogunluk
islemcisi

< Cogullama bagintis1 x < y: y vektoril, x’1 cogullar.

A*(X), X islemcisinin p durumundaki varyansi

F(p,X) Kuantum Fisher bilisimi

r = SR(|Y)) |Y) durumunun Schmidt ranki

SN(p) p durumunun Schmidt sayisi

Dy, W tanigiyla algilanan dolanik durumlar kiimesi

W, H uzayindaki k-blok-pozitif islemciler kiimesi

L(H) H uzayindaki ¢izgisel islemciler uzayi

L, () H uzayindaki pozitif ¢izgisel islemciler uzay1

Logp(H) H uzayindaki ayrilabilir durumlar kiimesi

Lppr () H uzaymdaki PPT durumlar kiimesi

S(H) H uzayindaki yogunluk islemcileri kiimesi

B(H) H uzayinda tanimh siirh ¢izgisel islemciler kiimesi

BT (H) H uzayinda tanimli sinirh ¢izgisel pozitif islemciler kiimesi

M, (C) Hermitsel d X d’li matrisler kiimesi

M} (C) Kompleks elemanli pozitif d X d’li matrisler kiimesi
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CHSH
CCNR
CP
CPU
HS
LOO

LUR
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1. GIRIS

Dolaniklik bilesik sistemlerin biitlinliik¢ii bir 6zelligidir ve bir alt sistemin “es zamanli”
olarak iki veya daha fazla farkli durumda sifirdan farkli olasilikla bulunabilme 6zelligini
gosterir. Bu 0zellik, altsistemlerin durumlarinin bir ¢arpimi olarak yazilamayan bilesik
sistemlerin global durumlarmin varligin1 gerektirir. Bu olgu, kuantum dolaniklik olarak
bilinir ve kuantum bilisim siire¢lerinde 6nemli bir rol oynar. Dolanik durumlar, klasik
kaynaklar araciligiyla gerceklestirilemeyen kuantum uzaktarim (quantum teleportation),
yogun kodlama (dense coding), kuantum hata diizeltme (quantum error correction),
kuantum kriptografi semalar1 (quantum cryptography schemes), kuantum anahtar
dagitim1 (quantum key distribution), dolaniklik trampasi (entanglement swapping) ve
uzaktan durum hazirlama (remote state preparation) gibi uygulamalarin
gerceklestirilmesinde kullanilabilen fiziksel bir kuantum oOzkaynaktir (Nielsen ve
Chuang 2010). Son yillarda kuantum dolanikligin 6zelliklerini anlamak ve karakterize
etmek icin Oonemli ¢aligmalar yapilmis olmasina ragmen, dolanik durumlarin yapisi

heniiz yeterince anlagilmamustir.

Kuantum mekaniginde bir kuantum sistemin durumlari; birim izli, Hermitsel ve pozitif
p yogunluk islemcileriyle (yogunluk matrisleri) betimlenirler. Bu durumlar, saf (pure)
ve saf-olmayan (mixed) durumlar olarak iki smifta incelenebilir. Herhangi bir |i;)
durum vektorii veya bunlarin |yp) =Y, ¢c; |Y;) gibi bir koherent {ist iiste gelimiyle
(superposition) betimlenebilen sistemlere saf durumlar denir. Durum vektoriinii,
istenilen herhangi bir gozlenebilirin 6zdurumlarinin serisine agarak, bu gozlenebilirle
ilgili olasilik dagilimlar1 da 6nsel olarak bulunabilir. Saf bir p = |){(y| durumunun
karesi kendisine esittir (0> = p). Bu durumun dzdegerlerinden sadece birisi 1, digerleri
sifirdir ve bir izdiisim islemcisidir. Kuantum durumlari, bir durum vektoriiyle
betimlenemeyen fakat sistemin hangi durumda hangi olasilikla bulundugu bilgisini
veren durumlara saf-olmayan durumlar denir ve bu durumlar, durum vektorlerinin

koherent bir {ist iiste gelimiyle betimlenemezler.

Fiziksel olarak birbirlerinden ayirt edilebilir ve ayrilabilir altsistemlerden

(bilesenlerden) olusan sistemlere bilesik sistemler denir. Bunlar; altsistemlerin sayisina



gore iki-pargali (bipartite), tig-parcali (tripartite) ya da c¢ok-pargali (multipartite)
sistemler olarak nitelenirler. Hilbert uzaylarinin boyutu sirasiyla H;, H, ..., H,, olan
n —pargali bir bilesik sistemin H Hilbert uzayr, H = H,QH, Q ... QH,, tensor
carpimiyla belirlenir. #;’lerin tiimii sonlu ve d; boyutlu ise H de sonlu, d = d,d, ...d,
boyutlu ve #; = C% yazilabilir. Iki veya daha fazla farkl1 sistemden olusan bir bilesik
sistemin sahip oldugu kuantum durumlarinda, altsistemlerin durumlar1 arasinda

korelasyon varsa iki sistemin dolanik oldugu sdylenebilir.

Dolanikligin daha iyi anlasilabilmesi i¢in Alice ve Bob iki bilesenli bir sistemin Bell

durumunu
1
V2

paylassinlar. Ik kiibit Alice’e ikinci kiibit ise Bob’a aittir. Burada |0) ve |1) durumlar

) = —=(101) - [10)) (1.1)

sirastyla +1 ve —1 6zdegerli z-ekseni boyunca spin 6zdurumlaridir ve

=), =)

seklinde matris formunda ifade edilebilirler. Alice kendi kiibiti {izerinde O&lgiim
yapmazsa Bob’un kiibitinin 1/2 olasilikla |0) durumunda ya da ayni olasilikla |1)
durumunda oldugunu tahmin edebilir. Fakat kiibiti tizerinde z —ekseni boyunca bir
Olclim yaparsa, elde ettigi sonuca gore Bob’un kiibitinin hangi durumda oldugunu kesin
olarak soyleyebilir. Ornegin, dlgiimden sonra Alice +1 sonucunu okursa, Bob’un
kiibitinin |1) durumunda oldugunu sdyleyebilir. Ote yandan Alice dl¢iim sonucunu —1

bulsaydi Bob’un durumu |0) olurdu.

Bir bagka 6rnek olarak
1
V2

durumu ele alinabilir. Bu durumda Alice, kiibiti lizerinde herhangi bir 6l¢iim yapmadan

|¢) =—=(10) + 1)) ® |0) (1.2)

Bob’un kiibitinin |0) durumunda oldugunu sdyleyebilir. Yukaridaki ilk durumda Bob'un
kiibitinin durumu Alice'in 6l¢iimiiyle degisirken, ikincisinde ise degismez. Bu, denklem

(1.1)’deki gibi dolanik durumlarin denklem (1.2)’de verilen ayrilabilir durumlarla ayni



sekilde korele olmadigini ve bu korelasyonlarin klasik karsiliklarinin olmadig: fikrini

Verir.

Kuantum bilisim ve kuantum bilgisayimda, kuantum durumlarin kontrollii olarak
gelisimi ve bu durumlarin igerdikleri dolanikligin algilanmasi temel iki yiiktimliiliiktiir.
Ozellikle, belirli bir kuantum durumunun kuantum korelasyon igerip icermedigi, yani
ayrilabilir mi yoksa dolanik mi oldugunu test etmek birincil 6neme sahiptir. Diisiik
boyutlu sistemlerde (2 x 2 veya 2 X 3), ayrilabilirlik i¢in etkin metotlar (Peres 1996,
Horodecki vd. 1996) olmasina ragmen daha yiiksek boyutlu ya da ¢ok-parcali sistemler

icin evrensel bir ayrilabilirlik kosulu yoktur.

Tiim kuramsal ve pratik amaglar i¢in bir sistemin zamanla gelisimi, verilen bir kuantum
durumu bir baska kuantum duruma doniistiiren kuantum kanallar araciligiyla
gerceklestirilir (Stinespring 1955, Choi 1975, Kraus 1983). Dolanikligin algilanmasinda
ise etkin ve yogunlukla kullanilan metotlar pozitif gonderimler ve dolaniklik
taniklaridir. Pozitif gdnderimler, pozitif islemcileri yine pozitif islemcilere doniistiirerek
islemcilere ¢izgisel etki ederler. Dolaniklik taniklari ise en az bir negatif 6zdegeri olan
ve tiim ayrilabilir durumlar i¢in beklenen degeri pozitif olan Hermitsel gozlenebilirlerdir

(Terhal 2000).

Dolaniklik taniklari dl¢iilebilir nicelikler olmalarina ragmen bunlarin temelindeki pozitif
gonderimler Olgiilebilir fiziksel gelisimler degildirler. Bundan dolay1 laboratuvarda
dogrudan uygulanabilir degillerdir. Verilen bir pozitif gonderim, bilesik sistemin
parcalarindan birisine etki ettiginde sistemin durumunun pozitifligi korunurken, tensorel
geniglemeler altinda pozitiflik korunan bir 6zellik olmadigindan sistemin durumunu
betimleyen yogunluk islemcisi pozitif kalmayabilir. Fakat tiim dolanik durumlarin
pozitifligini korumadiklarindan dolayr dolamiklik taniklari olarak kullanilabilirler.
Transpoz gonderimi, diisiik boyutlarda bdyle bir taniktir. Diger taraftan, iki-parcali bir
sistemin varliginda, altsistemlerden birisine gore pargali transpoz alindiginda pozitif
(PPT) kalan bilesik sistemin dolanik durumlari da vardir. Bu durumlar, PPT dolanik
durumlar (PPTES) olarak adlandirilirlar.



PPTES’lerin dolaniklik icerigi herhangi bir damitma ve saflastirma protokoliiyle
arttirtlamaz. Bundan dolay1r bu durumlara bagli dolanik durumlar (bound entangled
states) da denir. Ayrica bu durumlar ayristirilabilir pozitif gonderimler sinifiyla da
yakindan iligkilidirler (Woronowicz 1976). Bu sinif ilk kez Stermer ve Choi tarafindan,
pozitif gonderimlerin 6zel bir altsinifin1 izole etmek icin incelenmis (Stermer 1963,
Choi 1972, 1975) ve Woronowicz tarafindan diisiik boyutlarda tiim pozitif gonderimleri
karakterize etmek i¢in kullanilmistir (Woronowicz 1976). Bu, bdyle durumlarda

transpozisyonu kapsamli bir tanik haline getirir.

Kuantum bilisim kurami, islemcilerin C*-cebrindeki pozitif c¢izgisel islemcilerin
karakterizasyonuyla soyut bir sekilde agiklanabilir. Meydana gelen tiim siiregler,
Stinespring tarafindan karakterize edilen ve 1970’lerde kuantum mekanigindeki 6nemi
aciklanan tamamen pozitif (CP) gonderimlerle tanimlanmalidirlar (Stinespring 1955).
CP gonderimler, pozitif gonderimlerden daha etkilidirler: CP gonderimler, bilesik bir

sistemin durumlar iizerine etki ettiklerinde sistem durumlarinin pozitifligini korurlar.

Daha yiiksek boyutlu pozitif gonderimlerin bir alt smifi da aynistirilabilir
gonderimlerdir (Woronowicz 1976, Skowronek vd. 2009). Bu gonderimler, bir CP
gonderim ve transpoz ile bileske bagka bir CP génderiminin toplami olarak yazilabilirler
(bkz. Bolim 2.3) (Stermer 1963). Ayrica, ayristirilabilir gonderimler PPTES'leri
algilayamazlar. Bundan dolayt PPTES’lerin dolanikligin1 algilamalari i¢in
ayristirilamaz dolaniklik taniklari kurulabilir ve bu taniklar, dolanikligin algilanmasinda
kilit rol oynarlar (Horodecki vd. 2009, Chruscinski vd. 2009a, Chruscinski ve
Kossakowski 2011).

Bu tezde sonlu boyutlu matris cebirlerinde pozitif gonderimler ve dolaniklik taniklarinin
onemli smiflarinin karakterizasyonu verilerek bu iki ara¢ araciligiyla dolanikligin
algilanmas1 kuramsal olarak incelenecektir. Esdeger olarak, ¢izgisel gonderimler ve
islemciler arasindaki bir karsigelim olan Choi-Jamiotkowski izomorfizmi (Choi 1972,
Jamiotkowski 1972) araciligiyla dolaniklik taniklarinin karsilik gelen siniflart
karakterize edilecektir. Ayrica siirekli kuantum kanallar araciligiyla dolanikligin etkin

bir sekilde algilanabilecegi gosterilecektir. Son olarak bilisim siireclerinde ¢evrenin,



korelasyonlar1 yikici etkisini kontrol etmek i¢in kuantum hafizali kanallar kullanilarak

sistemin korelasyon igerigi incelenecektir.

Bu tez asagidaki gibi diizenlenmistir. Ikinci bolimde ilerde kullanilacak bazi
matematiksel kavramlar hakkinda kisa bir bilgi verilecektir. Banach uzayi, Hilbert
uzayl, islemci normu, sonlu boyutlardaki islemciler ve matris cebri temel diizeyde
incelenecektir. Daha sonra fiziksel bir doniisiimii tanimlayan pozitif gonderimler icin
gerekli olan kosullar arastirilacaktir. Pozitif ve CP gonderimlerin tanimlar1 verilerek
Choi-Kraus temsili (Choi 1975, Kraus 1983) yardimiyla CP goénderimlerin yapisi
caligilacaktir. Choi matrisi ve karsilik gelen gonderimin pozitif ya da CP olup
olmadigina karar vermek i¢in bu matrisin blok-pozitifligi ve pozitifligi incelenecektir.
Ayrica kuantum durumlarin tiim fiziksel gelisimlerini tarif eden kuantum kanallar
kavram1 agiklanacaktir. Pozitif gonderimlerin fiziksel doniisiimleri betimlemek icin
uygun adaylar olmamalarina ragmen dolaniklig1 algilamak i¢in matematiksel araglar
olarak kullanilabilecekleri gosterilecektir. Ozel olarak, ayristirilabilir génderimleri
tanimlamak igin kullanilan transpoz gonderimi ve genel bir pozitif génderimin, iz
gonderimi ve uygun bir CP gdnderim cinsinden nasil yazilabilecegi konusunda 6rnekler

verilecektir.

Ucgiincii boliimde genel olarak iki-parcali saf ve saf-olmayan durumlarin ayrilabilirligini
karakterize etmek icin kullanilan bazi dolaniklik algilama yontemleri verilecektir.
Ozellikle, iki-pargali saf durumlarin dolanikligin1 tespit etmede bilinen en iyi yontem
olan Schmidt ayrigimi ve saf-olmayan durumlarin ayrilabilirligi i¢in etkin bir metot olan
Peres-Horodecki kriteri detaylica incelenecektir (Peres 1996, Horodecki vd. 1996).
Bununla birlikte yine saf-olmayan durumlar i¢in indirgeme kriteri, deger uzay1 kriteri,
cogullama kriteri, kuantum Fisher bilisimi kriteri gibi ayrilabilirlik kriterleri de

gosterilecektir.

Dolaniklik taniklarinin temel tanimlar1 ve Ozellikleri Bolim 4’te verilecektir.
Ayristirilabilir ve ayristirillamaz dolaniklik taniklari kavramlarinin yani sira k-Schmidt
taniklari, atomik taniklar ve ayrigtilamaz dolaniklik taniklarinin bazi genel temsilleri

tanitilacaktir. Dolaniklik teorisi i¢in O6nemli olan optimal, ekstremal ve ekspoze



dolaniklik taniklar1 verilecektir. Optimallik kavrami dogrudan fiziksel kokenlidir:
Optimal bir tanik en iyi algilayicidir yani bir kuantum durumun dolanikligini, optimal
bir taniktan daha iyi algilayan baska bir tanik yoktur. Ekstremallik ve ekspozelik
kavramlar1 ise ayrilabilir durumlarin konveks kiimelerinin yapisiyla iliskilidir. Ayrica
d X d’li sistemlerin kosegen-tipi dolaniklik taniklar1 ile ayristirilamaz pozitif
gonderimler veya buna esdeger olarak dolaniklik taniklarinin 6nemli bir kag sinifi analiz
edilecektir. Bunlar genel olarak; M,(C)’deki Breuer-Hall génderimi (Breuer 2006, Hall
2006), Robertson gonderimi (Robertson 1983) ve M,,(C)’de bu gonderimin
genellemeleridir. Bu 6rnekler optimallik ve ekspozelik 6zelliklerine agiklik getirmeleri
yoniinden 6nemlidirler ve Robertson gondermeleri dolanik durumlart algilamak i¢in en
giiclii kuramsal araglardir. Bir k-Schmidt tani@inin nasil kurulacagi ve bu tamigin
spektral ayrisimi incelenecektir. Bu insa, su ana kadar bilinen en genel dolaniklik tanigi
kurma insasidir. Son olarak, karsilikli yansiz bazlar kavrami tanitilarak dolaniklik
taniklariyla iliskisi, Bell esitsizlikleri araciligiyla bir dolaniklik taniginin insast ve

cizgisel-olmayan dolaniklik taniklar1 kavrami tanitilacaktir.

Bolim 5 ve 6°da yeni sonuglara odaklanilacaktir. Siirekli kuantum kanallar araciligiyla
dolanikligin algilanmasi ve bu metodun sagladig1 avantajlar detayli olarak Boliim 5°te
incelenecektir. Siirekli kuantum kanallar kullanilarak kuantum siireglerin islenmesi ve
dolanikligin algilanmasi gorevlerinin her ikisinin de gerceklestirilebilmesinin miimkiin
oldugu gosterilecektir. Son olarak, Boliim 6’da ise dolanikligin nicelendirilmesinde ve
ozellikle bilisim siireclerinde etkin bir role sahip kuantum korelasyonlarin giiriiltilii bir
cevrede azalmasini kontrol etmek ve bu korelasyonlar1 bagil olarak arttirmak i¢in yeni

bir yontem verilecektir.



2. POZITIF GONDERIMLER

Bu boliimde, kuantum durumlarin dolanikliginin algilanmasinda etkin bir yontem olan
pozitif gonderimler ve tamamen pozitif (CP) gonderimler incelenecektir. Ayrica
kuantum durumlarin fiziksel gelisimlerini tarif eden kuantum kanal kavrami

aciklanarak kanallarin birbirlerine 6zdes temsilleri gdsterilecektir.

2.1 Banach ve Hilbert Uzaylar

Bu bolimde ileriki boliimlerde siklikla kullanilan temel birka¢ matematiksel arag
hakkinda bilgi verilecektir. Vektor uzaylarindaki islemciler araciligiyla Banach uzayi ve

Hilbert uzay1 gibi baz1 kavramlar agiklanacaktir.

Tanim 2.1 (Banach Uzay1): Banach uzayi, bir normla ifade edilen ve bu norma goére
tam olan gercel (R) ya da kompleks (C) bir alanda tanimli bir vektor uzayidir. Bigimsel

olarak Banach uzayimin tanimi asagidaki gibi yapilabilir:

Normlu bir X uzayinda, her {x,,}s=; € X Cauchy dizisi i¢in
lim,,x,=x , x€X (2.1)

olacak sekilde bir x eleman1 varsa X, bir Banach uzayidir (Megginson 1998). R ve C

alanlarindaki her sonlu boyutlu normlu uzay, bir Banach uzayidir.

Tanim 2.2 (Hilbert Uzay1): Bir H Hilbert uzayz, (- | -) i¢c ¢arpimiyla verilen bir norma

gore bir Banach uzayidir. Her |¢) € H igin |[|Y)|| = @|Y), |¥)’ nin normunu

gosterir.

Burada {|y;)};ey © H sayilabilen ortonormal bazlar1 ve bunlara karsilik gelen ),; P; =

[ tamlik bagmtisini saglayan P; = |;){(y;| izdiisiim islemcileri kullanilacaktir.



Sonlu boyutlu bir  Hilbert uzay1 (dim(H) = d) lizerine etkiyen ¢izgisel islemcilerin
vektor uzayr L(H) ile gosterilecektir. H uzayindaki belirli bir baza gére L(H) kiimesi,
d —boyutlu  M;(C) kompleks elemanli Hermitsel d X d matrisler kiimesiyle de
gosterilebilir. L(H) kiimesi, (4|B)ys = Tr(ATB) seklinde tanimlanan Hilbert-Schmidt
(HS) i¢ ¢arpimuyla ifade edilir. {|e;)}i-, # uzaymdaki ortonormal bir baz ise

(A|B)ys = Xi-1(Ae;|Be;) = Tr(A'B) (2.2)

seklinde gosterilir. Burada (i|j), H uzayindaki i¢ ¢arpimi gostermektedir. Bu ¢arpim

1Allas = \/(AlA)us = \/Tr(ATA) (2.3)
olarak tanimlanan HS normunu verir. ||A||ys disinda L(H) uzay1

IAll = maxyy. =1 1AW (2.4)

islemci normuyla da ifade edilebilir ve [|A]l = ||AT|| , ||ATA|| = ||A]|? bagintilar:
saglanir. [|A]| < oo ise A islemcisi sinirhdir. H uzayindaki tiim sinirh gizgisel islemciler
kiimesi B(H) ile gosterilir. Fakat sonlu boyutlu durumlarda, B(H) = M,;(C) alinabilir.
Ayrica

lAll, = Tr|Al = TrVATA (2.5)

iz normu da tanimlanabilir. A2 > 13 > --- > 12 | ATA islemcisinin dzdegerleri ise bu iic

norm

Allas = VAT + -+ 23, Al = [A440, NAlly = 1241 + -+ + [2,] (2.6)

seklinde ifade edilir.

Iki sinirl islemcinin gizgisel bilesimi ve carpimi da smirlidir. Ayrica norma gére tanimli
tim Cauchy-tipi diziler, bu uzayr tam yapan B(H)’deki bir elemana yakinsar. Bu,
B(H)’nin bir C* —cebri oldugunu sdyler.



L(F{) uzayindaki pozitif islemciler altuzayi, £, (H) ile gosterilir. L, (H), vektor uzayi
yapisina sahip degildir fakat L(H) uzayinda konveks bir koni' tanimlar. Yogunluk
islemcileriyle temsil edilen saf-olmayan durumlar (birim izli pozitif islemciler) kiimesi

S(H)={p€L,(H): Trp=1} (2.7)

seklinde tanimlanir. A € L. (H) islemcisinin pozitifligi ||A|l; = TrA esitliginin

saglanmasina esdegerdir (Holevo 2012).

Tamm 2.3 (Pozitif islemci): 7 iizerindeki smirli bir A € B(H) islemcisi, her |y) € H
icin (YP|AlY) = 0 esitsizligini sagliyorsa pozitiftir. B¥(H) kiimesi, H Hilbert
uzayindaki tiim sinirli ¢izgisel pozitif islemcilerin kiimesini gosterir ve B* () < B(J)

icerme bagintisi yazilabilir.

2.2 Sonlu Boyutlu Hilbert Uzayinda Islemciler

d —boyutlu her sonlu H Hilbert uzay1, d —boyutlu kompleks bir C* vektdr uzayina
izomorftur. Cizgisel islemciler, d X d boyutlu matrislerle temsil edilirler. Fiziksel
gozlenebilirler, kompleks elemanli Hermitsel d X d’li matrislerdir ve cebirleri M;(C)
ile gosterilir. Herhangi bir A € M;(C) islemcisinin elemanlari, bir ortonormal baza gore

A;j = (i|Alj) seklinde ifade edilir.

Teorem 2.1 (Spektral Ayrisim): C? uzayindaki herhangi bir normal A islemcisi,
ATA = AAT, pozitif islemcilerin  6zvektdrlerinin - ortonormal  bazina  gore

kosegenlestirilebilir:
A=Y;a;la;Xa;| , Ala;) = a;|a;). (2.8)
Ornek 2.1 (iz génderimi): 3 = M,(C) olsun ve burada {F;}%,, Tr(F,:rFl) = 61

olacak sekilde HS i¢ ¢arpimina gore dik olan d X d’li matrislerin kiimesi olsun. Bu

kiime, ortonormal bir baz kiimesi formundadir:

' R alaninda cizgisel bir X uzaymin kapali bir C altkiimesi keyfi x,y € C ve a,b € R, i¢in ax + by € C
konveks bilesimi bu altkiimede ise C’ye konveks bir koni denir.
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X =Y. Tr(XFF,, vX € My(C). (2.9)

T4: M;(C) — M, (C) iz génderiminin etkisi
seklinde tanimlanir. Ortonormal bir {|e;)}%, baz1 verildiginde, HS i¢ carpimina gore

M,;(C)’de ortonormal bir baz olan E;; := |e;)(e;| matrisleri kurulabilir. Bu ortonormal

kiime kullanilarak iz génderimi

d d
T,00 = Tr(0 Iy = Y (el Xle) Y [e)e
i=1 =1

d
4 Z lei)eil X le;)e;]

ij=1
d
= ) B xEy (2.11)

ij=1

seklinde yeniden yazilabilir.

2.3 Pozitif ve Tamamen Pozitif Gonderimler

Kuantum sistemlerin fiziksel dontistimleri, durumlar uzayinda ya da dual olarak
gozlenebilirler cebrinde ¢izgisel gonderimlerle betimlenirler. Konveks durumlar
uzayindaki ¢izgisel gonderimler, yogunluk matrislerini baska yogunluk matrislerine
dondistiirtirler. Bu nedenle pozitifligi ve izi korumahdirlar. Fakat gerek kosul olsa da
pozitiflik, cizgisel bir gonderimin fiziksel tutarliligini garanti etmek i¢in yeter kosul

degildir.

Tamim 2.4: A ve B sistemleri tarafindan paylasilan herhangi bir p kuantum durumu,

altsistemlerin carpim vektorlerinin konveks bir bilesimi
p=ipilafa;l & [b)Xbil ;5 pi =0, Xipi=1 (2.12)

olarak yazilabiliyorsa ayrilabilir bir durumdur (Werner 1989). (2.12) tanimi1 ¢ok-pargali

durumlara da genellenebilir. Bu sekilde yazilamayan durumlar ise dolaniktirlar. Fiziksel
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olarak bu tanim ayrilabilir durumlarin yerel islemler ve klasik iletisim kullanilarak
tiretilebilecegini soyler: |a;){a;| @ |b;){b;| durumlar1 p; olasiliklariyla yerel olarak
hazirlanabilirler. Geometrik olarak ise bu tanim ayrilabilir durumlar kiimesinin konveks
bir kiime olmasini gerektirir: izleri bir olan, Tr(p) = 1, tiim pozitif matrisler kiimesi
konveks bir kiimedir. Ayrilabilir durumlar kiimesi ise bu kiimenin konveks bir
altklimesidir. Herhangi bir ayrilabilir durum, ¢arpim durumlarinin konveks bir bilesimi

olarak yazilabildiginden ¢arpim durumlar1 bu kiimenin ekstremal noktalaridir®.

Kapali kuantum mekaniksel bir sistemin bir ¢ zaman1 boyunca zamanla geligimi
p > e itH po-itH (2.13)

ile verilir. Burada H, zamandan bagimsiz Hamilton islemcisidir ve Hermitsel bir
matristir. Fakat bu tanim, sadece sistem bagka bir sistemle etkilesmiyorsa dogrudur. Bir
etkilesmenin varliginda, kuantum durumun zamanla gelisimi yukaridaki sekilde
yazilamaz. Dahasi, bilisim isleme siiregleri igin giris sisteminin Hilbert uzayiyla ¢ikis
sisteminin Hilbert uzaymnin ayni olmasi gerekmez. Aslinda bazi siireclerde giris ve ¢ikis
sistemlerinin farkli olmast Onemlidir. H, giris sistemindeki &S(H,) yogunluk
islemcilerinden Hpy ¢ikis sitemindeki S(Hy) yogunluk islemcilerine tanimli bir A

gonderimi keyfi py, p, € S(H,) i¢in
Aldp; + (1 = Dp,] = 2U4(p) + (1 — DA(p,), 0<1<1 (2.14)

ozelligine sahipse afin gonderim olarak adlandirilir. S(H,) uzayi, ¢izgisel
olmadigindan A gonderiminin ¢izgisel oldugu da sdylenemez. Fakat bu iki kosul
esdegerdir. Aslinda, A génderimi, A: L(H,) — L(Hp) gonderimine asagidaki gibi
genisletilebilir: Keyfi bir X € L(H,) matrisi, S(H,) uzayinin X, ..., X 2 elemanlari

kullanilarak
X=Y;aX;, ateR (2.15)

seklinde yazilabildiginden A génderimi

’c, gergel bir vektor uzayinda konveks bir kiime olsun. Bazi x,y € C elemanlari i¢in z = (1 — a)x + ay
olacak sekilde bir @ € [0,1] sayisi yoksa z € C, C konveks kiimesinin bir ekstremal noktasidir. Diger bir
ifadeyle C kiimesinin iki noktasmni birlestiren herhangi bir agik dogru pargasinda yer almayan C’deki bir
noktaya ekstremal nokta denir. Ekstremal bir nokta, C’nin “tepe noktasi (vertex)” olarak diisiiniilebilir.
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AX) = X;a' A(X) (2.16)

olarak tanimlanabilir. Afin 6zelligi, bu tanimin (2.15) denklemine bagli olmadigini
garantiler. Bundan sonra A gonderimi A ile tanimlanacaktir. Kompleks sabitlerle
carpilmis L(#H,) uzayindaki elemanlarin ¢izgisel bilesimleri, H,’daki M (H,) matrisler
uzayim verirler. M(#,) uzaymin herhangi bir elemani, X ve Y gibi iki Hermitsel
matrisin Z = X + iY seklinde toplami olarak yazilabildiginden A gonderimi, M (H},)
uzaymdan M(Hp) uzayma bir génderim olarak genisletilebilir. A(X + i) = A(X) +
iA(Y) oldugundan A(Z*) = A(Z)" esitligi saglanir. Her Hermitsel matris, iki pozitif

matrisin farki olarak yazilabildiginden afin 6zellik, ¢izgisel genislemeyi miimkiin kilar.

Tamim 2.5 (Pozitif Gonderim): Cizgisel bir A: L(H,) — L(Hp) gonderimi igin
asagidaki ifadeler yazilabilir:

(1) VX = 0icin A(X) = 0 ise A pozitif bir gonderimdir.

(i) VX € L(H,) igin Tr[A(X)] = TrX ise A iz-koruyan bir génderimdir.

(iii) VX € L(F,) icin [A(X)]T = A(XT) ise A Hermitsel veya Hermitselligi-koruyan bir

gonderimdir.

Ornek 2.2: iz gonderimi pozitif bir génderimdir. Herhangi bir pozitif X islemcisi icin

X =XixilxXx|, ;=0 (2.17)
spektral ayrisimi yazilabildiginden

Ty(X)=Tr(X)I; = Q;x)l; =0, VX € My(C) (2.18)

bulunur.

Ornek 2.3: Transpoz gonderimi belirli bir ortonormal baza gére pozitif gdonderimlere

bagka bir 6rnektir:
Ap: MF(C)3X — XT € MJ(C). (2.19)

Verilen bir X = [X;;] matrisinin transpozu X7 = [X;;] seklindedir. Burada M} (C),

kompleks elemanli pozitif d X d’li matrisler kiimesini gosterir. Herhangi bir islemcinin
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transpozunu almak, o islemcinin spektrumunu degistirmediginden dolay1 pozitifligi

korur.

Pozitif bir gonderim Hermitselligi gerektirir. Iz-koruyan pozitif bir génderim, F,
uzayinda tmhian kuantum durumlann Hp uzayinda tanimli kuantum durumlara

doniistiirir.

A gonderiminin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

WplA(Y ) WaDlY) =05  [Pa) € Hy, [YPp) € Hp (2.20)

olacak sekilde her rank—1 izdiisiim islemcisinin (projeksiyon) pozitifligini korumasidir
(Choi 1972).

Tamim 2.6 (k —pozitiflik): Cizgisel bir A: L(H,) — L(Hp) gbénderimi i¢in

id, @ A : M (C) ® L(H,) — M (C) ® L(Hp), kEN (2.21)

gonderimi pozitifse A gonderimi k —pozitiftir denir. Burada idy: M, (C) — M, (C)

0zdeslik gonderimidir.

A’nim pozitif bir gonderim oldugu gergeginden id;, @ A gonderiminin de pozitif oldugu
sonucu ¢ikarilamaz. Transpoz gonderimi pozitiftir fakat k > 2 igin tensorel

genislemeler altinda pozitif degildir. Yani 2-pozitif bile degildir.

Tanim 2.7 (Tamamen pozitif gonderim): Cizgisel bir A gonderimi, her k € N igin
k —pozitifse bir CP gonderimdir. Cizgisel bir A gonderimi hem CP hem de {inital
(birim-koruyan) yani A(l,) = I ise CP tinital (CPU) bir gonderimdir (Choi 1975).

Onerme 2.1: Cizgisel bir A: L(#,) — L(Hp) gonderiminin CP olmasi igin gerek ve
yeter kosul

(idy @ HM =0 (2.22)
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esitsizliginin saglanmasidir (Choi 1975). Burada M, H, = Hz = H’de keyfi bir

{le;)}, ortonormal bazi cinsinden

d
1

ij=1
seklinde tanimlanan H @ H uzayindaki birim izli en dolanik durumdur ve dimH = d

seklindedir. C, = (idy ® A)M islemcisi, Choi matrisi olarak adlandirilir.

Ornek 2.4: Boylandirilmis T,: B(#,) — B(H3) iz gonderimi
Tqa(X) =Tr(X)1, (2.24)
CPU bir gonderimdir: T;(I;) = I ;. Choi matrisi
1 1 1
Cp = 52 E;j @ Tr(E;)l; = EZ E; ® E;; =7l (2.25)
Lj i
seklinde bulunur. Choi matrisinin pozitifligi, iz gonderiminin CP oldugunu gosterir.

Pozitif bir A génderimi i¢in id, @ A gonderiminin ayrilabilir bir p durumuna etkisi

p' = (idy ® Mp = ) pridi(p)®AGP) 2 0 (2.26)
i=1

seklindedir. A’mn pozitifligi, A(p?)’nin de pozitifligini garanti eder. p durumu
ayrilabilir degilse (2.26) denklemi yazilamaz fakat genel bir p ve k i¢in, A gonderimi
CPise (id; ® A)p gonderimi de pozitiftir.

Tamim 2.8 (Dual Goénderim): Herhangi bir A: L(H,) — L(Hp) gonderimi igin,
AP : L(Hp) — L(H,) dual génderimi HS i¢ carpimina gore

Tr[A(X)Y] = Tr[XAP(Y)] ; VX € L(H,), VY € L(Hp) (2.27)

seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2: A ve AP génderimleri arasindaki iliski asagidaki gibi ifade edilebilir:
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e A gonderiminin pozitifligi, k —pozitifligi ve CP’ligi sirasiyla AP gdnderiminin
pozitifligine, k —pozitifligine ve CP’ligine esdegerdir. Pozitif X € L(H,) ve Y €
L(Hp) matrisleri i¢in Tr[A(X)Y] = Tr[XAP (Y)] = 0 ifadesi saglanir.

e /A gonderiminin iz-koruyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul AP gdnderiminin
tinital olmasidir: AP (Ip) = 1,.

e /A gonderiminin iinital olmasi igin gerek ve yeter kosul AP génderiminin iz-koruyan

bir gonderim olmasidir.

Yogunluk islemcilerinin izi 1 oldugundan bir kuantum sistemin gelisimi iz-koruyan CP
(trace-preserving completely positive - TPCP) bir gonderimle ifade edilir. Boyle
gonderimlere kuantum kanallar denir. Kuantum kanallarla ilgili 6rnekler EK 1’de

ayrintili olarak incelenmistir.

Cizgisel gonderimler ve islemciler arasinda Choi-Jamiotkowski izomorfizmi araciligiyla
bire bir karsigelim kurulabilir.

da
i=1

Tamm 2.9 (Choi-Jamiolkowski izomorfizmi): {|e;)}"4., #, uzayinda ortonormal bir
baz ve A: M (C) — M;(C) ¢izgisel bir gonderim olsun. Asagidaki kosullar esdegerdir
(Pillis 1967, Arveson 1969, Choi 1972, 1975):
(i) A, k —pozitiftir.
(if) Choi matrisi
ij=1

pozitiftir.

(iii) A, CP’dir.

Burada M = dM boylandirilmamis en dolanik durumdur. C, Choi matrisi pozitif

oldugundan

D
Car= Zml%)(dnl: p; =0, Zpi =1 (2.28)
i=1 i

spektral ayrigimi yazilabilir. Burada D = dydg ve |¢;) € Hy @ Hp boylandirilmig

vektorlerdir.
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A gonderiminin Choi matrisi

AQDAD  AQLYED .. A(Dm])
¢, = [ AG2X1D ad2)2D) .. AG2)m) (2.29)

AQmXID  AQm}LD ... A(lm)(ml])

seklinde matris formunda yazilabilir. |e;) @ | fj) € €™ @ C" ortonormal bazlarna gore

Ca(ijpq) €lemanlar

Cacijpa) = (€ ® fi|Calep ® f3) = (fij|A(leXep )| (2.30)

oldugundan C, Choi matrisi tek bir sekilde tanimlanir. Cizgisel gonderimlerin L(H,g)
vektor uzayindan M,y (C) tizerine tanimli bir J: A +— J[A] génderimi terslenebilir bir
gonderimdir ve Jamiotkowski izomorfizmi olarak adlandirilir. Herhangi bir
A: L(H,) — L(Hp) gdnderimi, (2.30) denklemiyle tamamen karakterize edilen |e;){e;]

matris bazlari tizerindeki etkisiyle belirlenir. Bundan dolay1 C, € M,,,«,,(C) verildiginde

(fila(leMep )l fad = Catijpa (231)

olacak sekilde A: L(H,) — L(H}p) ¢izgisel gonderimi belirlenebilir.

Teorem 2.2: d, ve dg sirasiyla K, ve Hp uzaylarmin boyutlari olmak tizere ¢gizgisel bir
A: L(H,) — L(Hp) gonderimi i¢in agsagidaki ifadeler esdegerdir:

i) A, bir kuantum kanaldir.

ii) AP, CP bir génderimdir ve {initaldir.

iii) A, iz-koruyan min{dy, dg} —pozitif bir gonderimdir.

iv) C, Choi matrisi pozitiftir ve TrgC, = 1, esitligi saglanir.

v) Stinespring Temsili: CP her A: L(H,) +— L(Hp) gonderimi igin

A(p) = TrA,C[UA(p X PO)U/” (2.32)

olacak sekilde Hy; @ Hy @ H, uzayinda Hpz’ye 6zdes bir H, uzayi, saf bir p, €
S(Hp ® H) durumu ve lniter bir U, matrisi vardir (Stinespring 1955). H nin yapisi
kanala bagli olmaksizin sadece Hz’ye baghdir. Sadece U, kanalin kendisine baglidir.
Ayrica burada py durumunun saf durum olmasi gerekli degildir ve H nin boyutu
keyfidir.

vi) Choi-Kraus Temsili: CP her A: L(H,) — L(Hg) gonderimi
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AC) = Z K; (K} (2.33)

seklinde yazilabilir (Choi 1975, Kraus 1983). A gonderiminin iz-koruyan ve tnital bir
gonderim olmasi sirastyla Zil(;rl(i = Iy, ve X K; K;r = ll3y, kosullarma esdegerdir.
CPU gonderimler, iz-koruyan gonderimlere dualdirler. Burada Kj,..,Kg,q,, Ha
uzayindan Hp uzayma taniml ¢izgisel gonderimler kiimesidir ve Kraus islemcileri
olarak adlandirilirlar. Choi-Kraus temsili, CP gonderimleri tam olarak karakterize eder.

Choi-Kraus temsili denklem (2.33)’teki gibi olan CP bir A: L(H,) — L(Hp)

D da? .
gonderimi igin {Ff}j=1 € M;(C) HS ortonormal baz kiimesini segerek K; Kraus

islemcileri
d2
Ki = Z Cij (234)
j=1

yazilabilir. A’ni Choi-Kraus temsili

d? d?
AX) = z Z cij e FXFt = Z fix EXFH (2.35)
i jk=1 Jk=1
seklinde bulunur. Burada fj, pozitif bir F = [f;] € M42(C) matrisinin elemanlaridur.
CP bir A gonderiminin bu temsili, Kanonik Choi-Kraus Temsili olarak bilinir. Kraus
islemcileri tek degildirler. Ayn1 CP gonderime karsilik gelen Kraus islemcilerinin her
iki kiimesi, Uniter bir matrisle iligkilendirilebilir. Ayrica teorem 2.2 (vi)’daki Choi-

Kraus formu, bu genel form kdsegenlestirilerek elde edilir.

Sonug 2.1: CP her A: L(H,) — L(Hp) gonderimi i¢in asagidaki kosullar esdegerdir.

a) A bir kuantum kanaldir.

b) A() = Trg[V()VT] olacak sekilde bir Hy Hilbert uzay1 ve V:H, — H, @ Hg
islemcisi vardir (Stinespring 1955). A gonderiminin iz-koruyan bir génderim olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul V islemcisinin bir izometri olmasidir: VIV = 1,.

Hg uzaymnm boyutunu d?’den daha kiigiik yapmak miimkiindiir.
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Teorem 2.2°deki (H, py, Uy) Ugliisii, Stinespring temsili olarak bilinir ve i) kosuluna
esdegerliligi, genel kosullar altinda AP dual gdnderimi i¢in Stinespring tarafindan

ispatlanmistir.

Stinespring temsili matematiksel bir temsil teoremi olmasiin yaninda fiziksel anlami
bakimindan da ¢ok dnemlidir. Giris sistemi ¢ikis sistemine 6zdesken, sistemlerin dis bir
Hy sistemiyle etkilesme altindaki zamanla gelisimi olarak yorumlanabilir. Bundan
dolay1 Hy sistemi ¢evre olarak adlandirilir. Sistemin gelisimini tarif eden herhangi bir

tiniter olmayan kuantum kanala, kuantum giiriilti de denir.

A goénderimi, bir kuantum haberlesme kanali ve giris ile ¢ikis sistemleri farkliyken H,
uzayi, haberlesme ortami olarak diisiiniilebilir. H, giris sistemi ve H haberlesme
ortami, Hp’nin c¢evresinin bir parcasi olarak diisiliniilebileceginden c¢evre olarak
H,y Q H alinabilir ve Hy olarak gosterilebilir. Bu durumda giris sistemindeki giris

durumunu, gevredeki ¢ikis durumuna doniistiiren A gonderiminin etkisi

Ap(p) = Trg[Us(p ® po) U] (2.36)

seklinde tanimlanabilir. Bir Stinespring temsilinin ¢evresindeki ¢ikis durumu, ¢evrenin
po giris durumu saf bir durum olarak se¢ildigi siirece bir bagka Stinespring temsiliyle
tiniter olarak esdegerdir. Yani, Ag(p) durumu ashinda Stinespring temsiline baglh

degildir.

Teorem 2.3: CP her A: L(H,) — L(Hp) gonderimi i¢in asagidaki kosullar esdegerdir
(Hayashi 2017).

a) Hy @ Hg’de initer bir U, matrisi secerek p € S(Hyp) icin
A(p) = TrE[UA (p) UAT] ve H, = Hpy @ Hy olacak sekilde baska bir Hy uzayi vardir.
Bu baglamda H sistemi #, nin bir altuzay1 olarak diistiniilebilir.

b) Herhangiiki X,Y € M(#3) matrisi i¢in AT(X)AT(Y) = AT(XY) esitligi saglanir.

Lemma 2.1: {K;}%, islemcileri A’nin bir Choi-Kraus temsiliyken, ¢evrenin sistemi C%

ile betimlenir ve Ag(p)’ nun matris elemanlari
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Ap(p)ij = Tr(K'Kip) (2.37)

olarak verilir. Choi-Kraus temsili kullanilarak kuantum kanallarin ekstremal noktalari

karakterize edilebilir.

Lemma 2.2: A kuantum kanalinin £(#,)’den L(Hp)’ye tanimli CPTP gonderimlerin
ekstremal bir noktas: olmasi icin gerek ve yeter kosul {KiTKj}i ;i cizgisel bagimsiz bir

kiime olacak sekilde A’nin {K;} Choi-Kraus temsiline sahip olmasidir (Choi 1975,
Landau ve Streater 1993).

Lemma 2.2 nin ispat1 EK 1°de verilmistir.

Sonu¢ 2.2: Bir A kuantum kanali ekstremal oldugunda yani yukaridaki kosullar
saglandiginda, Choi-Kraus temsili sadece d, elemana sahiptir ve herhangi bir goriintii
en fazla d3-boyutlu Hp uzayinda igerilir. Ayrica, dy < dg iken d; = 1 olacak sekilde

bir Stinespring temsili kurulabilir.

Stinespring temsili, A kanaliyla betimlenen durum gelisiminin asagidaki sekilde
gerceklestirilebilecegini garanti eder. Ilk olarak, p, baslangic durumu Hp & H
uzayinda hazirlanir. U, tiniter gelisimi, H, @ Hp @ H lizerine uygulanir. Keyfi iiniter
bir matrisle betimlenen durum gelisimleri gergeklestirilebilir olduklarindan bir A

kanaliyla betimlenen durum gelisimleri de gerceklestirilebilirler.

Sonu¢ 2.3: CP bir A": L(H,) — L(HE) gonderiminin bir kuantum kanal olmasi,
A L(H,) — L(Hp) kanali verildiginde A @ A" gonderiminin de kuantum kanal

olmasina esdegerdir.

Ispat: Teorem 2.2’nin ii) kosulu C 1@’ Matrisinin pozitif oldugunu sdyleyen iv)
kosuluna esdegerdir. Ayrica C,g, matrisi C; ® C, carpimima esittir. C, pozitif

oldugundan €, matrisi de pozitiftir. Bu da 1) kosuluna esdegerdir.

Tamm 2.10 (Blok Pozitif islemci): Bir A € M3(C) matrisi verildiginde, belirli bir

{le;)}%, ortonormal bazi kullamlarak, A matrisi
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d
A= lede| @Ay Ay € My(©) (2:38)

ij=1
blok-formda yazilabilir. Bu matrisin blok-pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

1) ve [®) igin

(@@ plale @ ) = (@ ) (w4y[v) lee] |19)

Lj
WlAulY) @lApp) - lAsahp)
_ ol @A @A) - Bldald) | g

WA BlAply) . BlAgl)
>0 (2.39)

esitsizliginin saglanmasidir. Diger bir ifadeyle, A matrisinin blok-pozitifligi her

l) € €% igin (y|4; j|¢)’nin pozitifligine esdegerdir.

Teorem 2.4: Cizgisel bir A: L(H,) - L(Hp); (dimH, = d = dimH) goénderiminin

pozitif olmasi igin gerek ve yeter kosul

Y ® @|(idg @ MMy @ @) 20, V), |P) € C? (2.40)

seklinde verilen Choi matrisinin blok-pozitif bir islemci olmasidir (Jamiotkowski 1972,
Kossakowski 1972).

Teorem 2.5’in ispat1 EK 1°de verilmistir.

Ornek 2.5: Ap: M;(C) - M,(C) transpoz gonderimini icin Choi matrisi

1
ij
seklindedir. Trampa islemcisi
d
T= By ® Ei=dly ® 4M (242)
ij=1

transpoz gonderimi cinsinden yazilabilir ve blok-pozitiftir. Trampa islemcisinin etkisi
Ty ® ®) = |® ® ) seklinde tanimlanir. T? = I; oldugundan bir involusyondur ve

Ozdegerleri +£1 dir.
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Herhangi [y), |®) € C* vektorleri igin,
d
WO PGNP =@l Y Ey®E; |lh @)
ij=1

_ Z(¢|ei)(ej|cb) (le;)elw)

Lj
= Z(cmei)(eillﬁ)Z(¢|ej>(3j|q’>
i j
= [(Y|®)? =0 (2.43)

bulunur. Buradan transpoz gonderiminin blok pozitif oldugu soylenebilir.

Ornek 2.6 (Iindirgeme gonderimi): Boliim 3’te daha detayli olarak incelenecek olan ve
dolanik durumlar algilayabilen pozitif gonderimlerden birisi olan Ag: M;(C) - M, (C)
indirgeme goénderimi

Ap(X) = Tr(X)I, — X (2.44)
CP bir gonderim degildir (Horodecki ve Horodecki 1999). Herhangi bir p yogunluk
matrisi i¢in iz, Ozdegerlerin toplami oldugundan Tr;(p) = 0 bulunur. [y;), A;

O0zdegerlerine sahip olan p yogunluk matrisinin 6zvektorleri olsun. p’nun spektral

ayrisimi kullanilarak

Ag(p) = (Z /11') g — le )W
J

i

= 37| (2o -] e 245

elde edilir. 3; 4; = A; oldugundan Ag(p) pozitif bir matristir. Diger bir ifadeyle, bu

gonderimin Choi matrisi
Cpp = (idg ® AR)M =142 —dM (2.46)

seklinde ifade edilebilir. C,, matrisinin bir 6zdegeri, 1 — d oldugundan d > 1 igin

negatiftir. Yani Ag indirgeme gonderimi, CP bir gonderim degildir.

21



Sonu¢ 2.4: En dolamik M durumu, [¢) € H, @ H, maksimal Schmidt rankina sahip
olacak sekilde keyfi bir P = |[Y)(y| durumuyla degistirilebilir ve yine gonderimlerle
L(H,5) deki gizgisel islemciler arasinda bire bir karsigelim elde edilebilir.

Teorem 2.5: Verilen herhangi bir pozitif A: M;(C) — M,;(C) gonderimi
1
A= z (Tq — Acp) (2.47)

seklinde T, iz gonderimi ve CP bir gonderimin farki olarak yazilabilir. Burada ¢ > 0
pozitif bir sabittir ve Acp: M;(C) — M, (C), CP bir gonderimdir.

Ispat: A, Hermitsel bir génderim olsun: A[AT] = (A[A])T. Bu durumda Choi matrisi de

Hermitseldir. Bundan dolay1 Choi matrisi iki pozitif matrisin farki olarak yazilabilir:

Ch=Cif—Cy , Cfcy=0. (2.48)
1 = 0 sayisi
ul>Cy=Cf —Cy (2.49)

olacak sekilde en kiigiik pozitif say1 olsun. Burada C; ve C;, sirasiyla C, matrisinin
pozitif ve negatif 6zdegerlerine sahip Choi matrisleridir. Yukaridaki esitsizlik C{ ’nin en

bliylik 6zdegeri olan c¢ segilirse saglanir.

Choi matrisi

u 1
CA = Hd - ;CA (250)

ile verilen Acp gonderimi

1
ACP == .-[[‘d - _/1 (251)
1%

bulunur. (2.51) denklemi diizenlenirse
1
A= B (Tq — Acp) (2.52)

elde edilir.
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Buradaki tek varsayim, A gonderimini Hermitsel kabul etmektir. Bu nedenle herhangi
bir Hermitsel gonderim, denklem (2.52) formunda yazilabilir. Buradan, pozitif

gonderimler kiimesinin Hermitsel génderimlerin bir altkiimesi oldugu sdylenebilir.
2.3.1 Hafizalh kuantum kanallar

N —pargali sistemlere giiriiltiili bir ¢evrenin etkisi Ay seklinde yazilabilen kanallar
hafizasiz kuantum kanallar olarak adlandirilirlar. Bu durumda kuantum sistemin
gelisiminde cevresel durulma zamani, kanalin ardisik etkileri arasindaki zamandan daha
kiigiiktiir. Boyle bir durumda, her kanal etkisinde ¢evrenin geri etkisi ithmal edilebilir ve
A kanali, her parcaya etki eder: Ay = A®Y =4 ® A ® -+ ® A. Fakat boyle olmadig
durumlarda cevre, kanalin 6nceki etkilerinden ortaya c¢ikan bazi korelasyonlar: sonraki
durumlara iletebilir. Bu durumlarda kuantum hafiza veya esdeger olarak korele
giiriiltiilii kanallar kavramlarindan bahsedilebilir ve kanallarm kullanimi igin Ay = ASN
bagintis1 artik gecerli degildir. Bu tiir kanallara hafizali kuantum kanallar denir (Caruso
vd. 2014). Boyle hafiza etkilerinin degerlendirilmesi, bilisim isleme cihazlarinin

kiiciilmesi ve gelisen iletisim hiz1 agisindan kagiilmazdir.

Zaman-sirali bir bilisim tasiyicilart dizisine sahip N —pargal1 bir siStem icin, 6zdes ve
bagimsiz giiriiltiiler (A kanallar1) her pargaya hafizasiz bir sekilde etki eder. Bu

kanallarin herhangi bir p bilesik giris durumuna etkisi (2.33) denkleminden

49%(p) = > (K, ® + ® Ki,) p(Kf ® @ K. (253)

i1in

seklinde yazilabilir.

Hafiza etkisi en basit sekilde, ayn1 A kanalinin korele ¢ok kullanimiyla (Ay)

incelenebilir. Boyle bir durumda, Kraus islemcileri

Ki iy = Pi,.in4i, ® Q4 , Z Diy.iy =1 (2.54)
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bagimsiz A; - A, islemcileri cinsinden yazilabilir. Burada p; ;, =0, kanaldan
gecerken bilisim tasiyicilarina uygulanan rastgele bir iglem sirasinin olasiliklaridir.
Hafizasiz durumda bu olasiliklar bagimsizdir yani p;, _;, = i, i, - Piy S€klindedir ve

K;, = pl-].Aij olarak yazilabilirler. Fakat diizenli Markov kanallar1 gibi hafizali bir kanal

i¢in bu olasiliklar koreledir ve p; ;i = Di,Di,li, - Piyliy_, 0larak yazilabilir. Burada
Diyli,_,» bilesik sistemin k. pargasi lizerindeki etkinin kosullu olasiligidir (Macchiavello

ve Palma 2002).
2.3.1.1 Kuantum kanallarin iki-kullanim etkileri

Iki-parcali sistemler icin parcali hafizali bir kanalin iki-kullanimi i¢in Kraus islemcileri,
pij = pi[(l — Wp; + ,ué'l-j] olasihigiyla K;j = ,/p;;A; @ A; seklindedir. Burada
0 < u <1 hafiza parametresidir. Bu durumda o = A,(p) cikisi, korele ve korele-

olmayan katkilarin konveks bir bilesimi olarak asagidaki gibi yazilabilir (Macchiavello

ve Palma 2002, Yeo ve Skeen 2003):

o=(1-— “)Z KE pkt + “Z K¢ pkET. (2.55)
i 3

Burada K = \/pipjA; ® Aj ve K = /prAr & Ay, sirasiyla korele-olmayan ve korele
Kraus islemcileridir. Kanal, u olasiligiyla ayni islemciyle her iki tasiyiciya etki ederken
1 — u olasilikla bagimsiz olarak tastyicilara etki eder. Fiziksel olarak u, bir tasiyici

kanaldan gecerken kanalin durulma zamaniyla belirlenir (Macchiavello vd. 2004).
2.3.2 Aynistirilabilir gonderimler

CP gonderimlerin yapist Choi-Kraus temsili aracilifiyla tamamen anlasilabilir. Ayrica
Choi teoremi, pozitif gonderimleri agikliga kavusturan pratik bir teknik saglar. Pozitif
gonderimlerin tam bir yapisal temsilinin olmadig1 durumlarda bunu yapmak ¢ok daha
zordur. Bu bolimde bu durumlarda, daha anlasilir ve agik olan kavramlar
incelenecektir. Disiik boyutlarda, dy X dg < 6 iken pozitif gonderimlerin yapisi agiktir

ve bu kosul altindaki tiim pozitif génderimler ayristirilabilirdir (Woronowicz 1976,
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Skowronek vd. 2009). Yiiksek boyutlarda ise bu gonderimler kismen anlasilabilirdir
(Chruscinski 2009 ve 2011, Hou 2010).

Ornek 2.7: En dolanik durumlar olan Bell durumlarindan |®*) = (]00) + |11))/v/2

durumuna karsilik gelen yogunluk matrisi

1
0
0

N[ =

p=10"No¥| = (2.56)

cococo
coco o
[ Y R

1

seklindedir. Bu duruma [, @ Ay gonderiminin etkisi, matrisin her blogunun

transpozunu almak olarak ifade edilebilir. Pargali transpozu alinmig matris

N| =

(id, ® Ap)p = (2.57)

S OO
O RO O
oS OoOr O
oo O

kolaylikla yazilabilir. Parcali transpoza gore durumlar, iki sinifa ayrilabilirler: Bu
gonderim altinda pozitif kalan durumlara Pozitif Parcali Transpoz (PPT) durumlar
denir. Pargali transpoz alindiktan sonra en az bir negatif 6zdegere sahip olan durumlara
da Negatif Pargali Transpoz (NPT) durumlar denir. (2.57) denklemiyle verilen matris,
— 1/2 negatif 6zdegerine sahiptir ve bir NPT durumdur.

Pozitif gonderimlerin asagidaki sinifi diisiik boyutlu Hilbert uzayinda bu durumlari

siniflandirmak i¢in kullanilabilir.

Tamim 2.11 (Aynistirilabilir Gonderim): Pozitif bir A: L(H,) — L(Hg) gonderiminin
ayristirilabilir olmast
A=A+ A, 0 Ag (2.58)

formunda yazilabilmesine esdegerdir (Stermer 1963). Burada A; ve A,, CP
gonderimlerdir. O, bileske islemini gostermektedir. Bu formda yazilamayan gonderimler
ise ayristirilamazdir. Ayristirnllamaz gonderimler PPTES’lerin dolanikligini algilarlar.

Bu durumlara bagli dolanik durumlar (bound entangled states) da denir.

Tamm 2.12: A génderimi, k —pozitif bir A; gonderimi ve A, © Ay gonderiminin bir

toplami olarak yazilabilirse k —ayristirilabilirdir.
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Tamm 2.13: A gonderimi, 2-ayristirilabilir bir gonderim degilse atomik bir génderim
olarak adlandirilir (Ha 1998). Atomik gonderimler “en zayif”’ bagli dolaniklig:

algilamak i¢in kullanilan araglardir.

Teorem 2.6: dimH, = d4, dimHy = dp ve dy X dg < 6 olacak sekilde pozitif tim
A: L(H,) — L(Hp) gonderimleri ayristirilabilirdir (Woronowicz 1976, Werner 1989).

Onerme 2.3: Her pozitif génderim teorem 2.5’e gore
seklinde iki CP gonderimin farki olarak yazilabildiginden Choi-Kraus formu da
AC) = z A,()AT - Z B;()B] (2.60)
i J
seklinde yazilabilir.

Ornek 2.8: (2.44) denklemiyle verilen Ag:M,(C) — M4(C) indirgeme génderimi,
ayrigtirilabilirdir (Horodecki ve Horodecki 1999).

(2.46) denkleminden, bu gonderimin Choi matrisi
Crp = (g ® AR)M =142 —dM (2.61)
seklindedir. Ikinci altsisteme gore pargali transpozu almirsa

C/I;R = (idg ® Ar)(idg @ Ag)M
= (idyg ® Ay © Axp)M = %(Hdz -T) (2.62)

esitligi elde edilir. Trampa islemcisi, bir involusyon oldugundan 6zdegerleri +1 olarak
bulunur. Bu da, C ,I;R matrisinin negatif 6zdegere sahip olmamasini gerektirir ve
dolayisiyla pozitif bir matristir. Karsilik gelen A" = A © Ag génderimi CP’dir. Ayrica
Ag = Ap 0 A" ve A', CP oldugundan ayristirilabilir bir gonderimdir.

26



2.3.3 Ekstremal gonderimler

Pozitif gonderimler kiimesi kapali konveks bir kiime oldugundan kiimenin ekstremal
noktalar1 vardir. Konveks kiimelerde, bir gonderim diger gonderimler cinsinden
konveks olarak ayristirilamiyorsa ekstremaldir. Yogunluk matrislerinde ise ekstremal
yogunluk matrisleri rank-1 matrisler yani saf (izdiistim islemcileri) durumlardir. Bu
bolimde pozitif gonderimlerin 6zel bir smifi olan ektremal gonderimler ve ozellikleri

incelenecektir.

Tanim 2.14: A: L(H,) — L(H}p) pozitif bir gonderim olsun. A — & gonderimi pozitif
kalacak sekilde pozitif bir 0 <A <1 icin A = Ad esitligi saglanir. Bu durumda A

gonderimi ekstremaldir ve 0 < & < A yazilabilir.

Her pozitif gonderim, ekstremal gonderimlerin konveks bir bilesimi olarak yazilabilir. A
gonderimi ekstremal pozitif bir gébnderimse @, ve ®, gonderimlerinin her ikisi, A’nin
pozitif ¢arpanlart olmadigi siirece normlari 1’e esit veya daha az olan pozitif iki &, ve

@, gonderimin Ad; + (1 — 1)P, konveks bilesimi olarak yazilamaz (Stermer 2013).

Tammm 2.15: A: L(H,) — L(Hp) gonderimi A(l,) =1z ve VX € L(H,) igin
Tr[A(X)] = Tr(X) (inital ve iz-koruyan) olacak sekilde pozitif bir gonderim ise ikili-

stokastik (bistochastic or doubly stochastic) olarak adlandirilir.

Son yillarda ekstremal gonderimler detayli bir sekilde incelenmistir (Majewski ve
Marciniak 2006, Hansen ve Myrheim 2015, Miller ve Olkiewicz 2016, Marciniak ve
Rutkowski 2017). Ekstremal gonderimler ve bunlarin bir altkiimesi olan ekspoze
gonderimlerle karsilik gelen dolaniklik taniklar1 EK 3’te daha detayli olarak drneklerle

incelenecektir.
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Ekspoze Génderimler

Sekil 2.1 Pozitif gonderimler ailesinin gosterimi

Pozitif gonderimler ailesinin gosterimi sekil 2.1°de verilmistir. Pozitif gonderimlerin
yapilariin analizi sonsuz boyutlu durumlara da genisletilebilir (Paulsen 2002, Starmer

2013).

Choi—Jamiotkowski izomorfizminin sonsuz boyutlu genellemeleri Holevo tarafindan

gosterilmistir (Holevo 2011).

Pozitif gonderimlerin daha farkli ve detayli tartismalar1 son yillarda olduk¢a genis bir
cergevede incelenmistir (Bhatia 2006, Chruscinski ve Kossakowski 2007, 2008a, 2008b,
Kye 2013, Skowronek ve Starmer 2012, Holevo 2011, Skowronek vd. 2009).
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3. DOLANIKLIGIN ALGILANMASI

Kuantum mekaniginde, bir sistemin fiziksel durumlar1 kompleks bir £ Hilbert uzayinda
p ile gosterilen birim izli pozitif islemcilerle temsil edilir. Bu uzaym boyutu sonlu veya
sonsuz olabilir. Sonlu boyutlu durumlarda £ = C¢ alinabilir. Burada d Hilbert uzayinin
boyutudur. Bir p kuantum durumunun ranki 1 ise saf, 1’den biiyiikse saf-olmayan bir
durumdur. iki yogunluk islemcisinin konveks bilesimi de yine yogunluk islemcisi
oldugundan tiim yogunluk islemcileri kiimesi konvekstir. Diger yogunluk matrislerinin
konveks bilesimi olarak yazilamayan bu kiimenin ekstremal noktalar1 saf durumlara

karsilik gelir.

Bilesik sistemler icin, sistemin Hilbert uzay1 altsistemlerin Hilbert uzaylarinin tensor
carpimidir. Boliim 2°de de gosterildigi gibi sonlu boyutlarda B(H) = M,;(C) alinabilir.
Iki-pargali sistemlerde ayrilabilirlik, saf ve saf-olmayan durumlar icin ayri ayr
incelenebilir. n altsisteme sahip bilesik bir sistemin Hilbert uzayindaki bir |¢) € H; &
H, Q -+ @ H, saf durumu

1) = Y1) @ [1h2) @ -+ & [Yn) (3.1

seklinde altsistemlerinin durum vektorlerinin bir tensér ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa
ayrilabilir durum veya ¢arpim durumudur denir. Bu sekilde yazilamayan saf durumlara,

dolanik saf durumlar denir.

Iki-pargal1 bir sistemin dolanik ya da ayrilabilir oldugunu belirlemek igin kullanigh
kriterler vardir. Iki-parcali saf durumlarin dolamkligini belirlemek icin bilinen en etkili

yontem Schmidt ayrigimidir.

3.1 Schmidt Ayrisim

Saf durumlar i¢in, dim(#,) = d4, dim(Hz) = dg ve d := min(d,, dg) olacak sekilde
herhangi bir iki-par¢ali |¢) € Hy & Hy = H,p durumu, asagidaki gibi bir st iiste

gelim olarak yazilabilir:
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r<d rsd

W=D Aled®If); Hz0, Y E=1 (3:2)
i=1 i

Burada A; katsayilari, Schmidt katsayilaridir ve altsistemler (A ya da B sistemi)
tizerindeki tiniter doniisimler altinda degismezdir. r = SR(|y)), [¢) durumunun
Schmidt ranki olarak bilinir. {|e;)}[=; € H, ve {|fi)}i=; € Hp bazlar1 ortonormal
Schmidt bazlandir ve (e;|e;) = 6;; = (f;|f;) diklik kosulunu saglarlar. Schmidt ranki,
1 < r < d olacak sekilde altsistemlerin Hilbert uzaylarinin en kiigiigliniin boyutuna esit
ya da daha kiigiiktiir. r = 1 ise |¢p) durumu ayrilabilir bir saf durum, r > 1 ise |)
dolanik bir saf durumdur. Ayrica r = d, tim A, (k = 1, ...,d) Schmidt katsayilar1 ayni

ve 1//d ise ) durumu en dolanik durumdur ve asagidaki gibi gosterilir:

d
1
) = ﬁ;|ek> ® lex) € Hyp. (3.3)

Schmidt ranki, altsistemlerden birisi {izerinden kismi iz alinarak kolaylikla

belirlenebilir.

Tamim 3.1: Pozitif bir X € £, (H,p) islemcisinin SN (X) Schmidt sayisi
SN(X) = min {maxSR(Ip)} (3.4)

seklinde tanimlanir. Burada minimum, X islemcisinin olas1 tiim
X = W)l (35)
k

ayrisgimlar1 tizerinden aliir. |y, ) vektorleri, H,p uzayindaki boylandirilmamis
durumlardir. Bu tanim ilk olarak &(H,p) uzaymndaki yogunluk islemcileri igin
gosterilmistir (Horodecki ve Terhal 2000). Fakat Schmidt sayisi, £, (H,g) uzayindaki
her pozitif islemci igin de iyi tanimhdir. X = [Y)(y| bir izdiisiim islemcisi ise SN (X) =
SR(|Y)) esitligi saglanir. Boylece yukaridaki tanim, bir |y) € H,5 vektoriiniin Schmidt

rankinin tanimini verir.

Bir X islemcisi i¢in
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L, ={X€L,(Hyp): SNX)<k}
konveks koni ailesi tanimlanabilir. Bu durumda asagidaki igerme bagintist saglanir:
LyccLy=L(Hyp)
Sk = Ly N S(H,p) tanimu yapilarak
Sy c By =6(Hyp)

icerme bagntist yazilabilir. S, ayrilabilir durumlar kiimesinin konveks bir altkiimesidir

ve S, — S, dolanik durumlar kiimesini ifade eder.

Saf-olmayan durumlarin dolanikliginin algilanmasi kapsaminda ¢ok sayida dolaniklik
veya esdeger olarak ayrilabilirlik Kriteri mevcuttur (Terhal 2002, Horodecki vd. 2009,
Giihne ve Téth 2009). Bunlardan en etkin ve en kullanisli olan kriterler asagidaki

bolumlerde verilecektir.

3.2 Peres-Horodecki Kriteri

Saf-olmayan durumlarin ayrilabilirligini (veya dolanikligini) tespit etmek i¢in en etkin
kriterlerden birisi, Peres-Horodecki kriteridir. Bu kriter, pozitif parcali transpoz (PPT)
kriteri olarak da bilinir. Parcali transpoz, iki altsistemin birisi lizerinden alinan transpoz

islemi olarak tanimlanir.

Ap: LIH) — L(H) gonderimi, H uzayindaki belirli bir baza gore tanmimlanmis
transpoz gonderimi olsun. Transpoz gonderimi pozitif c¢izgisel bir gdnderimdir:
Ap(L(30)) € £, (). Genel olarak transpoz gdnderimi, iz-koruyan bir génderimdir
ve durumlart durumlara dontstiiriir: AT(G(}[)) C G(#). Herhangi bir X € L(H,)
islemcisi i¢in, idy: H,y — Hy gonderimi, etkisi id,(X) = X seklinde tanimlanan birim

gonderim olsun. idy @ Ap: L(H,5) — L(Hyp) transpoz gonderimi

(idy @ Ap)(AQ B) =AQ B (3.6)

31



seklinde tanimlanir. Burada BT = Ap(B), B islemcisinin transpozudur ve herhangi
birY € L(H,p) islemcisi i¢in (idy @ Ap)Y =Y ile gosterilir. ', ikinci altsisteme

(bilesene) gore parcali transpoz islemini gosterir.

Teorem 3.1: Pozitif bir X € L, (H,p) islemcisinin PPT olmasi
XT=(d, @ Ap)X =0, X' €L,(Hup) (3.7)

esitsizliginin saglanmasina esdegerdir (Horodecki vd. 1996).

Bu teorem yogunluk islemcileri i¢in de kurulabilir: Iki-parcali bir psp € S(Hyup)

durumu
(idy ® Ar)pap =0 (3.8)

kosulu saglanmiyorsa PPT durumdur. (idy ® Ap)pap < 0 kosulu saglaniyorsa p,p
dolaniktir ve pargali transpozu negatif (NPT) bir durumudur. p%, durumunun, en az bir
tane negatif 6zdegeri vardir. Bu 6nermenin tersi her zaman dogru degildir. PPT dolanik

durumlar da vardir.

dy X dg < 6 olacak sekilde pyp € S(H,5) durumunun ayrilabilir olmasi igin gerek ve

yeter kosul
detplp =0

esitsizliginin saglanmasidir (Horodecki vd. 2009).

Bu, iki-kiibitli sistemler i¢in en basit ayrilabilirlik kosuludur. Asagidaki iki ifadenin
dogrudan bir sonucudur: Herhangi bir dolanik iki-par¢ali durumun pargali transpozu,
tam ranka (full rank) sahiptir ve sadece bir negatif 6zdegeri vardir (Sanpera vd. 1998).
Diger gonderimler ve boyutlar i¢cin bu kosulun bazi genellemeleri de miimkiindiir

(Augusiak vd. 2006).

Onerme 3.1: |y) € H,p vektoriiniin ayrilabilir olmas: igin gerek ve yeter kosul bu
duruma karsilik gelen pozitif [p)(y| rank — 1 izdiisim islemcisinin bir PPT durum
olmasidir (Chruscinski ve Sarbicki 2014).
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Sonu¢ 3.1: d, X dp < 6 sistemler i¢in Peres-Horodecki kriteri ayrilabilirlik i¢in gerek
ve yeter kosuldur (Stermer 1963, Woronowicz 1976). Bu durumda ayrilabilir durumlar
kiimesi, PPT durumlar kiimesiyle g¢akigir. Daha yiiksek boyutlarda, PPT durumlar
kiimesi ayrilabilir durumlar kiimesini i¢erdiginden dolay1 bu kiime igerisinde PPTES ler

de vardr.

Ornek 3.1: C2 ® C?’de tanimli Werner durumu

11—«
4

Wl =

pw = alp™}P~| + LI, —s<ac<l (3.9)

seklinde tamimlanir. Burada [y~) = (|01) — |10))/v2 Bell durumlardan birisidir.

Werner durumunun pargali transpozu

" 1-«a 0 0 —2a
) __ A 0 1+« 0 0
(le ® A']I’)pW =Pw = 4 0 0 1+a 0 (310)
—2a 0 0 l-a

seklinde matris formunda yazilabilir. Bu matrisin 6zdegerlerinden

1+a 1-3a
11212213: 1 , /14: 2

(3.11)

tigli pozitiftir fakat dordiincti 6zdeger 1/3 < a < 1 araliginda negatiftir. Bu durumda

Werner durumunun pargali transpozu alinarak elde edilen yeni durum icin

1
<ac< 3 = pyw ayrilabilirdir,

AN
S

IA
[N

1
3
1
3 = py dolaniktir,

sonuclar1 saglanir.

Dolaniklik teorisinde verilen bir PPT durumun dolanik ya da ayrilabilir olup olmadigin
dogrulamak zor bir problemdir. PPT durumlar kiimesi konveks olmasina ragmen
PPTES’ler kiimesi konveks degildir: Iki dolanik PPT durumun konveks bilesimi de bir

PPT durumdur fakat dolanik olmas1 gerekmez.
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3.3 indirgeme Kriteri

Bolim 2’de de gosterildigi gibi, A gonderimi B(H,) veya B(Hpg)’de pozitif bir
gonderim ise idy @ A veya A Q idg gonderimleri iKi-parcali her ayrilabilir p,p
durumu igin pozitiftir: (idg @ A)psp = 0. Genel bir yogunluk islemcisi i¢in id, @ A
veya A @ idp gonderimlerinin pozitif olmalari gerekmez. Bu yilizden sistemin bir
bileseni iizerinde pozitif fakat CP olmayan her gonderim, bu yolla ayrilabilirlik veya
esdeger olarak dolaniklik i¢in bir gerek kosul olusturmak igin kullanilabilir. indirgeme

kriteri, bunun 6zel bir 6rnegidir.

H, = Hp ve dimH, = d = dim Hp olsun. Pozitif fakat CP olmayan Ag: L(H,) —
L(Hp) indirgeme gonderiminin bir X islemcisine etkisi
Ax(X) = Tr(X)I, — X (3.12)

seklinde tanimlanir.

idy @ Ag ve A ® idp gonderimlerinin iki-parcali bilesik bir sistemin herhangi bir p4p
durumuna etkileri

(ids @ Ar)pas = Pa ® Ip — pas

(A @ idp)pap =14 & pp — par (3.13)

seklinde yazilabilir. Burada py = Trgpag Ve pg = Trypap indirgenmis yogunluk
islemcileridir. Ayrilabilir bir pyp yogunluk islemcisi igin (3.13) durumlarinin

0zdegerleri pozitiftir. Dolayisiyla

Pa®lg—pyp =0 I, ®pp—pap =0 (3.14)

kosullar1 saglanir (Cerf vd. 1999, Horodecki ve Horodecki 1999). (idy ® Ag)pag
islemcisinin en az bir negatif 6zdegeri varsa, yani (3.14) kosullarini ihlal eden her p,p

durumu dolanik olmak zorundadir.

dy X dg < 6 boyutlu bilesik sistemler i¢in bu kriter ayrilabilirlik i¢in gerek ve yeter
kosuldur. 2 X n bilesik sistemleri i¢in indirgeme kriteri Peres-Horodecki kriterine

esdegerken yiiksek boyutlarda Peres-Horodecki kriterinden daha zayiftir. indirgeme
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kriteri, bolim 2.3.2’de gosterildigi gibi ayristirilabilir bir goénderim oldugundan
PPTES’leri algilayamaz.

PPTES’lerin dolanikliginmi algilamak i¢in kullanilabilecek etkin kriterlerden birisi deger

uzayi (range) kriteridir.
3.4 Deger Uzay1 Kriteri

Teorem 3.2: iki-parcali bir p,p € Hyup = Hy ® Hp durumu ayrilabilirse, dyle |;) ve
|¢ ;) vektorleri bulunabilir ki p,p Ve plip nin deger uzaylar, sirasiyla {ll/)i) ® |d) j)} €
H,yp Ve {ll/)l-) ® |¢;)} € H,p seklindeki ¢arpim vektorleri kiimesiyle gerilir. Burada
;) € H, ve |q§j) € Hy seklindedir. (Horodecki 1997).

Teorem 3.2°deki kompleks eslenik, p,p durumu i¢in PPT isleminin yapildigi bazlar

tizerinden alinir. Bu teorem PPTES’lerin kurulmasi i¢in gii¢lii bir yaklagim verir.

Tamm 3.2: X € L(HK) islemcisinin deger uzayr {X|[t) | ) € F} kiimesiyle tanimlanur.

Bu da X’in goriintii kiimesini verir.

Deger uzayi kriteri, PPTES’lerin dolanikligini algilayabildiginden PPT kriterinden ne
giiclii ne de zayiftir. Bu kriteri ihlal etmeyen NPT durumlar da vardir. Ayrica bu kriteri
ihlal eden bazi durumlar da vardir ve bu durumlar, kenar (edge) durumlari olarak
adlandirilirlar. Kenar durumlar, PPT ve NPT durumlar arasindaki sinirda bulunurlar.

Bundan dolay1 en dolanik PPT durumlar (PPTES) olarak disiintilebilirler.

Tanim 3.3: Keyfi ayrilabilir bir Y islemcisi i¢in, X — Y islemcisi PPT degilse PPTES X,
bir kenar islemcisi (edge operator) olarak adlandirilir. X —Y 20 yada (X —Y)I 20

esitsizliklerinden birisi saglanir.

Teorem 3.3: Herhangi bir PPT dolanik X islemcisi

X = Xppee + Xsep (3.15)
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seklinde ayristirilabilir. Burada Xgpcg Ve Xsgp sirasiyla kenar ve ayrilabilir islemcilerdir

(Lewenstein vd. 2000).

Denklem (3.15)’te verilen ayrisim tek degildir. Kenar durumlari olusturmaya olanak
taniyan ¢esitli yontemler vardir (Lewenstein vd. 2001). Fakat bir kenar islemcisi

kurmak i¢in genel bir metot yoktur.

Ornek 3.2: C?> ® C*’de kurulan ilk PPT dolanik durumu, kenar durumlara bir 6rnektir
(Horodecki 1997):

B 0 0 o0 0 B 0 0
0 8 0 0 0 0 B 0
0 08 O 0 0 0 B

1 1o o0 o0 pB 0 0 0 0

CTIEFI|0 0 0 0 (1+p/2 0 0 Ji-p/2 (3.16)

g 0 0 0 0 B 0 0
0 8 00 0 0 B 0
0 0 B 0 J1-p2/2 0 0 (1+p)/2

Burada 0 < f < 1 araligindadr.

PPTES’lerin kurulmasi i¢in deger uzay1 kriterinin uygulanabildigi diger bir gii¢lii arag

genisletilemez ¢arpim bazlaridir (unextendable product basis -UPB).

3.5 Genisletilemez Carpim Bazlar:

dy X dg = 6 boyutlu bilesik sistemler icin, bir altuzayr geren dik ¢arpim durumlari
kiimesi kurulabilir: Oyle ki bu altuzaymn dik tiimleyeninde hi¢bir ¢arpim durumu yoktur
ve bu kiimenin dik tiimleyenindeki herhangi bir durum dolanik olmalidir. Bu durumlar
PPT kriteriyle kurulabildiginden PPT dolanik durumlar da kurulabilirler. Bu

PPTES’lere genisletilemez ¢arpim bazlari denir.

Tamim 3.4: m pargadan olusan ¢ok-parcali bir £ =@, C% kuantum sistemi olsun.
H’nin bir H altuzaym geren bir S saf dik ¢carpim durumlar1 kiimesine dik ¢arpim bazi

denir. Tiimleyen altuzay1 H'* olan (s deki tiim vektorlere dik olan vektorlerle gerilen

36



H’deki altuzay) bir ¢arpim bazina tamamlanamaz ¢arpim bazi (Uncompletable Product
Base-UCPB) adi verilir. 1 altuzayi, boyutundan daha az karsilikli dik carpim
durumlan igerir. Bir UPB, Hg’nin higbir ¢arpim durumu igcermedigi bir UCPB’dir
(Bennett vd. 1999, DiVincenzo vd. 2003).

Ornek 3.3: 3 x 3 boyutlu sistemler igin

Sypg = {10)([0) + (1)), (10) +[1DI2),  (11) +[2)(11) +12))]0),
(10) = 11) + [2)(10) — 11} + [2))}

kiimesi bir UPB olusturur.

Sypg’nin elemanlariyla gerilen Hypp altuzaymma dik higbir ¢arpim durumu
olmadigindan Hpp altuzayindaki herhangi bir vektor dolanik olmalidir. Sonug olarak,
deger uzay: kriterinden, Hjpp altuzayindaki bir destege (support) sahip herhangi bir
saf-olmayan durum dolaniktir. Ozel olarak, Myer, =1 =T, izdiistim islemcisi ile
orantili 6zel bir durumlar sinifi da dolaniktir. Burada Il .., Hypp altuzayina izdiisiiren
islemeiyi gosterir. Iy, islemecisinin ingasinda kullanilan yolla PPT oldugu

gosterilebilir. UPB kavrami, PPTES’lerin kurulmasini saglar (Terhal 2001).

Ornek 3.4: |a;))Q|IB)€ECI®C(i=1,..,k <d?) boylandirlmis dik carpim
vektorleri kiimesi olsun. Bu bazlarin tamamina dik olan higcbir ¢arpim vektorii yoktur

(DiVincenzo ve Terhal 2000). Bu bazlar yardimiyla

k
Myps = ) la)el @ I8N (3.17)
i=1

izdiisiim islemcisi tanimlanabilir. Hypp = I1(C* ® C%) uzay1 |a;) ® |B;) carpim

vektorleriyle gerilir. Boylece Hpp uzayi iizerinde

X =13 ®lg—ypp (3.18)

izdiistim islemcisi tanimlanabilir. (3.18) esitligiyle tanimlanan X islemcisi tanim olarak

bir kenar iglemcisidir. Ayrica X islemcisi PPT bir durumdur:

37



XT =1, @I, — I}pg. (3.19)

Burada M}pp = Y5, |a;Xa;| @ |8 )B7| durumu, |e;) ® |B;) UPB tarafindan gerilen
bir altuzay iizerindeki dik bir izdiisiim islemcisini tanimlar. Bundan dolay1 X ve X'
durumlarinin deger uzayinda higbir ¢arpim vektorii yoktur. Deger uzayr kriterinden

dolay1 X islemcisi, ayrilabilir olmayabilir.

3.6 Diger Ayrilabilirlik Kriterleri

Yukarida verilen kriterlerin baska ayrilabilirlik i¢in pek ¢ok yaklagim vardir. Bunlardan
baslicalari; belirsizlik bagintilar1 araciligiyla ayrilabilirlik kriteri, ¢cogullama kriteri,
hesaplanabilir ¢apraz norm veya yeniden siralama kriteri ve kuantum Fisher bilisimi
araligiyla ayrilabilirlik kriteri olarak verilebilir. Bu kriterler, EK 2’de ayrmtili olarak

incelenecektir.

Belirsizlik bagintilar1 araciligiyla kurulan kriterlerden ilki olan yerel belirsizlik
bagintilar1 aracilifiyla ayrilabilirlik kriteri, yerel gozlenebilirler i¢in varyans tabanli bir
belirsizlik bagintis1 verir. Diger taraftan entropik belirsizlik bagmtilar1 araciligiyla
kurulan ayrilabilirlik kriteri, iki-pargal1 bilesik bir sistemin von Neumann entropisi ile
altsistemlerinin entropileri arasinda bir belirsizlik bagintisiyla ifade edilir. Bir baska
ayrilabilirlik kriteri olan ¢ogullama kriteri, bilesik sistemin yogunluk islemcisinin
0zdegerleri ile indirgenmis yogunluk islemcilerinin 6zdegerleri arasinda bir iliski verir

ve bu kriter, belirsizlik bagintilariyla kurulan ayrilabilirlik kriterlerinden daha etkindir.
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4. DOLANIKLIK TANIKLARI

Yiiksek boyutlarda bir p yogunluk islemcisinin ayrilabilir olup olmadigi sorusu,
altsistemlerin bir tensér carpimi cinsinden yogunluk islemcisini yeniden kurmak zor
oldugundan dolay1 cevaplanmasi zordur. Fakat bdyle bir ayrilabilir durumlar kiimesi
konveks ve kapali oldugundan Hahn-Banach ayrilma teoremini uygulamak miimkiindiir.
Bu teorem, dolaniklig1 algilamada islevsel bir ara¢ ve yeni bir yaklasim verir. Bu yeni

ara¢ dolaniklik tanig1 olarak adlandirilir.

4.1 Hahn-Banach Teoremi ve Dolamikhik Taniklari

Teorem 4.1 (Hahn-Banach Teoremi): X sonlu boyutlu bir Banach uzay1 ve S bu
uzaydaki konveks kompakt bir kiime olsun. x, € S olacak sekilde X uzayinda bir nokta
olsun. x, noktasin1 S kiimesinden ayiran bir hiperdiizlem3 vardir (Bengtsson ve
Zyczkowski 2006).

Hiperdiizlem

Sekil 4.1 Hahn-Banach teoreminin sematik gosterimi

Yukaridaki teoreme paralel olarak Lggp; konveks, kompakt ve kapali olan ayrilabilir
durumlar kiimesine karsilik gelen kiime olsun. Hahn-Banach teoremine gore bu kiimeyi
dolanik durumlardan ayiran bir hiperdiizlem olmalidir. Bu ayirict hiperdiizlemin

normaline dolaniklik tanig1 denir ve Hermitsel bir islemcidir (Terhal 2000).

* Boyutu, kendisini ¢evreleyen uzaymn boyutundan bir kiigiik olan altuzaya hiperdiizlem denir. Uzay, 3-
boyutlu ise hiperdiizlemleri 2-boyutlu diizlemlerdir. Benzer sekilde, uzay 2-boyutlu ise hiperdiizlemleri 1-
boyutlu dogrulardir.
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Tamim 4.1: Hermitsel bir W € L(#,5) islemcisinin blok-pozitif olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul tiim ayrilabilir ¢arpim durumlarindaki beklenen degerinin pozitif olmasidir:

YRPIW[YRP)=0, V[P Q® D)€ Hyg. (4.1)

W,, H,up uzaymndaki blok-pozitif islemciler kiimesi olsun. Bu kiime, L(H,z)’de

konveks bir koni tanimlar. W € W, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her X € Lggp igin

da
i=1"

Tr(XW) = 0 kosulunun saglanmasidir. {|e;)} H, uzayinda ortonormal bir baz

olsun. Herhangi bir W € L(H,p) islemcisi

da

ij=1
blok-formda yazilabilir. Burada E;; = |ei)<ej| standart matris baz1 ve W;; € L(Hp)
seklindedir. Yani, verilen bir {|e;)} bazi i¢in bir W islemcisi, matris elemanlari
(bloklar) L(#pg)'den operatorler olan bir d, X d, matris olarak temsil edilebilir. W

islemcisi blok-pozitif ise
(e; @ ®|Wle; ® @) = (P|Wy|P) =0 (4.3)

kosegen W;; bloklari pozitif islemcilerdir. W pozitif ise blok-pozitif oldugu da agiktir.

Tamm 4.2: Bir W € L(H,5) islemcisinin dolaniklik tanig1 olmasi igin gerek ve yeter
kosul bu islemcinin blok-pozitif fakat pozitif olmamasidir: W € W; — L, (Hyp)
(Terhal 2001).

Esdeger bir tanim olarak, bir p € S(H,p) kuantum durumunun dolanik olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Tr(pW) < 0 olacak sekilde bir W € L(H,5) dolaniklik taniginin
olmasidir (Horodecki 1996). Bu durumda W dolaniklik tanigmna, p durumunun
dolanikligimma taniklik eder denir. Bu tamimin mantiksal degillemesi alinarak, bir
0 € &(H,p) durumunun ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim W dolaniklik

taniklari i¢in Tr(aW) = 0 kosulunun saglanmasidir tanimi da yapilabilir.

Ornek 4.1 (Trampa islemcisi): Boliim 2.3’te gosterildigi gibi T € L(H ® H) trampa
islemcisinin etkisi T|yY) @ |P) = |P) ® |y) seklinde tanimlandigindan
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¥ Q@ PITIY @ ®) = [(Y|P)|? (4.4)

yazilabilir ve T’nin blok-pozitif oldugu goriiliir. {|el-)}‘l-1=1, H’de ortonormal bir baz ise

trampa iglemcisi

d

ij=1
blok-formda yazilabilir ve bazdan bagimsizdir. Trampa islemcisi i¢in

d d

i=1 i%j=1
esitligi kullanilarak T(Iei) (0%4) |ej) — |ej) (024) Iei)) = —(Iei) (024 |ej) — |ej) (024 Iei))
bagintis1 elde edilebilir. Bu da T’nin pozitif olmadigint dolayisiyla bir dolaniklik

tan1gin1 tanimladigini gosterir.

Ornek 4.2: H @ H uzayindaki Werner durumu

1-p

(Hd®11d+T)+d(d_1)

p= ﬁ 1, ®I,—T), pe[0l]  (47)

T trampa islemcisi cinsinden yazilabilir. Werner durumunun ayrilabilir olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul PPT bir durum olmasidir. Bu da p > 1/2 kosuluna karsilik gelir.
TrT =d ve T? =1, bagmtilant aracihgyla Tr(pT) = 2p — 1 bulunur. Trampa

islemcisi, tiim dolanik Werner durumlarinin dolanikligini algilar.
4.2 Aynistirilabilir Dolanmikhik Taniklar:

Tamm 4.3: Pozitif a, b = 0 sayilar1 ve pozitif P, Q € H,p islemcileri araciligiyla
W =aP + bQ" (4.8)
seklinde yazilabilen W tamigina, ayristirilabilir dolaniklik tanig1 denir.

Bir W dolaniklik taniginin ayristirilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tim PPT
p € GSppr durumlar i¢in Tr(pW) = 0 esitsizliginin saglanmasidir. Dolayisiyla bir W
dolaniklik tanig1 ve p € Gppr icin, Tr(pW) < 0 ise W ayristirilamaz bir dolaniklik
tanigidir ve p, bir PPT dolanik durumdur (Lewenstein vd. 2000).
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Pozitif gonderimler i¢in verilen tanima paralel olarak W tamigi, k —pozitif ve parcali
transpozu  pozitif  (kopozitif) bir islemcinin toplami olarak yazilabilirse
k —aynistirilabilir bir taniktir. Ayrica W tamigi, 2-ayristirilabilir bir tanik degilse atomik
bir taniktir. Atomik taniklar, bir durumun dolanikligini algilayan “en zayif” dolaniklik

taniklaridirlar.

W atomik ise (4.9) denklemiyle temsil edilemeyebilir. W atomik ve bazi PPT p
durumlari icin Tr(pW) < 0 ise p dolaniktir. Ayrica SN(p) = SN(p") = 2 bulunur. Bu
da atomik dolaniklik taniklarinin, kuantum dolanikligin en zayif seklini algilayabildigini

gosterir.

p € S(H,p) durumunun Schmidt sayisinin SN (p) = k olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Tr(pW) < 0 olacak sekilde bir W k —Schmidt taniginin olmasidir (Sanpera vd. 2001).
k —Schmidt taniklartyla ilgili daha detayli inceleme EK 3’te verilecektir.

Teorem 4.2: dy X dp < 6 ise tiim dolaniklik taniklari ayrigtirtlabilirdir (Woronowicz
1976).

Trampa islemcisi ayristirilabilir bir dolaniklik tamgidir. Ayrica (2.42) denklemi

kullanilarak en dolanik durum cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir:

d
T = Z E; ® Ey =M. (4.9)

ij=1
Ayristirilabilir dolaniklik taniklarinin konveks bilesimleri de ayristirilabilir bir taniktir.
Fakat ayristirllamaz dolaniklik taniklarimin konveks bir bilesimi ayrigtirilabilir veya
pozitif bir islemci olabilir. Bu yiizden ayristirilamaz dolaniklik taniklarinin kurulmasi
acik ve kolay degildir. Ornek niteliginde birkag ayristirilamaz dolaniklik tanig: bilinir ve

bunlardan birisi asagidaki drnekte verilmistir.

Ornek 4.3: |a;) ® |B;) bazlar cinsinden (3.17) denklemiyle verilen dolamk PPT X

islemcisi i¢in X’in dolanikligini algilayan kanonik bir ayristirilamaz dolaniklik tanigi

W == HUPB - d6M (410)
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kurulabilir (Bennett 1999, DiVincenzo 2003). € parametresi

K
€= |¢1>i§>{¢2>;Kdild)l)lzlwild’Z)'z (4.11)

seklinde tanimlanir. Burada infimum tiim boylandirilmis |¢;) ®|¢,) ¢arpim durumlari

tizerinden alinir. W blok-pozitiftir ve
Tr(XW) = —eTr(XM) < 0 (4.12)

oldugundan ayristirilamazdir. Bu insa siireci, ayristirilamaz dolaniklik taniklarinin tam

bir karakterizasyonunu yapmak i¢in genellestirilebilir.

Teorem 4.3: Herhangi bir ayristirllamaz W dolaniklik tamigi asagidaki gibi temsil
edilebilir (Lewenstein vd. 2001):

W=P+Q" —ely, ®l,; €= | )iglfb)m ® b|P + QF|a ® b). (4.13)
a

Burada infimum tiim boylandirilmis |a) @|b) ¢arpim durumlari izerinden alinir. Ayrica

bazi XgpeE 1slemcileri i¢in P ve Q

Tr(PXgpge) = Tr(Q" Xgpge) = 0 (4.14)
esitligini saglayan pozitif islemcilerdir.
Ozel olarak, P ve Q, sirasiyla Xgpgr V€ XEper islemcilerinin gekirdegi iizerine izdiisiim
islemcileri olabilirler. Bu teorem, bir Xgpsr kenar islemcisi verildiginde,

Tr(WXgpge) <0 olacak sekilde ayristirllamaz bir W  dolaniklik tanmigmin

kurulabilecegini sdyler.

4.3 Optimal Dolamikhik Taniklar:

Bir W dolaniklik tanig1 verildiginde, bu tanik tarafindan H, uzayinda algilanan tim

dolanik durumlar kiimesi

Dy = {p € G(Hy5) = 0| Tr(pW) < 0} (4.15)
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seklinde tanimlanir. H,5 uzayinda W; ve W, gibi iki dolaniklik tanig1 verildiginde, W,
tanigiin algiladigr tiim dolanik durumlar W, tamigiyla da algilaniyorsa W, tanigina
daha ince (finer) tanik denir (Lewenstein vd. 2000). Bu tanima esdeger olarak, W;

tanigiyla algilanan islemciler kiimesi

Dy, = {p € &(Hy5) = 0| Tr(pW,) <0} (4.16)
seklinde tanimlansin. Benzer sekilde W, tamigiyla algilanan islemciler kiimesi de
tanimlanabilir. Dy, € Dy, icerme bagmntis1 varsa W, tamgi, W, tamigindan dolaniklik
algilama anlaminda daha incedir. W; ve W, gibi iki dolaniklik tamiginin algiladiklari

islemciler kiimesi esitse iki tanik da aynidir ve birbirine esittir:

Dy

1

= DWZ (=4 Wl = Wz. (4’17)

Bir W dolaniklik tanigi, kendisinden daha ince bir dolaniklik tanigi yoksa optimal
dolaniklik tami@idir.

«—Tr(pW,) =0

T

PPT Durumlar

Ayrilabilir Durumlar

Tr(plwx) >0
Tr(pZWx) <0

W, W, w,
Optimal DT Aynstirilamaz DT Aynstinilabilir DT
Sekil 4.2 Dolaniklik taniklar1 ve durum uzaylarinin sematik gdsterimi

Optimal W, dolaniklik tamig1 (DT) ayrilabilir durumlar kiimesinin simrindaki durumlart algilar ve diger
taniklara gore daha ince bir taniktir. W, tamgi ayrigtirilamaz oldugundan PPT dolanik durumlar: algilar.
W, tamigi ise ayristirilabilir bir taniktir.
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Lemma 4.1: W, tamgmin W; tamigindan daha ince bir tanik olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul
Wi=Q-a)W,+aP, 1>a=0 (4.18)

olacak sekilde bir P islemcisinin ve bir a sayisinin olmasidir (Lewenstein vd. 2000).

Teorem 4.4: W dolaniklik tani§inin optimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
W =Q+a)W —aP; VP, a>0 (4.19)

islemcisinin dolaniklik tanig1 olmamasidir. W' blok-pozitiflik 6zelligini ihlal eder.

Ispat: Yeter kosul icin, Lemma 4.1’¢ gore W’dan daha ince bir dolaniklik tanigi
yoktur. Bundan dolayr W optimaldir. Gerek kosul: W' bir dolaniklik tanigi ise yine
Lemma 4.1°¢ gore W optimal degildir. Py,, H Hilbert uzaymi gererse W tanigi

optimaldir.

P € L (H,p) islemcisi pozitif ise

A< 1y = inf P 4.20

0 |a>1§>|s><“®8| la @ B) (4.20)
oldugunda

W,=P—-2, QI (4.21)

islemcisi blok-pozitiftir. Burada infimum boylandirilmis |a) ve |B) vektorleri tizerinden
alinir. Bu durumda W, pozitif bir islemci degilse ve A < A, ise W; bir dolaniklik
tanigidir. W, tamigi blok-pozitif islemciler kiimesinin sinirinda oldugundan genel
olarak optimal bir tanik olmas1 gerekmez. Boyle taniklara zayif optimal taniklar da denir
(Badziag vd. 2013). Baz1 ayrilabilir ¢ durumlart i¢in Tr(cW) = 0 ise W tanig1 zayif
optimaldir (Sperling ve VVogel 2009).

Bir W dolaniklik tanig1 verildiginde
Pw={y @) e X |(h @ 2IW[y ® D) =0} (4.22)

veya esdeger olarak ayrilabilir bir p durumu i¢in

Py ={p=0|Tr(pw) =0} (4.23)
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kiimesi tanimlanabilir (Lewenstein vd. 2000). span Py, = H 06zelligi saglaniyorsa W
tanig1, germe Ozelligine (Spanning property) sahiptir denir. Py, kiimesi, dolanik
durumlarla smirda bulunan ayrilabilir durumlarin o6zelliklerini ve bir dolamiklik
tanigiin optimal olup olmadigii belirlemede 6nemli bir rol oynar. Verilen bir p

durumunun dolanikligin1 algilayan bir W dolaniklik tanigi varsa bu duruma eklenmis
bir

p1 = zpi [ @) ®;| 5 pi =0, Epi =1, [p;@;) € Py,  (4.24)
7 7

carpim durumuyla kurulan p’ = p + p; durumunun dolanikligi da W tamigiyla algilanir.
Bu formdaki herhangi bir islemci, ayrilabilir durumlar ve dolanik durumlar arasindaki
sinirdadir. Bu baglamda, p durumunun kiigiik bir miktar1 kendisine eklenirse dolanik bir
durum elde edilir. Bundan dolay1 P, kiimesinin yapisi, ayrilabilir durumlar ve dolanik

durumlar arasindaki sinir1 karakterize eder.
Onerme 4.1: Germe 6zelligine sahip her dolaniklik tanig1 optimaldir.

Ornek 4.4: Trampa islemcisi germe dzelligine sahiptir. Bu durumda (4.22)’ye gore
Y @ PIT[Y @ P) = (¥ @ P|P @ ) = [(Y|P)|? (4.25)

yazilabilir. e, Q@ e;;k #1 ve (e, +ie,) Q (e, —ie,); m <n carpim vektorleri
kiimeleri C% @ C% uzaymi gererler. Bu yiizden trampa islemcisi, optimal bir dolaniklik

tanmigidir.

Py, kiimesi, H, 5 uzayini germiyorsa bir |¢p) € spanPjp vektorii igin
W' =W — ApxNe| (4.26)
islemcisi bir dolaniklik tanigidir. Burada

R (a @ b|W|a ® b)
el [{a @ blg)|?

(4.27)

seklinde tanimlanir. A > 0 pozitif ise yukaridaki infimumu ifade eden |a) @ |b) ¢arpim
vektorii Py, kiimesine aittir. Bunun sonucu olarak Py, kiimesi, Py, kiimesinden daha

biiyiikk bir uzay1 gerer. Bu islem tekrarlanarak germe O6zelligine sahip bir dolaniklik
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tam@ kurulabilir. Dolayistyla bu tanik, optimal olacaktir. Tiim |¢) € spanPj vektorleri
icin, A = 0 ise dolaniklik tamigindan pozitif bir gozlenebilir ¢ikarilamaz. Dolaniklik

tan1g1 optimaldir fakat germe 6zelligine sahip degildir.
Lemma4.2: PPy, # 0 ise P islemcisi, W tamigindan ¢ikarilamaz.

Ispat: ( @ ®|P|yp ® ®) > 0 olacak sekilde baz1 [ ® ®) € Py, durumlari vardir. Bu
carpim vektorleri herhangi bir W — aP i¢in (4.1) denkleminde yazilirsa esitsizligin
herhangi bir a > 0 i¢in saglanmadigi goriiliir. W — aP dolaniklik tamigi degildir.
Dolayisiyla P ¢ikarilamaz. ker(P) 2 Py, igerme bagntis1 yazilabilirse W — aP

islemcisi bulunabilir. Burada ker(P), P’nin ¢ekirdegini gosterir.

Tanim 4.4: Cizgisel bir S € H,p altuzayi, S uzaymnda hicbir carpim vektorii yoksa
tamamen dolanik olarak adlandirilir. Optimal ayristirilabilir bir W dolaniklik tanigi
W = Q' seklindedir. Burada Q, H,p uzayinda tamamen dolanik bazi altuzaylar

tarafindan desteklenmis pozitif bir igslemcidir.

Onerme 4.2: d = min{d,, dg} = 2 olacak sekilde H,p uzaymdaki ayristirilabilir bir
W dolaniklik tani81 i¢in asagidaki ii¢ kosul esdegerdir (Augusiak vd. 2011a, 2011b, Kye
2012):

(i) W germe 6zelligine sahiptir,

(i) W optimaldir,

(iii)y w=Q",Q=0.

Ayristirilamaz bir W dolaniklik tanigi tarafindan algilanan durumlar kiimesi
DIFT = {p € Gppy | Tr(pW) < 0} (4.28)

seklinde tanimlanir. Ayrica bu kiime, W dolaniklik tamigi tarafindan algilanan PPT

dolanik durumlar kiimesidir.

Tamm 4.5: D§f" 2 DRFT igerme bagintisi saglaniyorsa aynstirilamazlik anlaminda W,

tamig1 W, tamigindan daha incedir (nd-finer). Herhangi bir W dolaniklik tanig: igin,
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W’>dan ayristilamazlik anlamda daha ince olan bagka bir dolanmiklik tamig1r yoksa W

tanigina ayristirilamaz-optimal (nd-optimal) tanik denir (Lewenstein vd. 2000).

Onerme 4.3: Bir W tanigmin nd-optimal bir tanik olmasi, her ayristirilabilir D = A +
BT; A,B > 0 islemcisi i¢in, W — D islemcisinin blok-pozitif bir islemci olmamasina

esdegerdir.

Dolanikligin algilanmasi kapsaminda nd-optimallik, optimallikten daha giicliidiir.

Onerme 4.4: Bir W tam@min nd-optimal bir tanik olmasi igin gerek ve yeter kosul W

ve WT taniklarmmn her ikisinin de optimal olmasidir (Lewenstein vd. 2000).

Sonug 4.1: W tamg optimal ve aynigtirilabilirse W’ > 0, dolaniklik tamig1 degildir. W
tanig1 optimal ve ayristirilamaz ise W da ayristirilamazdir fakat optimal olmasi

gerekmez. Bu durumda W optimaldir fakat nd-optimal degildir (Ha ve Kye 2012a).

Sonu¢ 4.2: Pozitif gonderimler dolamikligin algilanmasi asamasinda karsilik gelen
dolaniklik taniklarina gére daha giigliidiirler. Fakat CP olmayan pozitif gonderimler ve
etkileri fiziksel bir islem olarak realize edilemediklerinden pozitif bir A génderimi ile
bazi1 CP gonderimler karistirilarak CP bir gonderim elde edilebilir. CP bir génderim,
laboratuvarda realize edilebilir ve etkileri, A tarafindan algilanan durumlarin
dolanikligimi karakterize eder. Bu sekilde kurulan islem yapisal fiziksel yaklasim
(structural physical approximation - SPA) olarak adlandirilir ve bir A gonderiminin
SPA’s1

A,(4) = pA(4) + (1 — p)IETrA (4.29)

seklinde tanmimlanir. SPA, optimal pozitif gonderimleri dolaniklik-kiric1 kanallara
dontistiiriir. Dolaniklik taniklart dilinde bu hipotez asagidaki gibi kurulabilir: W sonlu
boyutlu bir H,p Hilbert uzayinda (D = dydg) etki eden birim izli (TrW = 1) bir

dolaniklik tanig1 olsun. En saf-olmayan durum ile W taniginin konveks bilesimi
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I, ®Ip
dadp

W) =pW+ (1—p) (4.30)

seklinde yazilabilir. Bu durumda her p < p, i¢in W(p) = 0 olacak sekilde bir p, €
(0,1) vardir. W(p,), W’nun SPA’s1 olarak adlandirilir. SPA hipotezine gére W optimal
bir dolaniklik tanigi ise bu tamigmm SPA uygulanmisi olan W(p,) ayrilabilir bir
durumdur. W (p,) ayrilabilir ise her p < p, i¢cin W(p) durumu da ayrilabilirdir. Bu
hipotez ¢esitli tanik drnekleriyle desteklenmis ve siirekli degiskenlerde analiz edilmistir
(Chruscinski vd. 2009b, Chruscinski ve Pytel 2010, 2011, Qi ve Hou 2012, Zwolak ve
Chruscinski 2013, 2014). EK 4 - 5’te bu 6rneklerden bir kismi verilmistir. Son yillarda
SPA hipotezinin, ayristirilamaz dolaniklik taniklari i¢in ve daha sonra ayristirilabilir
taniklar i¢in gegerli olmadigr gosterilmistir (Ha ve Kye 2012b, Chruscinski ve Sarbicki
2014).

Choi-Jamiotkowski izomorfizmi, A: M;(C) — M,;(C) pozitif gonderimleri ve
dolaniklik taniklar1 arasinda bire bir karsi gelim oldugunu sdyler: Ay < W, €
M ,42(C). Choi-Jamiotkowski izomorfizmin sonucu olarak asagidaki ifadeler saglanir:

e W=0 & Aw ECP.

e WEEW & CP 3 Aw=0.

o W ayristirilabilir < Ayy ayristirilabilir bir gonderimdir.

e W ayristirllamaz << Ay ayristirlamaz bir génderimdir.

4.4 Ekstremal Dolaniklik Taniklari

W; ve W, gibi iki blok-pozitif islemci bazi a > 0 degerleri i¢in, W, = aW, esitligini
sagliyorsa W; ve W, islemcilerine esdegerdir denir ve W;~W, seklinde gosterilir.
Dolayisiyla W; ve W, dolaniklik taniklarinin algiladiklar1 dolanik durumlar kiimesi igin,
Dy, = Dy, esitligi de saglanir ve her iki dolaniklik tanigmin dolaniklik algilama giicleri

aynidir denir.

Tanmim 4.6: Blok-pozitif ve birbirlerine esdeger olmayan W ve W' islemcileri igin,

W — W' farki blok-pozitif olarak kalmiyorsa W islemcisi ekstremaldir.
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Birim izli blok-pozitif islemciler, R?°~1 (D = d,dp) uzaymda kompakt ve konveks bir
kiime tanimlarlar. W, bu kompakt ve konveks kiimenin ekstremal bir noktastysa
ekstremal bir islemcidir. Krein-Milman teoreminden, kompakt ve konveks bir kiime
ekstremal noktalar1 cinsinden tek bir sekilde tanimlanir (Rockafellar 1970). Her

ekstremal dolaniklik tanig1 optimaldir.

Onerme 4.5: W tamgmin ekstremal ayristirilabilir bir dolaniklik tanigi olmasi igin

gerek ve yeter kosul dolanik bir |Y) € Hyup durumu igin W = |1p)(1p|r esitliginin
yazilabilmesidir (Marciniak 2010).

C* ® C%* uzayindaki T = M trampa islemcisi ekstremal bir dolaniklik tam@idr.

Onerme 4.6: W, ayristirilamaz ekstremal bir dolaniklik tamgi olsun. Bu durumda W7
da ayristirllamaz ve ekstremaldir. Herhangi bir ayristirllamaz ekstremal dolaniklik
tan1g1 nd-optimaldir. Ekstremal blok-pozitif islemciler iginde ekspoze islemciler sinifi

vardir.

Ayristirllamaz ekstremal dolaniklik taniklart icin EK 4’te ornekler verilmistir. Son
yillarda ekstremal dolanik taniklari i¢in baska 6rnekler de analiz edilmistir (Sengupta ve
Arvind 2011, 2013, Hansen vd. 2015).

4.5 Ekspoze Dolamkhik Taniklar:

Tamim 4.7: Ekstremal blok-pozitif bir W, € £L;(H,p) islemcisi, asagidaki ozelligi
saglhiyorsa ekspozedir denir: Tr(WyX) = 0 olacak sekilde ayrilabilir bir X islemcisi

vardir ve bazi blok-pozitif W islemcileri igin

Tr(WX) =0 (4.31)
esitligi saglaniyorsa W, ve W esdegerdir: Wy~W.
Boylandirilmis islemcilerin kompakt ve konveks bir kiimesi ele alinirsa ekspoze

noktalar, ekstremal noktalarin bir altuzaymi tanimlarlar.
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Teorem 4.5: Kompakt-konveks bir kiimenin ekspoze noktalari, ekstremal noktalar
kiimesinde yogundur (Rockafellar 1970). Bu teorem asagidaki énermenin bir ispatini

Verir.

Onerme 4.7: Tim eckstremal aynstirilabilir dolamklik taniklari, ekspozedirler
(Marciniak 2013).

Ayristirilamaz  dolaniklik taniklart i¢in ekspozelik tartismasi ¢ok daha zordur.
Ekspozelik igin asagidaki Onerme yardimiyla dolanikligi algilanmasi kapsaminda

kullanisli kosullar kurulabilir.

Onerme 4.8: W, ekspoze bir dolaniklik tamgi ise germe ozelligine sahiptir. Germe
ozelligi optimallik igin yeter, ekspozelik icin gerek kosuldur. Indirgenemez dolaniklik

taniklar sinifinin ekspozeligi i¢in de yeter bir kosul kurulabilir.

Tamim 4.8: Cizgisel bir A: L(H,) = L(Hp) gonderiminin indirgenebilir olmasi, her
A € L(H,) islemcisi i¢in [A(A), X] = 0 olacak sekilde sadece bir X = Al islemcisinin

olmasidir.

Lemma 4.3: A: L(H,) — L(Hp) cizgisel bir gonderim ise

da dp
Z Eij ® A(Ej:) = Z A° (Fap) ® Fpa (4.32)
i,j=1 a,f=1

esitligi saglanir (Pillis 1967). Burada Fyg = |f,)(fy| Ve {fi, ..., fay} Hp’ de keyfi bir
ortonormal bazdir. A veya AP gonderimlerinden birisi indirgenemez pozitif bir

gonderim ise W dolaniklik tanig1 da indirgenemezdir.

A ve AP gonderimleri indirgenebilirse sirasiyla
Ny = spanc{|) ® ") ®|¢) € Hy @ Hy @ Hp: (Y Q WP @ ) =0}
Niy = spanc{|) @ |9) ®ldp*) € Hy @ Hp @ Hp: (W Q@ pIW [P ® ¢p) =0}
kiimeleri tanimlanabilir. Bu durumda

dimNy, = (d%2 — 1)dg,  dimN} = (d2 — 1)d, (4.33)
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bagintilarindan birisi saglaniyorsa W dolaniklik tamig1 giiclii germe 6zelligine (Strong
spanning property) sahiptir (Chruscinski ve Sarbicki 2012a, Sarbicki ve Chruscinski
2013).

Onerme 4.9: Giiglii bir germe 6zelligine sahip herhangi bir indirgenemez dolaniklik

tanig1 ekspozedir.

Onerme 4.10: d = min{d,, dg} = 2 olacak sekilde ayristirilabilir indirgenemez bir
W € H,p dolaniklik tanmigr icin asagidaki ii¢ kosul esdegerdir (Chruscinski ve Sarbicki
2012a):

(1) W giiglii germe 6zelligine sahiptir,

(i) W ekspozedir,

(i) w =)yl

Ekspoze ayristirilamaz dolaniklik taniklart son yillarda ayrintili olarak incelenmistir.
(Majewski 2012, Majewski ve Tylec 2013, Marciniak 2013). Bu taniklardan bir kismi1
EK 4 - 5’te incelenmistir. Ayrica ekspoze olmayan ekstremal ayristirilamaz dolaniklik

taniklari i¢in bazi siniflar ve 6rnekler EK 4’te verilmistir.
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5. DOLANIKLIGIN SUREKLI KUANTUM KANALLARLA ALGILANMASI

Bu boliimde, sadece kuantum kanallar kullanilarak siirekli bir sekilde kuantum
streclerin ~ islenmesi  ve  dolanikligin  algilanmasinin =~ her  ikisinin  de
gergeklestirilebilmesinin miimkiin oldugu gosterilecektir. Bu g¢ergevenin tutarliliglr ve
gecerliligi i¢in ilk olarak dort gergel parametreye bagli pozitif bir gonderim analiz
edilecektir. Boyle parametreli pozitif bir génderim, uygun parametre ailesinin timleyen
altkiimelerinde desteklenen kuantum kanallar ve dolaniklik taniklarinin her ikisini de
tiretebilir. Kuantum kanallar ve dolaniklik taniklari ailesi, tim N X N-tipi iki-par¢ali
sistemler i¢in kurulur. Sistemi olusturan A ve B pargalarin her ikisi de ¢ift boyutlu

(N =2n = 2) H, ve Hy Hilbert uzaylarina sahiptirler.

Boliim 5.3’te gosterilecegi gibi herhangi bir dolaniklik tanig: iki uygun kuantum kanalin
agirlikli farki cinsinden yazilabilir ve bu da ¢ok sayida dogrudan dolaniklik algilama
metodu saglar. Sadece kuantum kanallara bagli olduklarindan tiim bu metotlar fiziksel
olarak uygulanabilir ve herhangi bir 6n bilgi ve dolaniklik taniina gerek duymaksizin

dogrudan laboratuvarda gergeklestirilebilirler (Duran vd. 2014).

5.1 4-Parametreli Pozitif Gonderimler Ailesi

Eyx; = lex)Xe;l, 2 —boyutlu H, Hilbert uzayindaki standart birim vektorlere karsilik

gelen matris bazlar1 olsun: |ey); k = 1,2. Bir Y € B(Hp) islemcisi

2
Y = z En @ Y G-1)

k=1

blok-formunda yazilabilir. Burada Hpz = H, ® H,, (N = 2n) —boyutlu Hilbert
uzayidir. Agg,: B(Hp) — B(Hjp) gizgisel gonderiminin Y matrisine etkisi

[, TrY;; —aYiq —vYi2 ) (5.2)

Aaﬁy(y) - ( —y*Yy [, TrYs, — BY3;

seklinde tanimlanmis olsun. Burada a ve § gergel, y ise kompleks bir parametredir. I,,,

n X n’li birim matristir.
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Lemma 5.1: Ayp, gbnderiminin pozitif olmasi

a<1, B<1,  plsJA-00-pB) (5.3)

esitsizliklerinin saglanmasina esdegerdir.

Ispat: Bir A gonderiminin pozitif olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi bir rank—1
izdiisim islemcisinin (projeksiyon) pozitifligini korumasidir. Buna gore, izdiisim

islemcisi

2
P =19}l = ) Ey ® 1)l (5:4)

ij=1
seklinde yazilabilir. Burada |¢) = |e;) @ |¢1) + |e2) @ |d1), (PlPp) =1 = cZ + c2 ve

c? = (¢;|¢p;) olacak sekilde boylandirilmis vektordiir. Agpy cizgisel gonderiminin P

islemcisine etkisi asagidaki gibidir:

ctl, — ald )| —v|p1){(¢-| ) (5.5)

A o212 51, — Bld2){(¢:]

d? = (;|y;) olacak sekilde herhangi bir ) = |e;) ® 1) + |e;) ® |¢,) durumu igin

(5.5) denkleminin beklenen degeri

Aaﬁy(P) = <

E= (lplAaﬁy(P)llp)

= cidf + cid3 — al(¥1lp)|? — BlW2lp2)|? — 2Re(2) (5.6)

bulunur. Burada Re(2), z = y(¥1|¢1){(¥2|¢,) ifadesinin gercel kismidir. Re(z) < |z|
esitsizligi ve [{@lx)|? < (@le)x|x) Cauchy-Bunyakovski-Schwarz (CBS) esitsizligi
kullanilarak (5.6) denklemi

E > (VI—alildd] — T Blalé)l)
+2(JA =)@ =) = I71) [lba b2 )] 5.7)

seklinde yeniden yazilabilir. (5.3) esitsizlikleri saglaniyorsa her |¢) ve [) igin (5.7)
beklenen degeri pozitiftir. Tersine, her |¢) ve |Y) igin E > 0 esitsizligi saglansin.
|Y1) = 0 ve [,) = 0 iken (5.6) denkleminden sirasiyla f < 1 ve a < 1 esitsizlikleri
elde edilir. Bu kosullar yine (5.6) denkleminde kullanilirsa
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VA =) = B)(11d1 X2 11h2)| — Re(2) ifadesinin her [¢) ve [h) igin pozitif
olmast gerektigi goriiliir. Bu da (5.3) denklemindeki |y| < /(1 — a@)(1 — B) kosulunu

gerektirir.

Aqpy gbnderiminin C,p, Choi matrisi

2n
Capy = z Ert @ Aapy(Er), M = 2 Ex ® Eyg. (5.8)
kL

kl=1

seklinde yazilir. Burada Ej;, B(Hjg)’ nin standart matris birimleridir. |€j); j=1,..,n
vektorleri H, uzaymin standart vektor bazlari ve €;; = |Ei)(Ej| karsilik gelen matris

bazlar1 olsun. (5.2) ve (5.8) denklemlerinden k < nicin E}, = |e;) ® |Ex) vek =n + i

icin E, = |e;) ® |E;) seklinde oldugundan Choi matrisi

Capy = (Bl—l)/*gﬂlzqill B2 ZN;l;\fﬂzz) 9
seklinde yazilabilir. Burada
n
Bap =1, Qeqp ® I, Mgp = Z Eij ®eqw Q& (5.10)

ij=1
2n? x 2n? boyutlu matrislerdir ve
BabBca = 6pcBaas MgpMeq = 8pcnMgg, MgpBea = 8pcMgq (5-11)

kurallarini saglarlar.

Boliim 2.3’te verilen Choi-Jamiotkowski izomorfizmine gore her ayrilabilir durumda

C Choi matrisinin beklenen degeri, (5.3) denklemindeki esitsizliklerin saglanmasi

aBy
kosuluyla pozitiftir ve Ay, gonderiminin CP olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, Cqp,
matrisinin pozitif olmasidir. (5.3) denklemindeki kosullarin saglandigi diger tiim
durumlarda Cqp, bir dolaniklik tanigidir. Cgp,,, parametrelerin degerlerine bagl olarak
dolaniklik taniklar1 ve kuantum kanallarin siirekli ailelerinin bir kaynagidir ve asagidaki

boliimde baz1 6zel durumlar i¢in bu 6zellikleri incelenecektir.
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5.2 2-parametreli Dolaniklik Taniklari ve Kuantum Kanal Aileleri

Bu bolimde a = 8, ve gergel y € R degerleri igin, 2-parametreli C,, = Cqp, ailesi
incelenecektir. Bu durumda elde edilen gonderim, Kay = (n — a)"'A,, seklinde ifade
edilir. A,, génderimi, iinital A,y (I,,) = I,, Ve iz-koruyan Tr[A,,(X)| = TrX bir
gonderimdir. (5.3) esitsizliklerinden

R={(a,y)|a<1lve |ly|<1—-a} (5.12)

bolgesi ay diizleminde tanimlanirsa, R’nin her bir noktasina {inital ve iz-koruyan bir
/~\ay pozitif gonderimi karsilik gelir (Ando 1989, Landau ve Streater 1993). Kuantum
kanallarm ve dolaniklik taniklarmin bdolgelerini ayirmak igin C,, Choi matrisinin

spektrumu belirlenmelidir.

Lemma 5.2: C,,, Choi matrisinin spektrumu
spec {Cay} = {/10 =0, =1, A% =—an+1+% ny} (5.13)

kiimesinden ibarettir. A, ve A; 6zdegerlerinin katlhiliklar sirasiyla 2n? ve 2(n? — 1)

iken A3 ve A5 dejenere degildirler.

Ispat: (5.9) denklemi kullanilarak Choi matrisi icin

2 = 11 12 A

bagintis1 yazilabilir. Burada x = n(a? + y?) ve y = y(2na — 1) seklindedir. (5.14)

denkleminin her iki tarafi iki kez C,, ile ¢arpilarak

Cay(Cay = Lunz ) {[Cay + (net = Dllyye]” = n2y?Ly2} = 0 (5.15)

minimal polinomu elde edilir. Bu polinomun kokleri, (5.13) denklemiyle verilen

Cqy’nin  spektrumudur. Kathliklar TrCq, = 2n(n — a) esitliginden  ¢ikarilabilir:

.. o o + .. o .. .
Cqy’nin izi, y’dan bagimsiz oldugundan A; oOzdegerlerinin dejenere olmamasit «

ay
bagimliligindan elde edilir. Benzer sekilde A;’in katlilig 2(n? — 1) bulunur ve bu da

Ao 1n katliliginin 2n? olmasini gerektirir.

56



n = 1 durumunda A; 6zdegeri ortadan kalkar ve kanallarin 6zel bir sinifi elde edilir:

n = 1 i¢in herhangi bir 2 X 2 boyutlu X matrisine /~\ay gonderimin etkisi
Ky (X)=CoX=XoC (5.16)

Schur (ya da Hadamard) ¢arpim formundadir. Burada C =1, —y'ag,, v =y/(1 —
a); a < 1 ve g, Pauli matrisidir. © islemi, (C © X);; = C;;X;; Schur ¢arpimin gésterir.
Genellikle A, ile gosterilen boyle gonderimler; Schur ¢arpim goénderimleri, Schur
carpanlar1 veya kosegen gonderimler olarak bilinirler ve C matrisiyle karakterize
edilirler (Paulsen 2002, Haagerup ve Musat 2011). A, gonderiminin pozitif olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul C = 0 matrisinin pozitif olmasidir. Bu kosul ayni zamanda A,
gonderimin CP olmasi i¢in de gerek ve yeter kosuldur. Ozel olarak, bir Schur

gonderiminden elde edilebilecek bir dolaniklik tanigi yoktur.

(5.16) denklemindeki C matrisinin pozitifligi, y' € [—1,1] kosuluna esdegerdir. 1~\ay
gonderimi ¢ — 1 < ¥y < 1 — « i¢in inital bir Schur kanalin1 temsil eder ve herhangi bir
dolaniklik tanigi, bu kosullar altinda elde edilemez. @ = 0 kosulu, y = 0 olmasini
gerektirir. Bu durumda A, bir sifir gonderimidir ve agikga CP’dir. Ayrica herhangi bir

X islemcisine etkisi

[(1-y)ILXIL,+(1+y")o,Xo,] (5.17)

N| =

Kay X) =

birim islemci ve o, Pauli islemcisi cinsinden iki eslenik etkinin bir bilesimi olarak
yazilabilir. Kiibit durumlarda bu doniisiimler faz-soniimleyici (phase-damping)

kanallarin iiniter esdegeri olan faz-gevirici (phase-flip) kanallar1 tanimlarlar.

n > 1 igin, (5.13) kiimesi R’de en az bir negatif elemana sahip oldugundan C,, bir
dolaniklik taniklari ailesini temsil eder. Diger durumlarda Kay tinital bir kuantum
kanallar ailesidir. Kuantum kanallar ve dolaniklik taniklarinin bolgelerini belirlemek
iciny, R’nin y >a—n"! ve y < —a+n"! kosullarma karsihk gelen altkiimeleri
sirasiyla Ry ve R, ile gosterilsin. Rgx = R; N R, kuantum kanallar kiimesi, bu iki
altkiimenin arakesitinde bulunurlar. Burada C,, pozitiftir ve Rpr = R — Ry tiimleyen

kiimesi, dolaniklik taniklar1 bolgesidir (Sekil 5.1).
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Teorem 5.1: n > 1 i¢in, Rgx Ve Rpr’nin her noktasi, sirasiyla tek bir Kay tinital
kanalin1 ve gergel a = f ile y degerleri igin, (5.9) denklemiyle verilen tek bir dolaniklik
tanigim1 temsil eder. n = 1 i¢in sadece Schur kuantum kanallar1 vardir ve dolaniklik

tanig1 yoktur.

5 | : -o+1
 Eaamaaaea o-1
B e a-1/2
1 4 : -0 +1/2
Unital Kuantum Kanallar : :C
A 0} T, E
'Y 0 Bl oo PPT-Kanallar ? /.,. — oo
. =D - :
-/./' : /"’, :
-1 1 /,/" e s 4 Ayristirlabilir
xe o - : Dolamkiik Taniklart
L — . |
- Ror ’/", : :
29 el : |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(04

Sekil 5.1 n = 2 i¢in dolaniklik taniklar1 ve tinital kuantum kanallar ile iliskili pozitif
gonderimlerin parametre bolgeleri

Kuantum kanallar ve dolamiklik taniklar1 arasindaki smir dogrular iizerindeki tiim noktalar, Ry
bolgesine aittir ve sinir kuantum kanallari olarak ifade edilirler. B noktasi diginda bir sinir dogrusunun her
noktasi boyunca sabit bir 6zdeger isaret degistirir. n = 1 i¢in kesikli-noktalt mavi dogru ve noktali yesil
dogru sirasiyla kesikli kirmiz1 ve siyah dogruyla ¢akisirlar: Bu iki dogru arasindaki bdlgenin her noktasi
iinital bir Schur kanali temsil eder ve dolaniklik tamig1 yoktur. Biiylik n degerleri icin B noktasit R’nin
kisimlarinda herhangi bir nitel degisiklik olmadan A, ile temsil edilen O noktasina yaklasir.

Sekil 5.1’den agik¢a goriildiigii gibi R ve Ry iki-boyutlu kompakt olmayan konveks

bir kiime olustururlar. A, cizgisel olarak parametrelere bagli oldugundan bu yapilar

ay:
dogal olarak pozitif ve CP gonderimlerin konvekslik ozelliklerinden gelir. Sekil
5.1’deki B, C ve D noktalarina karsilik gelen kuantum kanallar, BCD {iggeni igin

ekstremaldirler: Bu bolgedeki herhangi bir kanal, bu iic noktayla iliskili kuantum
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kanallarm bir karisimi olarak tek bir sekilde yazilabilir. Oyle ki, Ry nin herhangi bir
ticgeninin koseleri, kapali bolge icin aymi rolii oynarlar. Daha da Onemlisi, Ry
civarindaki dolaniklik taniklar1 bdlgesinin varligi, kuantum kanallar ve dolamiklik

taniklariin yeni bilesim kurallarini ortaya koyar.

Teorem 5.2: (a) Her kuantum kanal, iki pozitif gonderimin bir karisimi olarak
sayllamaz sonsuz farkli sekilde yazilabilir. (b) Verilen herhangi bir kuantum kanal,
pozitif bir génderim ve baska bir kuantum kanalin bir karisimi olarak farkli sekillerde
yazilabilir. (c) Verilen bir kuantum kanal ve pozitif fakat CP-olmayan bir gonderimin

karigimi olan tek bir sinir kuantum kanal1 vardir (bkz. Sekil 5. 2).

\
S N3

A

(a) (b) (c)

Sekil 5.2 Dogrudan dolaniklik algilama metotlar1

a. Her kuantum kanal, iki pozitif génderimin bir karigimi olarak sayilamaz sonsuz farkli sekilde
yazilabilir. b. Verilen herhangi bir kuantum kanal, pozitif bir gonderim ve bagka bir kuantum kanalin bir
karigimi olarak farkli sekillerde yazilabilir. c. Verilen bir kuantum kanal ve pozitif fakat CP-olmayan bir
gonderimin karisimi olan tek bir sinir kuantum kanali vardir.

5.3 Dogrudan Dolaniklik Algilama Metotlar:

Yukaridaki iki teoremin énemli sonuglarii vardir: Ilk olarak, Rpr nin bir noktasini O
noktasina birlestiren dogrunun, noktanin ait oldugu yere bakilmaksizin tek bir noktada

Ryr’nin bir smir dogrusuyla kesistigi gozlenir. Ozel olarak Wy, sekil 5.1°deki
Rpr’nin Ust sol kismindan segilirse y > 1, a <0 ve C;,y, = Wy, + (1 = c)Cyo
yazilabilir. Burada 0 < ¢ <1 ve (a',y'), y' < —a’ + 1/n smir dogrusu iizerindedir.

Buradan

1 ! 1 1 ! !
Wy ==Cioy = (<= 1)Co0, (@) =2(@,¥) € Roy (5.18)
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esitlikleri yazilabilir. Ayrica her dolaniklik tanigi, sinir ¢izgilerine herhangi bir islem
yapmadan iki kuantum kanalin agirlikli bir farki olarak yazilabilir. (a,y) = ¢~ *(a’,y")
kosulu da ilgili bir dolaniklik tanig1 bulmay1 saglar. Boylelikle dolaniklik taniklarina

bagvurmadan bir sinir ¢izgisi kullanildiginda, yalnizca a' parametresini degistirerek bir

(a',y") € Ry icin

Tr(Clrp) < (1= OTr(Coop), €€ (0,1) (5.19)

esitsizliginin miimkiin olup olmadigini kontrol etmek igin Tr(C(;,y,p) ve Tr(Cyop)

beklenen degerleri kullanilabilir. Boyle bir esitsizlik elde edilirse, p durumunun
dolaniklig1 kesin olarak belirlenebilir ve istenilirse ilgili bir dolanilik tanigi, iki kuantum

kanalin agirlikli bir farki olarak (a,y) = c¢™1(a’,y") kosulundan elde edilebilir. C’;,y,

iki pozitif Choi matrisinin bir karisimi olarak yazilirsa, (5.19) denklemindeki gibi
herhangi bir esitsizlik miimkiin degildir. Ozetlemek gerekirse, n > 1 segilsin ve
dolaniklig1 Ry ’deki bir dolaniklik tanigiyla algilanabilen tiim dolanik durumlar kiimesi
D,, ile gosterilsin. p € D,, olmast i¢cin gerek ve yeter kosul Tr(Wayp) < 0 olacak
sekilde bir (a,y) € Rpr noktasinin olmasidir. Boyle bir yikiimliiliik esdeger olarak

sadece kuantum kanallar araciliiyla basarilabilir.

Teorem 5.3: p € D, olmasi igin gerek ve yeter kosul (5.19) denklemi saglanacak

sekilde en az bir (a',y") € Rgg noktasinin olmasidir.

Sonraki boliimlerde yukarida elde edilen kuantum kanallar ve dolaniklik taniklarinin

baz1 ayirt edici 6zellikleri incelenecektir.

5.4 Kuantum Kanallarin Analizi

Kuantum kanalin ayirt edici 6zellikleri, dogrudan etkisiyle veya tensorel genislemesinin

ilgili durumlar lzerine etkisi ve C,, Choi matrisi aracilifiyla belirlenebilir. Ikinci
durumda, M/2n giris durumuyken id ®Kay etkisiyle elde edilen éay = [2n(n —

a)]‘lCay ¢ikis durumu bir yogunluk matrisidir. Bu baglamda Choi-Jamiotkowski
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izomorfizmi birebir bir kanal-durum karsigelimi saglar. (5.9) denkleminden C,, Choi

matrisinin Hz uzaymin standart bazlarina gére pargali transpozu

By — aT. —yT.
ng_( 11 — @lq1 V12 ) (5.20)

S\ YTy B,y — BT2
seklinde elde edilir. Burada T, = Xij=1&;j ® eq, ® €;; trampa islemcisidir ve
TavTea = OpcBadr TapBea = OpcTaq bagintilarimi saglar. C’(l;y matrisinin spektrumu,
{1+ a,+y} olarak bulunur. Sonug¢ olarak, y # 0 iginid ®Kay gonderimi Peres-
Horodecki kriteriyle algilanabilen éay matrisinde kodlanan diger formlara M/2n

durumunun dolanikligini iletir.
5.5 PPT ve Blok-Fazsizhk Kanal Aileleri

Dolaniklik-kiric1 kanallar (Horodecki vd. 2003, Clarisse 2006) herhangi bir durumu
tensorel genisleme araciligiyla ayrilabilir bir duruma dondstiiriirler (bkz. EK 1). Bu
kanallar, sekil 5.1°de sadece —1 < a < 1/n ve y = 0 ile tanimlanan AB dogru pargasi
lizerindedirler. Ashinda bu dogru pargasi iizerindeki tim A, kuantum kanallar1 PPT
kanallardir: Tensorel genislemeleri herhangi bir durumu PPT duruma donistiiriirler
(Holevo 2012). Cikis durumu ayrilabilir olmayan bir PPT kanal, baglayici (binding)
kuantum kanal olarak adlandirilir (Horodecki vd. 2000). Ozel olarak Ay, kanali,

p = ZU ej (024 Pij durumunu

- 1
Ago(p) = ; [xe11 + (1 —x)ex] ® I, , x =Trps; (5.21)

seklinde doniistiirlir ve x = 1/2 degerine sahip her p i¢in tamamen kutupsuzlastirict
(completely depolarizing) olarak etki eder: Ayo(p) = I,,/2n. p; =n"te; @I,

secilirse Choi matrisi

~ 1
Coo = E(Pfl ® p? +p3 Q p3) (5.22)

ayrilabilir oldugundan Ay, dolamklik-kiric1 bir kanaldir. a’nmn miimkiin tim degerleri

icin A4g, durumlarm n X n’li késegen-dis1 bloklarini silen tamamen blok-fazsizlastirici
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kuantum kanallarin bir ailesini temsil eder. ¥y = 0’in uygun komsuluklar1 blok-

fazsizlastirict kuantum kanallar olarak da kullanilabilirler.

5.6 Dolaniklik Taniklarinin Analizi

Ik olarak, gosterilen tiim dolaniklik taniklar1 zayif optimaldirler (Wang ve Long 2013,
Badziag vd. 2013). Dolaniklik taniklarinin ¢ekirdegi de dogrudan bu analizlerle iliskili

olmasina ragmen, tamlik ve belki baz1 kontroller i¢in diger 6zvektorler de bulunabilir.

Ky = €11 @ (Byy — aMyy) + e2; @ (Byz — aMy;) Ve S =e;; Q@ My; + ey @ My,
cinsinden, W,, = K, —vS, [K4 S] =0 tamg yazilabilir. K, ve S’nin spektrumlar
sirastyla  {0,1,1 —na} ve {0,tna} secklindedir. |aibj)= |a) ® |i) ® |b) R |})
kisaltmas1 yapilarak kardinalitesi 2n? olan {|1i2j),|2i1j)} ¢arpim durumlar1 kiimesinin
Kq, S ve dolayisiyla W, ’nin 0 6zdegerine karsilik gelen ortak ozvektorler kiimesi
oldugu gosterilebilir. {|1i2j), |2i1j)} 6zvektorlerine karsilik gelen O 6zdegerinin olmasit,
incelenen tim dolaniklik taniklarinin zayif optimal oldugunu gdsterir. Bunlarin
2n? —boyutlu ¢ekirdegi, 2n? —boyutlu “diizlem” aracihigiyla ayrilabilir durumlar
kiimesine dokundugunda, dolaniklik taniklar1 bu diizlemin yakin komsuluklarinda
dolaniklig1 algilayabilirler. Ozel olarak, p (p, PPT bir durum olabilir; p' >0.)

durumunun dolanikligi, parametrelerin bazi degerleri i¢in W, tamgiyla algilanabilir
olsun; Tr(Wayp) < 0. Tim dolanik durumlar, p’da tepe noktasina sahip agik bir

koniyle ortiiliirler ve dolaniklik taniklarinin ¢ekirdeginin yakinindaki agik baz da

algilanabilecektir.

Son olarak, sekil 5.1’deki BE dogru parcasina karsilik gelen tiim dolaniklik taniklar
aynistirilabilirlerdir, yani iki pozitif W; ve W, islemcisi icin, W = W, + W)} seklinde
yazilabilir. Diger durumlarda ayristirilamazdir. Bolim 4’te de gosterildigi gibi bir
dolaniklik tanigimin ayristirilamaz olmasi igin gerek ve yeter kosul ise PPT durumlarin
dolanikligmmin varhigint algilayabilmesidir (Stermer 1982). (5.20) denkleminden
goriildiigii gibi W, = W), tim a € (n™1,1] degerleri igin pozitiftir ve bundan dolay

sekil 5.1°deki BE dogrusuna karsilik gelen W, tanig1 ayristirilabilirdir.
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6. KUANTUM KORELASYONLARIN KAYBININ KONTROLU

Kuantum korelasyonlar, cesitli kuantum bilisim ve bilgisayim yiikiimliliiklerinin
basarilmasinda Onemli Ozkaynaklardir. Yeterince uzun siireler igin, korelasyonlarin
korunmasi biiyilk Ooneme sahiptir. Fakat giirtiltili bir ¢evrede gergeklestirilmeye
calisilan herhangi bir bilisim siirecinde korelasyonlar azalirlar. Bu ylizden
korelasyonlarin azalmasini kontrol etme yollart aramak biiyiik ilgi ¢ekmektedir. Bu
bolimde, genlik-soniimleyici (amplitude-damping) ve faz-soniimleyici gibi kuantum
kanallarin iki kullanimi altinda kuantum korelasyonlarin davranisi incelenecek ve
kuantum hafizali kanallar araciligiyla korelasyonlarin azalmasini kontrol etmenin
miimkiin olabilecegi gosterilecektir. Elde edilen ¢ikis durumunun dolaniklik igerigini

tespit etmek i¢in bazi korelasyon Olgiileri kullanilacaktir.

Genel olarak bir E(-) korelasyon (esdeger olarak dolaniklik) 6lgiisii, tim kuantum
durumlar kiimesinde tamimli gergel-degerli pozitif bir fonksiyoneldir. Iyi bir dolaniklik
Olciisii birka¢ kosulu saglamalidir. Fakat tiim bu kosullarin gercekten gerekli olup
olmadig1 sorusu hala agik bir problemdir. Aslinda asagida incelenecek olan dolaniklik

Olciilerinden bazilar1 bu kosullardan bazilarini saglamazlar.

(1) E(p) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul p’nun ayrilabilir olmasidir. Bu 6zellik
faydali olmasina ragmen genel olarak ¢ok katidir.
(2) Boylandirma: iki d —boyutlu sistemin en dolanik durumlarinin dolaniklig:
E(M) =log, d
ile verilir.
(3) a) Yerel islemler ve klasik iletisim (LOCC) altinda artmama: Yerel islemler, verilen
bir p durumunun dolanikligini arttirmaz:
E[ALocc(p)] = E(p).
b) Yerel tiniter islemler, verilen bir p durumunun dolanikligini degistirmez:
E[(U; ® U)p(Uf ® Uf)] = ECp).
(4) Sireklilik: {py} ve {oy}, I Hilbert uzayinda yasayan iki-par¢ali durumlar dizisi

olsun. Tiim diziler i¢in ||py — onll; — O saglanir. Burada ||-||; iz normudur ve

Bolim 2’de gosterildigi gibi ||All; = Tr(v ATA) olarak tanimlanir. Bu durumda
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E(pn) —E(oy) — 0
limiti gegerli olmalidir.
(5) a) Toplanabilirlik: p durumunun n 6zdes kopyasi, bir kopyanin dolanikliginin n
kat1 olarak yazilabilir. Yani her p durumu ve n > 1 i¢in
E(p®™) = nE(p)
esitligi yazilabilir.

b) Tiim iki-parcali p durumlar1 igin

E(p®"
F2() = lim (pn )

limiti vardir. E%, dogrudan toplanabilirligi saglayan bir ol¢iidiir.
(6) Alttoplanabilirlik: p ve ¢ durumlarinin tensor ¢arpiminin dolanikligi, durumlarin

her birinin dolanikliginin toplamindan daha biiyiik olamaz:
E(p ® 0) < E(p) + E(0).
(7) Konvekslik: Dolaniklik 6l¢iisii konveks bir fonksiyon olmalidir:
E(Ap+(1—-10o) <AE(p)+ (1 —AE(0); 0<A<1.

[k ii¢ ozelligi saglayan herhangi bir E fonksiyonu dolanmklik monotonu olarak

adlandirilir.

Dolanik bir durum saf ise indirgenmis yogunluk islemcileriyle yerel olarak betimlenen
altsistemlerin durumlar1 saf-olmayan bir durumdur. Saf bir durumun “karisma’ miktari
kuantum korelasyonlarin tek kaynagidir ve iyi bir dolaniklik dl¢iistidiir. Bir p durumun

ne kadar karigsmis oldugu von Neumann entropisiyle verilir ve

S(p) = —Tr(plog; p) (6.1)
olarak tanimlanir. Entropi degeri p durumunun A; dzdegerleri araciligiyla
S() == ) Ailog, 4 (62)
i

seklinde hesaplanabilir. von Neumann entropisi, bir kuantum durumun belirsizligini
betimler. Saf durumlar i¢in sifirdir ve en saf-olmayan durumlar i¢in log, d’ye esittir.

Burada d = min{dim #, , dim H}, kiiciik olan Hilbert uzayinin boyutudur.

Iki-pargali saf durumlarm dolanikligmin nicelendirilmesinde kullanilan dlgiilerden

birisi, von Neumann entropisiyle tanimlanan
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Eg(I¥) = S(pa) (6.3)

dolaniklik entropisidir (Bennett vd. 1996). Burada p,, A altsisteminin indirgenmis
yogunluk islemcisidir ve p, = Trg(|)(y|) seklinde tanimlanir. iki-parcali saf bir
durumun her iki indirgenmis yogunluk islemcisinin sifirdan farkli 6zdegerleri aynidir.
Dolayisiyla indirgenmis von Neumann entropisi her iki yogunluk matrisi i¢in esittir.
Dolaniklik entropisi asagidaki 6zelliklere sahiptir: (i) Carpim durumlart i¢in sifirdir. (ii)
Indirgenmis yogunluk matrisleri en saf-olmayan bir durum ise dolaniklik entropisi

maksimumdur. (ii1) Yerel {liniter doniisiimler altinda degismezdir.
6.1 Korelasyon Olgiileri

Bu boliimde baslangigta parametrelendirilmis dolanik durumda hazirlanmis bir iki-kiibit
sistemin korelasyonlarmin 6l¢iisii olarak kuantum karsilikli bilisim (quantum mutual
information-QMI) ve olusum dolanikligi (entanglement of formation-EoF)

kullanilacaktir.

QMI, iki-pargal1 bir sistemde yasayan toplam korelasyonlar ifade eder. Bir altsistemin
aralarindaki gizli korelasyonlara bakmadan digeri hakkindaki toplam bilgi miktar
olarak yorumlanabilir (Groisman vd. 2005). QMI, pozitiftir ve sifir olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, yogunluk islemcisinin ¢arpim durumu olmasidir. Ayrica herhangi bir

kuantum kanal etkisi altinda artmaz.
Iki-parcali bir p,p durumu icin QMI

I(pap) = S(pa) + S(pp) — S(Pas) (6.4)
seklinde tanimlanir. Tki-kiibitler i¢in QMI, 0 < I(p4p) < 2 araligindadir.
Diger bir korelasyon 0l¢iisii olusum dolanikligidir. EoF, EPR ciftleri cinsinden belirli
bir kuantum durumu hazirlamak i¢in ihtiya¢ duyulan asgari maliyet olarak diisiiniilebilir
ve dolaniklik entropisinin saf-olmayan durumlara bir genellemesidir. Herhangi bir p,5

durumu, birim rankli saf durum izdiisiim islemcilerinin pyp = X; p; |YiXWil, Xipi =1

konveks bir bilesimi olarak yazilabildiginden EOF, bu tiir tiim olas1 ayrisimlar tizerinden
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minimize edilmis saf |;) durumlarinin indirgenmis yogunluk islemcilerinin ortalama

von Neumann entropisi olarak tanimlanir:
Er(pas) = inf > pi Ex (9D (65)
i

Burada Ep, (6.3) denklemiyle tanimlanan saf durumlar i¢in dolaniklik entropisidir. Bu
Olcliniin ciddi bir dezavantaji, genel olarak bilinmeyen tiim ayrisimlar iizerinden analitik
olarak nasil minimize edilecegidir. Bu da hesaplamay1 ve dolayisiyla bu 6l¢iiniin
kullantmin1 sorunlu hale getirir. Genel durumlar i¢in sayisal tekniklere bagvurulmali,
yiiksek simetriye sahip durumlar dikkate alinmali ya da sadece diisiik boyutta olan
durumlar incelenmelidir. Iki-parcali durumlar ic¢in kapali bir ¢dziim bilinmektedir

(Wootters 1998). EoF, herhangi bir iki-pargali p4p durumu igin
C(pap) = max{0,A; — A, — A3 — A4} (6.6)

seklinde tamimlanan ‘“concurrence” niceliginin monoton artan bir fonksiyonudur.
Burada A;’ler, 1; = 1, = A3 = A, azalan sirada Hermitsel-olmayan p,gp45 mMatrisinin
ozdegerlerinin karekokleridir. pyp = (0, ® 0,)pap(0y & 0y,), pap durumuna karsilik
gelen spin-gevrilmis (spin-flip) ya da zaman-terslenmis durumdur. o, Pauli
y —matrisidir ve x*, iki-kiibit standart bazlardaki kompleks eslenik islemini gosterir.
Ozel olarak, herhangi bir saf psp = [Pp)N| durumu igin C(pap) = |([h)| bulunur ve
|1ﬁ) = (0, & 0y)[¥) seklindedir. Esdeger bir ifadeyle C(p4p) = ZM yazilabilir.
Matris formunda sadece kosegeninde, ters kosegeninde veya her ikisinde de sifirdan
farkli elemanlar1 bulunan ve diger elemanlar1 sifir olan durumlara, X-tipi (X-type)
durumlar denir. Werner-tipi durumlar, izotropik durumlar ve Bell durumlar gibi X-tipi

durumlar i¢in C
C(pap) =2 max{O, lp23| — v P11P44 |p1al — v P22P33} (6.7)
esitligine indirgenir. Burada p;, p4p’nin matris elemanlaridir.

Genel bir iki-kiibit p4p durumu i¢in EoF

1—-,1-C?
Ep(pag) = h( ) (pAB)>

(6.8)
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seklinde tamimlanir. Burada h(x) = —xlog,x — (1 — x)log,(1 — x) ikili (binary)
entropidir. C(psg) = 0, ayrlabilir bir duruma ve C(p,g) = 1, en dolanik duruma

karsilik gelir.

6.2 iki-kullamim Etkileri

Bu boliimde iki-kiibit giris durumuna sirasiyla A4 ve AP ile gosterilen genlik-
sonlimleyici ve faz-sonlimleyici kanallarin etkisi incelenerek ¢ikis durumunun QMI ve
EoF degerleri hesaplanacaktir. Asagida (6.14) ve (6.19) denklemlerinde gosterildigi gibi
her iki kanal, iki Kraus islemcisine sahiptir ve sirastyla A4 i¢in p € [0,1] ve AP igin
q € [0,1] ile gosterilen bir parametreye baglidir. Parametrelerin sifir degerleri igin, her
iki kanal 6zdeslik kanalina indirgenir. Ik olarak, giris durumu olarak saf bir durum
secilerek bu durumun baslangi¢ korelasyon igerigi incelenecektir. Daha sonra giris
durumuna A4 ve AP kanallarinin her birisinin ardisik iki kullanimi sonucu elde edilen
¢ikis durumunun QMI ve EoF nicelikleri incelenecektir. Son olarak bu iki kanalin girig

durumuna birlesik etkisi degerlendirilecektir.

6.2.1 QMI ve EoF’nin baslangi¢c degerleri

Standart |0) ve |1) hesaplama bazlarinda iki-kiibit saf giris durumu
|W4p) = «|00) + 5|11) (6.9)

olarak segcilebilir. Burada @, § € C, |a|? + |§]|? = 1 boylandirma kosulunu saglar. |W,5)
durumunun dolanikligi ad # 0 kosuluna esdegerdir. p g = |Wyp){(Wap| giris yogunluk

islemcisi
pag = |a|?]100)00| + a8*[00)(11] + Sa*|11){00] + |5]?[11)(11] (6.10)

saf oldugundan entropisi sifirdir ve C(pyp) = 2|ad| olarak elde edilir. Baslangig QMI
degerine katkilar sadece indirgenmis yogunluk islemcilerinin spektrumundan gelir. p,p

durumunun indirgenmis yogunluk islemcileri

Pae) = TTga)Par = lar|2[0)€0] + |5]|1)(1]
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seklinde ayni1 forma sahiptirler. Her iki durumun da 6zdegerleri |a|? = 1 — |5|? ve |§]?
olarak bulunur ve her birisi icin QMI, h(|§|?) degerine sahiptir. Bu durumda (6.4) ve
(6.8) denklemlerinden QMI ve EoF igin baslangi¢ degerleri

I(pap) = 2h(|6]%) (6.11)

1-J1- 4|a6|2>

(6.12)

Ep(pap) = h( >

seklinde bulunur. § = 0 ve gercel 8 degerleri icin & = e degerlerinde giris durumu

carpim durumuna karsilik geldiginden QMI ve EoF sifirdir. Baslangic degerleri

8 = €' /+/2 i¢in maksimumdur ve bu da en dolanik saf giris durumuna yani bir Bell

durumuna karsilik gelir.

6.2.2 Hafizasiz etkiler

A¥ ® AY kanalinin etkisi altinda ¢ikis durumu
oig = (W @AN)pup, X Y=AP (6.13)

seklinde ifade edilir. Burada o4 ve off cikislar sirasiyla A4 @ A4 ve AP @ AP

kanallarinin hafizasiz etkilerine karsilik gelir.

(i) A? ® A* kanalinin etkisi

A4 kanalinin K i(A)Kraus islemcileri

€0 =) K= ) 614

yazilabilir. Burada p € [0,1] dekoherens parametresi olarak adlandirilir. p = 1 igin her
iki Kraus matrisinin ranki birdir. (2.53) denkleminden kanalin iki-kullanimi1 sonucu

¢ikis durumu

.I.
o = ) (P @K™ )ous(k @ k) (6.15)

i,j=0,1
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olarak ifade edilir ve standart iki-kiibit hesaplama bazlarinda agikc¢a
AA _ 2 21512 _ 2
oz = (la|* +p*|6]%)100)00] + p(1 — p)|6]*(J01)01] + [10){10])
+(1 = p)(@8*]00){11] + a*[11)00]) + (1 — p)?|5|?|11){11] (6.16)

seklinde yazilabilir. Bu durumun ve indirgenmis yogunluk islemcilerinin spektrumlari

sirastyla

1
spec(afd) = {v, v,5 (1-2v+tV1- 4v)}

v v
spec(af?) = spec(af?) = {1 - —,—}
bp
olarak bulunur. Burada v = p(1 — p)|8]? seklindedir. Bu durumda, QMI

1—Zv+\/1—4v1 1-2v++vV1—4v
0og

v
1(cf4) = 2vlogv + 2h (E) +

2 2
1-2v—-v1—-4v 1-2v—+vV1—-4v
+ log (6.17)
2 2
seklinde elde edilir. Ayrica C(g44) = 2(1 — p)|ad| oldugundan EoF
A 1+y
Ep(o4g) = h (T) (6.18)

bir ikili entropi olarak yazilabilir. Burada y = \/1 — 4(1 — p)%|ad|? seklindedir.
(ii) A” ® AP kanalinm etkisi

AP’nin Kraus islemcileri

Ké”:((l) \/10—_q>, Kl(”)z(g %) (6.19)

seklindedir ve g € [0,1], AP kanalinin dekoherens parametresidir. Kraus matrisleri

Hermitsel oldugundan bu kanal iinitaldir. A" @ AP kanalinin etkisi igin ¢ikis durumu
o = |a|?]00)00] + (1 — q)(@6*[00)(11] + §a*|11){00]) + |§]3|11)(11]  (6.20)

olarak bulunur. Bu durumun ve indirgenmis yogunluk islemcilerinin spektrumlari
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2

1+z
spec(aff) = {0, 0, }

spec(as") = spec(o5”) = {1 —1617,151%}

seklinde elde edilir. Burada z = 1 — 4q(2 — q)|ad|? ve QMI

(6.21)

1(off) = 2h(I51%) - h(l _f)

ikili entropiler cinsinden yazilabilir. Onceki duruma benzer olarak C(cff) = 2(1 —

q)|ad| oldugundan

14+w
Ep(cf4) = h (T) (6.23)

bulunur. Burada w = \/1 — 4(1 — q)?|a6|? seklindedir.

Yukarida incelenen her iki durum i¢cin QMI ve EoF, dekoherens parametrelerinin artan

degerleriyle monoton olarak azalir. En biiyiikk degerlerini, dogal olarak & = e%® /v/2

degerine karsilik gelen en dolanik durumlarda alirlar. Diger taraftan p,p durumu § = 0

6

ve § = e icin bir carpim durumu oldugundan QMI ve EoF sifirdir ve &’nin bu

degerleri i¢in hi¢bir kuantum korelasyon yoktur.
6.2.3 Farkh kanallarin birlesik etkileri

(iii) A% ® AP ve AP ® A4 kanallarmin etkisi

A4 ve AP kanallan birlikte kullanldigindan f = (A4 ® AP)p4p cikis durumu

AP = Z (K® & K™ )pus(k® Kj(P))T

i,j=0,1
= |a|?|00){00| + t(a5*|00){11| + Sa*|11){00])
+[81[pl01)01] + (1 — p)|11){11]] (6.24)

seklinde yazilabilir. Burada t = \/ (1 —p)(1 —q) kisaltmas: kullanilmistir ve oz
durumunun  spektrumu, wu=1-2[p+2(1—-p)qlls|?+ 2[p? +4(1 —p)q]I5|*
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kisaltmast kullanilarak {0, p|8]%, (1 — p|§|? + Vu)/2} ile verilir. Indirgenmis yogunluk

islemcilerinin spektrumlari
spec(af”) ={1 - (1 -pIsI* (1 -p)l6I*}
spec(af?) = {1 —161%,161%}

oldugundan bu durum i¢in QMI

L= plSI* +Vu,  1-pl6f ++u
(0]

1(o£) = hl(1 = P)ISI] + h(18?) +—— g——
1—pl6|* - 1-pl6|? -
+ p|6]? log(p|6]?) + Pl 2' \/alog Pl 2' Vu (6.25)
olarak bulunur. (6.8) denkleminden EoF
1—/1—4t%|ab]|?
Er(ofP) =h< : 3] ) (6.26)

seklinde elde edilir. A @ A4 kanalinin etkisi sonucu elde edilen 014 ¢ikis durumu, o4
durumundan farkli olmasina ragmen, spektrumu ve indirgenmis yogunluk islemcilerinin
spektrumlari aymdir. Bu durumlar igin elde edilen QMI ve EoF, § = 1/+/2 degeri igin p
ve g’nun fonksiyonlari olarak sekil 6.1°de gosterilmistir. QMI ve EoF’nin her ikisi de p

ve ¢’nun artan degerleri i¢in hizla azalmaktadir.

(b) o e
20 P i | — 1.0
/
15 i ."I 0.8
' i — / 06
1.0 E(aﬁS‘z 0.5t 1.0
(% 04
0.0y~ 4
05 /
0.0 08q 0:2

Sekil 6.1 p ve q’ya gore g% cikisi igin: a. QMI, b. EoF grafigi
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6.3 Iki-kullanim Etkilerinin Konveks Bilesimleri

Bu bélimde hafizali ve hafizasiz kuantum kanallarin konveks bilesimlerinin etkisi
altinda ¢ikis durumlarinin  korelasyon &zellikleri incelenecektir. Ilk olarak (iii)
durumunda incelenen kanalin, (i) durumunda incelenen kanalla daha sonra (ii)

durumunda incelenen kanalla konveks bilesimleri alinacaktir. Karsilik gelen ¢ikis

durumlar sirasiyla aj? ve aj? ile gosterilecektir.

6.3.1 A ® A4 ve A1 ® AP kanallarmi karisim

(2.55) denkleminden yararlanilarak A4 @ A? ve A4 ® AP kanallarinin p,p giris

durumuna etkisi
ol = [(1 - (A4 @ AY) + (A @ AP)]pap (6.27)
seklinde hafizaya bagli olarak yazilabilir. Burada 0 < u < 1 hafiza parametresidir. Bu

kanal basitce ilk kiibite sadece A4 kanali fakat ikinci kiibite 1 — p olasilikla A4, u

olasilikla da AP kanali etki ediyormus gibi yorumlanabilir. Cikistaki A= g — ajg

degisimi, A= u(A? ® f)pap olarak yazilabilir. Burada f = A4 — AP izsiz cizgisel bir

etkiyi temsil eder. J/S;) ¢ikisinin agik formu
oD = a]00)(00] + b|01)(01]| + c[10)(10] + d[11){11] + e[00){11| + e*[11){00]
seklindedir. Burada
a=1-[1-p*A-wIIsl>, b=p[1-p(Q-w]lsI°
c=p(1-p)A-wlsl? d=1-p1-pd-wllsl?

e=[1-p)A—-p + putlas”

kisaltmalar1 kullanilmistir. Bu ¢ikisin - spektrumlart  6nceki durumlardaki gibi

hesaplanabilir.
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QMTI’'nin agik formu karmasik oldugu i¢in burada verilmemistir fakat u parametresinin
bazi degerleri i¢in p ve g’nun bir fonksiyonu olarak sekil 6.2°de EoF ile birlikte
cizilmistir. (6.8) denkleminden EoF

1—+./1—4le|?
Er(op) = h< - (6.28)
seklinde bulunur.
(b)
ou=10 . 10 f/ "‘II K u=10
o =05 E(Uﬂél'o.g,. 710 g =05
B u=00 O.O'}L's// m #=0.0

00

Sekil 6.2 (6.27) denklemiyle verilen ¢ikis durumu igin: a. QMI, b. EoF grafikleri

6.3.2 AP ® AP ve A4 ® AP kanallarinin karisim

(6.3.1) boliimiine paralel olarak ¢ikis durumu
osy = [(1— U @ A7) + u(A* @ A)]pap
= (1 —181*)100)00] + (1 — up)|817[11){11]
+up|812]01)(01] + s|00){11] + s*|11){00] (6.29)

seklinde elde edilir. Burada s = [(1 — q)(1 — u) + ut]ad™ ile verilir. QMI ve EoF

1 — upls|? +\/?lo 1—upl6|? ++r

1(02) = R - wp)I817] + h(I81%) + - g—
1—ppls|*> —~r —1—pupls|*—r
+ up|81* log(up|51?) + > log > ., (6.30)
1— /14|52
Er(ofp) = h( - ) (6.31)
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bulunur. Burada r = [1— (2 —up)|6|?]? + 4|s|? seklindedir. Sekil 6.3, (6.29)
denklemiyle verilen ¢ikis durumu igin QMI ve EoF’nin p ve g parametrelerine gore

degisimini gostermektedir.
6.4 Kuantum Korelasyonlarin Azalmasinin Yumusatilmasi

Her iki kanal p =0 = q icin 6zdeslik kanalina indirgendiginden tiim korelasyon
Olciileri p’niin tim degerleri i¢in bu noktada baslangic degerlerini alirlar. Sekil 6.2,
QMI ve EoF’nin her u degeri i¢in p’nin artan degerleriyle daima azaldigini ve q’dan
bagimsiz olarak p = 1 icin sifir olduklarimi gosterir. p = 1 igin A kanalinin Kraus
islemcileri rank-1 matrislerdir. Bundan dolay1r A dolaniklik-kiric1 bir kanaldir (Holevo
2012, Horodecki vd. 2003). Ote yandan QMI ve EoF’nin en biiyiik degerlerine, g ’nun
tim degerleri icin p = 0 degerinde ulasilir. Tiim bu gozlemler, korelasyonlarin

kaginilmaz bir kaybi oldugunu gosterir ve bundan dolayi ¢evreye bir bilisim akis1 olur.

Sekil 6.3 (6.29) denklemiyle verilen ¢ikis durumu i¢in: (a) QMI, (b) EoF grafikleri

Sekil 6.2 a, b’den p’nin ara degerlerinde (6.27) denklemiyle verilen kanal, hafizasiz
(¢ = 0) durumdan uzun-siireli (longtime) hafizali (u = 1) bir kanala degistiginde, QMI
ve EoF i¢in p > g parametre bolgesinde nispeten bazi iyilestirmeler meydana gelir. Bu
bolgede her iki 6l¢ii, p’niin diger degerlerine gére ¢ = 1’de en biiyiik degerlerini alirlar.
Bu da korelasyonlarin monoton azalisinin, hafiza parametresi ayarlanarak

yumusatilabilecegini gosterir.

Benzer davranislar sekil 6.3’te de gozlemlenebilir. Her iki bilisim niceligi, u =1

durumunda p ve g’nun kiigiik degerleri icin en yiiksek degerlerini alirlar ve p ve g ’nun
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artan degerleriyle monoton bir sekilde azalirlar. Sekil 6.2°nin aksine burada denklem
(6.29)’1a verilen ¢ikis durumu igin korelasyonlarin iyilesmesi, 6zellikle EoF igin, p < g

bolgesinde miimkiindiir.
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7. SONUC

Bu tezde, genel olarak sonlu boyutlu matris cebirlerinde iki-pargali saf ve saf-olmayan
durumlarin dolanikliginin algilanmasi kapsaminda ¢ok sayida metot verilerek, 6zellikle
etkin ve yogunlukla ¢alisilan iki kavram olan pozitif génderimler ve dolaniklik taniklari
kuramsal olarak detayli olarak incelenmistir. Bolim 2’de pozitif ve tamamen pozitif
gonderim kavramlar1 incelenerek c¢izgisel gonderimler ve islemciler arasindaki bir
karsigelim olan Choi-Jamiotkowski izomorfizmi verilmistir. Ayrica kuantum
durumlarin tiim fiziksel gelisimlerini tarif eden kuantum kanallar tanitilarak farkl
temsilleri arasindaki iligkiler gosterilmistir. Ayrica dolanikligin nicelendirilmesinin yani
sira Ozellikle kuantum bilgisayim siireglerinde biiylik oneme sahip olan hafizali

kuantum kanallar tanitilmistir.

Ugiincii bdliimde ilk olarak iki-parcali saf durumlarin dolamkliginin algilanmasinda
bilinen en etkin yontem olan Schmidt ayrisim1 verilmistir. Diger yandan, iki-pargal saf-

olmayan durumlarin dolanikligin algilanmasi i¢in de ¢ok sayida kriter incelenmistir.

Bolim 4’te, dolaniklik taniklar1 tanitilarak dolanikligin algilanmasinda biiyiik 6neme
sahip optimallik, ekstremallik ve ekspozelik kavramlart incelenmistir. Ayrica
PPTES’lerin dolanikliginin algilanmasini saglayan ayristirilamaz pozitif génderimlerin

baz1 6zel siiflar verilerek karsilik gelen dolaniklik taniklari gosterilmistir.

Dolaniklik taniklar: dl¢iilebilir nicelikler olmalarina ragmen bunlarin temelindeki pozitif
gonderimler Olgiilebilir fiziksel gelisimler degildirler. Bundan dolayr laboratuvarda
dogrudan uygulanabilir degillerdir. Dolaniklik taniklarmin en 6nemli avantajlarindan
birisi kuantum durum hakkindaki tiim bilgiye ihtiyag duymayan bir algilama metodu
vermesidir. Boyle bir bilisim, genellikle tiim durum tomografisiyle, yani durumun tiim
matris elemanlarinin belirlenmesiyle elde edilir. Herhangi bir dolanik durum, bazi
dolaniklik taniklariyla algilanabilir ve bdylece taniklarin bilgisi, bilesik kuantum

sistemlerin durumlarinin tam bir karakterizasyonunu yapmaya olanak verir.
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Diger taraftan, iki-pargali bir sistemin varliginda altsistemlerden birisine gore pozitif
pargali transpoz altinda pozitif kalan bilesik sistemin dolanik durumlarinin
(PPTES’lerin) dolaniklik igerigi herhangi bir damitma ve saflagtirma protokoliiyle
arttirtlamaz. Bu durumlarin  dolamikligi, ayristirilamaz pozitif gonderimler veya
ayristirilamaz dolaniklik taniklariyla algilanir. Fakat ayristirilamaz dolaniklik tanigi

kurmak i¢in hala genel bir yontem yoktur.

Bolim 5’te, sadece kuantum kanallar kullanilarak siirekli bir sekilde kuantum siireclerin
islenmesi ve dolanikligin algilanmasinin her ikisinin de gerceklestirilebilmesinin
miimkiin oldugu gosterilmistir. Uygun bir sekilde parametrelenmis bir pozitif gonderim,
hem dolaniklik taniklarimi1 hem de kuantum kanallar1 bulmaya olanak verir. Biligim-
isleme ve dolanikligin algilanmasi yiikiimliiliiklerini yerine getirmek i¢in deneysel
olarak uygulanabilecek birlesik bir cergeve, 2-parametreli iinital blok-fazsizlastiric
kuantum kanallar ve zayif optimal dolaniklik taniklarinin stirekli aileleri ¢ift N >
2 degerlerine sahip herhangi N x N-tipi iki-pargali bir sistem i¢in kurulabilir. Kuantum
kanallarin ve dolaniklik taniklarinin parametre bolgeleri, bir konveks kiimenin tiimleyen
alt kiimeleridir ve bu ger¢ek, dolaniklik taniklarina bagvurmadan ve herhangi bir 6nsel
durum bilgisi olmaksizin kullanilabilecek bir¢ok alternatif dogrudan dolaniklik algilama
yontemi gelistirmeyi saglar. En dolanik durumu paylasan iki gozlemci Ornegi bir
uygulama olarak verilebilir. Bu, gozlemcilerin siirekli olarak baska dolaniklik formlarini
tiretebilmeleri ya da sadece siirekli kuantum kanallari kullanarak dolanikligin
algilanmasi i¢in ayni ayarlar1 kullanabilmeleri anlamina gelir. Bir biitliniin bir parcasina
etki eden parametrelendirilmis herhangi bir pozitif gonderim veya belki bir
Hamiltonyen, dis alanlarla kontrol edilebilen parametre araliklarinin izin verdigi 6l¢iide

ayni amag i¢in kullanilabilir.

Son boliimde, dolanikligin nicelendirilmesi kapsaminda c¢evrenin, korelasyonlar1 yikici
etkisini kontrol etmek i¢in kuantum hafizali kanallar kullanilarak sistemin
korelasyonlarin1 bagil olarak arttirilabilmeye yonelik yeni bir yontem verilmistir.
Dolanikliginin algilanmasinin yani sira dolaniklik igeriklerinin nicelendirilmesi de
bilisim isleme siire¢lerinde biiyiik 6neme sahiptir. Kuantum sistemin fiziksel gelisimleri

sirasinda, c¢evresiyle olan etkilesimleri engellemek miimkiin degildir. Dolayisiyla
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korelasyonlarin kismen veya tam kaybi1 kuantum bilisim ve bilgisayima (computation)
dayali uygulamalarda biiyiik bir engel olusturur. Giiriiltiili bir ¢evrede meydana gelen
herhangi bir kuantum siire¢ esnasinda kuantum korelasyonlar, artmayan bir davranis
gosterirler. Korelasyonlarda nispeten gelistirmeler saglayan bu diisiislerin azaltilmasi,
korele ¢evresel kuantum giiriiltiileri modelleyen kuantum hafizali kanallar araciligiyla

mimkindiir.

Bu tezde kuramsal olarak incelenen ve bunun disinda kalan diger dolaniklik algilama
metotlarmin  her birisinin  avantajlart  ve dezavantajlar1 vardir. Laboratuvar
uygulamalarinda, bir kuantum durumun dolanikliginin algilanmasinda bun Kriterlerden
hangisinin tercih edilecegi sorusu, deneysel uygulamaya baglidir. Dolanik durum
olusturma kapasitesi, bir kuantum bilgisayar yapmak icin temel gereksinimlerden biridir
ve genellikle bir kuantum sistemindeki kontrol ve koherenslik miktari i¢in bir kiyas testi
olarak kullanilir. NMR deneylerinde 7 kiibitli |0®7) + [197) kedi (cat) durumlarini

uretmek bir 6rnek olarak verilebilir.

Ileriki siireclerde, deneysel tekniklerdeki ilerlemeye bagl olarak, daha fazla sayida
kiibitin  dolaniklastirilabilecegi ve dolanikliginin algilanabilmesi yoniinde yeni
metotlarm gelistirilebilecegi 6ngoriilebilir. Ozellikle iyon tuzaklarinda ve hiper-
dolaniklik kullanilan fotonik deneylerinde Onemli gelismeler beklenebilir. Bu
deneylerde, ¢ok-pargali dolanikligin olusturulmast muhtemelen ana hedef olarak
kalmaya devam edecektir. Ciinkii bu, deneyin oncekilere kiyasla niteliksel olarak yeni
bir sey sunmasint saglar. Bununla birlikte, deneyler daha zorlu hale geldikge, daha az
deneysel ¢aba gerektiren dolaniklik algilama ve dogrulama (verification) semalar
tasarlamak ¢ok daha oOnemli hale gelecektir. Bilisim siireglerinde, dolanikligin

dogrulanmasinin, minimum sayida ol¢iim ve islemle gerceklesmesi istenilir.

Diger yandan, bu tiir sistemler biiyilidiik¢e, bu deneylerin cogunda, kiibitlerin artik tek
tek erisilebilir olmayacagi beklenebilir. Bu durumda, sadece kolektif dl¢iimlere dayanan
dolaniklik algilama semalarina ihtiyag duyulacaktir. Bu tiir deneylerde, sistemin

durumunun c¢ok-parcali dolanikliginin algilanmasi1 her durumda gergekci degildir.
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Ancak, tezde de incelendigi iizere, ka¢ kiibitin dolanik oldugu ya da durumdaki

dolaniklig1 nicelendirmeyi aragtirmak hedeflenebilir.

Bu sekilde kuantum bilisim bilimi ve 6zellikle dolaniklik teorisi, kuantum kontroliiniin
ve kuantum miihendisliginin teknolojik gelisiminde onemli bir rol oynayabilir. Son
olarak, cok daha biiyiik sistemler iizerindeki kuantum kontrol, kuantum mikro-diinyaya
dayali klasik bir makro-diinyanin ortaya ¢ikisi gibi temel bir soruyu cevaplamaya da

yardimci olabilir.
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EK 1 Kuantum Kanal Ornekleri Ve Boliim 2’deki Baz1 Teoremlerin Ispatlari

1.1 Kuantum Kanal Ornekleri

(i) Uniter Gelisim: U, 7 uzayida iiniter bir matris olsun. S(#) uzaymdan kendisine
taniml

Ay = ady: p— Ay(p) = UpUT (1.1)
durum gelisimi bir kuantum kanaldir. Bu, Choi-Kraus temsilinden kolaylikla
dogrulanabilir. Burada ad eslenik etkiyi ifade eder. Keyfi bir U tiniter matrisi U =
Ve'® formunda oldugundan UpU' = VpV? yazilabilir. Burada V determinant: 1 olan
{initer bir matristir. Béyle matrisler, dzel iiniter matrisler olarak adlandirilirlar. Uniter
kanallar terslenebilir ve tersi de kanal olan yegane kanallardir. Bunlar, yalitilmig
kuantum sistemlerinin Schrodinger dinamigini betimlerler ve bunun disindaki kanallar
tersinmez siiregleri betimlerler. Fakat H, uzaymin boyutu Hjy uzaymin boyutundan
kiigiikken bdyle iiniter durum gelisimleri yoktur. Boyle bir durumda, UTU = I kosulunu
saglayan izometrik matrisler kullanilir. A, (p) = UpUT kanali izometrik durum gelisimi

olarak adlandirilir.

(i) Kismi iz: Try: H @ H' +— H' kismi iz gonderimi bir durum gelisimi olarak

diisiiniilebilir. Stinespring teoreminin 6zel bir hali oldugundan CP bir génderimdir.

(iil) Kutupsuzlastiriet  (depolarizing) Kanal: Keyfi bir 0<A1<1 igin,

kutupsuzlastirict kanalin herhangi bir p durumuna etkisi asagidaki gibi gosterilir:
Iq
Alp) = Ap + (1 =D(Trp) (1.2)

Ozel olarak d = 2 segilirse

34+1  1-2 .
Ap) ===p+—=> aipo] (13)
i=1
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yazilabilir. Burada g;’ler Pauli matrisleridir. Kutupsuzlastiric1 kanal {initer dontistimler
altinda degismezdir: A(UpUt) = UA(p)Ut. Tersine bu ozelligi saglayan bir kanal,

kutupsuzlastirici kanaldir.

(iv) Dolamikhk-kiric1 (Entanglement-breaking) Kanal: Dolaniklik-kiric1  kanallar,
asagidaki anlamda klasik bir kanalla ifade edilebilen kuantum kanallarin 6zel bir
smifirdir: Gonderici bir p durumu {izerinde bir Ol¢lim yapar ve klasik bir kanal
araciligiyla k Ol¢tim ¢iktilarim1 alictya gonderir. Alici, g durumunu hazirlar. Boyle

kanallar asagidaki sekilde yazilabilirler:

A(p) = ) (TrpMy) o, (1.4)
k

Burada her g;, bir yogunluk islemcisidir ve M = {M} }xcq, H,4 uzayindaki keyfi pozitif
operator degerli olgiidir (POVM) ve My =0, Yreq My =1 kosullarint saglar. Q

Olctim ¢iktilar1 kiimesidir ve olasilik uzayi olarak adlandirilir.

Tamim 1: Herhangi bir p durumu i¢in (id4 @ A)p ¢ikis durumu her zaman ayrilabilirse
A: L(H,) — L(Hp) kanali, dolaniklik-kiricidir (Horodecki vd. 2003).

Esdeger bir dolaniklik-kiric1 kanal tanimi asagidaki gibi yapilabilir (Horodecki vd.
2003): A kanah A(X) =YX, KiXK;r Choi-Kraus temsilinde yazilabilir. Burada K;
islemcileri rank—1 matrislerdir. Choi-Kraus temsili tek olmadigindan, bdyle bir yazim
icin gereken minimum k olarak A kanalinin dolaniklik-kirma ranki tanimlanir ve
ebr(A) ile gosterilir. A kanalinin dolaniklik-kirma ranki, asla Choi rankindan daha

kiiciik olamaz.

Son olarak bir A gonderiminin dolaniklik-kiric1 bir kanal olmasi i¢in C, = [A(Ei]-)]

Choi matrisinin ayrilabilir olmas1 gerekir tanim1 da yapilabilir.

Sonu¢ 1: Ay transpoz gonderimi olsun. A, kiibitlere etkiyen bit kanalsa asagidaki iki

kosul esdegerdir.

i) Agp o A CP bir génderimdir.

i) A dolaniklik-kirici bir kanaldir.
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(v) Transpoz Kutupsuzlastirict Kanal: Pozitif bir a sayis1 i¢in, A% gonderiminin

I
Af(p) = ap” + (1 - @) (1.5)

11
—] olmasidir ve

bir kuantum kanal olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul a € [_E'd+1

transpoz kutupsuzlastirict olarak adlandirilir. Burada d sistemin boyutudur. Ozel olarak

a =—1/(d — 1) iken A% kanali, antisimetrik kanal veya Werner-Holevo kanali olarak

adlandirilir. Bu kanal
AF(UpUT) = U A (p)UT (1.6)

antikovaryanslik esitligini saglar.

Boliim 2’deki Baz1 Teoremlerin Ispatlar

Lemma 1: A kuantum kanalinin #,’dan H’ye tanimli CP iz-koruyan gonderimlerin
ekstremal bir noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {KjTKi}i ; cizgisel bagimsiz olacak

sekilde A’nin {K;} Choi-Kraus temsiline sahip olmasidir.

Ispat: A bir ekstremal nokta ve K; islemcileri ¢izgisel bagimsiz olacak sekilde {K;},

A'nm bir Choi-Kraus temsili olsun. ¥; ; 2;;K/K; = 0 ve matris normu ||(4;)| < 1

=i

secilsin. Buradan
A4 (p) = Z K; pK; & Z ﬂiniPKjJr
i ij

_ Z Kij K (14 A)) (1.9)
77

seklinde A, (p) tammlansin. I + (4;;) = 0 oldugundan A, bir kuantum kanaldir. Ayrica
A= (A +A_)/2 seklinde yazilabilir. A ekstremal oldugundan A, = A esitligi
saglanir. Yani A;; = 0 bulunur ve {KjTKi}ij cizgisel bagimsiz bir kiimedir (Hayashi
2017).

Tersine, {K;Ki}ij kiimesi ¢izgisel bagimsiz olsun. A =14, + (1 - )A,; 0< A< 1

olacak sekilde gergel bir A ile A; ve A, kanallar1 olsun. Bu durumda A’nin Kraus
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islemcileri {\/71(1-1} V) {\/1 —/1Ki2} seklindedir. Boylece K;' islemcisi ). jAijK; olarak
yazilabilir. Y;(K})TK} =2 K]TK] esitliginden ve X;(4;;7)"A;; = 6;r; Ozdesliginden

Ay = A bulunur,

Teorem 1.1: Cizgisel bir A: M;(C) - M;(C) génderiminin pozitif olmasi igin gerek ve
yeter kosul

(¥ ® @|(idg @ MM @ Py =0, V[p),|P) € C (1.10)
seklinde verilen Choi matrisinin blok-pozitif bir islemci olmasidir (Jamiotkowski 1972,
Kossakowski 1972).

Ispat: Verilen bir A: M;(C) » M;(C) pozitif génderimi tanimdan dolayr M, (C)’deki
matrislerin pozitifligini korur:
(@lA[lY)YWIP) =0, V[Y),|P) € C (1.11)

Herhangi bir {|i)}%., € C% ortonormal bazi verildiginde, herhangi bir [} vektorii bu

baz cinsinden
d
[y = > wili), = Gily) (112)
i=1

olarak yazilabilir. Bu durumda (1.11) esitsizligi

d
(@lA([Y)DIP) = Z P Yi( @A DIP)

ij=1

d
= " @@l ) 1041 ® AUDDIY ® )

ij=1
=@ @ P|(idg & HM[|Y* @ P)
=" Q@ @CylyY” @ P)
=0 (1.13)
dogrulanabilir. A’nin pozitifligi, C, Choi matrisinin pozitifligine esdegerdir ve bunun

tersi de dogrudur.
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EK 2 Diger Ayrilabilirlik Kriterleri

Bu boliimde, Boliim 3’te verilen kriterlere ek olarak belirsizlik bagintilart araciligiyla
ayrilabilirlik, ¢ogullama, hesaplanabilir capraz-norm ve kuantum Fisher bilisimi

araciligiyla dolanikligin algilanmasi kriterleri verilecektir.
2.1 Belirsizlik Bagintilar1 Aracihi@iyla Ayrilabilirlik Kriteri

Son yillarda dolanmikligin algilanmasi i¢in belirsizlik bagintilar1 kullanilarak yeni
kriterler gelistirilmistir. Bu dogrultuda, yerel belirsizlik bagintilar1 (local uncertainty
relations-LURs) ve entropik belirsizlik bagmtilart (entropic uncertainty relations)

olmak iizere iki ayrilabilirlik kriteri vardir.

2.1.1 Yerel belirsizlik bagintilar1 kriteri

Bu kriter, yerel gozlenebilirler i¢in varyans tabanli bir belirsizlik bagintis1 verir
(Hofmann ve Takeuchi 2003). Ayrica yerel-olmayan goézlenebilirler i¢in de bu kriter
genellenebilir (Githne 2004).

Bir M gozlenebilirinin varyansi

A2(M), = (M — (M),)") = (M?), — (M)2 (2.1)

esitligiyle tanimlanir. Burada (M), = Tr(pM) seklindedir. Iyi bilinen bir belirsizlik
bagintisi, sira degismeyen p ve x gozlenebilirleri igin ApAx = h/2 belirsizlik
bagitisidir. Sira degismeyen M; gozlenebilirleri icin belirsizlik bagintisinin genel bir

formu

Z A2(M}), > C >0 2.2)

seklindedir. Burada C pozitif keyfi bir sabittir. Dolaniklik algilama metodu; {M; }
gozlenebilirlerini segmek, tim c¢arpim durumlart i¢in bir C altsinir1 belirlemek ve

varyansin konkavlik 6zelliklerini kullanmaya dayanir.
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Varyans, p = Y. Px Px ayrisimina gore konkavdir:

M, = D picd(M; = (M),)),
k
= Di (M2, = (M2, + (Mo, = 2(M0), (M), + (M,)3]
k
= D b |82, = (Midp, — (M3,)’]
k

= zpk AZ(Mi)pk. (23)
k
Buradan

D WM, = ) py ) A(MY,, 24
i k i

esitsizligi yazilabilir. Varyansin konkavligi, saf-olmayan durumlarla belirsizligin
azaltilamayacag1l anlamina gelir. Baska bir ifadeyle, bazi durumlar karistirilarak bir

gozlenebilirin belirsizligi azaltilamaz. Carpim durumlari i¢in
z N2(M,), < C (2.5)
i
esitsizligi saglaniyorsa p durumu dolaniktir.

Genel olarak iki-pargal sistemler igin
Mi=A,Q1+IQ®B;; i=1,..n (2.6)

gozlenebilirleri secilebilir. Bu durumda yerel gozlenebilirler

n n
D WA ZC . ) BB, 2 G @7
i=1 i=1
altsinirlarina sahiptir. Buradan p durumu ayrilabilir ise
D 02, 2 G + Gy (2.8)
i

esitsizligi saglanir. Cok-parcali dolanikligin algilanmasi igin heniiz bir yerel belirsizlik

bagintis1 bilinmemektedir.
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Bu kriter yerel-olmayan gozlenebilirler icin de incelenmistir (Giihne 2004). Herhangi
bir iki-parcali dolanik |y) saf durumu i¢in, bir {M; } g6zlenebilirler kiimesi vardir ve
|y) durumu, bir belirsizlik bagmtisini ihlal eder. |) = a|00) + b|11) ve a = b olsun.
M; = |[Y; ;| ,i = 1, ...,4 gbzlenebilirler kiimesi se¢ilebilir:

(1), [, [3), 1)} = {1), 1), 1s) = al01) + bI10), [ip3)"}. (2.9)

Burada [y)", ) durumuna dik durumu gdstermektedir. Ayrilabilir durumlar i¢in
4
z AZ(M,) > 2a2b? (2.10)
i=1

esitsizligi gosterilebilir. Fakat |y) durumu icin },; A%2(M;) = 0 bulunur. Buradan a = 0
yada b = 0 olmadikga |3y) durumu dolanik bir durumdur.

Yerel belirsizlik bagintilarindan elde edilen dolaniklik kriteri, PPTES’lerin dolanikligini
algilayabildiginden dolay1 giiglii bir kriterdir. Ayrica (2.3) bolimiinde gosterilecek olan
CCNR kriterinden daha giigliidiir (Giihne vd. 2006).

Bagl dolanik durumlarin dolaniklig: icin },; A>(M;) = 0 olacak sekilde yerel-olmayan

Olgiim bazlar1 bulunabilir.

2.1.2 Entropik belirsizlik bagintilar:

Sira degismeyen M; gozlenebilirleri i¢in entropik belirsizlik bagintisi
ZS(Mi)p >C>0 (2.11)
i

seklinde verilir (Horodecki ve Horodecki 1994, Giihne ve Lewenstein 2004, Giovanetti
2004). Entropik belirsizlik bagintilar: araciligiyla dolaniklik algilanmasi diisiincesi yerel
belirsizlik bagintilarina benzerdir. Burada da bir {M; } g6zlenebilirler kiimesi bulunur ve
tiim ¢arpim durumlar i¢in bir C altsinir1 elde edilir. Son olarak entropinin konkavligi

kullamlarak kuantum durumlarin ayrilabilirligi icin Kriter kurulabilir. ; S(M;), < C ise

p durumu dolaniktir.
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A ve B gibi iki parca tarafindan paylasilan bir dolanik durumun entropisi, altsistemlerin
entropisinden daha kiigiiktir: S(A) > S(AB). Burada S(-) von Neumann entropisini

gostermektedir. Bu esitsizligin saglanmasi, durumun dolanik olmasini gerektirir.

Klasik olarak, X ve Y gibi iki rastgele degiskenin H(X) ve H(Y) Shannon entropileri®,
bu rastgele degiskenlerin birlesik H(XY) entropisinden asla daha biiyilk olamaz:
H(X),H(Y) < H(XY). Benzer sekilde A ve B gibi iki kuantum sistemin von Neumann
entropisi i¢in ayrilabilir durumlarda ayni bagmti yazilabilir (Horodecki ve Horodecki

1994):
S(A),S(B) < S(AB). (2.12)

Bu, S(AB) — S(A) = 0 esitsizliginin konkavliginin bir sonucudur.

2.2 Cogullama Kriteri

Ayrilabilir durumlar i¢in, AB sisteminin yogunluk matrisinin 6zdegerler vektorii sadece
A ya da sadece B sisteminin yogunluk matrisinin 6zdegerler vektorii tarafindan
cogullandigin1 (majorization) sdyleyen ve entropi kriterinden daha gii¢lii bir kriter
vardir (Nielsen ve Kempe 2001). Bu kriter keyfi boyutlarda iki-parcali durumlarin

ayrilabilirligi i¢in bir gerek kosul verir.

d —boyutlu bir vektor uzayinda azalan katsayil bir vektor, yani i € {1,2, ...,d — 1} igin
X; = X451, x° ile gosterilsin. x = (x1, %y, .., Xg ) € R Ve y = (y1,¥5, ..., Vg ) € RY,
d —boyutlu iki gergel vektdr olsun. x <y bagintisi, y vektoriiniin x vektorini

cogulladigini ifade eder. Baska bir ifadeyle, x vektorii y vektoriinden daha “karisik™tir

(bozulmustur). x' = x3,...,x} seklinde verilsin. Burada xj > x5 > - > x} olarak

ifade edilir.

Tamim 2.1: y vektoriiniin x vektoriinii gogullamasi icin, x < y,

4 p; olasiliklariyla x; degerlerini alan rastgele bir X degiskeninin Shannon entropisi H(X) = H({p;}) =
— > p; log, p; ile verilir.
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k k
inlSZyil ;o k=1,...,d—1
i=1 i=1
d d
L= Ly k=d 2.13
Xi i (2.13)
i=1 i=1

bagintilar1 saglanmalidir.

Tamm 2.2: A = (aij), d X d’li pozitif bir matris olsun. a;; = 0 ve her i ve j igin
Yia;; = Xja;; = 1 kosullar1 saglaniyorsa A matrisi ikili stokastik bir matristir. Baska
bir ifadeyle matrisin kendisi ve transpozu stokastiktir. Yani matrisin elemanlar1 [0,1]

kapali araliginda pozitif sayilar olmalidirlar. Stokastik matrisler, olasilik matrisi ve

gecis matrisi olarak da adlandirilirlar.

Teorem 2.1: x,y € R? vektérleri verildiginde, x < y bagintisinin saglanmasi igin

gerek ve yeter kosul
x = Dy (2.14)

esitliginin saglanmasidir. Burada D ikili stokastik bir matristir (Bhatia 1997). x < y ise,
y vektorii ikili stokastik D matrisiyle tanimlanan giirtiltiilii klasik bir kanal igin giris

olasilik dagilimi olarak diisiiniilebilir.

Von Neumann entropisi ve ayrilabilirlik gibi iki kavram arasindaki iliski verildiginde
pap Vve Kkarsilik gelen indirgenmis yogunluk islemcileri igin A(pag), A(p4), A(pg)

0zdeger vektorleri ile ayrilabilirlik arasinda da benzer bir iliski kurulabilir.

Teorem 2.2: p,p ayrilabilir bir durum ise

A(pap) < A(pa) ve A(pap) < A(pp) (2.15)

bagintilar1 yazilabilir. Herhangi iki p ve ¢ durumu igin A(p) < A(0) bagmtis1 S(p) =
S(o) esitsizligini gerektirdiginden bu kriter (2.12) denklemiyle verilen entropi

kriterinden daha gii¢liidiir.

Ornek 2.1: d boyutta Werner durumu

96



I &I,

pp = pI¥YK¥|+ (1 —p) 72 (2.16)

seklinde tanimlanir. Burada
1
|¥) = —=(]00) + |[11) + -+ |(d — 1)(d — 1))) (2.17)
Vd

seklindedir. Bu durumda ¢ogullama kriteri

1 1

FH [1+d?-Dp,1-p,...1—-p] < 3(1,1, .o 1) (2.18)

olarak bulunur ve p,, durumunun ayrilabilir olmasi, p < 1/(d + 1) kosuluna esdegerdir

(Diir 2000).

Ornek 2.2: pap(p) = p|00)00| + (1 — p)|PKP|, |P) = (]01) + |10))/v/2 olsun.
PPT kriteri p # 1 igin bu durumun dolanik olmasini gerektirir. Fakat p = 1/3 igin

1+p 1—p

Mpas@)] = (0,1 —p) < Apa®)] = [TT (2.19)

bulunur. (2.15) denklemleri, bu dolanik durum igin saglanir.

Teorem 2.3: A(pap) < A(p,4) olacak sekilde bir pyp yogunluk matrisi varsa A(ayp) =
Alpag) ve A(o,) = A(p,) olacak sekilde ayrilabilir bir 0,5 yogunluk matrisi vardir.

Ispat: (rj) = A(pag) Ve (sx) = A(p,) olsun. s; = Zk|ujk|2rk olacak sekilde iiniter bir

Wj, matrisi vardir ve |ujk|2 ikili-stokastik bir matristir. [j) ve |k) sirasiyla B ve A

sisteminin ortonormal bazlar1 olmak tizere, sifirdan farkli her 7; i¢in

¥ = LUy y S 1K) uj"‘f—" L (2.20)

VT

tamimu yapilabilir. o4 = Y75 |1pj)(1/;j| & j){j| olsun. a4 durumu, spektrumu A(p45)
olan ayrilabilir bir durumdur. Trg(045 ) = Yk Sk |k)k| ve A(6,) = A(p,) bulunur.
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2.3 Hesaplanabilir Capraz-Norm veya Yeniden Siralama Kriteri

Carpim durumlar tizerinde ¢izgisel kisitlamalara dayali bagka bir kriter sinifi vardir. Bu
kriter islevsel ve PPT testinden bagimsiz olan hesaplanabilir c¢apraz-norm Kriteri
(Computable Cross-Norm - CCNR) olarak bilinir (Rudolph 2000).

Iki-pargali p,p durumu ayrilabilirse R(p); ikl = Pik,ji olan yeniden siralama matrisinin

iz normu 1’den daha biiyiik olamaz:

IR(P)IlL < 1. (2.21)

Burada || - [|;, b6lim 2.1’de tanimlanan iz normunu gostermektedir ve R(A @ B) =
|A)(B*| yeniden siralama (realignment) islemidir. CCNR kriteri farkli yollarla da ifade

edilebilir. Burada *, kompleks eslenik alma islemini gosterir.

Iki-pargal1 ayrilabilir bir p durumu igin #, ve Hpuzaylarinin her ikisi de d —boyutlu
olsun. L(H,p) = L(H,) ® L(Hp) iki Hilbert uzaymin bir tensor ¢arpimi oldugundan
L(H,5) uzayindaki herhangi bir iki-par¢ali yogunluk islemcisine Schmidt ayrisimi

uygulanabilir. Ozel olarak p € H,p bir yogunluk islemcisi ise
p=z,1ka,f®a,§, A =0 (2.22)
K

seklinde yazilabilir. Burada Gii ve GZ, B(H,) ve B(Hp) simrl islemci uzaylarmin dik

(ortogonal) bazlaridir ve Hermitseldirler. Boyle bir baz
Tr(GEG) = Tr(GEGE) = 6 (2.23)

HS i¢ carpimm saglayan d? tane gdzlenebilir igerir ve bu gdzlenebilirlere yerel dik
gozlenebilirler (local orthogonal observables - LOOs) denir. Ornegin, birim matrisle
birlikte boylandirilmis Pauli matrisleri bdyle gozlenebilirler kiimesidir. G LOOs

kiimesi verildiginde, diger bir G/* LOOs kiimesi

G = Z 0y G (2.24)
k
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seklinde bulunabilir. Burada 0, d X d elemanli gergel dik matrisin elemanlaridir.
Schmidt ayrisiminda oldugu gibi A, sayilar1 (bir permiitaston kadar) tektir. A; sayilari
Schmidt ayrisimindaki gibi hesaplanabilirler: Ilk olarak p yogunluk islemcisi

p=> Gl @Gk (2.25)
kl

keyfi G ve GP gozlenebilirleri cinsinden yazilabilir. p;’nin tekil deger ayrigimi
yapilirsa (2.22) denklemi elde edilir. 2, sayilari, pp® matrisinin 6zdegerlerinin
karekokleridir.

Teorem 2.4: Bir p kuantum durumu ayrilabilirse tim A, sayilarinin toplaminin 1’den

kiictktiir:
Zlk <1. (2.26)
k

Buradan )} A, > 1 ise p durumu dolanik olmalidir. CCNR kriterini ihlal eden herhangi
bir durumun dolaniklig1, yerel bir belirsizlik bagintisiyla algilanabilir. Fakat bunun tersi
dogru degildir. CCNR kriterinden yararlanarak daha giiglii dolaniklik algilama
etkinligine sahip bir ayrilabilirlik kosulu sdylenebilir (Giihne vd. 2006).

2.4 Kuantum Fisher Bilisimi Araciigiyla Dolamikhigin Algilanmasi

Bu bolimde kuantum Fisher bilisimi kullanilarak varyansa dayali algilama
kriterlerinden daha etkin bir dolaniklik algilama kriteri gosterilecektir. Buradaki temel
diisiince, ayrilabilir ve dolanik durumlar i¢in bilesik sistemlerin yerel ve global bilisim

icerigi arasindaki bagintinin farkli goriintiglerinden yararlanmaktir (Li ve Luo 2013).

Bir p kuantum durumu ve H Hilbert uzaymndaki bir X islemcisi i¢in kuantum Fisher
bilisimi
1
F(p,X) = ZTrpL2 (2.27)

seklinde ifade edilir. Burada L

1
ilp, X1 =2 (pL + Lp) (2.28)
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esitligiyle belirlenen simetrik logaritmik tiirevdir.

Kuantum Fisher bilisimi saf durumlar i¢in varyansa esittir. Genel olarak p yogunluk

islemcisi saf-olmayan bir durumsa

0 < F(p,X) < A2(X), (2.29)

iliskisi saglanir. Ayrica varyans ve kuantum Fisher bilisimi

A2(X) |6 5] = F(|pjXe;], %) (2.30)

birbirlerinin dualidirler ve

AZ(X)p— r]n|a)]( Zp] 2(x )|¢] )o,| (2.31)
F(p,X) = rjnllrb}zp,F(lqb, (651, %) (232)

seklinde ifade edilirler. Burada max ve min, p durumunun tiim saf durum topluluk

dagilimlari iizerinden alinir:

p=ij|¢,->(¢,-| . p 20, ij=1. (2.33)
] ]

Kuantum Fisher bilisimi kuantum dolanikligin algilanmasinda etkin bir niceliktir ve
asagidaki ozellikleri saglar (Petz 1996):
(1) Toplanabilirlik:

Flpa ®pp, X Qg+ 1, QY) = F(py,X) + F(pg,Y). (2.34)

Burada sirasiyla A ve B altsistemleri i¢in p, ve pg kuantum durumlar, X ve Y
gozlenebilirler, I, ve Ip birim islemcilerdir. Korele-olmayan iki altsistemden olusan
bilesik bir sistemin biligim igerigi altsistemlerin bilisim ig¢eriginin toplamidir.

(i)  Konvekslik:

j j j

Baz1 farkli kuantum sistemler karistirilirsa elde edilen sistemin bilisim igerigi, bilesen

sistemlerin ortalama bilisim iceriginden daha azdir.

{|k)}ﬁ=1, d boyutlu H uzayindaki ortonormal bir baz olmak iizere, bir p kuantum

durumunun p = Y A |k){k| spektral ayrisimi biliniyorsa kuantum Fisher bilisimi
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2
F(p,X) = zz l) (k| X |1} (2.36)

seklinde elde edilebilir. Burada m, H Hilbert uzayinin boyutudur. Ayrica {X#}
gozlenebilirleri HS i¢ ¢arpimina gore ortonormal bir tam kiime, Tr(X X ) Oy VE

{X ”} tiim gozlenebilirlerin gergel Hilbert uzayi i¢in bir baz secilirse

22,2
ZF(,D,XM) —d— sk (2.37)
u

= A + 4

ifadesi {Xu} ortonormal gdzlenebilir bazindan bagimsizdir. Ozel olarak
D Fpx)<d-1 (2.38)
u

alinabilir. Bagka bir {X;.} ortonormal g6zlenebilir baz1 varsa

z F(p,X,) = Z F(p, X2 (2.39)
m -

esitligi yazilabilir. {Xﬂ} ve {X,} bazlarinin her ikisi de ortonormal gozlenebilir bazlari

oldugundan
d2
Xi= D anX, 5 r=1..d (2.40)
u=1

iliskisi yazilabilir. Burada {a,, }
d2

Z Ay Qry = 5;11/ ;o wv =1, ---;dz (2.41)

r=1

gergel bir ortogonal matristir. Sonug olarak

2
ZF(p, X)) = ZZ;&({_A) (k|2 @y X, 1)
ZZ%;? §<k|iaw ull><lIZarvX L3
u=

dZ

~ (A — 1)?
_Z Zawarv klm<klx”ll><l|XV|k)

r uwv=1
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d2
_ (e = 2)*
- > (z arﬂarv> 20 A KD, )

wv=1 r

ZZ%HMMVW

= F(p.X,) (2:42)

u

bulunur. Buradan Y, F (p,Xﬂ) niceliginin ortonormal {X #} gbzlemci bazinin se¢iminden
bagimsiz oldugu goriiliir. Herhangi bir ortonormal gozlemci bazi cinsinden de bu ifade

elde edilebilir. Ozel olarak {Xﬂ} = {Ey, E{,, Ex,} olsun. Burada

Er = |k)k| ; k=1,..,4d,
1
Ef, = —=(kXI| + |IXKD) ; k<, kl=1,..,4d,
Kl \/E(l WU+ (D<K D
[
Ey = —= (kXU = |IXk]) ; k<I, kl1=1,..,d 2.43
k1 \/E(l XU = [IkD) (2.43)
seklinde tanimli matris bazlaridir. Buradan
(A = A)* (A — 1)?
F(p,Ey) = F(p,Ef}) =——— F(p,Ey|) = ———= 2.44
bulunur. (2.37) ve (2.38) denklemlerinden
204 2A04
=1+ >1 2.45
Ak + 44 A + 44 ( )
k1l k#l

sonucu elde edilir.

2.4.1 Dolaniklik Kriteri

Iki-pargal1 bir pup € H,y & Hp kuantum durumu igin, {X u} ve {Yu} strastyla H, ve Hp
uzaylarindaki herhangi iki yerel gozlenebilir olsunlar ve bu gézlenebilirler ortonormal
olmasinlar. Yerel belirsizlik bagintilarina (LURs) dayali dolaniklik kriteri, sirasiyla A ve

B altsistemlerine ait olan her yerel p, ve pg kuantum durumlart igin
2 > 2 > .
z A (X#)pA >V, Z A (Y”)pB > Vg E2.46)
U u

esitsizlikleri saglaniyorsa iki-parcali herhangi bir ayrilabilir p4p durumu icin
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z B(X, @ + L ®Y,) 2 Vi+Vp (2.47)
B
u

esitsizliginin de saglandigini sdyler. Bolim 2.1.1°de de gosterildigi gibi bir kuantum
durum (2.47) esitsizligi ihlal ediyorsa dolanik olmalidir (Hofmann ve Takeuchi 2003).
Bu kriter yerel altsistemlerin belirsizlik bagimntilarin1 kullanan global ayrilabilir bir
durumun varligini sdyler. Bu kriterin giicii, {X u} ve {Yu} gozlenebilirlerinin se¢imindeki

esneklige dayanir ve CCNR kriterinden daha giigliidiir (Giihne vd. 2006).

Kuantum Fisher bilisimi varyanstan daha bilisim-kuramsal bir nicelik oldugundan bazi
dolaniklik kriterleri kurmak igin varyans yerine kullanilabilir (Toth 2013). (2.46)
esitsizligine zit olarak, sirasiyla A ve B altsistemlerine ait olan her yerel p, ve pg

kuantum durumlari i¢in

Z Flpa X)) <F1 Z F(ps Y,) < Fp (2.48)
u

u
esitsizlikleri saglaniyorsa herhangi bir ayrilabilir p,p durumu igin (2.47) esitsizliginin

tersine

z F(pag, X, ® Iy +1, @ Y,) < Fy + F (2.49)
U

esitsizligi de saglanir. p,p durumu bu esitsizligi ihlal ediyorsa dolanik olmalidir.

Kuantum Fisher bilisiminin toplanabilirlik ve konvekslik 6zellikleri araciligiyla

D Floan X, @5 + L ® V)< Y > LF(0) @ ph X, ®Is + 1, ® 1)
u J

u
= z A Z[F(Pi'xu) + F(Pé' v,)]
Jj u
< Z A (F4 + Fp)
J

<F,+F (2.50)

bulunur. Bilesik sistemin ayrilabilir bir durumunun bilisim igerigi kuantum Fisher

bilisimi araciligiyla nicelendirildiginde yerel bilisim iceriginin toplamiyla sinirhidir.
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dimH, = d = dimH oldugu durumda {X,} ve {V,} gozlenebilirleri A ve B
altsistemleri igin ortonormal go6zlenebilirlerin tam kiimeleri olarak alinirsa (2.38)

denkleminden sirasiyla A ve B altsistemlerinin p, ve pg durumlar i¢in

Y FpaX)<d=1 Y F(ppy)sd-1 (2.51)

" W
esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda (2.49) esitsizligi

Z F(pas X, ® Iy +1, ® Y,) < 2d — 2 (2.52)
u
seklinde yeniden yazilabilir. Sonug olarak bu esitsizligi ihlal eden her durum dolanik

olmalidir. Bunun tersine, geleneksel varyans i¢in

z 82(X,), =d=Tr(p* 2 d~1 (2.53)
U

z 22(Y,), =d-Tr(p,)* zd~1 (2.54)
U

esitsizlikleri yazilabilir. Ayrica her ayrilabilir p,p durumu icin
D RX®I+1,8Y,) 22d-2 (2.55)
u

esitsizligi de saglanir. Sonug olarak bu esitsizligi ihlal eden her durum dolaniktir.

Varyans ve kuantum Fisher bilisimin ekstremal o6zelliklerinden (2.52) ve (2.55)
esitsizlikleri karsilastirilabilir: Varyans kuantum Fisher bilisim ile degistirildiginde
esitsizlik yon degistirir. Bi¢cimsel olarak birbirlerinin dualidirler ve bunlardan herhangi
birisi kullanildiginda bulunan dolaniklik kriterinden daha giiclii bir kriter elde etmek
icin birlikte disiiniilebilirler. Daha acik olarak d X d boyutlu herhangi bir iki-pargali

pag durumu ve herhangi {X #} ve {Y#} yerel ortonormal gozlenebilir bazlar1 i¢in

F = Z Flpap. X, @Iz +1, QY,) (2.56)
u

V= Z A(X, QI +1, ® Yu)pAB (2.57)
u

denklemleri yazilabilir ve [0, c0) araligi

[0,00) =[0,F) U[F,V] U (V, ) (2.58)
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seklinde ii¢ ayrik altaraliga ayrilabilir. Burada F <V ve F niceliginin sifirdan farklh
oldugu varsayilmistir. Bu durumda asagidaki karsilikli disarlayict senaryolar

sOylenebilir:

(i) 2d — 2 € [0,F) arahiginda ise dolaniklik kuantum Fisher biligimi kriteriyle
algilanir.

(i) 2d —2 € [F,V] araliginda ise algilama yetersizdir. Durumun dolanik olup
olmadig1 hakkinda bir sey sOylenemez.

(ilf) 2d—2€ (V,o) araliginda ise dolaniklik varyansa dayali yerel belirsizlik
bagintilar kriteriyle algilanir.

Ozel olarak, d x d boyutlu her psp = [P)(p| saf bir durumu i¢in kuantum Fisher
bilisimi varyansla ¢akisir. Bu durumda (2.52) ve (2.55) esitsizliklerinden

z F(oam X, ® Iy + 1, @ Y,) = 2d — 2 (2.59)
U

z 2(X, @y + L, ®Y,) =2d-2 (2.60)
u

bulunur. Bu esitlikleri ihlal eden her saf durum dolanik olmalidir. Sonug olarak, her saf
durum dolanikli§i her zaman LURs ve kuantum Fisher bilisimi kriterlerinin bir

bilesimiyle belirlenebilir.

Ornek 2.3: dim#, = 2 = dimHp olsun. pus = [P)WY|; 1Y) = (1/¥2)(]00) + |11))

iki-kiibit saf durumu igin yerel ortonormal bazlar

I o4 o0, 03
x,}={v}= {ﬁ’ﬁ’ﬁ’ﬁ} (2.61)

seklinde secilebilir. Burada o; Pauli matrisleridir. Bu durumda

Z Flpap. X, @Iz +1, ®Y,) = Z A (X, QI +1, ® YM)pAB

u u
=4>2d—-2=2 (2.62)

bulunur. psp durumunun dolanikligi kuantum Fisher bilisimi ve varyans kriterleriyle

algilanabilir.
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Asagidaki Ornek kuantum Fisher bilisimi kriterinin bazi durumlar igin varyans

kriterinden daha gli¢lii oldugunu gosterir.

Ornek 2.4: dimH, = 3 = dimHjp, {|0),|1),|2)} bazlar1 K, uzaymin (ayn1 zamanda
Hp) ortonormal bir baz kiimesi ve

1
V3
H, @ Hp uzaymdaki 3 x 3 boyutlu bir durum olsun. A altsisteminin {X,} yerel

I
pap() = (1 —p)g+pidNel ;  [¢)=—=(00)+11) +[22)) (2.63)

ortonormal bazlari

Xo=10X0l, X, =11l X, = 12)¢2]
Xe= 10X+ 110D, X5 =—=(10)2I + [2)0D
X =G+ 1201, X ===(10)1] = [1)(0D
Xo == (1021 = 120D , X, = =112 = [2)1) (2.64)

seklinde alinabilir. Benzer sekilde B altsistemi i¢in de {Yﬂ} yerel ortonormal bazlari

tanimlanabilir. p = 0,7 degeri icin

Z Flpap, X, @Iz +1, ®Y,) = 42609 >2d —2 =4 (2.65)
u
2 = — 2 =
D RX @1+ L ®Y,) =62667>2m-2=4 (2.66)
u

elde edilir. Boylece p = 0.7 igin saf-olmayan p,z(p) durumundaki dolaniklik kuantum
Fisher bilisimi kriteriyle algilanabilirken varyans kriteriyle algilanamaz. Alternatif
olarak (2.52) esitsizliginden dolayr bu durumun dolanik oldugu sdylenebilir. Fakat
(2.55) esitsizliginden dolayt durumun dolanik olup olmadigi hakkinda bir sey

sOylenemez.
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EK 3 Diger Dolamikhk Taniklar:

3.1 k —Schmidt Taniklar1

Blok-pozitif islemciler, pozitif islemcilerin aksine spektrumlariyla karakterize
edilemezler. Bu boliimde 6zdegerlerinin ve karsilik gelen 6zvektorlerinin 6zellikleriyle

tamamen karakterize edilen dolaniklik taniklar1 siniflar1 incelenecektir.
Her Hermitsel islemci, W, W_ = 0 olmak iizere

w=w,-w_,; W,=>0, W_=0 (3.1
seklinde iki pozitif islemcinin farki olarak yazilabilir. W islemcisinin 6zvektorleri
P, = [P W, | izdisim islemcileri cinsinden yazilabilir ve [i,) vektorleri (a =

1,..,dved = d,dg), H,p uzayinda ortonormal bir baz olustururlar. Birim islemci
d
1L ®ls= ) P (32)
a=1

P, iglemcileri cinsinden yazilabilir. Ayrica keyfi bir L ; 0 < L < d tamsayisi i¢in

d
w. AP, W, = z AP, 5 A, =0 (3.3)

a=1 a=L+1

=

islemcileri tanimlanabilir. (3.3) denklemiyle verilen ilk bagmtidaki P islemcileri, W
islemcisinin negatif 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerini, ikincisi ise pozitif
0zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri betimlerler. Bu yazim, W, > 0 oldugunu ve
W tam@inin negatif 6zdegerlerinin W._"'ye katildigini garanti eder.  |) € Hyp

boylandirilmis bir vektor olsun ve bu vektoriin Schmidt katsayilar

si(1Y) = = s4([Y) ; d =min{d,, dg} (3.4)
seklinde verilsin. Bu durumda |y) vektoriiniin k —normu

k

IIE =D 2w 5 vk e [L,d] (35)

j=1
seklinde tanimlanir. Buradan

)l < MMz < - < [l1)lla (3.6)
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siralama bagintis1 yazilabilir. |[||p)]l; normu, [¢) vektoriiniin maksimal Schmidt
katsayisini verir ve boylandirmadan dolay1 |[[)]|3 = |||$)||? bulunur. Ozel olarak [ip)
en dolanik durum ise s;(|p)) = -+ = sa([¥)) = 1/d ve |||P)||z2 = k/d bulunur. Bu

tanima egdeger olarak [i) vektoriiniin kK —nornu

I)IE = rllfl(lgl)XI(llJIdJ)I2 (3.7)

olarak da tanimlanabilir. Burada maksimum SR(|¢)) <k olacak sekilde tiim

boylandirilmis |¢p) € H,p vektorleri tizerinden alinir.

Her [ > 1 tamsayist1 i¢in

1= ) Il > 0 (3:8)

olsun. Bu durumda

= D Al
SR A T

Hi— < 1y (3.9)

tanimlanabilir.

Teorem 3.1: YL_ |[[Y )2 <1 olsun. a=L+1,..,d igcin A, =y esitsizligi
saglaniyorsa W € L, yazilabilir. Ayrica Ys_ |[|[W )51 <1 ve a =L+ 1,..,d igin
Uks1 > Aq i€ W & L1 bir  (k+ 1) —Schmidt tamigidir (Chruscinski vd. 2009a,
Chruscinski ve Kossakowski 2009).

3.2 Karsihkh Yansiz Bazlar ve Dolamikhik Taniklar

{le;)}, {l f])} € C% seklinde verilen iki ortonormal bazin karsilikli yansiz bazlar (Mutually

Unbiased Basis - MUB) olmasi igin gerek ve yeter kosul

1
el =2 5 vij=1..d (3.10)

esitliginin saglanmasidir. {B;, ..., By,} baz kiimesindeki B; ve B; bazlarindan herhangi

ikisi karsilikli yansiz bazlarsa {B;, ..., B,,} bazlarina, karsilikli yansiz ortonormal bir baz
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kiimesi denir. C%’de en fazla d + 1 tane karsilikli yansiz baz vardir ve d bir asal say1 ise

(3.10) denklemi elde edilir (Wootters ve Fields 1989). d = 2 igin

e t+e; ey — el} _ {eo +ie; ey — iel}

N YR R N

seklinde li¢ tane MUB bulunabilir. Bu bazlar sirasiyla o3, 0; ve g, Pauli matrislerinin

B; ={ep, €1} , B ={ (3.11)

dzbazlaridirlar. C*°de tammli herhangi iki {B, ..., B} ve {B;, ..., B} MUB kiimesi

i¢in
m d
Im(p) = z Z <ei(“) R fi(“)| p |ei(a) ® fi(“)> ; e eB, ,fj(“) €B, (3.12)
a=1i=1
tanimlanabilir.

Onerme 3.1: p durumu ayrilabilirse
m-—1
() S1+—— ; m<d+1 (3.13)

esitsizligi saglanir (Spengler 2012).

Bu durumda iki-parcali

m d
m-—1
W = 2l @Iy = ) > [e) ] @ [N O] A =1+7=  314)

a=1i=1

islemcisi blok-pozitiftir. Buradan W pozitif degilse bir dolaniklik tanigidir sonucuna

ulasilabilir.

Ornek 3.1: d =2 i¢in {B;, B,, B3} bazlar1 (4.86) denkleminde tanimlanan bazlar ve
B, = B} olsun. m = 3 igin

bulunur. Bu durumda W; tamigi, tim dolanik iki-kiibit izotropik durumlar algilar.
Ayrica m = 2 igin, tiim saf dolanik durumlar algilanir ve m = d + 1 ise C% @ C%’deki

tiim izotropik durumlar da W tanigiyla algilanir.
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3.3 Bell Esitsizlikleri ve Dolamikhik Tamklar:

Dolaniklik taniklari, kuantum dolaniklik kavraminin merkezinde bulunan iinlii Bell
esitsizlikleriyle dogrudan iligkilidir (Brunner vd. 2014). Bell, kuantum teorisinin
ongoriilerinin yerellik kavramiyla uyumlu olmadigini gdstermistir (Bell 1964). Iki-
parcal1 bir sistem i¢in bir Bell deneyinde, herhangi bir x ve y yerel 6l¢iim ciftleriyle a

ve b ciktilarina bir p(a, b|x, y) kosullu olasilig1 karsilik gelir. Yerellikten dolay1

p(a,blx,y) = f p(alx, 1) p(bly, Da(D)dA (3.16)
Q

olacak sekilde bir Q olasilik uzay1, p(a|x, A) ile p(b|y, A) dlgiilebilir fonksiyonlar ve Q
uzayinda bir q(A)dA olasilik 6l¢iisti vardir. Boyle p(a, b|x,y) olasiliklari, yerel gizli
degiskenler (local hidden variables - LHV) teorisine izin verir (Brunner vd. 2014). Bell
esitsizlikleri
ZZS,‘}},’ p(a,blx,y) < c (3.17)
ab xy

formundaki esitsizliklerdir ve (3.16) denklemini saglayan herhangi p(a, b|x,y) yerel
korelasyonlar1  tarafindan  saglanir.  (3.17) esitsizliginin  ihlali  p(a, b|x,y)
korelasyonlarinin yerel olmadigina taniklik eder. Bu taniklik, F,'da Yo Mg, =1,
olacak sekilde pozitif operatorlerden olusan bir {M, } ailesi tammlanarak, bir x POVM

ol¢timiiyle iliskilendirilebilir. (3.17)’deki kosullu olasiliklar

p(a,blx,y) = Tr(pMyp @ Mpy,) (3.18)

esitligiyle tanimlanir. Bu durumda denklem (3.17)’deki Bell esitsizligi

D) S E(Mape ® My) < (3.19)

ab x,y

seklinde yeniden yazilabilir. Burada E, beklenen degeri ifade etmektedir. Karsilik gelen
dolaniklik tanig1 asagidaki gibidir:

W=cl, @Iz — ZZ S Mgy @ Mp). (3.20)

a,b xy
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Ikiye ayrilmis (dichotomous) gozlenebilirler igin, herhangi bir Bell esitsizligi

korelasyonlar cinsinden
IE(AxBy) = z abp(a,blx,y) (3.21)
a,b

esdeger olarak gosterilebilir. Burada A, = Y.q aMy, Ve B, = ¥, bMy,, seklindedir. Bu
durumda karsilik gelen dolaniklik tanig1 da

W=cl ®ly— ZAxy A4, ®B, (3.22)
Xy

olarak kurulabilir. Bell esitsizlikleri, her birisi iki sonu¢ veren iki dl¢ciim diizeneginin
secimine sahip iki gozlenebilir i¢in daha genel bir esitsizlige Clauser, Horn, Shimony ve

Holt (CHSH) tarafindan genigletilmistir.

CHSH esitsizliginin diizenegi asagidaki gibi ifade edilebilir: Kaynak iki parcacik yayar
(iki alicinin her birine bir pargacik) ve her alici sirasiyla, A; ve B; (i =1, 2) olmak iizere
iki dl¢ltimden birisini yapabilir. Fiziksel siirec LHV modeliyle tanimlanabilirse CHSH

tarafindan tiiretilen
|E(A{B,) + E(A,B,) + E(A,B;) + E(4,B,)| <2 (3.23)
esitsizligi saglanmalidir (Clauser vd. 1969). iki-kiibit durumu icin CHSH islemcisi
Beysu =a,-06 Q@ (b, +by)-0+a, 0@ (b;—b,) 0 (3.24)

seklinde yazilabilir. Burada a,,a,, by, b,, R3’te boylandirilmis vektdrler ve o =
(01,05, 03) Pauli matrisleri vektoriidiir. CHSH esitsizligi, LHV modelini kabul eden

tiim iki-kiibit p; g durumlari igin

Tr(pLuavBensn) < 2 (3.25)

esitsizliginin saglanmasini gerektirir. Tiim yerel durumlar icin pozitif olan ve asagidaki

gibi kurulabilen bir tanik, bir CHSH tanig1 olarak tanimlanir:
Wensn = 21; @ I — Beysh- (3.26)

Wegsy, bir “yerel-olmama tamigr” tamigidir. Yani Tr(pWeysy) < 0 ise p durumu bir
LHV modelini kabul etmez. Boyle bir durumun dolanik olmasi gerekir ve bundan

dolayr Weyey bir dolaniklik tamigidir. Bell esitsizlikleri ve dolamiklik taniklari
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arasindaki iliskinin analizi iizerine bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir (Terhal 2000, Hyllus

vd. 2005).

3.4 Cizgisel-Olmayan Dolanikhik Tamklari

Bolim 3.1°de gosterilen Peres-Horodecki kriterinden de bilindigi gibi iki-parcali
herhangi bir psp durumu ayrilabilirse pargali transpozu pozitif olmalidir. Bu kosulu
saglamayan herhangi bir 045 durumu dolaniktir ve en az bir negatif 6zdegeri vardir.
Herhangi bir dolaniklik tamigi bu negatif 6zdegere karsilik gelen |¢) O6zvektori

araciligiyla

W= Ip)el (3-27)

seklinde kurulabilir.

Diisiik boyutlarda PPT kriteri ayrilabilirlik i¢in gerek ve yeter kosul oldugundan bu
sekilde kurulan dolaniklik taniklari, bu durumlardaki tiim durumlarin dolanikligin
algilamak icin yeterlidir. Ayrica bdyle taniklar, ayristirilabilir optimal taniklardir
(Gtihne vd. 2002). Fakat tiim dolanik durumlarin dolanikligini algilayabilen evrensel bir
dolaniklik tanig1 yoktur. Bunun icin ¢izgisel bir dolaniklik taniginin algiladigi tiim
durumlarin dolanikligin1 algilayan ve bu tamigin cizgisel-olmayan gelistirmeleriyle
kurulan ¢izgisel-olmayan dolaniklik taniklart da kurulabilir. Herhangi bir W
islemcisinin ¢izgisel-olmayan bir gelistirmesi, X, = X} + iX{" islemciler kiimesi ve
bunlarin (Xy), beklenen degerlerini igerir. Burada X7 ve X", X, islemcilerinin
Hermitsel ve anti-Hermitsel kisimlarim gosterir ve (Xj),(X k); = (XIDA(XEM)3 esitligi

saglanir. (X), = Tr(Xp) seklinde ifade edilir.

Bolim 4’te de gosterildigi gibi, genel olarak cizgisel bir dolaniklik taniginin p
durumundaki beklenen degeri f = Tr(pW) seklinde ¢izgisel bir fonksiyonel ile
verilebilir ve f < 0 oldugunda yani p durumunun en az bir negatif 6zdegeri varsa W
tanigl, p durumunun dolanikligini algilar. Fakat tiim ayrilabilir durumlarda hala pozitif

kalan
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Fp) = Tr(Wp) = ) a; (XY, (X)), 2 0 (3.28)

cizgisel-olmayan fonksiyoneller de kurulabilir (Giihne ve Liitkenhaus 2006). Burada «;,
gercel parametrelerdir ve X; islemcileri, ayrilabilir bir p,p durumu i¢in F(pug) =0
esitsizligini saglayacak sekilde segilirler. (3.28) denklemindeki ikinci terim W taniginin
cizgisel-olmayan kuadratik bir gelistirmesidir. Daha yiiksek mertebe gelistirmeler de

miimkiindiir ve bunlar, daha giiclii bir kosulun varligin1 garanti etmezler.

W= |¢)(¢)|F formundaki bir taniklar igin, ¢izgisel-olmayan iki tirli gelistirme

miumkindiir.

Teorem 3.2: (a) W = |<]5)(<]§|F bir dolaniklik tamigi olsun. Keyfi bir [¢) igin X =
o)} Y| ve s(¥), |P)’nin en biiyiik Schmidt katsayisinin karesi olarak segilsin. Bu

durumda
1

FO) = 841" = 505

(X)X, (3.29)
W tanigimin ¢izgisel-olmayan bir gelistirmesidir.

(b) W= |q§)(q§|r bir dolaniklik tanmigi olsun. X; = |¢p) ;| ve H,p uzayindaki

ortonormal {1);)}¥_; baz kiimesi icin

k
FA(p) = (191N, = ) (XD, (D), (330)
i=1

tanig1 da W tamiginin ¢izgisel-olmayan bir gelistirmesidir. Burada tiim parametreler i¢in

a; = 1 sec¢imi (3.28) denklemiyle verilen tanigin pozitifligini garanti eder.

Teorem 2 (a)’da |¢) ve [|¢), boylandirilmis durumlardir ve (3.28) denklemindeki
a; = a sayisi tektir ve 1/a = s(y) seklindedir.

Ornek 3.2: W = |¢)<¢|r ve |¢) = (|00) + [11))/V/2 olsun. Cizgisel dolaniklik tanig

W=%(H®H+O‘x®O‘x+0'y®0'y+O'Z®O'Z) (3.31)
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seklinde Pauli matrisleri cinsinden yazilabilir. W tanig1 o, & oy, 0, Q 0, Ve 0, ® g,
Olctilerek degerlendirilebilir. Bu ii¢ 61¢tim optimal dlgiimlerdir. Bu tanigin gelistirmesini

kurmak i¢in |y) = (J01) + |10))/v/2 seklinde Bell durumlarindan birisi segilsin.

Teorem 3.2 (a) kullanilarak ¢izgisel-olmayan dolaniklik tanigi

1 1 2 1 2
FO(p) = W), — gl ®T+1Q o) — 2oy ® 0, — 0, Q 0y) (3.32)

kurulabilir. Teorem 3.2 (b) ve [1;) olarak dort Bell durumu kullanilirsa

1
FO(p) = W)y — 1z (0 ®T+1® 0. + (0, ® 0, — 7, ® 7,)%)
1
—1—6((ay QRI+1Q gy) +(0y @ 0, — 0, ® 0,,)?)

1
<0 (0, @1+ 1Q 0,)* + (0, @ 0, — 0y, @ 0,)*> +(W)2)  (3.33)

cizgisel-olmayan dolaniklik tanigi bulunur.

Bu yaklasim PPT kriteriyle iligkili olmayan dolaniklik taniklari i¢in pozitif gonderimler

araciligiyla genellenebilir.

Verilen bir iz-koruyan pozitif A génderimi i¢in, herhangi bir p durumunun dolanikligini

algilayan W tamigi i¢in Tr(Wp) = A_ < 0 oldugundan

W = (idy ® A°)|p)] (3.34)

seklinde kurulabilir. Burada |¢), (id4 @ A)p gonderiminin A_ negatif 6zdegerine
karsilik gelen bir 6zvektoriidiir. Parcali transpoz, id, ® AP ile degistirilerek (3.34)
denklemindeki tanik, teorem 3.2’deki gibi gelistirilebilir.
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EK4 €% ® C% Uzayinda Kosegen-Tipi Dolamklik Taniklar

C* ® C* uzayindaki Hermitsel bir islemci siifi

d
W =) ;W (4.1)

ij=1
blok formda tanimlanabilir. Burada i # j i¢in W;; = —E;; seklindedir ve kdsegen

bloklar
d

Wi = Z ik Exie 5 aie =0 (4.2)
k=1

d X d’li bir A matrisinin matris elemanlariyla kurulur. Kosegen-dis1 W;; blok matrisleri
sabittir ve tiim W;; kosegen bloklar a;; elemanl kdsegen d x d’li matrislerle temsil
edilirler: (W;;);; = a;j. Bunun bir sonucu olarak W (A) matrisine kosegen-tipi bir

islemci denir. Kosegen-tipi bir islemci
UQUWAU QU =w(4) (4.3)

yerel simetriler altinda degismezdir. Burada U, gercel A;, degerleri i¢in

d
U= z etk Ey, (4.4)
k=1

seklinde tanimlanan tiniter bir islemcidir.

Teorem 4.1: Kosegen-tipi bir W (A) islemcisi

d
|Xi|2

B;(x)

i=1

<1, vxec (4.5)
esitsizligini sagliyorsa blok-pozitiftir. Burada
d
) 2
Bi(X) = |xl-| + al-j |X]| (46)
j=1

seklindedir. Ayrica W (A) islemcisinin pozitif olmasi igin gerek ve yeter kosul i # j i¢in

D;j = —1ve D;; = a;; olacak sekilde D matrisinin pozitif olmasidir (Chruscinski 2007).
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Ornek 4.1: d = 2 icin
W(A) = E;; QWi + E1; @ Wip + Exy @ Wy + Epp @ Wa, (4.7)

bulunabilir. Burada

_ aiq 0 _ 0 -1 _ 0 0 _ azq 0
Wll_( 0 a12)’ le_(o 0 )' WZI_(—l 0)' WZZ_( 0 azz)

seklinde tanimhidirlar. A ve D matrisleri ise

_ (%11 Qr2 (a1, —1)
A= (a21 azz) ’ b= (—1 az; (48)
bulunur. Bu durumda (4.5) esitsizligi
xq|? X |2
| 1L : | le <1 (4.9)
(a;; + Dx1|? + agzlx,| (azz + Dlxz|? + azq x|
seklinde yazilabilir. |x,| = |x,| alinirsa
A1107; + Q12031 = 1 —ag1a;1 — A204; (4.10)

elde edilir. a;;a,, = p? ve a;,a,; = q? doniisiimleri yapilarak ve
Q11022 + Q120 = p* + 4% = (p + q)* — 2pq, (4.11)

2pq = 2\/ A11A22012021 < Q11021 + Q2017 (4.12)

denklemleri kullanilirsa (4.10) esitsizligi

Q1022 + Q12051 = (P + q)° — a11az1 — Az201; (4.13)
seklinde yeniden yazilabilir. Tiim blok-pozitif islemciler ayristirilabilir oldugundan bu
kosul W(A)’nmn blok-pozitifligine esdegerdir. Ayrica a;,a,, = p? <1 iken W(A)
ayristirilabilir bir dolaniklik tanigidir ve D pozitif bir matris degildir.

d = 3 i¢in (4.5) denkleminin ¢6ziimii daha zordur. A matrisi
a; =a, aij = 5i—1,jCj ) i :F] (414)

elemanlariyla tanimlansin. d = 3,4, 5 i¢in A matrisi sirasiyla
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0 0 0 ¢
a 0 0 0 @ 5
a 0 ¢ ¢ a 0 0 cqc a 0 0 0\|
1 a 0 ) o ) 0 (&) a 0 0 (415)
0 ¢ a 0
0 ¢ a 0 ¢ 0 0 ¢ a O
0 3 a 0 0 0 c, a
bulunur. Bu durumda kosegen bloklar
Wi=aE;+c1Ei1;9 5 i=1,..,d (4.16)

seklinde yazilabilir.

Teorem 4.2: a,cy,...,cq > 0 olsun. W(a;cy, ..., ¢q) islemcisinin bir dolaniklik tanig
olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki 6zelliklerin saglanmasidir (Ha 2003):

(i) d—1>a=>d-2,

(i) (1 wrc)Viz2d-1-a

Ayrica W (a; ¢4, ..., ¢gq) islemcisi atomik bir dolaniklik tanigidir.

Onerme 4.1: W(1; ¢y, c,, c3) islemcisi ¢;c,c3 = 1 ise ekstremal bir dolaniklik tanigidir

(Osaka 1991, 1992).
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EK5 C*M ® C?N°de Optimal Dolamikhik Taniklar: Sinifi

Bu bélimde C*V @ C*N°de kosegen formda olmayan optimal dolamiklik taniklari

incelenecektir.

5.1 M,(C)’de Robertson gonderimi

Herhangi bir X € M,(C) islemcisi
2
X= Z E; QX = (X“ X“) i X EMy(C),  i,j=12 (5.1)
=1 J J X21 X22 J

seklinde blok formda yazilabilir. Bu durumda A,:M,(C) - M,(C) Robertson

gonderiminin X islemcisine etkisi

1 _ T
A,(X) = <_[ [,TrX,, [X12 + RZ(XIZ)]> (5.2)

2 Xp1 + RZ(X2T1)] I,TrX,,

blok-formunda yazilabilir (Robertson 1983). Burada R,, M,(C)’deki indirgeme

gonderimini gostermektedir:

R, (x11 x12) _ ( X22 —xlz). (5.3)

X211 X22 —X21  X11
Boylandirma carpant A, gonderiminin iinital ve iz-koruyan bir gonderim olmasini

garanti eder. A, génderiminin M, (C)’deki E;; matris bazlar {izerindeki etkisi
A4(Eyy) = A4(E3p) = %(E33 + Eya), A4(Ey3) = _%(E13 + Ez4),
A4(E33) = A4(Esy) = %(En + E3), A4(Eps) = —%(Em + E31)
A4(Eqy) = —%(EM — E33), A4(Ep3) = —%(E23 + E4q),

ve A4(E ;) = A4(E34) = 0 seklinde yazilabilir.

Onerme 5.1: A, Robertson génderimi asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(1) Pozitif ekstremal bir gonderimdir. Dolayisiyla optimaldir (Robertson 1983).
(i)  Atomiktir ve dolayistyla ayristirilamazdir (Chruscinski ve Kossakowski 2008a).
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(iii)  Ekspozedir (Chruscinski ve Sarbicki 2012b).
(iv)  SPA hipotezini saglar (Chruscinski vd. 2009Db).

Bu gonderime karsilik gelen dolaniklik tanigi

4

ij=1

acikca kosegen formda degildir.

5.2 Breuer-Hall gonderimi

Ay: My (C) = M,y (C) gizgisel Breuer-Hall gonderimler sinifi

Ay(X) = [I,yTrX — X — UXTUT] (5.5)

1
2(N—-1)
seklinde tanimlanir (Breuer 2006, Hall 2006). Burada U, C*¥°de antisimetrik {initer bir
matristir: U = —UT. Boylandirma carpam A, gonderiminin iinital ve iz-koruyan bir
gonderim olmasii garanti eder. Breuer-Hall gonderiminin herhangi bir rank—1 P

1zdlistim islemcisine etkisi

AU(P) = [HZN - P - Q] (5.6)

2N -1)
seklinde bulunur. Burada Q, PQ =0 ozelligini saglayan rank—1 bir izdisim
islemcisidir. Yani P = |[Y}y| ise Q = |¢p)(¢| seklindedir ve |¢p) = U|y) ile verilir. U
matrisinin antisimetrikligi (¢|¢) = (Y |U|p) = 0 olmasim garanti eder. Bundan dolayi

I, — P — Q bir izdiisiim islemcisidir.

Onerme 5.2: A, Breuer-Hall gonderimi asagidaki dzelliklere sahiptir:
() Atomiktir ve dolayisiyla ayristirilamazdir.

(i)  nd-optimaldir (Breuer 2006).

(il) N = 2 igin ekspozedir (Chruscinski ve Sarbicki 2012a).

Sonu¢ 5.1: N = 2 ve

01 0 0
. -1
U=Uy=il, ® g, = 0% 8 2 (5.7)
0 0 -1 0
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ise Ay,gonderimi, A, Robertson génderimini iiretir. Uy = illy @ o0, alimrsa M,(C)’den
M,y (C)’ye Robertson gonderiminin dogal bir genellemesi elde edilir (Chruscinski ve

Pytel 2010, 2011). 2 x 2 blok X;; matrislerine sahip N X N boyutlu bir matris olarak

X € M,y (C) matrisi alinirsa

X11 X12 Xlk 1 Al _BIZ _Blk
Xo1 Xozo o Xok —By; A, o =By
A : : ; =— ) ) 5.8
G\ i i T 20k—D : S (5:8)
X1 Xz o Xkk —By1 —Bkz 0 Ag

bulunur. Burada Ay, = 1,(TrX — TrXy) Ve By, = Xy + R, (X{)) seklindedir.

5.3 Robertson gonderiminin genellemeleri

Bu béliimde Robertson gonderiminin birkag genellemesi verilecektir. (5.2) denklemiyle
verilen gonderim asagidaki gibi genellenebilir: Bloklart N X N boyutlu X;; matrislerine
sahip 2 x 2 boyutlu bir X € M,,(C) matrisi igin, A,y: M,y (C) » M,y (C) gizgisel
génderimi

A Xi1 X2\ 1 IyTrX,, —[X12 + Ar(XTH)] (5.9)
N\Xy X —[Xy1 + AR (XT)] IyTrX '
21 22 21 r\A21 NITA11

N

seklinde tanimlanir (Chruscinski vd. 2009b). Burada Ag(X) = IyTrX — X, My(C)’de

tanimli indirgeme gonderimidir.

Onerme 5.3: A,y gonderimi pozitif, ayristirilamaz ve optimaldir (Chruscinski vd.
2009b). Ayrica bu gonderim ekspoze dolayisiyla ekstremaldir (Sarbicki ve Chruscinski
2013).

Ikinci bir genelleme olarak, N = 2 igin CP bir Az o Ay gdnderiminin Choi-Kraus

temsilini saglayan

AR(X) = O-2XTO-2 (510)

gosterim yazilabilir. o, Pauli matrisi iiniter ve antisimetriktir. A yerine UXUT alinirsa

(U, €?N*de iiniter antisimetrik bir matris) AYy: M,y (C) = M,y (C) gizgisel gonderimi
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A, (X11 Xlz) ztv <_[ oy T7Xo; —[X12 + UX12UT]> (511)

XZl XZZ - X21 + UXZlUT] HZNTTX11

seklinde tanimlanir.

Onerme 5.4: AY, gonderimi pozitif, ayristirilamaz ve optimaldir.

Son olarak (5.8) denklemindeki gonderim asagidaki gibi genellenebilir: i # j i¢in,

z;j = zj; olacak sekilde bir z;; € C kompleks sayisi olsun. Bu durumda

X].l Xlz A X].N Al ZlZBlz ot ZlNB].N
@ X1 X2 0 Xon | _ 1 Z31 By, Ay v ZnByy
AZN . : ‘. : -
: : . : Z(N—l)
Xvi Xz 0 Xww Zy1By,  Zn2By, Ay
tanimlanabilir.

Onerme 5.5: Agzl\), gonderimi asagidaki Ozellikleri saglar (Sarbicki ve Chruscinski
2013):

(1) Agzlg gonderiminin pozitif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |Zl- jl < 1 esitsizliginin
saglanmasidir.
(if) Ayrnistirilamaz ve optimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul |Zl- J-l = 1 olmasidir.

Robertson gonderiminin diger genellemeleri de kurulabilir (Zwolak ve Chruscinski
2014).

Ayrnstirilamaz pozitif gonderimlerin bir baska insasi, bir spin ¢arpanina pozitif bir

izdiistim islemi uygulanarak elde edilir (Ha 2002, Stermer 2013).
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