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Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliim, tezde gerekli olan baz1 temel tanim ve teoremleri icermektedir.

Uciincii boliimde, ti¢ boyutlu Oklid uzayinda dairesel yiizeylerin bazi parametrik gosterim-
leri ve karakterizasyonlari verilmigtir. Ayrica, dairesel yiizeylerin 6zel bir ¢esidi olan roller
coaster yiizeyler, {n,c,w} alternatif hareketli cati ile tiretilmistir. Ek olarak, dairesel
yiizeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri verilmigtir. Son olarak, dairesel yiizeylerin
baz1 6zel parametre egrileri ile ilgili karakterizasyonlar elde edilmistir.

Dordiincii boliimde, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda dairesel yiizeylerin bazi parametrik
gosterimleri ve karakterizasyonlar: verilmistir. Bu kapsamda, oncelikle zamansi ve uzaysi
dairesel yiizeyler ile bu yiizeylerin geometrik uygulamalar: arastirilmigtir. Bir uygulama
olarak bu yiizeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri elde edilmistir.

Besinci boliimde, ii¢c boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmis dairesel yiizeyler incelenmis
ve bazi geometrik 6zellikleri verilmigtir. Daha sonra, genellestirilmis dairesel yiizeylerin
kuaterniyonik ve matris temsilleri ile bu ylizeylerin baz1 ¢zel parametre egrileri ile ilgili
karakterizasyonlar verilmistir.

Son boliim ise tartigma ve sonuglar kismina ayrilmigtir.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

CIRCULAR SURFACES AND THEIR GEOMETRIC APPLICATIONS

Zeynep CANAKCI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ismail GOK

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some basic definitions and theorems which are needed in the
thesis.

In the third chapter, some parametric represantations and characterizations of circular
surfaces have been given in the Euclidean 3- space. Furthermore, roller coaster surfaces
which are a special type of circular surfaces, has been derived according to an alternative
moving frame {n, ¢, w}. In addition, quaternionic and matrix representations of circular
surfaces have been given. Finally, characterizations related to some special parameter
curves of circular surfaces have been obtained.

In the fourth chapter, some parametric represantations and characterizations of circular
surfaces have been given in the 3-Minkowski space. Within this framework, firstly, timelike
and spacelike circular surfaces have been introduced and geometric applications of these
surfaces have been investigated. As an application, quaternionic and matrix representa-
tions of circular surfaces have been obtained.

In the fifth chapter, generalized circular surfaces have been examined in 3-Euclidean space
and some geometric properties have been given. Then, quaternionic and matrix repre-
sentations and characterizations concerning some special parameter curves of generalized
circular surfaces have been given.

The last chapter is devoted to the discussions and conclusions.

December 2018, 126 pages

Key Words: Circular surfaces, quaternionic represantations, roller coaster surfaces,
curvatures, fundamental forms, parameter curves, special curves.
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1. GIRIS

Bugiine kadar Diferensiyel Geometri alaninda egriler ve yiizeyler teorisi iizerine
bircok calisma yapilmistir. R? reel vektor uzaymda yiizey teorisinde 6zelikle acila-
bilir yiizeyler, regle yiizeyler, minimal yiizeyler, doénel yiizeyler gibi kendine has
ozeliklere sahip olan yiizeyler, geometri alaninin yani sira mimari, sanat, kine-
matik, mekanik ve robotik alanlarinin da ilgisini ¢ekmigtir. Bir regle yiizey bir
parametreli dogru ailesi ile iiretilen yiizeydir. Dogrular R? reel vektor uzayinda en
basit egriler oldugundan, regle yiizeylerin 20.yiizyilin ortalarina kadar basit yapih
yiizeyler oldugu diigiiniiliiyordu (Izumiya vd. 2007). Ancak mimarhk ve bilgisayar
destekli tasarim gibi baz1 6zel alanlarla etkileyici uygulamalar1 yapildi (Pottmann
vd. 2001, Marsh 2005). Regle yiizeyler ve dairesel yiizeyler arasinda yakin bir iligki
vardir. Tanjant regle yiizey karakteristikleri regresyon egrisinin kogesine teget olan
diiz dogrulardir. Regresyon egrisinin kogesi acilabilir teget regle yiizeylerin singiiler
noktalarini olugturur. Ting ve arkadaslari uzaysal ve kiiresel harekette diizlemin
durumuna gore regresyon egrisinin kogesinin 6zelliklerini genis bir bicimde inceledi

(Soni vd. 1983, Ting vd. 1983).

Bu tez caligmasinda ilk olarak Izumiya ve arkadaglar tarafindan tanimlanan sabit
yaricapli standart cemberlerin bir parametreli aileleri ele alinacaktir. Bu tiir yiizeyler
sabit yaricaplh dairesel yiizeyler olarak adlandirihr. Yaricapin sabit oldugu durum-
larda yiizeyler kisaca dairesel yizeyleri ifade edecektir. Bu tezde yaricap fonksiyonu
iireten gemberlerin parametresi secilerek elde edilen dairesel yiizeylere de yer verile-
cektir ve bu tip ylizeyler genellestirilmis dairesel yiizeyler olarak adlandirilacaktir.
Regle yiizeyler gibi dairesel yiizeyler de 6nemli uygulamalari olan ve kendine has 6ze-
likleri olan bir konudur. Nobuko Takeuchi bazi gemberleri iceren yiizeyleri ayrintili
bir gekilde incelemigtir (Ogiue vd. 1984, Takeuchi 1985, Miyaoka vd. 1992, Ogiue
vd. 1993, Ogiue vd. 1994, Takeuchi 2000). Bir dairesel yiizey bu tiir 6zelikleriyle
kendine 0zgii bir yiizeydir. Dairesel yiizeylere bir 6rnek olarak, bir uzay egrisinin

kanal (tiip) yiizeyi verilebilir.



Tiip ylizeylerle ilgili rasyonel parametrezisyon, taban egrisi rasyonel egri alinarak
verilmis (Lii vd. 1996) ve daha sonra da kanal yiizeylere genellenmistir (Peternell
vd. 1997). Ayrica bu tip yiizeylerin Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim ve tip
alaninda bir¢ok uygulamasini gérmek miimkiindiir (Srinivas vd. 1994, Pratt 1995,

Bizzari ve Lavicka 2012, Bizzari 2014).

Kanal yiizeylerde taban egrisinin teget vektor alani, dairesel yiizeyin iireten gember-

lerinin bulundugu diizleme diktir.

Ancak dairesel yiizeylerde taban egrisinin teget vektor alani, dairesel yiizeyin {ireten
cemberlerinin bulundugu diizleme dik olmayabilir. Bagka bir deyisle, P 49,05, (., 6)
dairesel yiizeyinde egrinin herhangi bir uy, parametresi icin taban egrisinin teget
vektor alani as, ag vektor alanlarindan herhangi birine ya da ikisine dik olmayabilir.

Bu tip yiizeyler kanal olmayan dairesel yizeyler olarak adlandirilir.

Kanal yiizeyleri (ve 6zel hali olan tiip yiizeyleri) ve bu yiizeylerin parametre egrileri
ile ilgili hem Oklid uzaymda hem de farkh uzaylarda bir¢ok calisma yapilmigtir (Xu
vd. 2006, Karacan vd. 2007, Tuncer vd. 2011, Dogan 2012, Bulca vd. 2017, Ates
vd. 2018). Ancak genel dairesel yiizeyler ve roller coaster yiizeylere iligkin birkag

tane ¢aligma vardir (Izumiya vd. 2007, Cui vd. 2009, Gorjanc ve Jurkin 2015).

Kanal yiizeylerin genel singiileriteleri Porteus tarafindan incelenmistir (Porteus 1991).
Shyuichi Izumiya ve arkadaslar1 2007 yilinda yayinladiklar: bir ¢calismalarinda regle
yiizeyler ile karsilagtirarak dairesel yiizeylerin singiileriteleri ve geometrik 6zeliklerini
aragtirmiglardir (Izumiya vd. 2007). Ayrica dairesel yiizeyler iizerinde bulunan strik-
siyon egrilerini, regle yiizeylere benzer 6zelikleri g6z Oniine alarak incelemiglerdir.
Genel regle yiizeyler iizerinde bir tek striksiyon egrisi bulunmaktadir. Regle yiizey-

lerin tekil noktalar: striksiyon c¢izgisi {izerindedir.

Dairesel yiizeylerin tam olarak iki tane striksiyon egrisi vardir ve bu striksiyon egri-

lerinin her bir iireten ¢ember ile arakesiti birbirinin kutup noktalaridir.



Dairesel yiizeylerin singiiler noktalari agilabilir teget regle yiizeylerin incelenmesiyle
daha iyi anlagilabilir. Dairesel yiizeylerin tekil noktalar striksiyon egrisi iizerindedir.
Bir yiizeyin Gauss egriligi sifir ise o yiizeye a¢ilabilir yiizey denir. Agilabilir ylizeyler
bir silindirin, koninin ya da uzay egrisinin acilabilir tegetinin bir parcasi oldugu
bilinmektedir. Acilabilir yiizeyler her bir dogrultularinin umbilik ya da tekil nokta
olma diginda egrilik cizgisi olma 06zeligiyle de karakterize edilebilir. Boylece dairesel
bir yiizeyin acilabilir olma 6zelligini de yiizeyi iireten her bir cemberin umbilik ya da
tekil nokta diginda egrilik ¢izgisi olma 6zelligi ile benzer olarak diigiinebilir. Boyle
dairesel yiizeyler kanal yiizeyi, kiire, Roller coaster yiizeyi olarak siniflandirabilir ya

da bu iig yiizeyle diizgiin baglantili bir yiizey olarak verilebilir (Izumiya vd. 2007).

Ug boyutlu Oklid uzayinda bir regle yiizeyin singiiler noktalarinin sadece cross caps
oldugu gosterilmigtir (Izumiya vd. 2001, Izumiya vd. 2003). Shyuichi Izumiya ve
arkadaglari, (Izumiya vd. 2007) adli ¢aligmalarinda dairesel yiizeylerin de singiiler
noktalarinin sadece cross caps oldugunu gostermislerdir. Acilabilir teget yiizeylerin
singiiler noktalarinin cusp kenarlari, swallow tails ya da cuspidal cross caps oldugu
da 6nceki galigmalarda ispatlanmgtir (Mond 1982, Shcherbak 1986, Ishikawa 1993).
Diger taraftan genel acilabilir teget yiizeylerin singiiler noktalar: cusp kenar ya da
cuspidal cross caps noktalaridir (Cleave 1980). Porteous’a gore genel kanal yiizey-
lerin singiiler noktalar1 cusp kenar1 ya da swallowtails igindedir (Porteus 1991).
Ayrica Shyuichi Izumiya ve arkadaglari (Izumiya vd. 2007) ¢aligmalarinda genel
roller coaster yiizeylerin singiiler noktalarinin cusp kenar, swallowtails ya da cus-
pidal cross caps icinde oldugunu gostermistir. Ayrica yine ayni calismada teget
acilabilir yilizeylere benzer sekilde teget dairesel ylizeyler tanimlanmigtir. Dairesel

yiizeylerin geometrik yapilari regle yiizeylerden daha genistir.

Cui ve Dai (2009) ¢caligmalarinda, sabit yarigaph kanonik olmayan dairesel yiizeylerin
kinematik geometrisini incelemistir. Dairesel yiizeylerin 6zel bir ¢esidi olan tanjant
dairesel yiizeyler de ele alinmigtir. Dairesel yiizey ve acilabilir tanjant regle yiizeyler

arasindaki iligki aragtirilmigtir.



Bir reel split kuaterniyon ii¢ boyutlu reel vektor uzayinda (ii¢ boyutlu Minkowski
uzaymda) geometrik olarak bir dénme yaptirir. Dolayisiyla ii¢ boyutlu bu vektor
uzaylarinda Euler acilarinin bulundugu veya doénme hareketinin oldugu teorilerde
kuaterniyonlarin kullanilmasi miimkiindiir. Bu gercekten hareketle, Aslan ve Yaylh
caligmalarinda {i¢ boyutlu reel vektoér uzayinda reel kuaterniyonlari ve karsilik gelen
matrisleri kullanarak kanal yiizeyler i¢cin geometrik gosterimler ve uygulamalar elde
etmiglerdir (Aslan ve Yayl 2016a). Dahasi bunu split kuaterniyonlar yardimiyla
bagka bir ¢aligmalarinda ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda da vermiglerdir (Aslan ve
Yayli 2016b). Daha sonra Gok (2017) yilinda yayimladigi ¢aligmasinda alternatif
{n,c,w} ¢atis1 yardimiyla taban egrisi bir uzay egrisinin kiiresel gisterge egrileri
olan kanal yiizeylerini tanimlamig ve kuaterniyonlar yardimiyla geometrik uygula-
malarmi vermigtir (Gok 2017). Bu ¢aligmanin Minkowski uzayinda split kuaterni-
yonlar yardimiyla verilen teorisi yine 2017 yilinda yapilan (Kocakugakh vd. 2017)

calismasi ile yayimlanmigtar.

Bu kuaterniyonik yaklagim bicimi en genel olarak (Bastl vd. 2014, Bizzarri 2014)
adli caligmada verilmig ve CAD-CAM uygulamalar1 yapilmigtir.

Bu tez cahsmasinda &ncelikle iic boyutlu Oklid uzaymnda Izumiya ve arkadaslar
tarafindan verilen yiizeylerin (dairesel yiizeyler ve roller coaster yiizeyler) tanimui,
baz1 parametrik gosterimleri, karakterizasyonlar: verilmistir. Uc boyutlu Oklid uza-
yinda bir uygulama olarak dairesel yiizeylerin 6zel bir simifi olan roller coaster
yiizeyler alternatif {n, c,w} ¢atisina gore ele alimnmig ve bazi karakterizasyonlar ve-
rilmigtir. Biraz acmak gerekirse, 3. Boéliimiin 3.2. kisminda roller coaster yiizeyin
taban egrisi n,c ya da w dogrultu egrileri secilerek yiizeyler tanimlanmig ve bu
yiizeylerin karakterizasyonlari elde edilmigtir. 3.3. kisminda ise, dairesel yiizey-
lerin kuaterniyonik ve homotetik hareket matrisi yardimiyla verilen uygulamalar:
ornekleri ile birlikte yer almaktadir. Ayni kisimda, dayanak egrisi bir uzay egrisinin
kiiresel gbstergesi olan roller coaster yiizeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri
ornekleriyle birlikte verilmigtir. Bu boliimiin son kisminda, yiizeylerin parametre

egrilerinin baz1 0zel egriler olma kogullarina iligkin karakterizasyonlar verilmigtir.



Son olarak, dairesel yiizeylerde yaricap fonksiyonu iireten cemberlerin a¢1 parame-
tresine baglanmig ve genellestirilmis dairesel yiizey tanimi verilerek 6rnekleri ¢izilmis,

geometrik Ozelikleri, yeni temsilleri ve baz1 6zel parametre egrileri ele alinmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen boéliimlerinde kullanilacak olan bazi temel tanimlar,

teoremler ve kavramlardan séz edilecektir.

2.1 Oklid Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda tez icerisinde Oklid uzay ile ilgili kisimlarda kullanilacak temel kavram-

lar verilecektir.

Tamim 2.1.1. I, R reel sayilarin bir acik araligi olmak iizere o : I ¢ R — R3
biciminde diizgiin bir a doniigiimiine, R?® reel vektdr uzay: icinde bir egri denir.
R? 3-boyutlu Oklid uzaymnda dik koordinat fonksiyonlar1 z;, 2, 23 olmak iizere bir
a: I C R — R? egrisinin verildigini varsayalim. « doniisiimiiniin degerler ciimlesi R3

oldugundan, oy, aw, ag ile gosterilen 3 tane bilegeni vardir. Daha acik bir anlatimla
a = (ag,az,a3)
bicimindedir. Burada 1 < j < 3 olacak bicimdeki her j dogal sayisi icin
Tjoo=q;

dir. Her o fonksiyonu, I araligindan R reel sayilara giden bir fonksiyondur. o :
I C R — R? doniigiimiiniin diizgiin olmasi demek 1< j <3 i¢in a; fonksiyonlarinin

diizgiin olmasi demektir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.2. R? reel vektoér uzaymnda bir t parametresine bagh olarak verilen

a:IcR — R?

e alt) = (a(t), as(t), as(t))

egrisi i¢in

o da(t)  (dog(t) dos(t) das(t)
o) == _( at dt 0 dt ) (2.1)
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olmak iizere («(t),a/(t)) € Tgrs(t) vektoriine « egrisinin ¢ € I parametre degerine
kargilik gelen «(t) noktasindaki hiz vektorii veya teget vektorii denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tamim 2.1.3. R? reel vektor uzaymda o : I C R — R? egrisi verilsin. V ¢ € I icin

a/(t) # 0 ise « egrisine diizenli(regiiler) egri denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.4. o« : I C R da tamimh bir egri olsun. Eger, h : J — [ diferensiyel-

lenebilir bir fonksiyon ise

B=ah):J =1

bilegke fonksiyonu bir diferensiyellenebilir egridir ve [ egrisine h doniigiimii yardimiyla

« egrisinin yeniden parametrezisyonu denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.1.5. 3,J C R de tanimh R? reel vektér uzayinda tanimh bir egri olsun.
Vs € J icin
187 ()l =1

ise (3 egrisine birim hizli egri ve s parametresine de yay parametresi denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.6. R3 reel vektor uzayinda birim hizhi o : I € R — R? egrisi icin
e(s) =a(s) (2.2)

esitligi ile belirli e(s) vektoriine, «v egrisinin « (s) noktasindaki birim teget vektorii

denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.7. R? reel vektor uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin
k:ITCR—R, k(s)=|€(s)] (2.3)
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fonksiyonuna, « egrisinin egrilik fonsiyonu denir. Kabaca, s sayisinin biiyiikligii,
egrinin «(s) noktasindaki tegetinden ne kadar ayrildiginin olgiisiidiir (Sabuncuoglu

2004).

Tamim 2.1.8. R3 reel vektor uzayinda birim hizh o : I € R — R3 egrisi verilsin.

Vs € I igin, k (s) # 0 olmak {izere,

n(s) = e (s) (2.4)

esitligiyle belirli n(s) vektoriine, o egrisinin « (s) noktasindaki asli normali denir.

n vektor alanina, o egrisinin asli normal vekt6r alani denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.9. R? reel vektor uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisi icin
b(s)=e(s)An(s) (2.5)

esitligiyle taniml b(s) vektoriine, «v egrisinin « (s) noktasindaki binormali denir.

b vektor alanima, o egrisinin binormal vektSr alani denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.10. e(s), n(s), b(s) vektor alanlarina, o : I C R — R? egrisinin
« (s) noktasindaki Frenet vektOr alanlari denir. {e(s),n(s),b(s)} ciimlesine, «

egrisinin « (s) noktasindaki Frenet gatisi denir. (Sabuncuoglu 2004).

Tamim 2.1.11. R3? reel vektor uzayinda birim hizh o : I € R — R? egrisinin

Frenet ¢atis1 {e(s),n(s),b(s)} olmak iizere
T:ICR—R,7(s)=—((s),n(s)) (2.6)

bigiminde tanimh 7 fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7 (s)
sayisina egrinin « (s) noktasindaki burulmasi veya torsiyonu denir. |7| sayisi bir
bakima, egrinin a(s) noktasinin komgulugunda, bu noktadaki oskiilator diizleminden

ne kadar ayrildigimin bir dl¢iistidiir (Sabuncuoglu 2004).



Tanim 2.1.12. I, R reel vektor uzayinin bir agik araligi olmak iizere o : I C R —
R? geklinde s yay parametresi ile tamimh «(s) egrisi verilsin. «(s) egrisinin egrilik

ve torsiyonu k(s), 7(s) olmak iizere

H:I — R

s H(s):%

seklinde tanimh H fonksiyonuna, «(s) egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu

denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.1. R3 reel vektor uzaymda birim hizh o : I € R — R3 egrisinin

Frenet ¢atist {e(s),n(s),b(s)} olmak iizere

e'(s) = kn
n'(s) = —ke+T1bh
V(s) = —mn

denklemleri gerceklenir. Bu denklemlere Frenet-Serret denklemleri denir

(Sabuncuoglu 2004).

Teorem 2.1.2. R? reel vektoér uzaymnda keyfi parametreli bir o egrisinin Frenet
vektor alanlar

/

«
e —
o]l
/X "
b - o X a
o x "
n = bxe

bi¢iminde verilir. Bu durumda « egrisinin egrilik ve burulmasi, sirasiyla,

lo” x a”|

3
lo’]|
<a/ X O//, a///>

lor x o]

olur (Sabuncuoglu 2004).



Tanim 2.1.13. I, R reel vektor uzayinin bir agik araligi olmak iizere o : I C R —
R3 regiiler bir egri olsun. « egrisinin her noktasindaki teget vektor alanlari, sabit
bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa « egrisine bir genel helis denir (Hacisalihoglu

2000).

Teorem 2.1.3 (Lancret Teoremi). R? 3-boyutlu Oklid uzaymnda bir o egrisinin
egrilik ve burulmasi, sirasiyla, x ve 7 olmak iizere, « egrisinin bir genel helis ola-

bilmesi i¢in gerek ve yeter gart

T h = sabit
K

olmasidir (Lancret 1806).

Ozel olarak;

(i) « egrisinin egriligi x ve torsiyonu 7, egri boyunca sifirdan farklh birer sabitler

ise, a bir dairesel helistir.

(i) « egrisinin egriligi x = 0 ise « egrisi bir dejenere helis 6rnegi olan diizgiin bir

dogrudur.

(iii) « egrisinin torsiyonu 7 = 0 ise « egrisi bir dejenere helis 6rnegi olan ¢emberdir.

Tamim 2.1.14. R3, 3-boyutlu reel vektor uzayinda, o : I € R — R3 doniisiimii ile
verilen bir uzay egrisinin her noktasindaki asli normali sabit bir dogrultu ile sabit
bir a¢1 yapiyorsa bu uzay egrisi slant helis olarak adlandirihir (Izumiya ve Takeuchi

2004).

Teorem 2.1.4. R® Oklid uzaymda egrilikleri x ve 7 olan bir a : I ¢ R — R?

egrisinin bir slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart

- ()
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fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

H harmonik egrilik fonksiyonu cinsinden bir slant helisin karakterizasyonu Uzunoglu
ve arkadaglar1 tarafindan 2016 yilinda yapilan bir calismada agagidaki gibi verilmis-
tir:

Hl

= ——— = sabit

_9
0‘(8) - f /i(l N Hz)%

Burada, f = kV1+ H?, g =of dir.

Tanim 2.1.15. R? Oklid uzayinda egrilikleri x ve 7 olan bir a : I € R — R? egrisi
i¢in, w(s) = 7(s)e(s)+r(s)b(s) vektor alanina Darboux vektor alan1 (centrode)

denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.5. Uc boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli bir a egrisi ve bu egrinin

{e,n,b} Frenet catis1 verilsin. Bu durumda, egri boyunca {n,c,n x ¢ = w} alter-

/
. n He+b . o .
natif ¢atisi n,c = —/H,w = ———— vektor alanlari, sirasiyla, egrinin asli birim

| V1+ H?
normal vektorii, asli normal vektoriin tiirevi ve Darboux vektorii olsun. Bu du-
rumda, {n,c,n x ¢ = w}, a egrisi boyunca Frenet ¢atisindan farkhi ortonormal bir

catidir. Bu alternatif catinin tiirevleri i¢in,

n'(s) 0 f(s) O n(s)
ds) [ =| =) 0 gls) | | els)
w'(s) 0 —g(s) O w(s)
gerceklenir. Burada, f = kV/1+H2 ve g = of = ﬁ egrinin alternatif

catiya gore egrilikleridir (Uzunoglu vd. 2016).

Tanim 2.1.16. o : [ C R — R3 egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda {n, ¢, w} alternatif
catisi ile verilen birim hizhi bir egri olsun. « egrisinin her noktasindaki ¢ vektori
sabit bir dogrultu ile sabit bir ac1 (¢ # %) yapiyorsa bu egri c—slant helis olarak

adlandirilir. Bu durumda, « egrisi boyunca,
(c,u) =cosg, = sabit # g
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saglanir (Uzunoglu vd. 2016).

Onerme 2.1.1. a : I € R — R? egrisi 3-boyutlu Oklid uzaymnda {n, ¢, w} alter-
natif gatist ile verilen birim hizh bir egri olsun. O halde, « egrisinin c—slant helis

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 2\2
F:%:tanwzsabit

olmasidir (Uzunoglu vd. 2016).

Teorem 2.1.6. Ug boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir a egrisi ve {e,n, b} Frenet
/

catisi verilsin. Egri boyunca {c¢, {,d} alternatif ¢atis1 ¢ =

,d=gn+ fu =

n
[/

on W ¢ x & = d vektor alanlart tammlansin. Bu durumda, {c, &, d}, « egrisi

V1+o?

boyunca yukarida verilen catilardan farkh bir catidir. Bu alternatif catinin tiirevleri

igin,
d(s) 0 I(s) 0 c(s)
§ls) | = —lls) 0 mls) | | &(s)
d'(s) 0 -—m(s) 0 d(s)

yazilir. Burada, | = fv1+ 02, m =TIl =
egrilikleridir (Ozdogan 2016).

egrinin alternatif gatiya gore

(14 02?)

Tanim 2.1.17. Uc boyutlu Oklid uzayinda bir = : D — R® koordinat parcasi,
R? uzaymimn bir D acik alt ciimlesinden R® uzaymin icine birebir ve regiiler bir

doniigiimdiir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.18. Uc boyutlu Oklid uzaymda M C R? olmak iizere ¥p € M icin,
M nin icinde goériintiisii p noktasinin bir komsgulugunu iceren uygun bir koordinat

pargasi (="' : x(D) — D siirekli) varsa, M ye bir ytizey denir (O’Neill 1983).

12



Tamim 2.1.19. U C R? bir acik ciimle ve M : U — R" diferensiyellenebilir bir
dontigiim olsun. O halde, M (U) C R" ciimlesine bir lokal yiizey ya da yama denir
(Gray 1998).

Tanim 2.1.20. M C R” bir alt ciimle olsun. Eger Vp € M icin, M ciimlesinin p
noktasimi iceren bir V komsulugu var ve bir x : U C R? — V N M C R" déniisiimii

asagidaki ozelikleri saglarsa, M ye bir regiiler yiizey denir:

i. x diferensiyellenebilirdir.

. z: U = VN M bir homeomorfizmdir.

iii. Her x : U — M déniigtimii bir regiiler lokal yiizeydir (Gray 1998).

Tanim 2.1.21. U C R3 bir acik ciimle, M (u,v) : U — R? bir yiizey ve
E,F G :U — R fonksiyonlari

= <Mu> Mu>
= <Mu7 Mv>
G = <MU7 Mv)

bi¢iminde tanimlansin.

I = Edu? + 2F dudv + Gdv?

ifadesine M yiizeyinin birinci temel formu denir. Buradaki, E, F ve G, M

yiizeyinin birinci temel form katsayilaridir (Gray 1998).

Tanim 2.1.22. U C R3 bir agk ciimle, M(u,v) : U — R? bir yiizey, N yiizeyin

birim normali ve e, f, g : U — R fonksiyonlar

e = (N, M)
f - <N7 Muv>
g = <N7 Mvv>
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biciminde tanimlansin.

IT = edu?® + 2fdudv + gdv?

ifadesine M yiizeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki, e, f, g, M yiizeyinin

ikinci temel form katsayilaridir (Gray 1998).

Tanim 2.1.23. R”, n-boyutlu Oklid uzaymin bir hiperyiizeyi M ve M yiizeyinin
birim normal vektér alan1 N olsun. R™ Oklid uzayinda Riemann konneksiyonu D
olmak iizere, VX € x(M) i¢in S(X) = DxN seklinde tanimli S doniigiimiine M
yiizeyinin gekil operatorii ya da Weingarten doniisiimii denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.1.24. R” n-boyutlu Oklid uzayinmn bir hiperyiizeyi M yiizeyinin birinci
temel form katsayilari F, F, G, ikinci temel form katsayilari e, f, g olmak iizere,

yiizeyin gekil operatorii matrisi

1 Ge—Ff Ef—Fe

S
EC—F1 Gf —Fg Eg—Ff

bi¢imindedir (Sabuncuoglu 2004).

Tamim 2.1.25. R3, 3-boyutlu reel vektér uzaymda regiiler M yiizeyinin Gauss

egriligi ve ortalama egriligi, sirasiyla,

olarak tanimlanir (Gray 1998). Bunun yanisira, tanimlanan bu egrilikler birinci ve

ikinci temel form katsayilari cinsinden agagidaki esitliklerle de verilir.

eg — f?
K = —/ *
EG — F?
_ leG—2fF+gE
2  EG - F?
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Tamim 2.1.26. R?, 3-boyutlu reel vektor uzaymda bir M yiizeyinin ortalama egrilik

fonksiyonu sifirsa bu yiizeye minimal yiizey denir (Sabuncuoglu 2004).

Tanim 2.1.27. R™ n-boyutlu Oklid uzayinin bir hiperyiizeyi M ve M {izerinde bir
egri a olsun. « egrisinin teget vektor alani e ve M hiperyiizeyinin gekil operatorii S
olsun. Eger, e vektor alan1 a egrisi boyunca S nin karakteristik vektorlerine kargilik

geliyorsa « egrisine M {izerinde bir egrilik ¢izgisidir denir.

Bu tanima gore, M hiperyiizeyi iizerindeki egrilik ¢izgilerinin diferensiyel denklemi,
A # 0 bir skalar olmak {izere,

S(e) = e

olur (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.28. R” n-boyutlu Oklid uzaymin bir M hiperyiizeyi verilsin. M hiper-
yiizeyinin gekil operatorii S olsun. M hiperyiizeyinin bir P noktasina kargilik gelen
S(P) nin karakteristik degerlerine M hiperyiizeyinin bu noktadaki asli egrilikleri
denir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin belirt-
tigi dogrultulara da M hiperyiizeyinin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular:
denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.7. X, # 0 teget vektorii i¢in (S(X,), X,) = 0 ise X, dogrultusuna
M hiperyiizeyinin bir P noktasindaki asimptotik dogrultusu ve X, dogrultusunu
teget vektorii kabul eden egriye de M hiperyiizeyi iizerinde bir asimptotik ¢izgi
denir (Hacisalihoglu 2000).

Lemma 2.1.1. R3, 3-boyutlu reel vektdr uzaymda bir M yiizeyi iizerinde bir egri
a olsun. « egrisinin asimptotik olmasi i¢in gerek ve yeter gsart her noktasindaki
ivmesinin M yiizeyine teget olmasi, yani o’ vektoriiniin yiizeyin normaline dik ol-

masidir (Gray 1998).
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Tanim 2.1.29. R" n-boyutlu Oklid uzayinda bir M hiperyiizeyi iizerinde bir a
egrisinin her noktasindaki ivme vektorii M hiperyiizeyine dik ise bu egriye geodezik
egri denir. Bagka bir ifadeyle o ivime vektorii her noktada hiperyiizey normaline

paralel ise bu egriye geodezik egri denir (Gray 1998).

Tamim 2.1.30. R?, 3-boyutlu reel vektér uzayinda regle yiizey
F(t,u) = Floa(t0) = () + ud(0)
seklinde tanimh F : I x R — R? déniisiimiidiir. Burada
§:ICR—S*={zeR:|z=1}

bigimindedir. Ayrica, v egrisi taban egri(dayanak egri), § egrisi direktor egri
(dogrultman egri), v — y(t) + ud(t) diiz ¢izgileri ise déngiiler adin1 alir. Fi, 5
regle yiizeyi icin ¢ sabitse regle yiizey silindirdir. Regle yiizeyin silindirik olmayan

yiizey olmasi i¢in 0’ # 0 olmahdir.

i. F,s silindirik olmayan bir regle yiizey olsun. O halde, F(, 5 = Fl,s) ve
(o'(t),0'(t)) = 0 olacak sekilde bir o : I — R? diizgiin egrisi vardir. Bu o(t)

egrisi F{, s regle yilizeyin striksiyon egrisi olarak adlandirilr.

ii. F{,s silindirik olmayan regle yiizeyin striksiyon egrisi 7 taban egrisinin segi-

minden bagimsizdir.
iii. F(, ) bir silindir olsun. ( ¢ sabit bir vektordiir.) O halde, herhangi bir
o(t) =v(t) +ud(t)

egrisi I, 5 = Fls5) ve (0(t),0'(t)) = 0 Ozelligini saglar. O halde o nin strik-

siyon egrisi oldugu soylenir (Izumiya vd. 2007).

Tanim 2.1.31. R? 3-boyutlu reel vektor uzayinda F{, s taban egrisi striksiyon

egrisi ¢ olan ve silindirik olmayan bir regle yiizey olsun. O halde, singiiler ciimle
S(Fos)) ={(t,0) € R x {0} |0’ (t) = 0 veya o'(t) || 6()}
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seklinde verilir. Bu ise bir regle yilizeyin striksiyon egrisinin tekil noktalar: igerdigi

anlamina gelir (Izumiya vd. 2007).

Tanim 2.1.32. R?, 3-boyutlu Oklid uzayinda 1-parametreli kiire ailesinin zarfina
kanal yiizey denir. Alternatif olarak kanal yiizeyi, merkezlerinin yoriingesi bir C'(¢)
egrisi ve yaricap fonksiyonu 7(¢) olan degisken yaricaph hareketli bir kiirenin zarfi

olarak tanimlanir (Gray 1998).

Tanim 2.1.33. R?, 3-boyutlu Oklid uzayimmda bir kanal yiizeyi icin yaricap fonksiy-

onu sabit ise, kanal yiizeye tiip ya da boru yiizeyi denir (Gray 1998).

Tamim 2.1.34. R®, 3-boyutlu Oklid uzayinda {e,n,b} Frenet catisi ile verilen bir

~(s) egrisi yardimiyla olugturulan genellegtirilmis tiip yiizeyinin parametrizasyonu
X(s,0) =7v(s) +r(0) (cosOn(s) +sinOb(s)), 0<6 <27

seklindedir. Burada, r(f) > 0 iki kez tiirevlenebilir bir fonksiyon ve r(0) = r(2m)
dir (Gross 1994).

Tanim 2.1.35. R” n—boyutlu Oklid uzaymda, n xn tipinde bir A ortogonal matrisi

ve bir 6telemeye tekabiil eden n x 1 tipinde bir C' matrisi verilsin. Bu durumda
Y =AX+C

denklemi ile verilen izometrilerin her birine R™ Oklid uzayimda bir genel hareketdenir.

e Ozel olarak; R? uzaymda C' = 0 olmast durumunda
Y =AX

ile verilen genel hareket dénme hareketi veya kiiresel hareket olarak ad-

landirilir. Burada A matrisi; dénme hareketini yaptiran,
ATA = AAT = 4
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ve

detA=1

ozeliklerine sahip bir matristir ve donme matrisi olarak adlandirilir

(Bottema ve Roth 1979).

2.2 Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda, tez igerisinde Minkowski uzay1 ile ilgili kisitmlarda kullanilacak temel

kavramlar verilecektir.

Tanim 2.2.1. V bir vektor uzayi olsun. V lizerinde taniml
g:VxV —R

doniigiimii bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V iizerinde bir skalar carpim,

bu durumda V' vektor uzayina da bir skalar ¢carpim uzayi denir. Ayrica,

i. g doniigiimiiniin nondejenere olmasi icin gerek ve yeter kosul g(v,w) = 0 ve

YVw € V i¢in v = 0 olmasidir.

ii. g doniigiimiiniin dejenere olmast igin gerek ve yeter kosul g(v, w) = 0ve Vw € V

icin v # 0 olmasidir (O’'Neill 1983, Duggai ve Bajancu 1996).

Tanim 2.2.2. V bir skalar ¢carpim uzayi, W alt ciimlesi de iizerindeki skalar carpim
negatif taniml olacak sekilde V' uzayinin en biiyiik boyutlu alt uzayi olsun. Bu
durumda, W alt uzaymin boyutuna g skalar carpiminin indeksi denir. ¢ skalar
carpiminin indeksi v ise, 0 < v < boyV dir. Ayrica, V skalar ¢arpim indeksi,

tizerindeki tamimlh ¢ skalar ¢arpimin indeksi olarak tanimlanir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.3. V bir skalar carpim uzay1 olsun. V uzayinin indeksi v ve boy V' > 2

ise V' skalar carpim uzayina Lorentz uzay1 denir (O’Neill 1983).
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Tanim 2.2.4. R? standart reel vektor uzay iizerinde her p € R3 ve u, = (uy, us, u3),

wy, = (w1, wy, w3) € TPR olmak iizere
(Up, wp) ; = —Urwy + Ugwy + Uzws

esitligivle verilen 1-indeksli metrik tensorle birlikte elde edilen uzaya 3-boyutlu

Minkowski uzay1 denir ve R? ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.5. V' bir Minkowski uzayi olsun. u € V igin

(u,u)y, > 0 veya u = 0 ise u vektoriine spacelike veya uzaysi vektor,

(u,u);, < 0 ise u vektoriine timelike veya zamansi vektor,

(u,uy, = 0 ve u # 0 ise u vektoriine null (lightlike) vektor ve |lull, = v/|(u, u) 1|

reel sayisima u vektdriiniin normu denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.2.6. M bir Lorentz manifoldu ve
a: ICR—M

bir egri olsun. « egrisinin teget vektor alani e olmak iizere

(e,e)r, > 0 ise « egrisine spacelike egri,

(e,e)r, < 0 ise « egrisine timelike egri,

(e,e)r, =0 ve e # 0 ise « egrisine null (lightlike) egri denir (O’Neill 1983).

Tamim 2.2.7. R? Minkowski uzayinda iki vektor u, w olsun. u = (uy, ug, u3),

w = (wy, we, ws) olmak tizere

—€1 €2 €3
UXLW=1| u Uy U3 | = (u3w2 — UW3, U1 W3 — U3Wq, U1 W2 — u2w1)

w1 Wy W3
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vektoriine u ve w vektorlerinin pseudo-vektorel carpimi denir (Akutagawa ve

Nishikawa 1990).

Tamim 2.2.8. R? 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi
iizerine indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M yiizeyine R} uzaymda bir spacelike
yiizey denir (Beem vd. 1996). Diger yandan denk olarak, M yiizeyinin spacelike
bir yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart yiizey normalinin timelike bir vektor alani

yani (N, N) < 0 olmasidir.

Tanim 2.2.9. R3 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi

iizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M yiizeyine R? uzayinda bir timelike
yiizey denir (Beem vd. 1996). Buna denk olarak, M yiizeyinin timelike bir yiizey
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ylizey normalinin spacelike bir vektor alani yani

(N, N) > 0 olmasidir.

Tamim 2.2.10. R} Minkowski uzayinda iki vektor arasindaki ag1 agagidaki gibi

tanimlidir:
e Spacelike agi: u ve w, spacelike alt vektor uzayim geren R? Minkowski uza-
yvinda spacelike vektorler olsun. O halde,

[{w, )| = JJul| ][]

(u,w) = lull [[w]| cosd
ile tanmimh 6 ifadesi u ve w arasindaki spacelike acidir.

e Merkez agi: u ve w, bir timelike alt vektér uzaymi geren R? Minkowski

uzayinda spacelike vektorler olsun. O halde,

[{w,w)| = lul[ w]

(u,w) = ul [lwl]| cosh @

ile taniml 6 tifadesi u ve w arasindaki merkez acidir.
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e Lorentz timelike agi: R? de u spacelike, w timelike vektor olsun. O halde,

bir 6 > 0 reel sayis1 vardir, dyle ki
(u, w) = [lull lw]| sinh 0

saglanir. Bu say1, u ve w arasindaki Lorentz timelike agidir (Ratclife 2005).

2.3 Kuaterniyonlar Teorisinde Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda, dairesel yiizeylerin kuaterniyon ve matris gosterimleri icin kullanilacak

baz1 temel bilgiler verilecektir.

Tanim 2.3.1.

H=1{q=q0+ qi+qj+a¢k:q.q,q¢0,q R}

ciimlesini ele alahm. Burada {1,i, 7, k} reel birimlerinin ¢arpim,

a) 2=j2=k>=—1
b) ij =k, jk=1i, ki=j
¢) ji=—k, kj=—i, ik=—j

seklindedir. H climlesinin her bir elemanina bir reel kuaterniyon adi verilir

(Hamilton 1844).

Tanim 2.3.2. Bir ¢ reel kuaterniyonunun skalar kismai,
Sq = o

ve vektorel kismi,

Vi =qii+ q2J + g3k
olarak tanimlanir. Bdylece ¢ kuaterniyonu,
q=25,+V,
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bigiminde yazilabilir.

Bir ¢ reel kuaterniyonunun skalar kismi 0 ise, ¢ kuaterniyonu piir kuaterniyon

olarak adlandirilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.3. ¢ = qo+ @11+ q2J + g3k ve p = po+ p1t + p2j + p3k iki reel kuaterniyon

olsun. Bu kuaterniyonlarin kuaterniyon carpimai,

x: H X H — H
(@,p) — q*xp =8,5, — Vo, Vp) + 5V, + S,V + (Vg x V)

bi¢ciminde tanimlanir.

{H, ®,R,+,.,®, x} sistemi bir cebirdir ve kuaterniyon cebiri olarak adlandirilir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanmim 2.3.4. Herhangi bir ¢ = S, + V,, reel kuaterniyonunun eglenigi,
¢ =5,—Vq

seklinde tamimlanir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.5. ¢ = qo + q1¢ + ¢27 + g3k bir reel kuaterniyon olmak {izere

N: H - R
¢ — N(@) =N,=q¢+d¢+¢+d
seklinde tanimlanan N, pozitif reel sayisina ¢ kuaterniyonunun normu denir

(Hacisalihoglu 1983).

q = ao + a1i + asj + ask bir birim kuaterniyon olsun. v, 3-boyutlu Oklid uzayinda
bir vektor olmak iizere ¢ : R? — R3 ; ¢(v) = ¢ * v * ¢~', lineer doniigiimiinii ele

alahim. Bu durumda, ¢ kuaterniyonu i¢in ¢ doniigiimiiniin matris gosterimi

ag + a% — a% — a% —2asag + 2a1a9 2apa0 — 2a1a3
M = 2a1a + 2azag @i +at —ai+ad  2asa3 — 2aia9 (2.7)
2 2 2 2
2a1a3 — 2aza9 2a1a0 + 2a0a3  af+ay —aj; — a;
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biciminde verilir. Burada M M?T = I3 ve det M = 1 saglanir, yani M bir ortogonal

matristir.

Tanim 2.3.6. [ C R sifir1 iceren bir aralik olsun. ¢ € I igin A(t) pozitif ortogonal

bir matris ve C(t) de bir siitun matrisi olmak iizere, elemanlar

At) C(@)
0 1

ile verilen { f;} ciimlesine R™ Oklid uzaymin 1-parametreli hareketi denir. Burada

A(t) ve C(t) nin elemanlar t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir

(Diildiil 2004).

Tanim 2.3.7. 3-boyutlu Oklid uzaymda sabit uzay R’ ve hareketli uzay R olsun.

R uzaymin R’ uzaymma gore 1-parametreli homotetik hareketi
¥ =hAz +C

dontisiimii ile tamimlanir. Burada 2’ ve x bir X € R noktasinin, sirasiyla, sabit
ve hareketli uzaylardaki siitun matrisleri olarak ifade edilen konum vektorleri; h
hareketin homotetik orani, A bir ortogonal matris ve C siitun matrisi de Gteleme
vektoriidiir. Ayrica h ile A ve C matrislerinin bilegenleri bir "t" reel parametresinin

stirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir (Diildil 2004).

Tanim 2.3.8.

0 . .
H, ={¢=q+ @i+ qj+aek: w ¢, 90 qgcR}

ciimlesini ele alalm. Burada {1,4, 7, k} reel birimlerinin ¢arpima,
a) i2=—1,2 =k =1
b) ij =k, jk = —i, ki = j
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¢) ji=—k, kj=i, ik=—j

seklindedir. H ciimlesinin her bir elemanma bir b8liinmiig (split) kuaterniyon

ad1 verilir (Inoguchi 1998).

Tanim 2.3.9. Bir ¢ béliinmiis kuaterniyonu, skalar kismi
Sq = {qo

ve vektorel kism
Vo= qi+ qj + g3k

olmak tizere

q:Sq+‘/é

bi¢iminde yazilabilir. S, = 0 ise ¢ boliinmiis kuaterniyonu piir b6liinmiis kuater-

niyon olarak adlandirilir. (Inoguchi 1998).

Ayrica p = S,+V, ve ¢ = S,+V, boliinmiis kuaterniyonlarinin béliinmiis kuaterniyon

carpimi agagidaki gibi verilir:

qxLp=5S¢Sp + (Vo Vo) + SV + SpVy + Vg x1. V,

Tamim 2.3.10. Bir ¢ = S, 4+ V, boliinmiig kuaterniyonunun eglenigi,
¢ =5—V,

seklinde tanimlanir (Kula 2003).

Tanim 2.3.11. ¢ = qg + q1¢ + q2J + g3k bir boliinmiis kuaterniyon olmak {izere

0

N : H,-R
¢ & N@=N,=q+¢ — 6 — ¢

seklinde tanimlanan N, reel sayisina ¢ boliinmiis kuaterniyonunun normu denir.
Eger N, = 1 ise ¢ kuaterniyonuna birim boliinmiis kuaterniyon denir (Kula

2003).
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Eger, N, # 0 ise ¢ = qo + ¢t + ¢27 + g3k kuaterniyonunu tersi vardir ve

RERNEARE

seklindedir.

Lemma 2.3.1. Timelike split kuaterniyonlarin
THOL:{qEHZ:qxq*:l}

ciimlesi boliinmiis kuaterniyon ¢arpimi altinda bir gruptur (Ozdemir ve Ergin 2006).

Tanim 2.3.12. Her ¢ = qo + 1% + g2 + q3k boliinmiis kuaterniyonu igin,

M, : R >R}

x— My(z) =q*px %, ¢"
doniisiimii lineerdir. Bu doniigiime karsilik gelen dénme matrisi ise

B+E+E+E 200 — 20 —2900 — 2q1g3
M, = 2012 + 29005 @3 — 4t — B+ G —2¢2q3 — 20190 (2.8)
20143 — 2q1qo 2q190 — 2q2q3 q(Q) — (J% + q% - Q§

olarak elde edilir (Ozdemir ve Ergin 2006, Ozdemir 2009).

Dolaysiyla, R Minkowski uzayimda bir parametreli homotetik hareket

Y hA C X
- . (2.9)
1 0 1 1

doniigiimii yardimiyla elde edilir. Burada, Y ve X bir noktanin sirasiyla sabit
R’ uzaymin ve hareketli R uzayinin koordinat c¢atilarina gore konum vektorleridir.
Ayrica, e kogegen girdileri ¢ = —1, €3 = €3 = 1 olan (d;5¢;) bigiminde bir kdgegen
matrisi olmak iizere A € SO;(3), A" = eA e saglamir. h ve C ise sirasiyla homotetik

skalar ve Gteleme vektorii olarak adlandirihr (Tosun vd. 2006).
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3. UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA DAIRESEL YUZEYLERIN
PARAMETRIK GOSTERIMLERI VE KARAKTERIZASYONLARI

Bu béliimde, Izumiya vd. tarafindan 2007 yihinda bir caligma ile verilen dairesel
yiizeyler teorisi incelenecek ve bir geometrik uygulama olarak bu tip yiizeylerin ilk
kez kuaterniyonik modellemesi verilecektir. Ayrica, Cui vd. tarafindan 2009 yilinda

yapilan bir calismada verilen tanim ve teoremlerden faydalanilacaktir.

3.1 Dairesel Yiizeyler ve 6zelikleri

Tanim 3.1.1. M : I C R — R3 bir uzay egrisi ve r(u) : I — Ry siirekli bir
fonksiyon olmak iizere bir dairesel yiizey, merkezleri M egrisi lizerinde olan ve
yaricaplari 7(u) fonksiyonunun degerlerine gore degisen cemberlerin bir ailesi olarak
tanimlanmaktadir. Bu c¢emberler, dairesel yiizeyin iireten ¢emberleri olarak

adlandirilir. Bu durumda bir dairesel yiizeyin parametrik denklemi
P(u,0) = Pag,a5,0) (W, 0) = M(u) + r(u)(cos faz(u) + sin fag(u)) (3.1)

seklinde taniml

V:IxR/27Z — R?

doniigiim ile verilir. Burada ag,az : I C R — R3 olup her u € I igin {(ay, as) =
(asz,a3z) = 1,{ag,a3) = 0 gerceklenir. Dolayisiyla keyfi bir v € [ igin a;(u) =
as(u) X az(u) biciminde tammlanan vektor, o noktaya kargihik gelen iireten ¢emberi
iceren diizlemin normalini vermektedir. Ayrica, M egrisi dairesel yiizeyin taban
egrisi, r(u) yarigap fonksiyonu ve aq, ag egri ¢ifti ise dairesel yiizeyi olugturan

cati olarak adlandirilir. Tanimdan da anlagilabildigi iizere,
0 — M(u) + r(u)(cos fag(u) + sin faz(u))

standart cemberleri ise dairesel yiizeyi iireten gemberlerdir. r(u) yaricap fonksiyonu
sabit ise dairesel yiizeye sabit yaricaplh dairesel yiizey adi verilir (Izumiya vd.

2007).
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Buna bagh olarak her kanal yilizeyinin acik¢a bir dairesel yiizey oldugu goriiliir.
Ancak her dairesel yiizey bir kanal yiizeyi olmak zorunda degildir. Bu durumu

Izumiya ve arkadaslar tarafindan verilen su tamimla aciklamaya ¢aligalim.

Tanim 3.1.2. M : [ C R — R?® bir uzay egrisi ve 7(u) : [ C R — Ry siirekli

fonksiyonu verilsin. Eger bir uy € I igin

(M'(uo), az(uo)) # 0 veya  (M'(ug), as(uo)) # 0

kogullarindan herhangi biri ya da ikisi birden gercekleniyorsa P(u, ) = P(u,a5,a5,,) (1, 0)

dairesel yiizeyine kanal olmayan dairesel yiizey adi verilir (Izumiya vd. 2007).

cosu sinu u

V2 V22

Ornek 3.1.1. R? reel vektor uzayinda M(u) = ( ) egrisini ele

alalim.

Ik olarak

v_ (_Sinu cosu 1
R RV R

az(u) = (cosu,sinu,0)

as(u) = (

)= M'(u)

sinu Cosu 1

NV RN

secelim. Bu durumda

Pi(u,0) :(CC\)/S; + 7 cosfcosu — rsinQSI%,
I 1
MY cosOsinu + rsin S —(1— rsinH))

V2 V2 V2

dairesel yiizeyi elde edilir ki bu yiizey bir kanal (tiip) yiizeyidir.

r=11ig¢in Pi(u, ) yiizeyin grafigi sekil 3.1’de verilmigtir.
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Sekil 3.1 M taban egrisine sahip P; kanal (tiip) yiizeyi

Diger yandan

aj(u) = (0,cosu,sinu)

(0, —sin u, cos u)

-
|

(12(

az(u) = (1,0,0)

secelim. O halde

i 1
Py(u,0) = (ﬂ +rsinf, e —rcosfsinu, — —i—?“cosecosu)

V2 V2 V2

dairesel yiizeyi elde edilir. Acikca P, yiizeyi bir kanal yiizey degildir. » = 1 icin
yiizeyin grafigi sekil 3.2’de verilmigtir.

Sekil 3.2 M taban egrisine sahip P, dairesel yiizeyi

28



Tanim 3.1.3 (Dairesel Yiizeyin Taban Catis1). Bir Pya,,6,,)(u,6) dairesel
yiizeyi i¢in {a; = ag X as, as, a3} vektor climlesi, dairesel yiizeyin M taban egrisi
boyunca taban catisi olarak adlandirilan R? Oklid uzaymin bir ortonormal catisini

olugtururlar. Bu durumda aq, as ve az vektérlerinin diklik sartlar1 kullanilarak

61 (1) = o (1)) = ~ty(u).cn(u)
c2(u) = dy(u).a3(u) = —as(u).a;(u) (3.2)
cs(u) = ay(u).as(u) = —az(u).az(u)

secilebilir. O halde bu genel ortonormal taban catisi icin Serret-Frenet formdiilleri

agagidaki gekildedir:

ay(u) 0 ci(u)  ca(u) ar(u)
ay(u) | = | —a(w) 0 cs(u) az(u) (3.3)
as(u) —co(u) —cs(u) 0 as(u)

Bu durumda M taban egrisinin teget vektorii her v € [ i¢in
M'(u) = a(u)ar(u) + o (u)az(u) + p(u)az(u) (3.4)

bigiminde ifade edilebilir (Izumiya vd. 2007).

Bu boliimde, sabit yarigaph bir dairesel yiizeyin geometrik 6zelikleri incelenecek-
tir. Oncelikle bu tip bir yiizeyin temel form katsayilarini (3.3) ile verilen denklem
yardimiyla genel ortonormal catiya gore hesaplayacagiz. Bunun Oncesinde, gerekli

bazi ifadeleri elde edelim. P dairesel yiizeyinin u ve 6 parametrelerine gore kismi

tiirevleri
P, = (a—rccos —regsind)ay + (o — regsinb)ag + (pu+ res cos0)as (35)
Py = —rsinfas + rcosbas .

biciminde elde edilir. P, ve Py ifadelerinin vektorel carpimi ve elde edilen vektoriin

normu alinarak, sirasiyla

P, x Py =r{(ccosf+ psinb)ay (3.6)

+(req cosf + regsinf — a)(cos fag + sin fas) },
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1P, x Pal| =ry/(0cosf+ pusind)? + (rc; cosf + repsinf — a)?

(3.7)
=w
bulunur. Bdéylece dairesel yilizeyin birim normali,
Pu X P9 r .
N(u,0) = ——— = —[(occosl + pusinb)a,
[Py x Bl w (3.8)

+(req cosf + regsin — a)(cos fag + sin fas)|

seklindedir. O halde dairesel yiizeyin birinci temel form katsayilar1 su sekildedir:

= (P,,P,) = (a—rcicos0 —regsinf)? + (o0 — rezsin6)® + (u + rez cos 0)?
= (P,,Fy) =r(—0osin® + pcos + rcs)
= (P, Py)=1"
Dairesel yiizeyin ikinci temel form katsayilarini hesaplayabilmek igin gerekli olan
ikinci mertebeden kismi tiirevler
Py, = (o —rd cos —rdysinf —ocy + rejegsind — ey — reges cosf)ay
+(0’ — rcysind + ac; — rc? cosf — rejcasind — pes — rc2cosflay  (3.9)
+(i + rcycosh + acy — rejeg cos — reasinf + ocg — rcasin f)ag,
Py = (repsin® — reg cos0)ay — reg cosfag — regsinfag, (3.10)
ve
Pyg = —r cosbay — rsinbag (3.11)
olarak elde edilir. O halde (3.8), (3.9)-(3.11) denklemleri kullanilarak, dairesel
yiizeyin ikinci temel form katsayilar
e=(Pu,N) = 5[(00059 + psind) (o' — rcf cosf — rchysinfd — ocy
+reiegsinf — pey — regcs cos 0)
+(rey cos 0 + regsin — ) (acy cos 6 — ret cos? 0 (3.12)
+0' cosf + p/ sin @ — c3(pcos @ — o sinb)

- - 2 02 2
+acysin @ — 2rejey sin @ cos ) — reg sin® 6 — re;)]

2

_ _r . YN 2
f=(Puy,N) = w(aq sin 6 cos 0 + pcy sin” 0 — ocy cos” 0 (3.13)

—pcgsin @ cos @ — rejeg cos§ — cocs sinf + acs)
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2
g = (Pyy, N) = —r—(rcl cosf + regsind — «) (3.14)
w

seklinde bulunur (Izumiya vd. 2007).

Dairesel yiizeyi iireten herbir ¢emberin normal vektorii a; olmak {izere, M taban
egrisi a; vektor alaninin Gauss doniigiimii altinda goriintiisii ile elde edilen I' kiire-
sel egrisinin yay parametresine gore tekrar parametrelendirilsin. a;, I' egrisinin bir
dogal gosterimidir ve egri boyunca kiirenin birim normalini verir. Bu durumda
agikga goriiliir ki (3.3) denklemi ile verilen genel ortonormal gati bir kiiresel ¢atiya
doniigecektir. Dolayisiyla, dairesel yiizeyin geometrik 0zeliklerini bu catiya gore in-
celemek daha kolay olacaktir. Hatta bu durumda, dairesel yiizeyi olugturmak icin
bir M taban egrisi ve bir a; birim vektor alaninin bilinmesi yeterlidir. s, I' kiiresel

egrisinin yay uzunlugu parametresi olsun. Bu durumda,
/
as = ay(s)

ve az = a; X ap yazilabilir. a; egrisi birim hizli bir egri oldugundan, ||as|| = 1
oldugu aciktir. Dolayisiyla, {a;, as, az} ciimlesi hala M boyunca bir ortonormal ¢at1
olup, sadece parametrelendirme farki goriilmektedir. O halde (3.3) ile verilen genel

ortonormal cat1 I' egrisi icin olugturulursa
cg=1,c6=0 ve c3=p (3.15)

olarak secilmelidir. Bu durumda [, I' egrisinin geodezik egriligi olur. Bdylece, s

parametresine gore elde edilen bu catinin tiirev denklemleri

aq 0 1 0 ai

d

Sal=l-1 0 8| (3.16)
as 0 —ﬁ 0 as

bi¢iminde verilir.

M (s) taban egrinin teget vektoriini M'(s) = a(s)ay(s) + o(s)az(s) + pu(s)as(s) ile
gosterelim. Bu esitlikten yararlanilarak, M (s) taban egrinin Frenet gatisi, egri-

lik ve torsiyonu, {aj, as,az} koordinat catisi ile «, o, pu fonksiyonlari cinsinden elde
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edilebilir.  a(s),o(s), u(s) ve B(s) fonksiyonlar1 dairesel yiizeyin Oklid invaryant-

larmin bir denklem sistemini olugturur. Ayrica, bu Oklid invaryantlar:

s

M(s) = My + /(a(s)al(s) + o(s)az(s) + u(s)as(s))ds (3.17)

S0
esitligi araciligiyla r yaricapli dairesel yiizeyi elde edebilmek i¢in bir yol gésterir. Bu

dért Oklid invaryanti ile » yaricaph dairesel yiizeyin 6zelikleri belirlenir.

Bilindigi {izere, bir parametreli diizlem ailesinin zarfi acilabilir regle yiizeydir. Karak-
teristikler regresyon kdogelerine teget olan dogrulardir. Regresyon koseleri agilabilir

regle viizevin singiiler noktalarini olusturur. Regresyvon koseleri asagidaki 3 esitligi
gle yuzey g S gresy S sag sithg

saglar:
a.(X — M) =0
Llanx -y =0 (3.15)

2

(. (X = M) =0

Burada, s kiiresel gostergenin yay uzunlugu, a; ¢ember diizleminin birim normal
vektorii, X regresyon kogesinin sabit bir noktasi ve M taban egrisidir. (3.18)
ifadesindeki ikinci ve iiciincii esitlikler a(s), o(s), u(s) ve B(s) Oklid invaryantlar:

bakimindan sadelestirilebilir. Boylece,

ay. (X — M) =«

(3.19)
az. (X — M) = %(a + )
olur. Burada, 8 # 0 dir. Bu acilabilir regle yiizeyin regresyon kogesi
X =M+ aay + %(O’ +a)as (3.20)
bigimindedir. (3.20) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,
% = (u+5a+%(%(a+a'))a3 (3.21)

elde edilir. Boylece, dairesel diizlemin zarfi

(Lo +a)

t:—(a—i-o/)—i-v(,u—l—ﬁoﬁ—i 3

ds

™|
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olmak tizere

S(s,t) = M + aay + tas (3.22)

olur (Cui vd. 2009).

Simdi (3.5) denkleminde (3.15) egitlikleri g6z Oniine alinmirsa éncelikle

P, = (a—rcosf)a, + cay + pas + Py
(3.23)

Py = r(—sinfay + cosfagz)

elde edilir ve bu ifadeler yardimiyla da
Py x Py =r((0cosf+ psinf)a; + cosO(rcos — a)as + sin6(r cos 6 — a)az) (3.24)

bulunur. P, X Py vektor alanmin normu w, yani || Ps X Py|| = w oldugundan dairesel

yiizeyin birim normal vektor alani

Ps X Pg
(o cosB + psin@)a; + cosO(r cosd — a)ag + sinO(r cos — a)as

V/ (rcos — a)? + (o cosf + psin 6)?

seklinde verilir. O halde, dairesel yiizeyin birinci temel form katsayilar
= (P,P,) = (a—1rcosf)*+ (0 —rBsinf)* + (u+ rB cos 6)*
= (P,,Py) =r(—osinf + pcost +rp) (3.26)

7,2

G = (P, Py)
esitlikleri ile verilir. Ayrica ikinci mertebeden kismi tiirevler

Py = (o' —0)ar+ (a —rcost + 0 — pBlas + (08 + p)az + B'Py + BPy
Py = —r(cosbay + sinfbas) (3.27)
Py = rsinfay — rf(cosfas + sinfag)

bi¢iminde elde edilir. Boylece, yiizeyin ikinci temel form katsayilar: su gsekilde verilir:

e=(Py,N) = L (ocos + psind)(o/ — o+ rfBsind)
w
+(rcosf — a)[acosf — rcos® § + o’ cos 0 + 4/ sin 6 (3.28)

+B(—pcos 0 + o sinf) — r3?]
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2

f=(Py,N) = —[sin(c cos + psinf) — B(rcosd — a)] (3.29)
w
2
g = (Pyy, N) = —(ax — rcosf) (3.30)
w
O halde, dairesel yiizeyin K Gauss egriligi ile H ortalama egriligi su sekilde hesap-
lanar:
_eg— f?
- EG - F?

K
! X
r((rcos@ — a)? + (0 cos + psin 0)?)?

( 3\

—rsin® §(o cos 0 + psin 0)? (3.31)

+(rcosf — a)(ocos + psinh)(—a’ + o + Prsinb)

+(rcos — a)*(—acosf + rcos? 6

—o'cosf — 1/ sinf + [(pcosf — osinb))

1eG—2fF+gE

H
2 EG- F?

1
- X
2r((rcosf — a)? + (o cosf + psinf)?)z

( 3\

r(ocosf + psinf)(a/ — o — Prsinb
(3.32)
+2sinf(osinf — pcosh)
+(rcos — a)[(3ar cos§ — 2r? cos? 6
+7r(0’ cos @ + ' sin )
| —Br(pcost —osind) — (a? + o2 + u?) )
3.1.1 Dairesel yiizeylerin striksiyon egrileri
Bir P(s,0) dairesel yiizeyinde
d(s) = M(s) + r(cosfas(s) + sinfas(s)) (3.33)

parametrik denklemi ile ifade edilen egrinin bir striksiyon egrisi olabilmesi i¢in agagi-

daki sart saglanmalidir.

(6'(s), (cos Bas(s) + sinfas(s))) =0, Vsel (3.34)
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O halde,
ocost + pusinf =0

olmalidair.

Bir P(s,0) dairesel yiizeyi i¢in
(M'(s),az(s)) = (M'(s),a3(s)) =0, Vse€l

sart1 saglaniyorsa iireten gemberler M egrisinin normal diizleminde bulunur. Bu tiir
yiizeyler kanal yilizey olarak bilinir. Bu durumda yiizey iizerinde iireten cemberlere
capraz olan her egri bir striksiyon egrisidir. Boylece kanal yiizeylerin sinifi silindirik

regle yiizeylerin siifina benzerdir (Izumiya vd. 2007).

3.1.2 Dairesel yiizeylerin yerel singiilerlikleri

Bu boliimde dairesel yiizeylerin singiiler noktalarinin teorisi incelenecektir. Bir P

dairesel yiizeyinin P(sg,y) noktasinda singiiler noktalarinin olmasi i¢in
1Py x ol (s0,60) = 0

olmalidir. O halde,

| Ps x Pyl| (s0,60) = 7"\/(7" cos By — a(sg))? + (o(sg) cos by + p(sgp) sinby)? =0

olur. Dolayisiyla

rcosfy — afs =0,
o(sg) cos by + p(sg)sinfy =0
egitlikleri saglanmalidir. Buradan, cosf, = a(s0) bulunur. Béylece agagidaki du-
r

rumlar s6z konusudur:

1. a(sp) = 0 olsun. O halde, 6y = T ve 6y = 2 olur. (3.35)’deki ikinci esitlikten,

s
2 2
)

1(so) = 0 elde edilir. Boylece, M'(sg) = o(so)az(so) olur. Dolayisiyla, P nin singiiler

noktalar:

P(sog,m/2) = M(so) +ras(so) ve P(sg,3m/2) = M(so)— rasz(so)
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ile verilir. Ozel olarak, o(sy) = 0 olursa, M taban egrisi de s,’da bir singiiler nok-
taya sahiptir.

2. a(sg) # 0olsun. (3.35) esitliginde, cosfy = @ vazilarak, M = —pu(so) sin by
elde edilir. O halde iki durum s6z konusudur:

(1) p(so) = 0 olsun. O halde, o(sg) = 0 olur. Boylece, P dairesel yiizeyinin singiiler
noktasi p(sg) = o(sg) =0 ve 6y = cos_l(@) esitliklerini saglayan (so, 6p)’dadur.
(i) p(so) # 0 olsun. O halde, o(sg) # 0 olur. Boylece, (3.35) esitliginden,
Oy = —sin_l(%) oldugu goriiliir. Ayrica 6y = cos_l(@) oldugunu bili-
yoruz. cos?fy + sin?6y = 1 oldugundan dolay1 a(sq)(c?(s0) + p?(s0)) = r2u?(s0)

elde edilir. O halde P dairesel yiizeyi 6, = —sin’l(%) = 005*1(@) ve
a?(s9)(0%(s0) + p%(s0)) = r?u?(so) sartlarmmi saglayan (sg,6p)’da bir singiiler nok-

taya sahiptir (Cui vd. 2009).

Ornek 3.1.2. a(s) = s, o(s) = 0 ve u(s) = 0 segelim. Bu durumda, M (s) = sa;(s)

elde edilir. ay(s) = (coss,sin s, 0) olsun. O halde,

as(s) = (—sins,cos s, 0)

as(s) = (0,0,1)

oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla Mi(s) = (scoss, ssins,0) olarak bulunur.

Buradan da integral alinip integrasyon sabitleri 0 secilerse
M, (s) = (ssins + cos s, —scos s + sin s, 0)

seklinde elde edilir. M, egrisinin s = 0’da bir singiiler noktasi oldugu agiktir. O
halde M, taban egrisine sahip P; dairesel yiizeyi

Pi(s,0) = (ssins+ coss — rsinscos, —scos s + sin s + r cos s cos @, r sin 6)

denklemi ile verilir. Durum 1 geregi P, dairesel yiizeyinin (so,6y) = (0, %) icin ve
(s1,61) = (0,28) icin iki adet singiiler noktasimnin oldugu sdylenebilir. r = 2 i¢in M,
taban egrisine sahip P, dairesel yiizeyi ve iizerindeki singiiler noktalar sekil 3.3’de

gosterilmigtir.
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Sekil 3.3 M, taban egrisine sahip P; dairesel yiizeyi ve singiiler noktalari
Diger yandan, a(s) = s, o(s) = 1 ve pu(s) = 0 secelim. Bu durumda
M(s) = sai(s) + az(s) esitliginde integral alinir ve integrasyon sabitleri 0 segilirse
Ms(s) = (ssins, —scoss,0)
elde edilir. Bu durumda M, taban egrisine sahip P, dairesel yiizeyi
Py(s,0) = (ssins — rsinscosf, —scos s + rcos s cos ), r sin )

bi¢iminde bulunur. Bu durumda yine Durum 1 geregi P dairesel yiizeyinin P,(0, 7/2)
ve P5(0,37/2) singiiler noktalarina sahip oldugu kolayca goriilebilir. Ancak bu du-
rumda M, taban egrisi regiilerdir. r = 2 i¢cin M, taban egrisine sahip P, dairesel

yiizeyi gekil 3.4’de gosterilmigtir.

Sekil 3.4 Regiiler M, taban egrisine sahip P, dairesel yiizeyi ve singiiler noktalari
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Ornek 3.1.3. a(s) = v/2, (s) = 1 ve u(s) = —1 segelim. Bu durumda
M}(s) = v/2a4(s)+as(s)—as(s) bulunur. ay, as ve as vektor alanlart Ornek 3.1.2'deki
gibi secilirse,

Mj(s) = (vV/2cos s — sin s, V/2sin s + cos s, —1)
olur. O halde integral alinir ve integrasyon sabitleri 0 segilirse
M;(s) = (vV/2sin s + cos s, —V/2 cos s 4 sin s, —s)
elde edilir. » = 2 secilerek, M3 taban egrisine sahip P; dairesel yiizeyinin denklemi
Ps(s,0) = (V2sin s+ cos s — 2 cos A sin s, —v/2 cos s +sin s+ 2 cos f cos s, —s + 2 sin )

bigiminde bulunur. Agik¢a goriilebilir ki 6 = /4 ve Vs € [ i¢gin Durum 2 (ii)
saglanir. Bu durumda Ps dairesel yiizeyi 6(s) = P(s,0) = (coss,sins, —s + v/2)
striksiyon egrisi boyunca singiilerlige sahiptir. gekil 3.5’de P5 dairesel yiizeyi ve bu

yiizeyin 0 striksiyon egrisinin grafigi verilmistir.

Sekil 3.5 Mj taban egrisine sahip P3 dairesel yiizeyi ve 4 striksiyon egrisi (kirmizi)

3.1.3 Roller coaster yiizeyler

Bir regle yiizeyin acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart regiiler noktalarda K Gauss
egriliginin sifir olmasidir. Bu sart, regle yiizeyin tiim ana dogrularinin umbilik ve
singiiler noktalar diginda egrilik ¢izgisi olmasiyla denktir. Benzer bigimde, {ireten
cemberleri egrilik ¢izgisi olan dairesel yiizeyler de ¢aligilmigtir (Izumiya vd. 2007).
Bu boliimde, bu tip dairesel yiizeylerin simflandirilmas: kiiresel ¢ati kullanilarak

daha basit bir gekilde yapilacaktir. Daha sonra bu yiizeylerin geometrik 6zelikleri
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incelenecektir (Cui vd. 2009).

Bir P(s,#) dairesel yiizeyinin tiim iireten ¢emberlerinin egrilik ¢izgisi olmasi igin
gerek ve yeter sart Ny(s,0) || Py(s, ) olmasidir. Bu sart kullanilarak,

(rcosf — a)(acsinf — apcosd +ru) =0

(3.36)

ao B cos 260 + %a,ﬁ sin 260 — %o«ﬂ sin20 — ropcos® — ryp?sinf = 0
elde edilir. O halde ii¢ durum séz konusudur.
(i) « = 0 = pu = 0 olsun. Bu durumda, M’ = 0 olup, taban egrisi sabit bir noktadir.
O halde dairesel ylizey r yaricaph bir kiiredir.
(ii) 0 = p =0 ve a # 0 olsun. Bu durumda, M’ = aq; elde edilir. Yani, M’ teget
vektorii cember diizlemine diktir. O halde, dairesel yiizey bir kanal yiizeyi olur.
(iii) @ = p = 0 ve 0 # 0 olsun. Bu durumda, M’ = oay elde edilir. Eger, o bir

sabit ise, bu durumda, M, bir sabit vektor olmak tizere
M = My + oaq
yazilabilir. O halde, dairesel yiizeyin parametrik denklemi kullanilarak
(P — My, P — My) = 0* +1r?
bulunur. Dolayisiyla, cember iizerindeki tiim noktalar M, merkezli v/o2 + r2 yaricapl

kiire iizerindedir.

Diger yandan, o bir sabit olmasin. Bu durumda dairesel yiizey roller coaster
yiizey olarak adlandirilir. Simdi roller coaster yiizeylerin parametrik denklemini ve
geometrik ozeliklerini elde edelim. ¢, M taban egrisinin yay parametresi ve {e,n,b}

de M egrisi boyunca Frenet ¢atisi olsun. Bu durumda,

RO
U= hre) =
de
) — _dt :—al-l-ﬁa:s 3.37
"= e T e (3:37)
_ Bai+ag

b(t) = e(t) x n(t) =

Vit
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Boylece, (3.37) esitliklerinden 6nce

g = B (3.38)

Y e

: 1

ifadesine ulagihr. Burada cosp = —2— sing = aliarak,
V1482’ V1482

a; = —singn + cos pb (3.39)
bulunur. Son egitlik ile a; = e oldugu g6z Oniine alinarak
az = aj; X as = cos pn + sin pb (3.40)

egitligi elde edilir. Ayrica, Frenet formiilleri kullanilarak M taban egrisinin egrilik

ve burulmasi
£/ 1 2 ds/d d
wlt) = TW m(t) = mﬂ—im -~

bi¢imindedir. Bu durumda,
P(s,0) = M(s) + r(cosfay + sin fag)

parametrik dairesel yiizey denkleminde, ay = e egitligi ve (3.40) denklemi yerine

yazilirsa, dairesel yiizeyin ¢ yay parametreli denklemi,
R(t,0) = M(t) + r(cosfe + sin f(cos pn + sin b)) (3.41)

seklinde elde edilir. Bu yiizeye bir roller coaster yiizey adi verilir (Izumiya vd
2007, Cui vd. 2009). Yukarida incelenen durumlar gbz 6niine alinarak agagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. P, iireten cemberleri umbilik ya da singiiler noktalar diginda egrilik
cizgileri olan bir yiizey olsun. O halde, P yiizeyi bir kiire, bir kanal yiizeyi ya da
(3.41) ile gosterilen roller coaster yiizey parcasidir. Burada o(t), M uzay egrisinin ya
da bu ¢ yiizeyle diizgiin baglantili bir yiizeyin 7(¢) torsiyonunun basit bir fonksiy-
onudur. ¢ ile M egrisinin yay uzunlugu parametresi gosterilmektedir. Roller coaster

yiizeylerin tekil noktalar1 striksiyon egrilerle ¢akigir (Izumiya vd 2007).
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Simdi bir roller coaster yiizeyin geometrik 6zeliklerini inceleyelim. (3.41) denklemi-

nin, ¢t ve f parametrelerine gore kismi tiirevleri alinarak

R, =(1—7rksinfcosp)e + rrcosbn
¢ ( ©) (3.42)

Ry = —rsinfle + rcosf cospn + rcos 6 sin b

Buradan, (3.41) denklemi ile verilen bir roller coaster yiizeyin birinci temel formunun

katsayilari

= (R, R) = r*k%cos® 0 + (1 — rrsinf cos @)
= (Ry, Ry) = —rsinf + r*kcosp (3.43)

== <R9,R9> = T2

bigiminde hesaplanir. Diger yandan, (3.42) esitlikleri ile elde edilen vektorlerin vek-

torel carpimiyla

(Ri x Ry)(t,0) = (r’scos®@sing)e + (rcosfsing)(—1+ rxsinf cos ¢)n

47 cos 0(cos i + rk sin 0 sin® )b

ve

I(R: x Ro)(t,0)]| = rcos 6y (122 sin? o + 1) (3.44)
bulunur. O halde roller coaster yiizeyin birim normal vektori

RtXRe
£0) = X0
00 = TR X Rl
1

= (rkcosfsingpe+ (—1+resinfcosp)sinpn  (3.45)
V14 r262sin? o

+ (cos ¢ + rrsin @ sin® ) b)
olarak elde edilir. Ayrica, ylizeyin ikinci mertebeden tiirevleri hesaplanirsa

Ry = (—rk'sinfcosy — mrrsindsinp — rr®cosd) e (3.46)

+(k — r&*sin @ cos ¢ + rx’ cos O)n + (r7r cos 0)b

Ry = —rkcosfcospe —rrsinbn (3.47)

Rpyp = —rcosf e —rsinfcospn — rsinf sin pb (3.48)
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ifadelerine ulagihir. Bu ifadeler yardimiyla, bir roller coaster yiizeyin ikinci temel

form katsayilari

e = (Ry,v) = —[rsing — r(k(ksin 0 sin 2¢ + cos 0 cos o7) + £’ cos 6 sin ¢

+ 72K3 sin ¢(cos? @ + sin’ 0 cos® )] (1 + r*k? sin? gp)_%

N

f = (R, v) = [resinp(—rkcosp +sin )] (1 + r*k*sin® )~ (3.49)

1
2

g = (Rgg,v) = —r*ksinp (1 4+ r?k? sin® @)

bi¢iminde elde edilir.

Tanim 3.1.4 (Roller coaster yiizeyin striksiyon egrisi). Bir R(¢,0) roller

coaster yiizeyi tlizerindeki
d(t) = M(t) +r(cosf(t) e +sinb(t) (cospn +sinpb))
egrisi
(6'(t), cosB(t) e + sinO(t) (cospn +sinpb)) =0 (3.50)

sartim saghyorsa bu egriye bir striksiyon egrisi denir.

Bu durumda 4(t) egrisinin ¢ parametresine gore tiirevi alinarak
8(t) = (1—rfsinf —resinfcosyp)e
+(rk cos @ + r’ cos 0 cos o — ry’ sin @ sin p — r7sin 6 sin p)n
+(r6’ cos Osin p + r7sin 6 cos  + r¢’ sin 0 cos )b
ve burada da ¢/ = —7 yerine yazilarak,
() = (1—r0sinf —rrsinfcosp)e+ (rxcosd + 6 cos 6 cos p)n
+(rf cosOsin )b
elde edilir. Bulunan bu ifade (3.50) denkleminde yerine yazilirsa
cosf = 0
0 = 4=
2

sart1 elde edilir. O halde roller coaster yiizeyin striksiyon egrileri

01(t) = M(t)+r(cospn+singb) ve da(t) = M(t) —r(cos p n+sin ¢ b) bicimindedir.
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Teorem 3.1.2. Bir R(t,0) roller coaster yiizeyinin (¢, 60y)’da singiiler noktasinin
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

T
90:i§

olmasidir.

Ispat. R roller coaster yiizeyinin (¢, 0p)’da singiiler noktasinin olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin ||R; X Ryl|(to, 0p) = 0 oldugunu biliyoruz. Bu durumda (3.44) denkle-

minden kolayca goriilebildigi {izere
IRy % Rol| (to, ) = 7 cos 8o (r?x>(to) sin? p(to) + 1)z = 0

olmalidir. Bu ifadenin ger¢eklenmesi i¢in de

cosfy =0

saglanmalidir. Bu ise
m
90 = Zl:E

olmasini gerektirir. Yani, roller coaster yiizeyin singiiler noktalarinin geometrik yeri
0o = 5 ve Oy = —% degerlerine karsihk gelen {-parametre egrileridir. Dolaysiyla

ispat tamamlanir. O

Sonug 3.1.1. Bir roller coaster yiizeyin singiiler noktalarinin geometrik yeri yiizeyin

striksiyon egrileridir.

Teorem 3.1.3. Bir R(t,0) roller coaster yiizeyi i¢in agagidakiler gergeklenir
(Izumiya vd. 2007).

1. Ay ve A\ asli egrilikleri agagidaki gibi verilir.

\ —Ksin e
1 pum—
(1 + r2x2sin® go)% (3.51)
) —r2k3sin® p cos O + k(sin @ cos @ — 77 cos @) + K sin @ '
2 pum—

(14 252 sin® @) ? cos
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2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi asagidaki gibi verilir:
3sin® o cos 0 + k(sin @ cos § — r7 cos ) + rk’sin @)

(1 4 72k2sin? )2 cos 0

- 2
8
P inp(r's

2r2k3 sin® ¢ cos 0 + k(sin p cos O — 17 cos ) + 7K' sin @)

H = 3
2(1 4+ r2k2 sin® ) cos f

3. Flat roller coaster yiizeyler diizlemlerin alt ciimlesidir.

4. Minimal roller coaster yiizeyler diizlemlerin alt climlesidir.

5. (0 = —7m/2) ve (6 = m/2) degerlerine kargilik gelen striksiyon egrilerinin,

sirastyla egrilikleri &y, ko ve torsiyonlart 71, 75 asagidaki gibi verilir:

K T
ke —, G o —

|1 + 7K cos ¢ |1 + 7K cos ¢
k2: R 7'2: T

11— rrcosep|’ |1 — 7k cos ¢

Burada, « ile 7 sirasiyla, M egrisinin egrilik ve burulmasidir.

Ispat. Bir yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

eg — f?
K = — -+
EG — F?
_ leG—2fF+gE
2  EG - F?

esitlikleri yardimiyla hesaplanabilir, (Sabuncuoglu 2004). O halde (3.43) ve (3.49)

denklemlerinden agagidaki hesaplamalar kolayca yapilir:

EG —F* = 7r?cos®0(r’s*sin® ¢ + 1)

eg — f2 = [r’*kcos@sing(ksinpcosf — rrrcos g + r’k° sin® g cos @ + rk’ sin )]

[1 + 7k%sin? gp]_%

Boylece, yiizeyin Gauss egriligi
3sin® @ cos @ + K(sin @ cos § — r7cos ) + rk'sin @)

(14 72k2sin? )2 cos 0

' 2
S
P inp(rik
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bi¢iminde hesaplanir. Diger yandan, tekrar (3.43) ve (3.49) denklemleri kullanilarak

3

eG = —r’ksing + 2r*k? sin @ sin ¢ cos ¢ — r*x® sin p(cos? § 4 sin? O cos® @)

—r3K/ sin  cos § + 37k cos 6 cos )

3

fF = —r*ksinfsing + 2r°x*sin @ sin p cos p — r*k® sin ¢ cos?

4.3

Eg = —r's*sinpcos®f —r?

4

rsin @ — k3 sin p sin? 0 cos? ¢ + 2rr3k? sin 0 sin ¢ cos ¢

ve buradan da

eG —2fF+ Eg = [—r?cosf(2ksingcosf + 2r°k®sin® g cos @ — r1k cos ¢

_1
2

47" sin )] x [1 4 r?k? sin® ¢]

bulunur. Boylece yiizeyin H ortalama egriligi

2r213 sin® o cos @ + k(sin @ cos @ — r7 cos @) + 7K sin @)
2(1 + r2x2sin® @) ? cos b

H—

bigiminde hesaplanir. Dolayisiyla (2) ispatlanmig olur.

Roller coaster yiizeyin lireten ¢cemberleri egrilik ¢izgisi oldugundan egriliklerden biri,

=g [—r2k sin @][1 + r2k2sin? o] "2 _ — K sin
G r? (1+r2k2sin® p)2

olup, ayni1 zamanda

K =M.

gercegi kullanilarak
3sin® p cos 0 + k(sin p cos § — 17 cos ) + rk’ sin @

(14 252 sin® @) cos

—r2K

Ao =

elde edilir. O halde (1) ispatlanmg olur.

(3) sikkimi ispatlamak i¢in, R yiizeyinin flat yiizey oldugu kabul edilsin. Bu durumda
K(t,0) = r?k®sin® ¢ cos 0 + k(sin g cos — r7cos ) + k' sing = 0

yazilabilir. O halde I?(t, 0) + I?gg(t, 0) = 0 sart1 kullanilarak, k7 cosp — k' singp = 0
elde edilir. Bu ise, ¥’ = 7 = 0 olmas1 demektir. O halde (3.52) denkleminden
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sinp = 0 elde edilir. O halde, bu sartlar1 saglayan bir roller coaster yiizeyin bir

diizlem parcasi oldugu kolayca goriilebilir.

(4) sikkr (3) sikkina benzer yontemle ispatlanabilir.

Simdi (5) sikkini ispatlayalim. 6 = +7/2 degerlerine karsilik gelen striksiyon egri-
lerinin §(¢) = M (t) & r(cospn + sin p b) oldugunu gostermigtik. Bu durumda basit

hesaplamalarla
§(t) = (1+rkcosp)e
§"(t) = (£rw’ cosp £rrasing)e + (k£ 762 cos p)n
§'(s) x §"(s) = k(1lErrcosp)?b

elde edilir. O halde,
16°(2) x " (2)]]
6" ()]
(0'(t) x &"(t), 0" (¢))
l67(2) > 6"(6)]*

formiilleri kullanilarak egrilikler ve burulmalar kolayca hesaplanabilir. O]

3.2 Alternatif Cati ile Tiiretilen Roller Coaster Yiizeyler

Bu boliimde, taban egrisi bir uzay egrisinin dogrultu egrileri olan roller coaster
yiizeyler incelenecektir. Bu tiir roller coaster yiizeyler olugturulurken 6zelikle Uzunoglu
vd. tarafindan 2016 yilinda bir ¢alismada tanimlanan {n, ¢, w} alternatif ¢atisi kul-

lanmilacaktir. Elde edilen yiizeylerin baz1 geometrik 6zeliklerine yer verilecektir.

Tanim 3.2.1 (Frenet Egrisi). Birim hizh bir 7 egrisi i¢in, agagidaki sarti saglayan

bir V' vektor alani varsa, bu egriye bir Frenet egrisi denir.
V() =u(t)e(t) +v(t)n(t) +wt)b(t), u(t)+0v*(t) +w(t) =1

v : I — R? bir Frenet egrisi ve v egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun.
Boylece, T araliginda yukaridaki sekilde tanimli V' vektor alanina teget olan egri

birim hizli bir egridir. Bu egriye V-dogrultu egrisi denir (Choi vd 2012).
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Tanim 3.2.2 (Asli dogrultu egrisi). Birim hizli bir v : I — R? verilsin. ~ egrisinin
normal vektor alanina teget olan bir (¢) egrisine, () egrisinin asli dogrultu egrisi

denir. Bu durumda %(t) = [ n(t)dt yazahr (Choi vd. 2012).

Tamim 3.2.3 (c—dogrultu egrisi). Birim hizh bir v : I — R? verilsin ve {n, c,w}
da bu egri boyunca alternatif ¢ati olsun. ¢ vektor alanina teget olan bir 4(¢) egrisine
v(t) egrisinin c—dogrultu egrisi denir. Bu durumda §(¢t) = [ ¢(t)dt yazlabilir
(Ozdogan vd. 2018).

Tanim 3.2.4 (w—dogrultu egrisi). Birim hizhi bir v : I — R3 egrisi ve bu egri
boyunca {n,c,w} catisi verilsin. ~y egrisinin Darboux vektor alanina teget olan bir
egri 4(t) egrisine, (t) egrisinin w—dogrultu egrisi denir. O halde ¥(t) = [ w(t)dt
yazilabilir (Macit ve Diildiil 2014).

Simdi, taban egrisi bir egrinin dogrultu egrisi olan roller coaster yiizeyleri tanimlaya-
lim. Bir roller coaster yiizeyin parametrik denklemi taban egrisinin teget, normal ve
binormal vektorleri ile yazildigindan dolayi, olugturacagimiz yeni yiizeyler de taban
egrilerinin Frenet vektorleri cinsinden yazilmalidir. Kolayca goriilebilir ki bir egrinin
asli dogrultu ve w-dogrultu egrilerinin Frenet vektorleri asil egrinin {n,c,w} ¢atist

ile kolayca ifade edilebilmektedir. Ayrica c-dogrultu egrisinin Frenet elemanlar: da

Cl

{¢,€ = W7C x & = d,l,m} bigiminde bulunur. O halde taban egrisi, sirasiyla,
c

asli dogrultu egrisi 7, c-dogrultu egrisi 7 ve w-dogrultu egrisi 7 olan roller coaster

yiizeyler agagidaki gibi tanimlanir:

R(t,0) = 5(t) + r(cos On(t) + sinf(cos @(t)c(t) + sin @(t)w(t))), (3.54)
R(t,0) = 4(t) + r(cos Oec(t) + sin O(cos G(£)E(t) + sin G(£)d(t))) (3.55)
R(t,0) = 3(t) + r(cos Ow(t) + sin A(cos G(t)n(t) + sin G(t)c(t))) (3.56)

burada, @' = —g, ¢’ = —m ve @' = — [ egitlikleri saglanir.

Bu yiizeylerin baz1 geometrik 6zelikleri agagida verilmigtir.
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Teorem 3.2.1. (3.54) denklemi ile verilen R(t,6) roller coaster yiizeyi i¢in agagi-

dakiler saglanir:

1. Ay ve A\ asli egrilikleri agagidaki gibi verilir.

B —fsing

(1+7r2f2 sin? go)% (3.57)

N = —r2f3sin® pcos O + f(sinpcosf — rgcos ) +rf'singp '

? (1 4 72f2 sin? go)%cose
2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi agagidaki gibi verilir.

P fsinp(r? f3sin® o cos @ + f(sinpcos @ — rgcos ) + rf’ sin ) (3.58)

N (14 72f2sin® )2 cos f '
7 2r2 f3sin® p cos § 4+ f(sin p cosf — rgcos ) + rf'sin @) (3.50)

2(1 + r2f2sin® ¢)? cos 6
3. R(t,0) roller coaster yiizeyinin flat olmas1 i¢in gerek ve yeter sart v egrisinin

bir dik dairesel helis olmasidir.

4. R(t,0) roller coaster yiizeyinin minimal olmasi icin gerek ve yeter sart -y

egrisinin bir dik dairesel helis olmasidir.

Ispat. (3.54) denklemi ile verilen R(t,6) yiizeyinin ¢ ve 6 parametrelerine gore kismi
tiirevleri alinarak

Ry = (1—rfsinfcos@g)n+ (rfcosf)c

Ry = —rsinfn + rcost cos pc+ rcosfsin pw
ve buradan da

(Ry X Rg)(t,0) =rcosf(rfcosfsingn+ (—1+rfsinfcosp)singc (3.60)

+(cos @ + r f sin @ sin? @)w)

elde edilir. Boylece,

|| Ry x Rol| = rcos 6(r* f* sin® ¢ + 1) (3.61)
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olur. Bu durumda, yiizeyin birim normali

o(t,0) = Xt (3.62)
1R x Rol|
= (rfcosfsinpn+ (—1+rfsinfcosp)sin pc (3.63)

1
2

+(cos @ + 7 f sin @ sin® @)w) (1 + r* f2sin? )

biciminde bulunur. Boylece, yiizeyin birinci temel form katsayilari su sekilde hesap-

lanr:

E = (R, R,)=r"fcos®@+ (1 —rfsinfcosp)’
= <Rt, Rg> = —rsinf +1r%f cos @ (3.64)

G = <R9,R9> = 7’2
Diger yandan, ikinci mertebeden kismi tiirevler hesaplanirsa

Ry = (—rf'sinfcos@ — grfsinfsinpg —rf*cosf)n (3.65)

+(f —rf*sinfcos @ + rf' cos@)c+ (rfgcosd)w

Ry = —7f coscosgn — rf sinfc (3.66)
Rpg = —rcosfn — rsinf cos g c — rsinfsin pw (3.67)

esitlikleri ve bunlarin yardimiyla yiizeyin ikinci temel form katsayilari ise gu gekilde

hesaplanir:

e = <Rtt,v>:—[fsin@—r(f(fsin@sin235+Cosecos@g)—i—f’cos@sin@
472 f3 sin ¢(cos? @ + sin’ 0 cos® p)][1 + r? % sin? @]_%
f = (R, v)=[rfsing(—rfcosp+sind)][1 +r°f*sin® o)z (3.68)

g = <R99,U> = [_ﬂfSiH@Hl—i-'f’QfQSinQ @],%

Dabhast, birinci ve ikinci temel form katsayilar: kullanilarak P yiizeyinin Gauss egri-

ligi ve ortalama egriligi, sirasiyla,

eg — f*

EG — F?

fsin@(rf3sin® g cosf + f(sin @ cosf — rgcos @) + rf'sin @)
(14 72f2sin® )2 cos f

K
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ve

1eG — 2fF + gE
2 EG - F?
2r2 f3sin® @ cos § 4 f(sin @ cos — rgcos @) + rf'sin @)
2(1 + r2f2sin® ¢)? cos

bigiminde hesaplanir. Dolayisiyla, (2) ispatlanmig olur.

Roller coaster yiizeyde iireten cemberler egrilik ¢izgisi oldugundan asli egriliklerden

biri,
A\ — 9 _ [—r2fsin@][1 + 7% 2 sin’ 95]_% B —fsing
LG r? (14 r2f2sin® @)z
olup,
K =3 )\1.)\2

ifadesi kullanilarak,

—r2f3sin® g cos O + f(sin pcosh — rgcos @) + rf’sin @
(14 r2f2sin® @) cos f

)\2:

bulunur. O halde (1) ispatlanmig olur.
R yiizeyinin flat yiizey olmasi icin gerek ve yeter sart Gauss egriliginin sifira esit
olmasi, yani

K(t,0) = r?f3sin® gcosf + f(sin@gcosd — rgcos @) +rf sing =0

esitliginin saglanmasidir. Diger yandan K (t,6) + (92/002)K (t,0) = 0 oldugundan,
fgcosp — f'sinp = 0 elde edilir. Bu ise, f' = g = 0 olmasim gerektirir. Bu iki
ozdegligin saglanmasi i¢in x ve 7 egriliklerinin sabit olmas1 gerekmektedir. Bu da ~

egrisinin dik dairesel helis olmasi anlamina gelir. Dolayisiyla (3) ispatlanmig olur.

(4) benzer yontemle ispatlanir. ]
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Simdi, ¥(¢) asli dogrultu egrisi tarafindan iiretilen roller coaster yiizeyi iizerindeki bir
egrinin striksiyon egri olma sartin1 inceleyelim. R(t, ) roller coaster yiizeyi iizerinde
alinan

5(t) = 3(t) + r(cos 8(t)n + sin §(t)(cos @(t)c + sin p(t)w))

egrisinin bir striksiyon egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart
(8'(t), cos O(t) n + sin O(t) (cos ¢(t) ¢ + sin g(t) w)) = 0
olmasidir. ¢’ = —g ifadesi kullanilarak kolayca goriilebilir ki

§(t) = (1—rfsind—rfsinfcos@)n+ (rfcosd+ rd cosfcosp)c

+(r6’ cos 0 sin @)w

bi¢imindedir. Bu ifade bir 6nceki denklemde yerine yazilip gerekli iglemler yapildiginda

R roller coaster yiizeyinin striksiyon egrilerinin
§ =+
2
degerlerindeki 6 (t) = Y(t) + r(cos @(t)c + sin @(t)w) ve do(t) = Y(t) — r(cos p(t)c +

sin p(t)w) t-parametre egrileri oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.2.2. (3.55) denklemi ile verilen R(t,6) roller coaster yiizeyi icin agagi-

dakiler saglanir:

1. A1 ve \q asli egrilikleri agagidaki gibi verilir.

—lsing
M= 212 ¢in2 3 3
(14 r22sin” $)2 (3.69)
V., — —r2[3sin® p cos @ + I(sin ¢ cos § — rg cos p) + rl’ sin @ '
? (1+722sin® $)2 cos b
2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi agagidaki gibi verilir:
K- [sin ¢(r21® sin® ¢ cos 0 + l(sinf[);(?s 0 — rmcos ) + rl’ sin Q) (3.70)
(14 r212sin® )% cos
e 2r213 sin® ¢ cos 0 + (sin ¢ cos @ — rmcos @) + rl’ sin @) (3.71)

2(1 + 122 sin® $)2 cos 0
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3. R(t,0) roller coaster yiizeyinin flat olmasi icin gerek ve yeter sart ~ egrisinin

f ve g sabit olacak gekilde bir slant helis olmasidir.

4. R(t,@) roller coaster ylizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart -y

egrisinin f ve g sabit olacak sekilde bir slant helis olmasidir.

Ispat. v egrisinin c-dogrultu egrisi tarafindan iiretilen R roller coaster ylizeyinin ¢

ve f parametrelerine gore kismi tiirevleri

R, = (1—rlsinfcos@)c+ (rlcosh)E

Ry = —rsinfc+ rcosfcospE + rcosbsin pd

olup, bu ifadelerin vektorel carpimiyla

Ry x Ry(t,0) = rcosB(rl cos O sin pc + (—1 + rlsin 6 cos @) sin G&

(3.72)
+(cos @ + risin fsin® B)d)
elde edilir. O halde, norm alinarak
IRy x Ry = rcosf(r*®sin® @ + 1)2 (3.73)
bulunur. Bu durumda, yiizeyin birim normali su sekilde hesaplanir:
R, xR
u(t,0) = X (3.74)
| Re < Rl
= (rlcosfOsinpc+ (—1 4+ risinfcosp)sinpf
+(cos ¢ + rlsin fsin? B) d)(1 + r*1? sin? gb)_% (3.75)
Ayrica, R roller coaster ylzeyinin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
Ry = (—rl'sinfcos@ — mrlsin@sin @ — ri? cosf)c (3.76)
+(I = rl*sin @ cos p + rl’ cos 0)€ + (rlm cos 0)d
Ry = —rlcosfcospc—rlsind ¢ (3.77)
Rgg = —rcosfc—rsinfcos p& — rsinfsinpd (3.78)
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bi¢iminde hesaplanir. O halde, birinci mertebeden kismi tiirevler kullanilarak yiizeyin

birinci temel form katsayilar

= (R, R,) = r?1?cos® 0 + (1 — risin @ cos p)> (3.79)
= (Ry,Ry) = —rsinf + r’lcos ¢
= (Re, ffe) =7

seklinde bulunur. Diger yandan, birim normal vektor ve ikinci mertebeden kismi

tiirevler kullanilarak ikinci temel form katsayilari ise su sekilde hesaplanir:

e = (Ry,v) = —[lsing — r(I(Isinfsin2p + cos f cos gm) + I’ cos O sin ¢

+721% sin p(cos® O + sin? @ cos® p)][1 + r*1? sin® @]’%
f = (R, v) = [rlsin p(—rlcos  + sin 0)][1 4 r21% sin? @]_% (3.80)

g = (Rpp,v) = [—r2lsin ][l + r22sin? ] 2

O halde, yukarida elde edilen birinci ve ikinci temel form katsayilari yardimiyla

yiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

eg —
K = 99—
EG — F?
_ Ising(r?®sin® ¢ cos 0 + I(sin ¢ cos @ — rmcos @) + rl’ sin @)
B (1 4 7212 sin* p)2 cos O
ve
Ly LeG=2fF+gE

2 EG-F?
2r213 sin® ¢ cos 0 + (sin @ cos @ — rm cos @) + rl’ sin @)
2(1 + 722 sin® $)2 cosf

seklinde bulunur. O halde (2) ispatlanmig olur.

Roller coaster yiizeyin iireten ¢emberleri egrilik ¢izgisi oldugundan asli egriliklerden

biri )
N [—r2lsin §][1 4 r2l?sin® §] 72 —[sing
G r? (1+r22sin® ¢)2
olup,
K =M\
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ifadesi kullanilarak

—12[3sin® ¢ cos @ + [(sin ¢ cos § — rm cos ) + rl’ sin

Ao =
’ (14 7212 sin® @) ? cos 6

elde edilir ki bu da (1) secenegini ispatlar.

R roller coaster yiizeyinin flat olmasi i¢in gerek ve yeter sart
K(t,0) = r**sin® ¢ cos 0 + I(sin ¢ cos§ — rmcos @) + rl’ sing = 0

olmasidir. Ayrica K (t,0)+(0%/862)K (t,0) = 0 saglandigimdan, Im cos $—I'sin g = 0
/

elde edilir. Bu ise, I’ = m = 0 olmas1 anlamina gelir. Boylece, I = % =0
f(1+0%)2

olup, v egrisi f ve g sabit olacak sekilde bir slant helistir.

(4) benzer yontemle ispatlanir. O

Simdi, 4 c-dogrultu egrisi tarafindan iiretilen roller coaster yiizeyi iizerindeki strik-

siyon egrilerini karakterize edelim. R roller coaster ylizeyi tlizerindeki bir
3(t) = A(t) + r(cosO(t) ¢ + sin O(t)(cos (t) £ + sin p(t) d))
egrisinin striksiyon egrisi olabilmesi icin ¢ agagidaki sarti saglamalidir:
(8'(t), cos B(t) c + sinO(t)(cos p(t) € + sing(t)d)) =0
O halde, 0 egrisinin bir striksiyon egrisi olmasi i¢in
Hzig

olmalidir. Bu durumda yiizeyin striksiyon egrileri

01(t) =4(t) + r(cos p(t) € + sin p(t) d)

ve

da(t)

A(t) — r(cos p(t) € + sin p(t) d)

t-parametre egrileridir.
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Teorem 3.2.3. (3.56) denklemi ile verilen R(t,6) roller coaster yiizeyi i¢in agagi-

dakiler saglanir:

1. A1 ve \q asli egrilikleri agagidaki gibi verilir:

A = —(g Ccos @
(14122 cos? §)2 (3.81)
) —r?g3 cos® g cosf + g(cos @ cos — rfsin @) + rg’ cos @ '
2 p—
(147242 cos? @)2 cos 0
2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi agagidaki gibi verilir:
g cos P(r?g3 cos® pcosf + g(cos g cosf + rf sin @) + rg’ cos @)
K= i (3.82)
(14 r2g2cos? p)? cos b
', 2r2g3 cos® ¢ cos 0 + g(cos @ cosf — r fsin @) + rg’ cos ) (3.83)

2(1 + r2g? cos? 95)% cos 6

ispat. Teoremin ispati Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2’ye benzer olarak kolayca yapila-

bilir. [l

Yukarida R ve R roller coaster yiizeylerine benzer olarak kolayca goriilebilir ki, R
yiizeyi lizerindeki striksiyon egrileri § = +7/2 degerlerine kargilik gelen parametre

egrileridir.
3.3 Dairesel Yiizeylerin Kuaterniyonik Gosterimleri

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda dairesel yiizeylerin ve roller caster yiizeylerin
parametrik denklemleri kuaterniyon carpimi ya da homotetik hareketler cinsinden

yeniden verilecektir.
Teorem 3.3.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir M(s) : I € R — R? uzay egrisi ve

bu egri boyunca bir {a1,.as,a3 = a1 x as} catis1 verilsin. Pas,a,.05.)(5,0), M taban

egrisine sahip dairesel yiizey olsun. O halde Pys,45,44,r)(5,0) dairesel yiizeyi
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(i) reel birim kuaterniyonlar yardimiyla

Pirasasr)(8,0) = M(s) 4+ 1(5)qa, * a2 (3.84)

(ii) homotetik hareket cinsinden
Pirtas,asr)(8,0) = M(s) +1(s)Mg, (s,6)as (3.85)

seklinde verilir. Burada, ¢, (s,0) = cos +sinfa; ve My, , g4, (s,6) birim kuaterni-

yonu i¢in ¢ dontigiimiiniin (2.7) denklemi ile verilen matris gosterimidir.

ispat. Parag,asrys M taban egrisi ile verilen bir dairesel ylizey olsun. O halde,

dairesel yiizeyin parametrik denklemi
P(5,0) = Pas,as,r)(5,0) = M(s) + r(s)(cos Bas(s) + sinfas(s)) (3.86)

ile verilir. gq,(s,0) = cos @+sin fa, birim kuaterniyonu ve as(s) piir kuaterniyonuna
kuaterniyon ¢arpimi uygulanarak, g4, (s, 0)*az(s) = cos fas(s)+sin faz(s) elde edilir.
Son egitlik, (3.86) denkleminde yerine yazilirsa (3.84) denklemi elde edilir. Diger
yandan M(s),r(s) ve M,, sirasiyla 6teleme vektorii, homotetik skalar ve homotetik
hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.85) esitligi homotetik hareket olarak

bulunur. O

Ornek 3.3.1.

M@):(%C%S\fsmsf)

helis egrisini ele alahm. wu(s) = (0, cos s, sin s) olmak iizere ¢,(s, ) = cos +u(s)sin @
birim kuaterniyonu alinsin. Ayrica u(s) vektoriine dik olan bir v(s) = (1,0, 0) birim
vektori secgilsin. O halde, (3.84) esitligi kullanilarak M taban egrisine sahip bir
dairesel yilizey agagidaki gibi elde edilir:

Pi(s,0) = M(s)+7(s)qu(s,0) v
= M(s)+r(s)(cos@v + (u X v)sin6)

COS S sin s

(W—i—r( s) cos b, ol

+ 7(s)sinfsin s — r(s)sinf cos s)

S
V2

o6



Bu denklemde, r(s) = 2 ve r(s) = g icin elde edilen dairesel yiizeyler sekil 3.6’da

verilmigtir.

Sekil 3.6 M taban egrisine sahip P; dairesel yiizeyi
a. r=2, b. r=15s/2

Simdi, k(s) = (0,0,1) olmak iizere gx(s,0) = cos@ + k(s)sin@ birim kuaterniyonu

s 1
, ,0) birim
V1+s2 1+ s? )
vektorii secilsin. O halde, M taban egrisine sahip bagka bir dairesel yiizey agagidaki

almsin. Ayrica k(s) vektoriine dik olan bir m(s) = (

gibi elde edilir:

Py(s,0) = M(s)+r(s)qe(s,0) xm

= M(s)+r(s)(cosdm+ (k x m)sin)
B <COSS scosf —sinf. sins cos@ +ssinf, s

—|—T’<S)( m )7 \/5 +T(S)(ﬁ)vﬁ

Bu denklemde, r(s) = 1 ve r(s) = s i¢in elde edilen dairesel yiizeyler sekil 3.7'de

)

verilmigtir.

Sekil 3.7 M taban egrisine sahip P, dairesel yiizeyi

a. r=1, b.r=s
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Simdi, Frenet gatis1 {e, n, b} olan bir egrinin kiiresel gostergeleri tarafindan iiretilen
roller coaster yiizeylerin parametrik denklemlerini verecegiz. Bunun i¢in &ncelikle

bir egrinin kiiresel gosterge egrilerini tanimlayalim.

Birim hizli bir M (t) egrisinin birim teget vektoér alanimin birim kiire tizerinde ¢izdigi
egriye, egrinin tegetler géstergesi adi verilir. Bu durumda M (t) egrisinin tegetler
M'(t)

gostergesi T : It CR — S? C R3, T(¢p(t)) = e(t) = (el bigiminde tanimlanir.

Burada ¢r : I — I, Yr(t) = [ K(s)ds seklinde ifade edilir.

Benzer gekilde, asli normal gostergesi, N : In C R — S? C R3, N(yn(t)) = n(t) =
b(t) A e(t) bigiminde tamimlanir. Burada ¢y : I — In, ¢¥n(t) = [ f(s)ds seklinde
ifade edilir.

M/(t) x M"(t)
M) x M"(8)||

Binormal gostergesiise, B : Ig C R — S? C R?, B(¢p(t)) = b(t) =
Burada ¢ : [ — Ig, ¥p(t) = [ 7(s)ds seklinde ifade edilir.

Simdi bir egrinin asli gostergeleri tarafindan iiretilen roller coaster yiizeylerin parametrik
denklemlerini verelim. M (t) egrisinin tegetler, asli normaller ve binormaller gostergeleri
sirasiyla T, N, B olsun. O halde, TN ve B tarafindan iiretilen roller coaster
yiizeyler {n,c,w, f, g} alternatif ¢atis1 kullanilarak, sirasiyla, agagidaki gibi tanim-

lanir.

Ry (t,0) = T(yr(t)) + r(cosbn(s) + sin O(cos ¢(t)c(t) + sin p(t)w(t)) (3.87)
sin ¢
Rn(t,0) = N(¥n(t)) + r(cosfc(t) + ——=(cos u(t)(cw(t) — n(t
(t,9) (¥ (t)) + 7(cos Be(t) m( p(t)(ow(t) —n(t)) .88)
+sin p(t)(w(t) + on(t))

Rgy(t,0) = B(p(t)) — r(cosOn(t) + sin@(cosn(t)c(t) — sinn(t)w(t)) (3.89)

Burada, —¢(t), —u(t), —n(t) sirasiyla g(t), ﬁ, —g(t)’nin ilkel bir fonksiyonudur.

Ayrica, r sabittir. Bu ylizeylerin baz1 geometrik 6zelikleri roller coaster yiizeylerin-

kine benzer bicimde incelenebilir.

Simdi oncelikle roller coaster yiizeylerin kuaterniyonik gosterimlerini verelim. Son-
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rasinda, (3.87) (3.88) ve (3.89) esitlikleri ile tanmiml, kiiresel gostergeler ile verilen

roller coaster yiizeylerin kuaterniyonik gdsterimlerini elde edelim.

Teorem 3.3.2. 3 boyutlu Oklid uzayinda bir M (t) birim hizli uzay egrisi ve bu egri
boyunca {e,n, b} Frenet catisi verilsin. Ry (t,0), M(t) taban egrisine sahip bir roller
coaster yiizey olsun.

q(t,0) = cos @ + sin Ox(t)

birim kuaterniyonu kullanilarak, Rj,(t,6) roller coaster yiizeyi

(i) gz(t,0) x e kuaterniyon ¢arpim ile
Rur(t,0) = M(t) +1q.(t,0) x e (3.90)
(ii) homotetik hareket cinsinden
Ry(t,0) = M(t) + rMge(t) (3.91)

seklinde verilir. Burada, z(t) = sin( [ 7(s)ds)n(t) + cos( [ 7(s)ds) b(t) ve M, ise,

q:(t,0) birim kuaterniyonu i¢in ¢ doniigiimiiniin matris gésterimidir.

Ispat. Ry(t,6) , M taban egrisi ile verilen bir roller coaster yiizey olsun. O halde,

roller coaster yiizeyin parametrik denklemi
Ry (t,0) = M(t) + r(cosfe(t) + sin f(cos o(t)n(t) + sin (t)b(t))) (3.92)

ile verilir.

x(t) = —sin(t)n(t) + cos o(t)b(t)

alinirsa,

qx(t,0) = cos @ + sin Ox(t)

birim kuaterniyonu ve e(t) piir kuaterniyonuna kuaterniyon carpimi uygulanarak,

q:(t,0) % e(t) = cosfe(t) + sin d(cos p(t)n(t) + sin (t)b(t))
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elde edilir. Son egitlik, (3.92) ifadesinde yerine yazilirsa (3.90) egitligi elde edilir.
Diger yandan M (t),r ve M, sirasiyla doniigiim vektorii, homotetik skalar ve ho-
motetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.91) egitligi homotetik hareket

olarak bulunur. N

Teorem 3.3.3. 3 boyutlu Oklid uzaymda bir M (t) birim hizli uzay egrisi ve bu egri
boyunca {n,c,w} alternatif ¢catis1 verilsin. Ry (t,0) ise (3.87) ile verilen, M (t) taban

egrisinin T tegetler gostergesi ile olugturulan roller coaster yiizeyi gostersin.
qy(t,0) = cos 0 + sin 0y(t)

birim kuaterniyonu kullamlarak,Rr(t, 8) roller coaster yiizeyi

(i) gy(t,0) x n kuaterniyon ¢arpimi ile
Rr(t,0) = T(¢Yr(t)) + rqy(t,0) xn (3.93)
(ii) homotetik hareket cinsinden
Ry(t,0) = T(¢r(t)) + rMyn(t) (3.94)

seklinde verilir. Burada, y(t) = cos([ g(s)ds) w(t) + sin([ g(s)ds) c(t) ve M, ise,

qy(t,0) birim kuaterniyonu icin ¢ doniigiimiiniin matris gésterimidir.

Ispat. Rr(t,0) , M(t) egrisinin T tegetler gbstergesi ile olugturulan bir roller coaster

yiizey olsun.
o(t) = cos( [ g(s)ds)w(t) + sin( [ gls)ds) )
alinirsa,

qy(t,0) = cos 0 + sin 0y(t)
birim kuaterniyonu ve n(t) piir kuaterniyonuna kuaterniyon ¢arpimi uygulanarak,
qy(t,0) x n(t) = cosOn(t) + sin §(cos p(t)c(t) + sinp(t)w(t))

elde edilir. Son esitlik, 3.87 de yerine yazilirsa (3.93) elde edilir. Diger taraftan

M(t),r ve M, sirasiyla déniigiim vektoril, homotetik skalar ve homotetik hareketin
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ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.94) esitligi homotetik hareket olarak bulunur.

Boylece ispat tamamlanir. O

Teorem 3.3.4. 3 boyutlu Oklid uzaymda bir M (t) birim hizli uzay egrisi ve bu egri
boyunca {n,c,w} alternatif ¢atis1 verilsin. Rn(%,6) ile (3.88) denklemiyse verilen,
M (t) taban egrisinin asli normaller gostergesinden olugturulan roller coaster yiizey
tanimlansin.

q-(t,0) = cosf + sin 0z(t)

birim kuaterniyonu kullanilarak, Rn(t,0) roller coaster yiizeyi

(i) ¢.(t,0) x ¢ kuaterniyon ¢arpimi ile

Rn(t,0) = N(¢n(t)) + rq.(t,0) x ¢ (3.95)

(il) homotetik hareket cinsinden
Rn(t,0) = N(¢¥n(t)) + rM.e(t) (3.96)

seklinde verilir. Burada,

1
V1+ o2

ve M, ise, ¢.(t,6) birim kuaterniyonu igin ¢ doniigiimiiniin matris gosterimidir.

2(t) = ( )(cos p())(w(t) +o(t)n(t)) = sin(u(t)) (o (t)w(t) — n(t))]

Ispat. Rn(t,0), M(t) taban egrisinin asli normaller gostergesi ile olusturulan bir
roller coaster yiizey olsun.
1
2(t) = (—=——==)|cos u(t)(w(t) + o(t)n(t)) — sin pu(t)(o(t)w(t) — n(t
(t) (m)[ pt)(w(t) +o(t)n(t)) () (o (tw(t) —n(t))]
aliirsa,

q.(t,0) = cos B + sin 0z(t)

birim kuaterniyonu ve ¢(t) piir kuaterniyonuna kuaterniyon ¢arpimiuygulanirsa,

sin 6

ﬁ(cos p(t))(ow(t) —n(t))

+sin pu(t) (w(t) + on(t)))

q.(t,0) xc(t) = cosfc(t)+

61



olur. Son egitlik, (3.88)’de yerine yazilirsa (3.95) elde edilir. Diger yandan, M (t),r ve
M., sirasiyla, doniigiim vektorii, homotetik skalar ve homotetik hareketin ortogonal
matrisi olsun. O halde, (3.96) esitligi homotetik hareket olarak bulunur. Boylece

ispat tamamlanir. O

Teorem 3.3.5. 3 boyutlu Oklid uzaymda bir M (t) birim hizli uzay egrisi ve bu egri
boyunca {n,c,w} alternatif ¢catis1 verilsin. Rg(t,0) ise (3.89) ile verilen, M (t) taban

egrisinin binormaller gostergesi ile olusturulan bir roller coaster yiizey olsun.
Guw(t,0) = cos O + sin Ow(t)

birim kuaterniyonu kullanilarak, Rp(t,0) roller coaster yiizeyi

(i) qu(t,0) x n kuaterniyon carpim ile

Ry(t,0) = B(ya(t) — rqu(t,0) *n (3.97)

(ii) homotetik hareket cinsinden
Rg(t,0) = B(ys(t)) + rMyn (3.98)

seklinde verilir. Burada, w(t) = cos( [ g(s)ds)w(t) + sin([ g(s)ds) c(t) ve M, ise,

Gw(t, 0) birim kuaterniyonu i¢in ¢ doniigiimiiniin matris gésterimidir.

Ispat. Rg(t,6), M(t) taban egrisinin binormaller géstergesi ile olugturulan bir roller

coaster yiizey olsun.

wﬂ:m%/wﬂmw@+am/ﬂg@p@

alinirsa,

qu(t,0) = cos O + sin Bw(t)
birim kuaterniyonu ve n(t) piir kuaterniyonuna kuaterniyon ¢arpimini uygulayarak,
qu(t,0) * n(t) = cosOn(t) + sin @(cosn(t)c(t) — sinn(t)w(t))
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elde edilir. Son egitlik, 3.89’de yerine yazilirsa (3.97) elde edilir. Diger yandan
M (t),r ve M, sirasiyla, doniigiim vektorii, homotetik skalar ve homotetik hareketin
ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.98) egitligi homotetik hareket olarak bulunur.

Bu da ispati tamamlar. O

Ornek 3.3.2.

1 1 1 1 2v/2
M(t) = | ———= cos4t — = cos 2t, —— sin 4t — = sin 2t, —L_ cost
12 3 12 3 3
biciminde tanimli birim hizli bir slant helis verilsin. O halde, M slant helisinin

alternatif catisi su sekilde hesaplanar:

22 2/2 1

3 3 3
= 2V2,9(t) = -1

n(t) = (T COS 3t, TSiIl 3t, g)
c(t) = (—sin3t,cos3t,0)
1 1 2V2
w(t) = (7 cos3t, - sin3t, ——\/_)
(t)

£(t

Ayrica, M egrisinin tegetler, asli normaller ve binormaller gostergeleri agagidaki gibi

elde edilir:

1 2 1 2 2V/2
T(Yr(t)) = (—sin4t+—sin2t,——cos4t——coth,%_sint

3 3 3 3
N(n () = (Z—gﬁcost,%isint,%)

1 8 2
B(yg(t)) = (5(_2 cos 2t + cos 4t), ~3 costsin®t, cost)

O halde, eger o(t) = —n(t) = —t, u(t) = § olarak segilirse

e ¢,(t,0) = cosf+sinOy(t) birim kuaterniyonu kullanilarak, M egrisinin tegetler

gostergesi ile olugturulan roller coaster yiizey,

RT<t, 9) = T<¢T(t>> + Tqy(t, 8) * N

B (sin At + 2sin 2t + 24/2r cos 6 cos 3t
B 3

— cos 4t — 2 cos 2t + 2+/2r cos O sin 3t

3
2v/2

3 sint(1 4 rsinf) + gCOSQ).

: . L.
— rsinf(costsin 3t + 3 sint cos 3t),

1
+ rsinf(cost cos 3t — 3 sin ¢ sin 3t),
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biciminde bulunur. Ozel olarak » = 1 alinirsa, sekil 3.8 elde edilir.

Sekil 3.8 r =1 i¢in Ry roller coaster yiizeyi

e ¢.(t,0) = cosf + sin 0z(t) birim kuaterniyonu icin, M egrisinin asli normaller

gostergesi ile olugturulan roller coaster yiizey,

Rn(t,0) = N(Un(t)) +7rq.(t,0) *c
22

1 6
= (T cos 3t — rcos 0 sin 3t + TsinH(g cos 3t + gcos?)t),

2v/2 1
T\/_ sin 3t — r cos 0 cos 3t + rsinG(é sin 3t + ? sin 3t),
—2V2+3

1
g-l-rcosﬁ( 5

))-

bigiminde bulunur. » = 1 igin, gekil 3.9 elde edilir.

Sekil 3.9 r =1 i¢cin Ry roller coaster yiizeyi

64



e q,(t,0) = cosf + sinfw(t) birim kuaterniyonu igin, M egrisinin binormaller

gostergesi ile olugturulan roller coaster yiizey,

Rp(t,0) = B(YB(t)) — rqu(t,0) xn
B <cos 4t — 2 cos 2t 4+ 2v/2r cos 0 cos 3t

3
—8costsin®t + 2v/2r cos @ sin 3t

3
2V2
%—(cost + rsinfsint) + gcose).

1
— rsinf(costsin 3t + 3 sint cos 3t),

: ..
+ rsinf(cost cos 3t — 3 sin ¢ sin 3t),

seklindedir. Ozel olarak r = 1 alinirsa, sekil 3.10 elde edilir.

Sekil 3.10 r =1 icin Ry roller coaster yiizeyi

3.4 Dairesel Yiizeylerin Parametre Egrileri ile ilgili Bazi Karakterizas-

yonlar

Tiip yiizeylerinin parametre egrilerinin bazi ézel egriler olma durumlar ile ilgili Ok-
lid uzayinda bazi ¢aligmalar yapilmigtir (Dogan 2012, Ates vd. 2018). Tezin bu
béliimiinde, dairesel yiizey iizerindeki parametre egrilerinin geodezik veya asimp-
totik olma sartlar incelenecektir. Ozel olarak #-parametre egrileri egrilik cizgisi
olan dairesel yiizeyler aslinda roller coaster yiizeyler olup bu duruma tezin 6nceki
boliimlerinde detayl olarak yer verilmigtir. Dahasi, roller coaster yiizeyler lizerindeki

parametre egrilerinin geodezik veya asimptotik olmasi ile ilgili karakterizasyonlar
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verilecektir. Son olarak, dairesel yiizey iizerindeki loxodromik egriler aragtirilacak-

tir.

Teorem 3.4.1. P(s,0) regiiler bir dairesel yiizey olsun. O halde, agagidaki durumlar

soz konusudur.

(i) Dairesel yiizeyin s—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmas i¢in gerek ve

yeter sart

(o'pp—ap' —aoB —op)sind + (o'o — o’a — r?% — 02 — o + auf) cos b
+(orB 4 $p'r) sin 20 — rpf cos 20 + (2ar + o'r) cos® 6 + ar? — r? cos® 0

= 0.
(3.99)

olmasidir.

(ii) Dairesel yiizeyin f#—parametre egrileri asimptotik olamaz.

Ispat. Yiizey iizerinde bir o egrisinin asimptotik olmast icin gerek ve veter sart o”
ivme vektoriiniin yiizeye teget olmasidir. Yani, yiizeyin normali N olmak {izere,

(N,a) = 0 olmahdur.

(i) Dairesel yiizey iizerindeki s—parametre egrileri asimptotik egriler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart (3.25) ve (3.27) kullanilarak

(ocos + psin) (o — o+ rfsind)
r
(N, Pss) = " +(rcos? 0 — acosb) (o — rcos@ + o' —rf3'sinf — ufB — rB*cos o)
+(rsinfcosf — asind)(cf — rp%sinf + p’' + rfB cos0)

olmasi bi¢iminde elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa, (N, Py,) = 0 olmast
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i¢in
(p—ap —acB —op)sind + (/o — o'a — r?B?
1
—0? — o+ apB) cosd + (orf + 5//7‘) sin 26
—rpfBcos 20 4 (2ar 4 o'r) cos® 6 + ar3? — r* cos® 0

= 0.

olmas1 gerekmektedir.

(ii) Dairesel yiizey tizerindeki #—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi icin

gerek ve yeter sart (3.25) ve (3.27) kullanilarak

(N, Ppg) = [(—7’2 cos® O + ar cos? 0 — r? sin 0 cos  + ar sin? 9)]

OS|‘3

olmasi bigiminde elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa, (N, Pp) = 0 olmasi
icin
cosf = &
’
saglanmahidir. Ancak bu ifade 6 parametresinin tiim degerleri i¢in ger¢eklenmez. O

halde ispat tamamlanir. O

Teorem 3.4.2. P(s,0) regiiler bir dairesel yiizey olsun. O halde, agagidaki durumlar

soz konusudur:

(i) Dairesel yiizeyin s—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in gerek ve

yeter sart
(a4 0" —pB)sing — (o8 + p') cos — rsinfcosd —rp =0

(sinf(rcosf — a)(a/ — o+ rfsinb))
—((ocosO + usin@)(oB —rpB*sinf + ' +rp cosd)) =0
—(cosf(rcosh — a)(a/ — o + rfsinb))
+((0cosf + psin@)(a — rcosf + o’ —rf'sin — pB — rB?cosf)) =0

esitliklerinin gerceklenmesidir.
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(ii) Dairesel yiizeyin f—parametre egrileri geodezik egriler olamaz.

Ispat. Yiizey iizerinde bir o egrisinin geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart o’
ivme vektoriiniin yiizeyin normaline paralel olmasidir. Yani, yiizeyin normali N

olmak iizere, N x o’ = 0 olmaldir.

(i) Dairesel yiizey iizerindeki s—parametre egrileri geodezik egriler olmas igin gerek
ve yeter sart N X Pys = 0 olmasidir. O halde (3.25) ve (3.27) kullanilarak gerekli
islemler yapildiginda

—(sinf(rcosf — a)(a—rcosf + o’ —rf'sinf — pf —rp*cosb))
+(cosO(rcos@ — a)(oB —rB?*sinf + ' +rp cosh)) =0
(sinf(rcosf — a)(a/ — o+ rfsinb))
—((ocosf + psinf)(of —rB*sinh + ' +rp cosf)) =0

—(cos@(rcos —a)(o/ — o+ rfsinb))
+((ocos@ + psinf)(a —rcosd + o’ —rp'sinf — uf — rB?cosh)) =0

elde edilir. Bu egitliklerin ilkinin diizenlenmesi ile
(a+0" —puf)sin® — (o + ') cos — rsinfcosd —rp =0
elde edilir. O halde ispat tamamlanir.
(ii) Dairesel yiizey iizerindeki f—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in
gerek ve yeter sart N x Py = 0 olmasidir. O halde (3.25) ve (3.27) kullanilarak

(—rsinfcosf(rcosf — ) + (rsinf cos(rcos — a))e;
N x Pyy = % +(—rsinf(ocosh + psinb))e, =0
+(rcosf(ocos + pusinb))es

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda N x Py = 0 olmast igin,

(0cosf + psinh) = 0

(rcos —a) = 0
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olmahdir. Bu ise, ||Ps x Py|| = 0 olmasi demektir. Dairesel yiizey regiiler oldugun-

dan egitlik ger¢eklenmez. O halde 6—parametre egrileri geodezik egriler olamaz.

Boylece ispat tamamlanir. O

Ornek 3.4.1.
1 1

6 (om0

dairesel helisi verilsin. Ayrica

ai(s) = (cos s,sin s, 0)
as(s) = (—sin s, cos s, 0)

as(s) = (0,0,1)

secelim. Bu durumda 8 = 0 olur. O halde M taban egrisine sahip dairesel yiizeyin
parametrik denklemi

COS § sin s S
P(s,0) = —rcosfsins, — + rcosf coss, — + rsinf
ol <\/§ V2 V2 )

bicimindedir. Teorem 3.4.2’den kolayca goriilebilir ki, » = 1 olmak {izere, elde edilen

dairesel yiizey iizerinde § = 0 degerine kargilik gelen s-parametre egrisi bir geodezik

egridir (bkz. sekil 3.11).

Sekil 3.11 M helisi tarafindan iiretilen P dairesel yiizeyi ve iizerindeki bir geodezik

s-parametre egrisi (mavi)
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Simdi ise roller coaster yiizeyler iizerindeki 6zel egrileri inceleyelim.

Teorem 3.4.3. R(t,0) bir regiiler roller coaster yiizey olsun. O halde, agagidaki

durumlar gerceklenir:

(i) Roller coaster yiizeyin t—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

ksing — r(k(ksinfsin 2 + cos b cos 1) + K cosfsinp) (3.100)

+r2k% sin p(cos? 0 + cos® psin® @) = 0

olmasidir.

(ii) Roller coaster yiizeyin §—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in
gerek ve yeter sart taban egrisinin bir dogru olmasi ya da ¢ = kn (k € Z)

olmasidir.

Ispat. (i) Roller coaster yiizeyin {—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmas
icin gerek ve yeter sart yilizeyin normali v olmak iizere, (Ry,v) = 0 olmasidir. O
halde,

1

V14 r2k2sin’ ¢
+k' cos Osin ) + r’k” sin p(cos?  + cos® psin® 0)]

(Rit, v)

[ksin @ — r(k(ksin 0 sin 2¢ + cos 6 cos )

olmalidir. Buradan, istenen sonug elde edilir.

(ii) Roller coaster yiizeyin f—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart, yiizeyin normali v olmak iizere, (Rgg,v) = 0 olmasidir. Boylece,

N

(Rpg,v) = [—r?ksinp(cos® O + sin® 0 cos® p + sin” §sin® )][1 + 72k*sin” @]~

= —r’msinp(1 + r?k? sin® go)_%
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elde edilir. O halde, (R, v) = 0 olmasi i¢in,
—r?ksinp = 0.

saglanmalidir. Bu durumda ya x = 0 ya da ¢ = kn (k € Z) olmalidir. Boylece ispat

tamamlanir. O

Teorem 3.4.4. R(t,0) bir regiiler roller coaster yiizey olsun. O halde, agagidaki

durumlar s6z konusudur:

(i) Roller coaster yiizeyin t—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
(k — rK%sin 0 cos o + 7K' cos ) (cos o + rrsin § sin? )
+(r7K cos ) (— sin ¢ + rrsin 0 sin @ cos ) = 0

(—rk'sinf cos ¢ — rk? cos § — r7rsin @ sin @)(cos @ + rk sin § sin? @)

—(r7rcos@)(rkcosfsing) =0

((—rk'sin@cos ¢ — rr% cos§ — rrrsin O(rk cos f sin ) sin @)
X (—sin ¢ 4 rksin 6 sin ¢ cos )

—(rk cos @ sin @) (k — rr?sinf cos p + rx’ cosd)) = 0

egitliklerinin gergeklenmesidir.

(ii) Roller coaster yiizeyin §—parametre egrileri geodezik egriler olamaz.

ispat. (). Roller coaster yiizeyin t—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi
icin gerek ve yeter sart, egriler boyunca yiizeyin normalinin egrinin ivime vektoriine
paralel olmasidir. Bu sart, yiizeyin birim normali v olmak iizere, R;; xv = 0 olmasina

denktir.

O halde, (3.45) ve (3.46) denklemlerinden kolayca gosterilebilir ki
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1
V1+r2k2sin? ¢

RttX/U =

(k — rk?sinf cos p + rx’ cos 0)(cos ¢ + rrsin fsin? )
+(rTrcosB)(—sinp + resinfsin pcos ) e
(—rk'sin @ cos p — rK% cos @ — r7rsinfsin @)(cos p + rrsin § sin? @)
—(r7rcos@)(rrcosfsinp)n
+((=rk'sin @ cos p — rr? cos§ — rrrsinO(rk cos f sin ) sin )

X (— sin ¢ + rk sin 6 sin ¢ cos @)

—(rkcos@sin ¢)(k — rr?sinf cosp + 7K' cos6)) b

olmahdir. {e,n,b} Frenet c¢atisi lineer bagimsiz vektorlerden olugtugundan dolayi,
Ry x v = 0 denkleminde e, n ve b vektorlerinin katsayilar1 sifira esitlenerek ispat

tamamlanir.

(ii) Roller coaster yiizeyin §—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi igin, v

yiizey normali olmak iizere, Rgy X v = 0 olmalidir. Kolayca goriilebilir ki,

1
V1 +r2r2sin?
[(—7sin 6 cos ¢(cos o + rk sin O sin” @)

RQ@XU =

+rsin fsin® o(—1 + resinf cosp)) e
+(r cos §(cos ¢ + 7k sin f sin? ) — rsin @ sin (rk cos @ sin p)) n

+(—7 cos @ sin p(—1 + rrsin @ cos @) + 7k sin 6 cos § sin  cos @) b
esitligi gerceklenir. O halde Rgg X v = 0 olmasi igin,
(—7rsin @ cos ¢(cos ¢ + rrsin fsin? @) + rsin Osin? p(—1 + resinf cosp)) =0

saglanmahdir. Yukaridaki ifade diizenlendiginde, r sin § = 0 sonucu bulunur. Bu du-
rum tiim 6 degerleri i¢in gerceklenmeyecegi icin yiizey {izerinde f-parametre egrileri

geodezik egriler olamaz. O]
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3.4.1 Dairesel yiizey lizerindeki loxodromik egriler

Tanim 3.4.1. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir dairesel yiizey iizerinde bir egri tiim
meridyenleri ya da paralelleri sabit bir aciyla kesiyorsa egriye bir loxodromik egri

ad1 verilir (Babaarslan ve Yayh 2015).

Loxodromik egri ve meridyenler (f-parametre egrileri) arasindaki ac1 agagidaki esitlik
ile verilir (Babaarslan ve Yayli 2015):

Eds + Fdo
VE2ds? + 2EFdsdf + EGdp?

cosy = (3.101)

Ayrica, loxodromik egri ve paraleller (s-parametre egrileri) arasindaki ag1 agagidaki
esitlik ile verilir (Babaarslan ve Yayl 2015):

cos ) = i Cag (3.102)
VEGds? + 2FGdsdf + G?dp?

Bir dairesel yiizeyin birinci temel form katsayilar: (3.26) esitlikleri ile verilmigti.
Birinci temel form katsayilar: (3.102) esitliginde yerine yazilirsa, loxodromik egri ve

paraleller arasindaki aci

Fds + Gdo

VEGds? + 2FGdsdf + G?dh?
r(—osinf + pcosf +rB)ds + rdf

costy =

(o —rcos0)? + (0 — rBsing)? + (u+ 18 cos 0)?)r?ds?
+2r(—0osin @ + pcos 0 + rB)r?dsdf + rtdb?

seklinde bulunur. Bu durumda, dairesel yiizey iizerindeki tiim paralelleri sabit

agist ile kesen loxodromik egri

[r*(—osind + pcosf +rpB)* — [r*(o* + p?
+126% — 2rofBsin + 2rufBcos O + (a — rcos#)?)]] cos® Vds?

+rtsin® pdf? + [2r*(—o sin + pcos O + r3) sin® ¢]dsdd = 0

esitligini saglar.

Simdi loxodromik egri ve meridyenler arasindaki aciy1 elde edelim.
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Benzer gekilde, (3.26) ile verilen birinci temel form katsayilar1 (3.101) esitliginde

yerine yazilirsa,

Eds + Fdf
cosy =
V E2ds? + 2EFdsdf + EGd6?
[(a —rcosf)? + (0 —rBsinh)? + (u+ rBcosh)?)ds
+(r(—osinf + pcos + rp3))do]
cosy =

(a—rcos)? + (0 — rBsind)? + (u+rf cos §)?)*ds?
+2(a —rcos0)? + (o — rBsin f)?
+(pu+rBcos)?)(r(—osinf + pcos + r3))dsdd
\| +(a—7rcos) + (o —rfsing)? + (u+rf cos0)*r’de?

seklinde bulunur. Bu durumda, dairesel yiizey iizerindeki tiim meridyenleri sabit ~

acisi ile kesen loxodromik egri

[0 + i +1r?B* — 2roBsin @ + 2rpuB cos

+(a — 7 cos 0)°) sin® vds® + [2r(0? + p* + r* 5% — 2roBsinf + 2rpf3 cos f
+(a — rcos0)?)(—osin @ + pcos § + r3)] sin® ydsdf

+[r?((—osin@ + pcos @ + rB)? — (0% + p* +r?B* — 2raBsin @ + 2ruB cos f

+(a —rcosf)?)) cos® y]db* = 0

ifadesini saglar.
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4. UC BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA DAIRESEL YUZEYLER

Tezin bu bdéliimiinde, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda dairesel yiizeyler in-
celenecektir. Ayrica bu yiizeylerin parametrik denklemleri, kuaterniyon carpimi ve
homotetik hareket yardimiyla yeniden verilecektir. Spacelike dairesel yiizeyler ve
spacelike roller coaster yiizeyler Abdel-Baky ve Unliitiirk (2016) caligmasinda tanim-
lanmig ve bazi karakterizasyonlar: verilmigtir. Bu ¢aligmada yer alan tiim énermeler
genisletilerek farkh yaklagimlarla yeniden ele alinacak ve 6rnekler verilecektir. Diger
yvandan timelike dairesel yiizeyler ve timelike roller coaster yiizeylerin geometrik 6ze-

likleri kapsamli bir bigimde ele alinacaktir.

4.1 Spacelike Dairesel Yiizeyler ve Bazi1 Geometrik Uygulamalar:

Bu kisimda, R? Lorentz uzaymda spacelike dairesel yiizeyler ve spacelike dairesel
yiizeylerin 6zel hali olan spacelike roller coaster yiizeylerin parametrik denklemleri

verilip baz1 geometrik 6zelikleri incelenecektir.

Spacelike dairesel yiizey, spacelike cemberlerin null olmayan bir merkez egrisi boyunca
bir parametreli hareketi ile olusmaktadir. Herbir cember spacelike dairesel yiizey icin
bir iireten gember olarak adlandirihr. Regiiler bir M : I € R — R? merkez egrisi
alalim. a; ¢ember diizleminin timelike birim normali olsun. Bu durumda spacelike

dairesel ylizey M merkez egrisi ve a; normal vektorii ile belirlenebilir.

ay vektoriiniin Gauss doniiglimii altindaki griintiisii olan kiiresel egrinin yay paramet-
resi u olsun. Bu durumda a;(u) € H? egrisinin birim teget vektorii as(u) = af(u)
bigiminde tanimhidir. O halde a3(u) = a;(u) X ag(u) vektorii tammlanarak M merkez

egrisi boyunca {ay, as, az} ¢atis1 elde edilir. Boylece

— (a1, a1) = {ag, as) = {(az,az) =1
{ay,a9) = (as,a3) = {az,a;) =0

a; X aa = asg, Az X a3 = A9, A9 X ag = —aj
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esitliklerinin saglandigi goriiliir. O halde, agagidaki Frenet formiilleri elde edilir.

a) 0 1 0 a
ay | =11 0 g as (4.1)
CLg 0 —6 0 as

Burada [, ai(u) egrisinin geodezik egriligidir. Dahasi, spacelike dairesel yiizeyin

taban egrisinin teget vektorii
M'(u) = a(u)ar (u) + o (u)as(u) + p(u)as(u) (4.2)

bigiminde yazilabilir. Ayrica, {as, a3} ikilisi de her noktadaki cember diizlemi i¢in bir
taban olugturdugu kolayca goriilebilir. O halde, M taban egrisi tarafindan iiretilen

spacelike dairesel yiizeyin parametrik denklemi
P(u,0) = M(u) + r(u)(cos faz(u) + sinfas(u)),0 < § < 27 (4.3)
biciminde verilir (Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016). Dolayisiyla
6 — M (u) + r(cosOay(u) + sin faz(u))

standart ¢emberleri spacelike dairesel yiizeyi iireten ¢cemberlerdir.

Simdi, sabit yaricaph bir spacelike dairesel yiizeyin geometrik 6zeliklerini inceleye-
lim. Bunun i¢in 6ncelikle birinci mertebeden kismi tiirevleri ve birinci temel form

katsayilarini hesaplayalim.

Py, =r(—sinfas + cosba
o = ? 3) (4.4)
P, = (rcosf+ a)a; + oas + pag + BFy

oldugu basit bir gekilde elde edilebilir. Boylece yiizeyin birinci temel form katsayilar:
E = —(rcosO+a) +7r*B*+ 0”4+ p* + 2rB(ucos — osinf) (4.5)
F = r(rf—osinf + pcosf)
G = r?

olur. Diger yandan, yiizeyin timelike birim normal vektorii regiiler noktalar icin su

sekilde verilir:

PuXLPQ
N(u,0) = ————
9 = BBl

_ —(ocosf 4 psinf)a; — (rcosf + a)(cos Oay + sin fas) (4.6)
V/(rcosf + a)? + (0 cosf + pusin 6)2 .
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Simdi yiizeyin ikinci temel form katsayilarini hesaplayalim. Bunun ic¢in 6ncelikle P

dairesel yiizeyinin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

Py = —r(cosbay + sinfbas) (4.7)
Py = —r(sinfa; + [ cosbas + Bsinbag)
P = (& +0)a;+ (o' +rcosf+a— pfay

+(1' + opB)as + ' Py + BPy, (4.8)

biciminde hesaplanir. O halde ikinci temel form katsayilar su sekilde verilir:

1
V/ (rcosf + )% + (o cos 0 + psin 6)2

e = <Pu7Pu>L —
(& + 0 — Brsin) (o cosf + psin ) + (r cos 0 + a)

X(—acosf —rcos’ @ — o' cos@ — pi' sinf + B(pucosd — osinf) + 3°r)

—rsinf(o cosf + usin®) + fr(rcosf + «)
V/(rcosf + a)? + (o cos 0 + pisin 6)2
r(rcosf + «)
V/(rcos0 + a)? + (o cos + psin9)?

f = <pu7P9>L:

(4.9)

g = <P97P9>L:

Bu durumda birinci ve ikinci temel form katsayilar1 kullanilarak, spacelike dairesel
yizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla asagidaki gibi elde edilir

(Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016):

1
r((ocosf + usin®)? + (o + 7 cos 0)?)?

K = ( )

X | —rsinf(ocosf + psinf) [—sin (o cos + psinh) + S« + rcos )]
—(a+rcosb)[(o/ + o)(ocosd + psinb) + (a + rcos)(—acosf — rcos’ 6

—a/ cosf — p/sinf + B(—pcosd — osinb))] (4.10)

1
a (21"((00080 + psin6)? + (o + T’COSQ)Q)%)

X [r(ocosf + psinb)[a’ + o — Br(—sinf + cosd) — 2sin O(o sin b + p cosb)
— Ba] — (a+rcos)[(a+ rcosh)(a+ 2rcosb) —r(—o' cost — p' sin 6)

+r(—0” + p*)]] (4.11)
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4.1.1 Spacelike dairesel yiizeylerin striksiyon egrileri

Bir P(u,#) spacelike dairesel yiizeyindeki
d(u) = M(u) + r(cos O(u)az(u) + sin O(u)az(u)) (4.12)
egrisi eger asagidaki sart1 sagliyorsa bir striksiyon egrisi olarak adlandirilir:
(6" (u), (cos O(u)as(u) + sin@(u)az(u)))y = 0. (4.13)
Gerekli iglemler yapildiginda agagidaki egitlik elde edilir.
—ocosf — pusinf =0
Eger bir spacelike dairesel yiizey icin
(ag, M"Y, = (a3, M'), =0 (4.14)

gerceklenirse, 0 = g = 0 bulunur. Bu durumda, striksiyon egriler bir spacelike
tiip yiizeyi olugtururlar. Boylece, spacelike tiip yiizeylerinin sinifinin silindirik regle

yiizeylerin simifina benzer oldugu soylenebilir.

O halde, bir spacelike dairesel yiizey i¢in (as, M') # 0 veya (az, M') # 0 sart1
saglaniyorsa, bu yiizey bir spacelike tiip yiizeyi olamaz (Abdel-Baky ve Unliitiirk
2016).

4.1.2 Spacelike dairesel yiizeylerin yerel singiilerlikleri

Bu boliimde, spacelike dairesel yiizeylerin singiilerlikleri incelenecektir. (4.6) denk-
leminden kolayca goriilebilir ki bir P spacelike dairesel yiizeyinin (uo, 6y) noktasinda

bir singiiler noktasinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

| Py x5 Pyl|; (uo,60) = r\/(r cos By + a(up))? + (o (ug) cos by + p(up) sinhy)? =0

elde edilir. Boylece, (ug, ) noktasinda bir singiilerligin olmasi icin agagidaki esit-

likler saglanmalidir.
rcosty + a(ug) = 0, (4.15)

o(up) cos by + p(ug)sinfy = 0 (4.16)
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O halde asagidaki durumlar s6z konusudur:

(1) a(ug) = 0 olsun. O halde, 6y = 7 ya da 0y = —F olur. (4.16) esitliginden,
p(ug) = 0 elde edilir. Boylece, M'(ug) = o(ug)az(ug) olur. Dolayisiyla, P spacelike

dairesel ylizeyinin singiiler noktalari
P(ug, £7/2) = M (ug) + raz(uop)

ile verilir. Ozel olarak, o(ug) = 0 olursa, M spin egrisi de ug noktasinda singiiler

noktaya sahiptir.

(2) a(ug) # 0 olsun. (4.16) egitliginde, cosf, = —@ oldugu goz oniine alinarak

w = p(ug) sin Oy elde edilir. Bu durumda, iki alt durum s6z konusudur:

(i) p(ug) = 0 olsun. O halde, o(ug) = 0 olur. Boylece, P dairesel yiizeyinin

a(uo)

w(ug) = o(ug) = 0 ve 6y = cos™(— ) sartlarini saglayan (ug,6p) noktasinda

singiiler noktalar1 vardir.

(i) p(ug) # 0 olsun. O halde, o(uy) # 0 olur. Boylece, (4.16) esitliginden 6, =
*1(%) oldugu goriiliir. Ayrica 6, = cosfl(—@) oldugunu biliyoruz.
cos? 0y + sin?fy = 1 oldugundan a?(ug)(0?(uo) + p?(ue)) = r2u?(up) elde edilir.

O halde P dairesel yiizeyi 6, = sin_l(%) = —cos (2 ve a2 (ug) (0% (ug) +

sin

w*(up)) = r?1*(up) sartlarim saglayan (ug, 6p) noktasinda bir singiiler noktaya sahip-

tir (Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016).

4.1.3 Spacelike roller coaster yiizeyler

Bu béliimde Oklid uzayindaki duruma benzer olarak, bir spacelike dairesel yiizey
izerindeki iireten cemberlerin egrilik ¢izgisi olma sart1 aragtirilacaktir. Ardindan,
elde edilen bu tip yiizeylerin énemli bir sinifi olan spacelike roller coaster yiizeylerin
parametrik denklemleri verilecek ve geometrik 6zelikleri ayrintili olarak incelenecek-

tir (Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016).
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Bir P(u, ) regiiler spacelike dairesel yiizeyinde iireten gemberlerin egrilik ¢izgisi
olmasi igin

Ny = \0) P

olmalhdir. Burada, A(6) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu duruma denk

olarak, —parametre egrilerinin egrilik cizgisi olmasi i¢in
Ng x1, Py =0 (4.17)
sart1 saglanmalidir. Dolayisiyla, gerekli iglemler yapildiginda
2r || Py <1, Pyl (rp+ apcos — aosin) = 0
ifadesi elde edilir. P yiizeyi bir regiiler yiizey oldugundan
ru+ apcosf —aosind =0 (4.18)

olur.
Burada, ii¢ durum s6z konusudur.

(i) « = 0 = p = 0 olsun. Bu durumda, M’=0 olup, taban egrisi sabit bir noktadir.

Bu durumda ise spacelike dairesel yiizey r yaricapl hiperbolik kiiredir.

(ii) 0 = p = 0 olsun. Bu durumda, M’ = «aa; olur yani M’ teget vektori a;
vektoriine paraleldir. O halde, M’ teget vektorii daima dairesel diizleme diktir. Bu

ise dairesel ylizeyin bir spacelike tiip yilizey oldugu anlamina gelir.

(ili) & = g = 0 olsun. Bu durumda, M’ = gay elde edilir. Eger o sabit ise, M sabit
bir vektor olmak {izere

M = oa; + M,
elde edilir. Spacelike dairesel yiizeyin denklemi ile son denklem kullanilarak
| P — MOHi =o? +r?

oldugu goriiliir. Bu ise tiim ¢ember noktalarinin v/o2 + r2 yarigaplh bir hiperbolik

kiire lizerinde yattigini gosterir.
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Diger yandan ¢ = o = 0 olup, o'nin sabit olmadigi durumu ele alalim. Bu durumda
P spacelike dairesel yiizeyinin taban egrisi bir spacelike egridir. Bu tip bir yiizey
spacelike roller coaster yiizey olarak adlandirihr. Simdi, bu yiizeylerin parametrik

denklemini verip, geometrik 6zeliklerini ayrintili olarak inceleyelim.

M spacelike taban egrisinin yay uzunlugu parametresini t ile gésterelim. M egrisinin
birim teget vektorii spacelike oldugundan, asli normal ve binormal vektérlerinin
birisi spacelike birisi timelike olur. Agsagida, M taban egrisinin asli normal vektorii
spacelike, binormal vektorii ise timelike oldugu durum icin geometrik 6zelikler ince-
lenmigtir. Diger durum benzer gekilde kolayca elde edilebilir. M’ = oay ifadesi goz
oniine alinarak, M spacelike taban egrinin Frenet ¢atisi agagidaki gsekilde elde edilir.
e(t) = o)

M ()],

Bar + as

NEEy

Boylece, (4.19) esitliginden

_ oy n(t) = Je/d o+ Bas (4.19)

ldefdtll,  /~1+ 5

—n+ Bb

= ——— 4.20
D 20
__ 8 - _ -1
olup, cosh ¢ = e sinh ¢ e alinirsa,
ay = sinh pn + cosh pb (4.21)
elde edilir. O halde
a3 = a; Xy, as = cosh pn —sinh b (4.22)

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica M egrisinin egrilikleri i¢in de agagidaki egitlikler
gerceklenir:

w) =Y %y ‘;—f—%.
Bu durumda, (4.19) ve (4.22) esitliklerindeki as ve ag ifadeleri spacelike dairesel
yiizeyin denkleminde yerine yazilirsa, taban egrisi asli normal vektorii spacelike olan
spacelike bir egri tarafindan iiretilen spacelike roller coaster yiizeylerin parametrik

denklemi

R(t,0) = M(t) + r(cos fe + sin (cosh pn — sinh ¢b)) (4.23)
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bigiminde elde edilir (Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016).

Simdi, asli normal vektorii spacelike olan spacelike bir egri tarafindan {iretilen space-

like roller coaster yiizeylerin baz1 geometrik 6zeliklerine deginelim.

Tamim 4.1.1. (Spacelike roller coaster yiizeyin striksiyon egrisi) (4.23) ile

tanmimli bir R(t, §) spacelike roller coaster yiizeyi {izerindeki
d(t) = M(t) + r(cosO(t) e(t) + sin (t)(cosh p(t) n(t) — sinh o(t) b(t)))
asagidaki sart1 saglhyorsa bir striksiyon egrisi olarak adlandirilir:
(8'(t), cos O(t) e(t) + sin O(t)(cosh o(t) n(t) — sinh p(¢) b(t)))r =0
Béylece, egrinin striksiyon egrisi olabilmesi ic¢in
cosfy =0

olmalidir.

Teorem 4.1.1. (4.23) ile tanimli R spacelike roller coaster yiizeyinin R(tg,0y) nok-

tasinda singiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

1+£+v1 2K2
0y = £7m/2 veya gpzln( QETK)
r’K

olmasidir.

Ispat. R spacelike roller coaster yiizeyinin (g, o) noktasinda singiiler noktasimin
olmasi i¢in

R X1, R, (o, 60) = 0

olmalidir. O halde,

N[

|R: <1, Ryl (to,00) = mcos 0o(r?k? sinh® p(t) — 1)

=0
saglanmalidir. Bu ise ispati tamamlar. O]
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O halde asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonug 4.1.1. Spacelike roller coaster yiizeyin singiiler noktalari ile R(¢, +60/2) strik-

siyon egrileri ¢akigir.

Teorem 4.1.2. (4.23) ile tanimli spacelike roller coaster yiizey icin asagidakiler

gerceklenir.

1. A1 ve A\ asli egrilikleri agagidaki gibi verilir:

—rK sinh ¢
)\1 =— 3 1
(—1 + r2k2sinh® )2
, (4.24)
N r?k3 sinh® ¢ cos @ + k(sinh ¢ cos @ + r7 cosh ) + rx’ sinh ¢
2 = —

(=1 + r2k2sinh® ©)2 cos 0
2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi agagidaki gibi verilir:

Y 4L sinh @ (r?k% sinh®  cos @ + k(sinh ¢ cos @ + r7 cosh ) + 7’ sinh )

(=1 + r2k2sinh 2p)? cos 0
(4.25)

B 2r?k3 sinh®  cos @ + k(sinh o cos @ + r7 cosh ) + &’ sinh ) (4.26)

2(—1 + r2x2sin® )2 cosf

H

3. Flat spacelike roller coaster yiizeyler diizlemlerin alt kiimesidir.

4. Minimal spacelike roller coaster yiizeyler diizlemlerin alt kiimesidir.

Burada —1 + r?x2 sinh® ¢ > 0 seklindedir (Abdel-Baky ve Unliitiirk 2016).

Ispat. (4.23) ile tamiml spacelike roller coaster yiizeyinin Gauss ve ortalama egri-
liklerini hesaplamak icin oncelikle temel form katsayilarini elde edelim. Yiizeyin, ¢

ve 6 parametrelerine gore kismi tiirevleri alinarak ve ¢’ = 7 oldugu kullanilarak

R, = (1 —rksinfcoshp)e+ (rkcosf)n

Ry = —rsinfe+ rcosfcoshpn — rcosfsinh b
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elde edilir. Béylece, yiizeyin birinci temel form katsayilar: su sekilde hesaplanir:

E = (Ry, Ry, =r’k*cos’ 0+ (1 — rxsinf cosh ¢)?
F = (R Ry), = —rsinf + r’scosh ¢
G = (Rg,Rp), =17
Diger yandan, birinci mertebeden kismi tiirevler kullanilarak
R; X1, Ry = rcosf(rkcosfsinh pe — (1 — rrsin 6 cosh ¢) sinh gn
+(cosh ¢ — 74 sin @ sinh? ¢)b)
ve
|R: X1, Rgl|, = rcos(r?k*sinh® p — 1)%
bulunur. Bu durumda, yiizeyin birim normali v(t, ) su sekilde hesaplanir:
X
00 = RS,
= (—rkcos@sinh pe + (1 — rrsin @ cosh ) sinh pn
+(cosh ¢ + rxsin @ sinh? p)b)(—1 4 r2x% sinh? gp)_%
Ayrica, Ry, Ry, Rge kismi tiirevleri su sekilde hesaplanir:
Ry = (—rx'sinfcosh g + 7rrsin§sinh p — rx2 cos f)e
+(k — r&?sin @ cosh ¢ + r&’ cos 0)n + (r7r cos 0)b
Ry = —rkcosfcoshpe —rksinfn
Rgg = —rcosfe — rsinf cosh pn + rsin  sinh pb
Bu durumda, yiizeyin ikinci temel form katsayilar asagidaki gibi bulunur:
e = [—ksinhp + r(k(ksinfsinh 2p — cos  cosh o7) — K’ cos @ sinh ¢
—r?k?® sinh ¢(cos? 6 4 sin? § cosh? )][—1 4 k% sinh? w]’%
f = [resinh(rk cosh @ — sin0)][—1 + r*k* sinh® go]_%

g = [—r?ksinh¢][—1 + r?k? sinh? gp]_%

Boylece yukaridaki hesaplamalar kullamilarak, K Gauss egriligi

eg — f?
K = —SAJ7J1
EG — F?

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

rsinh (2% sinh® ¢ cos 6 + k(sinh ¢ cos 6 4 77 cosh @) + rx’ sinh ¢)

(—1 + r2x2 sinh? )2 cos 0
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bigiminde, H ortalama egriligi de
leG—2fF +gE
2 FEG-—F?
2r2k3 sinh®  cos @ + k(sinh ¢ cos @ + r7 cosh ) + &’ sinh )
2(—1 + r2x2 sinh? ©)? cos

H =

bigiminde bulunur. Dolayisiyla (2) ispatlanmig olur.

Roller coaster yiizeyde iireten ¢cemberler egrilik ¢izgisi oldugundan asli egriliklerden

biri,

N|—=

[—r2k sinh ¢][—1 + r2k2 sinh? @]~ —k sinh ¢

9
=2
e r? (=1 + r2k2sinh? )2

olup,
K =M.\
esitligi kullanilarak,

r2k3 sinh®  cos @ + k(sinh ¢ cos @ + r7 cosh @) 4 7 sinh ¢
(=1 + 72k2 sinh? )2 cos 6

A2 =

bulunur. O halde (1) ispatlanmig olur.

Simdi (3)’i ispatlayalim. R spacelike roller coaster yiizeyinin bir flat yiizey olmasi

icin gerek ve yeter sart,
K (s,0) = rsinh (6% sinh®  cos 6 + k(sinh ¢ cos 6 + 7 cosh @) + &’ sinh ¢ = 0

olmasidir. K(s,0) + (82/06%)K (s,0) = 0 esitligiyle, k7 cosh + K sinhp = 0 elde
edilir. Bu ise, K" = 7 = 0 olmasi demektir. Boylece 7 = 0 olup ispat tamamlanir.

Yani bir flat spacelike roller coaster yiizeyler diizlemin bir parcasidir.

(4) de benzer yontemle ispatlanir. O]

(4.23) ifadesine benzer olarak, timelike asli normal vektore sahip olan bir spacelike

egri tarafindan iiretilen spacelike roller coaster yiizeyin parametrik denklemi
R(t,0) = M(t) + rcosfe(t) + rsin 0(— sinh pn(t) + cosh pb(t)) (4.33)
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bicimindedir. Yukarida elde edilen tiim sonuclar, bu tip yiizeyler i¢in de kolayca

bulunabilir.

4.2 Timelike Dairesel Yiizeyler ve Baz1 Geometrik Uygulamalar:

Bu kisimda, R? Lorentz-Minkowski uzayinda timelike dairesel yiizeyler ve timelike
roller coaster ylizeylerin parametrik denklemleri verilecek ve bazi1 geometrik 6zelikleri

incelenecektir.

Tanim 4.2.1. Sabit yaricapli bir timelike dairesel yiizey, timelike cemberlerin diizgiin,
bir parametreli ailesi olarak tanimlanir. Diger bir deyigle, timelike dairesel yiizey

regiiler bir egri boyunca timelike cemberlerin hareketiyle olusturdugu yiizeydir.

Bu egriyi M ile egrinin teget vektoriinii de e = M’ ile gosterelim. a; vektorii, timelike
cember diizleminin spacelike birim normal vektorii olsun. M egrisi boyunca a; vek-
toriinii gdz oniine alarak, bir timelike dairesel yiizeyi bu egri ve vektorii kullanarak
olugturabiliriz. u, a;(u) € S} egrisinin yay uzunlugu parametresi ve as(u) vektorii

de a;(u) egrisinin birim teget vektorii olsun. O halde, iki durum séz konusudur:

1. durum. ay(u) timelike bir vektor olsun. O halde, a3 = a; X as spacelike
vektoriinii tanimlayabiliriz. Boylece, aq, as, az asagidaki sartlar: saglayan ortonormal

bir ¢at1 olugturur.
a; Xpagp =agz, Gz Xpaz=ap, a1 Xpasz=a (434)

O halde, ortonormal catinin tiirev formiilleri agagidaki gibi verilir:

al 010 ap
a|=]10 8 as (4.35)
ay 0 38 0 as

Burada (3, a;(u) egrisinin geodezik egriligi olarak adlandirilir. Elde edilen bu ¢at1

kullanilarak, M’(u) teget vektorii,
M = a(u)a;(u) + o(u)ag(u) + p(u)az(u) (4.36)
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bigiminde ifade edilebilir. Burada, a = a(u), 0 = o(u), u = p(u) fonksiyonlari,
M’ teget vektoriiniin koordinat fonksiyonlaridir. {as, a3} vektor ciimlesi, M taban
egrisinin her noktasina karsilik gelen cember diizlemi icin bir pseudo-ortonormal baz

olugturur. O halde, timelike dairesel yiizeyin parametrik denklemi
P(u,0) = M(u) + r(sinh fas(u) + cosh faz(u)), (4.37)

ile verilir.

0 +— M (u) + r(sinh fas(u) + cosh faz(u))

standart gemberleri, dairesel yiizeyin iireten cemberleri olarak adlandirilir.

Simdi (4.37) ile tanimli timelike dairesel yiizeylerin geometrik 6zeliklerini inceleye-

lim. u ve 6 parametrelerine gore kismi tiirev alinarak

Py = r(cosh fay + sinh fas)

(4.38)
P, = (rsinh @ + a)a; + cas + pas + Py
elde edilir. O halde, ylizeyin birinci temel form katsayilar su sekilde verilir:
= ((rsinh@ + a)? —r*8? — 0 + p® + 2rB(psinh § — o cosh 0)
= r(—ry — ocoshf + psinh6) (4.39)

= —T2

Béylece, yiizeyin spacelike birim normal vektorii regiiler noktalar icin asagidaki gibi
elde edilir:
Pu X, Pg
N(u,0) = ——————
S T

~ (osinh@ — pcosh@)a; — (rsinh 6 + a)(sinh fay + cosh Oas)
/(rsinh + «)? + (o sinh § — i cosh 6)?

(4.40)
Diger yandan, timelike dairesel yiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri

Pyy = r(sinhfay + coshbas)
P, = r(coshfa; + fsinhfas + 5 coshbas) (4.41)
P, = (& +0)a;+ (o' +rsinh® + o + pufB)as

+(1' + of)as + B Py + 8Py,
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bigiminde olup, (4.40) denklemi kullanilarak yiizeyin ikinci temel form katsayilari

su sekilde verilir:

1
V/(rsinh 4+ a)? + (o sinh § — pi cosh 6)?

x| (a' + o + Brcosh)(osinh @ — picosh f)
+(rsinh @ 4 o) (—asinh § — rsinh? @ — o’ sinh § + p1/ cosh @
+B(—psinh @ + o cosh ) + 5%r)

;o= rcosh 0(o sinh @ — pcosh 0) + Br(rsinh 6 + «) (4.42)
V/(rsinh 0 + «)? + (o sinh @ — p cosh 6)2 .
r(rsinh 6 + «)

V/(rsinh 6 + «)? + (o sinh @ — 1 cosh 6)2

O halde, K ve H Gauss egriligi ile ortalama egriligi sirasiyla asagidaki gekilde hesap-

lanir:
_eg—f?
ey
1
= h6(osinh 6 — ho
r((osinh @ — pcosh 0)? + (a + rsinh 6)2)? {TCOS (osin peosh6)
X [cosh §(o sinh @ — pcosh ) 4+ S(a + rsinh 0)] — (a + 7 sinh 6)
x | (' + o)(osinh @ — pcosh @) + (a + rsinh @) (—asinh @ — 7 sinh” 4
—a/sinh 0 4 i/ cosh 6 + B(—psinh 6 + o cosh 8))} },
I :leG—ZfF—irgE

2 FEG-F7?

1
- inh 0 — jicosh §
2r((o sinh @ — picosh )2 + (o + rsinh §)2)3/2 {T(U sin pcosh 6)

X {0/ + 0 — Br(cosh @ + sinh 0) + 2 cosh §(—o cosh @ + psinh 0) — S«

—(a+ rsinh 0) [(a + rsinh 0)(a + 2rsinh @) — r(—o’sinh @ + 1’ cosh )

+r(—o? + uz)} }
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4.2.1 Timelike dairesel yiizeylerin striksiyon egrileri

Bir P(u,#) timelike dairesel yiizeyi iizerinde
d(u) = M(u) + r(sinh fay(s) + cosh faz(s)) (4.43)
egrisi icin asagidaki sart saglaniyorsa bu egriye bir striksiyon egrisi adi verilir:
(6'(u), (sinh fas(u) + cosh fas(u)))y, =0 (4.44)

Béylece, gerekli islemlerden sonra kolayca goriilebilir ki timelike dairesel yiizey iiz-

erindeki § egrisinin striksiyon egrisi olmasi icin

—osinh € + pcoshf =0 (4.45)
saglanmalhdir. Eger bir timelike dairesel yiizey icin

(ag, M"Y, = (a3, M');, =0 (4.46)

ifadesi saglaniyorsa bu durumda o = p = 0 elde edilir. O halde e(u) = a;(u) olur.
1
Buradan da, as(u) = n(u), az(u) = b(u) ve a(u) = — oldugu aciktir. Dolayisiyla,

r(u)

striksiyon egrileri spacelike taban egrisine sahip bir timelike tiip yiizeyi olugturur.

Bu durumda bir timelike dairesel yiizey i¢in {ag, M') # 0 veya (ag, M') # 0 sart1

saglaniyorsa, bu yiizey bir timelike tiip yiizeyi olamaz.

4.2.2 Timelike dairesel yiizeylerin yerel singiilerlikleri

Simdi, timelike dairesel yiizeylerin singiilerliklerini inceleyecegiz. (4.40) denklemin-
den kolayca goriilebilir ki bir P timelike dairesel yiizeyinin (ug, 6p)’da bir singiiler

noktasinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart

| Py <1, Pyl (o, 00) = v/(rsinh by + a(ug))? + (o(up) sinh 6y — pu(ug) cosh )% = 0
olmasidir. Buradan, P timelike dairesel yiizeyinin (ug, fy)’da singiiler olmasi igin

rsinh 6y + a(ug) = 0, (4.47)

o (up) sinh 6y — p(ug) coshfy = 0 (4.48)
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ifadeleri saglanmalidir. Bu durumda, sinh 6y = w elde edilir. Dolayisiyla asagi-

daki durumlar sz konusudur:

(1) a(ug) = 0 olsun. O halde, 6y = 0 olup (4.48) esitliginden p(ug) = 0 elde edilir.
Boylece, M'(ug) = o(ug)as(ug) bulunur. Dolayisiyla, P timelike dairesel yiizeyinin
singiiler noktas1 P(ug, 0) = M (ug) +raz(up) ile verilir. Ozel olarak o(ug) = 0 olursa,

M taban egrisi de uy noktasinda singiiler noktaya sahiptir.

(2) a(ug) # 0 olsun. Bu durumda (4.48) esitliginde, sinhf, = =20 vazlarak,

T

—o(ug)a(ug)

. = u(ug) cosh by elde edilir. O halde, iki alt durum s6z konusudur:

(i) p(up) = 0 olsun. O halde, o(ug) = 0 olur. Boylece, P timelike dairesel yiizeyi
p(ug) = o(ug) =0 ve Oy = sinh_l(w) sartlarin saglayan (ug, 0y) icin bir singtiler

noktaya sahiptir.

(i) p(ug) # 0 olsun. O halde, o(uy) # 0 olur. Boylece, (4.47) esitliginden 6, =
cosh_l(%) oldugu goriiliir. Diger taraftan, 6, = sinh_l(w) oldugu bilindigi
icin, hiperbolik siniis ve hiperbolik kosiniis fonksiyonunun tanimlar1 kullanilarak,

6 = In (—&(UO)(u(Uo) - U(uo)))

r(uo)

elde edilir. Ayrica, cosh? 6y — sinh?*#y = 1 oldugundan, a?(ug)(0*(ug) — p?(ug)) =

r?12(up) bulunur. Boylece, P timelike dairesel yiizeyi o?(ug)(o?(ug) — p?(ug)) =

r?u?(ug) ve 6y = In <_°‘(“°)%fo0))+”(“°))> sartlarini saglayan (ug, 6) noktasinda bir

singiiler noktaya sahiptir. Burada, 70‘(“0)(588”(“0)) > ( dir.

Simdi, yukarida incelenen singiilerlikler ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 4.2.1. a(u) = u,o(u) = 0, u(u) = 0 secelim. O halde, M’(u) = ua, (u) olur.

ay(u) = (sinhw, 0, cosh u) spacelike vektoriinii secersek,

as(u) = (coshu,0,sinhu)

as(u) = (0,-1,0)
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elde edilir. Boylece, M{(u) = wai(u) = (usinhu, 0, ucosh u) bulunur. Bu ifadeden

integral alinarak, taban egrisi
M, (u) = (ucoshu — sinh u, 0, usinh u — cosh u)

olarak elde edilir. Burada integral sabitleri 0 olarak secilmistir. Acik¢a goriiliir ki
M, (u) egrisi up = 0 noktasinda singiiler noktaya sahiptir. Boylece, M;(u) taban

egrisine sahip P; timelike dairesel yiizeyi
P (u,0) = (ucosh u—sinh u+r sinh 6 cosh u, r cosh 6, u sinh u—cosh u+r sinh 6 sinh u)

bigimindedir. Durum (1)’den, P; timelike dairesel yiizeyinin (ug,6y) = (0,0)’da

singiiler noktasi oldugu gériilebilir. » = 1 i¢in, yiizeyin grafigi sekil 4.1’de verilmigtir.

Sekil 4.1 (ug,0p) = (0,0)’da singiilerlige sahip P; timelike dairesel yiizeyi ve bu

yiizeyin ug = 0 noktasinda singiilerlige sahip M; taban egrisi

Simdi, a(u) = u,o(u) = 1, u(u) = 0 segelim. O halde, Mj(u) = uay(u) + ag(u)
olur. Benzer hesaplamalarla, M, taban egrisi tarafindan iiretilen P, timelike dairesel

yiizeyi
Py(u,0) = (ucoshu + rsinh 6 cosh u, r cosh 6, u sinh u + 7 sinh 6 sinh u)

seklinde elde edilir. Durum (1) geregi, P2(u, ) timelike dairesel yiizeyinin (ug, 6y) =
(0,0) noktasinda singiiler noktas1 oldugu goriilebilir. Ancak, M, taban egrisinin

up = 0’da singiiler noktasi yoktur. » = 1 i¢in, yiizeyin grafigi sekil 4.2’de verilmigtir.

91



Sekil 4.2 (ug,0) = (0,0) noktasinda singiilerlige sahip P, timelike dairesel yiizeyi

ve bu yiizeyin regiiler M, taban egrisi
Ornek 4.2.2. a(u) = —1,0(u) = V2, u(u) = 1 secelim. O halde, M'(u) = —a, (u)+
V2a5(u) + as(u) olur. ay(u), as(u), as(u) vektorleri Ornek 4.2.1°deki gibi secilirse,
M'(u) = (—sinhu + V2 coshu, —1, v2sinh u — cosh u)
elde edilir. Bu ifadenin integrali alinir ve integral sabitleri sifir secilirse
M (u) = (— coshu + v/2sinh u, —u, — sinh u + v/2 cosh u)

elde edilir. O halde M (u) taban egrisi tarafindan iiretilen P(u, ) timelike dairesel

yiizeyi, r = 1 i¢in
P(u,0) = ((—1+sinh #) cosh u++v/2 sinh u, —u—cosh 6, (—1+sinh 0) sinh u++/2 cosh )

seklinde elde edilir. Kolayca goriilebilir ki 6y = In(1 4 v/2) ve her u € I i¢in Durum
(2)(ii)’'nin sartlar saglanir. Dolayisiyla, P(u,0) timelike dairesel yiizeyi

6(u) = P(u,0y) = (v2sinhu, —u — v/2, V2 cosh u)

striksiyon egrisinin tiim noktalarinda singiilerliklere sahiptir. P yiizeyi ve M taban

egrisinin grafikleri gekil 4.3’de verilmigtir.
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Sekil 4.3 0 striksiyon egrisi (kirmizi) boyunca singiilerlige sahip olan P timelike

dairesel yiizeyi ve M taban egrisi (mavi)

4.2.3 Timelike roller coaster yiizeyler

Bu kisimda, iireten ¢emberleri egrilik cizgisi olan timelike dairesel yiizeyler aragtirila-
caktir. Daha sonra, bu tip yiizeylerin 6zel bir sinifi olan timelike roller coaster

yiizeylerin parametrik denklemi elde edilip, geometrik 6zelikleri incelenecektir.

Regiiler bir P(u,f) timelike dairesel yiizeyinde iireten ¢emberlerin egrilik c¢izgisi
olmasi igin

Ny = A0)Py

olmalhdir. Burada, A(6) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu duruma denk

olarak, §—parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi i¢in
No X1, Py =0 (4.49)
olmalidir. Gerekli iglemler yapilip, P yiizeyinin regiilerligi kullanilarsa
ru + oo cosh @ — ayusinh 6 (4.50)

elde edilir.
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Burada, ii¢ durum so6z konusudur:

(i) @ = 0 = p = 0 olsun. Bu durumda, M’ = 0 olup, taban egrisi sabit bir noktadur.

Dolayisiyla, timelike dairesel yiizey r yaricapli pseudo-kiiredir.

(ii) 0 = p = 0 ve a # 0 olsun. Bu durumda, M’ = aa; olup, taban egrisinin
teget vektorii a; vektoriine paraleldir. Yani, M’ teget vektorii her noktada ¢ember
diizlemine diktir. O halde, dairesel yiizey spacelike taban egrisine sahip bir timelike

tiip ylizey olur.

(i) « = p = 0 ve 0 # 0 olsun. Bu durumda, M’ = cay olur. Eger ¢ sabit bir

fonksiyon ise, sabit bir My vektorii icin
M = My + oaq

elde edilir. O halde,
1P — Moll7, = 0 + 72

bulunur. Bu ise tiim ¢ember noktalarin v/o? + r2 yar1 ¢caph bir pseudo-kiire iizerinde

yattigini gosterir.

Diger yandan, eger o sabit degilse, M timelike egrisi tarafindan iiretilen timelike
dairesel yiizeye timelike roller coaster yiizey adi verilir. Simdi, timelike roller
coaster ylizeylerin bazi geometrik 6zelliklerini verelim. M timelike taban egrisinin
yay uzunlugu parametresi ¢ olsun. Bu durumda, M timelike taban egrinin Frenet

catis1 agagidaki gibi elde edilir.

M) % a1+ fas
e(t) = W = a9, n(t) = ’ %H = \/rﬁz (451)

_ Bay — as
VIt B2

Burada, — (t,t) = (n,n) = (b,b) = 1 dir. Boylece,

1 : B

COSp = ————,SIp = —/————,
1+ 32 V1432

b(t) = e(t) %z n(t)
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olmak tizere

t 0 1 0 a;
n|=1]—cosp 0 sing as (4.52)
sing 0 cose as

bagintilar: saglanir. Frenet formiillerinden,

VIt 5 d d dB/d
H(t):T*ﬁ7 T(t)+d—f=o, Tf:% (4.53)

(4.52) denklemindeki ay ve ag ifadeleri, (4.37) denkleminde yerine yazilirsa, timelike
taban egrili timelike roller coaster yilizeyin parametrik denklemi agagidaki gibi elde

edilir.
R(t,0) = M(t) + r(sinh fe(t) + cosh O[sin (t)n(t) + cos ¢(t)b(t)] (4.54)
ile verilir. Burada, ¢/(t) = 7(t) saglanr.

Tanim 4.2.2 (Timelike Roller coaster yiizeyin striksiyon egrisi). Bir R(¢,0)

timelike roller coaster yiizeyi iizerindeki
d(t) = M(t) + r(sinh fe(t) + cosh O[sin p(t)n(t) 4+ cos @(t)b(t)]
egrisinin bir striksiyon egrisi olabilmesi i¢in § asagidaki sart1 saglamalidir.
(0'(t), (sinh O(¢t)e(t) 4+ cosh 8(¢)[sin p(t)n(t) + cos p(t)b(t)]))r =0 (4.55)
Béylece, egrinin striksiyon egrisi olabilmesi icin
sinh 6y =0

olmalidar.

Teorem 4.2.1. R(t,0) timelike roller coaster yiizeyinin R(t¢, 6y) noktasinda singiiler-

liginin olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0y = 0 (4.56)

olmasidir.
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Ispat. R timelike roller coaster yiizeyinin (to, 0p)’da singiiler noktasinin olmasi igin
HRto XL R90HL =0

olmalidir. O halde,

Wl
Il
o

|Riy X1 Ropll, = rsinhfy(r’s® cos® p(ty) + 1)

bulunur. Béylece,

rsinh 6y =0

olur. r # 0 oldugundan, timelike roller coaster yiizeyin (g, 0y) noktasinda singiiler
noktasinin olmasi ic¢in

sinh 6y =0

saglanmalidir. O halde ispat tamamlanir. O

Sonug 4.2.1. Timelike roller coaster yiizeyin singiiler noktalarinin geometrik yeri

ile striksiyon egrisi cakigir.

Teorem 4.2.2. Bir R(t, ) regiiler timelike roller coaster yiizeyi igin asagidakiler

saglanir.

1. Ay ve A9 asli egrilikleri asagidaki gibi verilir;

—K COS
1= 19

(r2k2cos? p + 1)2

4.57
N — i’ cos o — r?k3 sinh 6 cos® ¢ — k(cos psinh 6 + r7sin @) (4:57)
’ (r2k2 cos? ¢ + 1) sinh 0 .
2. K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi agagidaki gibidir;
K cos p[r?k3 cos® psinh 6 + k(cos psinh @ + r7sin ) — r&’ cos ¢]
K = ' , (4.58)
(r2k%cos? p 4 1)2sinh §
e {2r%k3 cos® psinh 0 + k(2 cos @ sin hf + r7sin ) — re’ cos p}  (4.59)

2(r2k2 cos? o + 1)2 sinh

3. Flat timelike roller coaster yiizeyler timelike diizlemlerin alt kiimesidir.

4. Minimal timelike roller coaster yiizeyler timelike diizlemlerin alt kiimesidir.
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Ispat. R(t,0) timelike roller coaster yiizeyinin birinci mertebeden kismi tiirevleri
Ry = rcoshfe+ r(sinpn + cos pb) sinh 6,
R; = (1+rkrcoshfsinp)e + rksinhén

elde edilir. Bu durumda yiizeyin birinci temel form katsayilari

E = —(1+rrcoshfsinp)? + r’s? sinh? 6,
F = —r(rksine + coshf), (4.60)
G = —r?

bigiminde elde edilir. Diger yandan
R; x Ry(t,0) = rsinhf(—rksinh b cospe + (1 + rx cosh 0 sin ) cos pn
+(sin ¢ — & cosh 0 cos® p)b) (4.61)

olup, buradan

IR, X Rol|, = rsinh (1?2 cos® o + 1) (4.62)
bulunur. Bu durumda, yiizeyin birim normali v(t, ) su sekilde hesaplanir:
Ry xp R
o(t,0) = — B0
1R X1 R,
= rsinhf(—rksinhfcospe+ (14 rkcoshfsing) cospn
+(sin ¢ — 7k cosh @ cos? ) b)(1 + r?k? cos? go)_%. (4.63)
Ayrica, ylizeyin ikinci mertebeden kismi tiirevleri
Ry = (rk cosh@sing + 7rk cosh f cos p — rk? sinh f)e
+(k + r&* cosh @sin ¢ + r&’sinh 6)n + (r7k sinh )b
Ry = rrsinh 6sin pe + rk cosh 6n
Rpp = rsinh fe + r cosh 0 sin pn + r cosh 0 cos b
biciminde bulunur. O halde yiizeyin ikinci temel form katsayilar
1
e = {—kKcos + r(—r?cosh 0 sin 2pp + 7k sinh § sin )
V2K cos? o + 1
—rk/sinh @ cosh ¢ + r?k>(sinh? § — cosh® @ sin? ) cos p}
— i ho
;o= r&(rksin ¢ + cosh 6) cos ¢ (4.64)
\/12K2 cos? ¢ + 1
—r2K cos

\/12K2 cos? o + 1

97



olarak hesaplanir. Boylece K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla, asagi-

daki gibi elde edilir;

K eg —
EG — F?
_ kcos[rir® cos® psinh 6 + k(cos psinh 6 + 77 sin ) — 7K cos ¢
B (r2x2 cos? ¢ 4+ 1)2sinh @ ’
o o— leG —2fF +gFE

2 EG-F?
{2r?k3 cos® psinh 6 + k(2 cos @ sin h + r7sin @) — 7K’ cos p}
2(r2k2 cos? p + 1)2 sinh § '

Boylece (1) ve (2) ispatlanmg olur.

Timelike roller coaster yiizeyin asli egrilikleri A\, = H + VH? — K esitligi kul-
lanilarak bulunabilir. Yukarida verilen K ve H formiilleri kullanilarak da bu deger-

ler
—fF+gFE G- fF
EG — F?2’  EG — F?2

ifadelerine doniigiir. O halde birinci ve ikinci temel form katsayilar1 yerine yazilarak

AL = A

kolayca gosterilebilir ki
—K COS P

(1+12K2 cos? p)2

A =

ve
ri’ cos ¢ — r?k3 sinh 0 cos® o — k(cos @ sinh O + 77 sin @)

(r2k2cos? ¢ + 1)2 sinh 6

)\2:

olur. Bu da (1)’ ispatlar.

Simdi (3)’ii ispatlayahm. R timelike roller coaster yiizeyinin bir flat yiizey olmasi
icin,

K(t,0) = kcos @[r?s® cos® psinh 0 4 k(cos @ sinh @ + r7sin ) — rr’ cos p = 0
olmahdir. Bu durumda, K(t,0) + (82/00%)K(t,6) = 0 oldugundan, w7 cosh ¢ +
k' sinh ¢ = 0 elde edilir. Bu ise, K" = 7 = 0 olmasi demektir. Boylece, timelike roller

coaster yiizey bir timelike diizlem parcasi olur. (4) de benzer yontemle H = 0 sart1

kullanilarak ispatlanir. O
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2. durum. a, spacelike bir vektor olsun. O halde, a3 = a; X, ao timelike vektori
tanimlanabilir. Boylece, {a, as, a3} ciimlesi agagidaki sartlar saglayan bir pseudo-

ortonormal cat1 olusturur.

a; Xpazx = as
az Xpaz = —a
a; Xrpaz = Qg

O halde, bu ¢atinin tiirev formiilleri agagidaki gibi verilir:

al 0 1 0 a
ay | =1 -1 0 g a9
as 0 B 0 as

Burada £, a; egrisinin geodezik egriligidir.

M egrisinin M'(u) teget vektorii, yukarida elde edilen gat1 kullanilarak
M'(u) = a(u)ar (u) + o (u)as(u) + p(u)as(u)

bigiminde ifade edilebilir. Burada, a = «a(u),0 = o(u),p = p(u), M’ teget vek-
toriiniin koordinat fonksiyonlaridir. ay ve as vektorleri, M taban egrisinin her nok-
tasinda cember diizlemi icin bir pseudo-ortonormal baz olugturur. O halde, timelike

dairesel yiizeyin parametrik denklemi
P(u,0) = M(u) + r(cosh faz(u) + sinh faz(u)) (4.65)

bigiminde elde edilir. Bu sekilde verilen bir timelike dairesel yiizeyin geometrik

ozelikleri 1. durumdakine benzer olarak bulunabilir.

Ayrica benzer hesaplamalar ile spacelike taban egrisi tarafindan iiretilen timelike

roller coaster yiizeyin parametrik ifadesi agagidaki gibi verilir:

R(t.0) M (t) 4+ rcoshfe+ rsinhf(—sinh pn + coshpb), &, = —1ise
7 M(t) + rcoshfe+ rsinhf(coshpn —sinh pb), e, =1 ise

(4.66)
Burada, ¢'(t) = —7(t) ve &, = (b,b),’dir. 1. duruma benzer sekilde, spacelike taban

egrili timelike roller coaster yiizeylerin de geometrik 6zelikleri verilebilir.
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4.3 Spacelike ve Timelike Dairesel Yiizeylerin Boliinmiis Kuaterniyonik

GoOsterimi

Bu kisimda 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda dairesel yiizeyler ve roller caster
yiizeylerin denklemleri béliinmiis kuaterniyon carpimlari ve homotetik hareketler

cinsinden yeniden elde edilecektir.

Oncelikle spacelike dairesel yiizeyler ve spacelike roller coaster yiizeylerin béliinmiis

kuaterniyonlar ve homotetik hareketler cinsinden ifadelerini verelim.

Teorem 4.3.1. P14, a5, (1, 0) 3-boyutlu Lorentz uzayinda (4.3) denklemiyle tanim-

lanan spacelike dairesel yiizey olsun. O halde P spacelike dairesel yiizeyi,

(i) boliinmiis kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla
P(Mﬂz,aaﬂ’) (uv 9) = M(“) + T(U)Qal (Ua 6) *L a2 (u) (4'67)
(ii) homotetik hareket cinsinden

Pirtasasry(u, 0) = M(u) 4+ 7(u) Mg, (u, 8)as(u) (4.68)

seklinde verilir. Burada, q,, (u,0) = cosf + sinfa; timelike vektor kisma sahip bir
timelike boliinmiig kuaterniyondur. Ayrica, My, , ¢4, (u,0) timelike birim béliinmiis

kuaterniyonuna karsilik gelen matris gosterimidir.

Ispat. Pasay.asm(u,0) 3-boyutlu Lorentz uzaymda (4.3) denklemiyle tanimlanan
spacelike dairesel yiizey olsun. Eger, q,, (u, ) = cos 0 +sin fa, (u) timelike boliinmiig
kuaterniyonu ve ag(u) piir boliinmiig kuaterniyonuna béliinmiis kuaterniyon garpimi
uygulanirsa

Qa, (U, 0) *1, as(u) = cosbay(u) + sin faz(u)

elde edilir. Son esitlik, (4.3) ifadesinde yerine yazilirsa (4.67) denklemine ulagilir.
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Diger taraftan M (u), r(u), M,, sirasiyla 6teleme vektorii, homotetik skalar ve ho-
motetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (4.68) esitligi homotetik hareket

olarak bulunur. Bd&ylece ispat tamamlanair. O]

Teorem 4.3.2. Uc boyutlu Minkowski uzayinda Frenet catist {e,n,b} olan birim
hizli bir M (t) spacelike egrisi verilsin. R(¢,0) ise M (t) taban egrisi tarafindan
tiretilen spacelike roller coaster yiizey olsun. gqp,(t,60) = cos@ + sin0D;(t) ya da
qp,(t,0) = cos O + sin @ Dy(t) birim bolinmiis kuaterniyonlar: verilsin. Bu durumda

R(t,0) spacelike roller coaster yiizeyinin denklemi

(1) ¢p,(t,0) x e(t) ya da qp,(t,0) x e(t) bolinmiig kuaterniyon ¢arpimi ile

R(t,0) = M(t)+rqp,(t,0) *e(t), e = —11ise

R(t,0) = M(t)+rqp,(t,0)*pe(t), e, =1 ise

(ii) homotetik hareket cinsinden

R(t,0) = M(t)+rMp,e(t), e, = —1ise

R(t,0) = M(t)+rMp,e(t), e, =1ise

bi¢iminde ifade edilir. Burada, D;(t,0) = —sinh( [ 7(¢)dt)n(t) — cosh( [ 7(¢)dt)b(t)
ve Dy(t,0) = — cosh([ 7(t)dt)n(t) — sinh( [ 7(¢)dt)b(t) ile tammhdir. Ayrica Mp,
ve Mp, ise sirasiyla qp, (t,0) ve gp,(t,0) birim boliinmiis kuaterniyonlarina kargilik

gelen matris gosterimleridir.

Ispat. R(t,0), M(t) spacelike birim hizli egrisi tarafindan olugturulan bir spacelike

roller coaster yiizey olsun. O halde, yiizeyin denklemi

R(t.0) M (t) 4 rcosfe(t) + rsinf(cosh pn(t) — sinh p b(t)), e, = —1 ise
7 M (t) + rcosfe(t) + rsin@(—sinh pn(t) + cosh p b(t)), e, =1 ise

(4.69)
ile verilir. Burada ¢(t), M taban egrisinin 7(¢) burulmasinin bir ilkel fonksiyo-

nudur. Ayrica, Di(t,0) = —sinh( [ 7(¢t)dt)n(t) — cosh([ 7(¢)dt)b(t) ve Do(t,0) =
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— cosh( [ 7(t)dt)n(t) — sinh( [ 7(¢)dt)b(t) almsm. gp,(s,0) = cosf + sin D, (s),
qp,(8,0) = cos + sin @Dy (s) birim kuaterniyonu ve ¢(s) pure kuaterniyonuna

kuaterniyon carpimini uygulayarak,

qp, (s,0) *,t(s) = cosBt(s)+ sinb(cosh pn(s) — sinh pb(s))

qp,(5,0) x t(s) = cosbt(s) + sinO(— sinh on(s) + cosh pb(s)

elde edilir. Son egitlikler, (4.69) denklemlerinde yerine yazilirsa istenen denklemler

elde edilir.

Diger yandan M(s),r(s), Mp,(i = 1, 2) swrasiyla doniislim vektorii, homotetik skalar
ve homotetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, istenilen egitlikler ho-

motetik hareket olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir. O

Ornek 4.3.1.

ou 4 Ju, 4 . 3u
M(t) = (?’ 5008(1), §s1n(z))

esitligi ile verilen birim hizh timelike egrinin Frenet catisi agagidaki gibidir.

5 4 . 3u, 4 3u

aj(u) = e(u) = (g,—gsm(z),gcos(z))

w(w) = n(u) = (0, —cos(), —sin(2))

az(u) = blu) = (——,—Sin(z),——cos(z))

¢e(u,0) = cost + sinfe(u) timelike birim kuaterniyonu kullanilarak, P (u, 0)
dairesel yiizeyi

Pirtpry(u, 0) = M(u) + 7(w)ge(u, ) 1, n(u)

U

seklinde elde edilir. Bulunan bu denklemde r = 1 ve r = 3 alinarak elde edilen

dairesel ylizeyler, sirasiyla, sekil 4.4 ve gekil 4.5 ile gosterilmigtir.
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Sekil 4.4 Pynp,1) spacelike dairesel yiizeyi

Sekil 4.5 Pnpus2) spacelike dairesel yiizeyi

Ornek 4.3.2. Birim hizli spacelike M(t) = (cosht,0,sinht) egrisi verilsin. O halde,

bu egri i¢in Frenet catisi su sekilde hesaplanir:

e(t) = (sinht,0,cosht)

n(t) = (cosht,O0,sinht)

b(t) = (0,1,0)

k() = 1,7(t)=0
Bu durumda b binormal vektorii spacelike bir vektordiir. ¢ = — [ 7dt = 0 segilirse,
Dy = —n iken, ¢p,(t,0) = cos@ + sin@Dy(t) birim boliinmiig kuaterniyonu kul-

lanilarak, spacelike roller coaster yiizey
R(t,0) = M(t) + rqp, *1 e
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bigiminde elde edilir. » = 3 i¢in spacelike roller coaster yiizey sekil 4.6 ile gosteril-

migtir.

Sekil 4.6 7 = 3 icin R(t, ) spacelike roller coaster yiizeyi

Simdi timelike dairesel yiizeyler ve timelike roller coaster yiizeylerin kuaterniyonik

carpimlar ve homotetik hareketler cinsinden ifadeleri verilecektir.

Bu boliimdeki teoremlerin ispatlar: spacelike dairesel yiizeyler ve spacelike roller
coaster yiizeylerdeki teoremlerin ispatlarina benzer gekilde verilebilir. Bu sebeple,

sadece teoremler ifade edilecektir.

Teorem 4.3.3. P(y1,40,05,) (¢, 0) 3-boyutlu Lorentz uzayinda (4.37) ya da (4.65)
denklemiyle tanimlanan timelike dairesel yiizey olsun. O halde P timelike yiizeyi,
€45 = (as, as)r olmak iizere

(i) boliinmiis kuaterniyon ¢arpimi ile

Pirtagasry (1, 0) = M(u) + 7(u)qa, (u, 0) ¥ az(u), &4y = —1 ise

Pirtasasry(u,0) = M(u) + 7(u)qq, (u, 0) * az(u), €4, =1 ise

(ii) homotetik hareket cinsinden

Pirtasasry(u,0) = M(u) + r(u) Mg, as(u), €4 = —1 ise

Pirtasasry(u,0) = M(u) + r(u) Mg, as(u), €4, =1 ise
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bigiminde verilir. Burada, g, (u,6) = cosh + sinhfa;(u) spacelike vektoér kisma
sahip timelike birim béliinmiis kuaterniyondur. Ayrica M, , ise ¢, (u,0) timelike

birim béliinmiis kuaterniyonuna karsilik gelen matris gosterimidir.

Teorem 4.3.4. U boyutlu Lorentz uzayinda Frenet catisi {e,n, b} olan birim hizli
bir M (t) egrisi verilsin. R(t,6) ise M (t) taban egrisi tarafindan iiretilen timelike

roller coaster yiizey olsun.

1. Eger M(t) taban egrisi spacelike bir egriyse, qp, (t,0) = cosh @ + sinh D (t)
veya qp,(t,0) = cosh@ + sinh@Dy(t) birim boliinmiis kuaterniyonlart kul-

lanilarak, R(t,0) timelike roller coaster yiizeyi

(1) ¢p,(t,0) x e ya da qp,(t,0) x e bolinmiig kuaterniyon ¢arpimi ile
R(t,0) = M(t)+rqp, xpe, & = —1ise
R(t,0) = M(t)+rqp, xpe, &, =1Iise
(ii) homotetik hareket cinsinden
R(t,0) = M(t)+rMpe, &, =—11ise

R(t,0) = M(t)+rMp,e, &, =1Iise

seklinde verilir. Burada, D;(t,6) = — cosh( [ 7(¢)dt)n(t) — sinh( [ 7(¢)dt)b(t)
ve Dy(t,0) = —sinh( [ 7(s)dt)n(t) — cosh([ 7(t)dt)b(t) bi¢iminde tanmmbhdir.
Ayrica Mp, ve Mp, swasiyla gp,(t,0) ve qp,(t,6) birim kuaterniyonlarina

kargilik gelen matris gosterimleridir.

2. Eger M(t) taban egrisi timelike bir egriyse, qp(t,0) = sinh 8+ cosh . D(t) birim

kuaterniyonu kullanilarak, R(,0) timelike roller coaster yiizeyinin denklemi
(1) ¢p(t,0) x e boliinmiig kuaterniyon ¢arpimi ile
R(t,0) = M(t) +rqp xp €
(ii) homotetik hareket cinsinden
R(t,0) = M(t) +rMpe

105



seklinde verilir. Burada, D = — cos([ 7(t)dst)n(t)—sin( [ 7(¢)dt)b(t) bigiminde
tanimlhidir. Ayrica Mp, qp(t,6) birim boliinmiig kuaterniyonuna kargilik gelen

matris gosterimidir.

Ornek 4.3.3. M(u) = (Mj(u), My(u), Ms(u)) bilegenleri agagidaki gibi olan bir
spacelike helis olsun (Ali 2010).

e6

Ml(u) =

i (1 35
My(u) = 66< cos[ 4

+ sin

6

et (1 [V3bu [ V/35u ]
Ms(u) = F(\/%sm[ G ]—cos 5 >
L

M egrisi boyunca Frenet catis1 su sekilde elde edilir:

ai(u) = e(u) = Ly (l,cos(@u),sin(\/ﬁuv

—~

/35 \ 6 6
as(u) = n(u) = (0, —sinu, cosu)

1 V35 - V35
as(u) = blu) = 7% (6,COS(TU),SIH(TU)>

Buradan, az(s) vektoriiniin bir timelike vektor oldugu goriiliir. g. = cosh € 4 sinh fe

birim béliinmiis kuaterniyonu kullanilarak timelike dairesel yiizey
P(u,0) = M(u) + r(u)qe(u, 0) g n(u)

seklinde ifade edilir. r = % icin timelike dairesel yiizeyin grafigi sekil 4.7 ile veril-

migtir.

Sekil 4.7 r =1/2i¢in P(u,0) timelike dairesel yiizeyi
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Ornek 4.3.4. M(t) = (0,cost,sint) birim hizhi spacelike egrisi verilsin. Bu du-

rumda egri boyunca Frenet elemanlari
e(t) = (0, —sint, cost),
n(t) = (0, —cost, —sint),

b(t) = (-1,0,0),

bi¢iminde bulunur. O halde binormal vektor bir timelike vektordiir. ¢ = — [ 7dt =
In2 alalm. Dy = —(5/4)n(t)—(3/4)b(t) olmak iizere, ¢p, * e boliinmiig kuaterniyon
carpimi kullanilarak
R(t,0) =(— Zr sinh @, cost(1 + Zr sinh #) — r cosh #sint,
sint(1 + %r sinh §) + r cosh § cost).

timelike roller coaster yiizeyi elde edilir. r = 2 icin yiizeyin grafigi sekil 4.8 ile

verilmigtir.

Sekil 4.8 r =2 icin M spacelike taban egrili R timelike roller coaster yiizeyi
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5. UCBOYUTLU OKLID UZAYINDA GENELLESTIRILMIS DAIRE-
SEL YUZEYLER

Tezin bu kisminda genellestirilmis dairesel yiizeyler incelenecektir. Bu kapsamda, ilk
olarak genellestirilmis dairesel yiizeylerin tanimi verilecek, sonrasinda bu yiizeylere
dair baz1 geometrik Ozelikler incelenecektir. Genellestirilmig tiip yiizeyleri 6zel bir
genellegtirilmiy dairesel yiizeydir. Bu tip kanal (tiip) yiizeyleri ile ilgili ¢aligmalar
yapilmigtir (Gross 1997, Dogan 2012, Gok 2017) Daha sonra, genellegtirilmig dairesel
yiizeylerin kuaterniyonik gdsterimleri verilecek ve bu yiizeyler iizerindeki parametre
egrilerinin bazi 6zel egriler olma durumlari ile ilgili karakterizasyonlar elde edilecek-

tir.

5.1 Oklid Uzayda Genellestirilmis Dairesel Yiizeyler ve Baz1 Geometrik

Uygulamalari

Tanim 5.1.1. Bir genellestirilmis dairesel yiizey
P(5,8) = Pag,as,)(5,0) = M(s) +r(8)(cos Bas(s) + sinfas(s)) (5.1)

seklinde taniml

P:ICRxR/27Z — R?

déniigiimiidiir. Burada M, as a3 : I C R — R? egriler ve 7(6) ise 6 parametresinin
bir fonksiyonudur. Ayrica, her s € I igin (agas) = (asas) = 1,{(azas) = 0 sart-
lar1 saglanir. M egrisi genellestirilmiy dairesel yiizeyin taban egrisi, r(0) yaricap
fonksiyonu, ag as egri cifti ise genellestirilmis dairesel yiizeyi olusturan catu,

0 — M(s)+r(0)(cos fas(s)+sin fas(s)) standart gemberleri de genellegtirilmig daire-

sel ylizeyi iireten cemberler olarak adlandirilmaktadar.

Tamim 5.1.2 (Genellestirilmis Dairesel Yiizeyin Kiiresel Catisi). (5.1) denk-
leminde verilen genellegtirilmis dairesel yiizeyi iireten cemberleri iceren herbir diiz-
lemin normali a; vektorii olmak iizere, M taban egrisini a; vektor alaninin Gauss

doniigiimii altinda goriintiisii ile elde edilen kiiresel egrinin s yay parametresi ile
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yeniden parametrelendirelim. Bu durumda
az(s) = ai(s) ve as(s)=ai(s) x az(s)

bi¢iminde tanimhdir. O halde, a;(s) birim hizli bir egri oldugundan ||ay(s)| = 1
oldugu agiktir. Dolayisiyla {aq,as,a3} ciimlesi M egrisi boyunca ortonormal bir

cat1 olustururlar. Tanimlanan bu c¢at:

(a1, a1) = (az, a) = (a3, a3) = 1
(a1, a2) = (az, a3) = (a3, a1) = 0 (5.2)

a1 X az = asz, az X a3 = @z, a2 X ag = a1

esitliklerini ve agagida verilen Frenet formiillerini gercekler.

al 0 1 0 a
a | =1 -1 0 g as (5.3)
(lg 0 —ﬁ 0 as

Burada (3, a1 (s) egrisinin geodezik egriligidir. Elde edilen ortonormal ¢at1 yardimiyla,

M'(s) teget vektori,

M'" = a(s)ai(s) + o(s)aa(s) + p(s)as(s) (5.4)
bi¢iminde ifade edilebilir.
O halde, (5.1) denklemi ile tanimh genellegtirilmis dairesel yiizeyin (5.3) denklemi

ile verilen kiiresel catiya gore temel form katsayilarini hesaplayalim. P yiizeyinin s

ve 0 parametrelerine gore kismi tiirevleri sirasiyla

P, = (a—rcosb)a; + (o —rfBsinb)ag + (u+ rfcosf)as
Py = (rcosf —rsinf)as + (7sinf + r cos0)as
olup, x = 7sinf + rcosf ve y = rsin @ — 1 cos 6 alinirsa

P, = (a—rcos@)a; + (0 —rfsinb)as + (p + rf cos)as
Py = —y(0)a(s) + x(0)as(s)

(5.5)
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elde edilir. Burada """ ile {istiine "-" konulan fonksiyonunun 6 parametresine gore

tiirevi gosterilmektedir. O halde
Py x Py = (ox + py — rrf)ay + (rcosf — a)(zay + yas) (5.6)

bulunur. Buradan da

w = ||Ps x Py|| = /(02 + py — riB)% + (rcos — a)2(r2 + 72) (5.7)
sonucuna ulagilir. Bdylece, yiizeyin birim normali

N(s,0) =

1
= (ox + py — rif)ay + (rcosd — a)(zas + yas) (5.8)

seklinde verilir.

O halde, yiizeyin birinci temel form katsayilari
E = (a—rcosf)*+ (0 —rBsinf)? + (u+ rBcosb)?
F = r(—osind+ pucos+rB3) +r(occosf + psind) = —oy + px + 23 (5.9)
G = 224y =142
bigimindedir. Diger yandan, P(s,6) genellestirilmis dairesel yiizeyinin ikinci mer-
tebeden kismi tiirevleri
P, = (¢ —o+rBsinf)a

+(a—rcosf+ o —rf sind — pB — rp*cosf)ay

+(of —rB%sinf + u’ +rB cosf)as (5.10)
Py = wyai +xfas — yPas (5.12)

bi¢iminde bulunur.

Boylece, yiizeyin ikinci temel form katsayilar:
(ox + py — rifB) (o — o + rfBsinf)
€= % +a(rcos — a)(a —rcosh + o —rfB'sind — puf —rB2cosh) |, (5.13)
+y(rcost —a)(oB —rpB?*sinf + p/ + rp cosd)
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f= % (o2 + py — riB)y — B(rcosf — a)(r? + 7'"2)} : (5.14)
g= %dié (g) (rcosf — a) (5.15)

egitlikleri ile ifade edilir.

Kolayca gosterilebilir ki (5.9), (5.13)—(5.15) esitliklerinde r» = sbt alindiginda, bu
esitlikler (3.26), (3.28)—(3.30) denklemlerine doniigecektir.

O halde, (5.9), (5.13)-(5.15) esitliklerinden faydalanilarak, K Gauss egriligi ile H

ortalama egriligi agsagidaki gibi elde edilir.

K= %{((aaz+uy—rfﬁ)(a’—a—{—rﬁsin@)

+xz(rcos® — a)(a—rcosd + o —rf'sinf — uf —rp3%cosb)
+y(rcosf — a)(af — rB%sinb + y' + rf’ cos 0))y2d% (E) (rcosf — «)
Y

—[(ox + py — r7B)y — B(rcos 6 — o) (r? + )] }

H = %{(aa&%—uy—w’ﬁ)[(r?+7"2)(o/—a+rﬁsin9)

—27y(o cos @ + pusinf) — 2ry(—osin@ + pcosf + rp)]

+(rcosf — a)[(r* +7*)(ax — rezcos + o’z — rfxsind — pfx — rB%x cos
+oBy — rB2ysinb + p'y +rB'ycosd) + 287 (r* + r?)(—osin @ + pcosf + rp)
+287(r? + 1) (0 cos 0 + psin 6) + de%(%)(a2 + 0?2+ p? 4+ r?cos?

+723% — 2ar cos§ — 201 sin 6 + 2ur 3 cos 9)]}

Kolayca gosterilebilir ki, r sabit alindiginda

xr = rcosf

y = rsinf
dfzy _ 1
d9 \y) —  sin’0

olup, elde edilen bu ifadeler K ve H degerlerinde yerine yazilirsa (3.31) ve (3.32)

denklemlerine ulagilir.

Simdi genellegtirilmis dairesel yilizey ornekleri verelim.
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cosu sinu u
V2 V2 V2

ai(u) = (0,cosu,sinu), as(u) = (0, —sinw,cosu), az(u) = (1,0,0)

Ornek 5.1.1. M(u) = ( ) helis egrisini ele alalm. Ayrica,

secelim. Bu durumda, taban egrisi M olan genellestirilmis dairesel yilizeyin parametrik

denklemi

P(u,0) = (% +7(0)siné, % — () cos O sin u, % + 7(0) cos 6 cos u)

bigiminde elde edilir. P(u,#) genellegtirilmis dairesel yiizeyinin grafigi r = 6/4 ve

r = sin @ icin sirasiyla asagida verilmigtir.

Sekil 5.1 7 =6 i¢in elde edilen genellegtirilmis dairesel yiizey

Sekil 5.2 r =sinf icin elde edilen genellestirilmis dairesel yiizey
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Tanim 5.1.3. (Genellestirilmis Dairesel Yiizeyin Striksiyon Egrisi) Bir

P(s,0) genellegtirilmis dairesel yiizeyi iizerindeki
d(s) = M(s) + r(0)(cos fas(s) + sin fas(s)) (5.16)
egrisinin bir striksiyon egrisi olabilmesi i¢in agagidaki sart saglanmalidir.
(0'(5), (cos Baz(s) + sinbaz(s))) =0 (5.17)
Gerekli iglemler yapildiginda,
ocost + psinf =0

oldugu goriiliir.

M'(s) = aay + cas + pas (5.18)
olmak iizere, genellegtirilmig dairesel yiizeyde
(ag, M) = (a3, M) =0,Yu € T
sart1 saglaniyorsa,
oc=un=0

elde edilir. Bu durumda

M = aay

olur. Yani {e,n,b,x, 7}, M egrisinin Frenet elemanlar1 olmak iizere a; = e, as = n,
az =bvea = % elde edilir. O halde, striksiyon egrileri bir genellegtirilmis tiip yiizeyi

iizerindedir.

Teorem 5.1.1. P(s, ) genellegtirilmis dairesel yiizeyinin (sg, ) noktasinda singiiler

noktalarinin olmasi icin gerek ve yeter sart

(1 cos By — as0)) (12 (60) + 72(6p))

a(s0)x(0o) + p(s0)y(0o) — r(6o)r7(60)B(s0) = 0

I
o

(5.19)

esitliklerinin saglanmasidir.
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Ispat. P(s,0) dairesel yiizeyinin (sg, ) i¢in singiiler noktasmin olmasi igin
1Py x ol (s0,60) = 0

saglanmalidir. O halde,

| Ps x Pgl| (s0,60) = \/(am + py —rifB)? + (rcos@ —a)?(r2 +172) =0
olur. Boylece,

(rcos by — as))(r*(0p) + 72(6p)) = O,

a(s0)z (o) + p(s0)y(fo) — r(00)7(00)B(s0) = 0
elde edilir. Dolayisiyla agsagidaki durumlar s6z konusudur:

(i) 7(0) cos by — a(so) = 0 ve 72(6y) + 72(6y) # 0 olsun. Bunu da iig alt durumda

inceleyelim.

(a) 7(6p) = 0 ve 7(6y) # 0 olsun. O halde, a(sy) = 0 bulunur. Diger yandan
x(0o) = 7(s0) sin by ve y(0y) = —7 () cos by elde edilir. Bulunan bu ifadeler (5.19)’de

ikinci denklemde yerine yazilirsa
o(so)sinfy — p(sg) cosfy =0

ifadesine ulagilir.

(b) 7(0g) # 0 ve 7(6p) = 0 olsun. O halde costy = % elde edilir. Ayrica
0

x(6y) = r(0p) cosby ve y = r(fy)sinfy yazilir. Bulunan ifadeler (5.19)’de ikinci
denklemde yerine yazilirsa
o(sg) cosby + p(sg)sinfy =0
elde edilir. Buradan da
o (s0)ax(s0) £ u(s0)(r* (o) — a*(s0)) = 0
sonucuna ulagilir.
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(c) r(0y) # 0, |r(60)] > |a(so)| ve 7(6y) # 0 olsun. O halde cosfly = a(so) v

NG "

. 72(6p) — a?(sg -

sinfy = + (@) elde edilir. Bu durumda

o(0p) = SOV ZBO) )y 00) = /) = aP() — 00) 2

7(60) ’ r(6o)

bulunur. Elde edilen bu ifadeler de (5.19)’nin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

P ) s ()
+(00) V12 (0) (s0) + o (s0)a(se) + pu(s0)(v/7%(6o) (s0) (QO)T(QO))

— 1(60)7(60)B(s0) =0
sonucuna ulagilir.

(ii) 7%(6p) + 72(6p) = 0 olsun. Dolayisiyla 7(6y) = 7(6y) = 0 saglanmahdir. O halde
a(so) = 0 olup (s, 8p) bir singiiler noktadir. O

5.2 Genellegtirilmis Dairesel Yiizeylerin Kuaterniyonik Gosterimi

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda bir genellestirilmis dairesel yiizeyin kuaterni-

yonik gosterimi ve homotetik hareket cinsinden ifadesi verilecektir.

Teorem 5.2.1. P/ 4,45 (5, 0) 3-boyutlu Oklid uzaymda (5.1) denklemiyle tanim-
lanan genellegtirilmig dairesel yiizey olsun. O halde P genellestirilmis dairesel yiizeyi

Qa, (8,0) = cos B + sin fa; olmak iizere

(i) kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla
P asas.)(5,0) = M(s) +7(0)qa, X a (5.20)
(ii) homotetik hareket cinsinden
Piras,asr)(5,0) = M(s) +1(0)M,, (s, 0)as (5.21)

bigiminde ifade edilir. Burada M,,, q,,(s,0) birim kuaterniyonuna karsilik gelen

matris gosterimidir.
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Ispat. Piras,as,r)(5,0), (5.1) denklemiyle verilen genellestirilmis dairesel yiizey ol-
sun. ¢, (s,0) = cosf + sinfa; birim kuaterniyonu ve as(s) pure kuaterniyonuna
kuaterniyon ¢arpimim uygulayanak, q,,(s,6) X as(s) = cosfas(s) + sinfas(s) elde

edilir. Bu esitlik, (5.1) denkleminde yerine yazihrsa (5.20) bulunur.

Diger yandan, M(s), r(0) ve M,, swrasiyla 6teleme vektorii, homotetik skalar ve
homotetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (5.21) esitligi homotetik
hareket olarak elde edilir. O

5.3 Genellegtirilmis Dairesel Yiizeylerin Parametre Egrileri ile ilgili Bazi

Karakterizasyonlar

Bu kisimda, genellesgtirilmis dairesel yiizey iizerindeki parametre egrilerinin geodezik

ve asimptotik oldugu durumlar incelenecektir.

Teorem 5.3.1. P(s,0), (5.1) denklemi ile verilen bir genellegtirilmis dairesel yiizey

olsun. O halde, asagidaki durumlar saglanir.

(i) Genellegtirilmig dairesel yiizeyin s—parametre egrilerinin asimptotik egriler ol-

masl i¢in gerek ve yeter sart

(o —o+rfsinb)(ox + py — rrf) + (rcosf — a)(ax — rcos bz (5.22)
+o'r + B(—px + oy + Wy —rrf —r?p%) =0 '

olmasidir.

(ii) Genellegtirilmig dairesel yiizeyin §—parametre egrilerinin asimptotik olmasi

icin gerek ve yeter sart ¢, 6y € R olmak iizere r(0) = csec(f + 6p) olmasidir.

ispat. Yiizey iizerinde bir « egrisinin asimptotik olmasi igin gerek ve yeter sart o
ivme vektoriiniin yiizeye teget olmasidir. Yani, yiizeyin normali N olmak {izere,

(N,a") = 0 olmahdur.
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(i) Dairesel yiizey iizerindeki s—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in

(N, Pss) = 0 olmahdir. Bu durumda,

1
(N,Pys) = —|(&/ —o +rBsinb)(ox + py — rr)
w
+(rcosf — a)(ax — rcos bz
+o'z + f(—px + oy

+uy —rif —r?p%) | =0

olur. Dolayisiyla istenilen elde edilir. Burada 6zel olarak r = sbt alindiginda, (3.99)

esitligi elde edilir.

(ii) Dairesel yiizey iizerindeki f—parametre egrilerinin asimptotik egriler olmasi i¢in
gerek ve yeter sart (N, Ppy) = 0 olmasidir. O halde

(—r% = 27% 4+ 1) (r cos 6 — )

w

(N, Ppg) =

olmalhdir. Buradan da, (rcosf — «) # 0 oldugundan
—r? — 2% +ri =0

elde edilir. Elde edilen ikinci mertebeden sabit katsayili adi diferensiyel denklemin
¢Ozlimii ise ¢ ve 0 reel sabitler olmak iizere r(0) = csec(6+46p) bigimindedir. Boylece

ispat tamamlanir. O

Teorem 5.3.2. P(s,0), 5.1 denklemi ile verilen bir genellegtirilmiy dairesel yiizey

olsun. O halde, agagidaki durumlar séz konusudur.

(i) Genellestirilmig dairesel yiizeyin s—parametre egrilerinin geodezik egriler ol-

masi i¢in gerek ve yeter sart
y(rcosf — a)(a —rcosh + o' —rf'sinf — uB — rB?cosb)
—xz(rcosf — a)(off —rB?sinh + p’ +rBcosh) =0
—y(rcosf —a)(a' — o+ rfBsinf)

+(ox + py —rrB)(of —rB2sind + p' + 3 cosf) =0
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x(rcost —a)(o/ — o+ rfsinb)
—(ox + py —rrB)(a—rcosf+ o —rp'sinf — uf —rp?cosh) =0
denklemlerinin saglanmasidir.
(ii) Genellegtirilmis dairesel yiizeyin f—parametre egrilerinin geodezik egriler ol-
masi igin gerek ve yeter sart ya r(f) = ¢ sinf + ¢ cos, c1,ca € R olmasi ya

da yiizeyin sabit yaricaplh bir dairesel yiizey olmasidir.

Ispat. Yiizey iizerinde bir o egrisinin geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart o’
ivme vektoriiniin yiizeyin normaline paralel olmasidir. Yani, yiizeyin normali N

olmak iizere, N x o’ = 0 olmaldr.

(i) Dairesel yiizey iizerindeki s—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi icin
gerek ve yeter sart N x Py, = 0 olmasidir. Bu durumda, gerekli iglemler yapildiginda

istenilen egitlikler elde edilir.

(ii) Dairesel yiizey iizerindeki §—parametre egrilerinin geodezik egriler olmasi icin
gerek ve yeter sart N X Py = 0 olmasidir. Gerekli iglemler yapildiginda kolayca

goriilebilir ki bu ifadenin saglanmas i¢in

(rcosf — a)(xi + yy) =0
—i(ox + py —rrp) =0
—y(oz + py —riB) =0
esitlikleri gerceklenmelidir. Bu durumda, r cos# — a # 0 olacagindan
xr+yy=rr+1rr=>0
or+py —rrB =0

olmahdir. Dolaywsiyla 7(r 4+ #) = 0 elde edilir. O halde su durumlar elde edilir.

1. 7 = 0 olur. Bu da r’nin sabit olmasi yani yiizeyin sabit yaricapl bir dairesel

yiizey olmasi demektir.

118



2. 74+ r = 0 olur. Ikinci mertebeden sabit katsayili bu diferensiyel denklem

¢oziilerek, c1, co € R olmak iizere 7(0) = ¢; sinf + c3 cos 6 elde edilir.

Béylece ispat tamamlanair. O]

5.3.1 Genellegtirilmis dairesel yiizey iizerindeki loxodromik egriler

Bu béliimde, 3.4.1 béliimiindekine benzer olarak, genellegtirilmis dairesel yiizeyler
izerindeki loxodromik egriler incelenmigtir. Dolayisiyla 3.4.1 béliimiindeki kavram-

lardan yararlanilmigtir.

Bir genellegtirilmis dairesel yiizeyin birinci temel form katsayilar (5.9) ile verilir.
Birinci temel form katsayilar1 (3.102) esitliginde yerine yazilirsa, loxodromik egri ve

paraleller arasindaki aci

Fdu + Gdf
cost =

VEGdu? + 2FGdudf + G2d6?
cos) = (—oy + px + 1*B)du + (12 + i2)df

(( = 7cos0)® + (o — rBsing)* + (u + rBcos0)*)(r? +7%)du®
+2(—oy + px + r28)(r* + ) dudf + (r* + 72)?d6?

seklinde bulunur. Bu durumda, genellestirilmis dairesel yiizey {izerindeki tiim par-
alleri sabit ¥ acisi ile kesen loxodromik egri
(—oy + px + r?p)*du® — [(* + %) (0 + i + 1° 57
—2roBsin + 2rpB cosf + (a — 7 cos §)?)] cos? pdu?
+[(r* 4 7%)?sin® p]d0* + [2(r* + 7?)(—oy + px + r*B) sin® ] dudf
=0
diferensiyel denklemini saglar. Ozel olarak, ¥ = 0, alinirsa, esitlik
(—oy + px +128)% — (r* +7)(0? + p® + r* B>
—2rofsinf + 2ruBcosd + (o — rcos0)?) = 0
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bulunur.

Simdi loxodromik egri ve meridyenler arasindaki a¢1 hesaplanabilir:

Benzer gekilde, (5.9) ile verilen birinci temel form katsayilar: (3.101) esitliginde yerine

yazilirsa,
Edu + Fdo
cosy =
us + uab +
VE2du? + 2EFdudf + EGdp>
[(a —rcosf)? + (o —rBsind)? + (u+ rBcosh)?)du
+(—oy + px + 1r25)db]
cosy =

(a —rcosb)?+ (o — rfsind)® + (u+ rf cos 0)?)?du?
+2((a — rcos)? + (0 — rfBsin)?
+(p+ 1B cos0)?)(—oy + pa +r?B)dudf
\ H(la—rcosd)? + (o —rBsind)? + (u+rfcos6)*)(r* +12)d6?

bulunur. Bu durumda, genellegtirilmis dairesel yiizey iizerindeki tiim paralleri sabit

~ acist ile kesen loxodromik egrinin diferensiyel egitligi

[0 + 1% + r?B% — 2roBsin @ + 2ruS cos

+(a — 7 cos 0)?)? sin? ydu?

+[2(0* + p? +r*B* — 2roBsin @ + 2rpB cos

+(a — 1 cos0)?)(—oy + px + r*B)] sin® ydudo
(—oy + px +1r26)* — (r* + 1) (0” + p* +r°B°
—2rafBsin @ + 2rpf cos + (a — 1 cos 0)?] cos® ydb?

=0
Ozel olarak, v = 0, alinirsa,

(—oy + pz +1°8)* = (r* +1?)(0® + pi* +r*5°

—2rof3sinf + 2ruBcosd + (o — reosf)? =0

elde edilir.
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6. TARTISMA VE SONUQ

Oklid uzaymda dairesel yiizeyler Izumiya ve arkadaslari tarafindan tanimlanmis
ve bazi Ozelikleri incelenmigtir (Izumiya vd. 2007). Hatta aymi ¢aligmada daire-
sel yiizeylerin 6zel bir sinifi olan roller coaster yiizeylerin de parametrik denklemi
verilip geometrik ozelikleri incelenmigtir. Bu calismadan sonra benzer bir calisma
Minkowski uzayinda spacelike dairesel ve spacelike roller coaster yiizeyler icin yapil-
mistir. Bu tez calismasinda dairesel yiizeyler iic boyutlu Oklid ve Minkowski uzay-

larinda kapsamli bir sekilde ele alinmigtir.

Tezin orijinal béliimlerini olusturan 3. ve 4. béliimde ii¢ boyutlu Oklid ve ii¢c boyutlu
Minkowski uzaylarinda dairesel yiizeyler ele alinarak, bu ylizeylerin tanimi, bazi
parametrik gosterimleri, karakterizasyonlari, kuaterniyonik ve matris temsilleri ile
geometrik uygulamalar verilmistir. Ozel bir dairesel yiizey cesidi olan roller coaster
yiizeyler 3-boyutlu Oklid uzayinda Uzunoglu ve arkadaslar tarafindan tanimlanan
{n,c,w} catisi ile ele alinarak, bu yiizeylerin de geometrik uygulamalar ile baz

sonuclar verilmigtir.

Tezin yine orijinal kismi olan son boliimiinde dairesel yiizeylerde yaricap: 6 parame-
tresine bagh olan dairesel yiizeyler incelenmistir. Bu tiir yiizeyler genellestirilmig
dairesel ylizey olarak adlandirilmigtir. Bu yiizeylerin geometrik ozelikleri, kuaterni-

yonik ve matris temsilleri ve iizerindeki baz1 6zel parametre egrileri ele alinmigtir.

Dairesel yiizeylere dair verilen 6zelikler, 6rnek ve gorsellerle desteklenerek, konunun
daha iyi anlagilmasi hedeflenmistir. Calisma kapsaminda elde edilen sonuclar ile
dairesel yiizeylere dair bircok 6zelik verildiginden, tez geometri alaninda bu konuya

dair énemli bir kaynak olarak diigiintilebilir.

Daha sonraki caligmalarda, dairesel yiizeyler ve genellestirilmis dairesel yiizeylerin

Galile uzayinda benzer 6zeliklerinin incelenmesi hedeflenmektedir.

121



KAYNAKLAR

Abdel-Baky, R. and Unliitiirk, Y. 2016. On the Curvatures of spacelike circular
surfaces. Kuwait J. Sci. 43(3); 50-58.

Akutagawa, K. and Nishikawa, S. 1990. The Gauss map and spacelike surfaces with
prescribed mean curvature in Minkowski 3-space. Tohoku Math. J. 42; 67-82.

Ali, A.T. 2010. Position vectors of spacelike general helices in Minkowski 3-space.
Nonlinear Analysis, 73; 1118-1126.

Aslan, S. and Yayli, Y. 2016a. Canal Surfaces with Quaternions. Adv. Applied Clif-
ford Algebras, 26; 31-38.

Aslan, S. and Yayl, Y. 2016b. Split Quaternions and Canal Surfaces in Minkowski
3-space. International Journal of Geometry, Vol.5, No.2; 51-61.

Ates, F., Kocakusakly, E., Gok, 1. and Yayli, Y. 2018. A study of the tubular surfaces
constructed by the spherical indicatrices in Euclidean space. Turkish Journal
of Math., 4; 1711-1725.

Babaarslan, M. and Yayl, S. 2015. Differential Equation of the Loxodrome on a
Helicoidal Surface. The Journal of Navigation; 962-970.

Bastl, B., Jiittler, B., Lavicka, M., Schulz, T. and Sir, Z. 2014. On the Parame-
terization of Rational Ringed Surfaces and Rational Canal Surfaces. Math. in
Computer Science. Vol.8, 2; 299-319.

Beem, J. K., Ehrlich, P. E. and Easley, K.E. 1996. Global Lorentzian Geometry.
Marcel Dekker, New York.

Bizzarri, M. 2014. Blending by Rational Canal and Ringed Surfaces. Dissertation
thesis. Faculty of Applied Sciences, University of West Bohemia.

Bizzarri, M. and Lavicka, M. 2012. A symbolic-numerical method for computing
approximate parameterizations of canal surfaces. Computer Aided-Design. 9;
846-857.

Bottema, O. and Roth, B. 1979. Theoretical Kinematics. North-Holland Press, New
York.

Bulca, B., Arslan, K., Bayram, B. and Oztiirk, G. 2017. Canal surfaces in 4-
dimensional Euclidean space. An International Journal of Optimization and
Control: Theories & Applications (IJOCTA). Vol.7, No.1;83-89.

Choi, J.H. and Kim, Y.H. 2012. Associated Curves of a Frenet Curve and their
applications. Appl. Math. and Comp. 218; 9116-9124.

Cleave, J. P. 1980. The form of the tangent developable at points of zero torsion an
space curves. Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 88; 403-407.

122



Cui, L., Wang, D. and Dai, J.S. 2009. Kinematic Geometry of Circular Surfaces
With a Fixed Radius Based on FEuclidean Invariants. Journal of Mechanical
Design, Volume 131.

Dogan, F. 2012. Genellestirilmis Kanal Yiizeyleri. Ankara Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Ankara.

Duggai, K. L. and Bejancu, A. 1996. Lightlike submanifolds of semi-riemann mani-
folds and applications. Kluwer academic publishers, Dordrecht.

Duldul, M. 2004. Homotetik Uzay Hareketleri ve Holditch Teoremi. Ondokuz May1s
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Samsun.

Gorjanc, S. and Jurkin, E. 2015. Circular Surfaces CS(«, p). Filomat, 29; 725-737.

Gok, I. 2017. Quaternionic approach of canal surfaces constructed by some new
ideas. Adv. Appl. Clifford Algebras, 27; 1175-1190.

Gray, A. 1998. Modern Differential Geometry of Curves and Surfaces. CRC Press.

Gross, A.D. 1994. Analyzing Generalized Tubes. Proc. SPIE 2354,
https://doi.org/10.1117/12.189111.

Hacisalihoglu, H.H. 1980. Yiiksek Diferensiyel Geometriye Giris. Firat Universitesi,
Elazig.

Hacisalihoglu, H.H. 1983. Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi. Gazi
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Yayinlari, Ankara.

Hacisalihoglu, H.H. 2000. Diferensiyel Geometri 1. Cilt. Ankara.

Hamilton, W.R. 1844. On Quaternions; or on a new system of imaginaries in algebra.
London Edinb. Dublin. Philos. Mag. J. Sci. 25(3); 489-495.

Inoguchi, J. 1998. Timelike surfaces of constant mean curvature in Minkowski 3-
space. Tokyo J. Math., 21(1); 141-152.

Ishikawa, G. 1993. Determinacy of the Envelope of the Osculating Hyperplanes to
a Curve. Bull. London Math. Soc., 25(6); 603-610.

Izumiya, S. and Takeuchi, N. 2001. Singularities of ruled surfaces in E3. Math. Proc.
Camb. Phil. Soc. 130; 1-11.

Izumiya, S. and Takeuchi, N. 2003. Special curves and ruled surfaces. Cotributions
to Algebra and Geometry, 44; 203-212.

Izumiya, S. and Takeuchi, N. 2003. Geometry of ruled surfaces. Applicable Math.
in the Golden Age. 44; 203-212.

Izumiya, S. and Takeuchi, N. 2004. New Special Curves and Developable Surfaces.
Turkish Journal of Mathematics, 28; 153-163.

123



Izumiya, S., Saji, K. and Takeuchi, N. 2007. Circular Surfaces. Advances in Geom-
etry, 7(2); 295-313.

Izumiya, S., Nagai, T., Saji, K. 2011. Great circular surfaces in the three-sphere.
Differ. Geom. Appl. 29; 409-425.

Karacan, M. K. and Bukcu, B. 2007. An Alternative Moving Frame for Tubular
Surface around the Spacelike Curve with a Spacelike Binormal in Minkowski
3-space. Mathematica Moravica, Vol. II; 47-54.

Kocakusakli, E., Tuncer, O.0., Gok, 1. and Yayli, Y. 2017. A new representation of
canal surfaces with split quaternions in Minkowski 3-space. Adv. Appl. Clifford
Algebras, 27; 1387-1409.

Kula, L. 2003. Boliinmiis Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamalari. Doktora Tezi.
Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ankara.

Lancret, M.A. 1806. Memorie sur les courbes a double courbure. Memories presentes
a I'Institut, 1; 416-454.

Lii, W. and Pottmann, H. 1996. Pipe surfaces with rationalspine curve are rational.
Computer Aided Geometric Design, 13; 327-339.

Macit, N. and Duldul, M. 2014. Some new associated curves of a Frenet curve in 3
and E*. Turk. J. Math. 38; 1023-1037.

Marsh, D. 2005. Applied Geometry For Computer Graphics and CAD. Springer
Undergraduate Math. Series.

Miyaoka, R. and Takeuchi, N. 1992. A note on Ogiue-Takagi conjecture on a char-
acterization of Euclidean 2-spheres. Mem. Fac. Sci. Kyushu Univ., Volume 46;
129-135.

Mond, D. 1982. On the tangent developable of a space curve. Math. Proc. Camb.

Ogiue, K. and Takagi, A. 1984. A submanifold which contains many extrinsic circles.
Tsukuba J. Math.; 171-182.

Ogiue, K. and Takeuchi, N. 1993. Hulahoop surfaces. J. Geometry, 46; 127-132.

Ogiue, K. and Takeuchi, N. 1994. A sphere can be characterized as a smooth ovaloid
which contains one circle through each point. J. Geometry. 49; 163-165.

O’ Neill, B. 1983. Semi-Riemannian Geometry With Applications to Relativity. Aca-
demic Press, Inc, New York.

Ozdemir, M. and Ergin, A.A. 2006. Rotations with unit timelike quaternions in
Minkowski 3-space. Journal of Geometry and Physics, 56; 322-336.

Ozdemir, M. 2009. The roots of a split quaternion. Appl. Math. Lett. 22; 258-263.
124



Ozdogan, S. 2016. Alternatif hareketli catilara gore bazi ézel egrileri. Yiiksek Lisans
Tezi, Ankara Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali,
64, Ankara.

Ozdogan, S., Tuncer, O.0., Gok, 1. and Yayli, Y. 2018. Some new types of associated
curves in Euclidean 3-space. An. $t. Univ. Ovidius Constanta, 26(1); 205-221.

Peternell, M. and Pottmann, H. 1997. Computing rational parametrizations of canal
surfaces. J. Symbolic Computation. 23; 255-266.

Porteus, I.R. 1991. The normal singularities of submanifold. J. Diff. Geometry. 5;
543-564.

Pottmann, H., Wallner, J. 2001. Computational line geometry. Mathematics and
Visualization, Springer-Verlag, Berlin.

Pratt, M.J. 1995. Cyclides in Computer Aided Geometric Design II. Comput. Aided
Geom. Design, 12; 131-152.

Ratcliffe, J.G. 2005. Foundations of Hyperbolic Manifolds Second Edition. Graduate
Texts in Mathematics. Volume 149, Springer, New York.

Sabuncuoglu, A. 2004. Diferensiyel Geometri. Nobel Basimevi, Ankara.

Shcherbak, O. P. 1986. Projectively dual space curves and Legendre singularities.
Sel. Math. Sov. 5, no:4; 391-421.

Soni, A.H. and Ting, K.L. 1983. Instantaneous Kinematics of a Plane in Spherical
Motion. ASME J. Mech., Transm., Autom. Des., 105; 560-568.

Srinivas, Y.L. and Dutta, D. 1994. An intuitive procedure for constructing geomet-
rically complex objects using cyclides. Computer Aided Design, 26; 327-335.

Takeuchi, N. 1985. A sphere as a surface which contains many circles. J. Geometry,
24; 123-130.

Takeuchi, N. 2000. Cyclides. Hokkaido Math. J., 29; 195-200.

Ting, K.L. and Soni, A.H. 1983. Instantaneous Kinematics of a Plane in Space
Motion. ASME J. Mech., Transm., Autom. Des., 105; 552-5509.

Tosun, M., Kiigiik, A. and Gungor, M.A. 2006. The homothetic motions in the
Lorentzian 3-space. Acta Math. Sci. 26B(4); 711-719.

Tunger, Y. 2011. On Geometry of the First and The Second Fundemental Forms of
Canal Surfaces. arXiv:1106.3177, 7 pages.

Uzunoglu, B., Gok, 1. and Yayl, Y. 2016. A new approach on curves of constant
precession. Applied Math. Comput. 275; 317-323.

Xu, Z., Feng, R. and Sun G.J. 2006. Analytic and algebraic properties of canal
surfaces. Journal of Computational and Applied Mathematics. 195; 220-228.

125



OZGECMIS

Adi Soyadr : Zeynep CANAKCI
Dogum Yeri : Malatya

Dogum Tarihi: 21/02/1987
Medeni Hali : Evli

Yabanci Dili : Ingilizce

Egitim Durumu (Kurum ve Yil):
Lise : 20 Mayis Vakfi Turgut Ozal Lisesi (YDA) (2001-2005)
Lisans : Firat Universitesi, Matematik Boliimii (2006-2010)

Yiiksek Lisans : Firat Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii (2010-2013)
Inonii Universitesi, Egitim Fakiiltesi Pedagojik Formasyon

(2010-2011)
Calistig1 Kurum/Kurumlar ve Yil:
e TUBITAK -Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (2013-Halen)

Yayinlari:

e Canakci, Z., Tuncer, 0.0., Gk, I. and Yayli, Y., The construction of
circular surfaces with quaternions, Asian-Eur. J. Math., (2018) Vol.12, No:1.

e Tuncer, 0.0., Canakci, Z., Gok, I. and Yayl, Y., Circular surfaces
with split quaternionic represantations in Minkowski 3-space, Adv. Appl. Clifford
Algebr., (2018), 28:63.

126





