
ANKARA ÜNİVERSİTESİ
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Bu tez altıbölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölüm, tezde gerekli olan bazıtemel tanım ve teoremleri içermektedir.

Üçüncü bölümde, üç boyutlu Öklid uzayında dairesel yüzeylerin bazıparametrik gösterim-
leri ve karakterizasyonlarıverilmi̧stir. Ayrıca, dairesel yüzeylerin özel bir çeşidi olan roller
coaster yüzeyler, {n, c, w} alternatif hareketli çatı ile üretilmi̧stir. Ek olarak, dairesel
yüzeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri verilmi̧stir. Son olarak, dairesel yüzeylerin
bazıözel parametre eğrileri ile ilgili karakterizasyonlar elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, üç boyutlu Minkowski uzayında dairesel yüzeylerin bazıparametrik
gösterimleri ve karakterizasyonlarıverilmi̧stir. Bu kapsamda, öncelikle zamansıve uzaysı
dairesel yüzeyler ile bu yüzeylerin geometrik uygulamalarıaraştırılmı̧stır. Bir uygulama
olarak bu yüzeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri elde edilmi̧stir.

Beşinci bölümde, üç boyutlu Öklid uzayında genelleştirilmi̧s dairesel yüzeyler incelenmi̧s
ve bazıgeometrik özellikleri verilmi̧stir. Daha sonra, genelleştirilmi̧s dairesel yüzeylerin
kuaterniyonik ve matris temsilleri ile bu yüzeylerin bazıözel parametre eğrileri ile ilgili
karakterizasyonlar verilmi̧stir.

Son bölüm ise tartı̧sma ve sonuçlar kısmına ayrılmı̧stır.
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Anahtar Kelimeler: Dairesel yüzeyler, kuaterniyonik gösterimler, roller coaster
yüzeyler, eğrilikler, temel formlar, parametre eğrileri, özel eğriler.
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Supervisor: Assoc. Prof. Dr. İsmail GÖK

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some basic definitions and theorems which are needed in the
thesis.

In the third chapter, some parametric represantations and characterizations of circular
surfaces have been given in the Euclidean 3- space. Furthermore, roller coaster surfaces
which are a special type of circular surfaces, has been derived according to an alternative
moving frame {n, c, w}. In addition, quaternionic and matrix representations of circular
surfaces have been given. Finally, characterizations related to some special parameter
curves of circular surfaces have been obtained.

In the fourth chapter, some parametric represantations and characterizations of circular
surfaces have been given in the 3-Minkowski space. Within this framework, firstly, timelike
and spacelike circular surfaces have been introduced and geometric applications of these
surfaces have been investigated. As an application, quaternionic and matrix representa-
tions of circular surfaces have been obtained.

In the fifth chapter, generalized circular surfaces have been examined in 3-Euclidean space
and some geometric properties have been given. Then, quaternionic and matrix repre-
sentations and characterizations concerning some special parameter curves of generalized
circular surfaces have been given.

The last chapter is devoted to the discussions and conclusions.

December 2018, 126 pages

Key Words: Circular surfaces, quaternionic represantations, roller coaster surfaces,
curvatures, fundamental forms, parameter curves, special curves.
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GÖK’e (Ankara Üniversitesi Matematik ABD), fikirleriyle beni yönlendiren değerli
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teşekkürlerimi sunmayıbir borç bilirim. Ayrıca, tez sürecinde çalı̧smalarıma ciddi
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1. GİRİŞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
2. TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1 Öklid Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Minkowski Uzayında Temel Tanım ve Kavramlar. . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Kuaterniyonlar Teorisinde Temel Tanım ve Kavramlar . . . . . . . . 21
3. ÜÇBOYUTLUÖKLİDUZAYINDADAİRESELYÜZEYLERİN
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4.1.2 Spacelike dairesel yüzeylerin yerel singülerlikleri . . . . . . . . . . . 78
4.1.3 Spacelike roller coaster yüzeyler. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.2 Timelike Dairesel Yüzeyler ve BazıGeometrik Uygulamaları. . . 86
4.2.1 Timelike dairesel yüzeylerin striksiyon eğrileri . . . . . . . . . . . . . 89
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
KAYNAKLAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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geodezik s-parametre eğrisi (mavi) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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1. G�R��

Bugüne kadar Diferensiyel Geometri alan�nda e§riler ve yüzeyler teorisi üzerine

birçok çal�³ma yap�lm�³t�r. R3 reel vektör uzay�nda yüzey teorisinde özelikle aç�la-

bilir yüzeyler, regle yüzeyler, minimal yüzeyler, dönel yüzeyler gibi kendine has

özeliklere sahip olan yüzeyler, geometri alan�n�n yan� s�ra mimari, sanat, kine-

matik, mekanik ve robotik alanlar�n�n da ilgisini çekmi³tir. Bir regle yüzey bir

parametreli do§ru ailesi ile üretilen yüzeydir. Do§rular R3 reel vektör uzay�nda en

basit e§riler oldu§undan, regle yüzeylerin 20.yüzy�l�n ortalar�na kadar basit yap�l�

yüzeyler oldu§u dü³ünülüyordu (Izumiya vd. 2007). Ancak mimarl�k ve bilgisayar

destekli tasar�m gibi baz� özel alanlarla etkileyici uygulamalar� yap�ld� (Pottmann

vd. 2001, Marsh 2005). Regle yüzeyler ve dairesel yüzeyler aras�nda yak�n bir ili³ki

vard�r. Tanjant regle yüzey karakteristikleri regresyon e§risinin kö³esine te§et olan

düz do§rulard�r. Regresyon e§risinin kö³esi aç�labilir te§et regle yüzeylerin singüler

noktalar�n� olu³turur. Ting ve arkada³lar� uzaysal ve küresel harekette düzlemin

durumuna göre regresyon e§risinin kö³esinin özelliklerini geni³ bir biçimde inceledi

(Soni vd. 1983, Ting vd. 1983).

Bu tez çal�³mas�nda ilk olarak Izumiya ve arkada³lar� taraf�ndan tan�mlanan sabit

yar�çapl� standart çemberlerin bir parametreli aileleri ele al�nacakt�r. Bu tür yüzeyler

sabit yar�çapl� dairesel yüzeyler olarak adland�r�l�r. Yar�çap�n sabit oldu§u durum-

larda yüzeyler k�saca dairesel yüzeyleri ifade edecektir. Bu tezde yar�çap fonksiyonu

üreten çemberlerin parametresi seçilerek elde edilen dairesel yüzeylere de yer verile-

cektir ve bu tip yüzeyler genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyler olarak adland�r�lacakt�r.

Regle yüzeyler gibi dairesel yüzeyler de önemli uygulamalar� olan ve kendine has öze-

likleri olan bir konudur. Nobuko Takeuchi baz� çemberleri içeren yüzeyleri ayr�nt�l�

bir ³ekilde incelemi³tir (Ogiue vd. 1984, Takeuchi 1985, Miyaoka vd. 1992, Ogiue

vd. 1993, Ogiue vd. 1994, Takeuchi 2000). Bir dairesel yüzey bu tür özelikleriyle

kendine özgü bir yüzeydir. Dairesel yüzeylere bir örnek olarak, bir uzay e§risinin

kanal (tüp) yüzeyi verilebilir.
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Tüp yüzeylerle ilgili rasyonel parametrezisyon, taban e§risi rasyonel e§ri al�narak

verilmi³ (Lü vd. 1996) ve daha sonra da kanal yüzeylere genellenmi³tir (Peternell

vd. 1997). Ayr�ca bu tip yüzeylerin Bilgisayar Destekli Geometrik Tasar�m ve t�p

alan�nda birçok uygulamas�n� görmek mümkündür (Srinivas vd. 1994, Pratt 1995,

Bizzari ve Lavicka 2012, Bizzari 2014).

Kanal yüzeylerde taban e§risinin te§et vektör alan�, dairesel yüzeyin üreten çember-

lerinin bulundu§u düzleme diktir.

Ancak dairesel yüzeylerde taban e§risinin te§et vektör alan�, dairesel yüzeyin üreten

çemberlerinin bulundu§u düzleme dik olmayabilir. Ba³ka bir deyi³le, P(M,a2,a3,r)(u, θ)

dairesel yüzeyinde e§rinin herhangi bir u0 parametresi için taban e§risinin te§et

vektör alan� a2, a3 vektör alanlar�ndan herhangi birine ya da ikisine dik olmayabilir.

Bu tip yüzeyler kanal olmayan dairesel yüzeyler olarak adland�r�l�r.

Kanal yüzeyleri (ve özel hali olan tüp yüzeyleri) ve bu yüzeylerin parametre e§rileri

ile ilgili hem Öklid uzay�nda hem de farkl� uzaylarda birçok çal�³ma yap�lm�³t�r (Xu

vd. 2006, Karacan vd. 2007, Tunçer vd. 2011, Do§an 2012, Bulca vd. 2017, Ate³

vd. 2018). Ancak genel dairesel yüzeyler ve roller coaster yüzeylere ili³kin birkaç

tane çal�³ma vard�r (Izumiya vd. 2007, Cui vd. 2009, Gorjanc ve Jurkin 2015).

Kanal yüzeylerin genel singüleriteleri Porteus taraf�ndan incelenmi³tir (Porteus 1991).

Shyuichi Izumiya ve arkada³lar� 2007 y�l�nda yay�nlad�klar� bir çal�³malar�nda regle

yüzeyler ile kar³�la³t�rarak dairesel yüzeylerin singüleriteleri ve geometrik özeliklerini

ara³t�rm�³lard�r (Izumiya vd. 2007). Ayr�ca dairesel yüzeyler üzerinde bulunan strik-

siyon e§rilerini, regle yüzeylere benzer özelikleri göz önüne alarak incelemi³lerdir.

Genel regle yüzeyler üzerinde bir tek striksiyon e§risi bulunmaktad�r. Regle yüzey-

lerin tekil noktalar� striksiyon çizgisi üzerindedir.

Dairesel yüzeylerin tam olarak iki tane striksiyon e§risi vard�r ve bu striksiyon e§ri-

lerinin her bir üreten çember ile arakesiti birbirinin kutup noktalar�d�r.
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Dairesel yüzeylerin singüler noktalar� aç�labilir te§et regle yüzeylerin incelenmesiyle

daha iyi anla³�labilir. Dairesel yüzeylerin tekil noktalar� striksiyon e§risi üzerindedir.

Bir yüzeyin Gauss e§rili§i s�f�r ise o yüzeye aç�labilir yüzey denir. Aç�labilir yüzeyler

bir silindirin, koninin ya da uzay e§risinin aç�labilir te§etinin bir parças� oldu§u

bilinmektedir. Aç�labilir yüzeyler her bir do§rultular�n�n umbilik ya da tekil nokta

olma d�³�nda e§rilik çizgisi olma özeli§iyle de karakterize edilebilir. Böylece dairesel

bir yüzeyin aç�labilir olma özelli§ini de yüzeyi üreten her bir çemberin umbilik ya da

tekil nokta d�³�nda e§rilik çizgisi olma özelli§i ile benzer olarak dü³ünebilir. Böyle

dairesel yüzeyler kanal yüzeyi, küre, Roller coaster yüzeyi olarak s�n��and�rabilir ya

da bu üç yüzeyle düzgün ba§lant�l� bir yüzey olarak verilebilir (Izumiya vd. 2007).

Üç boyutlu Öklid uzay�nda bir regle yüzeyin singüler noktalar�n�n sadece cross caps

oldu§u gösterilmi³tir (Izumiya vd. 2001, Izumiya vd. 2003). Shyuichi Izumiya ve

arkada³lar�, (Izumiya vd. 2007) adl� çal�³malar�nda dairesel yüzeylerin de singüler

noktalar�n�n sadece cross caps oldu§unu göstermi³lerdir. Aç�labilir te§et yüzeylerin

singüler noktalar�n�n cusp kenarlar�, swallow tails ya da cuspidal cross caps oldu§u

da önceki çal�³malarda ispatlanm�³t�r (Mond 1982, Shcherbak 1986, Ishikawa 1993).

Di§er taraftan genel aç�labilir te§et yüzeylerin singüler noktalar� cusp kenar ya da

cuspidal cross caps noktalar�d�r (Cleave 1980). Porteous'a göre genel kanal yüzey-

lerin singüler noktalar� cusp kenar� ya da swallowtails içindedir (Porteus 1991).

Ayr�ca Shyuichi Izumiya ve arkada³lar� (Izumiya vd. 2007) çal�³malar�nda genel

roller coaster yüzeylerin singüler noktalar�n�n cusp kenar, swallowtails ya da cus-

pidal cross caps içinde oldu§unu göstermi³tir. Ayr�ca yine ayn� çal�³mada te§et

aç�labilir yüzeylere benzer ³ekilde te§et dairesel yüzeyler tan�mlanm�³t�r. Dairesel

yüzeylerin geometrik yap�lar� regle yüzeylerden daha geni³tir.

Cui ve Dai (2009) çal�³malar�nda, sabit yar�çapl� kanonik olmayan dairesel yüzeylerin

kinematik geometrisini incelemi³tir. Dairesel yüzeylerin özel bir çe³idi olan tanjant

dairesel yüzeyler de ele al�nm�³t�r. Dairesel yüzey ve aç�labilir tanjant regle yüzeyler

aras�ndaki ili³ki ara³t�r�lm�³t�r.
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Bir reel split kuaterniyon üç boyutlu reel vektör uzay�nda (üç boyutlu Minkowski

uzay�nda) geometrik olarak bir dönme yapt�r�r. Dolay�s�yla üç boyutlu bu vektör

uzaylar�nda Euler aç�lar�n�n bulundu§u veya dönme hareketinin oldu§u teorilerde

kuaterniyonlar�n kullan�lmas� mümkündür. Bu gerçekten hareketle, Aslan ve Yayl�

çal�³malar�nda üç boyutlu reel vektör uzay�nda reel kuaterniyonlar� ve kar³�l�k gelen

matrisleri kullanarak kanal yüzeyler için geometrik gösterimler ve uygulamalar elde

etmi³lerdir (Aslan ve Yayl� 2016a). Dahas� bunu split kuaterniyonlar yard�m�yla

ba³ka bir çal�³malar�nda üç boyutlu Minkowski uzay�nda da vermi³lerdir (Aslan ve

Yayl� 2016b). Daha sonra Gök (2017) y�l�nda yay�mlad�§� çal�³mas�nda alternatif

{n, c, w} çat�s� yard�m�yla taban e§risi bir uzay e§risinin küresel gösterge e§rileri

olan kanal yüzeylerini tan�mlam�³ ve kuaterniyonlar yard�m�yla geometrik uygula-

malar�n� vermi³tir (Gök 2017). Bu çal�³man�n Minkowski uzay�nda split kuaterni-

yonlar yard�m�yla verilen teorisi yine 2017 y�l�nda yap�lan (Kocaku³akl� vd. 2017)

çal�³mas� ile yay�mlanm�³t�r.

Bu kuaterniyonik yakla³�m biçimi en genel olarak (Bastl vd. 2014, Bizzarri 2014)

adl� çal�³mada verilmi³ ve CAD-CAM uygulamalar� yap�lm�³t�r.

Bu tez çal�³mas�nda öncelikle üç boyutlu Öklid uzay�nda Izumiya ve arkada³lar�

taraf�ndan verilen yüzeylerin (dairesel yüzeyler ve roller coaster yüzeyler) tan�m�,

baz� parametrik gösterimleri, karakterizasyonlar� verilmi³tir. Üç boyutlu Öklid uza-

y�nda bir uygulama olarak dairesel yüzeylerin özel bir s�n�f� olan roller coaster

yüzeyler alternatif {n, c, w} çat�s�na göre ele al�nm�³ ve baz� karakterizasyonlar ve-

rilmi³tir. Biraz açmak gerekirse, 3. Bölümün 3.2. k�sm�nda roller coaster yüzeyin

taban e§risi n, c ya da w do§rultu e§rileri seçilerek yüzeyler tan�mlanm�³ ve bu

yüzeylerin karakterizasyonlar� elde edilmi³tir. 3.3. k�sm�nda ise, dairesel yüzey-

lerin kuaterniyonik ve homotetik hareket matrisi yard�m�yla verilen uygulamalar�

örnekleri ile birlikte yer almaktad�r. Ayn� k�s�mda, dayanak e§risi bir uzay e§risinin

küresel göstergesi olan roller coaster yüzeylerin kuaterniyonik ve matris temsilleri

örnekleriyle birlikte verilmi³tir. Bu bölümün son k�sm�nda, yüzeylerin parametre

e§rilerinin baz� özel e§riler olma ko³ullar�na ili³kin karakterizasyonlar verilmi³tir.
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Son olarak, dairesel yüzeylerde yar�çap fonksiyonu üreten çemberlerin aç� parame-

tresine ba§lanm�³ ve genelle³tirilmi³ dairesel yüzey tan�m� verilerek örnekleri çizilmi³,

geometrik özelikleri, yeni temsilleri ve baz� özel parametre e§rileri ele al�nm�³t�r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezin ilerleyen bölümlerinde kullan�lacak olan baz� temel tan�mlar,

teoremler ve kavramlardan söz edilecektir.

2.1 Öklid Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

Bu k�s�mda tez içerisinde Öklid uzay� ile ilgili k�s�mlarda kullan�lacak temel kavram-

lar verilecektir.

Tan�m 2.1.1. I, R reel say�lar�n bir aç�k aral�§� olmak üzere α : I ⊂ R −→ R3

biçiminde düzgün bir α dönü³ümüne, R3 reel vektör uzay� içinde bir e§ri denir.

R3 3-boyutlu Öklid uzay�nda dik koordinat fonksiyonlar� x1, x2, x3 olmak üzere bir

α : I ⊂ R→ R3 e§risinin verildi§ini varsayal�m. α dönü³ümünün de§erler cümlesi R3

oldu§undan, α1, α2, α3 ile gösterilen 3 tane bile³eni vard�r. Daha aç�k bir anlat�mla

α = (α1, α2, α3)

biçimindedir. Burada 1 ≤ j ≤ 3 olacak biçimdeki her j do§al say�s� için

xj ◦ α = αj

dir. Her αj fonksiyonu, I aral�§�ndan R reel say�lara giden bir fonksiyondur. α :

I ⊂ R → R3 dönü³ümünün düzgün olmas� demek 1≤ j ≤3 için αj fonksiyonlar�n�n

düzgün olmas� demektir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.2. R3 reel vektör uzay�nda bir t parametresine ba§l� olarak verilen

α : I ⊂ R → R3

t 7→ α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t))

e§risi için

α′(t) =
dα(t)

dt
=

(
dα1(t)

dt
,
dα2(t)

dt
,
dα3(t)

dt

)
(2.1)
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olmak üzere (α(t), α′(t)) ∈ TR3(t) vektörüne α e§risinin t ∈ I parametre de§erine

kar³�l�k gelen α(t) noktas�ndaki h�z vektörü veya te§et vektörü denir

(Hac�saliho§lu 1980).

Tan�m 2.1.3. R3 reel vektör uzay�nda α : I ⊂ R → R3 e§risi verilsin. ∀ t ∈ I için

α′(t) 6= 0 ise α e§risine düzenli(regüler) e§ri denir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.4. α : I ⊂ R da tan�ml� bir e§ri olsun. E§er, h : J → I diferensiyel-

lenebilir bir fonksiyon ise

β = α(h) : J → I

bile³ke fonksiyonu bir diferensiyellenebilir e§ridir ve β e§risine h dönü³ümü yard�m�yla

α e§risinin yeniden parametrezisyonu denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.5. β, J ⊂ R de tan�ml� R3 reel vektör uzay�nda tan�ml� bir e§ri olsun.

∀s ∈ J için

‖β′(s)‖ = 1

ise β e§risine birim h�zl� e§ri ve s parametresine de yay parametresi denir

(Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.1.6. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risi için

e (s) = α′ (s) (2.2)

e³itli§i ile belirli e(s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki birim te§et vektörü

denir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.7. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risi için

κ : I ⊂ R −→ R , κ (s) = ‖e′ (s) ‖ (2.3)
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fonksiyonuna, α e§risinin e§rilik fonsiyonu denir. Kabaca, κ say�s�n�n büyüklü§ü,

e§rinin α(s) noktas�ndaki te§etinden ne kadar ayr�ld�§�n�n ölçüsüdür (Sabuncuo§lu

2004).

Tan�m 2.1.8. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risi verilsin.

∀s ∈ I için, κ (s) 6= 0 olmak üzere,

n (s) =
1

κ (s)
e′ (s) (2.4)

e³itli§iyle belirli n(s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki asli normali denir.

n vektör alan�na, α e§risinin asli normal vektör alan� denir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.9. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risi için

b (s) = e (s) ∧ n (s) (2.5)

e³itli§iyle tan�ml� b(s) vektörüne, α e§risinin α (s) noktas�ndaki binormali denir.

b vektör alan�na, α e§risinin binormal vektör alan� denir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.10. e(s), n(s), b(s) vektör alanlar�na, α : I ⊂ R −→ R3 e§risinin

α (s) noktas�ndaki Frenet vektör alanlar� denir. {e(s), n(s), b(s)} cümlesine, α

e§risinin α (s) noktas�ndaki Frenet çat�s� denir. (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.11. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risinin

Frenet çat�s� {e(s), n(s), b(s)} olmak üzere

τ : I ⊂ R −→ R , τ (s) = −〈b′ (s) , n (s)〉 (2.6)

biçiminde tan�ml� τ fonksiyonuna, α e§risinin burulma fonksiyonu denir. τ (s)

say�s�na e§rinin α (s) noktas�ndaki burulmas� veya torsiyonu denir. |τ | say�s� bir

bak�ma, e§rinin α(s) noktas�n�n kom³ulu§unda, bu noktadaki oskülatör düzleminden

ne kadar ayr�ld�§�n�n bir ölçüsüdür (Sabuncuo§lu 2004).
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Tan�m 2.1.12. I,R reel vektör uzay�n�n bir aç�k aral�§� olmak üzere α : I ⊂ R −→

R3 ³eklinde s yay parametresi ile tan�ml� α(s) e§risi verilsin. α(s) e§risinin e§rilik

ve torsiyonu κ(s), τ(s) olmak üzere

H : I → R

s 7→ H(s) =
τ(s)

κ(s)

³eklinde tan�ml� H fonksiyonuna, α(s) e§risinin harmonik e§rilik fonksiyonu

denir (Hac�saliho§lu 2000).

Teorem 2.1.1. R3 reel vektör uzay�nda birim h�zl� α : I ⊂ R −→ R3 e§risinin

Frenet çat�s� {e(s), n(s), b(s)} olmak üzere

e′ (s) = κn

n′ (s) = −κe+ τb

b′ (s) = −τn

denklemleri gerçeklenir. Bu denklemlere Frenet-Serret denklemleri denir

(Sabuncuo§lu 2004).

Teorem 2.1.2. R3 reel vektör uzay�nda key� parametreli bir α e§risinin Frenet

vektör alanlar�

e =
α′

‖α′‖

b =
α′ × α′′

‖α′ × α′′‖
n = b× e

biçiminde verilir. Bu durumda α e§risinin e§rilik ve burulmas�, s�ras�yla,

κ =
‖α′ × α′′‖
‖α′‖3

τ =
〈α′ × α′′, α′′′〉
‖α′ × α′′‖2

olur (Sabuncuo§lu 2004).

9



Tan�m 2.1.13. I,R reel vektör uzay�n�n bir aç�k aral�§� olmak üzere α : I ⊂ R −→

R3 regüler bir e§ri olsun. α e§risinin her noktas�ndaki te§et vektör alanlar�, sabit

bir do§rultu ile sabit aç� yap�yorsa α e§risine bir genel helis denir (Hac�saliho§lu

2000).

Teorem 2.1.3 (Lancret Teoremi). R3 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir α e§risinin

e§rilik ve burulmas�, s�ras�yla, κ ve τ olmak üzere, α e§risinin bir genel helis ola-

bilmesi için gerek ve yeter ³art

τ

κ
= h = sabit

olmas�d�r (Lancret 1806).

Özel olarak;

(i) α e§risinin e§rili§i κ ve torsiyonu τ , e§ri boyunca s�f�rdan farkl� birer sabitler

ise, α bir dairesel helistir.

(ii) α e§risinin e§rili§i κ = 0 ise α e§risi bir dejenere helis örne§i olan düzgün bir

do§rudur.

(iii) α e§risinin torsiyonu τ = 0 ise α e§risi bir dejenere helis örne§i olan çemberdir.

Tan�m 2.1.14. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda, α : I ⊂ R −→ R3 dönü³ümü ile

verilen bir uzay e§risinin her noktas�ndaki asli normali sabit bir do§rultu ile sabit

bir aç� yap�yorsa bu uzay e§risi slant helis olarak adland�r�l�r (Izumiya ve Takeuchi

2004).

Teorem 2.1.4. R3 Öklid uzay�nda e§rilikleri κ ve τ olan bir α : I ⊂ R → R3

e§risinin bir slant helis olmas� için gerek ve yeter ³art

σ(s) =

(
κ2

(κ2 + τ 2)
3
2

(τ
κ

)′)
(s)
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fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmas�d�r (Izumiya ve Takeuchi 2004).

H harmonik e§rilik fonksiyonu cinsinden bir slant helisin karakterizasyonu Uzuno§lu

ve arkada³lar� taraf�ndan 2016 y�l�nda yap�lan bir çal�³mada a³a§�daki gibi verilmi³-

tir:

σ(s) =
g

f
=

H ′

κ(1 +H2)
3
2

= sabit

Burada, f = κ
√

1 +H2, g = σf dir.

Tan�m 2.1.15. R3 Öklid uzay�nda e§rilikleri κ ve τ olan bir α : I ⊂ R −→ R3 e§risi

için, w(s) = τ(s)e(s)+κ(s)b(s) vektör alan�na Darboux vektör alan� (centrode)

denir (Hac�saliho§lu 1983).

Teorem 2.1.5. Üç boyutlu Öklid uzay�nda birim h�zl� bir α e§risi ve bu e§rinin

{e, n, b} Frenet çat�s� verilsin. Bu durumda, e§ri boyunca {n, c, n × c = w} alter-

natif çat�s� n, c =
n′

||n′||
, w =

He+ b√
1 +H2

vektör alanlar�, s�ras�yla, e§rinin asli birim

normal vektörü, asli normal vektörün türevi ve Darboux vektörü olsun. Bu du-

rumda, {n, c, n × c = w}, α e§risi boyunca Frenet çat�s�ndan farkl� ortonormal bir

çat�d�r. Bu alternatif çat�n�n türevleri için,
n′(s)

c′(s)

w′(s)

 =


0 f(s) 0

−f(s) 0 g(s)

0 −g(s) 0



n(s)

c(s)

w(s)


gerçeklenir. Burada, f = κ

√
1 +H2 ve g = σf =

H ′

(1 +H2)
3
2

e§rinin alternatif

çat�ya göre e§rilikleridir (Uzuno§lu vd. 2016).

Tan�m 2.1.16. α : I ⊂ R −→ R3 e§risi 3-boyutlu Öklid uzay�nda {n, c, w} alternatif

çat�s� ile verilen birim h�zl� bir e§ri olsun. α e§risinin her noktas�ndaki c vektörü

sabit bir do§rultu ile sabit bir aç� (ϕ 6= π
2
) yap�yorsa bu e§ri c−slant helis olarak

adland�r�l�r. Bu durumda, α e§risi boyunca,

〈c, u〉 = cosϕ, ϕ = sabit 6= π

2
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sa§lan�r (Uzuno§lu vd. 2016).

Önerme 2.1.1. α : I ⊂ R −→ R3 e§risi 3-boyutlu Öklid uzay�nda {n, c, w} alter-

natif çat�s� ile verilen birim h�zl� bir e§ri olsun. O halde, α e§risinin c−slant helis

olmas� için gerek ve yeter ³art

Γ =
(f 2 + g2)

3
2

f 2( g
f
)′

= tanϕ = sabit

olmas�d�r (Uzuno§lu vd. 2016).

Teorem 2.1.6. Üç boyutlu Öklid uzay�nda birim h�zl� bir α e§risi ve {e, n, b} Frenet

çat�s� verilsin. E§ri boyunca {c, ξ, d} alternatif çat�s� c =
n′

||n′||
, d = gn + fw =

σn+ w√
1 + σ2

, c × ξ = d vektör alanlar� tan�mlans�n. Bu durumda, {c, ξ, d} , α e§risi

boyunca yukar�da verilen çat�lardan farkl� bir çat�d�r. Bu alternatif çat�n�n türevleri

için, 
c′(s)

ξ′(s)

d′(s)

 =


0 l(s) 0

−l(s) 0 m(s)

0 −m(s) 0



c(s)

ξ(s)

d(s)


yaz�l�r. Burada, l = f

√
1 + σ2, m = Γl =

σ′

(1 + σ2)
e§rinin alternatif çat�ya göre

e§rilikleridir (Özdo§an 2016).

Tan�m 2.1.17. Üç boyutlu Öklid uzay�nda bir x : D → R3 koordinat parças�,

R2 uzay�n�n bir D aç�k alt cümlesinden R3 uzay�n�n içine birebir ve regüler bir

dönü³ümdür (O'Neill 1983).

Tan�m 2.1.18. Üç boyutlu Öklid uzay�nda M ⊂ R3 olmak üzere ∀p ∈ M için,

M nin içinde görüntüsü p noktas�n�n bir kom³ulu§unu içeren uygun bir koordinat

parças� (x−1 : x(D)→ D sürekli) varsa, M ye bir yüzey denir (O'Neill 1983).
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Tan�m 2.1.19. U ⊂ R2 bir aç�k cümle ve M : U → Rn diferensiyellenebilir bir

dönü³üm olsun. O halde, M(U) ⊂ Rn cümlesine bir lokal yüzey ya da yama denir

(Gray 1998).

Tan�m 2.1.20. M ⊂ Rn bir alt cümle olsun. E§er ∀p ∈ M için, M cümlesinin p

noktas�n� içeren bir V kom³ulu§u var ve bir x : U ⊂ R2 → V ∩M ⊂ Rn dönü³ümü

a³a§�daki özelikleri sa§larsa, M ye bir regüler yüzey denir:

i. x diferensiyellenebilirdir.

ii. x : U → V ∩M bir homeomor�zmdir.

iii. Her x : U →M dönü³ümü bir regüler lokal yüzeydir (Gray 1998).

Tan�m 2.1.21. U ⊂ R3 bir aç�k cümle, M(u, v) : U → R3 bir yüzey ve

E,F,G : U → R fonksiyonlar�

E = 〈Mu,Mu〉

F = 〈Mu,Mv〉

G = 〈Mv,Mv〉

biçiminde tan�mlans�n.

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2

ifadesine M yüzeyinin birinci temel formu denir. Buradaki, E,F ve G, M

yüzeyinin birinci temel form katsay�lar�d�r (Gray 1998).

Tan�m 2.1.22. U ⊂ R3 bir aç�k cümle, M(u, v) : U → R3 bir yüzey, N yüzeyin

birim normali ve e, f, g : U → R fonksiyonlar�

e = 〈N,Muu〉

f = 〈N,Muv〉

g = 〈N,Mvv〉
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biçiminde tan�mlans�n.

II = edu2 + 2fdudv + gdv2

ifadesine M yüzeyinin ikinci temel formu denir. Buradaki, e, f, g, M yüzeyinin

ikinci temel form katsay�lar�d�r (Gray 1998).

Tan�m 2.1.23. Rn, n-boyutlu Öklid uzay�n�n bir hiperyüzeyi M ve M yüzeyinin

birim normal vektör alan� N olsun. Rn Öklid uzay�nda Riemann konneksiyonu D

olmak üzere, ∀X ∈ χ(M) için S(X) = DXN ³eklinde tan�ml� S dönü³ümüne M

yüzeyinin ³ekil operatörü ya da Weingarten dönü³ümü denir (Hac�saliho§lu

2000).

Tan�m 2.1.24. Rn n-boyutlu Öklid uzay�n�n bir hiperyüzeyi M yüzeyinin birinci

temel form katsay�lar� E,F,G, ikinci temel form katsay�lar� e, f, g olmak üzere,

yüzeyin ³ekil operatörü matrisi

S =
1

EG− F 2

 Ge− Ff Ef − Fe

Gf − Fg Eg − Ff


biçimindedir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.25. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda regüler M yüzeyinin Gauss

e§rili§i ve ortalama e§rili§i, s�ras�yla,

K(P ) = detS(P )

H(P ) =
1

2
iz(S(P ))

olarak tan�mlan�r (Gray 1998). Bunun yan�s�ra, tan�mlanan bu e§rilikler birinci ve

ikinci temel form katsay�lar� cinsinden a³a§�daki e³itliklerle de verilir.

K =
eg − f 2

EG− F 2

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
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Tan�m 2.1.26. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda birM yüzeyinin ortalama e§rilik

fonksiyonu s�f�rsa bu yüzeye minimal yüzey denir (Sabuncuo§lu 2004).

Tan�m 2.1.27. Rn n-boyutlu Öklid uzay�n�n bir hiperyüzeyi M ve M üzerinde bir

e§ri α olsun. α e§risinin te§et vektör alan� e ve M hiperyüzeyinin ³ekil operatörü S

olsun. E§er, e vektör alan� α e§risi boyunca S nin karakteristik vektörlerine kar³�l�k

geliyorsa α e§risine M üzerinde bir e§rilik çizgisidir denir.

Bu tan�ma göre, M hiperyüzeyi üzerindeki e§rilik çizgilerinin diferensiyel denklemi,

λ 6= 0 bir skalar olmak üzere,

S(e) = λe

olur (Hac�saliho§lu 2000).

Tan�m 2.1.28. Rn n-boyutlu Öklid uzay�n�n bir M hiperyüzeyi verilsin. M hiper-

yüzeyinin ³ekil operatörü S olsun. M hiperyüzeyinin bir P noktas�na kar³�l�k gelen

S(P ) nin karakteristik de§erlerine M hiperyüzeyinin bu noktadaki asli e§rilikleri

denir. Asli e§riliklere kar³�l�k gelen ve karakteristik vektör denen vektörlerin belirt-

ti§i do§rultulara daM hiperyüzeyinin bu P noktas�ndaki asli e§rilik do§rultular�

denir (Hac�saliho§lu 2000).

Teorem 2.1.7. Xp 6= 0 te§et vektörü için 〈S(Xp), Xp〉 = 0 ise Xp do§rultusuna

M hiperyüzeyinin bir P noktas�ndaki asimptotik do§rultusu ve Xp do§rultusunu

te§et vektörü kabul eden e§riye de M hiperyüzeyi üzerinde bir asimptotik çizgi

denir (Hac�saliho§lu 2000).

Lemma 2.1.1. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda bir M yüzeyi üzerinde bir e§ri

α olsun. α e§risinin asimptotik olmas� için gerek ve yeter ³art her noktas�ndaki

ivmesinin M yüzeyine te§et olmas�, yani α′′ vektörünün yüzeyin normaline dik ol-

mas�d�r (Gray 1998).
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Tan�m 2.1.29. Rn n-boyutlu Öklid uzay�nda bir M hiperyüzeyi üzerinde bir α

e§risinin her noktas�ndaki ivme vektörüM hiperyüzeyine dik ise bu e§riye geodezik

e§ri denir. Ba³ka bir ifadeyle α′′ ivme vektörü her noktada hiperyüzey normaline

paralel ise bu e§riye geodezik e§ri denir (Gray 1998).

Tan�m 2.1.30. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda regle yüzey

F (t, u) = F(γ,δ)(t, u) = γ(t) + uδ(t)

³eklinde tan�ml� F : I × R→ R3 dönü³ümüdür. Burada

δ : I ⊂ R→ S2 =
{
x ∈ R3 : ||x|| = 1

}
biçimindedir. Ayr�ca, γ e§risi taban e§ri(dayanak e§ri), δ e§risi direktör e§ri

(do§rultman e§ri), u → γ(t) + uδ(t) düz çizgileri ise döngüler ad�n� al�r. F(γ,δ)

regle yüzeyi için δ sabitse regle yüzey silindirdir. Regle yüzeyin silindirik olmayan

yüzey olmas� için δ′ 6= 0 olmal�d�r.

i. F(γ,δ) silindirik olmayan bir regle yüzey olsun. O halde, F(γ,δ) = F(σ,δ) ve

〈σ′(t), δ′(t)〉 = 0 olacak ³ekilde bir σ : I → R3 düzgün e§risi vard�r. Bu σ(t)

e§risi F(γ,δ) regle yüzeyin striksiyon e§risi olarak adland�r�l�r.

ii. F(γ,δ) silindirik olmayan regle yüzeyin striksiyon e§risi γ taban e§risinin seçi-

minden ba§�ms�zd�r.

iii. F(γ,δ) bir silindir olsun. ( δ sabit bir vektördür.) O halde, herhangi bir

σ(t) = γ(t) + uδ(t)

e§risi F(γ,δ) = F(σ,δ) ve 〈σ′(t), δ′(t)〉 = 0 özelli§ini sa§lar. O halde σ n�n strik-

siyon e§risi oldu§u söylenir (Izumiya vd. 2007).

Tan�m 2.1.31. R3, 3-boyutlu reel vektör uzay�nda F(γ,δ) taban e§risi striksiyon

e§risi δ olan ve silindirik olmayan bir regle yüzey olsun. O halde, singüler cümle

S(F(σ,δ)) = {(t, 0) ∈ R× {0} |σ′(t) = 0 veya σ′(t) ‖ δ(t)}
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³eklinde verilir. Bu ise bir regle yüzeyin striksiyon e§risinin tekil noktalar� içerdi§i

anlam�na gelir (Izumiya vd. 2007).

Tan�m 2.1.32. R3, 3-boyutlu Öklid uzay�nda 1-parametreli küre ailesinin zarf�na

kanal yüzey denir. Alternatif olarak kanal yüzeyi, merkezlerinin yörüngesi bir C(t)

e§risi ve yar�çap fonksiyonu r(t) olan de§i³ken yar�çapl� hareketli bir kürenin zarf�

olarak tan�mlan�r (Gray 1998).

Tan�m 2.1.33. R3, 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir kanal yüzeyi için yar�çap fonksiy-

onu sabit ise, kanal yüzeye tüp ya da boru yüzeyi denir (Gray 1998).

Tan�m 2.1.34. R3, 3-boyutlu Öklid uzay�nda {e, n, b} Frenet çat�s� ile verilen bir

γ(s) e§risi yard�m�yla olu³turulan genelle³tirilmi³ tüp yüzeyinin parametrizasyonu

X(s, θ) = γ(s) + r(θ) (cos θn(s) + sin θb(s)), 0 ≤ θ < 2π

³eklindedir. Burada, r(θ) > 0 iki kez türevlenebilir bir fonksiyon ve r(0) = r(2π)

dir (Gross 1994).

Tan�m 2.1.35. Rn n−boyutlu Öklid uzay�nda, n×n tipinde bir A ortogonal matrisi

ve bir ötelemeye tekabül eden n× 1 tipinde bir C matrisi verilsin. Bu durumda

Y = AX + C

denklemi ile verilen izometrilerin her birine Rn Öklid uzay�nda bir genel hareketdenir.

� Özel olarak; R3 uzay�nda C = 0 olmas� durumunda

Y = AX

ile verilen genel hareket dönme hareketi veya küresel hareket olarak ad-

land�r�l�r. Burada A matrisi; dönme hareketini yapt�ran,

ATA = AAT = I3
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ve

detA = 1

özeliklerine sahip bir matristir ve dönme matrisi olarak adland�r�l�r

(Bottema ve Roth 1979).

2.2 Minkowski Uzay�nda Temel Tan�m ve Kavramlar

Bu k�s�mda, tez içerisinde Minkowski uzay� ile ilgili k�s�mlarda kullan�lacak temel

kavramlar verilecektir.

Tan�m 2.2.1. V bir vektör uzay� olsun. V üzerinde tan�ml�

g : V × V −→ R

dönü³ümü bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V üzerinde bir skalar çarp�m,

bu durumda V vektör uzay�na da bir skalar çarp�m uzay� denir. Ayr�ca,

i. g dönü³ümünün nondejenere olmas� için gerek ve yeter ko³ul g(v, w) = 0 ve

∀w ∈ V için v = 0 olmas�d�r.

ii. g dönü³ümünün dejenere olmas� için gerek ve yeter ko³ul g(v, w) = 0 ve ∀w ∈ V

için v 6= 0 olmas�d�r (O'Neill 1983, Duggai ve Bajancu 1996).

Tan�m 2.2.2. V bir skalar çarp�m uzay�, W alt cümlesi de üzerindeki skalar çarp�m

negatif tan�ml� olacak ³ekilde V uzay�n�n en büyük boyutlu alt uzay� olsun. Bu

durumda, W alt uzay�n�n boyutuna g skalar çarp�m�n�n indeksi denir. g skalar

çarp�m�n�n indeksi υ ise, 0 ≤ υ ≤ boyV dir. Ayr�ca, V skalar çarp�m indeksi,

üzerindeki tan�ml� g skalar çarp�m�n indeksi olarak tan�mlan�r (O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.3. V bir skalar çarp�m uzay� olsun. V uzay�n�n indeksi υ ve boy V ≥ 2

ise V skalar çarp�m uzay�na Lorentz uzay� denir (O'Neill 1983).
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Tan�m 2.2.4. R3 standart reel vektör uzay� üzerinde her p ∈ R3 ve up = (u1, u2, u3),

wp = (w1, w2, w3) ∈ T 3
pR olmak üzere

〈up, wp〉L = −u1w1 + u2w2 + u3w3

e³itli§iyle verilen 1-indeksli metrik tensörle birlikte elde edilen uzaya 3-boyutlu

Minkowski uzay� denir ve R3
1 ile gösterilir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.5. V bir Minkowski uzay� olsun. u ∈ V için

〈u, u〉L > 0 veya u = 0 ise u vektörüne spacelike veya uzays� vektör,

〈u, u〉L < 0 ise u vektörüne timelike veya zamans� vektör,

〈u, u〉L = 0 ve u 6= 0 ise u vektörüne null (lightlike) vektör ve ‖u‖L =
√
|〈u, u〉L|

reel say�s�na u vektörünün normu denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.6. M bir Lorentz manifoldu ve

α : I ⊂ R −→M

bir e§ri olsun. α e§risinin te§et vektör alan� e olmak üzere

〈e, e〉L > 0 ise α e§risine spacelike e§ri,

〈e, e〉L < 0 ise α e§risine timelike e§ri,

〈e, e〉L = 0 ve e 6= 0 ise α e§risine null (lightlike) e§ri denir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.2.7. R3
1 Minkowski uzay�nda iki vektör u,w olsun. u = (u1, u2, u3),

w = (w1, w2, w3) olmak üzere

u×L w =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−e1 e2 e3

u1 u2 u3

w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (u3w2 − u2w3, u1w3 − u3w1, u1w2 − u2w1)
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vektörüne u ve w vektörlerinin pseudo-vektörel çarp�m� denir (Akutagawa ve

Nishikawa 1990).

Tan�m 2.2.8. R3
1 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir yüzey M olsun. M yüzeyi

üzerine indirgenmi³ metrik pozitif tan�ml� iseM yüzeyine R3
1 uzay�nda bir spacelike

yüzey denir (Beem vd. 1996). Di§er yandan denk olarak, M yüzeyinin spacelike

bir yüzey olmas� için gerek ve yeter ³art yüzey normalinin timelike bir vektör alan�

yani 〈N,N〉 < 0 olmas�d�r.

Tan�m 2.2.9. R3
1 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir yüzey M olsun. M yüzeyi

üzerine indirgenmi³ metrik Lorentz metri§i iseM yüzeyine R3
1 uzay�nda bir timelike

yüzey denir (Beem vd. 1996). Buna denk olarak, M yüzeyinin timelike bir yüzey

olmas� için gerek ve yeter ³art yüzey normalinin spacelike bir vektör alan� yani

〈N,N〉 > 0 olmas�d�r.

Tan�m 2.2.10. R3
1 Minkowski uzay�nda iki vektör aras�ndaki aç� a³a§�daki gibi

tan�ml�d�r:

� Spacelike aç�: u ve w, spacelike alt vektör uzay�n� geren R3
1 Minkowski uza-

y�nda spacelike vektörler olsun. O halde,

|〈u,w〉| = ‖u‖ ‖w‖

〈u,w〉 = ‖u‖ ‖w‖ cos θ

ile tan�ml� θ ifadesi u ve w aras�ndaki spacelike aç�d�r.

� Merkez aç�: u ve w, bir timelike alt vektör uzay�n� geren R3
1 Minkowski

uzay�nda spacelike vektörler olsun. O halde,

|〈u,w〉| = ‖u‖ ‖w‖

〈u,w〉 = ‖u‖ ‖w‖ cosh θ

ile tan�ml� θ tifadesi u ve w aras�ndaki merkez aç�d�r.
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� Lorentz timelike aç�: R3
1 de u spacelike, w timelike vektör olsun. O halde,

bir θ ≥ 0 reel say�s� vard�r, öyle ki

〈u,w〉 = ‖u‖ ‖w‖ sinh θ

sa§lan�r. Bu say�, u ve w aras�ndaki Lorentz timelike aç�d�r (Ratclife 2005).

2.3 Kuaterniyonlar Teorisinde Temel Tan�m ve Kavramlar

Bu k�s�mda, dairesel yüzeylerin kuaterniyon ve matris gösterimleri için kullan�lacak

baz� temel bilgiler verilecektir.

Tan�m 2.3.1.

H = {q = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0, q1, q2, q3 ∈ R}

cümlesini ele alal�m. Burada {1, i, j, k} reel birimlerinin çarp�m�,

a) i2 = j2 = k2 = −1

b) ij = k, jk = i, ki = j

c) ji = −k, kj = −i, ik = −j

³eklindedir. H cümlesinin her bir eleman�na bir reel kuaterniyon ad� verilir

(Hamilton 1844).

Tan�m 2.3.2. Bir q reel kuaterniyonunun skalar k�sm�,

Sq = q0

ve vektörel k�sm�,

Vq = q1i+ q2j + q3k

olarak tan�mlan�r. Böylece q kuaterniyonu,

q = Sq + Vq
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biçiminde yaz�labilir.

Bir q reel kuaterniyonunun skalar k�sm� 0 ise, q kuaterniyonu pür kuaterniyon

olarak adland�r�l�r (Hac�saliho§lu 1983).

Tan�m 2.3.3. q = q0 +q1i+q2j+q3k ve p = p0 +p1i+p2j+p3k iki reel kuaterniyon

olsun. Bu kuaterniyonlar�n kuaterniyon çarp�m�,

∗ : H × H → H

(q, p) → q ∗ p = SqSp − 〈Vq, Vp〉+ SqVp + SpVq + (Vq × Vp)

biçiminde tan�mlan�r.

{H,⊕,R,+, .,�, ∗} sistemi bir cebirdir ve kuaterniyon cebiri olarak adland�r�l�r

(Hac�saliho§lu 1983).

Tan�m 2.3.4. Herhangi bir q = Sq + Vq reel kuaterniyonunun e³leni§i,

q∗ = Sq − Vq

³eklinde tan�mlan�r (Hac�saliho§lu 1983).

Tan�m 2.3.5. q = q0 + q1i+ q2j + q3k bir reel kuaterniyon olmak üzere

N : H → R

q → N(q) = Nq = q20 + q21 + q22 + q23

³eklinde tan�mlanan Nq pozitif reel say�s�na q kuaterniyonunun normu denir

(Hac�saliho§lu 1983).

q = a0 + a1i + a2j + a3k bir birim kuaterniyon olsun. v, 3-boyutlu Öklid uzay�nda

bir vektör olmak üzere φ : R3 → R3 ; φ(v) = q ∗ v ∗ q−1, lineer dönü³ümünü ele

alal�m. Bu durumda, q kuaterniyonu için φ dönü³ümünün matris gösterimi

M =


a20 + a21 − a22 − a23 −2a3a0 + 2a1a2 2a0a2 − 2a1a3

2a1a2 + 2a3a0 a20 + a21 − a22 + a23 2a2a3 − 2a1a0

2a1a3 − 2a2a0 2a1a0 + 2a2a3 a20 + a21 − a22 − a23

 (2.7)
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biçiminde verilir. Burada MMT = I3 ve detM = 1 sa§lan�r, yani M bir ortogonal

matristir.

Tan�m 2.3.6. I ⊂ R s�f�r� içeren bir aral�k olsun. t ∈ I için A(t) pozitif ortogonal

bir matris ve C(t) de bir sütun matrisi olmak üzere, elemanlar� A(t) C(t)

0 1



ile verilen {ft} cümlesine Rn Öklid uzay�n�n 1-parametreli hareketi denir. Burada

A(t) ve C(t) nin elemanlar� t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlar�d�r

(Düldül 2004).

Tan�m 2.3.7. 3-boyutlu Öklid uzay�nda sabit uzay R′ ve hareketli uzay R olsun.

R uzay�n�n R′ uzay�na göre 1-parametreli homotetik hareketi

x′ = hAx+ C

dönü³ümü ile tan�mlan�r. Burada x′ ve x bir X ∈ R noktas�n�n, s�ras�yla, sabit

ve hareketli uzaylardaki sütun matrisleri olarak ifade edilen konum vektörleri; h

hareketin homotetik oran�, A bir ortogonal matris ve C sütun matrisi de öteleme

vektörüdür. Ayr�ca h ile A ve C matrislerinin bile³enleri bir "t" reel parametresinin

sürekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar�d�r (Düldül 2004).

Tan�m 2.3.8.

H0

L = {q = q0 + q1i+ q2j + q3k : q0, q1, q2, q3 ∈ R}

cümlesini ele alal�m. Burada {1, i, j, k} reel birimlerinin çarp�m�,

a) i2 = −1 , j2 = k2 = 1

b) ij = k, jk = −i, ki = j
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c) ji = −k, kj = i, ik = −j

³eklindedir. H0

L cümlesinin her bir eleman�na bir bölünmü³ (split) kuaterniyon

ad� verilir (Inoguchi 1998).

Tan�m 2.3.9. Bir q bölünmü³ kuaterniyonu, skalar k�sm�

Sq = q0

ve vektörel k�sm�

Vq = q1i+ q2j + q3k

olmak üzere

q = Sq + Vq

biçiminde yaz�labilir. Sq = 0 ise q bölünmü³ kuaterniyonu pür bölünmü³ kuater-

niyon olarak adland�r�l�r. (Inoguchi 1998).

Ayr�ca p = Sp+Vp ve q = Sq+Vq bölünmü³ kuaterniyonlar�n�n bölünmü³ kuaterniyon

çarp�m� a³a§�daki gibi verilir:

q ∗L p = SqSp + 〈Vq, Vp〉L + SqVp + SpVq + Vq ×L Vp

Tan�m 2.3.10. Bir q = Sq + Vq bölünmü³ kuaterniyonunun e³leni§i,

q∗ = Sq − Vq

³eklinde tan�mlan�r (Kula 2003).

Tan�m 2.3.11. q = q0 + q1i+ q2j + q3k bir bölünmü³ kuaterniyon olmak üzere

N : H0

L→ R

q → N(q) = Nq = q20 + q21 − q22 − q23

³eklinde tan�mlananNq reel say�s�na q bölünmü³ kuaterniyonunun normu denir.

E§er Nq = 1 ise q kuaterniyonuna birim bölünmü³ kuaterniyon denir (Kula

2003).
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E§er, Nq 6= 0 ise q = q0 + q1i+ q2j + q3k kuaterniyonunu tersi vard�r ve

q−1 =
q∗

(Nq)1/2

³eklindedir.

Lemma 2.3.1. Timelike split kuaterniyonlar�n

TH0

L =
{
q ∈ H0

L : q × q∗ = 1
}

cümlesi bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� alt�nda bir gruptur (Özdemir ve Ergin 2006).

Tan�m 2.3.12. Her q = q0 + q1i+ q2j + q3k bölünmü³ kuaterniyonu için,

Mq : R3
1 → R3

1

x→Mq(x) = q ∗L x ∗L q∗

dönü³ümü lineerdir. Bu dönü³üme kar³�l�k gelen dönme matrisi ise

Mq =


q20 + q21 + q22 + q23 2q0q3 − 2q1q2 −2q0q2 − 2q1q3

2q1q2 + 2q0q3 q20 − q21 − q22 + q23 −2q2q3 − 2q1q0

2q1q3 − 2q1q0 2q1q0 − 2q2q3 q20 − q21 + q22 − q23

 (2.8)

olarak elde edilir (Özdemir ve Ergin 2006, Özdemir 2009).

Dolay�s�yla, R3
1 Minkowski uzay�nda bir parametreli homotetik hareket Y

1

 =

 hA C

0 1

 X

1

 . (2.9)

dönü³ümü yard�m�yla elde edilir. Burada, Y ve X bir noktan�n s�ras�yla sabit

R′ uzay�n�n ve hareketli R uzay�n�n koordinat çat�lar�na göre konum vektörleridir.

Ayr�ca, ε kö³egen girdileri ε1 = −1, ε2 = ε3 = 1 olan (δijεj) biçiminde bir kö³egen

matrisi olmak üzere A ∈ SO1(3), At = εA−1ε sa§lan�r. h ve C ise s�ras�yla homotetik

skalar ve öteleme vektörü olarak adland�r�l�r (Tosun vd. 2006).
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3. ÜÇ BOYUTLU ÖKL�D UZAYINDA DA�RESEL YÜZEYLER�N

PARAMETR�K GÖSTER�MLER� VE KARAKTER�ZASYONLARI

Bu bölümde, Izumiya vd. taraf�ndan 2007 y�l�nda bir çal�³ma ile verilen dairesel

yüzeyler teorisi incelenecek ve bir geometrik uygulama olarak bu tip yüzeylerin ilk

kez kuaterniyonik modellemesi verilecektir. Ayr�ca, Cui vd. taraf�ndan 2009 y�l�nda

yap�lan bir çal�³mada verilen tan�m ve teoremlerden faydalan�lacakt�r.

3.1 Dairesel Yüzeyler ve özelikleri

Tan�m 3.1.1. M : I ⊂ R → R3 bir uzay e§risi ve r(u) : I → R>0 sürekli bir

fonksiyon olmak üzere bir dairesel yüzey, merkezleri M e§risi üzerinde olan ve

yar�çaplar� r(u) fonksiyonunun de§erlerine göre de§i³en çemberlerin bir ailesi olarak

tan�mlanmaktad�r. Bu çemberler, dairesel yüzeyin üreten çemberleri olarak

adland�r�l�r. Bu durumda bir dairesel yüzeyin parametrik denklemi

P (u, θ) = P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)(cos θa2(u) + sin θa3(u)) (3.1)

³eklinde tan�ml�

V : I × R/2πZ→ R3

dönü³üm ile verilir. Burada a2, a3 : I ⊂ R → R3 olup her u ∈ I için 〈a2, a2〉 =

〈a3, a3〉 = 1, 〈a2, a3〉 = 0 gerçeklenir. Dolay�s�yla key� bir u ∈ I için a1(u) =

a2(u)× a3(u) biçiminde tan�mlanan vektör, o noktaya kar³�l�k gelen üreten çemberi

içeren düzlemin normalini vermektedir. Ayr�ca, M e§risi dairesel yüzeyin taban

e§risi, r(u) yar�çap fonksiyonu ve a2, a3 e§ri çifti ise dairesel yüzeyi olu³turan

çat� olarak adland�r�l�r. Tan�mdan da anla³�labildi§i üzere,

θ →M(u) + r(u)(cos θa2(u) + sin θa3(u))

standart çemberleri ise dairesel yüzeyi üreten çemberlerdir. r(u) yar�çap fonksiyonu

sabit ise dairesel yüzeye sabit yar�çapl� dairesel yüzey ad� verilir (Izumiya vd.

2007).
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Buna ba§l� olarak her kanal yüzeyinin aç�kça bir dairesel yüzey oldu§u görülür.

Ancak her dairesel yüzey bir kanal yüzeyi olmak zorunda de§ildir. Bu durumu

Izumiya ve arkada³lar� taraf�ndan verilen ³u tan�mla aç�klamaya çal�³al�m.

Tan�m 3.1.2. M : I ⊂ R → R3 bir uzay e§risi ve r(u) : I ⊂ R → R>0 sürekli

fonksiyonu verilsin. E§er bir u0 ∈ I için

〈M ′(u0), a2(u0)〉 6= 0 veya 〈M ′(u0), a3(u0)〉 6= 0

ko³ullar�ndan herhangi biri ya da ikisi birden gerçekleniyorsa P (u, θ) = P(M,a2,a3,r)(u, θ)

dairesel yüzeyine kanal olmayan dairesel yüzey ad� verilir (Izumiya vd. 2007).

Örnek 3.1.1. R3 reel vektör uzay�nda M(u) =

(
cosu√

2
,
sinu√

2
,
u√
2

)
e§risini ele

alal�m.

�lk olarak

a1(u) = (−sinu√
2
,
cosu√

2
,

1√
2

) = M ′(u)

a2(u) = (cosu, sinu, 0)

a3(u) = (−sinu√
2
,
cosu√

2
,− 1√

2
)

seçelim. Bu durumda

P1(u, θ) =

(
cosu√

2
+ r cos θ cosu− r sin θ

sinu√
2
,

sinu√
2

+ r cos θ sinu+ r sin θ
cosu√

2
,

1√
2

(1− r sin θ)

)
dairesel yüzeyi elde edilir ki bu yüzey bir kanal (tüp) yüzeyidir.

r = 1 için P1(u, θ) yüzeyin gra�§i ³ekil 3.1'de verilmi³tir.
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�ekil 3.1 M taban e§risine sahip P1 kanal (tüp) yüzeyi

Di§er yandan

a1(u) = (0, cosu, sinu)

a2(u) = (0,−sinu, cosu)

a3(u) = (1, 0, 0)

seçelim. O halde

P2(u, θ) =

(
cosu√

2
+ r sin θ,

sinu√
2
− r cos θ sinu,

1√
2

+ r cos θ cosu

)
dairesel yüzeyi elde edilir. Aç�kça P2 yüzeyi bir kanal yüzey de§ildir. r = 1 için

yüzeyin gra�§i ³ekil 3.2'de verilmi³tir.

�ekil 3.2 M taban e§risine sahip P2 dairesel yüzeyi

28



Tan�m 3.1.3 (Dairesel Yüzeyin Taban Çat�s�). Bir P(M,a2,a3,r)(u, θ) dairesel

yüzeyi için {a1 = a2 × a3, a2, a3} vektör cümlesi, dairesel yüzeyin M taban e§risi

boyunca taban çat�s� olarak adland�r�lan R3 Öklid uzay�n�n bir ortonormal çat�s�n�

olu³tururlar. Bu durumda a1, a2 ve a3 vektörlerinin diklik ³artlar� kullan�larak

c1(u) = a′1(u).a2(u) = −a′2(u).a1(u)

c2(u) = a′1(u).a3(u) = −a′3(u).a1(u) (3.2)

c3(u) = a′2(u).a3(u) = −a′3(u).a2(u)

seçilebilir. O halde bu genel ortonormal taban çat�s� için Serret-Frenet formülleri

a³a§�daki ³ekildedir:
a′1(u)

a′2(u)

a′3(u)

 =


0 c1(u) c2(u)

−c1(u) 0 c3(u)

−c2(u) −c3(u) 0



a1(u)

a2(u)

a3(u)

 (3.3)

Bu durumda M taban e§risinin te§et vektörü her u ∈ I için

M ′(u) = α(u)a1(u) + σ(u)a2(u) + µ(u)a3(u) (3.4)

biçiminde ifade edilebilir (Izumiya vd. 2007).

Bu bölümde, sabit yar�çapl� bir dairesel yüzeyin geometrik özelikleri incelenecek-

tir. Öncelikle bu tip bir yüzeyin temel form katsay�lar�n� (3.3) ile verilen denklem

yard�m�yla genel ortonormal çat�ya göre hesaplayaca§�z. Bunun öncesinde, gerekli

baz� ifadeleri elde edelim. P dairesel yüzeyinin u ve θ parametrelerine göre k�smi

türevleri

Pu = (α− rc1 cos θ − rc2 sin θ)a1 + (σ − rc3 sin θ)a2 + (µ+ rc3 cos θ)a3

Pθ = −r sin θa2 + r cos θa3
(3.5)

biçiminde elde edilir. Pu ve Pθ ifadelerinin vektörel çarp�m� ve elde edilen vektörün

normu al�narak, s�ras�yla

Pu × Pθ = r{(σ cos θ + µ sin θ)a1

+(rc1 cos θ + rc2 sin θ − α)(cos θa2 + sin θa3)},
(3.6)
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‖Pu × Pθ‖ = r
√

(σ cos θ + µ sin θ)2 + (rc1 cos θ + rc2 sin θ − α)2

= w
(3.7)

bulunur. Böylece dairesel yüzeyin birim normali,

N(u, θ) =
Pu × Pθ
‖Pu × Pθ‖

=
r

w
[(σ cos θ + µ sin θ)a1

+(rc1 cos θ + rc2 sin θ − α)(cos θa2 + sin θa3)]

(3.8)

³eklindedir. O halde dairesel yüzeyin birinci temel form katsay�lar� ³u ³ekildedir:

E = 〈Pu, Pu〉 = (α− rc1 cos θ − rc2 sin θ)2 + (σ − rc3 sin θ)2 + (µ+ rc3 cos θ)2

F = 〈Pu, Pθ〉 = r(−σ sin θ + µ cos θ + rc3)

G = 〈Pθ, Pθ〉 = r2

Dairesel yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�n� hesaplayabilmek için gerekli olan

ikinci mertebeden k�smi türevler

Puu = (α′ − rc′1 cos θ − rc′2 sin θ − σc1 + rc1c3 sin θ − µc2 − rc2c3 cos θ)a1

+(σ′ − rc′3 sin θ + αc1 − rc21 cos θ − rc1c2 sin θ − µc3 − rc23 cos θ)a2

+(µ′ + rc′3 cos θ + αc2 − rc1c2 cos θ − rc22 sin θ + σc3 − rc23 sin θ)a3,

(3.9)

Puθ = (rc1 sin θ − rc2 cos θ)a1 − rc3 cos θa2 − rc3 sin θa3, (3.10)

ve

Pθθ = −r cos θa2 − r sin θa3 (3.11)

olarak elde edilir. O halde (3.8), (3.9)-(3.11) denklemleri kullan�larak, dairesel

yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�

e = 〈Puu, N〉 =
r

w
[(σ cos θ + µ sin θ)(α′ − rc′1 cos θ − rc′2 sin θ − σc1

+rc1c3 sin θ − µc2 − rc2c3 cos θ)

+(rc1 cos θ + rc2 sin θ − α)(αc1 cos θ − rc21 cos2 θ

+σ′ cos θ + µ′ sin θ − c3(µ cos θ − σ sin θ)

+αc2 sin θ − 2rc1c2 sin θ cos θ − rc22 sin2 θ − rc23)]

(3.12)

f = 〈Puθ, N〉 =
r2

w
(σc1 sin θ cos θ + µc1 sin2 θ − σc2 cos2 θ

−µc2 sin θ cos θ − rc1c3 cos θ − c2c3 sin θ + αc3)
(3.13)
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g = 〈Pθθ, N〉 = −r
2

w
(rc1 cos θ + rc2 sin θ − α) (3.14)

³eklinde bulunur (Izumiya vd. 2007).

Dairesel yüzeyi üreten herbir çemberin normal vektörü a1 olmak üzere, M taban

e§risi a1 vektör alan�n�n Gauss dönü³ümü alt�nda görüntüsü ile elde edilen Γ küre-

sel e§risinin yay parametresine göre tekrar parametrelendirilsin. a1, Γ e§risinin bir

do§al gösterimidir ve e§ri boyunca kürenin birim normalini verir. Bu durumda

aç�kça görülür ki (3.3) denklemi ile verilen genel ortonormal çat� bir küresel çat�ya

dönü³ecektir. Dolay�s�yla, dairesel yüzeyin geometrik özeliklerini bu çat�ya göre in-

celemek daha kolay olacakt�r. Hatta bu durumda, dairesel yüzeyi olu³turmak için

bir M taban e§risi ve bir a1 birim vektör alan�n�n bilinmesi yeterlidir. s, Γ küresel

e§risinin yay uzunlu§u parametresi olsun. Bu durumda,

a2 = a′1(s)

ve a3 = a1 × a2 yaz�labilir. a1 e§risi birim h�zl� bir e§ri oldu§undan, ‖a2‖ = 1

oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla, {a1, a2, a3} cümlesi hala M boyunca bir ortonormal çat�

olup, sadece parametrelendirme fark� görülmektedir. O halde (3.3) ile verilen genel

ortonormal çat� Γ e§risi için olu³turulursa

c1 = 1, c2 = 0 ve c3 = β (3.15)

olarak seçilmelidir. Bu durumda β, Γ e§risinin geodezik e§rili§i olur. Böylece, s

parametresine göre elde edilen bu çat�n�n türev denklemleri

d

ds


a1

a2

a3

 =


0 1 0

−1 0 β

0 −β 0



a1

a2

a3

 (3.16)

biçiminde verilir.

M(s) taban e§rinin te§et vektörünü M ′(s) = α(s)a1(s) + σ(s)a2(s) + µ(s)a3(s) ile

gösterelim. Bu e³itlikten yararlan�larak, M(s) taban e§rinin Frenet çat�s�, e§ri-

lik ve torsiyonu, {a1, a2, a3} koordinat çat�s� ile α, σ, µ fonksiyonlar� cinsinden elde
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edilebilir. α(s), σ(s), µ(s) ve β(s) fonksiyonlar� dairesel yüzeyin Öklid invaryant-

lar�n�n bir denklem sistemini olu³turur. Ayr�ca, bu Öklid invaryantlar�

M(s) = M0 +

s∫
s0

(α(s)a1(s) + σ(s)a2(s) + µ(s)a3(s))ds (3.17)

e³itli§i arac�l�§�yla r yar�çapl� dairesel yüzeyi elde edebilmek için bir yol gösterir. Bu

dört Öklid invaryant� ile r yar�çapl� dairesel yüzeyin özelikleri belirlenir.

Bilindi§i üzere, bir parametreli düzlem ailesinin zarf� aç�labilir regle yüzeydir. Karak-

teristikler regresyon kö³elerine te§et olan do§rulard�r. Regresyon kö³eleri aç�labilir

regle yüzeyin singüler noktalar�n� olu³turur. Regresyon kö³eleri a³a§�daki 3 e³itli§i

sa§lar:

a1.(X −M) = 0

∂

∂s
(a1.(X −M)) = 0

∂2

∂s2
(a1.(X −M)) = 0

(3.18)

Burada, s küresel göstergenin yay uzunlu§u, a1 çember düzleminin birim normal

vektörü, X regresyon kö³esinin sabit bir noktas� ve M taban e§risidir. (3.18)

ifadesindeki ikinci ve üçüncü e³itlikler α(s), σ(s), µ(s) ve β(s) Öklid invaryantlar�

bak�m�ndan sadele³tirilebilir. Böylece,

a2.(X −M) = α

a3.(X −M) = 1
β
(σ + α′)

(3.19)

olur. Burada, β 6= 0 d�r. Bu aç�labilir regle yüzeyin regresyon kö³esi

X = M + αa2 +
1

β
(σ + α′)a3 (3.20)

biçimindedir. (3.20) denkleminin s parametresine göre türevi al�n�rsa,

dX

ds
= (µ+ βα +

d

ds
(
1

β
(σ + α′))a3 (3.21)

elde edilir. Böylece, dairesel düzlemin zarf�

t =
1

β
(σ + α′) + v(µ+ βα +

d

ds
(
1

β
(σ + α′))
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olmak üzere

S(s, t) = M + αa2 + ta3 (3.22)

olur (Cui vd. 2009).

�imdi (3.5) denkleminde (3.15) e³itlikleri göz önüne al�n�rsa öncelikle

Ps = (α− r cos θ)a1 + σa2 + µa3 + βPθ

Pθ = r(− sin θa2 + cos θa3)

(3.23)

elde edilir ve bu ifadeler yard�m�yla da

Ps×Pθ = r
(
(σ cos θ+µ sin θ)a1 + cos θ(r cos θ−α)a2 + sin θ(r cos θ−α)a3

)
(3.24)

bulunur. Ps×Pθ vektör alan�n�n normu w, yani ‖Ps×Pθ‖ = w oldu§undan dairesel

yüzeyin birim normal vektör alan�

N(s, θ) =
Ps × Pθ
‖Ps × Pθ‖

(3.25)

=
(σ cos θ + µ sin θ)a1 + cos θ(r cos θ − α)a2 + sin θ(r cos θ − α)a3√

(r cos θ − α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2
.

³eklinde verilir. O halde, dairesel yüzeyin birinci temel form katsay�lar�

E = 〈Ps, Ps〉 = (α− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2

F = 〈Ps, Pθ〉 = r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ) (3.26)

G = 〈Pθ, Pθ〉 = r2

e³itlikleri ile verilir. Ayr�ca ikinci mertebeden k�smi türevler

Pss = (α′ − σ)a1 + (α− r cos θ + σ′ − µβ)a2 + (σβ + µ′)a3 + β′Pθ + βPsθ

Pθθ = −r(cos θa2 + sin θa3) (3.27)

Psθ = r sin θa1 − rβ(cos θa2 + sin θa3)

biçiminde elde edilir. Böylece, yüzeyin ikinci temel form katsay�lar� ³u ³ekilde verilir:

e = 〈Pss, N〉 =
r

w

[
(σ cos θ + µ sin θ)(α′ − σ + rβ sin θ)

+(r cos θ − α)
[
α cos θ − r cos2 θ + σ′ cos θ + µ′ sin θ

+β(−µ cos θ + σ sin θ)− rβ2
]] (3.28)
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f = 〈Psθ, N〉 =
r2

w
[sin θ(σ cos θ + µ sin θ)− β(r cos θ − α)] (3.29)

g = 〈Pθθ, N〉 =
r2

w
(α− r cos θ) (3.30)

O halde, dairesel yüzeyin K Gauss e§rili§i ile H ortalama e§rili§i ³u ³ekilde hesap-

lan�r:

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
1

r((r cos θ − α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2)2
×

−r sin2 θ(σ cos θ + µ sin θ)2

+(r cos θ − α)(σ cos θ + µ sin θ)(−α′ + σ + βr sin θ)

+(r cos θ − α)2(−α cos θ + r cos2 θ

−σ′ cos θ − µ′ sin θ + β(µ cos θ − σ sin θ))



(3.31)

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

=
1

2r((r cos θ − α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2)
3
2

×

r(σ cos θ + µ sin θ)(α′ − σ − βr sin θ

+2 sin θ(σ sin θ − µ cos θ)

+(r cos θ − α)[(3αr cos θ − 2r2 cos2 θ

+r(σ′ cos θ + µ′ sin θ)

−βr(µ cos θ − σ sin θ)− (α2 + σ2 + µ2)



(3.32)

3.1.1 Dairesel yüzeylerin striksiyon e§rileri

Bir P (s, θ) dairesel yüzeyinde

δ(s) = M(s) + r(cos θa2(s) + sin θa3(s)) (3.33)

parametrik denklemi ile ifade edilen e§rinin bir striksiyon e§risi olabilmesi için a³a§�-

daki ³art sa§lanmal�d�r.

〈δ′(s), (cos θa2(s) + sin θa3(s))〉 = 0, ∀s ∈ I (3.34)
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O halde,

σ cos θ + µ sin θ = 0

olmal�d�r.

Bir P (s, θ) dairesel yüzeyi için

〈M ′(s), a2(s)〉 = 〈M ′(s), a3(s)〉 = 0, ∀s ∈ I

³art� sa§lan�yorsa üreten çemberler M e§risinin normal düzleminde bulunur. Bu tür

yüzeyler kanal yüzey olarak bilinir. Bu durumda yüzey üzerinde üreten çemberlere

çapraz olan her e§ri bir striksiyon e§risidir. Böylece kanal yüzeylerin s�n�f� silindirik

regle yüzeylerin s�n�f�na benzerdir (Izumiya vd. 2007).

3.1.2 Dairesel yüzeylerin yerel singülerlikleri

Bu bölümde dairesel yüzeylerin singüler noktalar�n�n teorisi incelenecektir. Bir P

dairesel yüzeyinin P (s0, θ0) noktas�nda singüler noktalar�n�n olmas� için

‖Ps × Pθ‖ (s0, θ0) = 0

olmal�d�r. O halde,

‖Ps × Pθ‖ (s0, θ0) = r
√

(r cos θ0 − α(s0))2 + (σ(s0) cos θ0 + µ(s0) sin θ0)2 = 0

olur. Dolay�s�yla

r cos θ0 − α(s0) = 0,

σ(s0) cos θ0 + µ(s0) sin θ0 = 0
(3.35)

e³itlikleri sa§lanmal�d�r. Buradan, cos θ0 =
α(s0)

r
bulunur. Böylece a³a§�daki du-

rumlar söz konusudur:

1. α(s0) = 0 olsun. O halde, θ0 = π
2
ve θ0 = 3π

2
olur. (3.35)'deki ikinci e³itlikten,

µ(s0) = 0 elde edilir. Böylece,M ′(s0) = σ(s0)a2(s0) olur. Dolay�s�yla, P nin singüler

noktalar�

P (s0, π/2) = M(s0) + ra3(s0) ve P (s0, 3π/2) = M(s0)− ra3(s0)
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ile verilir. Özel olarak, σ(s0) = 0 olursa, M taban e§risi de s0'da bir singüler nok-

taya sahiptir.

2. α(s0) 6= 0 olsun. (3.35) e³itli§inde, cos θ0 = α(s0)
r

yaz�larak, σ(s0)α(s0)
r

= −µ(s0) sin θ0

elde edilir. O halde iki durum söz konusudur:

(i) µ(s0) = 0 olsun. O halde, σ(s0) = 0 olur. Böylece, P dairesel yüzeyinin singüler

noktas� µ(s0) = σ(s0) = 0 ve θ0 = cos−1(α(s0)
r

) e³itliklerini sa§layan (s0, θ0)'dad�r.

(ii) µ(s0) 6= 0 olsun. O halde, σ(s0) 6= 0 olur. Böylece, (3.35) e³itli§inden,

θ0 = − sin−1(σ(s0)α(s0)
µ(s0)r

) oldu§u görülür. Ayr�ca θ0 = cos−1(α(s0)
r

) oldu§unu bili-

yoruz. cos2 θ0 + sin2 θ0 = 1 oldu§undan dolay� α2(s0)(σ
2(s0) + µ2(s0)) = r2µ2(s0)

elde edilir. O halde P dairesel yüzeyi θ0 = − sin−1(σ(s0)α(s0)
µ(s0)r

) = cos−1(α(s0)
r

) ve

α2(s0)(σ
2(s0) + µ2(s0)) = r2µ2(s0) ³artlar�n� sa§layan (s0, θ0)'da bir singüler nok-

taya sahiptir (Cui vd. 2009).

Örnek 3.1.2. α(s) = s, σ(s) = 0 ve µ(s) = 0 seçelim. Bu durumda,M ′
1(s) = sa1(s)

elde edilir. a1(s) = (cos s, sin s, 0) olsun. O halde,

a2(s) = (− sin s, cos s, 0)

a3(s) = (0, 0, 1)

oldu§u kolayca görülebilir. Dolay�s�yla M ′
1(s) = (s cos s, s sin s, 0) olarak bulunur.

Buradan da integral al�n�p integrasyon sabitleri 0 seçilerse

M1(s) = (s sin s+ cos s,−s cos s+ sin s, 0)

³eklinde elde edilir. M1 e§risinin s = 0'da bir singüler noktas� oldu§u aç�kt�r. O

halde M1 taban e§risine sahip P1 dairesel yüzeyi

P1(s, θ) = (s sin s+ cos s− r sin s cos θ,−s cos s+ sin s+ r cos s cos θ, r sin θ)

denklemi ile verilir. Durum 1 gere§i P1 dairesel yüzeyinin (s0, θ0) = (0, π
2
) için ve

(s1, θ1) = (0, 3π
2

) için iki adet singüler noktas�n�n oldu§u söylenebilir. r = 2 için M1

taban e§risine sahip P1 dairesel yüzeyi ve üzerindeki singüler noktalar ³ekil 3.3'de

gösterilmi³tir.
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�ekil 3.3 M1 taban e§risine sahip P1 dairesel yüzeyi ve singüler noktalar�

Di§er yandan, α(s) = s, σ(s) = 1 ve µ(s) = 0 seçelim. Bu durumda

M ′
2(s) = sa1(s) + a2(s) e³itli§inde integral al�n�r ve integrasyon sabitleri 0 seçilirse

M2(s) = (s sin s,−s cos s, 0)

elde edilir. Bu durumda M2 taban e§risine sahip P2 dairesel yüzeyi

P2(s, θ) = (s sin s− r sin s cos θ,−s cos s+ r cos s cos θ, r sin θ)

biçiminde bulunur. Bu durumda yine Durum 1 gere§i P2 dairesel yüzeyinin P2(0, π/2)

ve P2(0, 3π/2) singüler noktalar�na sahip oldu§u kolayca görülebilir. Ancak bu du-

rumda M2 taban e§risi regülerdir. r = 2 için M2 taban e§risine sahip P2 dairesel

yüzeyi ³ekil 3.4'de gösterilmi³tir.

�ekil 3.4 Regüler M2 taban e§risine sahip P2 dairesel yüzeyi ve singüler noktalar�
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Örnek 3.1.3. α(s) =
√

2, σ(s) = 1 ve µ(s) = −1 seçelim. Bu durumda

M ′
3(s) =

√
2a1(s)+a2(s)−a3(s) bulunur. a1, a2 ve a3 vektör alanlar� Örnek 3.1.2'deki

gibi seçilirse,

M ′
3(s) = (

√
2 cos s− sin s,

√
2 sin s+ cos s,−1)

olur. O halde integral al�n�r ve integrasyon sabitleri 0 seçilirse

M3(s) = (
√

2 sin s+ cos s,−
√

2 cos s+ sin s,−s)

elde edilir. r = 2 seçilerek, M3 taban e§risine sahip P3 dairesel yüzeyinin denklemi

P3(s, θ) = (
√

2 sin s+cos s−2 cos θ sin s,−
√

2 cos s+sin s+2 cos θ cos s,−s+2 sin θ)

biçiminde bulunur. Aç�kça görülebilir ki θ = π/4 ve ∀s ∈ I için Durum 2 (ii)

sa§lan�r. Bu durumda P3 dairesel yüzeyi δ(s) = P (s, θ0) = (cos s, sin s,−s +
√

2)

striksiyon e§risi boyunca singülerli§e sahiptir. ³ekil 3.5'de P3 dairesel yüzeyi ve bu

yüzeyin δ striksiyon e§risinin gra�§i verilmi³tir.

�ekil 3.5 M3 taban e§risine sahip P3 dairesel yüzeyi ve δ striksiyon e§risi (k�rm�z�)

3.1.3 Roller coaster yüzeyler

Bir regle yüzeyin aç�labilir olmas� için gerek ve yeter ³art regüler noktalardaK Gauss

e§rili§inin s�f�r olmas�d�r. Bu ³art, regle yüzeyin tüm ana do§rular�n�n umbilik ve

singüler noktalar d�³�nda e§rilik çizgisi olmas�yla denktir. Benzer biçimde, üreten

çemberleri e§rilik çizgisi olan dairesel yüzeyler de çal�³�lm�³t�r (Izumiya vd. 2007).

Bu bölümde, bu tip dairesel yüzeylerin s�n��and�r�lmas� küresel çat� kullan�larak

daha basit bir ³ekilde yap�lacakt�r. Daha sonra bu yüzeylerin geometrik özelikleri
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incelenecektir (Cui vd. 2009).

Bir P (s, θ) dairesel yüzeyinin tüm üreten çemberlerinin e§rilik çizgisi olmas� için

gerek ve yeter ³art Nθ(s, θ) ‖ Pθ(s, θ) olmas�d�r. Bu ³art kullan�larak,

(r cos θ − α)(ασ sin θ − αµ cos θ + rµ) = 0

ασβ cos 2θ + 1
2
αµ2 sin 2θ − 1

2
ασ2 sin 2θ − rσµ cos θ − rµ2 sin θ = 0

(3.36)

elde edilir. O halde üç durum söz konusudur.

(i) α = σ = µ = 0 olsun. Bu durumda, M ′ = 0 olup, taban e§risi sabit bir noktad�r.

O halde dairesel yüzey r yar�çapl� bir küredir.

(ii) σ = µ = 0 ve α 6= 0 olsun. Bu durumda, M ′ = αa1 elde edilir. Yani, M ′ te§et

vektörü çember düzlemine diktir. O halde, dairesel yüzey bir kanal yüzeyi olur.

(iii) α = µ = 0 ve σ 6= 0 olsun. Bu durumda, M ′ = σa2 elde edilir. E§er, σ bir

sabit ise, bu durumda, M0 bir sabit vektör olmak üzere

M = M0 + σa1

yaz�labilir. O halde, dairesel yüzeyin parametrik denklemi kullan�larak

〈P −M0, P −M0〉 = σ2 + r2

bulunur. Dolay�s�yla, çember üzerindeki tüm noktalarM0 merkezli
√
σ2 + r2 yar�çapl�

küre üzerindedir.

Di§er yandan, σ bir sabit olmas�n. Bu durumda dairesel yüzey roller coaster

yüzey olarak adland�r�l�r. �imdi roller coaster yüzeylerin parametrik denklemini ve

geometrik özeliklerini elde edelim. t, M taban e§risinin yay parametresi ve {e, n, b}

de M e§risi boyunca Frenet çat�s� olsun. Bu durumda,

e(t) =
M ′(t)

‖M ′(t)‖
= a2

n(t) =
de
dt∥∥de
dt

∥∥ =
−a1 + βa3√

1 + β2

b(t) = e(t)× n(t) =
βa1 + a3√

1 + β2

(3.37)
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Böylece, (3.37) e³itliklerinden önce

a1 =
−n+ βb√

1 + β2
(3.38)

ifadesine ula³�l�r. Burada cosϕ = β√
1+β2

, sinϕ = 1√
1+β2

al�narak,

a1 = − sinϕn+ cosϕb (3.39)

bulunur. Son e³itlik ile a2 = e oldu§u göz önüne al�narak

a3 = a1 × a2 = cosϕn+ sinϕb (3.40)

e³itli§i elde edilir. Ayr�ca, Frenet formülleri kullan�larak M taban e§risinin e§rilik

ve burulmas�

κ(t) =

√
1 + β2

σ
, τ(t) =

dβ/ds

σ(1 + β2)
= −dϕ

dt

biçimindedir. Bu durumda,

P (s, θ) = M(s) + r(cos θa2 + sin θa3)

parametrik dairesel yüzey denkleminde, a2 = e e³itli§i ve (3.40) denklemi yerine

yaz�l�rsa, dairesel yüzeyin t yay parametreli denklemi,

R(t, θ) = M(t) + r(cos θe+ sin θ(cosϕn+ sinϕb)) (3.41)

³eklinde elde edilir. Bu yüzeye bir roller coaster yüzey ad� verilir (Izumiya vd

2007, Cui vd. 2009). Yukar�da incelenen durumlar göz önüne al�narak a³a§�daki

teorem verilebilir.

Teorem 3.1.1. P , üreten çemberleri umbilik ya da singüler noktalar d�³�nda e§rilik

çizgileri olan bir yüzey olsun. O halde, P yüzeyi bir küre, bir kanal yüzeyi ya da

(3.41) ile gösterilen roller coaster yüzey parças�d�r. Burada ϕ(t),M uzay e§risinin ya

da bu üç yüzeyle düzgün ba§lant�l� bir yüzeyin τ(t) torsiyonunun basit bir fonksiy-

onudur. t ile M e§risinin yay uzunlu§u parametresi gösterilmektedir. Roller coaster

yüzeylerin tekil noktalar� striksiyon e§rilerle çak�³�r (Izumiya vd 2007).
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�imdi bir roller coaster yüzeyin geometrik özeliklerini inceleyelim. (3.41) denklemi-

nin, t ve θ parametrelerine göre k�smi türevleri al�narak

Rt = (1− rκ sin θ cosϕ)e+ rκ cos θn

Rθ = −r sin θe+ r cos θ cosϕn+ r cos θ sinϕb
(3.42)

Buradan, (3.41) denklemi ile verilen bir roller coaster yüzeyin birinci temel formunun

katsay�lar�

E = 〈Rt, Rt〉 = r2κ2 cos2 θ + (1− rκ sin θ cosϕ)2

F = 〈Rt, Rθ〉 = −r sin θ + r2κ cosϕ (3.43)

G = 〈Rθ, Rθ〉 = r2

biçiminde hesaplan�r. Di§er yandan, (3.42) e³itlikleri ile elde edilen vektörlerin vek-

törel çarp�m�yla

(Rt ×Rθ)(t, θ) = (r2κ cos2 θ sinϕ)e+ (r cos θ sinϕ)(−1 + rκ sin θ cosϕ)n

+r cos θ(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)b

ve

‖(Rt ×Rθ)(t, θ)‖ = r cos θ
√

(r2κ2 sin2 ϕ+ 1) (3.44)

bulunur. O halde roller coaster yüzeyin birim normal vektörü

v(t, θ) =
Rt ×Rθ

‖Rt ×Rθ‖

=
1√

1 + r2κ2 sin2 ϕ
(rκ cos θ sinϕ e+ (−1 + rκ sin θ cosϕ) sinϕn (3.45)

+ (cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ) b)

olarak elde edilir. Ayr�ca, yüzeyin ikinci mertebeden türevleri hesaplan�rsa

Rtt = (−rκ′ sin θ cosϕ− τrκ sin θ sinϕ− rκ2 cos θ) e (3.46)

+(κ− rκ2 sin θ cosϕ+ rκ′ cos θ)n+ (rτκ cos θ)b

Rtθ = −rκ cos θ cosϕ e− rκ sin θn (3.47)

Rθθ = −r cos θ e− r sin θ cosϕn− r sin θ sinϕb (3.48)
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ifadelerine ula³�l�r. Bu ifadeler yard�m�yla, bir roller coaster yüzeyin ikinci temel

form katsay�lar�

e = 〈Rtt, v〉 = −[κ sinϕ− r(κ(κ sin θ sin 2ϕ+ cos θ cosϕτ) + κ′ cos θ sinϕ

+ r2κ3 sinϕ(cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ))] (1 + r2κ2 sin2 ϕ)−
1
2

f = 〈Rtθ, v〉 = [rκ sinϕ(−rκ cosϕ+ sin θ)] (1 + r2κ2 sin2 ϕ)−
1
2 (3.49)

g = 〈Rθθ, v〉 = −r2κ sinϕ (1 + r2κ2 sin2 ϕ)−
1
2

biçiminde elde edilir.

Tan�m 3.1.4 (Roller coaster yüzeyin striksiyon e§risi). Bir R(t, θ) roller

coaster yüzeyi üzerindeki

δ(t) = M(t) + r(cos θ(t) e+ sin θ(t) (cosϕn+ sinϕ b))

e§risi

〈δ′(t), cos θ(t) e+ sin θ(t) (cosϕn+ sinϕ b)〉 = 0 (3.50)

³art�n� sa§l�yorsa bu e§riye bir striksiyon e§risi denir.

Bu durumda δ(t) e§risinin t parametresine göre türevi al�narak

δ′(t) = (1− rθ′ sin θ − rκ sin θ cosϕ)e

+(rκ cos θ + rθ′ cos θ cosϕ− rϕ′ sin θ sinϕ− rτ sin θ sinϕ)n

+(rθ′ cos θ sinϕ+ rτ sin θ cosϕ+ rϕ′ sin θ cosϕ)b

ve burada da ϕ′ = −τ yerine yaz�larak,

δ′(t) = (1− rθ′ sin θ − rκ sin θ cosϕ)e+ (rκ cos θ + rθ′ cos θ cosϕ)n

+(rθ′ cos θ sinϕ)b

elde edilir. Bulunan bu ifade (3.50) denkleminde yerine yaz�l�rsa

cos θ = 0

θ = ±π
2

³art� elde edilir. O halde roller coaster yüzeyin striksiyon e§rileri

δ1(t) = M(t)+r(cosϕn+sinϕ b) ve δ2(t) = M(t)−r(cosϕn+sinϕ b) biçimindedir.
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Teorem 3.1.2. Bir R(t, θ) roller coaster yüzeyinin (t0, θ0)'da singüler noktas�n�n

olmas� için gerek ve yeter ³art

θ0 = ±π
2

olmas�d�r.

�spat. R roller coaster yüzeyinin (t0, θ0)'da singüler noktas�n�n olmas� için gerek ve

yeter ³art�n ‖Rt × Rθ‖(t0, θ0) = 0 oldu§unu biliyoruz. Bu durumda (3.44) denkle-

minden kolayca görülebildi§i üzere

‖Rt ×Rθ‖ (t0, θ0) = r cos θ0(r
2κ2(t0) sin2 ϕ(t0) + 1)

1
2 = 0

olmal�d�r. Bu ifadenin gerçeklenmesi için de

cos θ0 = 0

sa§lanmal�d�r. Bu ise

θ0 = ±π
2

olmas�n� gerektirir. Yani, roller coaster yüzeyin singüler noktalar�n�n geometrik yeri

θ0 = π
2
ve θ0 = −π

2
de§erlerine kar³�l�k gelen t-parametre e§rileridir. Dolay�s�yla

ispat tamamlan�r.

Sonuç 3.1.1. Bir roller coaster yüzeyin singüler noktalar�n�n geometrik yeri yüzeyin

striksiyon e§rileridir.

Teorem 3.1.3. Bir R(t, θ) roller coaster yüzeyi için a³a§�dakiler gerçeklenir

(Izumiya vd. 2007).

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir.

λ1 =
−κ sinϕ

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
1
2

λ2 =
−r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

(3.51)
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2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi verilir:

K =
κ sinϕ(r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ)

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)2 cos θ
(3.52)

H = −2r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ)

2(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

(3.53)

3. Flat roller coaster yüzeyler düzlemlerin alt cümlesidir.

4. Minimal roller coaster yüzeyler düzlemlerin alt cümlesidir.

5. (θ = −π/2) ve (θ = π/2) de§erlerine kar³�l�k gelen striksiyon e§rilerinin,

s�ras�yla e§rilikleri k1, k2 ve torsiyonlar� τ1, τ2 a³a§�daki gibi verilir:

k1 =
κ

|1 + rκ cosϕ|
, τ1 =

τ

|1 + rκ cosϕ|

k2 =
κ

|1− rκ cosϕ|
, τ2 =

τ

|1− rκ cosϕ|
Burada, κ ile τ s�ras�yla, M e§risinin e§rilik ve burulmas�d�r.

�spat. Bir yüzeyin Gauss e§rili§i ve ortalama e§rili§i s�ras�yla

K =
eg − f 2

EG− F 2

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

e³itlikleri yard�m�yla hesaplanabilir, (Sabuncuo§lu 2004). O halde (3.43) ve (3.49)

denklemlerinden a³a§�daki hesaplamalar kolayca yap�l�r:

EG− F 2 = r2 cos2 θ(r2κ2 sin2 ϕ+ 1)

eg − f 2 = [r2κ cos θ sinϕ(κ sinϕ cos θ − rτκ cosϕ+ r2κ3 sin3 ϕ cos θ + rκ′ sinϕ)]

[1 + r2κ2 sin2 ϕ]−
1
2

Böylece, yüzeyin Gauss e§rili§i

K =
κ sinϕ(r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ)

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)2 cos θ
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biçiminde hesaplan�r. Di§er yandan, tekrar (3.43) ve (3.49) denklemleri kullan�larak

eG = −r2κ sinϕ+ 2r3κ2 sin θ sinϕ cosϕ− r4κ3 sinϕ(cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ)

−r3κ′ sinϕ cos θ + r3τκ cos θ cosϕ)

fF = −r2κ sin θ sinϕ+ 2r3κ2 sin θ sinϕ cosϕ− r4κ3 sinϕ cos2 ϕ

Eg = −r4κ3 sinϕ cos2 θ − r2κ sinϕ− r4κ3 sinϕ sin2 θ cos2 ϕ+ 2r3κ2 sin θ sinϕ cosϕ

ve buradan da

eG− 2fF + Eg = [−r2 cos θ(2κ sinϕ cos θ + 2r2κ3 sin3 ϕ cos θ − rτκ cosϕ

+rκ′ sinϕ)]× [1 + r2κ2 sin2 ϕ]−
1
2

bulunur. Böylece yüzeyin H ortalama e§rili§i

H = −2r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ)

2(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

biçiminde hesaplan�r. Dolay�s�yla (2) ispatlanm�³ olur.

Roller coaster yüzeyin üreten çemberleri e§rilik çizgisi oldu§undan e§riliklerden biri,

λ1 =
g

G
=

[−r2κ sinϕ][1 + r2κ2 sin2 ϕ]−
1
2

r2
=

−κ sinϕ

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
1
2

olup, ayn� zamanda

K = λ1.λ2

gerçe§i kullan�larak

λ2 =
−r2κ3 sin3 ϕ cos θ + κ(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rκ′ sinϕ

(1 + r2κ2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

elde edilir. O halde (1) ispatlanm�³ olur.

(3) ³�kk�n� ispatlamak için, R yüzeyinin �at yüzey oldu§u kabul edilsin. Bu durumda

K̃(t, θ) = r2k3 sin3 ϕ cos θ + k(sinϕ cos θ − rτ cosϕ) + rk′ sinϕ ≡ 0

yaz�labilir. O halde K̃(t, θ) + K̃θθ(t, θ) = 0 ³art� kullan�larak, kτ cosϕ− k′ sinϕ = 0

elde edilir. Bu ise, k′ ≡ τ ≡ 0 olmas� demektir. O halde (3.52) denkleminden
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sinϕ = 0 elde edilir. O halde, bu ³artlar� sa§layan bir roller coaster yüzeyin bir

düzlem parças� oldu§u kolayca görülebilir.

(4) ³�kk� (3) ³�kk�na benzer yöntemle ispatlanabilir.

�imdi (5) ³�kk�n� ispatlayal�m. θ = ±π/2 de§erlerine kar³�l�k gelen striksiyon e§ri-

lerinin δ(t) = M(t)± r(cosϕn+ sinϕ b) oldu§unu göstermi³tik. Bu durumda basit

hesaplamalarla

δ′(t) = (1± rκ cosϕ)e

δ′′(t) = (±rκ′ cosϕ± rτκ sinϕ)e+ (κ± rκ2 cosϕ)n

δ′(s)× δ′′(s) = κ(1± rκ cosϕ)2b

elde edilir. O halde,

κ =
‖δ′(t)× δ′′(t)‖
‖δ′(t)‖3

τ =
〈δ′(t)× δ′′(t), δ′′′(t)〉
‖δ′(t)× δ′′(t)‖2

formülleri kullan�larak e§rilikler ve burulmalar kolayca hesaplanabilir.

3.2 Alternatif Çat� ile Türetilen Roller Coaster Yüzeyler

Bu bölümde, taban e§risi bir uzay e§risinin do§rultu e§rileri olan roller coaster

yüzeyler incelenecektir. Bu tür roller coaster yüzeyler olu³turulurken özelikle Uzuno§lu

vd. taraf�ndan 2016 y�l�nda bir çal�³mada tan�mlanan {n, c, w} alternatif çat�s� kul-

lan�lacakt�r. Elde edilen yüzeylerin baz� geometrik özeliklerine yer verilecektir.

Tan�m 3.2.1 (Frenet E§risi). Birim h�zl� bir γ e§risi için, a³a§�daki ³art� sa§layan

bir V vektör alan� varsa, bu e§riye bir Frenet e§risi denir.

V (t) = u(t)e(t) + v(t)n(t) + w(t)b(t), u2(t) + v2(t) + w2(t) = 1

γ : I → R3 bir Frenet e§risi ve γ e§risinin Frenet elemanlar� {T,N,B, κ, τ} olsun.

Böylece, I aral�§�nda yukar�daki ³ekilde tan�ml� V vektör alan�na te§et olan e§ri

birim h�zl� bir e§ridir. Bu e§riye V -do§rultu e§risi denir (Choi vd 2012).
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Tan�m 3.2.2 (Asli do§rultu e§risi). Birim h�zl� bir γ : I → R3 verilsin. γ e§risinin

normal vektör alan�na te§et olan bir γ̄(t) e§risine, γ(t) e§risinin asli do§rultu e§risi

denir. Bu durumda γ̄(t) =
∫
n(t)dt yaz�l�r (Choi vd. 2012).

Tan�m 3.2.3 (c−do§rultu e§risi). Birim h�zl� bir γ : I → R3 verilsin ve {n, c, w}

da bu e§ri boyunca alternatif çat� olsun. c vektör alan�na te§et olan bir γ̂(t) e§risine

γ(t) e§risinin c−do§rultu e§risi denir. Bu durumda γ̂(t) =
∫
c(t)dt yaz�labilir

(Özdo§an vd. 2018).

Tan�m 3.2.4 (w−do§rultu e§risi). Birim h�zl� bir γ : I → R3 e§risi ve bu e§ri

boyunca {n, c, w} çat�s� verilsin. γ e§risinin Darboux vektör alan�na te§et olan bir

e§ri γ̃(t) e§risine, γ(t) e§risinin w−do§rultu e§risi denir. O halde γ̃(t) =
∫
w(t)dt

yaz�labilir (Macit ve Düldül 2014).

�imdi, taban e§risi bir e§rinin do§rultu e§risi olan roller coaster yüzeyleri tan�mlaya-

l�m. Bir roller coaster yüzeyin parametrik denklemi taban e§risinin te§et, normal ve

binormal vektörleri ile yaz�ld�§�ndan dolay�, olu³turaca§�m�z yeni yüzeyler de taban

e§rilerinin Frenet vektörleri cinsinden yaz�lmal�d�r. Kolayca görülebilir ki bir e§rinin

asli do§rultu ve w-do§rultu e§rilerinin Frenet vektörleri as�l e§rinin {n, c, w} çat�s�

ile kolayca ifade edilebilmektedir. Ayr�ca c-do§rultu e§risinin Frenet elemanlar� da

{c, ξ =
c′

‖c′‖
, c × ξ = d, l,m} biçiminde bulunur. O halde taban e§risi, s�ras�yla,

asli do§rultu e§risi γ, c-do§rultu e§risi γ̂ ve w-do§rultu e§risi γ̃ olan roller coaster

yüzeyler a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

R̄(t, θ) = γ̄(t) + r(cos θn(t) + sin θ(cos ϕ̄(t)c(t) + sin ϕ̄(t)w(t))), (3.54)

R̂(t, θ) = γ̂(t) + r(cos θc(t) + sin θ(cos ϕ̂(t)ξ(t) + sin ϕ̂(t)d(t))) (3.55)

R̃(t, θ) = γ̃(t) + r(cos θw(t) + sin θ(cos ϕ̃(t)n(t) + sin ϕ̃(t)c(t))) (3.56)

burada, ϕ̄′ = −g, ϕ̂′ = −m ve ϕ̃′ = −f e³itlikleri sa§lan�r.

Bu yüzeylerin baz� geometrik özelikleri a³a§�da verilmi³tir.
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Teorem 3.2.1. (3.54) denklemi ile verilen R̄(t, θ) roller coaster yüzeyi için a³a§�-

dakiler sa§lan�r:

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir.

λ1 =
−f sinϕ

(1 + r2f 2 sin2 ϕ)
1
2

λ2 =
−r2f 3 sin3 ϕ cos θ + f(sinϕ cos θ − rg cosϕ) + rf ′ sinϕ

(1 + r2f 2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

(3.57)

2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi verilir.

K =
f sinϕ(r2f 3 sin3 ϕ cos θ + f(sinϕ cos θ − rg cosϕ) + rf ′ sinϕ)

(1 + r2f 2 sin2 ϕ)2 cos θ
(3.58)

H = −2r2f 3 sin3 ϕ cos θ + f(sinϕ cos θ − rg cosϕ) + rf ′ sinϕ)

2(1 + r2f 2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

(3.59)

3. R̄(t, θ) roller coaster yüzeyinin �at olmas� için gerek ve yeter ³art γ e§risinin

bir dik dairesel helis olmas�d�r.

4. R̄(t, θ) roller coaster yüzeyinin minimal olmas� için gerek ve yeter ³art γ

e§risinin bir dik dairesel helis olmas�d�r.

�spat. (3.54) denklemi ile verilen R̄(t, θ) yüzeyinin t ve θ parametrelerine göre k�smi

türevleri al�narak

R̄t = (1− rf sin θ cos ϕ̄)n+ (rf cos θ)c

R̄θ = −r sin θn+ r cos θ cos ϕ̄c+ r cos θ sin ϕ̄w

ve buradan da

(R̄t × R̄θ)(t, θ) = r cos θ(rf cos θ sin ϕ̄ n+ (−1 + rf sin θ cos ϕ̄) sin ϕ̄ c

+(cos ϕ̄+ rf sin θ sin2 ϕ̄)w)
(3.60)

elde edilir. Böylece,

∥∥R̄t × R̄θ

∥∥ = r cos θ(r2f 2 sin2 ϕ̄+ 1)
1
2 (3.61)
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olur. Bu durumda, yüzeyin birim normali

v(t, θ) =
R̄t × R̄θ∥∥R̄t × R̄θ

∥∥ (3.62)

= (rf cos θ sin ϕ̄n+ (−1 + rf sin θ cos ϕ̄) sin ϕ̄c (3.63)

+(cos ϕ̄+ rf sin θ sin2 ϕ̄)w)(1 + r2f 2 sin2 ϕ̄)−
1
2

biçiminde bulunur. Böylece, yüzeyin birinci temel form katsay�lar� ³u ³ekilde hesap-

lan�r:

E =
〈
R̄t, R̄t

〉
= r2f 2 cos2 θ + (1− rf sin θ cos ϕ̄)2

F =
〈
R̄t, R̄θ

〉
= −r sin θ + r2f cos ϕ̄ (3.64)

G =
〈
R̄θ, R̄θ

〉
= r2

Di§er yandan, ikinci mertebeden k�smi türevler hesaplan�rsa

R̄tt = (−rf ′ sin θ cos ϕ̄− grf sin θ sin ϕ̄− rf 2 cos θ)n (3.65)

+(f − rf 2 sin θ cos ϕ̄+ rf ′ cos θ)c+ (rfg cos θ)w

R̄tθ = −rf cos θ cos ϕ̄n− rf sin θc (3.66)

R̄θθ = −r cos θn− r sin θ cos ϕ̄ c− r sin θ sin ϕ̄ w (3.67)

e³itlikleri ve bunlar�n yard�m�yla yüzeyin ikinci temel form katsay�lar� ise ³u ³ekilde

hesaplan�r:

e =
〈
R̄tt, v

〉
= −[f sin ϕ̄− r(f(f sin θ sin 2ϕ̄+ cos θ cos ϕ̄g) + f ′ cos θ sin ϕ̄

+r2f 3 sin ϕ̄(cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ̄)][1 + r2f 2 sin2 ϕ̄]−
1
2

f =
〈
R̄tθ, v

〉
= [rf sin ϕ̄(−rf cos ϕ̄+ sin θ)][1 + r2f 2 sin2 ϕ̄]−

1
2 (3.68)

g =
〈
R̄θθ, v

〉
= [−r2f sin ϕ̄][1 + r2f 2 sin2 ϕ̄]−

1
2

Dahas�, birinci ve ikinci temel form katsay�lar� kullan�larak P̄ yüzeyinin Gauss e§ri-

li§i ve ortalama e§rili§i, s�ras�yla,

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
f sin ϕ̄(r2f 3 sin3 ϕ̄ cos θ + f(sin ϕ̄ cos θ − rg cos ϕ̄) + rf ′ sin ϕ̄)

(1 + r2f 2 sin2 ϕ̄)2 cos θ
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ve

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

= −2r2f 3 sin3 ϕ̄ cos θ + f(sin ϕ̄ cos θ − rg cos ϕ̄) + rf ′ sin ϕ̄)

2(1 + r2f 2 sin2 ϕ̄)
3
2 cos θ

biçiminde hesaplan�r. Dolay�s�yla, (2) ispatlanm�³ olur.

Roller coaster yüzeyde üreten çemberler e§rilik çizgisi oldu§undan asli e§riliklerden

biri,

λ1 =
g

G
=

[−r2f sin ϕ̄][1 + r2f 2 sin2 ϕ̄]−
1
2

r2
=

−f sin ϕ̄

(1 + r2f 2 sin2 ϕ̄)
1
2

olup,

K = λ1.λ2

ifadesi kullan�larak,

λ2 =
−r2f 3 sin3 ϕ̄ cos θ + f(sin ϕ̄ cos θ − rg cos ϕ̄) + rf ′ sin ϕ̄

(1 + r2f 2 sin2 ϕ̄)
3
2 cos θ

bulunur. O halde (1) ispatlanm�³ olur.

R̄ yüzeyinin �at yüzey olmas� için gerek ve yeter ³art Gauss e§rili§inin s�f�ra e³it

olmas�, yani

K̃(t, θ) = r2f 3 sin3 ϕ̄ cos θ + f(sin ϕ̄ cos θ − rg cos ϕ̄) + rf ′ sin ϕ̄ ≡ 0

e³itli§inin sa§lanmas�d�r. Di§er yandan K̃(t, θ) + (∂2/∂θ2)K̃(t, θ) = 0 oldu§undan,

fg cos ϕ̄ − f ′ sin ϕ̄ = 0 elde edilir. Bu ise, f ′ ≡ g ≡ 0 olmas�n� gerektirir. Bu iki

özde³li§in sa§lanmas� için κ ve τ e§riliklerinin sabit olmas� gerekmektedir. Bu da γ

e§risinin dik dairesel helis olmas� anlam�na gelir. Dolay�s�yla (3) ispatlanm�³ olur.

(4) benzer yöntemle ispatlan�r.

50



�imdi, γ̄(t) asli do§rultu e§risi taraf�ndan üretilen roller coaster yüzeyi üzerindeki bir

e§rinin striksiyon e§ri olma ³art�n� inceleyelim. R̄(t, θ) roller coaster yüzeyi üzerinde

al�nan

δ(t) = γ̄(t) + r(cos θ(t)n+ sin θ(t)(cos ϕ̄(t)c+ sin ϕ̄(t)w))

e§risinin bir striksiyon e§risi olabilmesi için gerek ve yeter ³art

〈δ′(t), cos θ(t)n+ sin θ(t)(cos ϕ̄(t) c+ sin ϕ̄(t)w)〉 = 0

olmas�d�r. ϕ̄′ = −g ifadesi kullan�larak kolayca görülebilir ki

δ′(t) = (1− rθ′ sin θ − rf sin θ cos ϕ̄)n+ (rf cos θ + rθ′ cos θ cos ϕ̄)c

+(rθ′ cos θ sin ϕ̄)w

biçimindedir. Bu ifade bir önceki denklemde yerine yaz�l�p gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

R̄ roller coaster yüzeyinin striksiyon e§rilerinin

θ = ±π
2

de§erlerindeki δ1(t) = γ̄(t) + r(cos ϕ̄(t)c+ sin ϕ̄(t)w) ve δ2(t) = γ̄(t)− r(cos ϕ̄(t)c+

sin ϕ̄(t)w) t-parametre e§rileri oldu§u görülmektedir.

Teorem 3.2.2. (3.55) denklemi ile verilen R̂(t, θ) roller coaster yüzeyi için a³a§�-

dakiler sa§lan�r:

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir.

λ1 =
−l sin ϕ̂

(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)
1
2

λ2 =
−r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rg cos ϕ̂) + rl′ sin ϕ̂

(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)
3
2 cos θ

(3.69)

2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi verilir:

K =
l sin ϕ̂(r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rm cosϕ) + rl′ sin ϕ̂)

(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)2 cos θ
(3.70)

H = −2r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rm cos ϕ̂) + rl′ sin ϕ̂)

2(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)
3
2 cos θ

(3.71)

51



3. R̂(t, θ) roller coaster yüzeyinin �at olmas� için gerek ve yeter ³art γ e§risinin

f ve g sabit olacak ³ekilde bir slant helis olmas�d�r.

4. R̂(t, θ) roller coaster yüzeyinin minimal olmas� için gerek ve yeter ³art γ

e§risinin f ve g sabit olacak ³ekilde bir slant helis olmas�d�r.

�spat. γ e§risinin c-do§rultu e§risi taraf�ndan üretilen R̂ roller coaster yüzeyinin t

ve θ parametrelerine göre k�smi türevleri

R̂t = (1− rl sin θ cos ϕ̂)c+ (rl cos θ)ξ

R̂θ = −r sin θc+ r cos θ cos ϕ̂ξ + r cos θ sin ϕ̂d

olup, bu ifadelerin vektörel çarp�m�yla

R̂t × R̂θ(t, θ) = r cos θ(rl cos θ sin ϕ̂c+ (−1 + rl sin θ cos ϕ̂) sin ϕ̂ξ

+(cos ϕ̂+ rl sin θ sin2 ϕ̂)d)
(3.72)

elde edilir. O halde, norm al�narak

‖R̂t × R̂θ‖ = r cos θ(r2l2 sin2 ϕ̂+ 1)
1
2 (3.73)

bulunur. Bu durumda, yüzeyin birim normali ³u ³ekilde hesaplan�r:

v(t, θ) =
R̂t × R̂θ

‖R̂t × R̂θ‖
(3.74)

= (rl cos θ sin ϕ̂ c+ (−1 + rl sin θ cos ϕ̂) sin ϕ̂ ξ

+(cos ϕ̂+ rl sin θ sin2 ϕ̂) d)(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)−
1
2 (3.75)

Ayr�ca, R̂ roller coaster yüzeyinin ikinci mertebeden k�smi türevleri

R̂tt = (−rl′ sin θ cos ϕ̂−mrl sin θ sin ϕ̂− rl2 cos θ)c (3.76)

+(l − rl2 sin θ cos ϕ̂+ rl′ cos θ)ξ + (rlm cos θ)d

R̂tθ = −rl cos θ cos ϕ̂ c− rl sin θ ξ (3.77)

R̂θθ = −r cos θ c− r sin θ cos ϕ̂ ξ − r sin θ sin ϕ̂ d (3.78)
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biçiminde hesaplan�r. O halde, birinci mertebeden k�smi türevler kullan�larak yüzeyin

birinci temel form katsay�lar�

E = 〈R̂t, R̂t〉 = r2l2 cos2 θ + (1− rl sin θ cos ϕ̂)2 (3.79)

F = 〈R̂t, R̂θ〉 = −r sin θ + r2l cos ϕ̂

G = 〈R̂θ, R̂θ〉 = r2

³eklinde bulunur. Di§er yandan, birim normal vektör ve ikinci mertebeden k�smi

türevler kullan�larak ikinci temel form katsay�lar� ise ³u ³ekilde hesaplan�r:

e = 〈R̂tt, v〉 = −[l sin ϕ̂− r(l(l sin θ sin 2ϕ̂+ cos θ cos ϕ̂m) + l′ cos θ sin ϕ̂

+r2l3 sin ϕ̂(cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ̂)][1 + r2l2 sin2 ϕ̂]−
1
2

f = 〈R̂tθ, v〉 = [rl sin ϕ̂(−rl cos ϕ̂+ sin θ)][1 + r2l2 sin2 ϕ̂]−
1
2 (3.80)

g = 〈R̂θθ, v〉 = [−r2l sin ϕ̂][1 + r2l2 sin2 ϕ̂]−
1
2

O halde, yukar�da elde edilen birinci ve ikinci temel form katsay�lar� yard�m�yla

yüzeyin Gauss e§rili§i ve ortalama e§rili§i s�ras�yla

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
l sin ϕ̂(r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rm cos ϕ̂) + rl′ sin ϕ̂)

(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)2 cos θ

ve

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

= −2r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rm cos ϕ̂) + rl′ sin ϕ̂)

2(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)
3
2 cos θ

³eklinde bulunur. O halde (2) ispatlanm�³ olur.

Roller coaster yüzeyin üreten çemberleri e§rilik çizgisi oldu§undan asli e§riliklerden

biri

λ1 =
g

G
=

[−r2l sin ϕ̂][1 + r2l2 sin2 ϕ̂]−
1
2

r2
=

−l sin ϕ̂
(1 + r2l2 sin2 ϕ̂)

1
2

olup,

K = λ1.λ2
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ifadesi kullan�larak

λ2 =
−r2l3 sin3 ϕ cos θ + l(sinϕ cos θ − rm cosϕ) + rl′ sinϕ

(1 + r2l2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

elde edilir ki bu da (1) seçene§ini ispatlar.

R̂ roller coaster yüzeyinin �at olmas� için gerek ve yeter ³art

K̃(t, θ) = r2l3 sin3 ϕ̂ cos θ + l(sin ϕ̂ cos θ − rm cos ϕ̂) + rl′ sin ϕ̂ ≡ 0

olmas�d�r. Ayr�ca K̃(t, θ)+(∂2/∂θ2)K̃(t, θ) = 0 sa§land�§�ndan, lm cos ϕ̂−l′ sin ϕ̂ = 0

elde edilir. Bu ise, l′ ≡ m ≡ 0 olmas� anlam�na gelir. Böylece, Γ =
σ′

f(1 + σ2)
3
2

= 0

olup, γ e§risi f ve g sabit olacak ³ekilde bir slant helistir.

(4) benzer yöntemle ispatlan�r.

�imdi, γ̂ c-do§rultu e§risi taraf�ndan üretilen roller coaster yüzeyi üzerindeki strik-

siyon e§rilerini karakterize edelim. R̂ roller coaster yüzeyi üzerindeki bir

δ(t) = γ̂(t) + r(cos θ(t) c+ sin θ(t)(cos ϕ̂(t) ξ + sin ϕ̂(t) d))

e§risinin striksiyon e§risi olabilmesi için δ a³a§�daki ³art� sa§lamal�d�r:

〈δ′(t), cos θ(t) c+ sin θ(t)(cos ϕ̂(t) ξ + sin ϕ̂(t) d)〉 = 0

O halde, δ e§risinin bir striksiyon e§risi olmas� için

θ = ±π
2

olmal�d�r. Bu durumda yüzeyin striksiyon e§rileri

δ1(t) = γ̂(t) + r(cos ϕ̂(t) ξ + sin ϕ̂(t) d)

ve

δ2(t) = γ̂(t)− r(cos ϕ̂(t) ξ + sin ϕ̂(t) d)

t-parametre e§rileridir.
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Teorem 3.2.3. (3.56) denklemi ile verilen R̃(t, θ) roller coaster yüzeyi için a³a§�-

dakiler sa§lan�r:

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir:

λ1 =
−g cos ϕ̃

(1 + r2g2 cos2 ϕ̃)
1
2

λ2 =
−r2g3 cos3 ϕ̃ cos θ + g(cos ϕ̃ cos θ − rf sin ϕ̃) + rg′ cos ϕ̃

(1 + r2g2 cos2 ϕ̃)
3
2 cos θ

(3.81)

2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi verilir:

K =
g cos ϕ̃(r2g3 cos3 ϕ̃ cos θ + g(cos ϕ̃ cos θ + rf sin ϕ̃) + rg′ cos ϕ̃)

(1 + r2g2 cos2 ϕ̃)2 cos θ
(3.82)

H = −2r2g3 cos3 ϕ̃ cos θ + g(cos ϕ̃ cos θ − rf sin ϕ̃) + rg′ cos ϕ̃)

2(1 + r2g2 cos2 ϕ̃)
3
2 cos θ

(3.83)

�spat. Teoremin ispat� Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2'ye benzer olarak kolayca yap�la-

bilir.

Yukar�da R̄ ve R̂ roller coaster yüzeylerine benzer olarak kolayca görülebilir ki, R̃

yüzeyi üzerindeki striksiyon e§rileri θ = ±π/2 de§erlerine kar³�l�k gelen parametre

e§rileridir.

3.3 Dairesel Yüzeylerin Kuaterniyonik Gösterimleri

Bu k�s�mda 3-boyutlu Öklid uzay�nda dairesel yüzeylerin ve roller caster yüzeylerin

parametrik denklemleri kuaterniyon çarp�m� ya da homotetik hareketler cinsinden

yeniden verilecektir.

Teorem 3.3.1. 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir M(s) : I ⊂ R → R3 uzay e§risi ve

bu e§ri boyunca bir {a1,a2, a3 = a1 × a2} çat�s� verilsin. P(M,a2,a3,r)(s, θ), M taban

e§risine sahip dairesel yüzey olsun. O halde P(M,a2,a3,r)(s, θ) dairesel yüzeyi
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(i) reel birim kuaterniyonlar yard�m�yla

P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(s)qa1 ∗ a2 (3.84)

(ii) homotetik hareket cinsinden

P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(s)Ma1(s, θ)a2 (3.85)

³eklinde verilir. Burada, qa1(s, θ) = cos θ+ sin θa1 ve Ma1 , qa1(s, θ) birim kuaterni-

yonu için φ dönü³ümünün (2.7) denklemi ile verilen matris gösterimidir.

�spat. P(M,a2,a3,r), M taban e§risi ile verilen bir dairesel yüzey olsun. O halde,

dairesel yüzeyin parametrik denklemi

P (s, θ) = P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(s)(cos θa2(s) + sin θa3(s)) (3.86)

ile verilir. qa1(s, θ) = cos θ+sin θa1 birim kuaterniyonu ve a2(s) pür kuaterniyonuna

kuaterniyon çarp�m� uygulanarak, qa1(s, θ)∗a2(s) = cos θa2(s)+sin θa3(s) elde edilir.

Son e³itlik, (3.86) denkleminde yerine yaz�l�rsa (3.84) denklemi elde edilir. Di§er

yandan M(s), r(s) ve Ma1 s�ras�yla öteleme vektörü, homotetik skalar ve homotetik

hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.85) e³itli§i homotetik hareket olarak

bulunur.

Örnek 3.3.1.

M(s) =

(
1√
2

cos s,
1√
2

sin s,
1√
2
s

)
helis e§risini ele alal�m. u(s) = (0, cos s, sin s) olmak üzere qu(s, θ) = cos θ+u(s) sin θ

birim kuaterniyonu al�ns�n. Ayr�ca u(s) vektörüne dik olan bir v(s) = (1, 0, 0) birim

vektörü seçilsin. O halde, (3.84) e³itli§i kullan�larak M taban e§risine sahip bir

dairesel yüzey a³a§�daki gibi elde edilir:

P1(s, θ) = M(s) + r(s)qu(s, θ) ∗ v

= M(s) + r(s)(cos θ v + (u× v) sin θ)

= (
cos s√

2
+ r(s) cos θ,

sin s√
2

+ r(s) sin θ sin s,
s√
2
− r(s) sin θ cos s)
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Bu denklemde, r(s) = 2 ve r(s) =
s

2
için elde edilen dairesel yüzeyler ³ekil 3.6'da

verilmi³tir.

(a) (b)

�ekil 3.6 M taban e§risine sahip P1 dairesel yüzeyi

a. r = 2, b. r = s/2

�imdi, k(s) = (0, 0, 1) olmak üzere qk(s, θ) = cos θ + k(s) sin θ birim kuaterniyonu

al�ns�n. Ayr�ca k(s) vektörüne dik olan bir m(s) = (
s√

1 + s2
,

1√
1 + s2

, 0) birim

vektörü seçilsin. O halde, M taban e§risine sahip ba³ka bir dairesel yüzey a³a§�daki

gibi elde edilir:

P2(s, θ) = M(s) + r(s)qk(s, θ) ∗m

= M(s) + r(s)(cos θm+ (k ×m) sin θ)

= (
cos s√

2
+ r(s)(

s cos θ − sin θ√
1 + s2

),
sin s√

2
+ r(s)(

cos θ + s sin θ√
1 + s2

),
s√
2

)

Bu denklemde, r(s) = 1 ve r(s) = s için elde edilen dairesel yüzeyler ³ekil 3.7'de

verilmi³tir.

(a) (b)

�ekil 3.7 M taban e§risine sahip P2 dairesel yüzeyi

a. r = 1, b. r = s
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�imdi, Frenet çat�s� {e, n, b} olan bir e§rinin küresel göstergeleri taraf�ndan üretilen

roller coaster yüzeylerin parametrik denklemlerini verece§iz. Bunun için öncelikle

bir e§rinin küresel gösterge e§rilerini tan�mlayal�m.

Birim h�zl� birM(t) e§risinin birim te§et vektör alan�n�n birim küre üzerinde çizdi§i

e§riye, e§rinin te§etler göstergesi ad� verilir. Bu durumda M(t) e§risinin te§etler

göstergesiT : IT ⊂ R→ S2 ⊂ R3, T(ψT(t)) = e(t) =
M ′(t)

‖M ′(t)‖
biçiminde tan�mlan�r.

Burada ψT : I → IT, ψT(t) =
∫
κ(s)ds ³eklinde ifade edilir.

Benzer ³ekilde, asli normal göstergesi, N : IN ⊂ R → S2 ⊂ R3, N(ψN(t)) = n(t) =

b(t) ∧ e(t) biçiminde tan�mlan�r. Burada ψN : I → IN, ψN(t) =
∫
f(s)ds ³eklinde

ifade edilir.

Binormal göstergesi ise,B : IB ⊂ R→ S2 ⊂ R3,B(ψB(t)) = b(t) =
M ′(t)×M ′′(t)

‖M ′(t)×M ′′(t)‖
.

Burada ψB : I → IB, ψB(t) =
∫
τ(s)ds ³eklinde ifade edilir.

�imdi bir e§rinin asli göstergeleri taraf�ndan üretilen roller coaster yüzeylerin parametrik

denklemlerini verelim. M(t) e§risinin te§etler, asli normaller ve binormaller göstergeleri

s�ras�yla T,N,B olsun. O halde, T,N ve B taraf�ndan üretilen roller coaster

yüzeyler {n, c, w, f, g} alternatif çat�s� kullan�larak, s�ras�yla, a³a§�daki gibi tan�m-

lan�r.

RT(t, θ) = T(ψT(t)) + r(cos θn(s) + sin θ(cosϕ(t)c(t) + sinϕ(t)w(t)) (3.87)

RN(t, θ) = N(ψN(t)) + r(cos θc(t) +
sin θ√
1 + σ2

(cosµ(t)(σw(t)− n(t))

+ sinµ(t)(w(t) + σn(t))

(3.88)

RB(t, θ) = B(ψB(t))− r(cos θn(t) + sin θ(cos η(t)c(t)− sin η(t)w(t)) (3.89)

Burada, −ϕ(t),−µ(t),−η(t) s�ras�yla g(t),
σ′

(1 + σ2)
,−g(t)'nin ilkel bir fonksiyonudur.

Ayr�ca, r sabittir. Bu yüzeylerin baz� geometrik özelikleri roller coaster yüzeylerin-

kine benzer biçimde incelenebilir.

�imdi öncelikle roller coaster yüzeylerin kuaterniyonik gösterimlerini verelim. Son-
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ras�nda, (3.87) (3.88) ve (3.89) e³itlikleri ile tan�ml�, küresel göstergeler ile verilen

roller coaster yüzeylerin kuaterniyonik gösterimlerini elde edelim.

Teorem 3.3.2. 3 boyutlu Öklid uzay�nda birM(t) birim h�zl� uzay e§risi ve bu e§ri

boyunca {e, n, b} Frenet çat�s� verilsin. RM(t, θ), M(t) taban e§risine sahip bir roller

coaster yüzey olsun.

qx(t, θ) = cos θ + sin θx(t)

birim kuaterniyonu kullan�larak, RM(t, θ) roller coaster yüzeyi

(i) qx(t, θ)× e kuaterniyon çarp�m� ile

RM(t, θ) = M(t) + rqx(t, θ) ∗ e (3.90)

(ii) homotetik hareket cinsinden

RM(t, θ) = M(t) + rMxe(t) (3.91)

³eklinde verilir. Burada, x(t) = sin(
∫
τ(s)ds)n(t) + cos(

∫
τ(s)ds) b(t) ve Mx ise,

qx(t, θ) birim kuaterniyonu için φ dönü³ümünün matris gösterimidir.

�spat. RM(t, θ) , M taban e§risi ile verilen bir roller coaster yüzey olsun. O halde,

roller coaster yüzeyin parametrik denklemi

RM(t, θ) = M(t) + r(cos θe(t) + sin θ(cosϕ(t)n(t) + sinϕ(t)b(t))) (3.92)

ile verilir.

x(t) = − sinϕ(t)n(t) + cosϕ(t)b(t)

al�n�rsa,

qx(t, θ) = cos θ + sin θx(t)

birim kuaterniyonu ve e(t) pür kuaterniyonuna kuaterniyon çarp�m� uygulanarak,

qx(t, θ) ∗ e(t) = cos θe(t) + sin θ(cosϕ(t)n(t) + sinϕ(t)b(t))
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elde edilir. Son e³itlik, (3.92) ifadesinde yerine yaz�l�rsa (3.90) e³itli§i elde edilir.

Di§er yandan M(t), r ve Mx s�ras�yla dönü³üm vektörü, homotetik skalar ve ho-

motetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.91) e³itli§i homotetik hareket

olarak bulunur.

Teorem 3.3.3. 3 boyutlu Öklid uzay�nda birM(t) birim h�zl� uzay e§risi ve bu e§ri

boyunca {n, c, w} alternatif çat�s� verilsin. RT(t, θ) ise (3.87) ile verilen, M(t) taban

e§risinin T te§etler göstergesi ile olu³turulan roller coaster yüzeyi göstersin.

qy(t, θ) = cos θ + sin θy(t)

birim kuaterniyonu kullan�larak,RT(t, θ) roller coaster yüzeyi

(i) qy(t, θ)× n kuaterniyon çarp�m� ile

RT(t, θ) = T(ψT(t)) + rqy(t, θ) ∗ n (3.93)

(ii) homotetik hareket cinsinden

RT(t, θ) = T(ψT(t)) + rMyn(t) (3.94)

³eklinde verilir. Burada, y(t) = cos(
∫
g(s)ds)w(t) + sin(

∫
g(s)ds) c(t) ve My ise,

qy(t, θ) birim kuaterniyonu için φ dönü³ümünün matris gösterimidir.

�spat. RT(t, θ) ,M(t) e§risininT te§etler göstergesi ile olu³turulan bir roller coaster

yüzey olsun.

y(t) = cos(

∫
g(s)ds)w(t) + sin(

∫
g(s)ds) c(t)

al�n�rsa,

qy(t, θ) = cos θ + sin θy(t)

birim kuaterniyonu ve n(t) pür kuaterniyonuna kuaterniyon çarp�m� uygulanarak,

qy(t, θ)× n(t) = cos θn(t) + sin θ(cosϕ(t)c(t) + sinϕ(t)w(t))

elde edilir. Son e³itlik, 3.87 de yerine yaz�l�rsa (3.93) elde edilir. Di§er taraftan

M(t), r ve My s�ras�yla dönü³üm vektörü, homotetik skalar ve homotetik hareketin
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ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.94) e³itli§i homotetik hareket olarak bulunur.

Böylece ispat tamamlan�r.

Teorem 3.3.4. 3 boyutlu Öklid uzay�nda birM(t) birim h�zl� uzay e§risi ve bu e§ri

boyunca {n, c, w} alternatif çat�s� verilsin. RN(t, θ) ile (3.88) denklemiy³e verilen,

M(t) taban e§risinin asli normaller göstergesinden olu³turulan roller coaster yüzey

tan�mlans�n.

qz(t, θ) = cos θ + sin θz(t)

birim kuaterniyonu kullan�larak, RN(t, θ) roller coaster yüzeyi

(i) qz(t, θ)× c kuaterniyon çarp�m� ile

RN(t, θ) = N(ψN(t)) + rqz(t, θ) ∗ c (3.95)

(ii) homotetik hareket cinsinden

RN(t, θ) = N(ψN(t)) + rMzc(t) (3.96)

³eklinde verilir. Burada,

z(t) = (
1√

1 + σ2
)[(cosµ(t))(w(t) + σ(t)n(t))− sin(µ(t))(σ(t)w(t)− n(t))]

ve Mz ise, qz(t, θ) birim kuaterniyonu için φ dönü³ümünün matris gösterimidir.

�spat. RN(t, θ), M(t) taban e§risinin asli normaller göstergesi ile olu³turulan bir

roller coaster yüzey olsun.

z(t) = (
1√

1 + σ2
)[cosµ(t)(w(t) + σ(t)n(t))− sinµ(t)(σ(t)w(t)− n(t))]

al�n�rsa,

qz(t, θ) = cos θ + sin θz(t)

birim kuaterniyonu ve c(t) pür kuaterniyonuna kuaterniyon çarp�m�uygulan�rsa,

qz(t, θ) ∗ c(t) = cos θc(t) +
sin θ√
1 + σ2

(cosµ(t))(σw(t)− n(t))

+ sinµ(t)(w(t) + σn(t)))
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olur. Son e³itlik, (3.88)'de yerine yaz�l�rsa (3.95) elde edilir. Di§er yandan,M(t), r ve

Mz, s�ras�yla, dönü³üm vektörü, homotetik skalar ve homotetik hareketin ortogonal

matrisi olsun. O halde, (3.96) e³itli§i homotetik hareket olarak bulunur. Böylece

ispat tamamlan�r.

Teorem 3.3.5. 3 boyutlu Öklid uzay�nda birM(t) birim h�zl� uzay e§risi ve bu e§ri

boyunca {n, c, w} alternatif çat�s� verilsin. RB(t, θ) ise (3.89) ile verilen, M(t) taban

e§risinin binormaller göstergesi ile olu³turulan bir roller coaster yüzey olsun.

qω(t, θ) = cos θ + sin θω(t)

birim kuaterniyonu kullan�larak, RB(t, θ) roller coaster yüzeyi

(i) qω(t, θ)× n kuaterniyon çarp�m� ile

RB(t, θ) = B(ψB(t))− rqω(t, θ) ∗ n (3.97)

(ii) homotetik hareket cinsinden

RB(t, θ) = B(ψB(t)) + rMωn (3.98)

³eklinde verilir. Burada, ω(t) = cos(
∫
g(s)ds)w(t) + sin(

∫
g(s)ds) c(t) ve Mω ise,

qω(t, θ) birim kuaterniyonu için φ dönü³ümünün matris gösterimidir.

�spat. RB(t, θ),M(t) taban e§risinin binormaller göstergesi ile olu³turulan bir roller

coaster yüzey olsun.

ω(t) = cos(

∫
g(s)ds)ω(t) + sin(

∫
g(s)ds) c(t)

al�n�rsa,

qω(t, θ) = cos θ + sin θω(t)

birim kuaterniyonu ve n(t) pür kuaterniyonuna kuaterniyon çarp�m�n� uygulayarak,

qω(t, θ) ∗ n(t) = cos θn(t) + sin θ(cos η(t)c(t)− sin η(t)w(t))
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elde edilir. Son e³itlik, 3.89'de yerine yaz�l�rsa (3.97) elde edilir. Di§er yandan

M(t), r veMω, s�ras�yla, dönü³üm vektörü, homotetik skalar ve homotetik hareketin

ortogonal matrisi olsun. O halde, (3.98) e³itli§i homotetik hareket olarak bulunur.

Bu da ispat� tamamlar.

Örnek 3.3.2.

M(t) =

(
− 1

12
cos 4t− 1

3
cos 2t,− 1

12
sin 4t− 1

3
sin 2t,−2

√
2

3
cos t

)
biçiminde tan�ml� birim h�zl� bir slant helis verilsin. O halde, M slant helisinin

alternatif çat�s� ³u ³ekilde hesaplan�r:

n(t) = (
2
√

2

3
cos 3t,

2
√

2

3
sin 3t,

1

3
)

c(t) = (− sin 3t, cos 3t, 0)

w(t) = (
1

3
cos 3t,

1

3
sin 3t,−2

√
2

3
)

f(t) = 2
√

2, g(t) = −1

Ayr�ca, M e§risinin te§etler, asli normaller ve binormaller göstergeleri a³a§�daki gibi

elde edilir:

T(ψT(t)) = (
1

3
sin 4t+

2

3
sin 2t,−1

3
cos 4t− 2

3
cos 2t,

2
√

2

3
sin t

N(ψN(t)) = (
2
√

2

3
cos t,

2
√

2

3
sin t,

1

3
)

B(ψB(t)) = (
1

3
(−2 cos 2t+ cos 4t),−8

3
cos t sin3 t,

2
√

2

3
cos t)

O halde, e§er ϕ(t) = −η(t) = −t, µ(t) = π
3
olarak seçilirse

� qy(t, θ) = cos θ+sin θy(t) birim kuaterniyonu kullan�larak,M e§risinin te§etler

göstergesi ile olu³turulan roller coaster yüzey,

RT(t, θ) = T(ψT(t)) + rqy(t, θ) ∗ n

= (
sin 4t+ 2 sin 2t+ 2

√
2r cos θ cos 3t

3
− r sin θ(cos t sin 3t+

1

3
sin t cos 3t),

− cos 4t− 2 cos 2t+ 2
√

2r cos θ sin 3t

3
+ r sin θ(cos t cos 3t− 1

3
sin t sin 3t),

2
√

2

3
sin t(1 + r sin θ) +

r

3
cos θ).
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biçiminde bulunur. Özel olarak r = 1 al�n�rsa, ³ekil 3.8 elde edilir.

�ekil 3.8 r = 1 için RT roller coaster yüzeyi

� qz(t, θ) = cos θ + sin θz(t) birim kuaterniyonu için, M e§risinin asli normaller

göstergesi ile olu³turulan roller coaster yüzey,

RN(t, θ) = N(ψN(t)) + rqz(t, θ) ∗ c

= (
2
√

2

3
cos 3t− r cos θ sin 3t+ r sin θ(

1

6
cos 3t+

√
6

3
cos 3t),

2
√

2

3
sin 3t− r cos θ cos 3t+ r sin θ(

1

6
sin 3t+

√
6

3
sin 3t),

1

3
+ r cos θ(

−2
√

2 +
√

3

6
)).

biçiminde bulunur. r = 1 için, ³ekil 3.9 elde edilir.

�ekil 3.9 r = 1 için RN roller coaster yüzeyi
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� qω(t, θ) = cos θ + sin θω(t) birim kuaterniyonu için, M e§risinin binormaller

göstergesi ile olu³turulan roller coaster yüzey,

RB(t, θ) = B(ψB(t))− rqω(t, θ) ∗ n

= (
cos 4t− 2 cos 2t+ 2

√
2r cos θ cos 3t

3
− r sin θ(cos t sin 3t+

1

3
sin t cos 3t),

−8 cos t sin3 t+ 2
√

2r cos θ sin 3t

3
+ r sin θ(cos t cos 3t− 1

3
sin t sin 3t),

2
√

2

3
(cos t+ r sin θ sin t) +

r

3
cos θ).

³eklindedir. Özel olarak r = 1 al�n�rsa, ³ekil 3.10 elde edilir.

�ekil 3.10 r = 1 için RB roller coaster yüzeyi

3.4 Dairesel Yüzeylerin Parametre E§rileri ile �lgili Baz� Karakterizas-

yonlar

Tüp yüzeylerinin parametre e§rilerinin baz� özel e§riler olma durumlar� ile ilgili Ök-

lid uzay�nda baz� çal�³malar yap�lm�³t�r (Do§an 2012, Ate³ vd. 2018). Tezin bu

bölümünde, dairesel yüzey üzerindeki parametre e§rilerinin geodezik veya asimp-

totik olma ³artlar� incelenecektir. Özel olarak θ-parametre e§rileri e§rilik çizgisi

olan dairesel yüzeyler asl�nda roller coaster yüzeyler olup bu duruma tezin önceki

bölümlerinde detayl� olarak yer verilmi³tir. Dahas�, roller coaster yüzeyler üzerindeki

parametre e§rilerinin geodezik veya asimptotik olmas� ile ilgili karakterizasyonlar
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verilecektir. Son olarak, dairesel yüzey üzerindeki loxodromik e§riler ara³t�r�lacak-

t�r.

Teorem 3.4.1. P (s, θ) regüler bir dairesel yüzey olsun. O halde, a³a§�daki durumlar

söz konusudur.

(i) Dairesel yüzeyin s−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için gerek ve

yeter ³art

(α′µ− αµ′ − ασβ − σµ) sin θ + (α′σ − σ′α− r2β2 − σ2 − α2 + αµβ) cos θ

+(σrβ + 1
2
µ′r) sin 2θ − rµβ cos 2θ + (2αr + σ′r) cos2 θ + αrβ2 − r2 cos3 θ

= 0.

(3.99)

olmas�d�r.

(ii) Dairesel yüzeyin θ−parametre e§rileri asimptotik olamaz.

�spat. Yüzey üzerinde bir α e§risinin asimptotik olmas� için gerek ve yeter ³art α′′

ivme vektörünün yüzeye te§et olmas�d�r. Yani, yüzeyin normali N olmak üzere,

〈N,α′′〉 = 0 olmal�d�r.

(i) Dairesel yüzey üzerindeki s−parametre e§rileri asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art (3.25) ve (3.27) kullan�larak

〈N,Pss〉 =
r

w


(σ cos θ + µ sin θ)(α′ − σ + rβ sin θ)

+(r cos2 θ − α cos θ)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)

+(r sin θ cos θ − α sin θ)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ cos θ)


= 0

olmas� biçiminde elde edilir. Gerekli sadele³tirmeler yap�l�rsa, 〈N,Pss〉 = 0 olmas�
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için

(α′µ− αµ′ − ασβ − σµ) sin θ + (α′σ − σ′α− r2β2

−σ2 − α2 + αµβ) cos θ + (σrβ +
1

2
µ′r) sin 2θ

−rµβ cos 2θ + (2αr + σ′r) cos2 θ + αrβ2 − r2 cos3 θ

= 0.

olmas� gerekmektedir.

(ii) Dairesel yüzey üzerindeki θ−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art (3.25) ve (3.27) kullan�larak

〈N,Pθθ〉 =
r

w

[
(−r2 cos3 θ + αr cos2 θ − r2 sin2 θ cos θ + αr sin2 θ)

]
= 0

olmas� biçiminde elde edilir. Gerekli sadele³tirmeler yap�l�rsa, 〈N,Pθθ〉 = 0 olmas�

için

cos θ =
α

r

sa§lanmal�d�r. Ancak bu ifade θ parametresinin tüm de§erleri için gerçeklenmez. O

halde ispat tamamlan�r.

Teorem 3.4.2. P (s, θ) regüler bir dairesel yüzey olsun. O halde, a³a§�daki durumlar

söz konusudur:

(i) Dairesel yüzeyin s−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için gerek ve

yeter ³art

(α + σ′ − µβ) sin θ − (σβ + µ′) cos θ − r sin θ cos θ − rβ′ = 0

(sin θ(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ))

−((σ cos θ + µ sin θ)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)) = 0

−(cos θ(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ))

+((σ cos θ + µ sin θ)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)) = 0

e³itliklerinin gerçeklenmesidir.
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(ii) Dairesel yüzeyin θ−parametre e§rileri geodezik e§riler olamaz.

�spat. Yüzey üzerinde bir α e§risinin geodezik olmas� için gerek ve yeter ³art α′′

ivme vektörünün yüzeyin normaline paralel olmas�d�r. Yani, yüzeyin normali N

olmak üzere, N × α′′ = 0 olmal�d�r.

(i) Dairesel yüzey üzerindeki s−parametre e§rileri geodezik e§riler olmas� için gerek

ve yeter ³art N × Pss = 0 olmas�d�r. O halde (3.25) ve (3.27) kullan�larak gerekli

i³lemler yap�ld�§�nda

−(sin θ(r cos θ − α)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ))

+(cos θ(r cos θ − α)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)) = 0

(sin θ(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ))

−((σ cos θ + µ sin θ)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)) = 0

−(cos θ(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ))

+((σ cos θ + µ sin θ)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)) = 0

elde edilir. Bu e³itliklerin ilkinin düzenlenmesi ile

(α + σ′ − µβ) sin θ − (σβ + µ′) cos θ − r sin θ cos θ − rβ′ = 0

elde edilir. O halde ispat tamamlan�r.

(ii) Dairesel yüzey üzerindeki θ−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art N × Pθθ = 0 olmas�d�r. O halde (3.25) ve (3.27) kullan�larak

N × Pθθ =
r

w


(−r sin θ cos θ(r cos θ − α)) + (r sin θ cos θ(r cos θ − α))e1

+(−r sin θ(σ cos θ + µ sin θ))e2

+(r cos θ(σ cos θ + µ sin θ))e3

 = 0

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda N × Pθθ = 0 olmas� için,

(σ cos θ + µ sin θ) = 0

(r cos θ − α) = 0
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olmal�d�r. Bu ise, ‖Ps × Pθ‖ = 0 olmas� demektir. Dairesel yüzey regüler oldu§un-

dan e³itlik gerçeklenmez. O halde θ−parametre e§rileri geodezik e§riler olamaz.

Böylece ispat tamamlan�r.

Örnek 3.4.1.

M(s) =

(
1√
2

cos s,
1√
2

sin s,
1√
2
s

)
dairesel helisi verilsin. Ayr�ca

a1(s) = (cos s, sin s, 0)

a2(s) = (− sin s, cos s, 0)

a3(s) = (0, 0, 1)

seçelim. Bu durumda β = 0 olur. O halde M taban e§risine sahip dairesel yüzeyin

parametrik denklemi

P (s, θ) =

(
cos s√

2
− r cos θ sin s,

sin s√
2

+ r cos θ cos s,
s√
2

+ r sin θ

)
biçimindedir. Teorem 3.4.2'den kolayca görülebilir ki, r = 1 olmak üzere, elde edilen

dairesel yüzey üzerinde θ = 0 de§erine kar³�l�k gelen s-parametre e§risi bir geodezik

e§ridir (bkz. ³ekil 3.11).

�ekil 3.11 M helisi taraf�ndan üretilen P dairesel yüzeyi ve üzerindeki bir geodezik

s-parametre e§risi (mavi)
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�imdi ise roller coaster yüzeyler üzerindeki özel e§rileri inceleyelim.

Teorem 3.4.3. R(t, θ) bir regüler roller coaster yüzey olsun. O halde, a³a§�daki

durumlar gerçeklenir:

(i) Roller coaster yüzeyin t−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art

κ sinϕ− r(κ(κ sin θ sin 2ϕ+ cos θ cosϕτ) + κ′ cos θ sinϕ) (3.100)

+r2κ3 sinϕ(cos2 θ + cos2 ϕ sin2 θ) = 0

olmas�d�r.

(ii) Roller coaster yüzeyin θ−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art taban e§risinin bir do§ru olmas� ya da ϕ = kπ (k ∈ Z)

olmas�d�r.

�spat. (i) Roller coaster yüzeyin t−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas�

için gerek ve yeter ³art yüzeyin normali v olmak üzere, 〈Rtt, v〉 = 0 olmas�d�r. O

halde,

〈Rtt, v〉 = − 1√
1 + r2κ2 sin2 ϕ

[κ sinϕ− r(κ(κ sin θ sin 2ϕ+ cos θ cosϕτ)

+κ′ cos θ sinϕ) + r2κ3 sinϕ(cos2 θ + cos2 ϕ sin2 θ)]

= 0

olmal�d�r. Buradan, istenen sonuç elde edilir.

(ii) Roller coaster yüzeyin θ−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art, yüzeyin normali v olmak üzere, 〈Rθθ, v〉 = 0 olmas�d�r. Böylece,

〈Rθθ, v〉 = [−r2κ sinϕ(cos2 θ + sin2 θ cos2 ϕ+ sin2 θ sin2 ϕ)][1 + r2κ2 sin2 ϕ]−
1
2

= −r2κ sinϕ(1 + r2κ2 sin2 ϕ)−
1
2
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elde edilir. O halde, 〈Rθθ, v〉 = 0 olmas� için,

−r2κ sinϕ = 0.

sa§lanmal�d�r. Bu durumda ya κ ≡ 0 ya da ϕ = kπ (k ∈ Z) olmal�d�r. Böylece ispat

tamamlan�r.

Teorem 3.4.4. R(t, θ) bir regüler roller coaster yüzey olsun. O halde, a³a§�daki

durumlar söz konusudur:

(i) Roller coaster yüzeyin t−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art

(κ− rκ2 sin θ cosϕ+ rκ′ cos θ)(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)

+(rτκ cos θ)(− sinϕ+ rκ sin θ sinϕ cosϕ) = 0

(−rκ′ sin θ cosϕ− rκ2 cos θ − rτκ sin θ sinϕ)(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)

−(rτκ cos θ)(rκ cos θ sinϕ) = 0

((−rκ′ sin θ cosϕ− rκ2 cos θ − rτκ sin θ(rκ cos θ sinϕ) sinϕ)

×(− sinϕ+ rκ sin θ sinϕ cosϕ)

−(rκ cos θ sinϕ)(κ− rκ2 sin θ cosϕ+ rκ′ cos θ)) = 0

e³itliklerinin gerçeklenmesidir.

(ii) Roller coaster yüzeyin θ−parametre e§rileri geodezik e§riler olamaz.

�spat. (i). Roller coaster yüzeyin t−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas�

için gerek ve yeter ³art, e§riler boyunca yüzeyin normalinin e§rinin ivme vektörüne

paralel olmas�d�r. Bu ³art, yüzeyin birim normali v olmak üzere, Rtt×v = 0 olmas�na

denktir.

O halde, (3.45) ve (3.46) denklemlerinden kolayca gösterilebilir ki
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Rtt × v = − 1√
1 + r2κ2 sin2 ϕ

.

(κ− rκ2 sin θ cosϕ+ rκ′ cos θ)(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)

+(rτκ cos θ)(− sinϕ+ rκ sin θ sinϕ cosϕ) e

(−rκ′ sin θ cosϕ− rκ2 cos θ − rτκ sin θ sinϕ)(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)

−(rτκ cos θ)(rκ cos θ sinϕ)n

+((−rκ′ sin θ cosϕ− rκ2 cos θ − rτκ sin θ(rκ cos θ sinϕ) sinϕ)

×(− sinϕ+ rκ sin θ sinϕ cosϕ)

−(rκ cos θ sinϕ)(κ− rκ2 sin θ cosϕ+ rκ′ cos θ)) b


= 0

olmal�d�r. {e, n, b} Frenet çat�s� lineer ba§�ms�z vektörlerden olu³tu§undan dolay�,

Rtt × v = 0 denkleminde e, n ve b vektörlerinin katsay�lar� s�f�ra e³itlenerek ispat

tamamlan�r.

(ii) Roller coaster yüzeyin θ−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için, v

yüzey normali olmak üzere, Rθθ × v = 0 olmal�d�r. Kolayca görülebilir ki,

Rθθ × v =
1√

1 + r2κ2 sin2 ϕ

[(−r sin θ cosϕ(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)

+r sin θ sin2 ϕ(−1 + rκ sin θ cosϕ)) e

+(r cos θ(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ)− r sin θ sinϕ(rκ cos θ sinϕ))n

+(−r cos θ sinϕ(−1 + rκ sin θ cosϕ) + r2κ sin θ cos θ sinϕ cosϕ) b]

e³itli§i gerçeklenir. O halde Rθθ × v = 0 olmas� için,

(−r sin θ cosϕ(cosϕ+ rκ sin θ sin2 ϕ) + r sin θ sin2 ϕ(−1 + rκ sin θ cosϕ)) = 0

sa§lanmal�d�r. Yukar�daki ifade düzenlendi§inde, r sin θ = 0 sonucu bulunur. Bu du-

rum tüm θ de§erleri için gerçeklenmeyece§i için yüzey üzerinde θ-parametre e§rileri

geodezik e§riler olamaz.
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3.4.1 Dairesel yüzey üzerindeki loxodromik e§riler

Tan�m 3.4.1. 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir dairesel yüzey üzerinde bir e§ri tüm

meridyenleri ya da paralelleri sabit bir aç�yla kesiyorsa e§riye bir loxodromik e§ri

ad� verilir (Babaarslan ve Yayl� 2015).

Loxodromik e§ri ve meridyenler (θ-parametre e§rileri) aras�ndaki aç� a³a§�daki e³itlik

ile verilir (Babaarslan ve Yayl� 2015):

cos γ =
Eds+ Fdθ√

E2ds2 + 2EFdsdθ + EGdθ2
(3.101)

Ayr�ca, loxodromik e§ri ve paraleller (s-parametre e§rileri) aras�ndaki aç� a³a§�daki

e³itlik ile verilir (Babaarslan ve Yayl� 2015):

cosϑ =
Fds+Gdθ√

EGds2 + 2FGdsdθ +G2dθ2
(3.102)

Bir dairesel yüzeyin birinci temel form katsay�lar� (3.26) e³itlikleri ile verilmi³ti.

Birinci temel form katsay�lar� (3.102) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa, loxodromik e§ri ve

paraleller aras�ndaki aç�

cosϑ =
Fds+Gdθ√

EGds2 + 2FGdsdθ +G2dθ2

=
r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)ds+ r2dθ√√√√√ ((α− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)r2ds2

+2r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)r2dsdθ + r4dθ2

³eklinde bulunur. Bu durumda, dairesel yüzey üzerindeki tüm paralelleri sabit ϑ

aç�s� ile kesen loxodromik e§ri

[r2(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)2 − [r2(σ2 + µ2

+r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ + (α− r cos θ)2)]] cos2 ϑds2

+r4 sin2 ϕdθ2 + [2r3(−σ sin θ + µ cos θ + rβ) sin2 ϕ]dsdθ = 0

e³itli§ini sa§lar.

�imdi loxodromik e§ri ve meridyenler aras�ndaki aç�y� elde edelim.
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Benzer ³ekilde, (3.26) ile verilen birinci temel form katsay�lar� (3.101) e³itli§inde

yerine yaz�l�rsa,

cos γ =
Eds+ Fdθ√

E2ds2 + 2EFdsdθ + EGdθ2

cos γ =

[(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)ds

+(r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ))dθ]√√√√√√√√√√√
(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)2ds2

+2(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2

+(µ+ rβ cos θ)2)(r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ))dsdθ

+(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2r2dθ2

³eklinde bulunur. Bu durumda, dairesel yüzey üzerindeki tüm meridyenleri sabit γ

aç�s� ile kesen loxodromik e§ri

[σ2 + µ2 + r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ

+(α− r cos θ)2]2 sin2 γds2 + [2r(σ2 + µ2 + r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ

+(α− r cos θ)2)(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)] sin2 γdsdθ

+[r2((−σ sin θ + µ cos θ + rβ)2 − (σ2 + µ2 + r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ

+(α− r cos θ)2)) cos2 γ]dθ2 = 0

ifadesini sa§lar.
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4. ÜÇ BOYUTLU LORENTZ UZAYINDA DA�RESEL YÜZEYLER

Tezin bu bölümünde, 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda dairesel yüzeyler in-

celenecektir. Ayr�ca bu yüzeylerin parametrik denklemleri, kuaterniyon çarp�m� ve

homotetik hareket yard�m�yla yeniden verilecektir. Spacelike dairesel yüzeyler ve

spacelike roller coaster yüzeyler Abdel-Baky ve Ünlütürk (2016) çal�³mas�nda tan�m-

lanm�³ ve baz� karakterizasyonlar� verilmi³tir. Bu çal�³mada yer alan tüm önermeler

geni³letilerek farkl� yakla³�mlarla yeniden ele al�nacak ve örnekler verilecektir. Di§er

yandan timelike dairesel yüzeyler ve timelike roller coaster yüzeylerin geometrik öze-

likleri kapsaml� bir biçimde ele al�nacakt�r.

4.1 Spacelike Dairesel Yüzeyler ve Baz� Geometrik Uygulamalar�

Bu k�s�mda, R3
1 Lorentz uzay�nda spacelike dairesel yüzeyler ve spacelike dairesel

yüzeylerin özel hali olan spacelike roller coaster yüzeylerin parametrik denklemleri

verilip baz� geometrik özelikleri incelenecektir.

Spacelike dairesel yüzey, spacelike çemberlerin null olmayan bir merkez e§risi boyunca

bir parametreli hareketi ile olu³maktad�r. Herbir çember spacelike dairesel yüzey için

bir üreten çember olarak adland�r�l�r. Regüler bir M : I ⊂ R → R3
1 merkez e§risi

alal�m. a1 çember düzleminin timelike birim normali olsun. Bu durumda spacelike

dairesel yüzey M merkez e§risi ve a1 normal vektörü ile belirlenebilir.

a1 vektörünün Gauss dönü³ümü alt�ndaki görüntüsü olan küresel e§rinin yay paramet-

resi u olsun. Bu durumda a1(u) ∈ H2
+ e§risinin birim te§et vektörü a2(u) = a′1(u)

biçiminde tan�ml�d�r. O halde a3(u) = a1(u)×a2(u) vektörü tan�mlanarakM merkez

e§risi boyunca {a1, a2, a3} çat�s� elde edilir. Böylece

−〈a1, a1〉 = 〈a2, a2〉 = 〈a3, a3〉 = 1

〈a1, a2〉 = 〈a2, a3〉 = 〈a3, a1〉 = 0

a1 × a2 = a3, a3 × a1 = a2, a2 × a3 = −a1
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e³itliklerinin sa§land�§� görülür. O halde, a³a§�daki Frenet formülleri elde edilir.
a′1

a′2

a′3

 =


0 1 0

1 0 β

0 −β 0



a1

a2

a3

 (4.1)

Burada β, a1(u) e§risinin geodezik e§rili§idir. Dahas�, spacelike dairesel yüzeyin

taban e§risinin te§et vektörü

M ′(u) = α(u)a1(u) + σ(u)a2(u) + µ(u)a3(u) (4.2)

biçiminde yaz�labilir. Ayr�ca, {a2, a3} ikilisi de her noktadaki çember düzlemi için bir

taban olu³turdu§u kolayca görülebilir. O halde, M taban e§risi taraf�ndan üretilen

spacelike dairesel yüzeyin parametrik denklemi

P (u, θ) = M(u) + r(u)(cos θa2(u) + sin θa3(u)), 0 ≤ θ ≤ 2π (4.3)

biçiminde verilir (Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016). Dolay�s�yla

θ →M(u) + r(cos θa2(u) + sin θa3(u))

standart çemberleri spacelike dairesel yüzeyi üreten çemberlerdir.

�imdi, sabit yar�çapl� bir spacelike dairesel yüzeyin geometrik özeliklerini inceleye-

lim. Bunun için öncelikle birinci mertebeden k�smi türevleri ve birinci temel form

katsay�lar�n� hesaplayal�m.

Pθ = r(− sin θa2 + cos θa3)

Pu = (r cos θ + α)a1 + σa2 + µa3 + βPθ
(4.4)

oldu§u basit bir ³ekilde elde edilebilir. Böylece yüzeyin birinci temel form katsay�lar�

E = −(r cos θ + α)2 + r2β2 + σ2 + µ2 + 2rβ(µ cos θ − σ sin θ) (4.5)

F = r(rβ − σ sin θ + µ cos θ)

G = r2

olur. Di§er yandan, yüzeyin timelike birim normal vektörü regüler noktalar için ³u

³ekilde verilir:

N(u, θ) =
Pu ×L Pθ
‖Pu ×L Pθ‖L

=
−(σ cos θ + µ sin θ)a1 − (r cos θ + α)(cos θa2 + sin θa3)√

(r cos θ + α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2
(4.6)
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�imdi yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�n� hesaplayal�m. Bunun için öncelikle P

dairesel yüzeyinin ikinci mertebeden k�smi türevleri

Pθθ = −r(cos θa2 + sin θa3) (4.7)

Puθ = −r(sin θa1 + β cos θa2 + β sin θa3)

Puu = (α
′
+ σ)a1 + (σ′ + r cos θ + α− µβ)a2

+(µ′ + σβ)a3 + β′Pθ + βPθu (4.8)

biçiminde hesaplan�r. O halde ikinci temel form katsay�lar� ³u ³ekilde verilir:

e = 〈Pu, Pu〉L =
1√

(r cos θ + α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2[
(α

′
+ σ − βr sin θ)(σ cos θ + µ sin θ) + (r cos θ + α)

×(−α cos θ − r cos2 θ − σ′ cos θ − µ′ sin θ + β(µ cos θ − σ sin θ) + β2r)

]
f = 〈Pu, Pθ〉L =

−r sin θ(σ cos θ + µ sin θ) + βr(r cos θ + α)√
(r cos θ + α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2

(4.9)

g = 〈Pθ, Pθ〉L =
r(r cos θ + α)√

(r cos θ + α)2 + (σ cos θ + µ sin θ)2

Bu durumda birinci ve ikinci temel form katsay�lar� kullan�larak, spacelike dairesel

yüzeyin Gauss e§rili§i ve ortalama e§rili§i s�ras�yla a³a§�daki gibi elde edilir

(Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016):

K = (
1

r((σ cos θ + µ sin θ)2 + (α + r cos θ)2)2
)

×
[
− r sin θ(σ cos θ + µ sin θ) [− sin θ(σ cos θ + µ sin θ) + β(α + r cos θ)]

−(α + r cos θ)
[
(α′ + σ)(σ cos θ + µ sin θ) + (α + r cos θ)(−α cos θ − r cos2 θ

−α′ cos θ − µ′ sin θ + β(−µ cos θ − σ sin θ))
]]

(4.10)

H = (
1

2r((σ cos θ + µ sin θ)2 + (α + r cos θ)2)
3
2

)

×
[
r(σ cos θ + µ sin θ)[α′ + σ − βr(− sin θ + cos θ)− 2 sin θ(σ sin θ + µ cos θ)

− βα]− (α + r cos θ)[(α + r cos θ)(α + 2r cos θ)− r(−σ′ cos θ − µ′ sin θ)

+ r(−σ2 + µ2)]
]

(4.11)
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4.1.1 Spacelike dairesel yüzeylerin striksiyon e§rileri

Bir P (u, θ) spacelike dairesel yüzeyindeki

δ(u) = M(u) + r(cos θ(u)a2(u) + sin θ(u)a3(u)) (4.12)

e§risi e§er a³a§�daki ³art� sa§l�yorsa bir striksiyon e§risi olarak adland�r�l�r:

〈δ′(u), (cos θ(u)a2(u) + sin θ(u)a3(u))〉L = 0. (4.13)

Gerekli i³lemler yap�ld�§�nda a³a§�daki e³itlik elde edilir.

−σ cos θ − µ sin θ = 0

E§er bir spacelike dairesel yüzey için

〈a2,M ′〉L = 〈a3,M ′〉L = 0 (4.14)

gerçeklenirse, σ = µ = 0 bulunur. Bu durumda, striksiyon e§riler bir spacelike

tüp yüzeyi olu³tururlar. Böylece, spacelike tüp yüzeylerinin s�n�f�n�n silindirik regle

yüzeylerin s�n�f�na benzer oldu§u söylenebilir.

O halde, bir spacelike dairesel yüzey için 〈a2,M ′〉 6= 0 veya 〈a3,M ′〉 6= 0 ³art�

sa§lan�yorsa, bu yüzey bir spacelike tüp yüzeyi olamaz (Abdel-Baky ve Ünlütürk

2016).

4.1.2 Spacelike dairesel yüzeylerin yerel singülerlikleri

Bu bölümde, spacelike dairesel yüzeylerin singülerlikleri incelenecektir. (4.6) denk-

leminden kolayca görülebilir ki bir P spacelike dairesel yüzeyinin (u0, θ0) noktas�nda

bir singüler noktas�n�n olmas� için gerek ve yeter ³art

‖Pu ×L Pθ‖L (u0, θ0) = r
√

(r cos θ0 + α(u0))2 + (σ(u0) cos θ0 + µ(u0) sin θ0)2 = 0

elde edilir. Böylece, (u0, θ0) noktas�nda bir singülerli§in olmas� için a³a§�daki e³it-

likler sa§lanmal�d�r.

r cos θ0 + α(u0) = 0, (4.15)

σ(u0) cos θ0 + µ(u0) sin θ0 = 0 (4.16)
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O halde a³a§�daki durumlar söz konusudur:

(1) α(u0) = 0 olsun. O halde, θ0 = π
2
ya da θ0 = −π

2
olur. (4.16) e³itli§inden,

µ(u0) = 0 elde edilir. Böylece, M ′(u0) = σ(u0)a2(u0) olur. Dolay�s�yla, P spacelike

dairesel yüzeyinin singüler noktalar�

P (u0,±π/2) = M(u0)± ra3(u0)

ile verilir. Özel olarak, σ(u0) = 0 olursa, M spin e§risi de u0 noktas�nda singüler

noktaya sahiptir.

(2) α(u0) 6= 0 olsun. (4.16) e³itli§inde, cos θ0 = −α(u0)
r

oldu§u göz önüne al�narak
σ(u0)α(u0)

r
= µ(u0) sin θ0 elde edilir. Bu durumda, iki alt durum söz konusudur:

(i) µ(u0) = 0 olsun. O halde, σ(u0) = 0 olur. Böylece, P dairesel yüzeyinin

µ(u0) = σ(u0) = 0 ve θ0 = cos−1(−α(u0)
r

) ³artlar�n� sa§layan (u0, θ0) noktas�nda

singüler noktalar� vard�r.

(ii) µ(u0) 6= 0 olsun. O halde, σ(u0) 6= 0 olur. Böylece, (4.16) e³itli§inden θ0 =

sin−1(σ(u0)α(u0)
µ(u0)r

) oldu§u görülür. Ayr�ca θ0 = cos−1(−α(u0)
r

) oldu§unu biliyoruz.

cos2 θ0 + sin2 θ0 = 1 oldu§undan α2(u0)(σ
2(u0) + µ2(u0)) = r2µ2(u0) elde edilir.

O halde P dairesel yüzeyi θ0 = sin−1(σ(u0)α(u0)
µ(u0)r

) = − cos−1(α(u0)
r

) ve α2(u0)(σ
2(u0) +

µ2(u0)) = r2µ2(u0) ³artlar�n� sa§layan (u0, θ0) noktas�nda bir singüler noktaya sahip-

tir (Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016).

4.1.3 Spacelike roller coaster yüzeyler

Bu bölümde Öklid uzay�ndaki duruma benzer olarak, bir spacelike dairesel yüzey

üzerindeki üreten çemberlerin e§rilik çizgisi olma ³art� ara³t�r�lacakt�r. Ard�ndan,

elde edilen bu tip yüzeylerin önemli bir s�n�f� olan spacelike roller coaster yüzeylerin

parametrik denklemleri verilecek ve geometrik özelikleri ayr�nt�l� olarak incelenecek-

tir (Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016).
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Bir P (u, θ) regüler spacelike dairesel yüzeyinde üreten çemberlerin e§rilik çizgisi

olmas� için

Nθ = λ(θ)Pθ

olmal�d�r. Burada, λ(θ) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu duruma denk

olarak, θ−parametre e§rilerinin e§rilik çizgisi olmas� için

Nθ ×L Pθ = 0 (4.17)

³art� sa§lanmal�d�r. Dolay�s�yla, gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

2r ‖Pu ×L Pθ‖2L (rµ+ aµ cos θ − aσ sin θ) = 0

ifadesi elde edilir. P yüzeyi bir regüler yüzey oldu§undan

rµ+ aµ cos θ − aσ sin θ = 0 (4.18)

olur.

Burada, üç durum söz konusudur.

(i) α = σ = µ = 0 olsun. Bu durumda, M ′=0 olup, taban e§risi sabit bir noktad�r.

Bu durumda ise spacelike dairesel yüzey r yar�çapl� hiperbolik küredir.

(ii) σ = µ = 0 olsun. Bu durumda, M ′ = αa1 olur yani M ′ te§et vektörü a1

vektörüne paraleldir. O halde, M ′ te§et vektörü daima dairesel düzleme diktir. Bu

ise dairesel yüzeyin bir spacelike tüp yüzey oldu§u anlam�na gelir.

(iii) α = µ = 0 olsun. Bu durumda, M ′ = σa2 elde edilir. E§er σ sabit ise, M0 sabit

bir vektör olmak üzere

M = σa1 +M0

elde edilir. Spacelike dairesel yüzeyin denklemi ile son denklem kullan�larak

‖P −M0‖2L = σ2 + r2

oldu§u görülür. Bu ise tüm çember noktalar�n�n
√
σ2 + r2 yar�çapl� bir hiperbolik

küre üzerinde yatt�§�n� gösterir.
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Di§er yandan µ = α = 0 olup, σ'n�n sabit olmad�§� durumu ele alal�m. Bu durumda

P spacelike dairesel yüzeyinin taban e§risi bir spacelike e§ridir. Bu tip bir yüzey

spacelike roller coaster yüzey olarak adland�r�l�r. �imdi, bu yüzeylerin parametrik

denklemini verip, geometrik özeliklerini ayr�nt�l� olarak inceleyelim.

M spacelike taban e§risinin yay uzunlu§u parametresini t ile gösterelim. M e§risinin

birim te§et vektörü spacelike oldu§undan, asli normal ve binormal vektörlerinin

birisi spacelike birisi timelike olur. A³a§�da, M taban e§risinin asli normal vektörü

spacelike, binormal vektörü ise timelike oldu§u durum için geometrik özelikler ince-

lenmi³tir. Di§er durum benzer ³ekilde kolayca elde edilebilir. M ′ = σa2 ifadesi göz

önüne al�narak, M spacelike taban e§rinin Frenet çat�s� a³a§�daki ³ekilde elde edilir.

e(t) =
M ′(t)

‖M ′(t)‖L
= a2, n(t) =

de/dt

‖de/dt‖L
=

a1 + βa3√
−1 + β2

(4.19)

b(t) =
βa1 + a3√
−1 + β2

Böylece, (4.19) e³itli§inden

a1 =
−n+ βb√
−1 + β2

(4.20)

olup, coshϕ = β√
−1+β2

, sinhϕ = −1√
−1+β2

al�n�rsa,

a1 = sinhϕn+ coshϕb (4.21)

elde edilir. O halde

a3 = a1 ×L a2 = coshϕn− sinhϕ b (4.22)

oldu§u kolayca gösterilebilir. Ayr�caM e§risinin e§rilikleri için de a³a§�daki e³itlikler

gerçeklenir:

κ(t) =

√
−1 + β2

σ
, τ(t)− dϕ

dt
= 0,

dϕ

dt
=

dβ/du

σ(−1 + β2)
.

Bu durumda, (4.19) ve (4.22) e³itliklerindeki a2 ve a3 ifadeleri spacelike dairesel

yüzeyin denkleminde yerine yaz�l�rsa, taban e§risi asli normal vektörü spacelike olan

spacelike bir e§ri taraf�ndan üretilen spacelike roller coaster yüzeylerin parametrik

denklemi

R(t, θ) = M(t) + r(cos θe+ sin θ(coshϕn− sinhϕb)) (4.23)
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biçiminde elde edilir (Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016).

�imdi, asli normal vektörü spacelike olan spacelike bir e§ri taraf�ndan üretilen space-

like roller coaster yüzeylerin baz� geometrik özeliklerine de§inelim.

Tan�m 4.1.1. (Spacelike roller coaster yüzeyin striksiyon e§risi) (4.23) ile

tan�ml� bir R(t, θ) spacelike roller coaster yüzeyi üzerindeki

δ(t) = M(t) + r(cos θ(t) e(t) + sin θ(t)(coshϕ(t)n(t)− sinhϕ(t) b(t)))

a³a§�daki ³art� sa§l�yorsa bir striksiyon e§risi olarak adland�r�l�r:

〈δ′(t), cos θ(t) e(t) + sin θ(t)(coshϕ(t)n(t)− sinhϕ(t) b(t))〉L = 0

Böylece, e§rinin striksiyon e§risi olabilmesi için

cos θ0 = 0

olmal�d�r.

Teorem 4.1.1. (4.23) ile tan�ml� R spacelike roller coaster yüzeyinin R(t0, θ0) nok-

tas�nda singüler olmas� için gerek ve yeter ³art

θ0 = ±π/2 veya ϕ = ln

(
1±
√

1 + r2κ2

r2κ2

)
olmas�d�r.

�spat. R spacelike roller coaster yüzeyinin (t0, θ0) noktas�nda singüler noktas�n�n

olmas� için

‖Rt ×L Rθ‖L (t0, θ0) = 0

olmal�d�r. O halde,

‖Rt ×L Rθ‖L (t0, θ0) = r cos θ0(r
2κ2 sinh2 ϕ(t0)− 1)

1
2

= 0

sa§lanmal�d�r. Bu ise ispat� tamamlar.
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O halde a³a§�daki sonuç kolayca elde edilir.

Sonuç 4.1.1. Spacelike roller coaster yüzeyin singüler noktalar� ile R(t,±θ/2) strik-

siyon e§rileri çak�³�r.

Teorem 4.1.2. (4.23) ile tan�ml� spacelike roller coaster yüzey için a³a§�dakiler

gerçeklenir.

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir:

λ1 =
−κ sinhϕ

(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)
1
2

λ2 = −r
2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ

(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)
3
2 cos θ

(4.24)

2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi verilir:

K = −κ sinhϕ(r2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ)

(−1 + r2κ2 sinh 2ϕ)2 cos θ
(4.25)

H =
2r2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ)

2(−1 + r2κ2 sin2 ϕ)
3
2 cos θ

(4.26)

3. Flat spacelike roller coaster yüzeyler düzlemlerin alt kümesidir.

4. Minimal spacelike roller coaster yüzeyler düzlemlerin alt kümesidir.

Burada −1 + r2κ2 sinh2 ϕ > 0 ³eklindedir (Abdel-Baky ve Ünlütürk 2016).

�spat. (4.23) ile tan�ml� spacelike roller coaster yüzeyinin Gauss ve ortalama e§ri-

liklerini hesaplamak için öncelikle temel form katsay�lar�n� elde edelim. Yüzeyin, t

ve θ parametrelerine göre k�smi türevleri al�narak ve ϕ′ = τ oldu§u kullan�larak

Rt = (1− rκ sin θ coshϕ)e+ (rκ cos θ)n

Rθ = −r sin θe+ r cos θ coshϕn− r cos θ sinhϕb
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elde edilir. Böylece, yüzeyin birinci temel form katsay�lar� ³u ³ekilde hesaplan�r:

E = 〈Rt, Rt〉L = r2κ2 cos2 θ + (1− rκ sin θ coshϕ)2 (4.27)

F = 〈Rt, Rθ〉L = −r sin θ + r2κ coshϕ

G = 〈Rθ, Rθ〉L = r2

Di§er yandan, birinci mertebeden k�smi türevler kullan�larak

Rt ×L Rθ = r cos θ(rκ cos θ sinhϕe− (1− rκ sin θ coshϕ) sinhϕn

+(coshϕ− rκ sin θ sinh2 ϕ)b)
(4.28)

ve

‖Rt ×L Rθ‖L = r cos θ(r2κ2 sinh2 ϕ− 1)
1
2 (4.29)

bulunur. Bu durumda, yüzeyin birim normali v(t, θ) ³u ³ekilde hesaplan�r:

v(t, θ) =
Rt ×L Rθ

‖Rt ×L Rθ‖L
= (−rκ cos θ sinhϕe+ (1− rκ sin θ coshϕ) sinhϕn

+(coshϕ+ rκ sin θ sinh2 ϕ)b)(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)−
1
2 (4.30)

Ayr�ca, Rtt, Rtθ, Rθθ k�smi türevleri ³u ³ekilde hesaplan�r:

Rtt = (−rκ′ sin θ coshϕ+ τrκ sin θ sinhϕ− rκ2 cos θ)e

+(κ− rκ2 sin θ coshϕ+ rκ′ cos θ)n+ (rτκ cos θ)b

Rtθ = −rκ cos θ coshϕe− rκ sin θn (4.31)

Rθθ = −r cos θe− r sin θ coshϕn+ r sin θ sinhϕb

Bu durumda, yüzeyin ikinci temel form katsay�lar� a³a§�daki gibi bulunur:

e = [−κ sinhϕ+ r(κ(κ sin θ sinh 2ϕ− cos θ coshϕτ)− κ′ cos θ sinhϕ

−r2κ3 sinhϕ(cos2 θ + sin2 θ cosh2 ϕ)][−1 + r2κ2 sinh2 ϕ]−
1
2

f = [rκ sinhϕ(rκ coshϕ− sin θ)][−1 + r2κ2 sinh2 ϕ]−
1
2 (4.32)

g = [−r2κ sinhϕ][−1 + r2κ2 sinh2 ϕ]−
1
2

Böylece yukar�daki hesaplamalar kullan�larak, K Gauss e§rili§i

K = − eg − f 2

EG− F 2

= −κ sinhϕ(r2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ)

(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)2 cos θ
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biçiminde, H ortalama e§rili§i de

H = −1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

=
2r2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ)

2(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)
3
2 cos θ

biçiminde bulunur. Dolay�s�yla (2) ispatlanm�³ olur.

Roller coaster yüzeyde üreten çemberler e§rilik çizgisi oldu§undan asli e§riliklerden

biri,

λ1 =
g

G
=

[−r2κ sinhϕ][−1 + r2κ2 sinh2 ϕ]−
1
2

r2
=

−κ sinhϕ

(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)
1
2

olup,

K = λ1.λ2

e³itli§i kullan�larak,

λ2 = −r
2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ

(−1 + r2κ2 sinh2 ϕ)
3
2 cos θ

bulunur. O halde (1) ispatlanm�³ olur.

�imdi (3)'ü ispatlayal�m. R spacelike roller coaster yüzeyinin bir �at yüzey olmas�

için gerek ve yeter ³art,

K̃(s, θ) = κ sinhϕ(r2κ3 sinh3 ϕ cos θ + κ(sinhϕ cos θ + rτ coshϕ) + rκ′ sinhϕ ≡ 0

olmas�d�r. K̃(s, θ) + (∂2/∂θ2)K̃(s, θ) = 0 e³itli§iyle, kτ coshϕ + k′ sinhϕ = 0 elde

edilir. Bu ise, κ′ ≡ τ ≡ 0 olmas� demektir. Böylece τ ≡ 0 olup ispat tamamlan�r.

Yani bir �at spacelike roller coaster yüzeyler düzlemin bir parças�d�r.

(4) de benzer yöntemle ispatlan�r.

(4.23) ifadesine benzer olarak, timelike asli normal vektöre sahip olan bir spacelike

e§ri taraf�ndan üretilen spacelike roller coaster yüzeyin parametrik denklemi

R(t, θ) = M(t) + r cos θe(t) + r sin θ(− sinhϕn(t) + coshϕb(t)) (4.33)
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biçimindedir. Yukar�da elde edilen tüm sonuçlar, bu tip yüzeyler için de kolayca

bulunabilir.

4.2 Timelike Dairesel Yüzeyler ve Baz� Geometrik Uygulamalar�

Bu k�s�mda, R3
1 Lorentz-Minkowski uzay�nda timelike dairesel yüzeyler ve timelike

roller coaster yüzeylerin parametrik denklemleri verilecek ve baz� geometrik özelikleri

incelenecektir.

Tan�m 4.2.1. Sabit yar�çapl� bir timelike dairesel yüzey, timelike çemberlerin düzgün,

bir parametreli ailesi olarak tan�mlan�r. Di§er bir deyi³le, timelike dairesel yüzey

regüler bir e§ri boyunca timelike çemberlerin hareketiyle olu³turdu§u yüzeydir.

Bu e§riyiM ile e§rinin te§et vektörünü de e = M ′ ile gösterelim. a1 vektörü, timelike

çember düzleminin spacelike birim normal vektörü olsun. M e§risi boyunca a1 vek-

törünü göz önüne alarak, bir timelike dairesel yüzeyi bu e§ri ve vektörü kullanarak

olu³turabiliriz. u, a1(u) ∈ S2
1 e§risinin yay uzunlu§u parametresi ve a2(u) vektörü

de a1(u) e§risinin birim te§et vektörü olsun. O halde, iki durum söz konusudur:

1. durum. a2(u) timelike bir vektör olsun. O halde, a3 = a1 ×L a2 spacelike

vektörünü tan�mlayabiliriz. Böylece, a1, a2, a3 a³a§�daki ³artlar� sa§layan ortonormal

bir çat� olu³turur.

a1 ×L a2 = a3, a2 ×L a3 = a1, a1 ×L a3 = a2 (4.34)

O halde, ortonormal çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
a′1

a′2

a′3

 =


0 1 0

1 0 β

0 β 0



a1

a2

a3

 (4.35)

Burada β, a1(u) e§risinin geodezik e§rili§i olarak adland�r�l�r. Elde edilen bu çat�

kullan�larak, M ′(u) te§et vektörü,

M ′ = α(u)a1(u) + σ(u)a2(u) + µ(u)a3(u) (4.36)
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biçiminde ifade edilebilir. Burada, α = α(u), σ = σ(u), µ = µ(u) fonksiyonlar�,

M ′ te§et vektörünün koordinat fonksiyonlar�d�r. {a2, a3} vektör cümlesi, M taban

e§risinin her noktas�na kar³�l�k gelen çember düzlemi için bir pseudo-ortonormal baz

olu³turur. O halde, timelike dairesel yüzeyin parametrik denklemi

P (u, θ) = M(u) + r(sinh θa2(u) + cosh θa3(u)), (4.37)

ile verilir.

θ 7→M(u) + r(sinh θa2(u) + cosh θa3(u))

standart çemberleri, dairesel yüzeyin üreten çemberleri olarak adland�r�l�r.

�imdi (4.37) ile tan�ml� timelike dairesel yüzeylerin geometrik özeliklerini inceleye-

lim. u ve θ parametrelerine göre k�smi türev al�narak

Pθ = r(cosh θa2 + sinh θa3)

Pu = (r sinh θ + α)a1 + σa2 + µa3 + βPθ
(4.38)

elde edilir. O halde, yüzeyin birinci temel form katsay�lar� ³u ³ekilde verilir:

E = ((r sinh θ + α)2 − r2β2 − σ2 + µ2 + 2rβ(µ sinh θ − σ cosh θ)

F = r(−rγ − σ cosh θ + µ sinh θ) (4.39)

G = −r2

Böylece, yüzeyin spacelike birim normal vektörü regüler noktalar için a³a§�daki gibi

elde edilir:

N(u, θ) =
Pu ×L Pθ
‖Pu ×L Pθ‖L

=
(σ sinh θ − µ cosh θ)a1 − (r sinh θ + α)(sinh θa2 + cosh θa3)√

(r sinh θ + α)2 + (σ sinh θ − µ cosh θ)2
(4.40)

Di§er yandan, timelike dairesel yüzeyin ikinci mertebeden k�smi türevleri

Pθθ = r(sinh θa2 + cosh θa3)

Puθ = r(cosh θa1 + β sinh θa2 + β cosh θa3) (4.41)

Puu = (α
′
+ σ)a1 + (σ′ + r sinh θ + α + µβ)a2

+(µ′ + σβ)a3 + β′Pθ + βPθu
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biçiminde olup, (4.40) denklemi kullan�larak yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�

³u ³ekilde verilir:

e =
1√

(r sinh θ + α)2 + (σ sinh θ − µ cosh θ)2

×
[
(α

′
+ σ + βr cosh θ)(σ sinh θ − µ cosh θ)

+(r sinh θ + α)(−α sinh θ − r sinh2 θ − σ′ sinh θ + µ′ cosh θ

+β(−µ sinh θ + σ cosh θ) + β2r)

]
f =

r cosh θ(σ sinh θ − µ cosh θ) + βr(r sinh θ + α)√
(r sinh θ + α)2 + (σ sinh θ − µ cosh θ)2

(4.42)

g =
r(r sinh θ + α)√

(r sinh θ + α)2 + (σ sinh θ − µ cosh θ)2

O halde, K ve H Gauss e§rili§i ile ortalama e§rili§i s�ras�yla a³a§�daki ³ekilde hesap-

lan�r:

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
1

r((σ sinh θ − µ cosh θ)2 + (α + r sinh θ)2)2

{
r cosh θ(σ sinh θ − µ cosh θ)

× [cosh θ(σ sinh θ − µ cosh θ) + β(α + r sinh θ)]− (α + r sinh θ)

×
[
(α′ + σ)(σ sinh θ − µ cosh θ) + (α + r sinh θ)(−α sinh θ − r sinh2 θ

−α′ sinh θ + µ′ cosh θ + β(−µ sinh θ + σ cosh θ)
)]}

,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

=
1

2r((σ sinh θ − µ cosh θ)2 + (α + r sinh θ)2)3/2

{
r(σ sinh θ − µ cosh θ)

×
[
α′ + σ − βr(cosh θ + sinh θ) + 2 cosh θ(−σ cosh θ + µ sinh θ)− βα

]
−(α + r sinh θ)

[
(α + r sinh θ)(α + 2r sinh θ)− r(−σ′ sinh θ + µ′ cosh θ)

+r(−σ2 + µ2)

]}
.
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4.2.1 Timelike dairesel yüzeylerin striksiyon e§rileri

Bir P (u, θ) timelike dairesel yüzeyi üzerinde

δ(u) = M(u) + r(sinh θa2(s) + cosh θa3(s)) (4.43)

e§risi için a³a§�daki ³art sa§lan�yorsa bu e§riye bir striksiyon e§risi ad� verilir:

〈δ′(u), (sinh θa2(u) + cosh θa3(u))〉L = 0 (4.44)

Böylece, gerekli i³lemlerden sonra kolayca görülebilir ki timelike dairesel yüzey üz-

erindeki δ e§risinin striksiyon e§risi olmas� için

−σ sinh θ + µ cosh θ = 0 (4.45)

sa§lanmal�d�r. E§er bir timelike dairesel yüzey için

〈a2,M ′〉L = 〈a3,M ′〉L = 0 (4.46)

ifadesi sa§lan�yorsa bu durumda σ = µ = 0 elde edilir. O halde e(u) = a1(u) olur.

Buradan da, a2(u) = n(u), a3(u) = b(u) ve α(u) =
1

κ(u)
oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla,

striksiyon e§rileri spacelike taban e§risine sahip bir timelike tüp yüzeyi olu³turur.

Bu durumda bir timelike dairesel yüzey için 〈a2,M ′〉 6= 0 veya 〈a3,M ′〉 6= 0 ³art�

sa§lan�yorsa, bu yüzey bir timelike tüp yüzeyi olamaz.

4.2.2 Timelike dairesel yüzeylerin yerel singülerlikleri

�imdi, timelike dairesel yüzeylerin singülerliklerini inceleyece§iz. (4.40) denklemin-

den kolayca görülebilir ki bir P timelike dairesel yüzeyinin (u0, θ0)'da bir singüler

noktas�n�n olmas� için gerek ve yeter ³art

‖Pu ×L Pθ‖L (u0, θ0) =
√

(r sinh θ0 + α(u0))2 + (σ(u0) sinh θ0 − µ(u0) cosh θ0)2 = 0

olmas�d�r. Buradan, P timelike dairesel yüzeyinin (u0, θ0)'da singüler olmas� için

r sinh θ0 + α(u0) = 0, (4.47)

σ(u0) sinh θ0 − µ(u0) cosh θ0 = 0 (4.48)
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ifadeleri sa§lanmal�d�r. Bu durumda, sinh θ0 = −α(u0)
r

elde edilir. Dolay�s�yla a³a§�-

daki durumlar söz konusudur:

(1) α(u0) = 0 olsun. O halde, θ0 = 0 olup (4.48) e³itli§inden µ(u0) = 0 elde edilir.

Böylece, M ′(u0) = σ(u0)a2(u0) bulunur. Dolay�s�yla, P timelike dairesel yüzeyinin

singüler noktas� P (u0, 0) = M(u0)+ra2(u0) ile verilir. Özel olarak σ(u0) = 0 olursa,

M taban e§risi de u0 noktas�nda singüler noktaya sahiptir.

(2) α(u0) 6= 0 olsun. Bu durumda (4.48) e³itli§inde, sinh θ0 = −α(u0)
r

yaz�larak,
−σ(u0)α(u0)

r
= µ(u0) cosh θ0 elde edilir. O halde, iki alt durum söz konusudur:

(i) µ(u0) = 0 olsun. O halde, σ(u0) = 0 olur. Böylece, P timelike dairesel yüzeyi

µ(u0) = σ(u0) = 0 ve θ0 = sinh−1(−α(u0)
r

) ³artlar�n� sa§layan (u0, θ0) için bir singüler

noktaya sahiptir.

(ii) µ(u0) 6= 0 olsun. O halde, σ(u0) 6= 0 olur. Böylece, (4.47) e³itli§inden θ0 =

cosh−1(σ(u0)α(u0)
µ(u0)r

) oldu§u görülür. Di§er taraftan, θ0 = sinh−1(−α(u0)
r

) oldu§u bilindi§i

için, hiperbolik sinüs ve hiperbolik kosinüs fonksiyonunun tan�mlar� kullan�larak,

θ0 = ln

(
−α(u0)(µ(u0) + σ(u0))

rµ(u0)

)
elde edilir. Ayr�ca, cosh2 θ0 − sinh2 θ0 = 1 oldu§undan, α2(u0)(σ

2(u0) − µ2(u0)) =

r2µ2(u0) bulunur. Böylece, P timelike dairesel yüzeyi α2(u0)(σ
2(u0) − µ2(u0)) =

r2µ2(u0) ve θ0 = ln
(
−α(u0)(µ(u0)+σ(u0))

rµ(u0)

)
³artlar�n� sa§layan (u0, θ0) noktas�nda bir

singüler noktaya sahiptir. Burada, −α(u0)(µ(u0)+σ(u0))
µ(u0)

> 0 d�r.

�imdi, yukar�da incelenen singülerlikler ile ilgili örnekler verelim.

Örnek 4.2.1. α(u) = u, σ(u) = 0, µ(u) = 0 seçelim. O halde, M ′(u) = ua1(u) olur.

a1(u) = (sinhu, 0, coshu) spacelike vektörünü seçersek,

a2(u) = (coshu, 0, sinhu)

a3(u) = (0,−1, 0)
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elde edilir. Böylece, M ′
1(u) = u a1(u) = (u sinhu, 0, u coshu) bulunur. Bu ifadeden

integral al�narak, taban e§risi

M1(u) = (u coshu− sinhu, 0, u sinhu− coshu)

olarak elde edilir. Burada integral sabitleri 0 olarak seçilmi³tir. Aç�kça görülür ki

M1(u) e§risi u0 = 0 noktas�nda singüler noktaya sahiptir. Böylece, M1(u) taban

e§risine sahip P1 timelike dairesel yüzeyi

P1(u, θ) = (u coshu−sinhu+r sinh θ coshu, r cosh θ, u sinhu−coshu+r sinh θ sinhu)

biçimindedir. Durum (1)'den, P1 timelike dairesel yüzeyinin (u0, θ0) = (0, 0)'da

singüler noktas� oldu§u görülebilir. r = 1 için, yüzeyin gra�§i ³ekil 4.1'de verilmi³tir.

�ekil 4.1 (u0, θ0) = (0, 0)'da singülerli§e sahip P1 timelike dairesel yüzeyi ve bu

yüzeyin u0 = 0 noktas�nda singülerli§e sahip M1 taban e§risi

�imdi, α(u) = u, σ(u) = 1, µ(u) = 0 seçelim. O halde, M ′
2(u) = ua1(u) + a2(u)

olur. Benzer hesaplamalarla,M2 taban e§risi taraf�ndan üretilen P2 timelike dairesel

yüzeyi

P2(u, θ) = (u coshu+ r sinh θ coshu, r cosh θ, u sinhu+ r sinh θ sinhu)

³eklinde elde edilir. Durum (1) gere§i, P2(u, θ) timelike dairesel yüzeyinin (u0, θ0) =

(0, 0) noktas�nda singüler noktas� oldu§u görülebilir. Ancak, M2 taban e§risinin

u0 = 0'da singüler noktas� yoktur. r = 1 için, yüzeyin gra�§i ³ekil 4.2'de verilmi³tir.
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�ekil 4.2 (u0, θ0) = (0, 0) noktas�nda singülerli§e sahip P2 timelike dairesel yüzeyi

ve bu yüzeyin regüler M2 taban e§risi

Örnek 4.2.2. α(u) = −1, σ(u) =
√

2, µ(u) = 1 seçelim. O halde,M ′(u) = −a1(u)+
√

2a2(u) + a3(u) olur. a1(u), a2(u), a3(u) vektörleri Örnek 4.2.1'deki gibi seçilirse,

M ′(u) = (− sinhu+
√

2 coshu,−1,
√

2 sinhu− coshu)

elde edilir. Bu ifadenin integrali al�n�r ve integral sabitleri s�f�r seçilirse

M(u) = (− coshu+
√

2 sinhu,−u,− sinhu+
√

2 coshu)

elde edilir. O halde M(u) taban e§risi taraf�ndan üretilen P (u, θ) timelike dairesel

yüzeyi, r = 1 için

P (u, θ) = ((−1+sinh θ) coshu+
√

2 sinhu,−u−cosh θ, (−1+sinh θ) sinhu+
√

2 coshu)

³eklinde elde edilir. Kolayca görülebilir ki θ0 = ln(1 +
√

2) ve her u ∈ I için Durum

(2)(ii)'nin ³artlar� sa§lan�r. Dolay�s�yla, P (u, θ) timelike dairesel yüzeyi

δ(u) = P (u, θ0) = (
√

2 sinhu,−u−
√

2,
√

2 coshu)

striksiyon e§risinin tüm noktalar�nda singülerliklere sahiptir. P yüzeyi ve M taban

e§risinin gra�kleri ³ekil 4.3'de verilmi³tir.
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�ekil 4.3 δ striksiyon e§risi (k�rm�z�) boyunca singülerli§e sahip olan P timelike

dairesel yüzeyi ve M taban e§risi (mavi)

4.2.3 Timelike roller coaster yüzeyler

Bu k�s�mda, üreten çemberleri e§rilik çizgisi olan timelike dairesel yüzeyler ara³t�r�la-

cakt�r. Daha sonra, bu tip yüzeylerin özel bir s�n�f� olan timelike roller coaster

yüzeylerin parametrik denklemi elde edilip, geometrik özelikleri incelenecektir.

Regüler bir P (u, θ) timelike dairesel yüzeyinde üreten çemberlerin e§rilik çizgisi

olmas� için

Nθ = λ(θ)Pθ

olmal�d�r. Burada, λ(θ) diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Bu duruma denk

olarak, θ−parametre e§rilerinin e§rilik çizgisi olmas� için

Nθ ×L Pθ = 0 (4.49)

olmal�d�r. Gerekli i³lemler yap�l�p, P yüzeyinin regülerli§i kullan�larsa

rµ+ ασ cosh θ − αµ sinh θ (4.50)

elde edilir.
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Burada, üç durum söz konusudur:

(i) α = σ = µ = 0 olsun. Bu durumda, M ′ = 0 olup, taban e§risi sabit bir noktad�r.

Dolay�s�yla, timelike dairesel yüzey r yar�çapl� pseudo-küredir.

(ii) σ = µ = 0 ve α 6= 0 olsun. Bu durumda, M ′ = αa1 olup, taban e§risinin

te§et vektörü a1 vektörüne paraleldir. Yani, M ′ te§et vektörü her noktada çember

düzlemine diktir. O halde, dairesel yüzey spacelike taban e§risine sahip bir timelike

tüp yüzey olur.

(iii) α = µ = 0 ve σ 6= 0 olsun. Bu durumda, M ′ = σa2 olur. E§er σ sabit bir

fonksiyon ise, sabit bir M0 vektörü için

M = M0 + σa1

elde edilir. O halde,

‖P −M0‖2L = σ2 + r2

bulunur. Bu ise tüm çember noktalar�n
√
σ2 + r2 yar� çapl� bir pseudo-küre üzerinde

yatt�§�n� gösterir.

Di§er yandan, e§er σ sabit de§ilse, M timelike e§risi taraf�ndan üretilen timelike

dairesel yüzeye timelike roller coaster yüzey ad� verilir. �imdi, timelike roller

coaster yüzeylerin baz� geometrik özelliklerini verelim. M timelike taban e§risinin

yay uzunlu§u parametresi t olsun. Bu durumda, M timelike taban e§rinin Frenet

çat�s� a³a§�daki gibi elde edilir.

e(t) =
M ′(t)

‖M ′(t)‖
= a2, n(t) =

de
dt∥∥de
dt

∥∥ =
a1 + βa3√

1 + β2
(4.51)

b(t) = e(t)×L n(t) =
βa1 − a3√

1 + β2

Burada, −〈t, t〉 = 〈n, n〉 = 〈b, b〉 = 1 dir. Böylece,

cosϕ = − 1√
1 + β2

, sinϕ =
β√

1 + β2
,
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olmak üzere 
t

n

b

 =


0 1 0

− cosϕ 0 sinϕ

sinϕ 0 cosϕ



a1

a2

a3

 (4.52)

ba§�nt�lar� sa§lan�r. Frenet formüllerinden,

κ(t) =

√
1 + β2

σ
, τ(t) +

dϕ

dt
= 0,

dϕ

dt
=

dβ/du

σ(1 + β2)
(4.53)

(4.52) denklemindeki a2 ve a3 ifadeleri, (4.37) denkleminde yerine yaz�l�rsa, timelike

taban e§rili timelike roller coaster yüzeyin parametrik denklemi a³a§�daki gibi elde

edilir.

R(t, θ) = M(t) + r(sinh θe(t) + cosh θ[sinϕ(t)n(t) + cosϕ(t)b(t)] (4.54)

ile verilir. Burada, ϕ′(t) = τ(t) sa§lan�r.

Tan�m 4.2.2 (Timelike Roller coaster yüzeyin striksiyon e§risi). Bir R(t, θ)

timelike roller coaster yüzeyi üzerindeki

δ(t) = M(t) + r(sinh θe(t) + cosh θ[sinϕ(t)n(t) + cosϕ(t)b(t)]

e§risinin bir striksiyon e§risi olabilmesi için δ a³a§�daki ³art� sa§lamal�d�r.

〈δ′(t), (sinh θ(t)e(t) + cosh θ(t)[sinϕ(t)n(t) + cosϕ(t)b(t)])〉L = 0 (4.55)

Böylece, e§rinin striksiyon e§risi olabilmesi için

sinh θ0 = 0

olmal�d�r.

Teorem 4.2.1. R(t, θ) timelike roller coaster yüzeyininR(t0, θ0) noktas�nda singüler-

li§inin olmas� için gerek ve yeter ³art

θ0 = 0 (4.56)

olmas�d�r.
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�spat. R timelike roller coaster yüzeyinin (t0, θ0)'da singüler noktas�n�n olmas� için

‖Rt0 ×L Rθ0‖L = 0

olmal�d�r. O halde,

‖Rt0 ×L Rθ0‖L = r sinh θ0(r
2κ2 cos2 ϕ(t0) + 1)

1
2 = 0

bulunur. Böylece,

r sinh θ0 = 0

olur. r 6= 0 oldu§undan, timelike roller coaster yüzeyin (t0, θ0) noktas�nda singüler

noktas�n�n olmas� için

sinh θ0 = 0

sa§lanmal�d�r. O halde ispat tamamlan�r.

Sonuç 4.2.1. Timelike roller coaster yüzeyin singüler noktalar�n�n geometrik yeri

ile striksiyon e§risi çak�³�r.

Teorem 4.2.2. Bir R(t, θ) regüler timelike roller coaster yüzeyi için a³a§�dakiler

sa§lan�r.

1. λ1 ve λ2 asli e§rilikleri a³a§�daki gibi verilir;

λ1 =
−κ cosϕ

(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
1
2

,

λ2 =
rκ′ cosϕ− r2κ3 sinh θ cos3 ϕ− κ(cosϕ sinh θ + rτ sinϕ)

(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
3
2 sinh θ

.

(4.57)

2. K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i a³a§�daki gibidir;

K =
κ cosϕ[r2κ3 cos3 ϕ sinh θ + κ(cosϕ sinh θ + rτ sinϕ)− rκ′ cosϕ]

(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)2 sinh θ
, (4.58)

H = −{2r
2κ3 cos3 ϕ sinh θ + κ(2 cosϕ sinhθ + rτ sinϕ)− rκ′ cosϕ}

2(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
3
2 sinh θ

. (4.59)

3. Flat timelike roller coaster yüzeyler timelike düzlemlerin alt kümesidir.

4. Minimal timelike roller coaster yüzeyler timelike düzlemlerin alt kümesidir.
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�spat. R(t, θ) timelike roller coaster yüzeyinin birinci mertebeden k�smi türevleri

Rθ = r cosh θe+ r(sinϕn+ cosϕb) sinh θ,

Rt = (1 + rκ cosh θ sinϕ)e+ rκ sinh θn

elde edilir. Bu durumda yüzeyin birinci temel form katsay�lar�

E = −(1 + rκ cosh θ sinϕ)2 + r2κ2 sinh2 θ,

F = −r(rκ sinϕ+ cosh θ), (4.60)

G = −r2

biçiminde elde edilir. Di§er yandan

Rt ×Rθ(t, θ) = r sinh θ(−rκ sinh θ cosϕe+ (1 + rκ cosh θ sinϕ) cosϕn

+(sinϕ− rκ cosh θ cos2 ϕ)b) (4.61)

olup, buradan

‖Rt ×Rθ‖L = r sinh θ(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
1
2 (4.62)

bulunur. Bu durumda, yüzeyin birim normali v(t, θ) ³u ³ekilde hesaplan�r:

v(t, θ) =
Rt ×L Rθ

‖Rt ×L Rθ‖L
= r sinh θ(−rκ sinh θ cosϕ e+ (1 + rκ cosh θ sinϕ) cosϕn

+(sinϕ− rκ cosh θ cos2 ϕ) b)(1 + r2κ2 cos2 ϕ)−
1
2 . (4.63)

Ayr�ca, yüzeyin ikinci mertebeden k�smi türevleri

Rtt = (rκ′ cosh θ sinϕ+ τrκ cosh θ cosϕ− rκ2 sinh θ)e

+(κ+ rκ2 cosh θ sinϕ+ rκ′ sinh θ)n+ (rτκ sinh θ)b

Rtθ = rκ sinh θ sinϕe+ rκ cosh θn

Rθθ = r sinh θe+ r cosh θ sinϕn+ r cosh θ cosϕb

biçiminde bulunur. O halde yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�

e =
1√

r2κ2 cos2 ϕ+ 1
{−κ cosϕ+ r(−κ2 cosh θ sin 2ϕ+ τκ sinh θ sinϕ)

−rκ′ sinh θ coshϕ+ r2κ3(sinh2 θ − cosh2 θ sin2 ϕ) cosϕ}

f =
−rκ(rκ sinϕ+ cosh θ) cosϕ√

r2κ2 cos2 ϕ+ 1
(4.64)

g =
−r2κ cosϕ√
r2κ2 cos2 ϕ+ 1
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olarak hesaplan�r. Böylece K Gauss e§rili§i ve H ortalama e§rili§i, s�ras�yla, a³a§�-

daki gibi elde edilir;

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
κ cosϕ[r2κ3 cos3 ϕ sinh θ + κ(cosϕ sinh θ + rτ sinϕ)− rκ′ cosϕ]

(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)2 sinh θ
,

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2

= −{2r
2κ3 cos3 ϕ sinh θ + κ(2 cosϕ sinhθ + rτ sinϕ)− rκ′ cosϕ}

2(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
3
2 sinh θ

.

Böylece (1) ve (2) ispatlanm�³ olur.

Timelike roller coaster yüzeyin asli e§rilikleri λ1,2 = H ±
√
H2 −K e³itli§i kul-

lan�larak bulunabilir. Yukar�da verilen K ve H formülleri kullan�larak da bu de§er-

ler

λ1 =
−fF + gE

EG− F 2
, λ2 =

eG− fF
EG− F 2

ifadelerine dönü³ür. O halde birinci ve ikinci temel form katsay�lar� yerine yaz�larak

kolayca gösterilebilir ki

λ1 =
−κ cosϕ

(1 + r2κ2 cos2 ϕ)
1
2

ve

λ2 =
rκ′ cosϕ− r2κ3 sinh θ cos3 ϕ− κ(cosϕ sinh θ + rτ sinϕ)

(r2κ2 cos2 ϕ+ 1)
3
2 sinh θ

olur. Bu da (1)'i ispatlar.

�imdi (3)'ü ispatlayal�m. R timelike roller coaster yüzeyinin bir �at yüzey olmas�

için,

K̃(t, θ) = κ cosϕ[r2κ3 cos3 ϕ sinh θ + κ(cosϕ sinh θ + rτ sinϕ)− rκ′ cosϕ ≡ 0

olmal�d�r. Bu durumda, K̃(t, θ) + (∂2/∂θ2)K̃(t, θ) = 0 oldu§undan, κτ coshϕ +

κ′ sinhϕ = 0 elde edilir. Bu ise, κ′ ≡ τ ≡ 0 olmas� demektir. Böylece, timelike roller

coaster yüzey bir timelike düzlem parças� olur. (4) de benzer yöntemle H ≡ 0 ³art�

kullan�larak ispatlan�r.
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2. durum. a2 spacelike bir vektör olsun. O halde, a3 = a1 ×L a2 timelike vektörü

tan�mlanabilir. Böylece, {a1, a2, a3} cümlesi a³a§�daki ³artlar� sa§layan bir pseudo-

ortonormal çat� olu³turur.

a1 ×L a2 = a3

a2 ×L a3 = −a1

a1 ×L a3 = a2

O halde, bu çat�n�n türev formülleri a³a§�daki gibi verilir:
a′1

a′2

a′3

 =


0 1 0

−1 0 β

0 β 0



a1

a2

a3


Burada β, a1 e§risinin geodezik e§rili§idir.

M e§risinin M ′(u) te§et vektörü, yukar�da elde edilen çat� kullan�larak

M ′(u) = α(u)a1(u) + σ(u)a2(u) + µ(u)a3(u)

biçiminde ifade edilebilir. Burada, α = α(u), σ = σ(u), µ = µ(u), M ′ te§et vek-

törünün koordinat fonksiyonlar�d�r. a2 ve a3 vektörleri, M taban e§risinin her nok-

tas�nda çember düzlemi için bir pseudo-ortonormal baz olu³turur. O halde, timelike

dairesel yüzeyin parametrik denklemi

P (u, θ) = M(u) + r(cosh θa2(u) + sinh θa3(u)) (4.65)

biçiminde elde edilir. Bu ³ekilde verilen bir timelike dairesel yüzeyin geometrik

özelikleri 1. durumdakine benzer olarak bulunabilir.

Ayr�ca benzer hesaplamalar ile spacelike taban e§risi taraf�ndan üretilen timelike

roller coaster yüzeyin parametrik ifadesi a³a§�daki gibi verilir:

R(t, θ) =

 M(t) + r cosh θ e+ r sinh θ(− sinhϕn+ coshϕ b), εb = −1 ise

M(t) + r cosh θ e+ r sinh θ(coshϕn− sinhϕ b), εb = 1 ise
(4.66)

Burada, ϕ′(t) = −τ(t) ve εb = 〈b, b〉L'dir. 1. duruma benzer ³ekilde, spacelike taban

e§rili timelike roller coaster yüzeylerin de geometrik özelikleri verilebilir.
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4.3 Spacelike ve Timelike Dairesel Yüzeylerin Bölünmü³ Kuaterniyonik

Gösterimi

Bu k�s�mda 3-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay�nda dairesel yüzeyler ve roller caster

yüzeylerin denklemleri bölünmü³ kuaterniyon çarp�mlar� ve homotetik hareketler

cinsinden yeniden elde edilecektir.

Öncelikle spacelike dairesel yüzeyler ve spacelike roller coaster yüzeylerin bölünmü³

kuaterniyonlar ve homotetik hareketler cinsinden ifadelerini verelim.

Teorem 4.3.1. P(M,a2,a3,r)(u, θ) 3-boyutlu Lorentz uzay�nda (4.3) denklemiyle tan�m-

lanan spacelike dairesel yüzey olsun. O halde P spacelike dairesel yüzeyi,

(i) bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� yard�m�yla

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)qa1(u, θ) ∗L a2(u) (4.67)

(ii) homotetik hareket cinsinden

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)Ma1(u, θ)a2(u) (4.68)

³eklinde verilir. Burada, qa1(u, θ) = cos θ + sin θa1 timelike vektör k�sma sahip bir

timelike bölünmü³ kuaterniyondur. Ayr�ca, Ma1 , qa1(u, θ) timelike birim bölünmü³

kuaterniyonuna kar³�l�k gelen matris gösterimidir.

�spat. P(M,a2,a3,r)(u, θ) 3-boyutlu Lorentz uzay�nda (4.3) denklemiyle tan�mlanan

spacelike dairesel yüzey olsun. E§er, qa1(u, θ) = cos θ+sin θa1(u) timelike bölünmü³

kuaterniyonu ve a2(u) pür bölünmü³ kuaterniyonuna bölünmü³ kuaterniyon çarp�m�

uygulan�rsa

qa1(u, θ) ∗L a2(u) = cos θa2(u) + sin θa3(u)

elde edilir. Son e³itlik, (4.3) ifadesinde yerine yaz�l�rsa (4.67) denklemine ula³�l�r.

100



Di§er taraftan M(u), r(u), Ma1 s�ras�yla öteleme vektörü, homotetik skalar ve ho-

motetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (4.68) e³itli§i homotetik hareket

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

Teorem 4.3.2. Üç boyutlu Minkowski uzay�nda Frenet çat�s� {e, n, b} olan birim

h�zl� bir M(t) spacelike e§risi verilsin. R(t, θ) ise M(t) taban e§risi taraf�ndan

üretilen spacelike roller coaster yüzey olsun. qD1(t, θ) = cos θ + sin θD1(t) ya da

qD2(t, θ) = cos θ + sin θD2(t) birim bölünmü³ kuaterniyonlar� verilsin. Bu durumda

R(t, θ) spacelike roller coaster yüzeyinin denklemi

(i) qD1(t, θ)× e(t) ya da qD2(t, θ)× e(t) bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� ile

R(t, θ) = M(t) + rqD1(t, θ) ∗L e(t), εb = −1 ise

R(t, θ) = M(t) + rqD2(t, θ) ∗L e(t), εb = 1 ise

(ii) homotetik hareket cinsinden

R(t, θ) = M(t) + rMD1e(t), εb = −1 ise

R(t, θ) = M(t) + rMD2e(t), εb = 1 ise

biçiminde ifade edilir. Burada, D1(t, θ) = − sinh(
∫
τ(t)dt)n(t) − cosh(

∫
τ(t)dt)b(t)

ve D2(t, θ) = − cosh(
∫
τ(t)dt)n(t) − sinh(

∫
τ(t)dt)b(t) ile tan�ml�d�r. Ayr�ca MD1

ve MD2 ise s�ras�yla qD1(t, θ) ve qD2(t, θ) birim bölünmü³ kuaterniyonlar�na kar³�l�k

gelen matris gösterimleridir.

�spat. R(t, θ), M(t) spacelike birim h�zl� e§risi taraf�ndan olu³turulan bir spacelike

roller coaster yüzey olsun. O halde, yüzeyin denklemi

R(t, θ) =

 M(t) + r cos θe(t) + r sin θ(coshϕn(t)− sinhϕ b(t)), εb = −1 ise

M(t) + r cos θe(t) + r sin θ(− sinhϕn(t) + coshϕ b(t)), εb = 1 ise
(4.69)

ile verilir. Burada ϕ(t), M taban e§risinin τ(t) burulmas�n�n bir ilkel fonksiyo-

nudur. Ayr�ca, D1(t, θ) = − sinh(
∫
τ(t)dt)n(t) − cosh(

∫
τ(t)dt)b(t) ve D2(t, θ) =
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− cosh(
∫
τ(t)dt)n(t)− sinh(

∫
τ(t)dt)b(t) al�ns�n. qD1(s, θ) = cos θ + sin θD1(s),

qD2(s, θ) = cos θ + sin θD2(s) birim kuaterniyonu ve t(s) pure kuaterniyonuna

kuaterniyon çarp�m�n� uygulayarak,

qD1(s, θ) ∗L t(s) = cos θt(s) + sin θ(coshϕn(s)− sinhϕb(s))

qD2(s, θ) ∗L t(s) = cos θt(s) + sin θ(− sinhϕn(s) + coshϕb(s)

elde edilir. Son e³itlikler, (4.69) denklemlerinde yerine yaz�l�rsa istenen denklemler

elde edilir.

Di§er yandanM(s), r(s),MDi
(i = 1, 2) s�ras�yla dönü³üm vektörü, homotetik skalar

ve homotetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, istenilen e³itlikler ho-

motetik hareket olarak bulunur. Böylece ispat tamamlan�r.

Örnek 4.3.1.

M(t) =

(
5u

3
,
4

9
cos(

3u

4
),

4

9
sin(

3u

4
)

)
e³itli§i ile verilen birim h�zl� timelike e§rinin Frenet çat�s� a³a§�daki gibidir.

a1(u) = e(u) = (
5

3
,−4

3
sin(

3u

4
),

4

3
cos(

3u

4
))

a2(u) = n(u) = (0,− cos(
3u

4
),− sin(

3u

4
))

a3(u) = b(u) = (−4

3
,
5

3
sin(

3u

4
),−5

3
cos(

3u

4
))

qe(u, θ) = cos θ + sin θe(u) timelike birim kuaterniyonu kullan�larak,P(M,n,b,r)(u, θ)

dairesel yüzeyi

P(M,n,b,r)(u, θ) = M(u) + r(u)qe(u, θ) ∗L n(u)

³eklinde elde edilir. Bulunan bu denklemde r = 1 ve r = u
2
al�narak elde edilen

dairesel yüzeyler, s�ras�yla, ³ekil 4.4 ve ³ekil 4.5 ile gösterilmi³tir.
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�ekil 4.4 P(M,n,b,1) spacelike dairesel yüzeyi

�ekil 4.5 P(M,n,b,u/2) spacelike dairesel yüzeyi

Örnek 4.3.2. Birim h�zl� spacelikeM(t) = (cosh t, 0, sinh t) e§risi verilsin. O halde,

bu e§ri için Frenet çat�s� ³u ³ekilde hesaplan�r:

e(t) = (sinh t, 0, cosh t)

n(t) = (cosh t, 0, sinh t)

b(t) = (0, 1, 0)

κ(t) = 1, τ(t) = 0

Bu durumda b binormal vektörü spacelike bir vektördür. ϕ = −
∫
τdt = 0 seçilirse,

D2 = −n iken, qD2(t, θ) = cos θ + sin θD2(t) birim bölünmü³ kuaterniyonu kul-

lan�larak, spacelike roller coaster yüzey

R(t, θ) = M(t) + rqD2 ∗L e
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biçiminde elde edilir. r = 3 için spacelike roller coaster yüzey ³ekil 4.6 ile gösteril-

mi³tir.

�ekil 4.6 r = 3 için R(t, θ) spacelike roller coaster yüzeyi

�imdi timelike dairesel yüzeyler ve timelike roller coaster yüzeylerin kuaterniyonik

çarp�mlar ve homotetik hareketler cinsinden ifadeleri verilecektir.

Bu bölümdeki teoremlerin ispatlar� spacelike dairesel yüzeyler ve spacelike roller

coaster yüzeylerdeki teoremlerin ispatlar�na benzer ³ekilde verilebilir. Bu sebeple,

sadece teoremler ifade edilecektir.

Teorem 4.3.3. P(M,a2,a3,r)(u, θ) 3-boyutlu Lorentz uzay�nda (4.37) ya da (4.65)

denklemiyle tan�mlanan timelike dairesel yüzey olsun. O halde P timelike yüzeyi,

εa3 = 〈a3, a3〉L olmak üzere

(i) bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� ile

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)qa1(u, θ) ∗L a2(u), εa3 = −1 ise

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)qa1(u, θ) ∗L a3(u), εa3 = 1 ise

(ii) homotetik hareket cinsinden

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)Ma1a2(u), εa3 = −1 ise

P(M,a2,a3,r)(u, θ) = M(u) + r(u)Ma1a2(u), εa3 = 1 ise

104



biçiminde verilir. Burada, qa1(u, θ) = cosh θ + sinh θa1(u) spacelike vektör k�sma

sahip timelike birim bölünmü³ kuaterniyondur. Ayr�ca Ma1 , ise qa1(u, θ) timelike

birim bölünmü³ kuaterniyonuna kar³�l�k gelen matris gösterimidir.

Teorem 4.3.4. Üç boyutlu Lorentz uzay�nda Frenet çat�s� {e, n, b} olan birim h�zl�

bir M(t) e§risi verilsin. R(t, θ) ise M(t) taban e§risi taraf�ndan üretilen timelike

roller coaster yüzey olsun.

1. E§er M(t) taban e§risi spacelike bir e§riyse, qD1(t, θ) = cosh θ + sinh θD1(t)

veya qD2(t, θ) = cosh θ + sinh θD2(t) birim bölünmü³ kuaterniyonlar� kul-

lan�larak, R(t, θ) timelike roller coaster yüzeyi

(i) qD1(t, θ)× e ya da qD2(t, θ)× e bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� ile

R(t, θ) = M(t) + rqD1 ∗L e, εb = −1 ise

R(t, θ) = M(t) + rqD2 ∗L e, εb = 1 ise

(ii) homotetik hareket cinsinden

R(t, θ) = M(t) + rMD1e, εb = −1 ise

R(t, θ) = M(t) + rMD2e, εb = 1 ise

³eklinde verilir. Burada, D1(t, θ) = − cosh(
∫
τ(t)dt)n(t) − sinh(

∫
τ(t)dt)b(t)

ve D2(t, θ) = − sinh(
∫
τ(s)dt)n(t) − cosh(

∫
τ(t)dt)b(t) biçiminde tan�ml�d�r.

Ayr�ca MD1 ve MD2 s�ras�yla qD1(t, θ) ve qD2(t, θ) birim kuaterniyonlar�na

kar³�l�k gelen matris gösterimleridir.

2. E§erM(t) taban e§risi timelike bir e§riyse, qD(t, θ) = sinh θ+cosh θD(t) birim

kuaterniyonu kullan�larak, R(t, θ) timelike roller coaster yüzeyinin denklemi

(i) qD(t, θ) ∗L e bölünmü³ kuaterniyon çarp�m� ile

R(t, θ) = M(t) + rqD ∗L e

(ii) homotetik hareket cinsinden

R(t, θ) = M(t) + rMDe
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³eklinde verilir. Burada,D = − cos(
∫
τ(t)dst)n(t)−sin(

∫
τ(t)dt)b(t) biçiminde

tan�ml�d�r. Ayr�ca MD, qD(t, θ) birim bölünmü³ kuaterniyonuna kar³�l�k gelen

matris gösterimidir.

Örnek 4.3.3. M(u) = (M1(u),M2(u),M3(u)) bile³enleri a³a§�daki gibi olan bir

spacelike helis olsun (Ali 2010).

M1(u) =
e

u
6

√
35

M2(u) =
e

u
6

6

(
1√
35

cos

[√
35u

6

]
+ sin

[√
35u

6

])

M3(u) =
e

u
6

6

(
1√
35

sin

[√
35u

6

]
− cos

[√
35u

6

])
M e§risi boyunca Frenet çat�s� ³u ³ekilde elde edilir:

a1(u) = e(u) =
6√
35

(
1

6
, cos(

√
35

6
u), sin(

√
35

6
u)

)
a2(u) = n(u) = (0,− sinu, cosu)

a3(u) = b(u) =
1√
35

(
6, cos(

√
35

6
u), sin(

√
35

6
u)

)
Buradan, a3(s) vektörünün bir timelike vektör oldu§u görülür. qe = cosh θ+ sinh θe

birim bölünmü³ kuaterniyonu kullan�larak timelike dairesel yüzey

P (u, θ) = M(u) + r(u)qe(u, θ) ∗L n(u)

³eklinde ifade edilir. r = 1
2
için timelike dairesel yüzeyin gra�§i ³ekil 4.7 ile veril-

mi³tir.

�ekil 4.7 r = 1/2 için P (u, θ) timelike dairesel yüzeyi
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Örnek 4.3.4. M(t) = (0, cos t, sin t) birim h�zl� spacelike e§risi verilsin. Bu du-

rumda e§ri boyunca Frenet elemanlar�

e(t) = (0,− sin t, cos t) ,

n(t) = (0,− cos t,− sin t) ,

b(t) = (−1, 0, 0) ,

κ(t) = 1, τ(t) = 0.

biçiminde bulunur. O halde binormal vektör bir timelike vektördür. ϕ = −
∫
τdt =

ln 2 alal�m. D1 = −(5/4)n(t)−(3/4)b(t) olmak üzere, qD1∗Le bölünmü³ kuaterniyon

çarp�m� kullan�larak

R(t, θ) =
(
− 5

4
r sinh θ, cos t(1 +

3

4
r sinh θ)− r cosh θ sin t,

sin t(1 +
3

4
r sinh θ) + r cosh θ cos t

)
.

timelike roller coaster yüzeyi elde edilir. r = 2 için yüzeyin gra�§i ³ekil 4.8 ile

verilmi³tir.

�ekil 4.8 r = 2 için M spacelike taban e§rili R timelike roller coaster yüzeyi
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5. ÜÇ BOYUTLU ÖKL�D UZAYINDAGENELLE�T�R�LM�� DA�RE-

SEL YÜZEYLER

Tezin bu k�sm�nda genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyler incelenecektir. Bu kapsamda, ilk

olarak genelle³tirilmi³ dairesel yüzeylerin tan�m� verilecek, sonras�nda bu yüzeylere

dair baz� geometrik özelikler incelenecektir. Genelle³tirilmi³ tüp yüzeyleri özel bir

genelle³tirilmi³ dairesel yüzeydir. Bu tip kanal (tüp) yüzeyleri ile ilgili çal�³malar

yap�lm�³t�r (Gross 1997, Do§an 2012, Gök 2017) Daha sonra, genelle³tirilmi³ dairesel

yüzeylerin kuaterniyonik gösterimleri verilecek ve bu yüzeyler üzerindeki parametre

e§rilerinin baz� özel e§riler olma durumlar� ile ilgili karakterizasyonlar elde edilecek-

tir.

5.1 Öklid Uzayda Genelle³tirilmi³ Dairesel Yüzeyler ve Baz� Geometrik

Uygulamalar�

Tan�m 5.1.1. Bir genelle³tirilmi³ dairesel yüzey

P (s, θ) = P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(θ)(cos θa2(s) + sin θa3(s)) (5.1)

³eklinde tan�ml�

P : I ⊂ R× R/2πZ→ R3

dönü³ümüdür. Burada M,a2,a3 : I ⊂ R → R3 e§riler ve r(θ) ise θ parametresinin

bir fonksiyonudur. Ayr�ca, her s ∈ I için 〈a2,a2〉 = 〈a3,a3〉 = 1, 〈a2,a3〉 = 0 ³art-

lar� sa§lan�r. M e§risi genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin taban e§risi, r(θ) yar�çap

fonksiyonu, a2,a3 e§ri çifti ise genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyi olu³turan çat�,

θ →M(s)+r(θ)(cos θa2(s)+sin θa3(s)) standart çemberleri de genelle³tirilmi³ daire-

sel yüzeyi üreten çemberler olarak adland�r�lmaktad�r.

Tan�m 5.1.2 (Genelle³tirilmi³ Dairesel Yüzeyin Küresel Çat�s�). (5.1) denk-

leminde verilen genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyi üreten çemberleri içeren herbir düz-

lemin normali a1 vektörü olmak üzere, M taban e§risini a1 vektör alan�n�n Gauss

dönü³ümü alt�nda görüntüsü ile elde edilen küresel e§rinin s yay parametresi ile
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yeniden parametrelendirelim. Bu durumda

a2(s) = a′1(s) ve a3(s) = a1(s)× a2(s)

biçiminde tan�ml�d�r. O halde, a1(s) birim h�zl� bir e§ri oldu§undan ‖a2(s)‖ = 1

oldu§u aç�kt�r. Dolay�s�yla {a1, a2, a3} cümlesi M e§risi boyunca ortonormal bir

çat� olu³tururlar. Tan�mlanan bu çat�

〈a1, a1〉 = 〈a2, a2〉 = 〈a3, a3〉 = 1

〈a1, a2〉 = 〈a2, a3〉 = 〈a3, a1〉 = 0 (5.2)

a1 × a2 = a3, a3 × a1 = a2, a2 × a3 = a1

e³itliklerini ve a³a§�da verilen Frenet formüllerini gerçekler.
a′1

a′2

a′3

 =


0 1 0

−1 0 β

0 −β 0



a1

a2

a3

 (5.3)

Burada β, a1(s) e§risinin geodezik e§rili§idir. Elde edilen ortonormal çat� yard�m�yla,

M ′(s) te§et vektörü,

M ′ = α(s)a1(s) + σ(s)a2(s) + µ(s)a3(s) (5.4)

biçiminde ifade edilebilir.

O halde, (5.1) denklemi ile tan�ml� genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin (5.3) denklemi

ile verilen küresel çat�ya göre temel form katsay�lar�n� hesaplayal�m. P yüzeyinin s

ve θ parametrelerine göre k�smi türevleri s�ras�yla

Ps = (α− r cos θ)a1 + (σ − rβ sin θ)a2 + (µ+ rβ cos θ)a3

Pθ = (ṙ cos θ − r sin θ)a2 + (ṙ sin θ + r cos θ)a3

olup, x = ṙ sin θ + r cos θ ve y = r sin θ − ṙ cos θ al�n�rsa

Ps = (α− r cos θ)a1 + (σ − rβ sin θ)a2 + (µ+ rβ cos θ)a3

Pθ = −y(θ)a1(s) + x(θ)a3(s)
(5.5)
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elde edilir. Burada "˙" ile üstüne "·" konulan fonksiyonunun θ parametresine göre

türevi gösterilmektedir. O halde

Ps × Pθ = (σx+ µy − rṙβ)a1 + (r cos θ − α)(xa2 + ya3) (5.6)

bulunur. Buradan da

w = ‖Ps × Pθ‖ =
√

(σx+ µy − rṙβ)2 + (r cos θ − a)2(r2 + ṙ2) (5.7)

sonucuna ula³�l�r. Böylece, yüzeyin birim normali

N(s, θ) =
Ps × Pθ
‖Ps × Pθ‖

=
1

w

[
(σx+ µy − rṙβ)a1 + (r cos θ − α)(xa2 + ya3)

]
(5.8)

³eklinde verilir.

O halde, yüzeyin birinci temel form katsay�lar�

E = (α− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2

F = r(−σ sin θ + µ cos θ + rβ) + ṙ(σ cos θ + µ sin θ) = −σy + µx+ r2β (5.9)

G = x2 + y2 = r2 + ṙ2

biçimindedir. Di§er yandan, P (s, θ) genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyinin ikinci mer-

tebeden k�smi türevleri

Pss = (α′ − σ + rβ sin θ)a1

+(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)a2

+(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)a3 (5.10)

Pθθ = −ẏa2 + ẋa3 (5.11)

Psθ = ya1 + xβa2 − yβa3 (5.12)

biçiminde bulunur.

Böylece, yüzeyin ikinci temel form katsay�lar�

e =
1

w


(σx+ µy − rṙβ)(α′ − σ + rβ sin θ)

+x(r cos θ − α)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)

+y(r cos θ − α)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)

 , (5.13)
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f =
1

w

[
(σx+ µy − rṙβ)y − β(r cos θ − α)(r2 + ṙ2)

]
, (5.14)

g =
y2

w

d

dθ

(
x

y

)
(r cos θ − α) (5.15)

e³itlikleri ile ifade edilir.

Kolayca gösterilebilir ki (5.9), (5.13)�(5.15) e³itliklerinde r = sbt al�nd�§�nda, bu

e³itlikler (3.26), (3.28)�(3.30) denklemlerine dönü³ecektir.

O halde, (5.9), (5.13)�(5.15) e³itliklerinden faydalan�larak, K Gauss e§rili§i ile H

ortalama e§rili§i a³a§�daki gibi elde edilir.

K =
1

w2

{(
(σx+ µy − rṙβ)(α′ − σ + rβ sin θ)

+x(r cos θ − α)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)

+y(r cos θ − α)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ)

)
y2
d

dθ

(
x

y

)
(r cos θ − α)

− [(σx+ µy − rṙβ)y − β(r cos θ − α)(r2 + ṙ2)]
2

}
,

H =
1

2w3

{
(σx+ µy − rṙβ)[(r2 + ṙ2)(α′ − σ + rβ sin θ)

−2ṙy(σ cos θ + µ sin θ)− 2ry(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)]

+(r cos θ − α)[(r2 + ṙ2)(αx− rx cos θ + σ′x− rβ′x sin θ − µβx− rβ2x cos θ

+σβy − rβ2y sin θ + µ′y + rβ′y cos θ) + 2βr(r2 + r′2)(−σ sin θ + µ cos θ + rβ)

+2βṙ(r2 + r′2)(σ cos θ + µ sin θ) + y2 d
dθ

(x
y
)(α2 + σ2 + µ2 + r2 cos2 θ

+r2β2 − 2αr cos θ − 2σrβ sin θ + 2µrβ cos θ)]

}
.

Kolayca gösterilebilir ki, r sabit al�nd�§�nda

x = r cos θ

y = r sin θ

d

dθ

(
x

y

)
= − 1

sin2 θ

olup, elde edilen bu ifadeler K ve H de§erlerinde yerine yaz�l�rsa (3.31) ve (3.32)

denklemlerine ula³�l�r.

�imdi genelle³tirilmi³ dairesel yüzey örnekleri verelim.
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Örnek 5.1.1. M(u) = (
cosu√

2
,
sinu√

2
,
u√
2

) helis e§risini ele alal�m. Ayr�ca,

a1(u) = (0, cosu, sinu), a2(u) = (0,− sinu, cosu), a3(u) = (1, 0, 0)

seçelim. Bu durumda, taban e§risiM olan genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin parametrik

denklemi

P (u, θ) =

(
cosu√

2
+ r(θ) sin θ,

sinu√
2
− r(θ) cos θ sinu,

u√
2

+ r(θ) cos θ cosu

)
biçiminde elde edilir. P (u, θ) genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyinin gra�§i r = θ/4 ve

r = sin θ için s�ras�yla a³a§�da verilmi³tir.

�ekil 5.1 r = θ için elde edilen genelle³tirilmi³ dairesel yüzey

�ekil 5.2 r = sin θ için elde edilen genelle³tirilmi³ dairesel yüzey
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Tan�m 5.1.3. (Genelle³tirilmi³ Dairesel Yüzeyin Striksiyon E§risi) Bir

P (s, θ) genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyi üzerindeki

δ(s) = M(s) + r(θ)(cos θa2(s) + sin θa3(s)) (5.16)

e§risinin bir striksiyon e§risi olabilmesi için a³a§�daki ³art sa§lanmal�d�r.

〈δ′(s), (cos θa2(s) + sin θa3(s))〉 = 0 (5.17)

Gerekli i³lemler yap�ld�§�nda,

σ cos θ + µ sin θ = 0

oldu§u görülür.

M ′(s) = αa1 + σa2 + µa3 (5.18)

olmak üzere, genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyde

〈a2,M ′〉 = 〈a3,M ′〉 = 0,∀u ∈ I

³art� sa§lan�yorsa,

σ = µ = 0

elde edilir. Bu durumda

M ′ = αa1

olur. Yani {e, n, b, κ, τ}, M e§risinin Frenet elemanlar� olmak üzere a1 = e, a2 = n,

a3 = b ve α = 1
κ
elde edilir. O halde, striksiyon e§rileri bir genelle³tirilmi³ tüp yüzeyi

üzerindedir.

Teorem 5.1.1. P (s, θ) genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyinin (s0, θ0) noktas�nda singüler

noktalar�n�n olmas� için gerek ve yeter ³art

(r cos θ0 − α(s0))(r
2(θ0) + ṙ2(θ0)) = 0, (5.19)

σ(s0)x(θ0) + µ(s0)y(θ0)− r(θ0)ṙ(θ0)β(s0) = 0

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r.
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�spat. P (s, θ) dairesel yüzeyinin (s0, θ0) için singüler noktas�n�n olmas� için

‖Ps × Pθ‖ (s0, θ0) = 0

sa§lanmal�d�r. O halde,

‖Ps × Pθ‖ (s0, θ0) =
√

(σx+ µy − rṙβ)2 + (r cos θ − a)2(r2 + ṙ2) = 0

olur. Böylece,

(r cos θ0 − α(s0))(r
2(θ0) + ṙ2(θ0)) = 0,

σ(s0)x(θ0) + µ(s0)y(θ0)− r(θ0)ṙ(θ0)β(s0) = 0

elde edilir. Dolay�s�yla a³a§�daki durumlar söz konusudur:

(i) r(θ0) cos θ0 − α(s0) = 0 ve r2(θ0) + ṙ2(θ0) 6= 0 olsun. Bunu da üç alt durumda

inceleyelim.

(a) r(θ0) = 0 ve ṙ(θ0) 6= 0 olsun. O halde, α(s0) = 0 bulunur. Di§er yandan

x(θ0) = ṙ(s0) sin θ0 ve y(θ0) = −ṙ(θ0) cos θ0 elde edilir. Bulunan bu ifadeler (5.19)'de

ikinci denklemde yerine yaz�l�rsa

σ(s0) sin θ0 − µ(s0) cos θ0 = 0

ifadesine ula³�l�r.

(b) r(θ0) 6= 0 ve ṙ(θ0) = 0 olsun. O halde cos θ0 =
α(s0)

r(θ0)
elde edilir. Ayr�ca

x(θ0) = r(θ0) cos θ0 ve y = r(θ0) sin θ0 yaz�l�r. Bulunan ifadeler (5.19)'de ikinci

denklemde yerine yaz�l�rsa

σ(s0) cos θ0 + µ(s0) sin θ0 = 0

elde edilir. Buradan da

σ(s0)α(s0)± µ(s0)(r
2(θ0)− α2(s0)) = 0

sonucuna ula³�l�r.
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(c) r(θ0) 6= 0, |r(θ0)| > |α(s0)| ve ṙ(θ0) 6= 0 olsun. O halde cos θ0 =
α(s0)

r(θ0)
ve

sin θ0 = ±
√
r2(θ0)− α2(s0)

r(θ0)
elde edilir. Bu durumda

x(θ0) =
ṙ(θ0)

√
r2(θ0)− α2(θ0)

r(θ0)
+ α(s0), y(θ0) =

√
r2(θ0)− α2(s0)− ṙ(θ0)

α(s0)

r(θ0)

bulunur. Elde edilen bu ifadeler de (5.19)'nin ikinci denkleminde yerine yaz�l�rsa

σ(s0)ṙ(θ0)

r(θ0)

√
r2(θ0)− α2(s0) + σ(s0)α(s0) + µ(s0)(

√
r2(θ0)− α2(s0)− ṙ(θ0)

α(s0)

r(θ0)
)

− r(θ0)ṙ(θ0)β(s0) = 0

sonucuna ula³�l�r.

(ii) r2(θ0) + ṙ2(θ0) = 0 olsun. Dolay�s�yla r(θ0) = ṙ(θ0) = 0 sa§lanmal�d�r. O halde

α(s0) = 0 olup (s0, θ0) bir singüler noktad�r.

5.2 Genelle³tirilmi³ Dairesel Yüzeylerin Kuaterniyonik Gösterimi

Bu k�s�mda 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin kuaterni-

yonik gösterimi ve homotetik hareket cinsinden ifadesi verilecektir.

Teorem 5.2.1. P(M,a2,a3,r)(s, θ) 3-boyutlu Öklid uzay�nda (5.1) denklemiyle tan�m-

lanan genelle³tirilmi³ dairesel yüzey olsun. O halde P genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyi

qa1(s, θ) = cos θ + sin θa1 olmak üzere

(i) kuaterniyon çarp�m� yard�m�yla

P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(θ)qa1 × a2 (5.20)

(ii) homotetik hareket cinsinden

P(M,a2,a3,r)(s, θ) = M(s) + r(θ)Ma1(s, θ)a2 (5.21)

biçiminde ifade edilir. Burada Ma1 , qa1(s, θ) birim kuaterniyonuna kar³�l�k gelen

matris gösterimidir.
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�spat. P(M,a2,a3,r)(s, θ), (5.1) denklemiyle verilen genelle³tirilmi³ dairesel yüzey ol-

sun. qa1(s, θ) = cos θ + sin θa1 birim kuaterniyonu ve a2(s) pure kuaterniyonuna

kuaterniyon çarp�m�n� uygulayanak, qa1(s, θ) × a2(s) = cos θa2(s) + sin θa3(s) elde

edilir. Bu e³itlik, (5.1) denkleminde yerine yaz�l�rsa (5.20) bulunur.

Di§er yandan, M(s), r(θ) ve Ma1 s�ras�yla öteleme vektörü, homotetik skalar ve

homotetik hareketin ortogonal matrisi olsun. O halde, (5.21) e³itli§i homotetik

hareket olarak elde edilir.

5.3 Genelle³tirilmi³ Dairesel Yüzeylerin Parametre E§rileri ile �lgili Baz�

Karakterizasyonlar

Bu k�s�mda, genelle³tirilmi³ dairesel yüzey üzerindeki parametre e§rilerinin geodezik

ve asimptotik oldu§u durumlar incelenecektir.

Teorem 5.3.1. P (s, θ), (5.1) denklemi ile verilen bir genelle³tirilmi³ dairesel yüzey

olsun. O halde, a³a§�daki durumlar sa§lan�r.

(i) Genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin s−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler ol-

mas� için gerek ve yeter ³art

(α′ − σ + rβ sin θ)(σx+ µy − rṙβ) + (r cos θ − α)(αx− r cos θx

+σ′x+ β(−µx+ σy + µ′y − rṙβ′ − r2β2)) = 0
(5.22)

olmas�d�r.

(ii) Genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin θ−parametre e§rilerinin asimptotik olmas�

için gerek ve yeter ³art c, θ0 ∈ R olmak üzere r(θ) = c sec(θ + θ0) olmas�d�r.

�spat. Yüzey üzerinde bir α e§risinin asimptotik olmas� için gerek ve yeter ³art α′′

ivme vektörünün yüzeye te§et olmas�d�r. Yani, yüzeyin normali N olmak üzere,

〈N,α′′〉 = 0 olmal�d�r.
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(i) Dairesel yüzey üzerindeki s−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

〈N,Pss〉 = 0 olmal�d�r. Bu durumda,

〈N,Pss〉 =
1

w

[
(α′ − σ + rβ sin θ)(σx+ µy − rṙβ)

+(r cos θ − α)(αx− r cos θx

+σ′x+ β(−µx+ σy

+µ′y − rṙβ′ − r2β2))

]
= 0

olur. Dolay�s�yla istenilen elde edilir. Burada özel olarak r = sbt al�nd�§�nda, (3.99)

e³itli§i elde edilir.

(ii) Dairesel yüzey üzerindeki θ−parametre e§rilerinin asimptotik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art 〈N,Pθθ〉 = 0 olmas�d�r. O halde

〈N,Pθθ〉 =
(−r2 − 2ṙ2 + rr̈)(r cos θ − α)

w

= 0

olmal�d�r. Buradan da, (r cos θ − α) 6= 0 oldu§undan

−r2 − 2ṙ2 + rr̈ = 0

elde edilir. Elde edilen ikinci mertebeden sabit katsay�l� adi diferensiyel denklemin

çözümü ise c ve θ0 reel sabitler olmak üzere r(θ) = c sec(θ+θ0) biçimindedir. Böylece

ispat tamamlan�r.

Teorem 5.3.2. P (s, θ), 5.1 denklemi ile verilen bir genelle³tirilmi³ dairesel yüzey

olsun. O halde, a³a§�daki durumlar söz konusudur.

(i) Genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin s−parametre e§rilerinin geodezik e§riler ol-

mas� için gerek ve yeter ³art

y(r cos θ − α)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ)

−x(r cos θ − α)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ cos θ) = 0

−y(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ)

+(σx+ µy − rṙβ)(σβ − rβ2 sin θ + µ′ + rβ′ cos θ) = 0
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x(r cos θ − α)(α′ − σ + rβ sin θ)

−(σx+ µy − rṙβ)(α− r cos θ + σ′ − rβ′ sin θ − µβ − rβ2 cos θ) = 0

denklemlerinin sa§lanmas�d�r.

(ii) Genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin θ−parametre e§rilerinin geodezik e§riler ol-

mas� için gerek ve yeter ³art ya r(θ) = c1 sin θ + c2 cos θ, c1, c2 ∈ R olmas� ya

da yüzeyin sabit yar�çapl� bir dairesel yüzey olmas�d�r.

�spat. Yüzey üzerinde bir α e§risinin geodezik olmas� için gerek ve yeter ³art α′′

ivme vektörünün yüzeyin normaline paralel olmas�d�r. Yani, yüzeyin normali N

olmak üzere, N × α′′ = 0 olmal�d�r.

(i) Dairesel yüzey üzerindeki s−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art N×Pss = 0 olmas�d�r. Bu durumda, gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

istenilen e³itlikler elde edilir.

(ii) Dairesel yüzey üzerindeki θ−parametre e§rilerinin geodezik e§riler olmas� için

gerek ve yeter ³art N × Pθθ = 0 olmas�d�r. Gerekli i³lemler yap�ld�§�nda kolayca

görülebilir ki bu ifadenin sa§lanmas� için

(r cos θ − α)(xẋ+ yẏ) = 0

−ẋ(σx+ µy − rṙβ) = 0

−ẏ(σx+ µy − rṙβ) = 0

e³itlikleri gerçeklenmelidir. Bu durumda, r cos θ − α 6= 0 olaca§�ndan

xẋ+ yẏ = rṙ + ṙr̈ = 0

σx+ µy − rṙβ = 0

olmal�d�r. Dolay�s�yla ṙ(r + r̈) = 0 elde edilir. O halde ³u durumlar elde edilir.

1. ṙ = 0 olur. Bu da r'nin sabit olmas� yani yüzeyin sabit yar�çapl� bir dairesel

yüzey olmas� demektir.
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2. r̈ + r = 0 olur. �kinci mertebeden sabit katsay�l� bu diferensiyel denklem

çözülerek, c1, c2 ∈ R olmak üzere r(θ) = c1 sin θ + c2 cos θ elde edilir.

Böylece ispat tamamlan�r.

5.3.1 Genelle³tirilmi³ dairesel yüzey üzerindeki loxodromik e§riler

Bu bölümde, 3.4.1 bölümündekine benzer olarak, genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyler

üzerindeki loxodromik e§riler incelenmi³tir. Dolay�s�yla 3.4.1 bölümündeki kavram-

lardan yararlan�lm�³t�r.

Bir genelle³tirilmi³ dairesel yüzeyin birinci temel form katsay�lar� (5.9) ile verilir.

Birinci temel form katsay�lar� (3.102) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa, loxodromik e§ri ve

paraleller aras�ndaki aç�

cosϑ =
Fdu+Gdθ√

EGdu2 + 2FGdudθ +G2dθ2

cosϑ =
(−σy + µx+ r2β)du+ (r2 + ṙ2)dθ√√√√√ ((α− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)(r2 + ṙ2)du2

+2(−σy + µx+ r2β)(r2 + ṙ2)dudθ + (r2 + ṙ2)2dθ2

³eklinde bulunur. Bu durumda, genelle³tirilmi³ dairesel yüzey üzerindeki tüm par-

alleri sabit ϑ aç�s� ile kesen loxodromik e§ri

(−σy + µx+ r2β)2du2 − [(r2 + ṙ2)(σ2 + µ2 + r2β2

−2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ + (α− r cos θ)2)] cos2 ϕdu2

+[(r2 + ṙ2)2 sin2 ϕ]dθ2 + [2(r2 + ṙ2)(−σy + µx+ r2β) sin2 ϕ]dudθ

= 0

diferensiyel denklemini sa§lar. Özel olarak, ϑ = 0, al�n�rsa, e³itlik

(−σy + µx+ r2β)2 − (r2 + ṙ2)(σ2 + µ2 + r2β2

−2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ + (α− r cos θ)2) = 0
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bulunur.

�imdi loxodromik e§ri ve meridyenler aras�ndaki aç� hesaplanabilir:

Benzer ³ekilde, (5.9) ile verilen birinci temel form katsay�lar� (3.101) e³itli§inde yerine

yaz�l�rsa,

cos γ =
Edu+ Fdθ√

E2du2 + 2EFdudθ + EGdθ2

cos γ =

[(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)du

+(−σy + µx+ r2β)dθ]√√√√√√√√√√√
(a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)2du2

+2((a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2

+(µ+ rβ cos θ)2)(−σy + µx+ r2β)dudθ

+((a− r cos θ)2 + (σ − rβ sin θ)2 + (µ+ rβ cos θ)2)(r2 + ṙ2)dθ2

bulunur. Bu durumda, genelle³tirilmi³ dairesel yüzey üzerindeki tüm paralleri sabit

γ aç�s� ile kesen loxodromik e§rinin diferensiyel e³itli§i

[σ2 + µ2 + r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ

+(α− r cos θ)2]2 sin2 γdu2

+[2(σ2 + µ2 + r2β2 − 2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ

+(α− r cos θ)2)(−σy + µx+ r2β)] sin2 γdudθ

[(−σy + µx+ r2β)2 − (r2 + r′2)(σ2 + µ2 + r2β2

−2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ + (α− r cos θ)2] cos2 γdθ2

= 0

Özel olarak, γ = 0, al�n�rsa,

(−σy + µx+ r2β)2 − (r2 + r′2)(σ2 + µ2 + r2β2

−2rσβ sin θ + 2rµβ cos θ + (α− r cos θ)2 = 0

elde edilir.
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6. TARTI�MA VE SONUÇ

Öklid uzay�nda dairesel yüzeyler Izumiya ve arkada³lar� taraf�ndan tan�mlanm�³

ve baz� özelikleri incelenmi³tir (Izumiya vd. 2007). Hatta ayn� çal�³mada daire-

sel yüzeylerin özel bir s�n�f� olan roller coaster yüzeylerin de parametrik denklemi

verilip geometrik özelikleri incelenmi³tir. Bu çal�³madan sonra benzer bir çal�³ma

Minkowski uzay�nda spacelike dairesel ve spacelike roller coaster yüzeyler için yap�l-

m�³t�r. Bu tez çal�³mas�nda dairesel yüzeyler üç boyutlu Öklid ve Minkowski uzay-

lar�nda kapsaml� bir ³ekilde ele al�nm�³t�r.

Tezin orijinal bölümlerini olu³turan 3. ve 4. bölümde üç boyutlu Öklid ve üç boyutlu

Minkowski uzaylar�nda dairesel yüzeyler ele al�narak, bu yüzeylerin tan�m�, baz�

parametrik gösterimleri, karakterizasyonlar�, kuaterniyonik ve matris temsilleri ile

geometrik uygulamalar� verilmi³tir. Özel bir dairesel yüzey çe³idi olan roller coaster

yüzeyler 3-boyutlu Öklid uzay�nda Uzuno§lu ve arkada³lar� taraf�ndan tan�mlanan

{n, c, w} çat�s� ile ele al�narak, bu yüzeylerin de geometrik uygulamalar� ile baz�

sonuçlar verilmi³tir.

Tezin yine orijinal k�sm� olan son bölümünde dairesel yüzeylerde yar�çap� θ parame-

tresine ba§l� olan dairesel yüzeyler incelenmi³tir. Bu tür yüzeyler genelle³tirilmi³

dairesel yüzey olarak adland�r�lm�³t�r. Bu yüzeylerin geometrik özelikleri, kuaterni-

yonik ve matris temsilleri ve üzerindeki baz� özel parametre e§rileri ele al�nm�³t�r.

Dairesel yüzeylere dair verilen özelikler, örnek ve görsellerle desteklenerek, konunun

daha iyi anla³�lmas� hede�enmi³tir. Çal�³ma kapsam�nda elde edilen sonuçlar ile

dairesel yüzeylere dair birçok özelik verildi§inden, tez geometri alan�nda bu konuya

dair önemli bir kaynak olarak dü³ünülebilir.

Daha sonraki çal�³malarda, dairesel yüzeyler ve genelle³tirilmi³ dairesel yüzeylerin

Galile uzay�nda benzer özeliklerinin incelenmesi hede�enmektedir.
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Tezi, Ankara Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Matematik Anabilim Dalı,
64, Ankara.
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