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OZET
Doktora Tezi
RADIKALLER YARDIMIYLA HALKALARIN YAPILARININ INCELENMESI
Mete Burak CALCI

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Damigman : Prof. Dr. Sait HALICIOGLU

Bu caligma beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde c¢aligmanin amaci an-
latilmaktadir. Ikinci boliimde ¢alismanm genelinde kullamlacak temel 6n bilgiler ve
tamimlar verilmektedir. Ugiincii boliimde .J-terslenebilir halkalarin temel ozellikleri
incelenmekte, ardindan J-terslenebilir halkalarin bazi genellestirmeleri incelenmek-
tedir. Dordiinct boliimde J-yansimali halka kavrami tanitilmakta, bu halka sinifinin
temel oOzellikleri arastirilmakta ve mevcut halka simiflar1 ile J-yansimali halkalar
arasindaki iligkiler incelendikten sonra J-yansimali halkalarin geniglemeleri tizerinde
durulmaktadir. Son béliimde ¢aligma sonucunda elde edilen sonuglar1 kapsayan bir

degerlendirme yapilmaktadir.
Haziran 2019, 47 sayfa

Anahtar Kelimeler : indirgenmig halka, terslenebilir halka, yansimali halka,
simetrik halka, J-terslenebilir halka, J-yansimali halka, temiz halka, yar1 kutuplu

halka, matris halkasi
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis
A STUDY OF STRUCTURE OF RINGS VIA RADICALS
Mete Burak CALCI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Sait HALICIOGLU

This thesis consists of five chapters. The first chapter is the introduction of the
study. In the second chapter, basic concepts and definitions which are necessary
for the thesis are given. In the third chapter, general properties of .J-reversible
rings are investigated, after that some extensions of J-reversible rings are searched.
In the fourth chapter, we introduce the concept of J-reflexive ring, examine the
main features of this ring class, and explore the extensions of the ring of J-reflexive
rings after examining the relationships between the existing ring classes and the J-
reflexive rings. In the last section, an evaluation is carried out covering the results

obtained in the study.
June 2019, 47 pages

Key Words : Reduced ring, reversible ring, reflexive ring, symmetric ring, J-

reversible ring, J-reflexive ring, clean ring, quasipolar ring, matrix ring
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SIMGELER DIiZINI

a ile degigmeli olan elemanlarin kiimesi

a ile degigmeli olan elemanlarla degismeli olan elemanlarin kiimesi
X in R deki sag sifirlayan

X in R deki sol sifirlayan

M sol R-modiil

R; halkalarinin direkt carpimi
R; halkalarmin direkt toplami

R halkas1 lizerine kurulan polinomlar halkasi

R halkas tizerine kurulan kuvvet serisi halkasi

R halkasinin merkezi

R halkasimin Jacobson radikali

R halkasinin tersinir elemanlarinin kiimesi

R halkasiin tiim tstel sifir elemanlarinin kiimesi

R halkasinin tiim yar iistel sifir elemanlarinin kiimesi
R halkasinin V' modiilii ile olugturulan ideal geniglemesi
R tizerindeki genellestirilmis matris halkas

R iizerindeki n x n tipinde matris halkas

R tizerindeki n x n tipinde iist tiggensel matris halkasi
Dogal sayilar kiimesi

Tamsayilar kiimesi

Porzitif tamsayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

6 homomorfizmasinin cekirdegi

6 homomorfizmasinin gortinti kiimesi
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1. GIRIS

Geometride boliimlii (division) halkalarin ortaya ¢ikigiyla birlikte, modern cebirde-
ki degismeli olmayan halkalar, degeri yadsinamaz bir hale gelmistir. Bugiin bilinen
ilk degismeli olmayan halka ornegi, Hamilton tarafindan 3-boyutlu cebir 6rnekleri
aragtirilirken ortaya ¢ikmig olan kuaterniyon halkasidir. Hamilton un vermis oldugu
bu ornekle birlikte, degismeli olmayan halka kavrami cebir literatiiriine girmistir.
Degismeli olmayan halka teorisi, 19. ve 20. yiizyillarda pek ¢ok bilim adami icin
yeni ve ¢ok zengin bir aragtirma sahasi olarak ortaya c¢ikmigtir. Degigsmeli olmayan
halka simiflar1 degismeli halka siniflarindan ¢ok daha genig bir ¢caligma alanina sahip
oldugundan pek c¢ok acgik problemi biinyesinde barindirmaktadir. Degismeli hal-
kalar daha eski bir tarihe sahip oldugundan, degismeli halkalar i¢in cevabi bili-
nen pek ¢ok soru, degismeli olmayan halkalar i¢in halen bir problem olarak dur-
maktadir. Degismeli halkalar i¢in var olan bir ozelligi, degismeli olmayan hal-
kalarda aragtiran ilk matematik¢i Emmy Noether’'dir. Noether degismeli halkalar
i¢in tamimladigr artan zincir sartin1 (ascending chain condition), degismeli olmayan
halkalara genellemistir. Bu yaklagimiyla arastirmacilar i¢in bir ilham kaynagi olmus-
tur. So6z konusu ornekle birlikte, degismeli halkalardaki hangi 6zelliklerin degismeli
olmayan halkalar i¢in de saglandigini aragtirma problemi pek ¢ok aragtirmacinin il-
gisini ¢ekmig ve kayda deger aragtirma ve yayinlar ortaya ¢ikmigtir. Bu ¢aligmalarin
sonucu olarak bircok degismeli olmayan yeni halka siniflar1 olugmustur.

Bu ¢aligmada, mevcut baz1 degismeli olmayan halka siniflar iizerindeki sartlar genel-
legtirilerek yeni degismeli olmayan halka siniflar1 olugturulmaktadir. Elde edilen bu
yeni halka siiflar1 sayesinde degismeli halka simiflarina ait ozelliklerin, degismeli
olmayan halkalarda da saglanip saglanmadiginin kontrolii i¢in daha zayif sartlara
sahip halkalarin incelenmesine olanak saglamaktadir.

Bu caligmadaki halkalar aksi soylenmedigi takdirde birimli olarak ele alinacaktir.
Sifirdan farkl dstel sifir elemani olmayan halkalara indirgenmis (reduced) halka
denir. Lambek 1970 yilindaki ¢caligmasinda indirgenmis halka sinifinin bir genellegtir-
mesi olarak simetrik halkalar1 tamimlamigtir. Bir R halkasinda abc = 0 sartim

saglayan her a,b,c € R i¢in acb = 0 gergekleniyorsa R ye simetrik (symmetric)



halka denir. Simetrik halkalar iizerindeki sartlar1 biraz hafifleten Cohn 1999 yilinda,
bir R halkasinda ab = 0 sartim1 saglayan her a,b € R ic¢in ba = 0 oluyorsa R
halkasini terslenebilir (reversible) halka olarak isimlendirmistir. 2007 yilinda Liang
ve Gang, ab = 0 sartin1 saglayan her a,b € R icin Rbra sol nil ideal oluyorsa
R halkasm zayif terslenebilir (weakly reversible) halka olarak adlandirmuglardir.
Boylece terslenebilir halka sinifi sol nil idealler yardimiyla genellestirilmistir. Za-
man i¢inde halkanin farklh altkiimeleri goz oniine alinarak terslenebilir halka sinifi
i¢in bircok farkli genellestirme yapilmisgtir. Bunlarin en bilinenlerinden biri de Kose
vd. tarafindan yapilmig olan merkezil terslenebilir halkalardir. Kose vd. 2014
yilina ait caliymada, bir R halkasinda ab = 0 sartini saglayan her a,b € R igin
ba € R, halkanin merkezinde yer aliyorsa R halkasini merkezil terslenebilir (central
reversible) halka olarak isimlendirmiglerdir.

Bu caligmada terslenebilir halkalarin yeni bir genellestirilmesi elde edilmektedir.
Ik olarak terslenebilir halka kavrami Jacobson radikali i¢in ele almmaktadir. Bu
sekilde elde edilen yeni halka sinifi J-terslenebilir halka olarak adlandirilmaktadir.
Caligmanin tigiinctii boliimiinde, elde edilen yeni halka sinifinin temel ozellikleri ve
yapisinin incelenmesinin ardindan mevcut halka siniflari ile olan iligkisi detaylh olarak
ortaya konulmaktadir. Daha sonra J-terslenebilir halkalarin bazi halka geniglemeleri
incelenmektedir.

Mason, 1981 yilinda ortaya koydugu caligmasinda terslenebilir halka tanimini bi-
rimsiz halkalar iizerinde yeniden incelemis ve yansimali ideal tanimimi literatiire
kazandirmigtir. R bir halka (birimli veya birimsiz) ve I da R nin bir ideali ol-
sun. aRb C I sartim saglayan her a,b € R i¢in bRa C I saglaniyorsa, [ idealine
yansimaly (reflexive) ideal denir. Tammdan agikca goriilecegi lizere her yar1 asal
ideal yansimalidir. Mason’un c¢aligmasindan ilham alan Kwak ve Lee, yansimal
halka tanimini ortaya koymustur. R bir halka ve a,b € R olmak iizere a Rb = 0 iken
bRa = 0 sartimi saglayan halkalar yansimal (reflexive) halka olarak adlandirilmigtir.
Boylece terslenebilir halka sinifinin bir genellestirmesi elde edilmistir. Ayrica, Kwak
ve Lee’nin calismasinda yansimali halkalarin temel 6zellikleri, mevcut halka siniflar:
ile olan iligkileri ve yansimali halkalarin baz1 geniglemeleri iizerinde oldukga detayh

bir aragtirma yapilmistir.



Yukaridaki tarihsel ve mantiksal akig izlendiginde, [ idealinin 6zellegtirilmesi duru-
munda Kwak ve Lee'nin 2012 yilina ait ¢aligmasinda elde edilen sonuclarin daha da
zenginlegebilecegi ongoriilmektedir. Buradan alinan motivasyonla birlikte yansimali
halka kavrami, Jacobson radikali i¢in yeniden ele alinarak J-yansimali halka kavrami
literatiire kazandirilmaktadir. Bu ¢aligmada, J-yansimal halkalarin temel ozellikleri
incelenmekte, mevcut halka siniflari ile olan iligkileri incelenmektedir. Ozel olarak,
J-terslenebilir halkalar ile J-yansimali halkalarin ozellikleri karsilagtirilmakta ve bu
iki halka smifinin iligkileri ortaya konulmaktadir. Daha sonra J-yansimali hal-
kalarin bazi genellestirmeleri iizerinde calisilmaktadir. Bu incelemeler sonucunda

J-yansimali olma 06zelliginin Morita degismez bir ozellik oldugu ortaya ¢ikmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde halkalar ve modiiller ile ilgili, caligmanin sonraki boliimiinde kullanilacak

olan baz1 tanim ve 6nermelere yer verilmektedir.

2.1 Temel Tanim ve Denklikler

Tanim 2.1.1. R bir halka olmak iizere e € R icin e = e saglaniyorsa e ye eskare

(idempotent) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.2. Bir R halkasinin tiim elemanlar1 egkare eleman ise R ye Boole

(Boolean) halkasi denir (Lam 1999).

Tanim 2.1.3. R bir halka ve a € R olsun. Eger a" = 0 olacak sekilde n pozitif

tamsayis1 meveut ise a ya tstel sifir (nilpotent) eleman denir (Anderson ve Fuller

1992).

Tanim 2.1.4. Sifirdan farkh {stel sifir elemanm olmayan halkaya indirgenmis (re-

duced) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tamim 2.1.5. R bir halka olmak tizere C(R) = {x € R : her y € R i¢in zy = yx}

kiimesine R halkasinin merkezi (center of R) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.6. R bir halka ve €2 = e € R olsun. Eger her a € R icin ea = eae sart1
saglaniyorsa e ye sag yari merkezil (right semicentral) eskare eleman denir. Sol yari

merkezil egkare eleman tanimi da benzer gekilde yapilabilir (Wei 2008).

Tanim 2.1.7. R bir halka ve I da R nin sifirdan farkh bir ideali olsun. Eger I
ideali sifirdan farkl bir ideal kapsamiyor ise I ya minimal ideal denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tanim 2.1.8. R bir halka olsun. Eger R nin ideallerinin I; O I, O --- seklindeki
her azalan zinciri sonlu bir adimda duruyorsa R ye Artin (Artinian) halke denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.9. R bir halka olsun. Eger R nin bir [ idealinin her elemani tistel sifir

ise I ya nil ideal denir (Anderson ve Fuller 1992).
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Tanim 2.1.10. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger I" = {0} olacak
sekilde bir n pozitif tamsayist mevecut ise I ya nilpotent ideal denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tanim 2.1.11. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger a,b € R igin ab € I
olmasi a € I veya b € I olmasini gerektiriyorsa I ya kuwvvetli asal (strongly prime)

ideal denir (Lam 1999).

Tanim 2.1.12. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger a € R i¢in aRa € [
olmasi a € I olmasim gerektiriyorsa [ ya yari asal (semiprime) ideal denir (Lam

1999).

Tamim 2.1.13. R bir halka olsun. N(R) = {x € R: 2" =0,n € Z*} ile R nin

tstel sifir elemanlarinin kimesi gosterilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.14. R bir halka olmak iizere R nin tiim maksimal sag ideallerinin
kesigimine, veya denk olarak, maksimal sol ideallerinin kesigsimine R nin Jacobson

radikali (Jacobson radical of R) denir ve J(R) ile gosterilir (Lam 1999).

Onerme 2.1.15. R bir halka olsun. Bu durumda j € J(R) olmas igin gerek ve
yeter sart her x € R igin 1 — x5 € U(R) olmasidir (Lam 1999).

Onerme 2.1.16. R bir halka olsun. Bu durumda .J(R) yar1 asaldir (Lam 1999).
Tamim 2.1.17. R bir halka olsun.

J#*(R)={x € R: 2™ € J(R) olacak sekilde n € Z* mevcuttur}
ile Jacobson radikalinin dstel kimesi gosterilir (Chen vd. 2016).

Tanim 2.1.18. Bir R halkasindaki her a € R i¢gin a € U(R) yada a € J(R) ise R
ye yerel (local) halka denir (Lam 1999).

Onerme 2.1.19. R bir yerel halka olsun. Bu durumda J(R) = J#(R) saglamr
(Chen vd. 2016).



Tanim 2.1.20. Bir R halkasinin egkare elemanlarinin tamami halkanin merkezinde

ise R ye Abel (Abelian) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.21. R bir halka olsun. Eger R halkasinin sifirdan farkl her eleman
tersinir ise R ye bélimli (division) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.22. R bir halka ve X # ) olsun. 7z(X) = {a € R: Xa = 0} kiimesine
X in R deki sag sifirlayana (right annihilator of X in R) denir. Ig(X) ={a € R:
aX = 0} kiimesine X in R deki sol sifirlayany (left annihilator of X in R) denir
(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.23. M ve X birer R-modiil ve I keyfi bir indeks kiimesi olsun. X =
M'®A =@, ; Ai ve M = M’ olmak lizere X = M'®(®;erA;) olacak sekilde A; C A;
altmodiilleri bulunabiliyorsa M ye degisim 6zelligine (exchange property) sahip bir
modil denir. Eger bir M modiili yukarida belirtilen sartlari sonlu bir indeks kiimesi
icin gergeklerse M ye sonlu degisim ézelligine (finite exchange property) sahip bir
modiil denir (Nicholson 1977).

Onerme 2.1.24. R bir halka ve © € R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

(1) e —x € R(x — x?) olacak sekilde e* = ¢ € R vardr.
(2) (1 —e)—c(1—2z) € J(R) olacak sekilde ¢ € R ve €* = ¢ € Rz vardir.
(3) R = Re+ R(1 — z) olacak sekilde ¢* = e € Rx vardar.

(4) 1 —e e R(1 — z) olacak sekilde e = e € Rz vardir (Nicholson 1977).

Tanim 2.1.25. Bir R halkasinin her elemani yukaridaki denk sartlardan birini

sagliyorsa R ye degisim (exchange) halkasy denir (Nicholson 1977).

Tanmim 2.1.26. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger x — 22 € I
olacak sekildeki her x € R icin e —x € I sartim saglayan bir e? = e € R varsa eskare

elemanlar I idealine gore yiikselir (idempotents lift modulo I ) denir (Nicholson 1977).



Tanim 2.1.27. R bir halka olsun. Eger a € R icin a = e + u olacak sekilde
u € U(R) ve €2 = e € R mevcut ise o zaman a ya temiz (clean) eleman denir. Her

elemani temiz olan halkaya temiz (clean) halka denir (Nicholson 1977).
Onerme 2.1.28. Her temiz halka degisim halkasidir (Nicholson 1977).

Onerme 2.1.29. Bir R halkasinimn temiz halka olmas i¢in gerek ve yeter sart R nin
degisim halkas1 olmasi ve egkare elemanlarinin halkanin merkezinde yer almasidir

(Nicholson 1977).

Onerme 2.1.30. Bir R halkasinm degisim halkasi olmasi igin gerek ve yeter sart
R/J(R) nin degisim halkasi olmas1 ve egkare elemanlarin J(R) ye gore yiikselmesidir

(Nicholson 1977).

Onerme 2.1.31. Bir R halkasinm temiz halka olmas i¢in gerek ve yeter sart R/J(R)

nin temiz halka olmasi ve egkare elemanlarin J(R) ye gore yiikselmesidir (Camillo

ve Yu 1994).

Tanim 2.1.32. R bir halka olsun. Eger a € R icin a = e + u olacak sekilde
u € U(R), ¢ = e € R mevcut ve eu = ue sart1 saglaniyor ise o zaman a ya kuvvetli

temiz (strongly clean) eleman denir. Her elemani kuvvetli temiz olan halkaya kuvvetli

temiz (strongly clean) halka denir (Nicholson 1999).

Tanim 2.1.33. R bir halka olsun. Eger a € R i¢in a = e + u olacak sekilde
u € U(R) ve €2 = e € R tek tiirlii olarak mevcut ise o zaman a ya tek tirli temiz
(uniquely clean) eleman denir. Her eleman tek tiirlii temiz olan halkaya tek tirli

temiz (uniquely clean) halka denir (Nicholson ve Zhou 2004).

Teorem 2.1.34. Her Boole halkas: tek tiirlii temiz halkadir (Nicholson ve Zhou
2004).

Onerme 2.1.35. Tek tiirlil temiz halkanm tiim egkare elemanlar1 halkanin merkezinde

yer alir (Nicholson ve Zhou 2004).



Tanim 2.1.36. R bir halka ve a € R olsun. Eger a = e+ olacak sekilde e? = e € R
ve j € J(R) mevcut ve ej = je ise o zaman a ya kuvvetli J-temiz (strongly J-clean)

eleman denir. Her elemani J-temiz olan halkaya kuvvetli J-temiz (strongly J-clean)

halka denir (Chen 2010).

Onerme 2.1.37. R bir J-temiz halka ve u € U(R) olsun. Bu durumda u—1 € J(R)
dir (Chen 2010).

Tanim 2.1.38. R bir halka ve a € R olsun. comm(a) = {x € R : ax = za} ve

comm?(a) = {z € R: xy = yz, her y € comm(a)} seklinde tammmhdir (Harte 1991).

Tanim 2.1.39. R bir halka olsun. R = {x € R : her x € comm(a) i¢in 1 —za €
U(R)} seklinde tamimlh kiimeye R nin yar dstel sifir elemanlarinin kiimesi (the set

of quasinilpotent elements of R) denir (Harte 1991).

Tanim 2.1.40. R bir halka ve a € R olsun. Eger R halkasinda a+p € U(R), ap €
R olacak sekilde p? = p € comm?(a) meveut ise a ya yarr kutuplu (quasipolar)
eleman denir. Bir R halkasinin her eleman: yar1 kutuplu ise halkaya yar: kutuplu

(quasipolar) halka denir (Harte 1991).

Tanim 2.1.41. R bir halka ve a € R olsun. Eger R halkasinda a+p € J(R) olacak
sekilde p? = p € comm?(a) mevcut ise a ya J-yart kutuplu (J-quasipolar) eleman
denir. Bir R halkasinin her elemani J-yar1 kutuplu ise halkaya J-yar: kutuplu (J-
quasipolar) halka denir (Cui ve Chen 2012).

Tanim 2.1.42. R bir halka olsun. Eger aR+ bR = R sartini saglayan her a,b € R
icin a + by sag tersinir olacak gekilde y € R var ise o zaman R ye sabit araligr 1

(stable range 1) dir denir (Yu 1995).

Onerme 2.1.43. Eskare elemanlari halkanin merkezinde yer alan degigim hal-

kalarmin sabit araligi 1 dir (Yu 1995).

Tanim 2.1.44. R bir halka olsun. Eger ab = 1 sartim saglayan her a,b € R icin
ba = 1 oluyorsa o zaman R ye Dedekind sonlu (Dedekind finite) halka denir (Lam
2001).



Tamm 2.1.45. R bir halka ve f(z) = > a2, g(x) = Y bja’ € R|z] olsun.
i=0 7=0
Eger f(xz)g(x) = 0 olmasit her 0 < i < n, 0 < j < m icin ¢;b; € J(R) olmasim

gerektiriyorsa R ye J-Armendariz halka denir (Chen vd. 2016).

Tanim 2.1.46. Bir R halkasinin her maksimal sag ideali maksimal ideal ise R ye sag
yari-ikili (right quasi-duo) halka denir. Sol yari-ikili halka tanmimi da benzer gekilde
verilir. Bir R halkasi hem sag hem de sol yari-ikili ise R ye yari-ikili (quasi-duo)
denir (Lam ve Dugas 2005).

Teorem 2.1.47. R bir halka ve R/J(R) de bir degigim halkasi olsun. Bu durumda
agagidaki ifadeler denktir.

(1) R bir sag yari-ikili halkadur.
(2) R bir yari-ikili halkadir.
(3) R bir indirgenmis halkadur.

(4) R bir Abel halkadir (Lam ve Dugas 2005).

Onerme 2.1.48. R bir sag (sol) yari-ikili halka olsun. Bu durumda R nin tiim iistel

sifir elemanlar1 Jacobson radikalinde yer alir (Yu 1993).

Tanim 2.1.49. R bir halka olmak iizere x € R i¢in xyx = x olacak gekilde y € R
mevcut ise x e dizenli (reqular) eleman denir. Her elemam diizenli olan halkaya

dizenli (reqular) halka denir. (Nicholson 1999).

Tamim 2.1.50. R bir halka ve a € R olsun. Eger a = a’x = ya® olacak sekilde
xz,y € R meveut ise a ya kuvvetli dizenli (strongly regular) eleman denir. Her
elemani kuvvetli diizenli olan halkaya kuvvetli diizenli (strongly reqular) halka denir

(Nicholson 1999).

Tanim 2.1.51. R bir halka ve a € R olsun. Eger a" = a"ba™ olacak sekilde
be R ven € Z" mevcut ise a ya w-dizenli (m-reqular) eleman denir. Her eleman

m-diizenli halkaya 7-dizenli (m-regular) halka denir (Nicholson 1999).



Tanim 2.1.52. R bir halka ve @ € R olsun. Eger a"™'z = a" ve ax = xa olacak
sekilde = € R ve n pozitif tamsayist mevcut ise a ya kuvvetli w-dizenli (strongly
w-reqular) eleman denir. Her eleman1 kuvvetli w-diizenli olan halkaya kuvvetli 7-

dizenli (strongly m-reqular) halka denir (Nicholson 1999).

Tanim 2.1.53. R bir halka olmak tizere, ab = 0 sartini saglayan her a,b € R icin
ba = 0 oluyorsa R ye terslenebilir (reversible) halka denir (Cohn 1999).

Tanim 2.1.54. R bir halka olmak iizere, ab = 0 sartin1 saglayan her a,b € R
icin aRb = 0 sart1 saglaniyorsa R ye yari-degismeli (semicommutative) halka denir

(Cohn 1999).

Tanim 2.1.55. R bir halka olmak tizere, abc = 0 sartin1 saglayan her a,b,c € R

i¢in achb = 0 saglaniyorsa R ye simetrik (symmetric) halka denir (Lambek 1971).

Tanim 2.1.56. R bir halka olmak iizere, ab = 0 sartini saglayan her a,b € R icin
Rbra sol iistel ideal oluyorsa R ye zayif terslenebilir (weakly reversible) halka denir

(Liang ve Gang 2014).

Tanim 2.1.57. R bir halka olmak iizere, ab = 0 sartin1 saglayan her a,b € R
icin ba € R halkanin merkezinde yer aliyorsa R ye merkezil terslenebilir (central

reversible) halka denir (Kose vd. 2014).

Tanmim 2.1.58. R bir halka olmak iizere, ¢ = ¢ € R ve a € R olsun. Eger Ra ideali
sol minimal ideal ise a ya sol minimal (left minimal) eleman denir. Eger e bir sol
minimal eleman ise e ye sol minimal eskare (left minimal idempotent) eleman denir.
R halkasinin biitiin sol minimal egkare elemanlarinin kiimesi M E;(R) ile gosterilir.

Eger M E;(R) kiimesinin her elemani sol yar1 merkezil ise R halkasina sol minimal

Abel (left minimal Abelian) halka denir (Wei 2008).

Tanim 2.1.59. R bir halka olmak tizere abc = 0 sartim1 saglayan her a,b,c € R
icin bac € J(R) saglamyorsa R ye J-simetrik (J-symmetric) halka denir (Calci vd.
2019).

10



Tanim 2.1.60. R bir halka (birimli ya da birimsiz) ve I da R nin bir ideali olsun.
aRb C I sartim saglayan her a,b € R icin bRa C [ saglanmiyorsa I ya yansimals
(reflexive) ideal denir (Mason 1981).

Tanim 2.1.61. R bir halka olsun. aRb = 0 sartin saglayan her a,b € R icin
bRa = 0 saglanmyorsa R ye yansimali (reflexive) halka denir (Kwak ve Lee 2012).

Tanim 2.1.62. R bir halka ve u,r € R olsun. Eger ur = 0 olmasi r = 0
olmasini gerektiriyorsa u ya sag dizgiin (right reqular) eleman denir. Benzer gekilde
sol diizgiin eleman tanimi da verilebilir. Eger « € R hem sag hem de sol diizgiin bir

eleman ise u ya dizgin (reqular) eleman denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.63. R bir halka ve S de R nin merkezil tersinir elemanlarinin ¢arpimsal
olarak kapali bir altkiimesi olsun. S™'R = {% ca€eR be S } kiimesine R nin S

kiimesine gore lokalizasyonu denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.64. R bir halka olsun. Eger R halkasinin bostan farkli her altkiimesinin
sag (sol) sifirlayam bir egkare eleman tarafindan tiretiliyor ise o zaman R ye Baer

halka denir (Kaplansky 1968).

Tanim 2.1.65. M, K ve U birer R-modiil olmak tizere her f : M — K R-modiil
epimorfizmasi ve her v : U — K R-modiill homomorfizmas: i¢in f7 = v olacak
bigimde 7 : U — M R-modiil homomorfizmas1 varsa U ya M -projektif moduil

denir. Eger U her M modiilii i¢cin M-projektif ise U ya projektif modul ad1 verilir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.66. R bir halka ve gMpg ikili modil olmak iizere R nin M ile olan

asikar genislemesi (trivial extension) R o« M = R @ M bilegensel toplama iglemi

ve (r1,mq1)(re, mg) = (ri7r9,r1ms + myre) seklinde tamimlanan c¢arpma iglemi ile
r om

bir halkadir. Bu halka » € R ve m € M olmak iizere seklindeki tim

0 r
matrislerden olugan halkaya izomorftur (Tang ve Zhou 2012).
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Tanim 2.1.67. A ve B birer halka; 4Np ve gM, ikili modiiller olsun. ¥ :
NRpM — Ave d : M® 4N — B modiil homomorfizmalari olmak iizere m, m’ € M,
n,n’ € N i¢in ¥(n @ m)n' = n®(m @ n') ve &(m @ n)m’ = m¥(n ® m’) olsun. Bu
durumda (A, B, M, N, ¥, ®) altilisina Morita yapisi (Morita contert) denir. Bu

calismada m ® 4 n = mn ve n @ m = nm ile gosterilecektir. dortlisii
N B

bilinen matris toplamasi ve yukaridaki sartlari saglayan doniigiimler yardimiyla

elde edilecek carpma yardimi ile bir halka yapisi meydana getirir. Bu halkaya
A M

N B
seklindeki bir Morita yapisinda eger konteks carpimlar: agikar yani M N =Im® = 0

Morita yapisiman halkase ya da Morita yapisy (Morita context) denir.

ve NM =ImV¥ = 0 ise, bu durumda bu halkaya agikar Morita yapisi (trivial Morita
context) denir (Tang vd. 2014).

Onerme 2.1.68. R = (A, M, N, B) agikar bir Morita yapisi olsun. Bu durumda

agagidaki egitlikler mevcuttur.

JA) M
(1) J(R) =
N J(B)
@ umr=4[" ‘Z €R: acU(A), beUB)
Yy

Tanim 2.1.69. Tamm 2.1.67 de A = B = N = M = R alinmasi sonucunda mey-
dana gelen halkaya genellestirilmis matris halkasi (generalized matrixz ring) denir.

Bir R halkas1 yardimiyla elde edilen genellestirilmis matris halkasi, s € C'(R) olmak
tizere K(R) ile gosterilir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 2.1.70. R bir halka ve s € C(R) olsun.

J(R)  (s:J(R))

(1) (s: J(R)) ={r € R:rs € J(R)} olmak iizere J(K(R))=
(s:J(R))  J(R)

dir.

(2) R bir yerel halka ve s € J(R) ise J(K(R))=

12



(3) R bir yerel halka ve s € J(R) olsun. [a x] € K,(R) nin tersinir olmas i¢in
y b
gerek ve yeter gart a,b € R nin tersinir olmasidir (Tang ve Zhou 2012).

Tanim 2.1.71. R bir halka ve rVy ikili modiil olsun. R nin V ile olan Dorroh
genislemesi (Dorroh extension) veya ideal geniglemesi (ideal extension) I(R;V) ile
gosterilir. I(R;V) = R @ V kiimesi bilegensel toplama iglemi ile abel gruptur ve

(r,v)(s,w) = (rs,rw+vs + vw) seklinde tanimh garpma iglemi ile birimi (1, 0) olan

bir halkadir (Nicholson ve Zhou 2004).

Uyar1 2.1.72. Bir R halkasinin I(R;V) Dorroh genislemesi verilsin. Burada
(R,0) = {(r,0) : 7 € R} ve (0,V) = {(0,v) : v € V} olmak iizere (R,0) kiimesi R
nin bir althalkasidir ve (R,0) = R dir. Ayrica (0,V) kiimesi /(R; V') nin bir ideali
olup (0,V) =V ve I(R;V)/(0,V) = R dir (Nicholson ve Zhou 2004).

Uyar1 2.1.73. R bir halka ve S = I(R; V) igin agagidakiler denktir.
(1) (0,V) C J(S) dir.
(2) Eger u e U(R) ve v € V ise (u,v) € U(S) dir.

(3) Eger v € V ise v+ w + vw = 0 olacak gekilde w € V mevcuttur (Nicholson ve
Zhou 2004).

Tanim 2.1.74. R bir halka ve f : R — R bir halka homomorfizmasi olsun. R
tizerindeki skew formal kuvvet serilerinin halkasi (skew formal power series ring over
R) R|[[z, f]] ile gosterilir. Burada R][[x, f]] ile « degiskenine bagh ve her r € R igin
xr = f(r)x sarti saglayan tiim formal kuvvet serilerinin kiimesi gosterilmektedir

(Lam 1999).

Lemma 2.1.75. Bir R halkas1 tizerindeki skew formal kuvvet serisi halkasi igin

J(R[[z, f]]) = J(R)+ < z > saglanir (Lam 1999).

Tamim 2.1.76. Tamm 2.1.74 te f = 1 : R — R almwsa R[[z]] = R][x, 1g]] elde
edilir. R[[x]] halkasma R tzerindeki kuvvet serilerinin halkasi (ring of formal power

series over R) denir (Lam 1999).
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Tanim 2.1.77. A bir halka ve B de A nin bir althalkasi olsun. Bu durumda
R[A,B] = {(ay,a9,- -+ ,a,,b,b,---) : a; € A, be B, 1 <i<n}
kiimesi bilegensel toplama ve ¢arpma iglemleriyle bir halkadir (Chen vd. 2016).

Lemma 2.1.78. A bir halka ve B de A nin bir althalkas: olsun. Bu durumda
J(R[A, B]) = R[J(A), J(A) N J(B)] saglanir (Chen vd. 2016).

Tanim 2.1.79. R ve S birer halka olmak iizere, eger R halkasinin tiim sag R-
modiillerinin kategorisi ile .S nin tiim sag S-modiillerinin kategorileri denk ise, R ve
S ye Morita denktir (Morita equivalent) denir. Denk halkalarin sagladigi 6zelliklere
Morita degismez dzellikler (Morita invariant properties) denir. R halkasi tarafindan
saglanan bir P ozelliginin Morita degismez olmasi icin gerek ve yeter sart R halkasi
tarafindan saglanan bu 6zelligin ayn1 zamanda her ¢ = ¢ € R ve her n € Z7 icin

eRe ve M, (R) halkalar tarafindan da saglanmasidir (Lam 2001).
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3. J-TERSLENEBILIR HALKALAR

Bu boliimde terslenebilir halkalarin bir genellemesi olan J-terslenebilir halka kavrami
verilmektedir. Ilk olarak J-terslenebilir halka kavrami icin kullamsh bir karakteri-
zasyon verilip, ardindan J-terslenebilir halkalarin mevcut halka simiflar1 ile olan
iligkileri aragtirilmaktadir. Son olarak .J-terslenebilir halkalarin yapisal 6zellikleri

tzerinde durulmaktadir.

3.1 J-Terslenebilir Halkalarin Genel Ozellikleri

Tanim 3.1.1. R bir halka olsun. R halkasinda ab = 0 sartin1 saglayan her a,b € R
icin ba € J(R) oluyor ise R halkasina J-terslenebilir (J-reversible) halka denir.

Ornek 3.1.2.
(1) Indirgenmis halkalar J-terslenebilir halkalardir.
(2) Simetrik halkalar J-terslenebilir halkalardir.
(3) Terslenebilir halkalar J-terslenebilir halkalardir.
Lemma 3.1.3. R bir halka olsun.
(1) Eger R/J(R) terslenebilir halka ise, R halkas1 J-terslenebilirdir.

(2) Eger N(R) kiimesi R nin bir ideali ise, R halkas1 J-terslenebilirdir.

Her terslenebilir halka J-terslenebilir halka olmasina ragmen, her J-terslenebilir

halka terslenebilir olmak zorunda degildir.

Ornek 3.1.4. R bir indirgenmis halka olmak {izere;

a b c
S = 0 a d : a,b,c,d € R olarak secilsin. Bu durumda S halkas: in-
0 0 a
dirgenmis bir halkadir. Boylece S halkasinin J-terslenebilir halka oldugu aciktir.
000 010
Eger A = 0 0 1 € SveB= 000 € S olarak secilirse, AB = 0
0 00 0 00
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olmasina ragmen BA # 0 oldugu goriilmektedir. Bu durumda S halkasi terslenebilir

bir halka degildir.

Asagidaki teorem bir halkanin J-terslenebilir olup olmadiginin belirlenmesinde oldukca

kullanigh bir karakterizasyondur.

Teorem 3.1.5. Asagidaki ifadeler bir R halkasi i¢in denktir.
(1) R halkasi J-terslenebilirdir.
(2) a* = 0 sartim saglayan her a € R igin a € J(R) dir.
(3) a® = 0 sartim saglayan her a € R ve her b € R icin ab — ba € J(R) dir.

Ispat: (1) = (2) @ € R icin a®> = 0 olsun. Bu durumda her r € R icin a®r = 0
olur. R halkas1 J-terslenebilir oldugundan ara € J(R) dir. Jacobson radikali yar:
asal oldugundan a € J(R) bulunur.

(2) = (1) a,b € R igin ab = 0 olsun. O halde (ba)? = 0 elde edilir. Hipotez geregi
ba € J(R) olur.

(2) = (3) a®> = 0 olacak sekilde a € R almsin. Boylece a € J(R) dir. Buradan her
b€ R igin ab — ba € J(R) dir.

(3) = (2) a* = 0 olacak sekilde a € R alimsin. Bu durumda her b € R igin
ab —ba € J(R) dir. Buradan a(ab — ba) = —aba € J(R) dir. Jacobson radikali yar1
asal oldugundan a € J(R) dir.

J-terslenebilir halka ornekleri oldukga fazladir. Asagidaki onerme yerel halkalarin

J-terslenebilir oldugunu gostermektedir.
Onerme 3.1.6. R bir halka olsun. Eger J(R) = J#(R) ise R halkas: J-terslenebilirdir.

Ispat: J(R) = J#(R) ve a,b € R olmak iizere ab = 0 olsun. Béylece (ba)? = 0 olup
ba € J(R) = J#(R) dir.

Sonuc 3.1.7. Eger R bir yerel halka ise o zaman R halkas1 J-terslenebilirdir.

ispat: Onerme 2.1.19 geregince ispat aciktir.
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Lemma 3.1.8. J-temiz halkalar J-terslenebilirdir.

Ispat: R halkasi J-temiz olsun. ab = 0 olacak sekilde a,b € R almsim. Boylece
(ba)? = 0 dir. Buradan 1 — ba € U(R) olur. J-temiz halkalarda tersinir elemanlar

Jacobson radikaline 1 egkare elemaniyla igleme girmesi sonucu diigseceginden 1 —ba —

1 = —ba € J(R) dir. O halde ba € J(R) olup istenilen elde edilir.

Onerme 3.1.9. R bir halka olsun. Eger R halkas1 J-yar1 kutuplu ise o zaman

J-terslenebilirdir.
Ispat: Lemma 3.1.8 in ispatina benzer sekilde sonuca ulagilr.
Onerme 3.1.10. Her merkezil terslenebilir halka .J-terslenebilirdir.

ispat: R bir merkezil terslenebilir halka ve ab = 0 olacak gekilde a,b € R olsun.
Buradan her r € R igin abr = 0 dir. Boylece bra € C(R) dir. Her s € R igin
(bra)s(bra) = brabras = 0 dir. J(R) yar asal ideal oldugundan her r € R igin
bra € J(R) elde edilir. O halde ba € J(R) dir.

Onerme 3.1.11. R bir halka olsun. Eger R halkasi yari-degigmeli ise o zaman

J-terslenebilirdir.

Ispat: ab = 0 olacak sekilde a,b € R almsm. Buradan her r € R icin abr = 0
dir. Boylece brabra = 0 olur. R halkasi yari-degismeli oldugundan braRbra = 0 dir.
Buradan (braR)(braR) = 0 elde edilir. braR kiimesi R de sag nil ideal oldugundan
braR C J(R) dir. Boylece ba € J(R) bulunur.

Asagidaki 6rnek Onerme 3.1.11 in kargitinin genel olarak dogru olmadigim gostermekte-

dir.

Ornek 3.1.12. R degismeli bir halka olsun. n > 2 tamsayilar1 i¢gin 7,,(R) halkasi

yari-degismeli olmamasina ragmen J-terslenebilir halkadir.

Sonuc 3.1.13. R bir halka olsun. Eger R halkas:1 zayif terslenebilir ise o zaman

J-terslenebilirdir.
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ispat: Onerme 3.1.11 in ispatina benzer sekilde sonuca ulasilir.

Terslenebilir halkalarin Abel halka oldugu bilinmektedir. Asagidaki érnek J-terslenebi-

lir halkalarin genel olarak Abel olmadigin gostermektedir.

Ornek 3.1.14. R degismeli bir halka olsun. Bu durumda R halkas: J-terslenebilirdir.

00
Buradan T5(R) halkasi J-terslenebilirdir. Fakat e = € Ty(R) bir egkare

01

eleman olmasina ragmen 75(R) nin merkezinde degildir. Béylece T5(R) halkasi Abel

degildir.

Calci vd., 2019 yilindaki galigmada J-simetrik halkalarin sol minimal Abel halka
oldugunu gostermisglerdir. Benzer sekilde J-terslenebilir halkalarin da sol minimal

Abel halka oldugu gosterilebilir.
Onerme 3.1.15. Her J-terslenebilir halka sol minimal Abel halkadir.

Ispat: R bir J-terslenebilir halka, e € M Ej(R) ve a € R icin h = ae — eae olsun.
h # 0 ve eh = 0 olsun. Bu durumda he = h ve Rh = Re bulunur. R halkasi
J-terslenebilir oldugundan h = he € J(R) dir. Buradan e = rh olacak sekilde r € R
mevcuttur. Boylece e € J(R) olup e = 0 bulunur ve geligki elde edilir. Bu durumda

h = 0 bulunur. O halde ae = eae olup istenilen elde edilir.

Onerme 3.1.16. R bir halka olsun ve her eskare eleman J(R) ye gore yiikselsin.

Eger R halkas1 J-terslenebilir ise o zaman R/J(R) Abeldir.

Ispat: 72 = f € R/J(R) olsun. Eskare elemanlar .J(R) ye gére yiikseldiginden
e? = e € R vardir. ¢(1 —e) = 0 oldugundan her r € R igin e(1 —e)r = 0 dir. R
halkas1 J-terslenebilir oldugundan (1 —e)Re C J(R) dir. Ayrica eR(1 —e) C J(R)
oldugu da agiktir. Béylece her a € R igin (1 —e)ae € J(R) ve ea(l —e) € J(R) elde

edilir. Buradan ea — ae € J(R) olup istenilen elde edilir.

Lemma 3.1.17. Her J-terslenebilir halka Dedekind sonludur.
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ispat: R halkas1 J-terslenebilir bir halka ve a,b € R igin ab = 1 olsun. Buradan
a(l1—ba) = 0 dir. R halkas1 J-terslenebilir oldugundan (1—ba)a € J(R) dir. Boylece
(1—ba)ab =1—ba € J(R) olur. 1—ba bir egkare elemandir. Jacobson radikalindeki
tek eskare eleman 0 oldugundan 1 — ba = 0 dir. Bu durumda 1 = ba olup istenilen

elde edilir.
Lemma 3.1.17 nin karsit1 genel olarak dogru degildir.

Ornek 3.1.18. R halkasi icin M,, (R) Dedekind sonlu olmasima ragmen J-terslenebilir
degildir.

Yukarida verilen halka siniflar1 arasindaki iligki asagidaki semada gosterilmektedir.

Merkezil terslenebilir —— Zayif terslenebilir

T

Yar: degigsmeli —— J-terslenebilir

Simetrik Terslenebilir

Indirgenmis Dedekind Sonlu

Tanim 3.1.19. R bir halka ve f(z) = a,+ a1z, g(x) = by+ b1z € R[x] olsun. Eger
f(x)g(z) = 0 olmas: her 0 <, <1 i¢in a;b; € J(R) olmasimi gerektiriyorsa R ye

J-dogrusal Armendariz (J-linear Armendariz) halka denir.

Onerme 3.1.20. R bir halka olsun. Eger R halkasi J-terslenebilir ise o zaman R
halkas1 J-dogrusal Armendariz halkadir.

Ispat: R bir J-terslenebilir halka ve f(z) = ag + a1z, g(x) = by + biz € Rlz] icin
f(z)g(z) = 0 olsun. Bu durumda agby = 0, agb; +a1by = 0 ve a;by = 0 dir. R halkas:
J-terslenebilir oldugundan byag € J(R), bia; € J(R) ve agbiag € J(R) dir. Ayrica
her r € R igin byrag € J(R) ve agbirag + a;bgrag = 0 oldugu kolayca goriilebilir.
Boylece agbirag € J(R) olup her r € R i¢in agbiragh; € J(R) elde edilir. Jacobson
radikali yar1 asal oldugundan agb; € J(R) bulunur. Benzer sekilde a1by € J(R)

oldugu gosterilebilir. Bu durumda R halkas1 J-dogrusal Armendariz halka olur.
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Nicholson’un degisim halkalari iizerine yapmig oldugu 1977 yilindaki caligmasinda
degisim halkasi sartlarini saglayan halka siniflarindan birinin de temiz halkalar oldugu
gosterilmigtir. Fakat bu onermenin kargitinin genel olarak dogru olmadig: bilinmek-
tedir. Bu caligmadan sonra pek c¢ok arastirmaci degisim halkalarinin hangi sartlar
altinda temiz oldugunu aragtirmigtir. Asagidaki teorem degisim halkalar1 ile temiz

halkalarin birbirine denk olmasi i¢in gerekli bir gsart1 ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1.21. R bir J-terslenebilir halka olsun. Bu durumda R nin temiz olmasi

i¢gin gerek ve yeter sart R nin degisim halkas1 olmasidir.

Ispat: (=) Ispati aciktur.

(<) R bir degisim halkasi olsun. Bu durumda R/J(R) de bir degigsim halkasidir.
Onerme 3.1.16 geregince R/.J(R) bir Abel halkadir. Bu durumda Onerme 2.1.29
yardimiyla, R/J(R) halkasinin temiz oldugu agiktir. Buradan Onerme 2.1.31 geregin-

ce R halkasi temizdir.

Yu 1999 yilinda yayimlanan caligmasinda degigim halkalarinin hangi sartlar altinda
sabit araliginin 1 oldugunu arastirmistir. Asgagidaki teorem bu sorunun cevaplari

arasinda sayilabilir.

Teorem 3.1.22. R bir degisim halkasi olsun. Eger R halkasi J-terslenebilir ise o

zaman R nin sabit araligi 1 dir.

Ispat: R halkasi J-terslenebilir olsun. Onerme 3.1.16 geregince R/J(R) Abeldir.
Hipotez geregi R degisim halkasi oldugundan Onerme 2.1.43 geregince R/.J(R) nin
sabit araligi 1 dir. Boylece R halkasinin da sabit araligi 1 dir.

Teorem 3.1.23. Her sag yari-ikili halka J-terslenebilirdir.

Ispat: R bir sag yarr-ikili halka olmak tizere a,b € R icin ab = 0 ve ba ¢ J(R) olsun.
Buradan ba ¢ M olacak sekilde R nin bir sag maksimal M ideali vardir. Boylece
baR 4+ M = R olur. Bu durumda 1 = bar + m olacak sekilde r € R ve m € M
vardir. Buradan a = am € M olup ba € M bulunur. Bdéylece bir geliski elde edilir.
O halde R halkas1 J-terslenebilirdir.
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Teorem 3.1.24. R bir degisim halkasi olsun. R nin J-terslenebilir olmas: igin

gerek ve yeter sart R nin bir yari-ikili halka olmasidir.

Ispat: (=) R halkasi J-terslenebilir olsun. R degigim halkasi oldugundan Onerme
2.1.30 geregince R deki egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselir. Onerme 3.1.16 geregi
R/J(R) Abeldir. Teorem 2.1.47 geregince R halkas1 yari-ikilidir.

(<) Teorem 3.1.23 geregince agiktir.

Asagidaki sonug yari-ikili halkalar igin bilinmektedir. Burada J-terslenebilir halkalar

i¢in ispatsiz olarak verilecektir.

Sonuc 3.1.25. Bir 7-diizenli halkanin kuvvetli 7-diizenli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart halkanin J-terslenebilir olmasidir.

Uyar1 3.1.26. Sonug 3.1.25 geregince Abel m-diizenli halkalar ve sonlu Abel hal-

kalar J-terslenebilirdir.

Onerme 3.1.27. I indeks kiimesi icin {R;}icr ile halkalarin bir koleksiyonu gosterilsin.
Bu durumda II;c; R; nin J-terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ € [ icin

R; nin J-terslenebilir olmasidir.

Ispat: (<) Her ¢ € I igin R; halkas1 J-terslenebilir halka ve (a;)ier, (b;)icr € Iier R;
icin (a;)(b;) = 0 olsun. Buradan her ¢ € [ igin a;b; = 0 dir. Hipotez geregince
her 7 € I igin ba; € J(R;) dir. Boylece (b;)(a;) € ierJ(R;) = J(ILigrR;) dir. Bu
durumda II;c; R; halkasi J-terslenebilirdir.

(=) Acgikga gortilmektedir.

Asagidaki sonu¢ Onerme 3.1.27 nin direkt bir sonucudur.

Sonuc 3.1.28. R bir halka ve e? = e € C'(R) olsun. Bu durumda eR ve (1—¢)R nin

J-terslenebilir halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin J-terslenebilir olmasidir.

Lemma 3.1.29. R bir halka olsun. Bu durumda R nin J-terslenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart her e? = e € R icin eRe nin J-terslenebilir olmasidir.
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Ispat: (=) a,b € R icin (eae)(ebe) = 0 olsun. R halkasi J-terslenebilir oldugundan
(ebe)(eae) € J(R) dir. Boylece (ebe)(eae) € eJ(R)e = J(eRe) elde edilir.

(<) e =1 igin agik¢a goriilmektedir.

Caligmanin bundan 6nceki kisminda J-terslenebilir halka tanimi birimli halkalar i¢in
verilmektedir. J-terslenebilir halka tanimi birimsiz halkalar i¢in de benzer sekilde

yapilmaktadir.

Tanim 3.1.30. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. ab = 0 sartin1 saglayan

her a,b € I igin ba € J(I) saglamyorsa I ya J-terslenebilir ideal denir.

Onerme 3.1.31. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eger R halkas

J-terslenebilir ise o zaman [ ideali de J-terslenebilirdir.

ispat: a,b € I igin ab = 0 olsun. R halkas1 J-terslenebilir oldugundan ba € J(R)
dir. Buradan ba € J(R) NI = J(I) olup istenilen elde edilir.

Teorem 3.1.32. T bir J-terslenebilir halka, R kiimesi 7" nin bir althalkas1 ve I da
T nin R tarafindan kapsanan bir ideali olsun. Eger R/I halkasi J-terslenebilir ise o

zaman R de J-terslenebilirdir.

Ispat: a,b € R icin ab = 0 olsun. Buradan ba € J(T) dir. Boylece her r € R
icin 1 — bar € U(T) olur. Bu durumda ¢(1 — bar) = 1 olacak gekilde bir t € T
vardir. O halde ba € J(R/I) olup her 7 € R/I i¢in 1 — bar € U(R/I) dir. Buradan
(1 — bar)s = 1 olacak sekilde 5 € R/I vardir. Bu durumda 1 — (1 — bar)s € I olur.
O halde t(1 — (1 — bar)s) =t — s € I dir. Son esitlikteki ¢ elemaninin R de oldugu
agiktir. Boylece 1 — bar eleman1 R de sol tersinirdir. Benzer gekilde 1 — bar nin R
de sag tersinir oldugu da gosterilebilir. Boylece her r € R i¢in 1 — bar € U(R) olup
ba € J(R) bulunur.

Sonuc 3.1.33. T bir J-terslenebilir halka, R de 7" nin bir J-terslenebilir althalkas:

olsun. Bu durumda 7" nin her [ ideali i¢in I + R de J-terslenebilirdir.

ispat: Teorem 3.1.32 den kolayca elde edilir.
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Sonuc 3.1.34. Bir J-terslenebilir halkanin her sonlu altdirekt ¢arpimi da .J-terslenebi-

lirdir.

Ispat: R bir halka, R nin I ve K idealleri icin R/I ve R/K halkalar1 J-terslenebilir
ve INK =0olsun. f: R — R/I® R/K homomorfizmas1 f(r) = (r + I,r + K)
seklinde tanimlansin. Buradan R =Imf elde edilir. Hipotez geregi R/I ® R/K ve
Imf/f(I) = R/I halkalar1 J-terslenebilirdir. Ayrica f(I) Clmf C R/I & R/K duir.

Teorem 3.1.32 den sonug elde edilmig olur.

Sonuc 3.1.35. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eger R/I ve R/K
halkalar1 J-terslenebilir ise o zaman R/(I N K) da J-terslenebilirdir.

Ispat: f: R/(INK)— R/I ve g: R/(INK)— R/K homomorfizmalar: sirasiyla
fr+INK)=r+1I1veg(lr+InK)=r+ K geklinde tanimlansin. Buradan
f ve g birer epimorfizmadir ve Ker fNKerg=0 dir. Boylece R/(I N K) halkas1 R/I
ve R/K nm bir altdirekt ¢arpimuidir. Ayrica R/I = (R/(INK))/(I/(INK)) ve
I/(INK)C R/(INK) C R/I oldugu bilinmektedir. Bu bilgiler 1g1ginda Sonug

3.1.34 geregince istenilen elde edilir.

R bir halka olsun. S = {(x,y) € RX R:z —y € J(R)} kiimesi bilegensel iglemler
ile R x R halkasimin bir althalkasidir.

Teorem 3.1.36. Asagidaki ifadeler bir R halkasi i¢in denktir.
(1) R halkasi J-terslenebilirdir.

(2) S={(z,y) € Rx R:x—y e J(R)} halkas1 J-terslenebilirdir.

Ispat: (1) = (2) Eger I; = J(R) x {0} ve I, = {0} x J(R) olarak secilirse ;NI = 0
dir. Ayrica S/I; = S/Is = R olur. Boylece S halkasi R halkasinin altdirekt garpimi
oldugundan Sonug 3.1.34 geregince ispat acgiktir.

(2) = (1) a,b € R igin ab = 0 olsun. Buradan (a,a)(b,b) = (0,0) dir. S halkas
J-terslenebilir oldugundan (b,b)(a,a) = (ba,ba) € J(S) dir. Buradan her z € R igin
(1,1) — (z,z)(ba,ba) € U(S) dir. Buradan 1 — zba € U(R) dir. Béylece ba € J(R)
olup ispat biter.
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Halkaya ait olan bir 6zelligin boliim halkasina aktarilip aktarilmamasi durumu halka
teorisinde ilgi ¢ceken bir aragtirma sorusudur. Asagidaki onerme J-terslenebilir olma
ozelligin hangi durumlarda boliim halkasina aktarildigini, hangi durumlarda boliim

halkasindan halkaya yiikseldigini ortaya koymaktadir.

Onerme 3.1.37. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun.
(1) Eger I kuvvetli asal ise o zaman R/I halkasi J-terslenebilirdir.

(2) Eger I nil ideal ve R/I halkas1 da J-terslenebilir ise o zaman R halkasi J-

terslenebilirdir.

Ispat: (1) ab = 0 olsun. Bu durumda ab € I olur. Boylece (ba)? € I dir. T kuvvetli
asal oldugundan ba € I olur. Béylece ba € J(R/I) bulunur.

(2) a,b € R igin ab = 0 olsun. Buradan ab = 0 dir. R/I halkasi J-terslenebilir
oldugundan ba € J(R/I) olur. Bu durumda her » € R icin 1 — bar € U(R/I)
elde edilir. O halde 5(T — bar) = 1 olacak sekilde 5 € U(R/I) vardir. Boylece
1 —s(1 —=bar) € I dir. I bir nil ideal oldugundan s(1 — bar) € U(R) dir. Buradan
(1 —bar) € U(R) olup ba € J(R) bulunur.

Onerme 3.1.37 nin ifadesindeki nil ve kuvvetli asal ideal olma sartlar kaldirilamazdir.
Asagidaki 6rnekler bu sartlar olmadan Onerme 3.1.37 nin saglanmadigini gostermek-

tedir.

Ornek 3.1.38. R = M,y(Z) ve I =< AB — BA : A,B € My(Z) > olsun. Bu-
radan agikga goriilmektedir ki R/I halkasi degismelidir. Boylece R/I halkasi J-
terslenebilirdir. Fakat My (Z) halkasi J-terslenebilir degildir.

Ornek 3.1.39. R = Z3) lokalizasyon halkasi olmak iizere () ile R iizerinde ku-
aterniyonlar halkasi gosterilsin. () halkasinin degigmeli olmayan bir tamlik bolgesi
oldugu bilinmektedir. Bu durumda @ bir J-terslenebilir halkadir. Ayrica J(Q) = 3Q
ve Q/J(Q) = My(Zs) diir. Boylece Q/J(Q) halkasi J-terslenebilir degildir.

Onerme 3.1.40. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eger R/I ve R/K
halkalar1 J-terslenebilir ise o zaman R/(IK) halkasi da J-terslenebilirdir.
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Ispat: R nin her I ve K ideali icin IK C INK oldugu bilinmektedir. Ayrica R/(IN
K)= R/(IK)/(INK)/(IK) her zaman saglanir. Sonug 3.1.35 geregince R/(I N
K) halkas1 J-terslenebilirdir. Ayrica ((I N K)/(IK))?* = 0 oldugu goriilmektedir.
Onerme 3.1.37 geregince R/(IK) halkas: .J-terslenebilirdir.

Sonuc 3.1.41. R bir halka ve I da R halkasmnin bir ideali olmak iizere agagidaki
ifadeler denktir.

(1) R/I halkasi J-terslenebilirdir.

(2) Her n € Z* i¢in R/I™ halkas1 J-terslenebilirdir.

Ispat: (1) < (2) Onerme 3.1.40 yardimyla kolayca elde edilir.
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3.2 J-Terslenebilir Halka Geniglemeleri

Bu boliimde birinci bolimde temel ozellikleri incelenmis olan J-terslenebilir hal-
kalarin bazi halka geniglemeleri arastirilmaktadir. Boylece mevcut bir J-terslenebilir

halka yardimiyla, yeni J-terslenebilir halkalar elde edilmesi miimkiin olmaktadir.

Onerme 3.2.1. R bir halka olsun. Eger R halkas1 J-terslenebilir ise S~'R halkasi
da J-terslenebilirdir.

€ S7'R olmak iizere a,b,c,d € R ve b, d sifirdan farkli olsun. % =

0 kabul edilsin. bd tersinir oldugundan, ac = 0 olur. R halkas1 J-terslenebilir

oldugundan, ca € J(R) C J(S~'R) dir. Béylece <= = <= € J(S7'R) elde edilir.

db db

. a
Ispat: —
p b7

Ul o

.. A M
Onerme 3.2.2. R = agikar Morita yapisi olsun. Bu durumda R

N B
halkasinin J-terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart A ve B halkalarimin J-

terslenebilir olmalaridir.

ispat: R halkas1 J-terslenebilir olsun. Bu durumda Lemma 3.1.29 geregince A ve B

halkalar1 J-terslenebilir olarak bulunur. Kargit olarak A, B halkalari J-terslenebilir

a b x Yy

olmak tizere = 0 olarak alinsin. Boylece
c d t z
ax ay + bz
=0 dir. Buradan ax =0,dz =0, cx+dt =0veay+bz =0
cr +dt dz
bulunur. A ve B halkalar1 J-terslenebilir oldugundan za € J(A), zd € J(B) dir.
. Ty a b za  xb+yd N
Boylece = € J(R) oldugu goriiliir.
t =z c d ta + zc dz
S M
Sonuc 3.2.3. R = olsun. Bu durumda R nin J-terslenebilir olmasi
0 T

i¢gin gerek ve yeter sart S ve T" halkalarinin J-terslenebilir olmalaridir.
Ispat: Onerme 3.2.2 geregi ispat acgiktir.

Sonuc 3.2.4. R bir halka olsun. R nin J-terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

her n € Z* i¢in T,,(R) halkasimin J-terslenebilir olmasidir.
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ispat: n = 2 icin Onerme 3.2.2 den dolay1 ispat aciktir. n > 2 olmas: halinde

Onerme 3.2.2 nin ispatma benzer sekilde sonuca ulagilr.

Halkalarin 6nemli geniglemelerinden biri de Dorroh genisglemeleridir. Asagidaki
sonug J-terslenebilir halkalarin Dorroh geniglemeleri ile olan ilgisini ortaya koymak-

tadir.

Onerme 3.2.5. R bir halka ve S = I (R; V) de R nin bir Dorroh geniglemesi olsun.
Her v € V i¢in v + w + vw = 0 saglayan bir w € V mevcut olsun. Bu durumda

agagidaki ifadeler denktir.
(1) R halkasi J-terslenebilirdir.
(2) S =1I(R;V) genislemesi J-terslenebilirdir.

Ispat: (1) = (2) R halkas: J-terslenebilir ve (r,v),(p,w) € S = I(R;V) icin
(r,v)(p,w) = (rp, rw+vp+vw) = (0,0) olsun. R halkas1 J-terslenebilir oldugundan,
pr € J(R) dir. Iddia (p,w)(r,v) = (pr,pv + wr + wv) € J(S) oldugudur. Hipotez
geregi (0,V) C J(S) oldugu goriilmektedir. Eger (pr,0) € J(S) oldugu gosterilebilirse,
ispat tamamlamr. (z,y) € S segilsin. Bu durumda (1 — zpr,—ypr) = (1 —
wpr, 0)(1, (1—apr) ™ (—ypr) ve (1, (1=apr) ™ (—ypr) = (1,0)+(0, (1—(apr) ™ (—ypr)))
oldugundan (1,0)—(z,y)(pr,0) = (1—apr, —ypr) € U(S) dir. Boylece (pr,0) € J(S)
olup (p,w)(r,v) = (pr,pv + wr + wv) € J(S) elde edilir.

(2) = (1) (r,v)(p,w) = (0,0) olsun. S halkas1 J-terslenebilir oldugundan, (p, w)(r,v) =
(prypv + wr + wv) € J(S) olur. Hipotez geregi (0,V) C J(S) olup (pr,0) € J(5)
dir. Buradan pr € J(R) bulunur.

Sonuc 3.2.6. R bir halka ve f : R — R bir halka homomorfizmas1 olsun. Agagidaki
ifadeler denktir.

(1) R halkasi J-terslenebilirdir.

(2) R][z, f]] halkas1 J-terslenebilirdir.

Ispat: < z > kiimesi z tarafindan iiretilen ideal olmak iizere R[[z, f]] = I(R; < z >)

dir. Boylece Onerme 3.2.5 yardimiyla sonuca ulagilir.

27



Onerme 3.2.7. R bir halka olsun. R nin J-terslenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

sart R[[z]] halkasinin J-terslenebilir olmasidir.
Ispat: J(R[[z]]) = J(R)+ < x > oldugundan sonug kolayca elde edilir.

Onerme 3.2.8. Asgagidaki ifadeler R halkasi i¢in denktir.

(1) R halkasi J-terslenebilirdir.

( )
w w2 - Wip
0 w - 1wy . o
(2) S = o ' . D w,w;; € R(1 < j),2<4,57 <n—1) halkasi
(N0 0 - w )
J-terslenebilirdir.
0 w2 Win
: " A . 0 0 T W2n -
Ispat: (1) = (2) Eger S nin ideali olarak I = [ ‘ ' secilirse, I™ =
0 0 - 0

0 oldugu kolayca goriiliir. Ayrica S/I = R dir. Boylece Lemma 3.1.37 geregince, S
halkasi J-terslenebilir bulunur.

(2) = (1) Lemma 3.1.29 den agikca goriilmektedir.

Sonuc 3.2.9. Agagidaki ifadeler bir R halkas: igin denktir.

(1) R halkasi J-terslenebilirdir.

(2) Her n > 2 igin R[z]/ < 2™ > halkasi J-terslenebilirdir.

ispat:
.
W11 Wiz Wiz Wi4 - W1in
0 wn wp wy - W1(n-1)
0 0 wn w Cee Win—
Rlz]/ < 2" > o B e R 1< j<n—1
0 0 0 w11 W12
0 0 0 0 w11

\

oldugu bilinmektedir. Onerme 3.2.8 yardimiyla ispat tamamlanir.
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Onerme 3.2.10. A bir halka ve B de A nim bir althalkas: olmak iizere agagidaki
ifadeler denktir.

(1) A halkasi J-terslenebilir ve a,b € B i¢in ab = 0 iken ba € J(A) N J(B) dir.
(2) R[A, B| halkas: J-terslenebilirdir.

Ispat: (1) = (2) (x1, 22, 20, b1y ) (Y1, Y25 -+ s Yny Doy ..) = (0,0,...,0,...) ol-
mak tlizere x;,y; € A ve by, by € B alinsin. Boylece x1y; = 0, 2212 =0, ..., biby =0
olur. A ve B halkalar1 J-terslenebilir oldugundan, 1 < i < n i¢in yz; € J(A)
ve boby € J(B) saglanir. Ayrica beby € J(A) dir. Buradan (yq,y2,...,bs,...)
(x1,29,...,b1,...) € J(R[A, B]) bulunur.

(2) = (1) z1,y1 € A igin z1y; = 0 olsun. Boylece

(21,0,...,0,..)(,0,...,0,...) = (0,0,...,0,...)

olur. R[A, B| halkas1 J-terslenebilir oldugundan, (y1,0,...,0,...)(z1,0,...,0,...) €
J(R[A, B]) bulunur. Bu durumda 3,21 € J(A) olur. B halkasimin J-terslenebilir

olmasi da benzer gekilde gosterilebilir.

Simdiye kadar bir R halkasinin J-terslenebilir olmasi durumunda bazi geniglemelerinin
hangi sartlar altinda J-terslenebilir oldugu tizerinde incelemeler ortaya konuldu.
Verilen bir J-terslenebilir halkanin tiim geniglemeleri J-terslenebilir olmak zorunda
degildir. Asagida R halkasinin J-terslenebilir halka olmasi halinde bile R tizerindeki

matris halkalarinin J-terslenebilir olmadigr gosterilmektedir.

000
Ornek 3.2.11. R bir halka olsun. Mjs(R) halkasi ele almsm. A= | 1 0 1 | ve
000
0 1 0
B = 0O 0 0 olarak secilsin. Bu durumda AB = 0 olmasina ragmen, BA =
0 -1 0
1 0 1
0 0 0 ¢ J(Ms3(R)) oldugu goriilmektedir. Boéylece M, (R) halkasinin
-1 0 -1

genel durumda J-terslenebilir olmadigr gortilmektedir.
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Benzer sekilde J-terslenebilir halkalar tizerinde insa edilen genellestirilmis matris

halkalar1 da J-terslenebilir olmak zorunda degildir.

Ornek 3.2.12. R = Z olsun. Bu durumda R halkasi J-terslenebilirdir. K,(R)

—1 1
icin s = 2 olarak secilsin. A = ve B = olsun. Bu durumda
1 -1 1 0
9 _
AB = 0 olur. Fakat BA = ¢ J(K3(R)) dir. Bu durumda K,(R) halkas

2 =2
da genel durumda J-terslenebilir degildir.
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4. J-YANSIMALI HALKALAR

Bu boliimde J-terslenebilir ve yansimali halkalarin bir genellemesi olan J-yansimali
halka kavrami verilecektir. Ilk olarak J-yansimal halka kavrami icin kullamsgh bir
karakterizasyon verilmekte, ardindan J-yansimali halkalarin temel ozellikleri ince-
lenmekte, son olarak J-yansimali halkalarin mevcut halka siniflar ile olan iligkileri

aragtirilmaktadir.

4.1 J-Yansimali Halkalarin Genel Ozellikleri

Tanim 4.1.1. R bir halka olsun. R halkasinda aRb = 0 sartin1 saglayan her
a,b € R i¢in bRa C J(R) oluyor ise R halkasina J-yansimali (J-reflexive) halka

denir.
Ornek 4.1.2.
(1) Yansimali halkalar J-yansimalidir.
(2) Indirgenmisg halkalar J-yansimaldir.
Asagidaki teorem J-yansimali halkalar1 karakterize etmektedir.
Teorem 4.1.3. R bir halka olmak iizere agagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimal halkadir.
(2) Her a € R igin (rg(aR))(Ra) C J(R) ve (aR)(Ig(Ra)) C J(R) saglanir.

(3) R halkasimin /RK = 0 sartim saglayan bogtan farkli her I, K altkiimeleri i¢in
KRI C J(R) saglanir.

(4) R halkasinin < a >< b >= 0 sartin1 saglayan her a,b elemani i¢in < b ><

a >C J(R) saglanir.

(5) R halkasimin K = 0 sartim saglayan her I, K sag (sol) idealleri i¢in K1 C
J(R) saglanir.

(6) R halkasmin K = 0 sarti saglayan her I, K idealleri igin KI C J(R)

saglanir.
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Ispat: (1) = (2) b € rg(aR) olsun. Bu durumda aRb = 0 dir. R halkas: J-yansimali
oldugundan, bRa C J(R) bulunur. Bu durumda (rg(aR))(Ra) C J(R) dir. Benzer
sekilde (aR)(lg(Ra)) oldugu da gosterilebilir.

(2) = (1) a,b € R igin aRb = 0 olsun. Bu durumda b € rg(aR) dir. Hipotez
geregince bRa C J(R) olup, R halkasi J-yansimal elde edilir.

(3) = (4) = (5) = (6) Ispat aciktar.

(6) = (1) a,b € R igin aRb = 0 saglansin. Buradan RaRRbOR = 0 olur. Hipotez
geregi RbRRaR C J(R) elde edilir. bRa C RbRRaR oldugundan, bRa C J(R)
bulunur.

(1) = (3) R halkasimin bostan farkli /, K altkiimeleri igin /RK = 0 olsun. O halde
hera € I veb € K igin aRb = 0 dir. R halkasi J-yansimali oldugundan, bRa C J(R)
bulunur. Béylece KRI C J(R) oldugu goriiliir.

J-yansimali halka ornekleri oldukga fazladir. Agagida J-terslenebilir halkalarin J-

yansimali halka oldugu gosterilmektedir.
Onerme 4.1.4. J-terslenebilir halkalar J-yansimahdir.

Ispat: R halkasi J-terslenebilir bir halka ve a,b € R icin aRb = 0 olsun. Boylece
ab = 0 ve her r € R i¢in abr = 0 olur. R halkas1 J-terslenebilir oldugundan, her

r € Rigin bra € J(R) dir. Buradan bRa C J(R) elde edilir.

Yukarida verilen onermenin karsiti1 genel olarak dogru degildir. Asagidaki 6rnek

Onerme 4.1.4 {in kargitinin genel olarak dogru olmadigini gostermektedir.

. 11
Ornek 4.1.5. R = M,(Z) halkas verilsin. A = , B = €ER
01 0 0
01
icin AB = 0 olmasina ragmen BA = ¢ J(R) oldugundan, R halkas:

00
J-terslenebilir degildir. R halkasinin J-yansimali oldugu kolayca gosterilebilir.

Asgagidaki 6nerme J-yansimali halkalarin hangi durumda J-terslenebilir halka oldugunu

ortaya koymaktadir.

Teorem 4.1.6. R bir Baer halka olsun. R halkasinin J-terslenebilir olmasi icin

gerek ve yeter sart R nin J-yansimali halka olmasidir.
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Ispat: (=) Onerme 4.1.4 geregince aciktir.

(<) a,b € R igin ab = 0 olsun. Buradan abR = 0 olup a € Iz(bR) dir. R
halkas1 Baer oldugundan, [r(bR) = eR sartini saglayan bir e eskare elemani vardir.
Béylece eRbR = 0. R halkasi J-yansimal oldugundan, bReR C J(R) dir. Buradan
ba € J(R) elde edilir.

Yansimali halkalar J-yansimali olmasina ragmen bu ifadenin karsiti genel olarak

dogru degildir.

Ornek 4.1.7. R bir degismeli halka olsun. R halkasi iizerinde

a b c
S = 0 a d|:abcdeR
0 0 a

halkas: almsm. S halkasiin J-terslenebilir oldugu kolayca gosterilebilir. Onerme
000

4.1.4 geregince S halkasi J-yansimali bir halkadir. Fakat A= 0 0 1 | ve B=
000

010
0 0 0 | olarak secilirse, ASB = 0 olmasina ragmen BSA # 0 dir. Boylece S

000
halkasinin yansimali olmadig1 goriilmektedir.

Asgagidaki sonug J-yansimali halka tanimi yardimiyla direkt olarak elde edilebildigin-

den ispatsiz olarak verilmektedir.
Sonuc 4.1.8. R bir halka olsun.
(1) Eger R/J(R) halkasi yansimali bir halka ise, R halkas1 J-yansimalidir.

(2) Eger R/J(R) halkas: degismeli ise, R halkasi J-yansimalidir.

Sonug 4.1.8 yardimiyla tek tiirli temiz halkalarin J-yansimali oldugu kolayca gosteri-

lebilir.

Sonuc 4.1.9. Her tek tiirlii temiz halka J-yansimalidir.
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ispat: R tek tirli temiz bir halka olsun. Bu durumda Teorem 2.1.35 geregince

R/J(R) bir Boole halkasidir. Sonug 4.1.8 geregince R halkasi J-yansimalidir.
Sonug 4.1.9 karsit1 genel olarak dogru degildir.

Ornek 4.1.10. R degigmeli bir halka olmak {izere M,(R) halkas: almsimn. My (R)
halkas1 Abel halka olmadig: i¢in, tek tiirlii temiz degildir. Msy(R) halkasmimn J-

yansimali oldugu kolayca gosterilebilir.

Onerme 4.1.11. R bir halka olsun. Eger N(R) C J(R) ise o zaman R halkasi
J-yansimali bir halkadir.

Ispat: a,b € R icin aRb = 0 olsun. Boylece her r € R icin arb = 0 olup ab = 0 elde
edilir. Buradan her r € R icin (bra)? = brabra = 0 dir. Bu durumda bra € N(R)

bulunur. Hipotez geregince bra € J(R) olup, istenilen elde edilir.
Sonuc 4.1.12. Her sag (sol) yari-ikili halka J-yansimalidir.
Ispat: Onerme 2.1.48 geregince ispat agiktir.

Asagida bir halkanin boltim halkasinin J-yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

ortaya konulmaktadir.

Teorem 4.1.13. R bir halka I da R nin nilpotent ideali olsun. Bu durumda R nin

J-yansimali olmasti igin gerek ve yeter gsart R/I halkasinin J-yansimali olmasidir.

Ispat: R/I = Rve a+1 =a € R olmak iizere, @, b € R icin aRb = 0 sart1 saglansin.
Buradan aRb C I olur. I bir nilpotent ideal oldugundan (RaRbR)* = 0 olacak
sekilde bir k € ZT vardir. R halkast J-yansimali oldugundan, (RbRaR)* C J(R)
bulunur. Jacobson radikali yar1 asal oldugundan RbRaR C J(R) elde edilir. O
halde RbRaR C J(R)/I = J(R) dir. Boylece bRa C J(R) olur.

Karsit olarak, a,b € R icin aRb = 0 saglansm. Buradan aRb = 0 dir. Bu du-
rumda aRb C [ ve RaRbR C I olur. [ nilpotent oldugundan, [ k= 0 sartm
saglayacak bir k € Z* vardir. Boylece, (RaRbR)* = RaRbRaRDR--- RaRbR = 0
dir. Bu durumda, (RaRbR)* = 0 bulunur. R/I halkasi J-yansimal oldugundan,
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(RbRaRbRaR --- RbRaR) = (RbRaR)’m C J(R) olur. Jacobson radikali yar1 asal
oldugundan, RbRaR C J(R) elde edilir. Bu nedenle, bRa C J(R) olur. Buradan,
her 7 € R igin, T — (bra)T € U(R) sartin saglayan bir 7 € J(R) vardir. Béylece,
(T — (bra)z)s = 1 sartim saglayan 3 € R vardir. Buradan, 1 — (1 — bra)zs € I
olur. Her nilpotent ideal bir nil ideal oldugundan, 1 — (braz)s € U(R) elde edilir.
Boylece, bra € J(R) olup bRa C J(R) bulunur.

Sonuc 4.1.14. R bir halka olmak tizere agagidaki ifadeler saglanir.

(1) Eger J(R) nilpotent ideal ise o zaman, R halkasinin J-yansimali olmas: i¢in

gerek ve yeter sart R/J(R) halkasinin J-yansimali olmasidir.

(2) Eger R bir Artinian halka ise o zaman, R halkasimin J-yansimali olmasi i¢in

gerek ve yeter sart R/J(R) halkasinin J-yansimali olmasidir.

Ispat: (1) Teorem 4.1.13 geregince ispat agiktir.
(2) Artinian halkalarin Jacobson radikalleri nilpotent ideal oldugundan, (1) geregince

ispat aciktir.

Onerme 4.1.15. R bir halka ve I da R nin I C J(R) sartim saglayan bir ideali

olsun. Eger R/I halkasi J-yansimali ise o zaman, R halkas1 J-yansimalidir.

Ispat: R = R/I ve @ = a+ I € R/I olmak iizere a,b € R icin aRb = 0 saglansim.
Buradan aRb = 0 olur. R halkasi J-yansimal oldugundan, bRa C J(R) bulunur.
Béylece her 7 € R icin bra € J(R) saglanir. Bu durumda, her 7 € R icin 1 —
(bra)z € U(R) olur. O halde, (I — (bra)z)s = 1 olacak sekilde 5 € R vardir. Bu
nedenle, 1 — (1 — brax)s € I dir. I ideali J(R) tarafindan kapsandigindan dolayz,
(1 —brazx)s € U(R) bulunur. Sonug olarak bra € J(R) olup bRa C J(R) elde edilir.

Onerme 4.1.16. R bir halka ve I da R nin yansimali bir ideali olsun. Bu durumda,

R/I halkasi J-yansimalidir.

Ispat: R = R/I veda = a+ I € R/I olmak iizere @,b € R icin aRb = 0 saglansin.
Boylece, aRb C I olur. [ ideali yansimal oldugundan, bRa C [ elde edilir. O halde,
bRa =0 € J(R) bulunur,
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Teorem 4.1.17. J-yansimal halkalarin her altdirekt ¢carpimi da J-yansimalidir.

Ispat: R bir halka ve I, K da R nin idealleri olmak tizere R halkas1 R/I ve R/K
halkalarinin bir altdirekt ¢arpimi olsun. R/I ve R/K halkalar1 J-yansimal ve a,b €
R i¢in aRb = 0 saglansm. Buradan, 0 = aRb ifadesi R/I ve R/K tarafindan
kapsanir. R/I ve R/K halkalar1 J-yansimal oldugundan, bRa C J(R/I) ve bRa C
J(R/K) dir. Béylece her z € R icin 1 — braxz € U(R/I) ve 1 —brax € U(R/K)
saglanir. O halde, (1 —braz)y = 1 € R/I ve (1 —braz)z = 1 € R/K sartlarm
saglayan y € R/I ve z € R/K vardir. Bu durumda, 1 — (1 — brax)y € I ve
1—(1—brax)z € K olur. Elde edilen son iki terim garpilirsa, (1 — (1 — braz)y)(1 —
(1 —braz)z) € IK C INK = 0 elde edilir. Boylece, 1 — (1 — brazx)t = 0 ve
(1 = brax)t =1 olur. Sonug olarak bRa C J(R) dir.

Sonuc 4.1.18. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eger R/I ve R/K
halkalar1 J-yansimali ise o zaman R/(I N K') halkasi da J-yansimalidir.

Ispat: o : R/(INK) — R/I ve f: R/(INK) — R/K fonksiyonlar1 a(r + (I N
K))=r+1IveB(r+(INK))=r+ K olacak sekilde tanimlansm. « ve 8 fonksi-
yonlariin 6rten birer halka homomorfizmasi oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica,

KeranKerf = 0 olur. Bu durumda, R/(I N K) halkas1 R/I ve R/K halkalarinin
bir altdirekt garpimidir. Boylece, R/(I N K) halkas1 Teorem 4.1.17 geregince J-

yansimalidir.

Sonuc 4.1.19. R bir halka ve I, K da R nin idealleri olsun. Eger R/I ve R/K

halkalar1 J-yansimal ise o zaman R/IK halkasi da J-yansimahdir.
Ispat: R/I ve R/K halkalar1 .J-yansimali olsun.
R/INK = (R/IK)/(INK/IK)

ve (INK/IK)? =0 oldugundan, Teorem 4.1.13 geregince ispat biter.
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4.2 J-Yansimali Halka Genisglemeleri

Bu béliimde J-yansimali halka smifinmn bazi geniglemeleri incelenmektedir. Ilk
olarak J-yansimali olma 6zelliginin Morita degismez bir 6zellik oldugu gosterilmekte-
dir. Ardindan, J-yansimali halkalarin bazi1 halka genigmelerinin hangi durumlarda
J-yansimali oldugu ortaya konulmaktadir.

Asagidaki sonug J-yansimali halka olma 0Ozelliginin Morita degismez bir ozellik

oldugunu ortaya koymaktadir.

Teorem 4.2.1. R bir halka olmak tizere agagidaki ifadeler saglanir.

(1) Eger R halkast J-yansimal ise o zaman her ¢? = ¢ € R i¢in eRe halkas1 da

J-yansimalidir.

(2) R halkasmin J-yansimali olmasi igin gerek ve yeter sart her n pozitif tamsayisi

icin M, (R) halkasmin J-yansimali olmasidir.

Ispat: (1) R halkasi J-yansimali ve a,b € eRe icin aeReb = 0 saglansm. R halkasi
J-yansimal oldugundan, ebRae = ebRea C eJ(R)e = J(eRe) elde edilir. Bu du-
rumda, eRe halkasinin J-yansimali oldugu bulunur.

(2) M,,(R) halkas1 J-yansimali olsun. (1) geregince R halkasinin J-yansimal oldugu
agiktir. Kargit olarak, R halkasi J-yansimali olsun ve M, (R) halkasinin I ve K
idealleri i¢in /K = 0 sart1 saglansin. Bu durumda, R halkasimin I = M, ()
ve K = M,(K;) sartlarim1 saglayan I; ve K7 idealleri mevcuttur. Bdylece 0 =
IK = M,(I,)M,(K,) = M,(IK;) olup I; K; = 0 bulunur. R halkas1 J-yansimali
oldugundan, K11; C J(R) elde edilir. O halde, K1 = M,,(K;)M,(I,) = M,(K1;) C
M,(J(R)) = J(M,(R)) dir. Boylece, M, (R) halkasi J-yansimal olur.

Sonuc 4.2.2. R bir J-yansimali halka ve M sonlu tiretecli projektif bir R modiil
olsun. O halde, Endg(M) halkasi J-yansimalidir.

ispat: Teorem 4.2.1 geregince ispat agiktir.

Onerme 4.2.3. R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimali halkadir.
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( )
r Tz - Tin
0 T s XTop .
(2) M = o ' . r€R, v € R,2<14,7 <n—1p birJ-yansimah
0 r
\ /
halkadir.
0 212 -+ 2
. 0 0 - g, . ..
Ispat: (1)< (2)1=| ‘ . olarak secilirse, Teorem 4.1.13 geregince
0 -+« - 0

ispat aciktir.

Onerme 4.2.4. R bir halka olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimal halkadir.

(2) R halkasinin asikar geniglemesi olan R o R halkasi bir J-yansimali halkadur.

Ispat: (1) = (2) R bir J-yansimali halka olsun. Ayrica A = B =

Y

a T
0 a

s t
€ R x R i¢in, A(R < R)B = 0 saglansin. Her M = ) €ERxR
0 s

o asb asy + atb + xsb 0 0
iciny, AMB = = bulunur. R halkas1 J-
0 asb 0 0
yansimali ve aRb = 0 oldugundan, her s € R i¢in bsa € J(R) oldugu goriiliir.
J(R) R S .
J(R x R) = oldugu bilinmektedir. O halde, B(R o« R)A C
0 J(R)

J(R x R) olup, istenilen sonug elde edilir.

(2) = (1) R « R halkast bir J-yansimali halka ve a,b € R igin aRb = 0 ol-

a 0 b 0
sun. Buradan, A = , B = € R x R i¢in, A(R x R)B =
0 a 0 b
aRb aRb 0 0
= olur. R < R halkas1 J-yansimali oldugundan, B(R
0 aRb 0 0

R)A C J(R x R) bulunur. Boylece, bRa C J(R) elde edilir.
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Onerme 4.2.5. I bir indeks kiimesi olmak iizere {R;}icz kimesi R; halkalarinin bir
indeksli kiimesi olsun. O halde, her 7 € 7 i¢in R; halkasinin J-yansimali olmasi i¢in

gerek ve yeter sart [ [, ; R; halkasmin J-yansimali olmasidir.

Ispat: (=) [ L,z Ri halkasmin [ [,.; M;, [ [,c7 K idealleri icin [[,.; M; [, K = 0
olsun. O halde, [[,.; M;K; = 0 dir. Buradan, her i € Z i¢in M;K; = 0 bulunur.
Her i € 7 icin R; halkalar1 J-yansimah oldugundan, K;M; C J(R;) elde edilir. Bu
durumda, [, .7 Ki[[;cx Mi = [],ex KiM; € [L;ez J (Ri) = J([L;ez Ri) bulunur.

(<) R, halkasimin My ve K, idealleri igin MK, = 0 olsun. M = (My)ser ve
K = (Ky)ger ideallerini sadece ¢. bilegeni sifirdan farkli olacak sekilde secilsin. M ve
K kiimeleri [ [, ; R; halkasinin birer idealidir. Ayrica, MK = 0 dir. [[,.; R; halkas:
J-yansimal oldugundan, KM C J([[,c; R;) bulunur. Bu durumda, K,My C J(Ry)

oldugu gortlir.
Onerme 4.2.6. R bir halka olmak fizere agagidaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansimal halkadir.

(2) Her n pozitif tamsayist igin 7, (R) halkasi J-yansimalidir.

0 R

0 0
ideali secilsin. Buradan I? = 0 oldugu agiktir. Boylece To(R)/I = R x R elde

Ispat: (1) = (2) n = 1 icin ispat aciktir. Th(R) halkas i¢in, I =

edilir. Onerme 4.2.5 geregince, Ty(R)/I halkasi J-yansimahdir. Bu durumda, Teo-
rem 4.1.13 geregince, To(R) halkasi J-yansimalidir. Tiimevarim yardimiyla, her
n € Z7 igin T,,(R) halkasimin J-yansimal oldugu benzer sekilde gosterilebilir.

(2) = (1) Teorem 4.2.1(1) geregince ispat aciktir.

Onerme 4.2.7. R bir halka ve €2 = ¢ € R merkezil olsun. Bu durumda, R
halkasinin J-yansimali olmas i¢in gerek ve yeter sart eR ve (1 — e)R halkalarinin

J-yansimali olmalaridir.

Ispat: Ifadenin gerek kosulu Teorem 4.2.1 geregi aciktir. Ifadenin yeter kosulunun
ispat1 i¢in e merkezil bir eskare eleman olmak {izere, eR ve (1 — e)R halkalar1 J-
yansimali alinsin. R = eR X (1 —e) R oldugu bilinmektedir. Onerme 4.2.5 geregince,

R halkas1 J-yansimal olur.
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Onerme 4.2.8. R bir halka ve M = | (R;S) de R nin degismeli S halkas1 yardimiyla
elde edilen Dorroh geniglemesi olsun. Her s € S igin s+ s’ 4+ ss’ = 0 sartin1 saglayan

bir s’ € S mevcut olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimal halkadir.

(2) M bir J-yansimal halkadir.

Ispat: (1) = (2) (a1, b1), (a2, bs) € M icin (a1, by)M(az, by) = (0,0) saglansm. Bu
durumda her (z,y) € M ig¢in, (a1, b1)(z,y)(ag,b2) = (0,0) gergeklenir. O halde,
(a1xas, a1xby + aryas + bixras + biyas + ajybs + bixby + biyby) = (0,0) bulunur.
Boylece, ayxas = 0 ve ayxbs + ayjyas + byxas + biyas + a1ybs + byxby + biybs = 0
elde edilir. R halkasi J-yansimali oldugundan, her x € R i¢in asza; € J(R) dir.
Boylece, (as,bs)(x,y)(a1,b1) = (azxai,*) olur. Hipotez geregince, (0,5) C J(M)
dir. Her x € R i¢in (ayzay,0) € J(M) oldugu kolayca gosterilebilir. Sonug olarak,
(ag,b2)S (a1, by) € J(M) bulunur.

(2) = (1) a,b € R i¢in aRb = 0 olsun. O halde, (a,0)M(b,0) = (0,0) saglanir.
M halkas1 J-yansimali oldugundan, (b,0)M (a,0) C J(M) dir. Hipotez geregince,
(0,S) € J(M) dir. Buradan (bRa,0) C J(S) bulunur. Sonug olarak, bRa C J(R)
elde edilir.

Sonuc 4.2.9. R bir halka ve f : R — R bir halka homomorfizmas: olsun. Bu

durumda agagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimali halkadir.

(2) R][z, f]] bir J-yansimali halkadir.
Ispat: Onerme 4.2.8 geregince ispat agiktir.

Sonuc 4.2.10. R bir halka olmak tizere agagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimal halkadir.

(2) R|[z]] bir J-yansimali halkadur.
Ispat: Sonug 4.2.9 geregince ispat agiktir.
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Onerme 4.2.11. R bir halka ve M de R halkasinin merkezil tersinir elemanlarini

igeren garpimsal kapali bir altkiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) R bir J-yansimal halkadir.

(2) S=M'R={%:a€ R,be M} bir J-yansimal halkadur.

Ispat: (1) = (2) a,b € S icin aSh = 0 olsun. Bu durumda a = ayu™! ve b =

1 1 1

byv™" sartlarini saglayacak ai,b; € R ve v~ ,v™" € M mevcuttur. O halde 0 =
aSh = aju~tSbiv™! = a; Sbv~! olur. Boylece her rs~! € S icin a;rs~'bv~! saglanir.
Buradan her » € R i¢in a;rb; = 0 dir. R halkas1 J-yansimali oldugundan, bira; €
J(R) elde edilir. Bu ise bjv~'rstaju~' € J(R) olmasim gerektirir. J(R) C J(S)
oldugundan, aSb C J(S) elde edilir.

(2) = (1) a,b € R ve u,v € M icin aRb = 0 saglansim. Buradan auRbv = 0 olur.
Boylece her m € M ve r € R ic¢in aurmbv = 0 bulunur. S halkas1 J-yansimali,
oldugundan, burmau € J(S) dir. Eger burmau ifadesi u, m,v elemanlarinin tersleri

ile carpilirsa, her r € R i¢in bra € J(R) elde edilir. Bu durumda R halkasinin

J-yansimali oldugu goriiliir.
Asagidaki ifade Onerme 4.2.11 in bir sonucudur.

Sonuc 4.2.12. R bir halka olmak tizere asagidaki ifadeler denktir.
(1) Rx] bir J-yansimal halkadir.

(2) R[z,z'] bir J-yansimah halkadr.
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5. SONUC

Bu calismada terslenebilir halkalarla baslayip Dedekind sonlu halkalara kadar olan
genellestirmelerden ilham alinarak iki yeni halka sinifi tanimlanmaktadir. Bu halka
siniflarindan biri, terslenebilir halkalarin bir genellegtirmesi olarak ortaya konu-
lan J-terslenebilir halkalardir. Caligmanin ilk boliimiinde J-terslenebilir halkalar
tanimlandiktan sonra mevcut halka simiflariyla olan iligkisi incelenmektedir. Bu
boliimde elde edilen 6nemli sonuglardan bir tanesi, Nicholson tarafindan 1977 yilinda
ortaya atilan soruya verilen cevap olmaktadir. Nicholson, temiz halkalarin degisim
halkasi oldugunu gosterdikten sonra onermenin kargitinin dogru olmadigini séylemek-
tedir. Bu nedenle, degigim halkalarinin hangi sartlar altinda temiz halka oldugu
sorusu uzun yillar aragtirmacilar i¢in bir problem olarak kalmigtir. Bu c¢aligmada
degisim halkalariin J-terslenebilir halka olma ozelligini saglamasi halinde temiz
oldugu gosterilmektedir. Bununla birlikte, Nicholson’in 1999 yilina ait, kuvvetli
temiz halka kavramini inceledigi caligmasinda, beg acik problem arastirmacilarin
dikkatine sunulmaktadir. Bu sorulardan biri de kuvvetli temiz halkalarin Dedekind
sonlu olup olmadigidir. Bu ¢aligmada bahsi gecen problem incelenmekte ve kuvvetli
J-temiz halkalarin Dedekind sonlu oldugu elde edilmektedir. Daha sonra J-terslenebi-
lir halkalarin baz1 halka genisglemeleri ele alinmakta, verilen bir J-terslenebilir halka-
dan yeni J-terslenebilir halkalar olugturulmaktadir.

(aligmanin kalan kisminda, J-terslenebilir halka kavrami genellestirilerek J-yansima-
Ii halkalar tamimlanmaktadir. Bu bolimde J-yansimali halkalar icin onemli bir
karakterizasyon yapilmaktadir. J-yansimali halka sinifinin mevcut halka siniflar
ile olan iligkisi incelenmektedir. J-yansimali halkalarin Baer halka olma sartlarini
saglamasi halinde J-terslenebilir halka sinifiyla denk oldugu gosterilmektedir. Bu
boliimdeki en 6nemli sonuglardan biri de, J-yansimali halka olma 6zelliginin Morita
degismez bir 6zellik oldugunun gosterilmesidir. Boylece, J-yansimali bir halka ver-
ildiginde bu halkanin iizerinde tanimli matris halkalarinin ve halkanin egkare eleman-
lar1 yardimiyla elde edilen kogegensel halkanin da J-yansimali halka oldugu sonucuna
varilmaktadir. Benzer gekilde bu bolimde de J-yansimali halkalarin bir¢ok halka

genisglemesi incelenmekte ve J-yansimali halkalar ile geniglemeleri aralarinda énemli
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baglantilar kurulmaktadir.

Bu ¢aligmada tanimlanan J-terslenebilir ve J-yansimali halkalar sayesinde terslenebi-
lir, simetrik ve yari-degismeli halka kavramlarindan daha genel iki yeni halka sinifi
literatiire kazandirilmaktadir. Bu sayede, degismeli halkalarda mevcut olan 6zellikle-
rin degismeli olmayan halkalarda saglanip saglanmadiginin kontroliinde kullanilmak
iizere daha genig halkalar ortaya konulmug olmaktadir. Boylece, degismeli hal-
kalardan degismeli olmayan halkalara genellenmesi diigiiniilen bir 6zelligin, daha

az sartlart olan bir halka sinifina taginmasina katk: saglanmaktadir.
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