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MATEMATİK ANABİLİM DALI

ANKARA

2019

Her hakkı saklıdır
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Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde çalışmanın amacı an-

latılmaktadır. İkinci bölümde çalışmanın genelinde kullanılacak temel ön bilgiler ve

tanımlar verilmektedir. Üçüncü bölümde J-terslenebilir halkaların temel özellikleri

incelenmekte, ardından J-terslenebilir halkaların bazı genelleştirmeleri incelenmek-

tedir. Dördüncü bölümde J-yansımalı halka kavramı tanıtılmakta, bu halka sınıfının

temel özellikleri araştırılmakta ve mevcut halka sınıfları ile J-yansımalı halkalar

arasındaki ilişkiler incelendikten sonra J-yansımalı halkaların genişlemeleri üzerinde

durulmaktadır. Son bölümde çalışma sonucunda elde edilen sonuçları kapsayan bir

değerlendirme yapılmaktadır.
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SİMGELER DİZİNİ

comm(a) a ile değişmeli olan elemanların kümesi

comm2(a) a ile değişmeli olan elemanlarla değişmeli olan elemanların kümesi

rR(X) X in R deki sağ sıfırlayanı

lR(X) X in R deki sol sıfırlayanı

RM M sol R-modül∏
i∈I
Ri Ri halkalarının direkt çarpımı⊕

i∈I
Ri Ri halkalarının direkt toplamı

R[x] R halkası üzerine kurulan polinomlar halkası

R[[x]] R halkası üzerine kurulan kuvvet serisi halkası

C(R) R halkasının merkezi

J(R) R halkasının Jacobson radikali

U(R) R halkasının tersinir elemanlarının kümesi

N(R) R halkasının tüm üstel sıfır elemanlarının kümesi

Rqnil R halkasının tüm yarı üstel sıfır elemanlarının kümesi

I(R;V ) R halkasının V modülü ile oluşturulan ideal genişlemesi

Ks(R) R üzerindeki genelleştirilmiş matris halkası

Mn(R) R üzerindeki n× n tipinde matris halkası

Tn(R) R üzerindeki n× n tipinde üst üçgensel matris halkası

N Doğal sayılar kümesi

Z Tamsayılar kümesi

Z+ Pozitif tamsayılar kümesi

Q Rasyonel sayılar kümesi

R Reel sayılar kümesi

Kerθ θ homomorfizmasının çekirdeği

Imθ θ homomorfizmasının görüntü kümesi
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1. GİRİŞ

Geometride bölümlü (division) halkaların ortaya çıkışıyla birlikte, modern cebirde-

ki değişmeli olmayan halkalar, değeri yadsınamaz bir hale gelmiştir. Bugün bilinen

ilk değişmeli olmayan halka örneği, Hamilton tarafından 3-boyutlu cebir örnekleri

araştırılırken ortaya çıkmış olan kuaterniyon halkasıdır. Hamilton’un vermiş olduğu

bu örnekle birlikte, değişmeli olmayan halka kavramı cebir literatürüne girmiştir.

Değişmeli olmayan halka teorisi, 19. ve 20. yüzyıllarda pek çok bilim adamı için

yeni ve çok zengin bir araştırma sahası olarak ortaya çıkmıştır. Değişmeli olmayan

halka sınıfları değişmeli halka sınıflarından çok daha geniş bir çalışma alanına sahip

olduğundan pek çok açık problemi bünyesinde barındırmaktadır. Değişmeli hal-

kalar daha eski bir tarihe sahip olduğundan, değişmeli halkalar için cevabı bili-

nen pek çok soru, değişmeli olmayan halkalar için halen bir problem olarak dur-

maktadır. Değişmeli halkalar için var olan bir özelliği, değişmeli olmayan hal-

kalarda araştıran ilk matematikçi Emmy Noether’dir. Noether değişmeli halkalar

için tanımladığı artan zincir şartını (ascending chain condition), değişmeli olmayan

halkalara genellemiştir. Bu yaklaşımıyla araştırmacılar için bir ilham kaynağı olmuş-

tur. Söz konusu örnekle birlikte, değişmeli halkalardaki hangi özelliklerin değişmeli

olmayan halkalar için de sağlandığını araştırma problemi pek çok araştırmacının il-

gisini çekmiş ve kayda değer araştırma ve yayınlar ortaya çıkmıştır. Bu çalışmaların

sonucu olarak birçok değişmeli olmayan yeni halka sınıfları oluşmuştur.

Bu çalışmada, mevcut bazı değişmeli olmayan halka sınıfları üzerindeki şartlar genel-

leştirilerek yeni değişmeli olmayan halka sınıfları oluşturulmaktadır. Elde edilen bu

yeni halka sınıfları sayesinde değişmeli halka sınıflarına ait özelliklerin, değişmeli

olmayan halkalarda da sağlanıp sağlanmadığının kontrolü için daha zayıf şartlara

sahip halkaların incelenmesine olanak sağlamaktadır.

Bu çalışmadaki halkalar aksi söylenmediği takdirde birimli olarak ele alınacaktır.

Sıfırdan farklı üstel sıfır elemanı olmayan halkalara indirgenmiş (reduced) halka

denir. Lambek 1970 yılındaki çalışmasında indirgenmiş halka sınıfının bir genelleştir-

mesi olarak simetrik halkaları tanımlamıştır. Bir R halkasında abc = 0 şartını

sağlayan her a, b, c ∈ R için acb = 0 gerçekleniyorsa R ye simetrik (symmetric)
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halka denir. Simetrik halkalar üzerindeki şartları biraz hafifleten Cohn 1999 yılında,

bir R halkasında ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için ba = 0 oluyorsa R

halkasını terslenebilir (reversible) halka olarak isimlendirmiştir. 2007 yılında Liang

ve Gang, ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için Rbra sol nil ideal oluyorsa

R halkasını zayıf terslenebilir (weakly reversible) halka olarak adlandırmışlardır.

Böylece terslenebilir halka sınıfı sol nil idealler yardımıyla genelleştirilmiştir. Za-

man içinde halkanın farklı altkümeleri göz önüne alınarak terslenebilir halka sınıfı

için birçok farklı genelleştirme yapılmıştır. Bunların en bilinenlerinden biri de Kose

vd. tarafından yapılmış olan merkezil terslenebilir halkalardır. Kose vd. 2014

yılına ait çalışmada, bir R halkasında ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için

ba ∈ R, halkanın merkezinde yer alıyorsa R halkasını merkezil terslenebilir (central

reversible) halka olarak isimlendirmişlerdir.

Bu çalışmada terslenebilir halkaların yeni bir genelleştirilmesi elde edilmektedir.

İlk olarak terslenebilir halka kavramı Jacobson radikali için ele alınmaktadır. Bu

şekilde elde edilen yeni halka sınıfı J-terslenebilir halka olarak adlandırılmaktadır.

Çalışmanın üçüncü bölümünde, elde edilen yeni halka sınıfının temel özellikleri ve

yapısının incelenmesinin ardından mevcut halka sınıfları ile olan ilişkisi detaylı olarak

ortaya konulmaktadır. Daha sonra J-terslenebilir halkaların bazı halka genişlemeleri

incelenmektedir.

Mason, 1981 yılında ortaya koyduğu çalışmasında terslenebilir halka tanımını bi-

rimsiz halkalar üzerinde yeniden incelemiş ve yansımalı ideal tanımını literatüre

kazandırmıştır. R bir halka (birimli veya birimsiz) ve I da R nin bir ideali ol-

sun. aRb ⊆ I şartını sağlayan her a, b ∈ R için bRa ⊆ I sağlanıyorsa, I idealine

yansımalı (reflexive) ideal denir. Tanımdan açıkça görüleceği üzere her yarı asal

ideal yansımalıdır. Mason’un çalışmasından ilham alan Kwak ve Lee, yansımalı

halka tanımını ortaya koymuştur. R bir halka ve a, b ∈ R olmak üzere aRb = 0 iken

bRa = 0 şartını sağlayan halkalar yansımalı (reflexive) halka olarak adlandırılmıştır.

Böylece terslenebilir halka sınıfının bir genelleştirmesi elde edilmiştir. Ayrıca, Kwak

ve Lee’nin çalışmasında yansımalı halkaların temel özellikleri, mevcut halka sınıfları

ile olan ilişkileri ve yansımalı halkaların bazı genişlemeleri üzerinde oldukça detaylı

bir araştırma yapılmıştır.
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Yukarıdaki tarihsel ve mantıksal akış izlendiğinde, I idealinin özelleştirilmesi duru-

munda Kwak ve Lee’nin 2012 yılına ait çalışmasında elde edilen sonuçların daha da

zenginleşebileceği öngörülmektedir. Buradan alınan motivasyonla birlikte yansımalı

halka kavramı, Jacobson radikali için yeniden ele alınarak J-yansımalı halka kavramı

literatüre kazandırılmaktadır. Bu çalışmada, J-yansımalı halkaların temel özellikleri

incelenmekte, mevcut halka sınıfları ile olan ilişkileri incelenmektedir. Özel olarak,

J-terslenebilir halkalar ile J-yansımalı halkaların özellikleri karşılaştırılmakta ve bu

iki halka sınıfının ilişkileri ortaya konulmaktadır. Daha sonra J-yansımalı hal-

kaların bazı genelleştirmeleri üzerinde çalışılmaktadır. Bu incelemeler sonucunda

J-yansımalı olma özelliğinin Morita değişmez bir özellik olduğu ortaya çıkmaktadır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde halkalar ve modüller ile ilgili, çalışmanın sonraki bölümünde kullanılacak

olan bazı tanım ve önermelere yer verilmektedir.

2.1 Temel Tanım ve Denklikler

Tanım 2.1.1. R bir halka olmak üzere e ∈ R için e2 = e sağlanıyorsa e ye eşkare

(idempotent) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.2. Bir R halkasının tüm elemanları eşkare eleman ise R ye Boole

(Boolean) halkası denir (Lam 1999).

Tanım 2.1.3. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer an = 0 olacak şekilde n pozitif

tamsayısı mevcut ise a ya üstel sıfır (nilpotent) eleman denir (Anderson ve Fuller

1992).

Tanım 2.1.4. Sıfırdan farklı üstel sıfır elemanı olmayan halkaya indirgenmiş (re-

duced) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.5. R bir halka olmak üzere C(R) = {x ∈ R : her y ∈ R için xy = yx}

kümesine R halkasının merkezi (center of R) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.6. R bir halka ve e2 = e ∈ R olsun. Eğer her a ∈ R için ea = eae şartı

sağlanıyorsa e ye sağ yarı merkezil (right semicentral) eşkare eleman denir. Sol yarı

merkezil eşkare eleman tanımı da benzer şekilde yapılabilir (Wei 2008).

Tanım 2.1.7. R bir halka ve I da R nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer I

ideali sıfırdan farklı bir ideal kapsamıyor ise I ya minimal ideal denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tanım 2.1.8. R bir halka olsun. Eğer R nin ideallerinin I1 ⊇ I2 ⊇ · · · şeklindeki

her azalan zinciri sonlu bir adımda duruyorsa R ye Artin (Artinian) halka denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.9. R bir halka olsun. Eğer R nin bir I idealinin her elemanı üstel sıfır

ise I ya nil ideal denir (Anderson ve Fuller 1992).
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Tanım 2.1.10. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eğer In = {0} olacak

şekilde bir n pozitif tamsayısı mevcut ise I ya nilpotent ideal denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tanım 2.1.11. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eğer a, b ∈ R için ab ∈ I

olması a ∈ I veya b ∈ I olmasını gerektiriyorsa I ya kuvvetli asal (strongly prime)

ideal denir (Lam 1999).

Tanım 2.1.12. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eğer a ∈ R için aRa ∈ I

olması a ∈ I olmasını gerektiriyorsa I ya yarı asal (semiprime) ideal denir (Lam

1999).

Tanım 2.1.13. R bir halka olsun. N(R) = {x ∈ R : xn = 0, n ∈ Z+} ile R nin

üstel sıfır elemanlarının kümesi gösterilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.14. R bir halka olmak üzere R nin tüm maksimal sağ ideallerinin

kesişimine, veya denk olarak, maksimal sol ideallerinin kesişimine R nin Jacobson

radikali (Jacobson radical of R) denir ve J(R) ile gösterilir (Lam 1999).

Önerme 2.1.15. R bir halka olsun. Bu durumda j ∈ J(R) olması için gerek ve

yeter şart her x ∈ R için 1− xj ∈ U(R) olmasıdır (Lam 1999).

Önerme 2.1.16. R bir halka olsun. Bu durumda J(R) yarı asaldır (Lam 1999).

Tanım 2.1.17. R bir halka olsun.

J#(R) = {x ∈ R : xn ∈ J(R) olacak şekilde n ∈ Z+ mevcuttur}

ile Jacobson radikalinin üstel kümesi gösterilir (Chen vd. 2016).

Tanım 2.1.18. Bir R halkasındaki her a ∈ R için a ∈ U(R) ya da a ∈ J(R) ise R

ye yerel (local) halka denir (Lam 1999).

Önerme 2.1.19. R bir yerel halka olsun. Bu durumda J(R) = J#(R) sağlanır

(Chen vd. 2016).
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Tanım 2.1.20. Bir R halkasının eşkare elemanlarının tamamı halkanın merkezinde

ise R ye Abel (Abelian) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.21. R bir halka olsun. Eğer R halkasının sıfırdan farklı her elemanı

tersinir ise R ye bölümlü (division) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.22. R bir halka ve X 6= ∅ olsun. rR(X) = {a ∈ R : Xa = 0} kümesine

X in R deki sağ sıfırlayanı (right annihilator of X in R) denir. lR(X) = {a ∈ R :

aX = 0} kümesine X in R deki sol sıfırlayanı (left annihilator of X in R) denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.23. M ve X birer R-modül ve I keyfi bir indeks kümesi olsun. X =

M ′⊕A =
⊕

i∈I Ai veM ∼= M ′ olmak üzereX = M ′⊕(⊕i∈IA′i) olacak şekildeA′i ⊆ Ai

altmodülleri bulunabiliyorsa M ye değişim özelliğine (exchange property) sahip bir

modül denir. Eğer bir M modülü yukarıda belirtilen şartları sonlu bir indeks kümesi

için gerçeklerse M ye sonlu değişim özelliğine (finite exchange property) sahip bir

modül denir (Nicholson 1977).

Önerme 2.1.24. R bir halka ve x ∈ R olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir.

(1) e− x ∈ R(x− x2) olacak şekilde e2 = e ∈ R vardır.

(2) (1− e)− c(1− x) ∈ J(R) olacak şekilde c ∈ R ve e2 = e ∈ Rx vardır.

(3) R = Re+R(1− x) olacak şekilde e2 = e ∈ Rx vardır.

(4) 1− e ∈ R(1− x) olacak şekilde e2 = e ∈ Rx vardır (Nicholson 1977).

Tanım 2.1.25. Bir R halkasının her elemanı yukarıdaki denk şartlardan birini

sağlıyorsa R ye değişim (exchange) halkası denir (Nicholson 1977).

Tanım 2.1.26. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eğer x − x2 ∈ I

olacak şekildeki her x ∈ R için e−x ∈ I şartını sağlayan bir e2 = e ∈ R varsa eşkare

elemanlar I idealine göre yükselir (idempotents lift modulo I) denir (Nicholson 1977).
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Tanım 2.1.27. R bir halka olsun. Eğer a ∈ R için a = e + u olacak şekilde

u ∈ U(R) ve e2 = e ∈ R mevcut ise o zaman a ya temiz (clean) eleman denir. Her

elemanı temiz olan halkaya temiz (clean) halka denir (Nicholson 1977).

Önerme 2.1.28. Her temiz halka değişim halkasıdır (Nicholson 1977).

Önerme 2.1.29. Bir R halkasının temiz halka olması için gerek ve yeter şart R nin

değişim halkası olması ve eşkare elemanlarının halkanın merkezinde yer almasıdır

(Nicholson 1977).

Önerme 2.1.30. Bir R halkasının değişim halkası olması için gerek ve yeter şart

R/J(R) nin değişim halkası olması ve eşkare elemanların J(R) ye göre yükselmesidir

(Nicholson 1977).

Önerme 2.1.31. BirR halkasının temiz halka olması için gerek ve yeter şartR/J(R)

nin temiz halka olması ve eşkare elemanların J(R) ye göre yükselmesidir (Camillo

ve Yu 1994).

Tanım 2.1.32. R bir halka olsun. Eğer a ∈ R için a = e + u olacak şekilde

u ∈ U(R), e2 = e ∈ R mevcut ve eu = ue şartı sağlanıyor ise o zaman a ya kuvvetli

temiz (strongly clean) eleman denir. Her elemanı kuvvetli temiz olan halkaya kuvvetli

temiz (strongly clean) halka denir (Nicholson 1999).

Tanım 2.1.33. R bir halka olsun. Eğer a ∈ R için a = e + u olacak şekilde

u ∈ U(R) ve e2 = e ∈ R tek türlü olarak mevcut ise o zaman a ya tek türlü temiz

(uniquely clean) eleman denir. Her elemanı tek türlü temiz olan halkaya tek türlü

temiz (uniquely clean) halka denir (Nicholson ve Zhou 2004).

Teorem 2.1.34. Her Boole halkası tek türlü temiz halkadır (Nicholson ve Zhou

2004).

Önerme 2.1.35. Tek türlü temiz halkanın tüm eşkare elemanları halkanın merkezinde

yer alır (Nicholson ve Zhou 2004).
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Tanım 2.1.36. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a = e+j olacak şekilde e2 = e ∈ R

ve j ∈ J(R) mevcut ve ej = je ise o zaman a ya kuvvetli J-temiz (strongly J-clean)

eleman denir. Her elemanı J-temiz olan halkaya kuvvetli J-temiz (strongly J-clean)

halka denir (Chen 2010).

Önerme 2.1.37. R bir J-temiz halka ve u ∈ U(R) olsun. Bu durumda u−1 ∈ J(R)

dir (Chen 2010).

Tanım 2.1.38. R bir halka ve a ∈ R olsun. comm(a) = {x ∈ R : ax = xa} ve

comm2(a) = {x ∈ R : xy = yx, her y ∈ comm(a)} şeklinde tanımlıdır (Harte 1991).

Tanım 2.1.39. R bir halka olsun. Rqnil = {x ∈ R : her x ∈ comm(a) için 1−xa ∈

U(R)} şeklinde tanımlı kümeye R nin yarı üstel sıfır elemanlarının kümesi (the set

of quasinilpotent elements of R) denir (Harte 1991).

Tanım 2.1.40. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer R halkasında a+ p ∈ U(R), ap ∈

Rqnil olacak şekilde p2 = p ∈ comm2(a) mevcut ise a ya yarı kutuplu (quasipolar)

eleman denir. Bir R halkasının her elemanı yarı kutuplu ise halkaya yarı kutuplu

(quasipolar) halka denir (Harte 1991).

Tanım 2.1.41. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer R halkasında a+p ∈ J(R) olacak

şekilde p2 = p ∈ comm2(a) mevcut ise a ya J-yarı kutuplu (J-quasipolar) eleman

denir. Bir R halkasının her elemanı J-yarı kutuplu ise halkaya J-yarı kutuplu (J-

quasipolar) halka denir (Cui ve Chen 2012).

Tanım 2.1.42. R bir halka olsun. Eğer aR+ bR = R şartını sağlayan her a, b ∈ R

için a + by sağ tersinir olacak şekilde y ∈ R var ise o zaman R ye sabit aralığı 1

(stable range 1) dir denir (Yu 1995).

Önerme 2.1.43. Eşkare elemanları halkanın merkezinde yer alan değişim hal-

kalarının sabit aralığı 1 dir (Yu 1995).

Tanım 2.1.44. R bir halka olsun. Eğer ab = 1 şartını sağlayan her a, b ∈ R için

ba = 1 oluyorsa o zaman R ye Dedekind sonlu (Dedekind finite) halka denir (Lam

2001).
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Tanım 2.1.45. R bir halka ve f(x) =
n∑
i=0

aix
i, g(x) =

m∑
j=0

bjx
j ∈ R[x] olsun.

Eğer f(x)g(x) = 0 olması her 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m için aibj ∈ J(R) olmasını

gerektiriyorsa R ye J-Armendariz halka denir (Chen vd. 2016).

Tanım 2.1.46. Bir R halkasının her maksimal sağ ideali maksimal ideal ise R ye sağ

yarı-ikili (right quasi-duo) halka denir. Sol yarı-ikili halka tanımı da benzer şekilde

verilir. Bir R halkası hem sağ hem de sol yarı-ikili ise R ye yarı-ikili (quasi-duo)

denir (Lam ve Dugas 2005).

Teorem 2.1.47. R bir halka ve R/J(R) de bir değişim halkası olsun. Bu durumda

aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir sağ yarı-ikili halkadır.

(2) R bir yarı-ikili halkadır.

(3) R bir indirgenmiş halkadır.

(4) R bir Abel halkadır (Lam ve Dugas 2005).

Önerme 2.1.48. R bir sağ (sol) yarı-ikili halka olsun. Bu durumda R nin tüm üstel

sıfır elemanları Jacobson radikalinde yer alır (Yu 1993).

Tanım 2.1.49. R bir halka olmak üzere x ∈ R için xyx = x olacak şekilde y ∈ R

mevcut ise x e düzenli (regular) eleman denir. Her elemanı düzenli olan halkaya

düzenli (regular) halka denir. (Nicholson 1999).

Tanım 2.1.50. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a = a2x = ya2 olacak şekilde

x, y ∈ R mevcut ise a ya kuvvetli düzenli (strongly regular) eleman denir. Her

elemanı kuvvetli düzenli olan halkaya kuvvetli düzenli (strongly regular) halka denir

(Nicholson 1999).

Tanım 2.1.51. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer an = anban olacak şekilde

b ∈ R ve n ∈ Z+ mevcut ise a ya π-düzenli (π-regular) eleman denir. Her elemanı

π-düzenli halkaya π-düzenli (π-regular) halka denir (Nicholson 1999).
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Tanım 2.1.52. R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer an+1x = an ve ax = xa olacak

şekilde x ∈ R ve n pozitif tamsayısı mevcut ise a ya kuvvetli π-düzenli (strongly

π-regular) eleman denir. Her elemanı kuvvetli π-düzenli olan halkaya kuvvetli π-

düzenli (strongly π-regular) halka denir (Nicholson 1999).

Tanım 2.1.53. R bir halka olmak üzere, ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için

ba = 0 oluyorsa R ye terslenebilir (reversible) halka denir (Cohn 1999).

Tanım 2.1.54. R bir halka olmak üzere, ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R

için aRb = 0 şartı sağlanıyorsa R ye yarı-değişmeli (semicommutative) halka denir

(Cohn 1999).

Tanım 2.1.55. R bir halka olmak üzere, abc = 0 şartını sağlayan her a, b, c ∈ R

için acb = 0 sağlanıyorsa R ye simetrik (symmetric) halka denir (Lambek 1971).

Tanım 2.1.56. R bir halka olmak üzere, ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için

Rbra sol üstel ideal oluyorsa R ye zayıf terslenebilir (weakly reversible) halka denir

(Liang ve Gang 2014).

Tanım 2.1.57. R bir halka olmak üzere, ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R

için ba ∈ R halkanın merkezinde yer alıyorsa R ye merkezil terslenebilir (central

reversible) halka denir (Köse vd. 2014).

Tanım 2.1.58. R bir halka olmak üzere, e2 = e ∈ R ve a ∈ R olsun. Eğer Ra ideali

sol minimal ideal ise a ya sol minimal (left minimal) eleman denir. Eğer e bir sol

minimal eleman ise e ye sol minimal eşkare (left minimal idempotent) eleman denir.

R halkasının bütün sol minimal eşkare elemanlarının kümesi MEl(R) ile gösterilir.

Eğer MEl(R) kümesinin her elemanı sol yarı merkezil ise R halkasına sol minimal

Abel (left minimal Abelian) halka denir (Wei 2008).

Tanım 2.1.59. R bir halka olmak üzere abc = 0 şartını sağlayan her a, b, c ∈ R

için bac ∈ J(R) sağlanıyorsa R ye J-simetrik (J-symmetric) halka denir (Calci vd.

2019).
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Tanım 2.1.60. R bir halka (birimli ya da birimsiz) ve I da R nin bir ideali olsun.

aRb ⊆ I şartını sağlayan her a, b ∈ R için bRa ⊆ I sağlanıyorsa I ya yansımalı

(reflexive) ideal denir (Mason 1981).

Tanım 2.1.61. R bir halka olsun. aRb = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R için

bRa = 0 sağlanıyorsa R ye yansımalı (reflexive) halka denir (Kwak ve Lee 2012).

Tanım 2.1.62. R bir halka ve u, r ∈ R olsun. Eğer ur = 0 olması r = 0

olmasını gerektiriyorsa u ya sağ düzgün (right regular) eleman denir. Benzer şekilde

sol düzgün eleman tanımı da verilebilir. Eğer u ∈ R hem sağ hem de sol düzgün bir

eleman ise u ya düzgün (regular) eleman denir (Lam 2001).

Tanım 2.1.63. R bir halka ve S de R nin merkezil tersinir elemanlarının çarpımsal

olarak kapalı bir altkümesi olsun. S−1R =
{a
b

: a ∈ R, b ∈ S
}

kümesine R nin S

kümesine göre lokalizasyonu denir (Lam 2001).

Tanım 2.1.64. R bir halka olsun. Eğer R halkasının boştan farklı her altkümesinin

sağ (sol) sıfırlayanı bir eşkare eleman tarafından üretiliyor ise o zaman R ye Baer

halka denir (Kaplansky 1968).

Tanım 2.1.65. M , K ve U birer R-modül olmak üzere her f : M −→ K R-modül

epimorfizması ve her γ : U −→ K R-modül homomorfizması için fγ = γ olacak

biçimde γ : U −→ M R-modül homomorfizması varsa U ya M-projektif modül

denir. Eğer U her M modülü için M -projektif ise U ya projektif modül adı verilir

U
γ

~~

γ

  
M

f
// K 0//

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.66. R bir halka ve RMR ikili modül olmak üzere R nin M ile olan

aşikar genişlemesi (trivial extension) R ∝ M = R ⊕M bileşensel toplama işlemi

ve (r1,m1)(r2,m2) = (r1r2, r1m2 + m1r2) şeklinde tanımlanan çarpma işlemi ile

bir halkadır. Bu halka r ∈ R ve m ∈ M olmak üzere

 r m

0 r

 şeklindeki tüm

matrislerden oluşan halkaya izomorftur (Tang ve Zhou 2012).
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Tanım 2.1.67. A ve B birer halka; ANB ve BMA ikili modüller olsun. Ψ :

N⊗BM → A ve Φ : M⊗AN → B modül homomorfizmaları olmak üzere m,m′ ∈M ,

n, n′ ∈ N için Ψ(n⊗m)n′ = nΦ(m⊗ n′) ve Φ(m⊗ n)m′ = mΨ(n⊗m′) olsun. Bu

durumda (A,B,M,N,Ψ,Φ) altılısına Morita yapısı (Morita context) denir. Bu

çalışmada m⊗A n = mn ve n⊗B m = nm ile gösterilecektir.

 A M

N B

 dörtlüsü

bilinen matris toplaması ve yukarıdaki şartları sağlayan dönüşümler yardımıyla

elde edilecek çarpma yardımı ile bir halka yapısı meydana getirir. Bu halkaya

Morita yapısının halkası ya da Morita yapısı (Morita context) denir.

 A M

N B


şeklindeki bir Morita yapısında eğer konteks çarpımları aşikar yani MN =ImΦ = 0

ve NM =ImΨ = 0 ise, bu durumda bu halkaya aşikar Morita yapısı (trivial Morita

context) denir (Tang vd. 2014).

Önerme 2.1.68. R = (A,M,N,B) aşikar bir Morita yapısı olsun. Bu durumda

aşağıdaki eşitlikler mevcuttur.

(1) J(R) =

 J(A) M

N J(B)

.

(2) U(R) =


 a x

y b

 ∈ R : a ∈ U(A), b ∈ U(B)

.

Tanım 2.1.69. Tanım 2.1.67 de A = B = N = M = R alınması sonucunda mey-

dana gelen halkaya genelleştirilmiş matris halkası (generalized matrix ring) denir.

Bir R halkası yardımıyla elde edilen genelleştirilmiş matris halkası, s ∈ C(R) olmak

üzere Ks(R) ile gösterilir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 2.1.70. R bir halka ve s ∈ C(R) olsun.

(1) (s : J(R)) = {r ∈ R : rs ∈ J(R)} olmak üzere J(Ks(R))=

 J(R) (s : J(R))

(s : J(R)) J(R)


dir.

(2) R bir yerel halka ve s ∈ J(R) ise J(Ks(R))=

 J(R) R

R J(R)

 dir.
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(3) R bir yerel halka ve s ∈ J(R) olsun.

 a x

y b

 ∈ Ks(R) nin tersinir olması için

gerek ve yeter şart a, b ∈ R nin tersinir olmasıdır (Tang ve Zhou 2012).

Tanım 2.1.71. R bir halka ve RVR ikili modül olsun. R nin V ile olan Dorroh

genişlemesi (Dorroh extension) veya ideal genişlemesi (ideal extension) I(R;V ) ile

gösterilir. I(R;V ) = R ⊕ V kümesi bileşensel toplama işlemi ile abel gruptur ve

(r, v)(s, w) = (rs, rw+ vs+ vw) şeklinde tanımlı çarpma işlemi ile birimi (1, 0) olan

bir halkadır (Nicholson ve Zhou 2004).

Uyarı 2.1.72. Bir R halkasının I(R;V ) Dorroh genişlemesi verilsin. Burada

(R, 0) = {(r, 0) : r ∈ R} ve (0, V ) = {(0, v) : v ∈ V } olmak üzere (R, 0) kümesi R

nin bir althalkasıdır ve (R, 0) ∼= R dir. Ayrıca (0, V ) kümesi I(R;V ) nin bir ideali

olup (0, V ) ∼= V ve I(R;V )/(0, V ) ∼= R dir (Nicholson ve Zhou 2004).

Uyarı 2.1.73. R bir halka ve S = I(R;V ) için aşağıdakiler denktir.

(1) (0, V ) ⊆ J(S) dir.

(2) Eğer u ∈ U(R) ve v ∈ V ise (u, v) ∈ U(S) dir.

(3) Eğer v ∈ V ise v +w+ vw = 0 olacak şekilde w ∈ V mevcuttur (Nicholson ve

Zhou 2004).

Tanım 2.1.74. R bir halka ve f : R → R bir halka homomorfizması olsun. R

üzerindeki skew formal kuvvet serilerinin halkası (skew formal power series ring over

R) R[[x, f ]] ile gösterilir. Burada R[[x, f ]] ile x değişkenine bağlı ve her r ∈ R için

xr = f(r)x şartını sağlayan tüm formal kuvvet serilerinin kümesi gösterilmektedir

(Lam 1999).

Lemma 2.1.75. Bir R halkası üzerindeki skew formal kuvvet serisi halkası için

J(R[[x, f ]]) = J(R)+ < x > sağlanır (Lam 1999).

Tanım 2.1.76. Tanım 2.1.74 te f = 1R : R → R alınırsa R[[x]] = R[[x, 1R]] elde

edilir. R[[x]] halkasına R üzerindeki kuvvet serilerinin halkası (ring of formal power

series over R) denir (Lam 1999).
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Tanım 2.1.77. A bir halka ve B de A nın bir althalkası olsun. Bu durumda

R[A,B] = {(a1, a2, · · · , an, b, b, · · · ) : ai ∈ A, b ∈ B, 1 6 i 6 n}

kümesi bileşensel toplama ve çarpma işlemleriyle bir halkadır (Chen vd. 2016).

Lemma 2.1.78. A bir halka ve B de A nın bir althalkası olsun. Bu durumda

J(R[A,B]) = R[J(A), J(A) ∩ J(B)] sağlanır (Chen vd. 2016).

Tanım 2.1.79. R ve S birer halka olmak üzere, eğer R halkasının tüm sağ R-

modüllerinin kategorisi ile S nin tüm sağ S-modüllerinin kategorileri denk ise, R ve

S ye Morita denktir (Morita equivalent) denir. Denk halkaların sağladığı özelliklere

Morita değişmez özellikler (Morita invariant properties) denir. R halkası tarafından

sağlanan bir P özelliğinin Morita değişmez olması için gerek ve yeter şart R halkası

tarafından sağlanan bu özelliğin aynı zamanda her e2 = e ∈ R ve her n ∈ Z+ için

eRe ve Mn(R) halkaları tarafından da sağlanmasıdır (Lam 2001).
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3. J-TERSLENEBİLİR HALKALAR

Bu bölümde terslenebilir halkaların bir genellemesi olan J-terslenebilir halka kavramı

verilmektedir. İlk olarak J-terslenebilir halka kavramı için kullanışlı bir karakteri-

zasyon verilip, ardından J-terslenebilir halkaların mevcut halka sınıfları ile olan

ilişkileri araştırılmaktadır. Son olarak J-terslenebilir halkaların yapısal özellikleri

üzerinde durulmaktadır.

3.1 J-Terslenebilir Halkaların Genel Özellikleri

Tanım 3.1.1. R bir halka olsun. R halkasında ab = 0 şartını sağlayan her a, b ∈ R

için ba ∈ J(R) oluyor ise R halkasına J-terslenebilir (J-reversible) halka denir.

Örnek 3.1.2.

(1) İndirgenmiş halkalar J-terslenebilir halkalardır.

(2) Simetrik halkalar J-terslenebilir halkalardır.

(3) Terslenebilir halkalar J-terslenebilir halkalardır.

Lemma 3.1.3. R bir halka olsun.

(1) Eğer R/J(R) terslenebilir halka ise, R halkası J-terslenebilirdir.

(2) Eğer N(R) kümesi R nin bir ideali ise, R halkası J-terslenebilirdir.

Her terslenebilir halka J-terslenebilir halka olmasına rağmen, her J-terslenebilir

halka terslenebilir olmak zorunda değildir.

Örnek 3.1.4. R bir indirgenmiş halka olmak üzere;

S =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R

 olarak seçilsin. Bu durumda S halkası in-

dirgenmiş bir halkadır. Böylece S halkasının J-terslenebilir halka olduğu açıktır.

Eğer A =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ∈ S ve B =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ∈ S olarak seçilirse, AB = 0
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olmasına rağmen BA 6= 0 olduğu görülmektedir. Bu durumda S halkası terslenebilir

bir halka değildir.

Aşağıdaki teorem bir halkanın J-terslenebilir olup olmadığının belirlenmesinde oldukça

kullanışlı bir karakterizasyondur.

Teorem 3.1.5. Aşağıdaki ifadeler bir R halkası için denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) a2 = 0 şartını sağlayan her a ∈ R için a ∈ J(R) dir.

(3) a2 = 0 şartını sağlayan her a ∈ R ve her b ∈ R için ab− ba ∈ J(R) dir.

İspat: (1) ⇒ (2) a ∈ R için a2 = 0 olsun. Bu durumda her r ∈ R için a2r = 0

olur. R halkası J-terslenebilir olduğundan ara ∈ J(R) dir. Jacobson radikali yarı

asal olduğundan a ∈ J(R) bulunur.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. O halde (ba)2 = 0 elde edilir. Hipotez gereği

ba ∈ J(R) olur.

(2) ⇒ (3) a2 = 0 olacak şekilde a ∈ R alınsın. Böylece a ∈ J(R) dir. Buradan her

b ∈ R için ab− ba ∈ J(R) dir.

(3) ⇒ (2) a2 = 0 olacak şekilde a ∈ R alınsın. Bu durumda her b ∈ R için

ab− ba ∈ J(R) dir. Buradan a(ab− ba) = −aba ∈ J(R) dir. Jacobson radikali yarı

asal olduğundan a ∈ J(R) dir.

J-terslenebilir halka örnekleri oldukça fazladır. Aşağıdaki önerme yerel halkaların

J-terslenebilir olduğunu göstermektedir.

Önerme 3.1.6. R bir halka olsun. Eğer J(R) = J#(R) iseR halkası J-terslenebilirdir.

İspat: J(R) = J#(R) ve a, b ∈ R olmak üzere ab = 0 olsun. Böylece (ba)2 = 0 olup

ba ∈ J(R) = J#(R) dir.

Sonuc. 3.1.7. Eğer R bir yerel halka ise o zaman R halkası J-terslenebilirdir.

İspat: Önerme 2.1.19 gereğince ispat açıktır.
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Lemma 3.1.8. J-temiz halkalar J-terslenebilirdir.

İspat: R halkası J-temiz olsun. ab = 0 olacak şekilde a, b ∈ R alınsın. Böylece

(ba)2 = 0 dır. Buradan 1 − ba ∈ U(R) olur. J-temiz halkalarda tersinir elemanlar

Jacobson radikaline 1 eşkare elemanıyla işleme girmesi sonucu düşeceğinden 1−ba−

1 = −ba ∈ J(R) dir. O halde ba ∈ J(R) olup istenilen elde edilir.

Önerme 3.1.9. R bir halka olsun. Eğer R halkası J-yarı kutuplu ise o zaman

J-terslenebilirdir.

İspat: Lemma 3.1.8 in ispatına benzer şekilde sonuca ulaşılır.

Önerme 3.1.10. Her merkezil terslenebilir halka J-terslenebilirdir.

İspat: R bir merkezil terslenebilir halka ve ab = 0 olacak şekilde a, b ∈ R olsun.

Buradan her r ∈ R için abr = 0 dır. Böylece bra ∈ C(R) dir. Her s ∈ R için

(bra)s(bra) = brabras = 0 dır. J(R) yarı asal ideal olduğundan her r ∈ R için

bra ∈ J(R) elde edilir. O halde ba ∈ J(R) dir.

Önerme 3.1.11. R bir halka olsun. Eğer R halkası yarı-değişmeli ise o zaman

J-terslenebilirdir.

İspat: ab = 0 olacak şekilde a, b ∈ R alınsın. Buradan her r ∈ R için abr = 0

dır. Böylece brabra = 0 olur. R halkası yarı-değişmeli olduğundan braRbra = 0 dır.

Buradan (braR)(braR) = 0 elde edilir. braR kümesi R de sağ nil ideal olduğundan

braR ⊆ J(R) dir. Böylece ba ∈ J(R) bulunur.

Aşağıdaki örnek Önerme 3.1.11 in karşıtının genel olarak doğru olmadığını göstermekte-

dir.

Örnek 3.1.12. R değişmeli bir halka olsun. n ≥ 2 tamsayıları için Tn(R) halkası

yarı-değişmeli olmamasına rağmen J-terslenebilir halkadır.

Sonuc. 3.1.13. R bir halka olsun. Eğer R halkası zayıf terslenebilir ise o zaman

J-terslenebilirdir.
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İspat: Önerme 3.1.11 in ispatına benzer şekilde sonuca ulaşılır.

Terslenebilir halkaların Abel halka olduğu bilinmektedir. Aşağıdaki örnek J-terslenebi-

lir halkaların genel olarak Abel olmadığını göstermektedir.

Örnek 3.1.14. R değişmeli bir halka olsun. Bu durumdaR halkası J-terslenebilirdir.

Buradan T2(R) halkası J-terslenebilirdir. Fakat e =

 0 0

0 1

 ∈ T2(R) bir eşkare

eleman olmasına rağmen T2(R) nin merkezinde değildir. Böylece T2(R) halkası Abel

değildir.

Calci vd., 2019 yılındaki çalışmada J-simetrik halkaların sol minimal Abel halka

olduğunu göstermişlerdir. Benzer şekilde J-terslenebilir halkaların da sol minimal

Abel halka olduğu gösterilebilir.

Önerme 3.1.15. Her J-terslenebilir halka sol minimal Abel halkadır.

İspat: R bir J-terslenebilir halka, e ∈ MEl(R) ve a ∈ R için h = ae − eae olsun.

h 6= 0 ve eh = 0 olsun. Bu durumda he = h ve Rh = Re bulunur. R halkası

J-terslenebilir olduğundan h = he ∈ J(R) dir. Buradan e = rh olacak şekilde r ∈ R

mevcuttur. Böylece e ∈ J(R) olup e = 0 bulunur ve çelişki elde edilir. Bu durumda

h = 0 bulunur. O halde ae = eae olup istenilen elde edilir.

Önerme 3.1.16. R bir halka olsun ve her eşkare eleman J(R) ye göre yükselsin.

Eğer R halkası J-terslenebilir ise o zaman R/J(R) Abeldir.

İspat: f
2

= f ∈ R/J(R) olsun. Eşkare elemanlar J(R) ye göre yükseldiğinden

e2 = e ∈ R vardır. e(1 − e) = 0 olduğundan her r ∈ R için e(1 − e)r = 0 dır. R

halkası J-terslenebilir olduğundan (1− e)Re ⊆ J(R) dir. Ayrıca eR(1− e) ⊆ J(R)

olduğu da açıktır. Böylece her a ∈ R için (1− e)ae ∈ J(R) ve ea(1− e) ∈ J(R) elde

edilir. Buradan ea− ae ∈ J(R) olup istenilen elde edilir.

Lemma 3.1.17. Her J-terslenebilir halka Dedekind sonludur.
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İspat: R halkası J-terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için ab = 1 olsun. Buradan

a(1−ba) = 0 dır. R halkası J-terslenebilir olduğundan (1−ba)a ∈ J(R) dir. Böylece

(1− ba)ab = 1− ba ∈ J(R) olur. 1− ba bir eşkare elemandır. Jacobson radikalindeki

tek eşkare eleman 0 olduğundan 1− ba = 0 dır. Bu durumda 1 = ba olup istenilen

elde edilir.

Lemma 3.1.17 nin karşıtı genel olarak doğru değildir.

Örnek 3.1.18. R halkası içinMn(R) Dedekind sonlu olmasına rağmen J-terslenebilir

değildir.

Yukarıda verilen halka sınıfları arasındaki ilişki aşağıdaki şemada gösterilmektedir.

Merkezil terslenebilir // Zayıf terslenebilir

))
Simetrik // Terslenebilir //

OO

Yarı değişmeli // J-terslenebilir

��
İndirgenmiş

OO

Dedekind Sonlu

Tanım 3.1.19. R bir halka ve f(x) = ao+a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ R[x] olsun. Eğer

f(x)g(x) = 0 olması her 0 ≤ i, j ≤ 1 için aibj ∈ J(R) olmasını gerektiriyorsa R ye

J-doğrusal Armendariz (J-linear Armendariz) halka denir.

Önerme 3.1.20. R bir halka olsun. Eğer R halkası J-terslenebilir ise o zaman R

halkası J-doğrusal Armendariz halkadır.

İspat: R bir J-terslenebilir halka ve f(x) = a0 + a1x, g(x) = b0 + b1x ∈ R[x] için

f(x)g(x) = 0 olsun. Bu durumda a0b0 = 0, a0b1+a1b0 = 0 ve a1b1 = 0 dır. R halkası

J-terslenebilir olduğundan b0a0 ∈ J(R), b1a1 ∈ J(R) ve a0b1a0 ∈ J(R) dir. Ayrıca

her r ∈ R için b0ra0 ∈ J(R) ve a0b1ra0 + a1b0ra0 = 0 olduğu kolayca görülebilir.

Böylece a0b1ra0 ∈ J(R) olup her r ∈ R için a0b1ra0b1 ∈ J(R) elde edilir. Jacobson

radikali yarı asal olduğundan a0b1 ∈ J(R) bulunur. Benzer şekilde a1b0 ∈ J(R)

olduğu gösterilebilir. Bu durumda R halkası J-doğrusal Armendariz halka olur.
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Nicholson’un değişim halkaları üzerine yapmış olduğu 1977 yılındaki çalışmasında

değişim halkası şartlarını sağlayan halka sınıflarından birinin de temiz halkalar olduğu

gösterilmiştir. Fakat bu önermenin karşıtının genel olarak doğru olmadığı bilinmek-

tedir. Bu çalışmadan sonra pek çok araştırmacı değişim halkalarının hangi şartlar

altında temiz olduğunu araştırmıştır. Aşağıdaki teorem değişim halkaları ile temiz

halkaların birbirine denk olması için gerekli bir şartı ortaya koymaktadır.

Teorem 3.1.21. R bir J-terslenebilir halka olsun. Bu durumda R nin temiz olması

için gerek ve yeter şart R nin değişim halkası olmasıdır.

İspat: (⇒) İspatı açıktır.

(⇐) R bir değişim halkası olsun. Bu durumda R/J(R) de bir değişim halkasıdır.

Önerme 3.1.16 gereğince R/J(R) bir Abel halkadır. Bu durumda Önerme 2.1.29

yardımıyla, R/J(R) halkasının temiz olduğu açıktır. Buradan Önerme 2.1.31 gereğin-

ce R halkası temizdir.

Yu 1999 yılında yayımlanan çalışmasında değişim halkalarının hangi şartlar altında

sabit aralığının 1 olduğunu araştırmıştır. Aşağıdaki teorem bu sorunun cevapları

arasında sayılabilir.

Teorem 3.1.22. R bir değişim halkası olsun. Eğer R halkası J-terslenebilir ise o

zaman R nin sabit aralığı 1 dir.

İspat: R halkası J-terslenebilir olsun. Önerme 3.1.16 gereğince R/J(R) Abeldir.

Hipotez gereği R değişim halkası olduğundan Önerme 2.1.43 gereğince R/J(R) nin

sabit aralığı 1 dir. Böylece R halkasının da sabit aralığı 1 dir.

Teorem 3.1.23. Her sağ yarı-ikili halka J-terslenebilirdir.

İspat: R bir sağ yarı-ikili halka olmak üzere a, b ∈ R için ab = 0 ve ba /∈ J(R) olsun.

Buradan ba /∈ M olacak şekilde R nin bir sağ maksimal M ideali vardır. Böylece

baR + M = R olur. Bu durumda 1 = bar + m olacak şekilde r ∈ R ve m ∈ M

vardır. Buradan a = am ∈ M olup ba ∈ M bulunur. Böylece bir çelişki elde edilir.

O halde R halkası J-terslenebilirdir.
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Teorem 3.1.24. R bir değişim halkası olsun. R nin J-terslenebilir olması için

gerek ve yeter şart R nin bir yarı-ikili halka olmasıdır.

İspat: (⇒) R halkası J-terslenebilir olsun. R değişim halkası olduğundan Önerme

2.1.30 gereğince R deki eşkare elemanlar J(R) ye göre yükselir. Önerme 3.1.16 gereği

R/J(R) Abeldir. Teorem 2.1.47 gereğince R halkası yarı-ikilidir.

(⇐) Teorem 3.1.23 gereğince açıktır.

Aşağıdaki sonuç yarı-ikili halkalar için bilinmektedir. Burada J-terslenebilir halkalar

için ispatsız olarak verilecektir.

Sonuc. 3.1.25. Bir π-düzenli halkanın kuvvetli π-düzenli olması için gerek ve yeter

şart halkanın J-terslenebilir olmasıdır.

Uyarı 3.1.26. Sonuç 3.1.25 gereğince Abel π-düzenli halkalar ve sonlu Abel hal-

kalar J-terslenebilirdir.

Önerme 3.1.27. I indeks kümesi için {Ri}i∈I ile halkaların bir koleksiyonu gösterilsin.

Bu durumda Πi∈IRi nin J-terslenebilir olması için gerek ve yeter şart her i ∈ I için

Ri nin J-terslenebilir olmasıdır.

İspat: (⇐) Her i ∈ I için Ri halkası J-terslenebilir halka ve (ai)i∈I , (bi)i∈I ∈ Πi∈IRi

için (ai)(bi) = 0 olsun. Buradan her i ∈ I için aibi = 0 dır. Hipotez gereğince

her i ∈ I için biai ∈ J(Ri) dir. Böylece (bi)(ai) ∈ Πi∈IJ(Ri) = J(Πi∈IRi) dir. Bu

durumda Πi∈IRi halkası J-terslenebilirdir.

(⇒) Açıkça görülmektedir.

Aşağıdaki sonuç Önerme 3.1.27 nın direkt bir sonucudur.

Sonuc. 3.1.28. R bir halka ve e2 = e ∈ C(R) olsun. Bu durumda eR ve (1−e)R nin

J-terslenebilir halka olması için gerek ve yeter şart R nin J-terslenebilir olmasıdır.

Lemma 3.1.29. R bir halka olsun. Bu durumda R nin J-terslenebilir olması için

gerek ve yeter şart her e2 = e ∈ R için eRe nin J-terslenebilir olmasıdır.
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İspat: (⇒) a, b ∈ R için (eae)(ebe) = 0 olsun. R halkası J-terslenebilir olduğundan

(ebe)(eae) ∈ J(R) dir. Böylece (ebe)(eae) ∈ eJ(R)e = J(eRe) elde edilir.

(⇐) e = 1 için açıkça görülmektedir.

Çalışmanın bundan önceki kısmında J-terslenebilir halka tanımı birimli halkalar için

verilmektedir. J-terslenebilir halka tanımı birimsiz halkalar için de benzer şekilde

yapılmaktadır.

Tanım 3.1.30. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. ab = 0 şartını sağlayan

her a, b ∈ I için ba ∈ J(I) sağlanıyorsa I ya J-terslenebilir ideal denir.

Önerme 3.1.31. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. Eğer R halkası

J-terslenebilir ise o zaman I ideali de J-terslenebilirdir.

İspat: a, b ∈ I için ab = 0 olsun. R halkası J-terslenebilir olduğundan ba ∈ J(R)

dir. Buradan ba ∈ J(R) ∩ I = J(I) olup istenilen elde edilir.

Teorem 3.1.32. T bir J-terslenebilir halka, R kümesi T nin bir althalkası ve I da

T nin R tarafından kapsanan bir ideali olsun. Eğer R/I halkası J-terslenebilir ise o

zaman R de J-terslenebilirdir.

İspat: a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan ba ∈ J(T ) dir. Böylece her r ∈ R

için 1 − bar ∈ U(T ) olur. Bu durumda t(1 − bar) = 1 olacak şekilde bir t ∈ T

vardır. O halde ba ∈ J(R/I) olup her r ∈ R/I için 1− bar ∈ U(R/I) dır. Buradan

(1− bar)s = 1 olacak şekilde s ∈ R/I vardır. Bu durumda 1− (1− bar)s ∈ I olur.

O halde t(1− (1− bar)s) = t− s ∈ I dır. Son eşitlikteki t elemanının R de olduğu

açıktır. Böylece 1 − bar elemanı R de sol tersinirdir. Benzer şekilde 1 − bar nin R

de sağ tersinir olduğu da gösterilebilir. Böylece her r ∈ R için 1− bar ∈ U(R) olup

ba ∈ J(R) bulunur.

Sonuc. 3.1.33. T bir J-terslenebilir halka, R de T nin bir J-terslenebilir althalkası

olsun. Bu durumda T nin her I ideali için I +R de J-terslenebilirdir.

İspat: Teorem 3.1.32 den kolayca elde edilir.
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Sonuc. 3.1.34. Bir J-terslenebilir halkanın her sonlu altdirekt çarpımı da J-terslenebi-

lirdir.

İspat: R bir halka, R nin I ve K idealleri için R/I ve R/K halkaları J-terslenebilir

ve I ∩ K = 0 olsun. f : R → R/I ⊕ R/K homomorfizması f(r) = (r + I, r + K)

şeklinde tanımlansın. Buradan R ∼=Imf elde edilir. Hipotez gereği R/I ⊕ R/K ve

Imf/f(I) ∼= R/I halkaları J-terslenebilirdir. Ayrıca f(I) ⊆Imf ⊆ R/I ⊕ R/K dır.

Teorem 3.1.32 den sonuç elde edilmiş olur.

Sonuc. 3.1.35. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eğer R/I ve R/K

halkaları J-terslenebilir ise o zaman R/(I ∩K) da J-terslenebilirdir.

İspat: f : R/(I ∩K)→ R/I ve g : R/(I ∩K)→ R/K homomorfizmaları sırasıyla

f(r + I ∩ K) = r + I ve g(r + I ∩ K) = r + K şeklinde tanımlansın. Buradan

f ve g birer epimorfizmadır ve Kerf∩Kerg=0 dır. Böylece R/(I ∩K) halkası R/I

ve R/K nın bir altdirekt çarpımıdır. Ayrıca R/I ∼= (R/(I ∩ K))/(I/(I ∩ K)) ve

I/(I ∩ K) ⊆ R/(I ∩ K) ⊆ R/I olduğu bilinmektedir. Bu bilgiler ışığında Sonuç

3.1.34 gereğince istenilen elde edilir.

R bir halka olsun. S = {(x, y) ∈ R × R : x − y ∈ J(R)} kümesi bileşensel işlemler

ile R×R halkasının bir althalkasıdır.

Teorem 3.1.36. Aşağıdaki ifadeler bir R halkası için denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) S = {(x, y) ∈ R×R : x− y ∈ J(R)} halkası J-terslenebilirdir.

İspat: (1)⇒ (2) Eğer I1 = J(R)×{0} ve I2 = {0}×J(R) olarak seçilirse I1∩I2 = 0

dır. Ayrıca S/I1 ∼= S/I2 ∼= R olur. Böylece S halkası R halkasının altdirekt çarpımı

olduğundan Sonuç 3.1.34 gereğince ispat açıktır.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan (a, a)(b, b) = (0, 0) dır. S halkası

J-terslenebilir olduğundan (b, b)(a, a) = (ba, ba) ∈ J(S) dir. Buradan her x ∈ R için

(1, 1)− (x, x)(ba, ba) ∈ U(S) dir. Buradan 1− xba ∈ U(R) dir. Böylece ba ∈ J(R)

olup ispat biter.
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Halkaya ait olan bir özelliğin bölüm halkasına aktarılıp aktarılmaması durumu halka

teorisinde ilgi çeken bir araştırma sorusudur. Aşağıdaki önerme J-terslenebilir olma

özelliğin hangi durumlarda bölüm halkasına aktarıldığını, hangi durumlarda bölüm

halkasından halkaya yükseldiğini ortaya koymaktadır.

Önerme 3.1.37. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun.

(1) Eğer I kuvvetli asal ise o zaman R/I halkası J-terslenebilirdir.

(2) Eğer I nil ideal ve R/I halkası da J-terslenebilir ise o zaman R halkası J-

terslenebilirdir.

İspat: (1) ab = 0 olsun. Bu durumda ab ∈ I olur. Böylece (ba)2 ∈ I dır. I kuvvetli

asal olduğundan ba ∈ I olur. Böylece ba ∈ J(R/I) bulunur.

(2) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan ab = 0 dır. R/I halkası J-terslenebilir

olduğundan ba ∈ J(R/I) olur. Bu durumda her r ∈ R için 1 − bar ∈ U(R/I)

elde edilir. O halde s(1 − bar) = 1 olacak şekilde s ∈ U(R/I) vardır. Böylece

1− s(1− bar) ∈ I dır. I bir nil ideal olduğundan s(1− bar) ∈ U(R) dir. Buradan

(1− bar) ∈ U(R) olup ba ∈ J(R) bulunur.

Önerme 3.1.37 nın ifadesindeki nil ve kuvvetli asal ideal olma şartları kaldırılamazdır.

Aşağıdaki örnekler bu şartlar olmadan Önerme 3.1.37 nın sağlanmadığını göstermek-

tedir.

Örnek 3.1.38. R = M2(Z) ve I =< AB − BA : A,B ∈ M2(Z) > olsun. Bu-

radan açıkça görülmektedir ki R/I halkası değişmelidir. Böylece R/I halkası J-

terslenebilirdir. Fakat M2(Z) halkası J-terslenebilir değildir.

Örnek 3.1.39. R = Z(3) lokalizasyon halkası olmak üzere Q ile R üzerinde ku-

aterniyonlar halkası gösterilsin. Q halkasının değişmeli olmayan bir tamlık bölgesi

olduğu bilinmektedir. Bu durumdaQ bir J-terslenebilir halkadır. Ayrıca J(Q) = 3Q

ve Q/J(Q) ∼= M2(Z3) dür. Böylece Q/J(Q) halkası J-terslenebilir değildir.

Önerme 3.1.40. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eğer R/I ve R/K

halkaları J-terslenebilir ise o zaman R/(IK) halkası da J-terslenebilirdir.

24



İspat: R nin her I ve K ideali için IK ⊆ I∩K olduğu bilinmektedir. Ayrıca R/(I∩

K) ∼= R/(IK)/(I ∩ K)/(IK) her zaman sağlanır. Sonuç 3.1.35 gereğince R/(I ∩

K) halkası J-terslenebilirdir. Ayrıca ((I ∩ K)/(IK))2 = 0 olduğu görülmektedir.

Önerme 3.1.37 gereğince R/(IK) halkası J-terslenebilirdir.

Sonuc. 3.1.41. R bir halka ve I da R halkasının bir ideali olmak üzere aşağıdaki

ifadeler denktir.

(1) R/I halkası J-terslenebilirdir.

(2) Her n ∈ Z+ için R/In halkası J-terslenebilirdir.

İspat: (1)⇔ (2) Önerme 3.1.40 yardımıyla kolayca elde edilir.
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3.2 J-Terslenebilir Halka Genişlemeleri

Bu bölümde birinci bölümde temel özellikleri incelenmiş olan J-terslenebilir hal-

kaların bazı halka genişlemeleri araştırılmaktadır. Böylece mevcut bir J-terslenebilir

halka yardımıyla, yeni J-terslenebilir halkalar elde edilmesi mümkün olmaktadır.

Önerme 3.2.1. R bir halka olsun. Eğer R halkası J-terslenebilir ise S−1R halkası

da J-terslenebilirdir.

İspat:
a

b
,
c

d
∈ S−1R olmak üzere a, b, c, d ∈ R ve b, d sıfırdan farklı olsun.

ac

bd
=

0 kabul edilsin. bd tersinir olduğundan, ac = 0 olur. R halkası J-terslenebilir

olduğundan, ca ∈ J(R) ⊆ J(S−1R) dir. Böylece
c

d

a

b
=
ca

db
∈ J(S−1R) elde edilir.

Önerme 3.2.2. R =

 A M

N B

 aşikar Morita yapısı olsun. Bu durumda R

halkasının J-terslenebilir olması için gerek ve yeter şart A ve B halkalarının J-

terslenebilir olmalarıdır.

İspat: R halkası J-terslenebilir olsun. Bu durumda Lemma 3.1.29 gereğince A ve B

halkaları J-terslenebilir olarak bulunur. Karşıt olarak A, B halkaları J-terslenebilir

olmak üzere

 a b

c d

 x y

t z

 = 0 olarak alınsın. Böylece ax ay + bz

cx+ dt dz

 = 0 dır. Buradan ax = 0, dz = 0, cx+ dt = 0 ve ay+ bz = 0

bulunur. A ve B halkaları J-terslenebilir olduğundan xa ∈ J(A), zd ∈ J(B) dir.

Böylece

 x y

t z

 a b

c d

 =

 xa xb+ yd

ta+ zc dz

 ∈ J(R) olduğu görülür.

Sonuc. 3.2.3. R =

 S M

0 T

 olsun. Bu durumda R nin J-terslenebilir olması

için gerek ve yeter şart S ve T halkalarının J-terslenebilir olmalarıdır.

İspat: Önerme 3.2.2 gereği ispat açıktır.

Sonuc. 3.2.4. R bir halka olsun. R nin J-terslenebilir olması için gerek ve yeter şart

her n ∈ Z+ için Tn(R) halkasının J-terslenebilir olmasıdır.
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İspat: n = 2 için Önerme 3.2.2 den dolayı ispat açıktır. n > 2 olması halinde

Önerme 3.2.2 nin ispatına benzer şekilde sonuca ulaşılır.

Halkaların önemli genişlemelerinden biri de Dorroh genişlemeleridir. Aşağıdaki

sonuç J-terslenebilir halkaların Dorroh genişlemeleri ile olan ilgisini ortaya koymak-

tadır.

Önerme 3.2.5. R bir halka ve S = I(R;V ) de R nin bir Dorroh genişlemesi olsun.

Her v ∈ V için v + w + vw = 0 sağlayan bir w ∈ V mevcut olsun. Bu durumda

aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) S = I(R;V ) genişlemesi J-terslenebilirdir.

İspat: (1) ⇒ (2) R halkası J-terslenebilir ve (r, v), (p, w) ∈ S = I(R;V ) için

(r, v)(p, w) = (rp, rw+vp+vw) = (0, 0) olsun. R halkası J-terslenebilir olduğundan,

pr ∈ J(R) dir. İddia (p, w)(r, v) = (pr, pv + wr + wv) ∈ J(S) olduğudur. Hipotez

gereği (0, V ) ⊆ J(S) olduğu görülmektedir. Eğer (pr, 0) ∈ J(S) olduğu gösterilebilirse,

ispat tamamlanır. (x, y) ∈ S seçilsin. Bu durumda (1 − xpr,−ypr) = (1 −

xpr, 0)(1, (1−xpr)−1(−ypr)) ve (1, (1−xpr)−1(−ypr)) = (1, 0)+(0, (1−(xpr)−1(−ypr)))

olduğundan (1, 0)−(x, y)(pr, 0) = (1−xpr,−ypr) ∈ U(S) dir. Böylece (pr, 0) ∈ J(S)

olup (p, w)(r, v) = (pr, pv + wr + wv) ∈ J(S) elde edilir.

(2)⇒ (1) (r, v)(p, w) = (0, 0) olsun. S halkası J-terslenebilir olduğundan, (p, w)(r, v) =

(pr, pv + wr + wv) ∈ J(S) olur. Hipotez gereği (0, V ) ⊆ J(S) olup (pr, 0) ∈ J(S)

dir. Buradan pr ∈ J(R) bulunur.

Sonuc. 3.2.6. R bir halka ve f : R→ R bir halka homomorfizması olsun. Aşağıdaki

ifadeler denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) R[[x, f ]] halkası J-terslenebilirdir.

İspat: < x > kümesi x tarafından üretilen ideal olmak üzere R[[x, f ]] ∼= I(R;< x >)

dir. Böylece Önerme 3.2.5 yardımıyla sonuca ulaşılır.
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Önerme 3.2.7. R bir halka olsun. R nin J-terslenebilir olması için gerek ve yeter

şart R[[x]] halkasının J-terslenebilir olmasıdır.

İspat: J(R[[x]]) = J(R)+ < x > olduğundan sonuç kolayca elde edilir.

Önerme 3.2.8. Aşağıdaki ifadeler R halkası için denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) S =




w w12 · · · w1n

0 w · · · w2n

...
...

...
...

0 0 · · · w

 : w,wij ∈ R(i < j), 2 ≤ i, j ≤ n− 1


halkası

J-terslenebilirdir.

İspat: (1)⇒ (2) Eğer S nin ideali olarak I =


0 w12 · · · w1n

0 0 · · · w2n

...
...

...
...

0 0 · · · 0

 seçilirse, In =

0 olduğu kolayca görülür. Ayrıca S/I ∼= R dir. Böylece Lemma 3.1.37 gereğince, S

halkası J-terslenebilir bulunur.

(2) ⇒ (1) Lemma 3.1.29 den açıkça görülmektedir.

Sonuc. 3.2.9. Aşağıdaki ifadeler bir R halkası için denktir.

(1) R halkası J-terslenebilirdir.

(2) Her n ≥ 2 için R[x]/ < xn > halkası J-terslenebilirdir.

İspat:

R[x]/ < xn >∼=





w11 w12 w13 w14 · · · w1n

0 w11 w12 w13 · · · w1(n−1)

0 0 w11 w12 · · · w1(n−2)
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · w11 w12

0 0 0 · · · 0 w11


: wij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n− 1


olduğu bilinmektedir. Önerme 3.2.8 yardımıyla ispat tamamlanır.
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Önerme 3.2.10. A bir halka ve B de A nın bir althalkası olmak üzere aşağıdaki

ifadeler denktir.

(1) A halkası J-terslenebilir ve a, b ∈ B için ab = 0 iken ba ∈ J(A) ∩ J(B) dir.

(2) R[A,B] halkası J-terslenebilirdir.

İspat: (1) ⇒ (2) (x1, x2, . . . , xn, b1, . . .)(y1, y2, . . . , yn, b2, . . .) = (0, 0, . . . , 0, . . .) ol-

mak üzere xi, yi ∈ A ve b1, b2 ∈ B alınsın. Böylece x1y1 = 0, x2y2 = 0, . . ., b1b2 = 0

olur. A ve B halkaları J-terslenebilir olduğundan, 1 6 i 6 n için yixi ∈ J(A)

ve b2b1 ∈ J(B) sağlanır. Ayrıca b2b1 ∈ J(A) dır. Buradan (y1, y2, . . . , b2, . . .)

(x1, x2, . . . , b1, . . .) ∈ J(R[A,B]) bulunur.

(2) ⇒ (1) x1, y1 ∈ A için x1y1 = 0 olsun. Böylece

(x1, 0, . . . , 0, . . .)(y1, 0, . . . , 0, . . .) = (0, 0, . . . , 0, . . .)

olur. R[A,B] halkası J-terslenebilir olduğundan, (y1, 0, . . . , 0, . . .)(x1, 0, . . . , 0, . . .) ∈

J(R[A,B]) bulunur. Bu durumda y1x1 ∈ J(A) olur. B halkasının J-terslenebilir

olması da benzer şekilde gösterilebilir.

Şimdiye kadar birR halkasının J-terslenebilir olması durumunda bazı genişlemelerinin

hangi şartlar altında J-terslenebilir olduğu üzerinde incelemeler ortaya konuldu.

Verilen bir J-terslenebilir halkanın tüm genişlemeleri J-terslenebilir olmak zorunda

değildir. Aşağıda R halkasının J-terslenebilir halka olması halinde bile R üzerindeki

matris halkalarının J-terslenebilir olmadığı gösterilmektedir.

Örnek 3.2.11. R bir halka olsun. M3(R) halkası ele alınsın. A =


0 0 0

1 0 1

0 0 0

 ve

B =


0 1 0

0 0 0

0 −1 0

 olarak seçilsin. Bu durumda AB = 0 olmasına rağmen, BA =


1 0 1

0 0 0

−1 0 −1

 /∈ J(M3(R)) olduğu görülmektedir. Böylece Mn(R) halkasının

genel durumda J-terslenebilir olmadığı görülmektedir.
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Benzer şekilde J-terslenebilir halkalar üzerinde inşa edilen genelleştirilmiş matris

halkaları da J-terslenebilir olmak zorunda değildir.

Örnek 3.2.12. R = Z olsun. Bu durumda R halkası J-terslenebilirdir. Ks(R)

için s = 2 olarak seçilsin. A =

 2 −1

1 −1

 ve B =

 1 0

1 0

 olsun. Bu durumda

AB = 0 olur. Fakat BA =

 2 −1

2 −2

 /∈ J(K2(R)) dir. Bu durumda Ks(R) halkası

da genel durumda J-terslenebilir değildir.
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4. J-YANSIMALI HALKALAR

Bu bölümde J-terslenebilir ve yansımalı halkaların bir genellemesi olan J-yansımalı

halka kavramı verilecektir. İlk olarak J-yansımalı halka kavramı için kullanışlı bir

karakterizasyon verilmekte, ardından J-yansımalı halkaların temel özellikleri ince-

lenmekte, son olarak J-yansımalı halkaların mevcut halka sınıfları ile olan ilişkileri

araştırılmaktadır.

4.1 J-Yansımalı Halkaların Genel Özellikleri

Tanım 4.1.1. R bir halka olsun. R halkasında aRb = 0 şartını sağlayan her

a, b ∈ R için bRa ⊆ J(R) oluyor ise R halkasına J-yansımalı (J-reflexive) halka

denir.

Örnek 4.1.2.

(1) Yansımalı halkalar J-yansımalıdır.

(2) İndirgenmiş halkalar J-yansımalıdır.

Aşağıdaki teorem J-yansımalı halkaları karakterize etmektedir.

Teorem 4.1.3. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) Her a ∈ R için (rR(aR))(Ra) ⊆ J(R) ve (aR)(lR(Ra)) ⊆ J(R) sağlanır.

(3) R halkasının IRK = 0 şartını sağlayan boştan farklı her I,K altkümeleri için

KRI ⊆ J(R) sağlanır.

(4) R halkasının < a >< b >= 0 şartını sağlayan her a, b elemanı için < b ><

a >⊆ J(R) sağlanır.

(5) R halkasının IK = 0 şartını sağlayan her I,K sağ (sol) idealleri için KI ⊆

J(R) sağlanır.

(6) R halkasının IK = 0 şartını sağlayan her I,K idealleri için KI ⊆ J(R)

sağlanır.
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İspat: (1)⇒ (2) b ∈ rR(aR) olsun. Bu durumda aRb = 0 dır. R halkası J-yansımalı

olduğundan, bRa ⊆ J(R) bulunur. Bu durumda (rR(aR))(Ra) ⊆ J(R) dir. Benzer

şekilde (aR)(lR(Ra)) olduğu da gösterilebilir.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. Bu durumda b ∈ rR(aR) dir. Hipotez

gereğince bRa ⊆ J(R) olup, R halkası J-yansımalı elde edilir.

(3)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (6) İspat açıktır.

(6) ⇒ (1) a, b ∈ R için aRb = 0 sağlansın. Buradan RaRRbR = 0 olur. Hipotez

gereği RbRRaR ⊆ J(R) elde edilir. bRa ⊆ RbRRaR olduğundan, bRa ⊆ J(R)

bulunur.

(1)⇒ (3) R halkasının boştan farklı I,K altkümeleri için IRK = 0 olsun. O halde

her a ∈ I ve b ∈ K için aRb = 0 dır. R halkası J-yansımalı olduğundan, bRa ⊆ J(R)

bulunur. Böylece KRI ⊆ J(R) olduğu görülür.

J-yansımalı halka örnekleri oldukça fazladır. Aşağıda J-terslenebilir halkaların J-

yansımalı halka olduğu gösterilmektedir.

Önerme 4.1.4. J-terslenebilir halkalar J-yansımalıdır.

İspat: R halkası J-terslenebilir bir halka ve a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. Böylece

ab = 0 ve her r ∈ R için abr = 0 olur. R halkası J-terslenebilir olduğundan, her

r ∈ R için bra ∈ J(R) dır. Buradan bRa ⊆ J(R) elde edilir.

Yukarıda verilen önermenin karşıtı genel olarak doğru değildir. Aşağıdaki örnek

Önerme 4.1.4 ün karşıtının genel olarak doğru olmadığını göstermektedir.

Örnek 4.1.5. R = M2(Z) halkası verilsin. A =

 0 0

0 1

 , B =

 1 1

0 0

 ∈ R
için AB = 0 olmasına rağmen BA =

 0 1

0 0

 /∈ J(R) olduğundan, R halkası

J-terslenebilir değildir. R halkasının J-yansımalı olduğu kolayca gösterilebilir.

Aşağıdaki önerme J-yansımalı halkaların hangi durumda J-terslenebilir halka olduğunu

ortaya koymaktadır.

Teorem 4.1.6. R bir Baer halka olsun. R halkasının J-terslenebilir olması için

gerek ve yeter şart R nin J-yansımalı halka olmasıdır.
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İspat: (⇒) Önerme 4.1.4 gereğince açıktır.

(⇐) a, b ∈ R için ab = 0 olsun. Buradan abR = 0 olup a ∈ lR(bR) dir. R

halkası Baer olduğundan, lR(bR) = eR şartını sağlayan bir e eşkare elemanı vardır.

Böylece eRbR = 0. R halkası J-yansımalı olduğundan, bReR ⊆ J(R) dir. Buradan

ba ∈ J(R) elde edilir.

Yansımalı halkalar J-yansımalı olmasına rağmen bu ifadenin karşıtı genel olarak

doğru değildir.

Örnek 4.1.7. R bir değişmeli halka olsun. R halkası üzerinde

S =




a b c

0 a d

0 0 a

 : a, b, c, d ∈ R


halkası alınsın. S halkasının J-terslenebilir olduğu kolayca gösterilebilir. Önerme

4.1.4 gereğince S halkası J-yansımalı bir halkadır. Fakat A =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 ve B =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 olarak seçilirse, ASB = 0 olmasına rağmen BSA 6= 0 dır. Böylece S

halkasının yansımalı olmadığı görülmektedir.

Aşağıdaki sonuç J-yansımalı halka tanımı yardımıyla direkt olarak elde edilebildiğin-

den ispatsız olarak verilmektedir.

Sonuc. 4.1.8. R bir halka olsun.

(1) Eğer R/J(R) halkası yansımalı bir halka ise, R halkası J-yansımalıdır.

(2) Eğer R/J(R) halkası değişmeli ise, R halkası J-yansımalıdır.

Sonuç 4.1.8 yardımıyla tek türlü temiz halkaların J-yansımalı olduğu kolayca gösteri-

lebilir.

Sonuc. 4.1.9. Her tek türlü temiz halka J-yansımalıdır.
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İspat: R tek türlü temiz bir halka olsun. Bu durumda Teorem 2.1.35 gereğince

R/J(R) bir Boole halkasıdır. Sonuç 4.1.8 gereğince R halkası J-yansımalıdır.

Sonuç 4.1.9 karşıtı genel olarak doğru değildir.

Örnek 4.1.10. R değişmeli bir halka olmak üzere M2(R) halkası alınsın. M2(R)

halkası Abel halka olmadığı için, tek türlü temiz değildir. M2(R) halkasının J-

yansımalı olduğu kolayca gösterilebilir.

Önerme 4.1.11. R bir halka olsun. Eğer N(R) ⊆ J(R) ise o zaman R halkası

J-yansımalı bir halkadır.

İspat: a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. Böylece her r ∈ R için arb = 0 olup ab = 0 elde

edilir. Buradan her r ∈ R için (bra)2 = brabra = 0 dır. Bu durumda bra ∈ N(R)

bulunur. Hipotez gereğince bra ∈ J(R) olup, istenilen elde edilir.

Sonuc. 4.1.12. Her sağ (sol) yarı-ikili halka J-yansımalıdır.

İspat: Önerme 2.1.48 gereğince ispat açıktır.

Aşağıda bir halkanın bölüm halkasının J-yansımalı olması için gerek ve yeter şartlar

ortaya konulmaktadır.

Teorem 4.1.13. R bir halka I da R nin nilpotent ideali olsun. Bu durumda R nin

J-yansımalı olması için gerek ve yeter şart R/I halkasının J-yansımalı olmasıdır.

İspat: R/I = R ve a+I = a ∈ R olmak üzere, a, b ∈ R için aRb = 0 şartı sağlansın.

Buradan aRb ⊆ I olur. I bir nilpotent ideal olduğundan (RaRbR)k = 0 olacak

şekilde bir k ∈ Z+ vardır. R halkası J-yansımalı olduğundan, (RbRaR)k ⊆ J(R)

bulunur. Jacobson radikali yarı asal olduğundan RbRaR ⊆ J(R) elde edilir. O

halde RbRaR ⊆ J(R)/I = J(R) dir. Böylece bRa ⊆ J(R) olur.

Karşıt olarak, a, b ∈ R için aRb = 0 sağlansın. Buradan aRb = 0 dır. Bu du-

rumda aRb ⊆ I ve RaRbR ⊆ I olur. I nilpotent olduğundan, Ik = 0 şartını

sağlayacak bir k ∈ Z+ vardır. Böylece, (RaRbR)k = RaRbRaRbR · · ·RaRbR = 0

dır. Bu durumda, (RaRbR)k = 0 bulunur. R/I halkası J-yansımalı olduğundan,
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(RbRaRbRaR · · ·RbRaR) = (RbRaR)
k
⊆ J(R) olur. Jacobson radikali yarı asal

olduğundan, RbRaR ⊆ J(R) elde edilir. Bu nedenle, bRa ⊆ J(R) olur. Buradan,

her r ∈ R için, 1 − (bra)x ∈ U(R) şartını sağlayan bir x ∈ J(R) vardır. Böylece,

(1 − (bra)x)s = 1 şartını sağlayan s ∈ R vardır. Buradan, 1 − (1 − bra)xs ∈ I

olur. Her nilpotent ideal bir nil ideal olduğundan, 1 − (brax)s ∈ U(R) elde edilir.

Böylece, bra ∈ J(R) olup bRa ⊆ J(R) bulunur.

Sonuc. 4.1.14. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler sağlanır.

(1) Eğer J(R) nilpotent ideal ise o zaman, R halkasının J-yansımalı olması için

gerek ve yeter şart R/J(R) halkasının J-yansımalı olmasıdır.

(2) Eğer R bir Artinian halka ise o zaman, R halkasının J-yansımalı olması için

gerek ve yeter şart R/J(R) halkasının J-yansımalı olmasıdır.

İspat: (1) Teorem 4.1.13 gereğince ispat açıktır.

(2) Artinian halkaların Jacobson radikalleri nilpotent ideal olduğundan, (1) gereğince

ispat açıktır.

Önerme 4.1.15. R bir halka ve I da R nin I ⊆ J(R) şartını sağlayan bir ideali

olsun. Eğer R/I halkası J-yansımalı ise o zaman, R halkası J-yansımalıdır.

İspat: R = R/I ve a = a + I ∈ R/I olmak üzere a, b ∈ R için aRb = 0 sağlansın.

Buradan aRb = 0 olur. R halkası J-yansımalı olduğundan, bRa ⊆ J(R) bulunur.

Böylece her r ∈ R için bra ∈ J(R) sağlanır. Bu durumda, her x ∈ R için 1 −

(bra)x ∈ U(R) olur. O halde, (1 − (bra)x)s = 1 olacak şekilde s ∈ R vardır. Bu

nedenle, 1 − (1 − brax)s ∈ I dır. I ideali J(R) tarafından kapsandığından dolayı,

(1− brax)s ∈ U(R) bulunur. Sonuç olarak bra ∈ J(R) olup bRa ⊆ J(R) elde edilir.

Önerme 4.1.16. R bir halka ve I da R nin yansımalı bir ideali olsun. Bu durumda,

R/I halkası J-yansımalıdır.

İspat: R = R/I ve a = a + I ∈ R/I olmak üzere a, b ∈ R için aRb = 0 sağlansın.

Böylece, aRb ⊆ I olur. I ideali yansımalı olduğundan, bRa ⊆ I elde edilir. O halde,

bRa = 0 ∈ J(R) bulunur.
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Teorem 4.1.17. J-yansımalı halkaların her altdirekt çarpımı da J-yansımalıdır.

İspat: R bir halka ve I,K da R nin idealleri olmak üzere R halkası R/I ve R/K

halkalarının bir altdirekt çarpımı olsun. R/I ve R/K halkaları J-yansımalı ve a, b ∈

R için aRb = 0 sağlansın. Buradan, 0 = aRb ifadesi R/I ve R/K tarafından

kapsanır. R/I ve R/K halkaları J-yansımalı olduğundan, bRa ⊆ J(R/I) ve bRa ⊆

J(R/K) dir. Böylece her x ∈ R için 1− brax ∈ U(R/I) ve 1− brax ∈ U(R/K)

sağlanır. O halde, (1− brax)y = 1 ∈ R/I ve (1− brax)z = 1 ∈ R/K şartlarını

sağlayan y ∈ R/I ve z ∈ R/K vardır. Bu durumda, 1 − (1 − brax)y ∈ I ve

1− (1− brax)z ∈ K olur. Elde edilen son iki terim çarpılırsa, (1− (1− brax)y)(1−

(1 − brax)z) ∈ IK ⊆ I ∩ K = 0 elde edilir. Böylece, 1 − (1 − brax)t = 0 ve

(1− brax)t = 1 olur. Sonuç olarak bRa ⊆ J(R) dir.

Sonuc. 4.1.18. R bir halka, I ve K da R nin idealleri olsun. Eğer R/I ve R/K

halkaları J-yansımalı ise o zaman R/(I ∩K) halkası da J-yansımalıdır.

İspat: α : R/(I ∩ K) → R/I ve β : R/(I ∩ K) → R/K fonksiyonları α(r + (I ∩

K)) = r + I ve β(r + (I ∩K)) = r + K olacak şekilde tanımlansın. α ve β fonksi-

yonlarının örten birer halka homomorfizması olduğu kolayca gösterilebilir. Ayrıca,

Kerα∩Kerβ = 0 olur. Bu durumda, R/(I ∩ K) halkası R/I ve R/K halkalarının

bir altdirekt çarpımıdır. Böylece, R/(I ∩ K) halkası Teorem 4.1.17 gereğince J-

yansımalıdır.

Sonuc. 4.1.19. R bir halka ve I,K da R nin idealleri olsun. Eğer R/I ve R/K

halkaları J-yansımalı ise o zaman R/IK halkası da J-yansımalıdır.

İspat: R/I ve R/K halkaları J-yansımalı olsun.

R/I ∩K ∼= (R/IK)/(I ∩K/IK)

ve (I ∩K/IK)2 = 0 olduğundan, Teorem 4.1.13 gereğince ispat biter.
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4.2 J-Yansımalı Halka Genişlemeleri

Bu bölümde J-yansımalı halka sınıfının bazı genişlemeleri incelenmektedir. İlk

olarak J-yansımalı olma özelliğinin Morita değişmez bir özellik olduğu gösterilmekte-

dir. Ardından, J-yansımalı halkaların bazı halka genişmelerinin hangi durumlarda

J-yansımalı olduğu ortaya konulmaktadır.

Aşağıdaki sonuç J-yansımalı halka olma özelliğinin Morita değişmez bir özellik

olduğunu ortaya koymaktadır.

Teorem 4.2.1. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler sağlanır.

(1) Eğer R halkası J-yansımalı ise o zaman her e2 = e ∈ R için eRe halkası da

J-yansımalıdır.

(2) R halkasının J-yansımalı olması için gerek ve yeter şart her n pozitif tamsayısı

için Mn(R) halkasının J-yansımalı olmasıdır.

İspat: (1) R halkası J-yansımalı ve a, b ∈ eRe için aeReb = 0 sağlansın. R halkası

J-yansımalı olduğundan, ebRae = ebRea ⊆ eJ(R)e = J(eRe) elde edilir. Bu du-

rumda, eRe halkasının J-yansımalı olduğu bulunur.

(2) Mn(R) halkası J-yansımalı olsun. (1) gereğince R halkasının J-yansımalı olduğu

açıktır. Karşıt olarak, R halkası J-yansımalı olsun ve Mn(R) halkasının I ve K

idealleri için IK = 0 şartı sağlansın. Bu durumda, R halkasının I = Mn(I1)

ve K = Mn(K1) şartlarını sağlayan I1 ve K1 idealleri mevcuttur. Böylece 0 =

IK = Mn(I1)Mn(K1) = Mn(I1K1) olup I1K1 = 0 bulunur. R halkası J-yansımalı

olduğundan, K1I1 ⊆ J(R) elde edilir. O halde, KI = Mn(K1)Mn(I1) = Mn(K1I1) ⊆

Mn(J(R)) = J(Mn(R)) dir. Böylece, Mn(R) halkası J-yansımalı olur.

Sonuc. 4.2.2. R bir J-yansımalı halka ve M sonlu üreteçli projektif bir R modül

olsun. O halde, EndR(M) halkası J-yansımalıdır.

İspat: Teorem 4.2.1 gereğince ispat açıktır.

Önerme 4.2.3. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.
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(2) M =




r x12 · · · x1n

0 r · · · x2n
...

...
...

...

0 · · · · · · r

 : r ∈ R, xij ∈ R, 2 ≤ i, j ≤ n− 1


bir J-yansımalı

halkadır.

İspat: (1)⇔ (2) I =


0 x12 · · · x1n

0 0 · · · x2n
...

...
...

...

0 · · · · · · 0

 olarak seçilirse, Teorem 4.1.13 gereğince

ispat açıktır.

Önerme 4.2.4. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) R halkasının aşikar genişlemesi olan R ∝ R halkası bir J-yansımalı halkadır.

İspat: (1) ⇒ (2) R bir J-yansımalı halka olsun. Ayrıca A =

 a x

0 a

 , B = b y

0 b

 ∈ R ∝ R için, A(R ∝ R)B = 0 sağlansın. Her M =

 s t

0 s

 ∈ R ∝ R

için, AMB =

 asb asy + atb+ xsb

0 asb

 =

 0 0

0 0

 bulunur. R halkası J-

yansımalı ve aRb = 0 olduğundan, her s ∈ R için bsa ∈ J(R) olduğu görülür.

J(R ∝ R) =

 J(R) R

0 J(R)

 olduğu bilinmektedir. O halde, B(R ∝ R)A ⊆

J(R ∝ R) olup, istenilen sonuç elde edilir.

(2) ⇒ (1) R ∝ R halkası bir J-yansımalı halka ve a, b ∈ R için aRb = 0 ol-

sun. Buradan, A =

 a 0

0 a

 , B =

 b 0

0 b

 ∈ R ∝ R için, A(R ∝ R)B = aRb aRb

0 aRb

 =

 0 0

0 0

 olur. R ∝ R halkası J-yansımalı olduğundan, B(R ∝

R)A ⊆ J(R ∝ R) bulunur. Böylece, bRa ⊆ J(R) elde edilir.
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Önerme 4.2.5. I bir indeks kümesi olmak üzere {Ri}i∈I kümesi Ri halkalarının bir

indeksli kümesi olsun. O halde, her i ∈ I için Ri halkasının J-yansımalı olması için

gerek ve yeter şart
∏

i∈I Ri halkasının J-yansımalı olmasıdır.

İspat: (⇒)
∏

i∈I Ri halkasının
∏

i∈IMi,
∏

i∈I Ki idealleri için
∏

i∈IMi

∏
i∈I Ki = 0

olsun. O halde,
∏

i∈IMiKi = 0 dır. Buradan, her i ∈ I için MiKi = 0 bulunur.

Her i ∈ I icin Ri halkaları J-yansımalı olduğundan, KiMi ⊆ J(Ri) elde edilir. Bu

durumda,
∏

i∈I Ki

∏
i∈IMi =

∏
i∈I KiMi ⊆

∏
i∈I J(Ri) = J(

∏
i∈I Ri) bulunur.

(⇐) Rφ halkasının Mφ ve Kφ idealleri için MφKφ = 0 olsun. M = (Mφ)φ∈I ve

K = (Kφ)φ∈I ideallerini sadece φ. bileşeni sıfırdan farklı olacak şekilde seçilsin. M ve

K kümeleri
∏

i∈I Ri halkasının birer idealidir. Ayrıca, MK = 0 dır.
∏

i∈I Ri halkası

J-yansımalı olduğundan, KM ⊆ J(
∏

i∈I Ri) bulunur. Bu durumda, KφMφ ⊆ J(Rφ)

olduğu görülür.

Önerme 4.2.6. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) Her n pozitif tamsayısı için Tn(R) halkası J-yansımalıdır.

İspat: (1) ⇒ (2) n = 1 için ispat açıktır. T2(R) halkası için, I =

 0 R

0 0


ideali seçilsin. Buradan I2 = 0 olduğu açıktır. Böylece T2(R)/I ∼= R × R elde

edilir. Önerme 4.2.5 gereğince, T2(R)/I halkası J-yansımalıdır. Bu durumda, Teo-

rem 4.1.13 gereğince, T2(R) halkası J-yansımalıdır. Tümevarım yardımıyla, her

n ∈ Z+ için Tn(R) halkasının J-yansımalı olduğu benzer şekilde gösterilebilir.

(2)⇒ (1) Teorem 4.2.1(1) gereğince ispat açıktır.

Önerme 4.2.7. R bir halka ve e2 = e ∈ R merkezil olsun. Bu durumda, R

halkasının J-yansımalı olması için gerek ve yeter sart eR ve (1 − e)R halkalarının

J-yansımalı olmalarıdır.

İspat: İfadenin gerek koşulu Teorem 4.2.1 gereği açıktır. İfadenin yeter koşulunun

ispatı için e merkezil bir eşkare eleman olmak üzere, eR ve (1 − e)R halkaları J-

yansımalı alınsın. R ∼= eR× (1−e)R olduğu bilinmektedir. Önerme 4.2.5 gereğince,

R halkası J-yansımalı olur.
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Önerme 4.2.8. R bir halka ve M = I(R;S) de R nin değişmeli S halkası yardımıyla

elde edilen Dorroh genişlemesi olsun. Her s ∈ S için s+ s′+ ss′ = 0 şartını sağlayan

bir s′ ∈ S mevcut olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) M bir J-yansımalı halkadır.

İspat: (1) ⇒ (2) (a1, b1), (a2, b2) ∈ M için (a1, b1)M(a2, b2) = (0, 0) sağlansın. Bu

durumda her (x, y) ∈ M için, (a1, b1)(x, y)(a2, b2) = (0, 0) gerçeklenir. O halde,

(a1xa2, a1xb2 + a1ya2 + b1xa2 + b1ya2 + a1yb2 + b1xb2 + b1yb2) = (0, 0) bulunur.

Böylece, a1xa2 = 0 ve a1xb2 + a1ya2 + b1xa2 + b1ya2 + a1yb2 + b1xb2 + b1yb2 = 0

elde edilir. R halkası J-yansımalı olduğundan, her x ∈ R için a2xa1 ∈ J(R) dir.

Böylece, (a2, b2)(x, y)(a1, b1) = (a2xa1, ∗) olur. Hipotez gereğince, (0, S) ⊆ J(M)

dir. Her x ∈ R için (a2xa1, 0) ∈ J(M) olduğu kolayca gösterilebilir. Sonuç olarak,

(a2, b2)S(a1, b1) ⊆ J(M) bulunur.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ R için aRb = 0 olsun. O halde, (a, 0)M(b, 0) = (0, 0) sağlanır.

M halkası J-yansımalı olduğundan, (b, 0)M(a, 0) ⊆ J(M) dir. Hipotez gereğince,

(0, S) ⊆ J(M) dir. Buradan (bRa, 0) ⊆ J(S) bulunur. Sonuç olarak, bRa ⊆ J(R)

elde edilir.

Sonuc. 4.2.9. R bir halka ve f : R → R bir halka homomorfizması olsun. Bu

durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) R[[x, f ]] bir J-yansımalı halkadır.

İspat: Önerme 4.2.8 gereğince ispat açıktır.

Sonuc. 4.2.10. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) R[[x]] bir J-yansımalı halkadır.

İspat: Sonuç 4.2.9 gereğince ispat açıktır.
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Önerme 4.2.11. R bir halka ve M de R halkasının merkezil tersinir elemanlarını

içeren çarpımsal kapalı bir altkümesi olsun. Bu durumda asağıdaki ifadeler denktir.

(1) R bir J-yansımalı halkadır.

(2) S = M−1R = {a
b

: a ∈ R, b ∈M} bir J-yansımalı halkadır.

İspat: (1) ⇒ (2) a, b ∈ S için aSb = 0 olsun. Bu durumda a = a1u
−1 ve b =

b1v
−1 şartlarını sağlayacak a1, b1 ∈ R ve u−1, v−1 ∈ M mevcuttur. O halde 0 =

aSb = a1u
−1Sb1v

−1 = a1Sbv
−1 olur. Böylece her rs−1 ∈ S için a1rs

−1bv−1 sağlanır.

Buradan her r ∈ R için a1rb1 = 0 dir. R halkası J-yansımalı olduğundan, b1ra1 ∈

J(R) elde edilir. Bu ise b1v
−1rs−1a1u

−1 ∈ J(R) olmasını gerektirir. J(R) ⊆ J(S)

olduğundan, aSb ⊆ J(S) elde edilir.

(2) ⇒ (1) a, b ∈ R ve u, v ∈ M icin aRb = 0 sağlansın. Buradan auRbv = 0 olur.

Böylece her m ∈ M ve r ∈ R için aurmbv = 0 bulunur. S halkası J-yansımalı,

olduğundan, bvrmau ∈ J(S) dır. Eğer bvrmau ifadesi u,m, v elemanlarinin tersleri

ile çarpılırsa, her r ∈ R için bra ∈ J(R) elde edilir. Bu durumda R halkasının

J-yansımalı olduğu görülür.

Aşağıdaki ifade Önerme 4.2.11 in bir sonucudur.

Sonuc. 4.2.12. R bir halka olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) R[x] bir J-yansımalı halkadır.

(2) R[x, x−1] bir J-yansımalı halkadır.
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5. SONUÇ

Bu çalışmada terslenebilir halkalarla başlayıp Dedekind sonlu halkalara kadar olan

genelleştirmelerden ilham alınarak iki yeni halka sınıfı tanımlanmaktadır. Bu halka

sınıflarından biri, terslenebilir halkaların bir genelleştirmesi olarak ortaya konu-

lan J-terslenebilir halkalardır. Çalışmanın ilk bölümünde J-terslenebilir halkalar

tanımlandıktan sonra mevcut halka sınıflarıyla olan ilişkisi incelenmektedir. Bu

bölümde elde edilen önemli sonuçlardan bir tanesi, Nicholson tarafından 1977 yılında

ortaya atılan soruya verilen cevap olmaktadır. Nicholson, temiz halkaların değişim

halkası olduğunu gösterdikten sonra önermenin karşıtının doğru olmadığını söylemek-

tedir. Bu nedenle, değişim halkalarının hangi şartlar altında temiz halka olduğu

sorusu uzun yıllar araştırmacılar için bir problem olarak kalmıştır. Bu çalışmada

değişim halkalarının J-terslenebilir halka olma özelliğini sağlaması halinde temiz

olduğu gösterilmektedir. Bununla birlikte, Nicholson’ın 1999 yılına ait, kuvvetli

temiz halka kavramını incelediği çalışmasında, beş açık problem araştırmacıların

dikkatine sunulmaktadır. Bu sorulardan biri de kuvvetli temiz halkaların Dedekind

sonlu olup olmadığıdır. Bu çalışmada bahsi geçen problem incelenmekte ve kuvvetli

J-temiz halkaların Dedekind sonlu olduğu elde edilmektedir. Daha sonra J-terslenebi-

lir halkaların bazı halka genişlemeleri ele alınmakta, verilen bir J-terslenebilir halka-

dan yeni J-terslenebilir halkalar oluşturulmaktadır.

Çalışmanın kalan kısmında, J-terslenebilir halka kavramı genelleştirilerek J-yansıma-

lı halkalar tanımlanmaktadır. Bu bölümde J-yansımalı halkalar için önemli bir

karakterizasyon yapılmaktadır. J-yansımalı halka sınıfının mevcut halka sınıfları

ile olan ilişkisi incelenmektedir. J-yansımalı halkaların Baer halka olma şartlarını

sağlaması halinde J-terslenebilir halka sınıfıyla denk olduğu gösterilmektedir. Bu

bölümdeki en önemli sonuçlardan biri de, J-yansımalı halka olma özelliğinin Morita

değişmez bir özellik olduğunun gösterilmesidir. Böylece, J-yansımalı bir halka ver-

ildiğinde bu halkanın üzerinde tanımlı matris halkalarının ve halkanın eşkare eleman-

ları yardımıyla elde edilen köşegensel halkanın da J-yansımalı halka olduğu sonucuna

varılmaktadır. Benzer şekilde bu bölümde de J-yansımalı halkaların birçok halka

genişlemesi incelenmekte ve J-yansımalı halkalar ile genişlemeleri aralarında önemli
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bağlantılar kurulmaktadır.

Bu çalışmada tanımlanan J-terslenebilir ve J-yansımalı halkalar sayesinde terslenebi-

lir, simetrik ve yarı-değişmeli halka kavramlarından daha genel iki yeni halka sınıfı

literatüre kazandırılmaktadır. Bu sayede, değişmeli halkalarda mevcut olan özellikle-

rin değişmeli olmayan halkalarda sağlanıp sağlanmadığının kontrolünde kullanılmak

üzere daha geniş halkalar ortaya konulmuş olmaktadır. Böylece, değişmeli hal-

kalardan değişmeli olmayan halkalara genellenmesi düşünülen bir özelliğin, daha

az şartları olan bir halka sınıfına taşınmasına katkı sağlanmaktadır.
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