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OZET

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fark denklem sistemleri iizerine yapilmig

literatiirde bulunan bazi ¢galigmalar hakkinda bilgi verildi.

Ikinci boliimde ise fark denklemleri hakkindaki genel tanim ve teoremler ele ahind1.

Ugiincii boliimde, Sun ve Xi” nin 2006 yihinda ¢alismus olduklart x,,, = f(x,, ¥, ),
Vi :f(yn, xn_k), neN;ve x =f(yn_q, xH) s Vo :g(xn_,, yn_p), neN fark denklem
sistemleri gelistirilerek,

xn = f(xn—a, 4 yn—b, )

V, =8, 2,)» n€Nyvea, b, ¢, a,, by, ¢, eN fark denklem sistemi tanimlandi ve
Zn = h(Zn—cz 4 xn—az)

pozitif ¢cdziimlerinin hangi kosullar altinda tek denge noktasimna yakinsayacagi belirlendi.
Dordiincii boliimde ortaya atilan teoriyi pekistirmek {izere somut drnekler verildi.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklem Sistemleri, Global Asimptotik Kararlilik, Céztimler.
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SUMMARY
This study consists of four sections. In the first section, information from the relevant literature

about some difference equation systems is given.

In the second section; however, general definitions and theorems about difference equations are

dealt with.

In the third section, developed on the difference equation system defined by Sun and Xi (2006),
xn+1 :f(xn’ yn—k)’ yn+1 = f(yn9 xn—k)’ ne NO and xn+1 :f(yn—q’ 'xn—s) 4 yn+1 = g('xn—t’ yn—p)’
n e N following difference equation system was defined and the conditions under which the positive

solutions that this system converges to a unique equilibrium were designated:
xn = f(xn—a, 4 yn—b, )

Y, =8, 2,.,), neNyand a,, b, ¢, a,, b,, ¢, eN

Zn = h(Zn—cz > xn—az)

In the fourth section, in order to confirm our theory, concrete examples are given.
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vi



ICINDEKILER

Bilimsel Etik Sayfasi
Tez Kabul Formu
Onsoz / Tesekkiir

BIiRINCi BOLUM - Fark Denklem Sistemleri ile flgili Yapilmis Cahsmalar )
IKINCi BOLUM - Fark Denklemri ile ilgili Genel Tamim ve Teoremler 7
UCUNCUBOLUM - x, = f(x,_, s Yuop)> ¥ =8 (Vumsy> Zume)s 2, = h(z,)s X, ), nEN,
Fark Denklem Sisteminin Global Asimptotik Kararhihg . 12
DORDUNCU BOLUM — Niimerik Ornekler w 23
SOMUG VE ONETILET «......eeeeeeeeeee et et ee et ees et eeeene s s es e eesesseseseeesrenasnae 28
KQYNAKGA .vvieveiiietieieiieteiteteeirt ettt ettt es et e et e st e b st ese st et e seesas s et st st eseaseseese st et enerses e tes et e bes e et enanseneetenens 29
OZGEGIMS ..ovoeveveceeieeece ettt 33

Vil



GIRIS

Bu tezde;
'xn = f(xn—a, > yn—h, )
Y, =8, 2,) » n€Nyvea, b, ¢, a,, by, c; eN

Zn = h(Zn—cz > xn—az)

tipindeki fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin davranislart ve global asimptotik
karalilig1 incelendi. Bu tipten fark denklem sistemlerinin belirli kosullar altinda global
asimptotik kararlilig1 hakkinda genellemelere ulasildi. Teorinin ispati somut ve genel
orneklerle pekistirildi. Bu genellemelere ulasirken bugiine kadar ¢alisilmig olan fark

denklemleri ve fark denklemleri sistemleri inceleyip onlarin 1518indan faydalanildi.



1. BOLUM
FARK DENKLEM SIiSTEMLERI ILE ILGILI YAPILMIS CALISMALAR

Bu boéliimde, fark denklem sistemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda

bilgi verilmistir.

Schinas (1997), yapmis oldugu ¢alismada x , = %, +1 Lyness fark denkleminin

X

n—1

¢coziimlerinin periyodikliginden ve denge noktasindan hareketle

ay, + A bx + A
" :n—, il = n ) n:O, 1, 2, e
'xn—l n—1
ay +A4 bx +A4
Xosl = A 5 Vo1 = - N I’l=0, 1, 2,
'xn—l n—1
max{anyn,A} max {bnxn,A}
X, 4 =—, y=———,n=0,1,2, ..
Xp-1 Y

denklem sistemleri ve rasyonel formdaki benzer bazi fark denklemlerinin, fark denklem
sistemlerinin ve maksimumlu fark denklem sistemlerinin denge noktalarin1 ve
¢coziimlerinin periyodikligini inceledi. Calisma sonucunda; ¢esitli fark denklemlerinin ve
fark denklem sistemlerinin denge noktalarini, denklemlerin katsayilarinin sabit olmasi
veya periyodik birer dizi olmasi gibi durumlarda katsayilara ve denklemin genel
terimlerine bagli olarak elde etti. Ayrica bazi fark denklem sistemlerinin de

¢ozlimlerinin periyodikligini inceledi.

Papaschinopoulos ve Schinas (1998), p ve ¢ pozitif tamsayilari i¢in lineer olmayan

oy . 4 4 . .
iki fark denkleminden olusan, x, ,, = n s Vo = "% fark denklem sisteminin

n—p n—q

¢cozlimlerinin salinimli davranigini ve sinirliligini incelediler. Ayrica bu fark denklem
sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararhiligin1 ¢alistilar. Bu

calismada fark denklem sisteminin denge noktasinin (¢, ¢) = (1+4, 1+4) oldugunu elde
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ettiler ve sisteminin ¢oziimlerinin 4€(0, o) i¢in bu noktada salimimli oldugunu

gordiiler. Ayni sartlarda sistemin ¢oziimlerinin alt ve iist sinirlarini elde ettiler. 4) 1 igin

de pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu elde ettiler.

Grove ve arkadaslar1 (2001), a, b, ¢ ve d reel sayilar ve baslangi¢ sartlart x, ve y,

keyfi reel sayilar olmak iizere, x, =i+£, Vol =£+i, n=0,1 2, .. fark

xn yn xn yn
denklem sisteminin, her n>0 igin iyi tanimli oldugu (x,,y,)eR* degerlerinin

kiimesini ve ¢Oziimlerinin davraniglarini arastirdilar. Bu fark denklem sisteminde,

z =2 doniistimii yaparak Riccati fark denklemine ulastilar ve bu denklemin

karakteristik denkleminin ¢oziimlerinden hareketle a, b, ¢ ve d reel sayilan igin sartlar
elde ettiler, yani denklemin good kiime ve forbidden kiimesine ulastilar. Denklemin

cozlimleri hakkinda baz1 sartlar altinda genellemelere gittiler.

Clark ve Kulenovic (2002), a, b, ¢ ve d pozitif sayilar ve x,, y, baslangic sartlari

negatif olmayan sayilar olmak flizere x , = al! Vol —— Y fark denklem

b

a+cy, b+dx,

sisteminin ¢ozlimlerinin global kararlilik &zelliklerini ve asimptotik davranismni

incelediler.

Papaschinopoulos ve Schinas (2002 ), 4, B, , ie{0, 1, .., k}, x,
i=-k, —k+1, ..., 0 pozitif sayilar ve p,, ¢,, 1=0, 1, ..., k pozitif sabitler olmak

k
3 — Ai —
uzere, KXot _: ‘, p Vo1 =
i=0 yn_i

” fark denklem sistemini c¢alistilar. Calismalarinda,
X,

k
i=0 i

pozitif ¢oziimlerin smirliligmi ve siirekliligini elde ettiler. Daha sonra sistemin bir

pozitif denge noktasinin var ve tek oldugunu gosterip bu denge noktasinin global
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asimptotik kararliligin1 incelediler. Son olarak da sistemin pozitif denge noktasinda

saliim gostermeyen ¢oziimlerine ulastilar.

Kulenovic ve Nurkanovic 2003 yilinda altmisinci yas giinii vesilesi ile Profesor

Allan Peterson’a ithaf ettikleri ¢alismalarinda A ile B katsayilarn (0, o) araliginda

segilen reel sayilar ve x,, y, baslangic sartlar1 negatif olmayan keyfi sayilar olmak

Y
"1+

X
s Von =B s
ynl yn1+

n n

uzere x,,, = Ax fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin global

asimptotik kararliligini arastirdilar.

Cinar ve Yalcinkaya (2004), literatiirde li¢ degiskenli fark denklem sistemleri

lizerine yapilan ilk ¢alhsmalardan olan makalelerinde, x =L, Vit = 1 )
Zn 'xn—lyn—l
z,,,=—— fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin periyodiklik &zelligini

X

n-1
incelediler. {x,} ve {z,} ¢Oziimlerinin ii¢ periyotlu, {y,} ¢oziimlerinin ise on iki

periyotlu oldugunu ispat ettiler.

Cinar ve Yalgmnkaya (2004), calismalarinda; x, =L, Vo =—> Z, =—
z

n n—1
fark denklem sisteminin pozitif ¢dzliimlerinin periyodikligini incelediler ve {xn, Vs zn}

¢ozlimlerinin ii¢ periyotlu oldugunu ispat ettiler.

Camouzis ve Papaschinopoulos (2004), ¢alismalarinda; pozitif baslangi¢ sartlar

X
- ? xn+1:1+ yn

yn—m 'xn—m

altinda x , =1+ fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin

davranislarini incelemislerdir.



Sun ve Xi (2005), yaptiklan calismada x,, =f(x,_.x,), neN; ve
s<t s, teN olmak lizere lineer olmayan fark denkleminin tiim pozitif ¢dziimlerinin

tek denge noktasina yakinsamasi i¢in yeterli sartlar1 ortaya koymustur.

Sun ve Xi (2006), x,,, =/ (X, Vi )s You =S (¥, X, ), n€N, rasyonel fark

denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin, pozitif baglangic sartlar1 altinda global
asimptotik kararliligin1  gostermis ve pozitif ¢Oziimlerin bir denge noktasina

yakinsadiklarini ispat etmislerdir.

Sun ve Xi, (2006) yilindaki diger bir ¢aligmalarinda yukaridaki teorilerini daha da
gelistirmisler  ve X, :f(yn_q, xn_s) , Vo = g(xn_,, yn_p), neN, ayrica
p,q, s, teN,, s>t, p>q ve baslangic sartlar1 pozitif olmak {izere genel fark

denklem sisteminin tek pozitif denge noktasinin belirli kosullar altinda global ¢ekici

oldugunu gostermislerdir.

Ozban (2006) calismasinda, tiim baslangic sartlar1 ve parametreler pozitif olmak

X
=1+—, yn+1:1+—y"
yn—k 'xn—myn—m—k

iizere x fark denklem sistemini ¢oziimlerinin

n+l

periyodikligini aragtirmis ve ispat etmistir.

Iricanin ve Stevic (2006) ¢calismalarinda asagidaki iki fark denklem sisteminin

pozitif ¢ozlimlerini caligmislardir:

(2) 3) (0]
n+1 3) ° n+l T 4y >0 n+l T 2)
xn—l xn—l xn—l
(2) 3) (3) (4) (0] (2)
(1) _1+xn +'xn—1 (2) _1+xn +'xn—1 (k) _1+xn +xn—1 keN
n+l (4) > M+l T (5) >ttt Yl T (3) .
X X X

n—-2 n—-2 n—-2



Papaschinopoulos ve arkadaslar1 (2007), yaptiklan ¢alismada, a,, b, i=1, 2, ... , k
pozitif sabitler, k£ > 3tamsay1 ve biitiin baslangi¢ sartlart pozitif olmak tizere

a,x,(n)+b,

x(n+l)= ,

= e

1y = a0 Th =3, 4, ..k
x,(n=1)

Xi(I’l+1) az—lxz—l (n)+bz—1 ,
X, ,(n—1)

denklem sistemini ¢dziimlerini incelemislerdir.

Yalginkaya ve arkadaslart (2008), c¢alismada Zn+1=M ¢ =L td

n+l

t,+z,, ’ z,+t,
n=0, 1, 2, ... fark denklem sisteminin global asimptotik kararlili§1 i¢in bir yeterli

kosulun oldugunu gdstermislerdir.

Simsek ve ark. (2009), yaptiklart calismada, pozitif baslangic degerleri igin

A A : - -
X,,; =max {—, &} YV, =Mmax {—, x—”} fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini
X, X Yoo Y

n n

incelemislerdir.



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE iLGILi GENEL
TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagimh degiskeninin
degisimi  y'(x), y (x),..., v (x),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak

x’in kesikli degerler almas1 durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz. Bu
boliimde x’in tamsay1 degerler aldig1 durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu farklarin

bulundugu fark denklemleri tizerinde duracagiz.

Tamm 2.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere, bagimh

degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(), E*(y), E'(9), s E"(9), .

gibi farklarini igeren bagmtilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kii¢iik indisin

farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;

agy(n)+a,y(n+1) = f(n)

seklindedir.



Ikinci mertebeden bir fark denklemi;
a,y(n=1)+a,y(n)+a,y(n+1) = g(n)
seklindedir.

Teorem 2.1. I reel sayilarin herhangi bir alt aralif1 olmak iizere, f:I""' — I siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise x_,, x_;_, ..., X, €I baglangi¢ sartlari i¢in
Xa=f(x,x_,.,x._,), n=012, .. (2.1)
denklemi bir tek {x,}” , ¢ziimiine sahiptir.
Tanmim 2.2. (2.1) denkleminde
X =f(xX,..,X)
sartini saglayan x noktasina (2.1) denkleminin denge noktasi denir.
Tamm 2.3. x, (2.1) denkleminin denge noktas1 ve x_,, X (1yseees Xg €1 olmak tzere:
(i) Her £ >0 icin
|x0 —)_c|+|x_1 —)_c|+...+|x_k —)_c| <o

iken her n>0 i¢in |xn —)_c| < & olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa x denge noktasi

kararlidir denir.



(ii) x denge noktasi kararli ve limx, = x olacak sekilde,

n—>0
ey = |+ |y = X[+ x — X[ <y
sartin1 saglayan y > 0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger limx, = X ise x denge noktasina ¢ekim noktas1 denir.
n—>0

(iv) Eger x denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise, x denge noktasina global

asimptotik kararlidir denir.
(v) Eger x denge noktasi kararl1 degil ise, kararsizdir denir.

(vi) Eger

|x0 —)?|+|x_1 —)_c|+...+|x_k —)_c|< r

ve bazi1 N > —1 sayilari igin

|xN - )?| >r
olacak sekilde bir » > 0 sayist varsa x denge noktasina repeller denir.

Tanmim 2.4. (2.1) denkleminden elde edilen

(X s D), 2.2)

of
yn+1 = z ax

k
i=0 n—i
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denklemine, x denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(2.2) denkleminin karakteristik denklemi

k
A= aaf (x,..,5) A" =0 (2.3)
i=0 n—i

seklindedir.

Teorem 2.2. (Lineer Kararhhik Teoremi)

(i) Eger (2.3) denkleminin biitiin kdkleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise x denge

noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(ii) Eger (2.3) denkleminin kdklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise

x denge noktasi kararsizdir.

Tamm 2.5. {x,}”  ¢Oziimlerinin hepsi birden X denge noktasmdan ne biiyiik ne de

kiiglik ise bu ¢oziimlere x denge noktasi civarinda salinimlidir denir. Aksi halde bu

cozlimlere salnimli degildir denir.

Tanim 2.6. {xn }:C:_k dizisinde her n i¢in P <x, < (Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilar1 varsa {xn }:C:_k dizisi siirlidir denir.
Tanmmm 2.7. x, (2.1) denkleminin denge noktast olsun. />—k, m <o olmak iizere

{xl, Xiols ooe s xm} dizisinin her eleman1 x denge noktasindan biiyiik veya esit, / =—k

veya [>-k i¢in x,, <X ve m=ow veya m<oo ig¢in x,,<X oluyorsa

m+1

{%, X5 ooy X, } dizisine {x,}”

__, S6ziminin bir pozitif yar1 donmesi denir. Benzer

sekilde, />—k, m <o olmak iizere {x, x,,, ..., x,} dizisinin her eleman1 X denge
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noktasindan kiiciik, /=—k veya />—-k i¢gin x,, 2Xx ve m=oc0 veya m <o igin

X, 2X oluyorsa {x, x,, .., x,} dizisine {x,}

m+l — n=—*k

¢cOzlimiiniin bir negatif yari

donmesi denir.

Tanim 2.8. Eger bir {xn }f:_ , dizisinde n > —k olmak lizere her n tamsayis1 igin

n+p n

olacak sekilde bir p pozitif tamsayis1 var ise {xn} dizisi p periyotludur denir. Bu sarti

saglayan en kiiclik p pozitif tam sayisina ise esas periyot denir.

Tanmm 2.9. Eger bir {xn }:C:_k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye
kalan sonsuz sayidaki terim i¢in
xn+p = xn

ise {xn }:C:_k dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif

tamsay1dir.

Tanmmm 2.10. Sikistirma Teoremi. Eger ¢ noktasinin bir delinmis komsulugundaki

biitlin x lerigin g(x) < f(x) < h(x) esitsizligi saglantyorsa ve
lim g(x) =limA(x)=k

oluyor ise lim f(x) =k dir.
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3. BOLUM

'xn = f(xn—a, > yn—b, )’ yn = g(yn—b2 > Zn—c, )’ Zn = h(zn—cz s xn—az )’ ne I\.{0 FARK
DENKLEM SiSTEMININ GLOBAL ASIMPTOTIiK KARARLILIGI

Bu boliimde
'xn = f(xn—a, 4 yn—b, )
Yy =8Vps Ze)s 1 eN,veaq, b, ¢, a,, b,, c,eN (3.1
Zn = h(Zn—cz 3 xn—az)
denklem sisteminin global asimptotik kararlilig1 i¢in gerekli sartlar1 ortaya koyup bir
genellemeye ulasacagiz.

(3.1) denklem sisteminin baslangig sartlari
a= max{al, az} , b= max{bl, b2} ve ¢ = max{cl, cz}

olmak tizere

X X

s Xogits oo s Xoo Vops Vopits oo s Voo Zovs Zopigs s Zg ERT
dir.

Simdi teorilerimizin ispatinda gerekli olan ve f, g, & fonksiyonlarinin
saglayacagl kosullar1 siralayalim. Bu kosullar (3.1) fark denklem sisteminin global

asimptotik kararliligini saglamaya yardimei olacak kosullardir:
K1) Ee{[d, +x), (d, +®): d>0} olmak iizere f, g, h: ExE—>E

fonksiyonlar siirekli fonksiyonlar, ayrica

a= inf f(u,v)= inf g(u,v)= inf h(u, v) (3.2)

(u,v)eEXE (u,v)eExE (u,v)eEXE
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ve baslangi¢ sartlart ise x__, x

aits s Xois Vops Vopyls w5 Vois Zogs Zogyps s Z € E

—a?’
olsun.

K2) f(u,v), g(u, v) ve h(u, v) fonksiyonlar: her v i¢in u degiskenine gore
fa, x) gla, x)

kesin azalan, her u i¢in v degiskenine gore kesin artandir. Ayrica

X X
h(a, x) g :
ve , (@, +00) araliginda artmayan fonksiyonlar olsun.
(K3) Sadece bir S €(a, + ) noktasi igin
fla, py=g(a, p)=h(a, p)=p
esitligi gerceklessin.
x=f(x, )
(K4) < y=g(y, z) denklem sistemi (x=Xx, y=Yy, z=2z) tek ¢coziimiine sahiptir.
z="h(z, x)

Burada x e[ (B, a), B], y €[g(B, a), B], Z €[h(B, ), B] dur.

0

Lemma3.l. {x,}"  {y} ., {z,}" diziler,

xn = f(xn—a, ’ yn—b, )’ yn = g(yn—b2 b Zn—c, )’ Zn = h(zn—cz H xn—az)

kosulunu saglayan sinirh diziler olsun. f,g,h fonksiyonlar1 (K1) ve (K2) kosullarini

saglayan fonksiyonlar ise

fins, < f (tims, By, ), lim, > (Tl | (3.3)
myn < g(li_myn_bz, Ezn_q ), limy, > g(ﬁyn_bz , li_mzn_q) 3.4
limz, < h(li_m z,.., limx,_ j limz, > h(ﬁz lim xj (3.5)

esitsizlikleri gererlidir.
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Ispat.
X, =1nr21£ {x,} =1nr21£ {xp, Xyt } , X, = snlg){xn} =11}3{xp, X005 } (3.6)
yo=inf{y}=inf{y, v, s v, =sup{y,}=sup{y,.y,.. ) (3.7)
> 2 n2p nzp
z=inflzj=inf{z,. 2. .} 2 =s::£>{zn} =S£{zp, Zys o) (3.8)

gosterimlerini kullanalim ve bu esitliklerden yararlanip lemmayi ispatlayalim:

(3.6) esitligi ve (K2) kosulundan yararlanarak (3.3) esitsizligini gosterelim.

x =supfx,f=sup{£(x, ., 3,,)f < f(i;gg{xn_a, f sup{y,, }] =f(x.5,) (9

nzp

x, =inf {x,} =inf{f(x, . y,,)f 2. [sngp{xn_al}, inf {yn_h})=f (%, 7) (3.10)

nzp
f fonksiyonu siirekli oldugundan (3.9) ve (3.10) esitsizliklerinin her iki yaninda limite

gecilirse (3.9) dan

limx, < f (li_mxn_al, myn—b,)

n—0 n—ow

esitsizligi ve (3.10) dan da

li_mxn - f(mn—al ’ liLny”_b' )

n—»o0 n—»0 n—»o0
esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde

v, =sup{y,}=sup{g(y,,.z, )} < g(iﬂgg{yn_@ b suplz, }] =g(y.z) (.11)

nzp nzp nzp

nzp

v, =inf{y,}=inf{g(y,,. 2, )} g(s;gg{yn_bz J. inflz, }] =g(y,, z) (.12)

g fonksiyonu siirekli oldugundan (3.11) ve (3.12) esitsizliklerinin her iki yaninda limite

gecilirse (3.11) den

myn < g(li—myn—bz’ mzn—c, )

n—0
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esitsizligi ve (3.12) den de

li_myn > g(myn_bz ] li_mzn—c, )

n—>0 =0 n—>0

esitsizligi elde edilir.
Benzer yontemle

n>p n>p nzp n>p

z,=sup{z,} =sup{h(z, . x, )} <h (inf {z,,}. sup{x, . }j =h(z, x,) (3.13)

nzp nzp nzp

z, =inf{z,} =inf{h(z, . x, )} <h [sup{zn_cz b inf{x, . }) =h(z,, %) (3.14)
nzp
h fonksiyonu siirekli oldugundan (3.13) ve (3.14) esitsizliklerinin her iki yaninda limite
gecilirse (3.13) ten

n—>0 n—>00 n—>0

esitsizligi ve (3.14) ten de

limz, >h (hmzn_C2 , imx, )

n—>0 n—»0 n—>0
esitsizligi elde edilir.

Boylece Lemma 3.1 in ispatin1 bitirmis oluruz.

Lemma 3.2. f, g, h fonksiyonlar i¢in (K2) ve (K3) kosullar gegerli ise;
a) Egery,, <pisex, <f,egery,, >fBise x,<y,, (n > max{al, bl})
b) Eger Z, o S B ise y < f,eger Z, o > B ise y, < Z, (n > max {bz, cl})
c) Egerx,, <pisez <f,egerx,, >pisez <x,, (n > max {a,, cz})

dir.

Ispat. a) n>max{a, b} icin x,=f(x,,.».,)<f(a y,,), oldugunu biliyoruz

(K2) ve (K3) 6zelliklerinden S igin
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Eger y,, <p ise x,< f(a, y,,) < f(a, B)=p saglanir. Dolayisiyla y, , <f8
iken x, < 8 oldugunu n>max{a,, b} i¢in gostermis oluruz.

Sy _ fla, B) 1 S, y,4)
Yacs, B Vb,

<1 elde ederiz

Eger Vo, > [ ise

bdylece x, < f(a, y,,)<y,, olur. Budurumda y, , >pB iken x, <y, , oldugunu
n>max{a,b} igin elde ederiz.

b) n>max{b,, ¢} i¢in y, =g(y,,.2,.)<g(a z,,) esitsizligi saglanir (K2)
ve (K3) i kullanirsak

z,.,SPise y,<gla,z,  )<gla, B)<p olur. Yani z, < f iken y, < elde

edilir.

gla, z, ) 8@ p) gla, z,)

Zn—c, ﬂ Zn—c,

Eger z, , > ise <1 olur. Buradan

v, <gla, z, )<z, eldeedilir.

c) n> max{az, cz} icin z, =h(z X, ) Sha, x, ) esitsizligi saglanir. (K2)

ve (K3) 6zelliklerinden,
eger x, , <pise z, <h(a, x,, ) <h(a, B)<B = z, < oldugu gorilir.

Eger x, , > 1se;

ha, x h(a ﬂ z h(a. x X
( s n—az) < ( s ) 1= ( ’ "_aZ) <] = < ( R B )< _
= = n— n—a, n—a,

n—a, n—a,

esitsizligini elde etmis oluruz.

Boylece Lemma nin ispatini tamamlanmis olur.

Lemma 3.3. Her ¢ € {0, L, 2, ..,a,+b+c —1} i¢in 0yle bir n, € N vardir ki;

Vn > T]t 1¢1n xn(az+b,+c,)+t < ﬁ > yn(a2+b,+c,)+t < ﬁ ve Zn(a2+b,+c|)+a2+t < ﬁ Saglanlr'
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Ispat. Lemmay1 ispatlamak icin lemmanm gerceklesmedigini varsayip celiski elde
etmeye calisalim. Kabul edelim ki hig bir 1€ {0, 1, 2, ..., a, +b, +¢,—1} Lemma 3.3 ii
saglamasin. Yani

Xnay iy > B s Vatayesenie > B Ve Zutayiniayeayes > B
olsun. Lemma 3.2 yi kullanirsak

ﬁ < x(n+1)(a2+b,+c, )+t < xn(a2+b,+c, )+t
B< Vintxay by +eyit = Vo(aysbyre 1ot , neN
ﬁ < Z(n+1)(a2+b|+c| )a,+t < Zn(a2+b, +c))+a+t

esitsizlikleri saglanir.
lg{cl xn(az +by+c) )+t = 6, > lg{cl yn(az +by+c )+t = v/t > lg{cl Zn(az +by+c) )+a, +t = C!

oldugunu kabul edelim.

Buradan &>, w,>f ve {,>f olur. Lemma 32 den {x,} ., {y,}_,.
{zn}:o:_c sinirh dizilerdir dolayisiyla limitleri mevcuttur.

¢t = h—rnxn(a2+b|+c])—al+t > (Dt = h—rnyn(a2+b]+c])—b2+t ve 7/1 = h—rnzn(a2+b]+cl)+a2—cz+t
n—»m n—»o

n—»0

oldugunu kabul edelim. Agiktirki ¢, >, ¢, >a ve y, > a dir. (3.1) sisteminden

xn(az +by+c) )+t = f ('xn(a2 +by+c) )—a+t yn(a2+b] +c¢; )=b +t )
yn(az +b+c; )+t =8 (yn(az +bi+c¢; )by +t 2 Zn(a2+b| +¢))—¢ +t)
Zn(a2+b, +c¢)+ay+t = h (Zn(az +h+c) )+a,—cy+t 0 xn(a2+b| +c) )+t )

oldugu goriliir. Lemma 3.1 i kullanirsak;

E<f(@, w)<fla, v)=y, fla, v) <y, fla, B Ly
v, B

v, Sg(go,, gt)ﬁg(a, gt):C, g((x, gz) SC, g((x, ﬁ) :gt
< B

C, <h(y,, E)<h(a, &)=¢ h(a, 5,)%{ ha, B) _¢

S B
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esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizliklerden;
S SV, 26, <6 =& =y, =¢,
oldugu yazilir. (K2) ve (K4) 6zelliklerinden
S=V. =¢ =pved =0 =y =a
esitlikleri elde edilir.

Kabul edelim ki;
I = hnl'{n(az-#b, +¢)2a+t I = ll_III yn(a2+b,+c,)—a,—b,+t ve 4 t> I t za
n—o n—m

olsun. Bu bagmtilarda

Xotaysbyrey-ast =S (xn<a2+b,+c,)_zal+t, Vota, b+, )b)
esitligi ve Lemma 3.1 kullanilirsa
azf(®,¥,)> f(P,+, ¥,)2a
olur. Bu ise bir celiskidir. O halde varsayimimiz yanlistir ki dolayistyla bu yanlis

Lemma 3.3 i ispatlar.

Lemma 3.4. (3.1) denklem sistemi (K1), (K2), (K3) ve (K4) kosullarin1 saglasin. O
halde bir n € N vardir ki

fB, a)<x, <P, g, o)<y, <, WP, a)<z,<f,n>n
dir.

Ispat. Lemma 3.3 ii kullanirsak

n= max {n,}.(a2+b1+cl)+r21a§({ai, b, ¢} +a,

0<t<a, +b +¢
ise
xn—a[ Sﬁ’ yn—bl. Sﬁ ve Z,,_C[ Sﬁ N i:1, 2 ‘v’n>77

saglanir. (3.1) Denklem sistemi ve (K4) gosterir ki; Vn >n igin
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'xn =f('xn—a|’ yn—bl)zf(ﬁ’ a)

Yy =8, 2,,) 2 8(B, @)

Zn = h(zn—cz > xn—az) 2 h(ﬂ’ a)
esitsizlikleri saglanir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de teoremimizin ispatinda yardimci olacak 6énemli bir kosulu verelim:

M =f(m, L), m=jf(M,]I)
K5) {L=2g(, K), 1=g(L, k) (3.15)
K =h(k, M), k=h(K, m)

(3.15) sistemi M, me[f(B, a), B]; L, l€[g(B, a), B]; K, ke[h(B, ), B] olmak

tizere M =m, L=1, K =k tek ¢oziimiine sahiptir.

Teorem 3.1. (3.1) denklem sistemi (K1) - (K5) kosullarin1 gergeklestirirse biitiin pozitif

(x,, v,, z,) ¢oziimler tek (X, ¥, z) denge noktasina yakinsar.

Ispat. {m}” . (M} . {4} ,. {L} ,. {k}__. {K,}__ seklinde alti dizi

i=—a i=b’

tanimlayalim. Bu diziler asagidaki (3.16) ve (3.17) kosullart saglasin.
M, = f(mi—a, ) Li—b, im =M, L)

L=gl,.K.) ;l=g(L,, k) (3.16)
Ki = h(ki—cz 4 Mi—az ) 5 ki = h(Ki—cz s mi—az)

Ve

m,=f(B, a); M,=p,je{-a, —a+l, .., -1}
I =g(B. a) L =p. jei-b, —b+l, .., —1) 3.17)
k;=h(B, a); K, =B, je{-c, —c+1, .., -1}

Bu ozellikler bize agikca
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m, , <m; M, M/l,]e{ a, —a+l, ..., —1}
[, ,<l; L, <L, ]e{—b, -b+1, ..., —l} (3.18)
k/lﬁk K. <K, |, je{—c, —c+1, ..., —1}
bagmtilarinin gergeklestigini gosterir.
LS<Sm B f(B, ) SM, <M, ,, —a+1<j<t
ZIISZ_ <B; gB, x)<L,<L,,, -b+1<j<t (t=2-1)
ki <k, <B; (B, a)<K,<K,,, -—-c+l1<j<t

oldugunu kabul edelim. O halde (K2) den j=t¢+1 i¢in asagidaki bagintilar1 elde ederiz.

ma=fM o ly) 2 (M, 1, )=m
M, =f0m_, .. Ly )< f(m_,, L_,)=M,
Low=8(L y s k) 28,k . )=]
L,=gU_ .. K_..) <gl_,,K_)=L,
ki, =h(K M ) 2h(K,_ . ,m_, )=k
K. =hk_ .. M_,..)<hk_ .M_)=K,

t—cy+1° t

Yukaridaki elde ettigimiz bagintilar gosterir ki;

{ml}w , {Zi}i_h, {kl,}li_c dizileri azalmayan ve Ustten [ ile smrh , {Ml}w ,

i=—a i=—a

(L}, {K,}_ dizileri de artmayan ve sirasiyla alttan f(8, a), g(B, @), h(B, @)

ile sinirhdir.

Bu durumda bu diziler yakinsaktir.

m =limm, [=1lim/ k =lmk,
l*)OO l*)OO Ve l‘)@ (3.19)
M —hmM L=lmlL, K =lmK,

olsun. Ac¢ik¢a goriliir ki;
M, me[f(B, a), B]; L, 1<[g(B, @), B]; K, ke[h(B, @), p]
dir.
f, g, h fonksiyonlarmin siirekliligini g6z Oniinde bulundurur, (3.16)

bagintilarinin her iki tarafinda limite gegilirse
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M=f(m, L), m=f(M,]I)
L=g(, K), I=g(L, k)
K =h(k, M), k=h(K, m)

elde edilir.
(K4) ve (K5) ozelliklerinden M =m=Xx, L=[/=y, K=k =7Z olur.

{x} . {v}_,. {2} . (3.1) denklem sisteminin bir ¢oziimii olsun. Lemma
3.4 ten bir H € N vardir ki;
j=2H-alarigin, f(f, a)<x,<p,

j=2H-b lericin, g(f, a)<y, <P,
j2H-clericin, h(B, o)<z, <p,
dir. (3.16) ve (3.17) den
m,_y <x, <M, ,, H-a<j<H-1
l <y, <L, H-b<j<H-1
kiy<z;<K,,, H-c<j<H-I
elde edilir.

Eger

n> H icin saglanirsa;

X, = (X Vuy )2 S My s Ly ) =M,y
X, = fXas Vas )S Sy s Ly ) =M,
Y, =802, )28L, y s Ky ) =1
Y, =80, -2, )58, 4y, K,y )=L, 4
z, =h(z, ., x,_.,) 2 (K
z =h(z X, o) S h(k

n—H-c,? n H-a,

n—H

n—H-c, > nH—az):k—

n—cy? ) K -H



olur. Bu matematiksel diisiince ile devam edilirse yukaridaki bagintilardan

n-H — xn < Mn—H
o SV, <L, , n> H i¢in bulunur.
n-H — Zn < n—H

<
[
3
[
=|

limx, =X, limy, =y, limz =Z
n—>0 n—>0 n—>0

olur. Boylece ¢oziimler denge noktasina yakinsar.

Dolayisiyla (3.1) denklemi global asimptotik kararlidir.

,L=1=Yy, K=k=7Z ve Sikistirma Teoremi bize gosterir ki;

22
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4. BOLUM
NUMERIK ORNEKLER

Bu boliimde teorimizi pekistirecek birkag 6rek verecegiz. Bu 6rnekleri ¢ozerken
yukaridaki genel metotlardan faydalanacagiz.

Ornek 4.1. Baslangic sartlani x,, V2 €(0, +o0), —a<i<-1, -b<j<-1,

—c <k <£-1 olmak tlizere

x, =2+ Fuch
xn—a|

y :2+yHI a, b, c,a,b,c,eN 4.1)
n—b,
z =2+ Fry
Zn—cz

denklem sisteminin global asimptotik kararliligin1 arastiralim.

Cozim. f, g, h fonksiyonlarmi

[ y)=g(x, ) =h(x, p)=2+% x yeR"'

X
bi¢iminde tanimlayalim. Agik¢a goriiriiz ki; f, g, & fonksiyonlar (K1), (K2), (K3) ve
(K4) kosullarini saglamaktadir.
Burada
a=2,pf=4vex=y=2z=3
oldugu asikardir. Bu durumda asagidaki denklem sisteminin M =m, L=1[, K =k tek

¢oziimiine sahip oldugunu gostermemiz teoremin kosullarini saglatmak igin yeterlidir.

M:2+£, L:2+£, K:2+%
m / k

m:2+L, Z:2+£, k:2+ﬁ
M L K

Temel matematiksel islemlerle denklem sistemi asagidaki sekli alir.



2M -m)=L-1
AL-D)=K—k
2AK-k)=M-m

seklini alir. (4.2) sistemi ise ancak ve ancak M =m, L =[, K =k igin saglanir.

24

(4.2)

Boylece f, g, h fonksiyonlar: teoremin kosullarinda yer alan (K5) i de saglar.

Dolayisiyla (4.1) sisteminin tiim pozitif ¢oziimleri tek denge noktasina yakinsar. Yani

limx, =x =3, limy, =y =3, limz, =z =3

olur. Bu da bize gosterir ki (4.1) sistemi global asimptotik kararlidir.

Not: Yukaridaki denklemde 2 yerine 4 >1 olmak sartiyla VA4 € R getirilebilir.

Ornek 4.2. 0<s<t<s+1, s+1>1 ve tiim baslangi¢ sartlari X Vs 2, € (ﬁ,
' t

—a<i<0, —b<j<0, —c<k <0 olmak lizere

ty n—b + xn— a

X, =
S+X,, Stx,_,

_ th - + Y n—b,

S_i_yn—b2 S+yn—b2

x z
z, =——2—+

s+z,. Stz

a, b, c,a,, b, c,eN

n

n—c,

denklem sisteminin global asimptotik kararliligin1 arastiralim.

Coziim. f, g, h fonksiyonlarini

15 =80 9) =G, ) =t
S+x S+x

x, yeR"

+00),

(4.3)

biciminde tanimlayalim. A¢ik¢a goriiriiz ki; f, g, & fonksiyonlan (K1), (K2), (K3) ve

(K4) kosullarini saglamaktadir.

Burada



25

dir. Boylece teoremin kosullarini saglatmak igin;

M= tL N m L= tK+ / K= tM+ k
s+m s+m s+l s+! s+k s+k (4.4)
tL M tK L tm K ’
m= + , [ = + , k= +
s+M s+M s+L s+L s+K s+K

denklem sisteminin tek ¢Oziiminin M =m, L=I[, K=k oldugunu gostermemiz
yeterlidir.

Kolay matematiksel islemlerle denklem sistemi asagidaki sekli alir.
(s=D)(M -m)=t(L-1)
(s—=)(L-D=t(K-k) (4.5)
(s=1)(K—-k)=t(M —m)
(4.5) sistemi ise ancak ve ancak M =m, L =1, K =k i¢in saglanir.
Boylece f, g, h fonksiyonlari teoremin kosullarinda yer alan (K5) i de saglar.
Dolayisiyla (4.3) sisteminin tiim pozitif ¢oziimleri denge noktasina yakinsar. Yani

limx, =x=t-s+1, llmy, =y=t-s+1, limz, =z =t-s+1
n—0

n—>0 n—>0

olur. Bu da bize gosterir ki (4.3) sistemi global asimptotik kararlidir.

Ornek 4.3. 1 € (0,1) ve tiim baslangic sartlar1 pozitif olmak iizere

1
X, :1+tyn—b, +—
X

n—a

v, =1+ 1z, . +

a, b, c, a,, b, c,eN (4.6)
yn—b2

z, =1+ x, , +

V4

n—c,

denklem sisteminin global asimptotik kararliligin1 arastiralim.
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Coziim. f, g, h fonksiyonlarini

1 N
f@gw=g@gw=hwuw=l+w+; x,yeR

seklinde alalim. Acik¢a goriiriiz ki; f, g, & fonksiyonlar1 (K1), (K2), (K3) ve (K4)
kosullarini saglamaktadir.

Burada

_1+4fi+40-0)

T1- 4 2(1-1)

dir. Boylece teoremin kosullarini gergekleyebilmek igin;

M=1+tL+i, m:1+tl+L
m M

L:l+tK+%,l:1+tk+% (4.7)

K:1+tM+l, /’c:1+tm+L
k K
denklem sisteminin tek c¢oziminin M =m, L=/, K =k oldugunu gostermemiz

yeterlidir.

Bir ka¢ matematiksel islemden sonra denklem asagidaki sekli alir.
1

M -m)(1-——)=t(L-1

( X Mm) (L=1)

1
(L=D(1=—) =1(K ) (4.8)

(K—k)(l—KLk) =t(M —m)
M, me[f(B, @), B]; L, 1<[g(B, @), B]; K, k€[h(B, @), p]
oldugunu kullanirsak

2 2t .
,a)=1+t—+1=2+— 1se
f(B.a) -~ -~

M, me 2+i, 2 ; L, le 2+i, 2 ; K, ke 2+i, 2z
-t 1-t 1 1 -t 1-t
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olur. Dolayisiyla (4.8) sistemi ise ancak ve ancak M =m, L =[, K =k igin saglanir.
Boylece f, g, h fonksiyonlari teoremin biitlin kosullarini saglar. Dolayisiyla (4.6)

sisteminin tiim pozitif ¢6ziimleri denge noktasina yakinsar. Yani

14 1 4(1— Ji+a(i- N
limy =5 tVIF4d=0 lim y :y:w SN Sk Lk et )

now " 2(1-1) 7 e " 2(1-1) > now " 2(1-1)

olur. Bu da bize gosterir ki (4.6) sistemi global asimptotik kararlidir.
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SONUC VE ONERILER

Bu galismada;
'xn = f(xn—a, 4 yn—h, )
Y, =8 Ze)s neN;vea, b, ¢, a,, b,, c,eN
Zn = h(Zn—cz > xn—az)
tipindeki tim baslangi¢ sartlart pozitif reel sayilar olan bazi fark denklem sistemlerinin
hangi kosullar altinda global asimptotik kararli olacagmi gosterdik. Bu problem fark
denklemleri i¢in Onemli sorun teskil etmektedir. Bizde literatiirdeki kaynaklardan

faydalanip bazi sartlar1 saglayanlar i¢in bir genellemeye ulastik.

Yapilan bu ¢alisma 1s18inda daha ¢ok degiskenli ve daha ¢ok boyutlu fark denklem

sistemlerinin kararlilig1, periyodikligi ve global asimptotik kararlili1 incelenebir.
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