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ÖNSÖZ 

 Matematiğin gelişiminde belli bir kurala göre elde edilen sayı dizileri önemli bir yer 

işgal etmektedir. Geçmişte Fibonacci, Lucas, Pascal, Stirling, Lah, Bell, Catalan ve bunlar 

gibi bir çok matematikçi kendi isimleri ile anılan sayı dizilerini elde etmişler bunların kendi 

içlerinde ve diğer sayı dizileri ile olan ilişkilerini incelemişlerdir. 

 Bu sayı dizilerinin elemanları ile oluşturulan matris formlarının  incelenmesi matris 

teorisi açısından büyük bir etki ve öneme sahiptir. Bu sayı dizilerinden elde edilen özel 

matrisler ve bunların genelleştirilmiş halleri ile ilgili literatürde birçok kaynak bulmak 

mümkündür. Ayrıca bu özel matrislerin birbirleri ile olan özdeşlik ve eşitsizlik durumları da 

ilginç ve güzel ilişkilerin ortaya çıkmasını sağlamaktadır. 
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ÖZET 

 

Bu çalışmada ilk olarak Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell sayıları tanıtılmıştır. Daha 

sonra bu sayılarla oluşan matrisler tanımlanmış ve son olarak ta bu matrisler ile bazı 

kombinasyonel özdeşlikler üretilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Fibonacci matrisi, Pascal matrisi, Stirling matrisleri, Bell matrisi, 

kombinasyonel özdeşlikler. 
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SUMMARY 

 

In this study, initially the definations of Fibonacci, Pascal, Stirling and Bell numbers 

are given. Afterwards matrices composed via this numbers are identified and ultimately some 

combinatorial identities are generated by this matrices. 

Key Words: Fibonacci matrix, Pascal matrix, Stirling matrices, Bell matrix, combinatorial 

identity. 
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1. GİRİŞ 

 

Fibonacci sayıları; Fibonacci olarak adlandırılan Pisalı Leonardo tarafından 

bulunmuĢ bir dizinin elemanlarıdır. Günlük hayatta gözle görebileceğimiz birçok 

örneği vardır.  ( Kozalak ve ayçiçeğinin spiralleri, yaprakların dalda çıkıĢ sırası gibi). 

Literatürde Fibonacci sayı ve dizileri ile ilgili birçok kaynak bulunmaktadır [1- 3].  

  Fibonacci’ nin ününün nedeni Liber Abaci ( Abaküs Kitabı) adlı kitabında 

alıĢtırma olarak sorduğu Ģu sorudur: Biri erkek biri diĢi bir çift tavĢanımız var, bir 

aylıkken çok genç oldukları için üreyemiyorlar, ama 2. ayın sonunda ergenleĢip 

üremeye baĢlıyorlar. Her ay her ergen çiftin biri erkek biri diĢi olmak üzere yeni bir 

çift yavru ürettiğini varsayalım, tavĢanlar bu Ģekilde üremeye devam ederse bir yıl 

sonunda kaç çift tavĢanımız olur? Sorunun devamı bu sorunun genelleĢtirilmiĢ 

halidir; n ay sonunda kaç çift tavĢanımız olur? [ 1, 2]. 

Çözüm: Birinci ay bir çift, ikinci ay üremedikleri için yine bir çift, bir 

sonraki ay iki çift… Her ay kaç çift eriĢkin tavĢan olduğunu hesaplarsak Ģu diziyi 

buluruz: 

n : Ay sayısı, Fn :TavĢan çifti sayısı olmak üzere; 

n : 0 1 2 3 4 5 … 

Fn: 0 1 1 2 3 5 … 

Görüldüğü üzere 3’ ten itibaren her sayı kendinden önceki iki sayının 

toplamına eĢittir. Bu diziye Fibonacci dizisi; dizinin terimlerine de Fibonacci sayıları 

adı verilmiĢtir. Fibonacci sayıları bir matrisin elemanları biçiminde  yazılırsa yeni bir 

matris formu elde edilmiĢ olur. Bu yeni matris formuna Fibonacci matrisi adı verilir. 

Tablo 1: Pascal Üçgeni 

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

 

Tablo 1 deki sayı üçgeninde, üçgenin her sayısı, üst sağ ve üst sol kısmında 

yer alan sayıların toplamı ile elde edilir. Bu sayı üçgenine “ Pascal Üçgeni”  denir.

 

Pascal Üçgeni; 1261’ in baĢlarında Çin’de biliniyordu ve 11. yüzyılın 

baĢlarında bizim Ģuan kullandığımız Ģekliyle kullanılıyordu. Ġlk milenyumdan beri 



2 
 

var olduğu görülmesine rağmen 11. yüzyıla kadar kuadratik ve kübik denklemlerin 

çözümünde kullanılmamıĢtır. Bu dönemde Jia Xian bugün bilinen Pascal üçgenini 

düzenledi, böylece kare ve küp köklerin özelliklerini yüksek köklere uygulayarak 

geliĢtirdi. Ayrıca herhangi bir dereceden polinom denklemini çözmek için 

kullanılabilir hale getirdi. Benzer bir çalıĢma 11. yy baĢlarında Arap gökbilimci, Ģair 

ve matematikçi Ömer Hayyam tarafından yapıldı. Tahminlere göre sayı üçgeni 

Çin’den, Avrupa’ya Arabistan aracılığıyla geçmiĢtir [ 14]. 

Blaise Pascal Avrupa’da binom katsayılar üzerine ilk çalıĢan kiĢi değildir. 

Pascal kendi aritmetik üçgenini 1653 yılında çalıĢmıĢtır. Fakat çalıĢması ilk kez 

1665’ te ölümünden sonra yayınlanmıĢtır. 

17. yy’ da bu aritmetik üçgen üç matematik konusunun geliĢmesinde kilit 

nokta olmuĢtur. Bunlar sonsuz serilerin araĢtırılması, sonlu diferansiyellerin 

hesaplanması ve olasılık teoridir. Ayrıca bunların yanı sıra Pascal üçgeni; istatistik, 

bazı fizik uygulamaları ve biyolojideki uygulamalarda kullanılmaktadır [ 17]. 

Stirling sayıları; ilk defa 18. yüzyılda James Stirling tarafından 

tanımlanmıĢtır. Matematikte Stirling sayıları çeĢitli kombinasyon problemlerinde 

kullanılır. 1. ve 2.  Stirling sayıları olmak üzere iki çeĢidi vardır. Stirling sayıları ile 

ilgili literatürde birçok kaynak bulunmaktadır [ 9, 10]. 

Genel soru: n  kiĢi k  tane yuvarlak masaya her masada en az bir kiĢi olmak 

koĢuluyla kaç değiĢik biçimde yerleĢtirilebilir? Burada  ,s n k  ile gösterilen sayılara 

1. Stirling sayıları adı verilir [ 9]. 

         Özel durumlar: 

a) Eğer 0 kiĢi varsa, bu 0 kiĢinin hepsi birden 0 tane masaya tek bir biçimde 

oturabilir. Kimse hiçbir masaya yerleĢtirilemez. Buradan   0,0 1s   olur. 

b) Eğer en az bir kiĢi varsa, bu kiĢiler 0 masaya yerleĢtirilemez. Buradan 0n   ise 

 ,0 0s n  olur. 

c) Eğer sadece bir tek masa varsa, yani 1k   ise herkes bu tek masaya 

yerleĢtirilecektir. Bir numaralı kiĢi masanın her hangi bir yerine yerleĢtirilir, geri 

kalan 1n  kiĢi  1 !n  değiĢik Ģekilde yerleĢtirilebilir. Buradan  ( ,1) 1 !s n n   

olur. 



3 
 

d) Eğer k n  ise yani masa sayısı kiĢi sayısına eĢit ise o zaman her masaya bir kiĢi 

yerleĢtirilir. Masalar arasında ayrım gözetilmediğinden tek bir yerleĢim vardır. 

Buradan   , 1s n n   olur. 

e) Eğer masa sayısı kiĢi sayısından bir eksik olursa, yani n  kiĢi ve  1n  masa olsun. 

1n   olduğunda masalardan birine iki kiĢi oturacak diğer masalara da birer kiĢi 

yerleĢtirilecektir. Öncelikle aynı masaya oturacak iki kiĢi belirlenmelidir. Bunu  

 
 . 1

, 1
2 2

n n n
s n n

 
   

 
değiĢik biçimde yapabiliriz. 

Genel durum: n kiĢi birbirinden farksız n  masaya kaç değiĢik biçimde 

oturabilir? 

Birinci cevap: n  kiĢi bir masaya  ,1s n , iki masaya  , 2s n  ve genel olarak 

1 k n   için k  masaya  ,s n k  farklı Ģekilde oturabilir. Öyleyse doldurdukları 

masa sayısını göz önünde tutarak;  n  kiĢi n  masaya 
1

( , )
n

k

s n k


  değiĢik biçimde 

yerleĢtirilebilir. 

İkinci cevap: Masalar birbirinden ayırt edilemediği için birinci kiĢinin tek bir 

hamlesi var; herhangi bir masaya oturmak. 2. kiĢi ya boĢ masalardan birine 

yerleĢecek yada birinci kiĢinin oturduğu masaya diyelim ki soluna yerleĢecek. 

Demek ki 2. kiĢinin iki değiĢik hamlesi vardır. 3. kiĢinin yapabileceği hamleleri 

sayarsak; ya boĢ bir masaya geçecek, ya birincinin hemen soluna oturacak yada 

ikincinin hemen soluna oturacak demek ki 3. kiĢinin toplam üç hamlesi var. 4. kiĢi  

boĢ bir masaya geçebilir, yada birincinin hemen soluna geçebilir, yada ikincinin 

hemen soluna geçebilir yada üçüncünün hemen soluna geçebilir. 4. kiĢinin toplam 

dört hamlesi vardır. Genel olarak k. kiĢinin k hamlesi vardır. 

Demek ki n  kiĢi n  masaya !n  değiĢik biçimde oturabilir. Burada yukarıda 

bulunan iki cevabı eĢleyerek 
1

( , ) !
n

k
s n k n


  elde edilir. 
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Genel olarak 2. Stirling sayılarını bulabilmek için aĢağıdaki probleme çözüm 

aramak gerekir. Bu problemin çözümü bize sonsuz sayıda 2. Stirling sayılarını 

verecektir [ 9]. 

Genel soru: n kiĢi her grupta en az bir kiĢi olacak Ģekilde k gruba ayrılmak 

isteniyor. Buna göre kaç grup oluĢturulabilir? [ 9]. 

           Özel durumlar: 

a) Eğer kimse yoksa bu kiĢileri tek bir biçimde 0  gruba ayırabiliriz, ama eğer 0n   

ise ( ,0) 0S n  olur. 

b) Eğer 1k   ise tek bir parçalanıĢ vardır. Herkes tek grupta toplanır. Burada 

( ,1) 1S n   olur. 

c) Eğer k n  ise yine tek bir parçalanıĢ vardır. Her grup bir kiĢiden oluĢur. 

( , ) 1S n n   olur. 

d) Eğer k n   ise parçalayan kümelerden en az bir boĢ küme olmak zorundadır. 

Buradan ( , ) 0S n k   olur.  

e) Grup sayısının kiĢi sayısından bir eksik olduğu durumu düĢünürsek; ( , 1)S n n  

değerini hesaplayalım. 1n  kümeden birinde iki eleman, diğerlerinde birer eleman 

olmalı; n  eleman arasında aynı gruba düĢecek o iki eleman seçilmelidir. Bu 

.( 1)
( , 1)

2 2

n n n
S n n

  
   

 
 değiĢik biçimde yapılabilir. 

f) ( ,2)S n  hesaplamak için parçalayan kümelerden birini seçmek yeterlidir. Nitekim 

eğer parçalayan kümelerden birisi A  ise diğeri A  nın tümleyeni olan TA kümesi 

olmak zorundadır. Ama burada A  boĢküme ya da kümenin kendisi olamaz. n  

elemanlı bir kümenin 2n  tane alt kümesi olduğundan A  için 2 2n   seçenek vardır. 

Yalnız dikkat edilmesi gereken ( , )TA A  parçalanıĢı ile ( , )TA A  parçalanıĢı aynı 

parçalanıĢlardır. Öyleyse buradan 2 2n   ikiye bölünmelidir. Sonuç: 1( ,2) 2 1nS n  

. 
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Bell sayıları; adını dizinin ilk derin incelemesini yapan Eric Temple Bell’ den 

almıĢtır. Bell’in onuruna Bn’ i ilk kullanan matematikçi John Riordan’dır. Bell 

sayıları ile ilgili literatürde birçok kaynak bulunmaktadır [ 5, 14- 16]. 

Kombinasyonel matematikte n. Bell sayısı n üyeli bir kümenin parçalanma 

sayısıdır. B0=B1=1 ile baĢlayarak ilk birkaç Bell sayısı aĢağıdaki gibidir. 

1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, … 

Genel olarak Bn, n elemanlı bir kümenin parçalanıĢ sayısıdır. Bir S kümesinin 

parçalanıĢı, S nin boĢ olmayan, ayrık ikili grup, birleĢimleri S olan alt kümelerinin 

kümesi olarak tanımlanır. Örneğin B3=5 dir, çünkü 3- elemanlı küme  , ,a b c ; 5 

farklı Ģekilde parçalanabilir.  

      , ,a b c ;     , ,a b c ;     , ,b a c ;     , ,c a b ;   , ,a b c  

B0=1’dir çünkü boĢ kümenin kesinlikle bir parçalanıĢı vardır. Bundan dolayı 

boĢ küme kendisinin yegane parçalanıĢıdır. Yukarıdaki gösterimde ortaya konduğu 

gibi ne parçalanıĢların derecesi ne de her bir parçalanıĢın içindeki elemanların 

derecesi dikkate alınmaz. Bu demektir ki aĢağıdaki parçalanıĢların tamamının özdeĢ 

olduğu düĢünülmüĢtür.  

    , ,b a c ;     , ,a c b ;     , ,b c a ;     , ,c a b  

 Bell sayıları ayrıca n ayırt edilebilir topu bir veya daha fazla farklı olmayan 

kutulara yerleĢtirmekte mümkün olan farklı yolların sayısı olarak gösterilebilir. 

Örneğin; varsayalım 3n   olsun. a, b ve c olarak isimlendireceğimiz 3 topumuz ve 3 

kutumuz var. Eğer kutular birbirinden ayırt edilemiyorsa; topları kutuya 

yerleĢtirmenin 5 farklı yolu vardır. 

 Her bir top kendi kutusuna gider. 

 Bütün toplar bir kutuya gider. Kutular isimlendirilmediği zaman bu bir kere 

dikkate alınır ve bir kombinasyondur. 

 a bir kutuya, b ve c baĢka bir kutuya; 

 b bir kutuya, a ve c baĢka bir kutuya; 
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 c bir kutuya, a ve b baĢka bir kutuya gider. 

Bell sayıları; Bell üçgeni aracılığıyla kurulabilir. Sütun 1 sayısı ile baĢlar. 

Sonrasında her bir sütun önceki satırın son elemanı ile baĢlar ve her bir sayı 

üstündeki sayı ile toplanır; sayı sağa yazılarak satır devam eder. Bu iĢlem 

tekrarlanarak Bell üçgeni oluĢturulur. 

Tablo 2: Bell Üçgeni 

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15

15 20 27 37 52

52 ... ... ... ...  

1

1 1 1 2

2 2 1 3 3 2 5

5 5 2 7 7 3 10 10 5 15

15 15 5 20 20 7 27 27 10 37 37 15 52

52 ... ... ... ...

ile başlar

ile başlar

ile başlar

ile başlar

ile başlar

ile başlar
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sayılarına uygulanması adlı çalıĢmanın bir bölümüne yer vermiĢ; Fibonacci sayıları 

ile ilgili temel kavramları ve özellikleri incelemiĢtir. 

Lee, G- Y. , Kim, J- S. ve Cho S-H. (2003), Pascal matrisi, 1. ve 2. Stirling 

matrisleri ve Fibonacci matrislerinin, matris gösterimlerinden yararlanarak bunlar 

arasındaki kombinasyonel özdeĢlikleri incelemiĢlerdir. 

Wang, W. ve Wang, T. (2008), Bell matrisi ve Fibonacci matrisi arasındaki 

iliĢkileri incelemiĢler, bazı alt üçgen matrislerin ( 1. ve 2. Stirling matrisleri, Lah 

matrisi ve genelleĢtirilmiĢ Pascal matrisi) benzerleĢtirilmelerini sağlama üzerine 

çalıĢmıĢlar ve çeĢitli özdeĢlikler türetmiĢlerdir. 
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Tang, Z. ve Duraiswami, N. (2004), Pascal matrislerinin literatürde önemli 

yer tutan bazı özel matrislerle olan iliĢkilerini incelemiĢlerdir. 

Edelman, A. ve Strang, G. (1993), Pascal matrisi ile ilgili kavramları ve 

teoremleri, Pascal matrisinin özelliklerini ayrıca Pascal matrisinin formlarını ve 

birbirleriyle olan iliĢkilerini ifade etmiĢlerdir. Aynı zamanda Pascal matrislerinin 

kuvvetlerini, terslerini, logaritmalarını ve özdeğerlerini incelemiĢlerdir. 

Çam, ġ. (2005), 1. ve 2.  Stirling sayıları ve özelliklerini ele almıĢ ayrıca bu 

iki tip Striling sayıları arasındaki bağıntıları incelemiĢtir. 

Cheon, G- S. ve Kim, J- S. (2001) çalıĢmalarında 1. ve 2. Stirling 

sayılarından Pascal- tip matris elde etmeye çalıĢmıĢlar, bu matrislerin Pascal 

matrisleri aracılığıyla çarpanlarına ayrılabilir olduğunu göstermiĢlerdir. Ayrıca 

Stirling sayılarının matris gösteriminden bazı iyi tanımlı kombinasyonel özdeĢlikleri 

elde etmiĢlerdir. 

 Bu çalıĢmada ilk olarak Fibonacci sayıları, Fibonacci matrisleri, Pascal 

üçgeni, Pascal matrisleri, Stirling sayıları, Stirling matrisleri ve Bell sayıları, Bell 

matrisleri tanıtılmıĢtır. Fibonacci sayılarının özellikleri üzerinde durulmuĢ Fibonacci 

matrislerinin; Pascal matrisi, Stirling matrisleri ve Bell matrisi ile arasındaki 

bağıntılar incelenmiĢtir. Ayrıca bu matrisler aracılığıyla bazı kombinasyonel 

özdeĢlikler ve eĢitsizlikler üretilmiĢtir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

2.1. Fibonacci Matrisi 

Tanım 2.1.1. Fibonacci sayıları lineer rekürans bağıntısı kullanılarak; 0 0F  , 1 1F   

baĢlangıç değerleri ile 1 2n n nF F F    Ģeklinde tanımlanır [ 1]. 

Örnek 2.1.1. Fibonacci dizisinin ilk 5 terimini rekürans bağıntısından yararlanarak 

bulalım. 

0 0F  , 1 1F  , 2 1 1 0 1oF F F     , 3 2 1 1 1 2F F F     , 

4 3 2 2 1 3F F F     ,    5 4 3 3 2 5F F F     . 

Fibonacci sayıları arasında birçok bağıntı vardır. Bunlardan bazıları; 

 1 2 2... 1n nf f f f      , 

 2 2 2

1 2 1... n n nf f f f f      , 

 1 1( 1)( )m n m n m nf f f f f     ( D’ ocogne ÖzdeĢliği), 

 1 1m n m n m nf f f f f    ( Horsberger Formülü), 

 2 2

1 2 1n n nf f f   , 

 2

1 1 ( 1)n

n n nf f f     (Cassini ya da Simpson EĢitliği), 

 2 1 2( 1)n r

n r n r n rf f f f 

     ( Catalan eĢitliği) [ 1, 3]. 

Fibonacci sayıları matris teoride önemli yer iĢgal etmektedir. Bu kısımda 

Fibonacci matrisleri ile ilgili bazı tanım ve teoremler verilecektir. 

Tanım 2.1.2. Fn ; n. Fibonacci sayısı ve 

1,          1 0

   0   ,         1 0

i j

ij

F i j
f

i j

    
 

  
 

olmak üzere; Fibonacci matrisi  n ijfF  Ģeklinde tanımlanır [ 4]. Bu matrisin açık 

yazılımı; 

1 0

2 1 0

3 2 1 0

1 2 3 1

0 0 ... 0

0 ... 0

... 0

...

n

n n n n

F F

F F F

F F F F

F F F F F  

 
 
 
 
 
 
 
 

F . 
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Örnek 2.1.2. Tanım 2.1.2.’ den 4n   için 
4F  Fibonacci matrisi; 

4

1 0 0 0

1 1 0 0

2 1 1 0

3 2 1 1

 
 
 
 
 
 

F  

biçimindedir. ġimdi de tersi Fibonacci matrisi olan özel nS  matrisini tanımlayalım. 

Tanım 2.1.3. n n  alt üçgen nS  matrisi; 

                   

  1,                    

1,                   2 1

  0,                   

ij

i j

s i j i

diğer durumlarda




     



 ; , 1,2,...,i j n ,                  (2.1.3) 

olmak üzere  n ijS s  Ģeklinde tanımlıdır[ 5]. nS  matrisinin açık olarak yazılımı; 

1 0 ... ... ... 0

1 1 0 ... ... 0

1 1 1 0 ... 0

0 1 1 1

0 ... 0 1 1 1

nS

 
 
 
  

  
  

 
    

. 

nS  matrisinin tersi; 

1

1 0 ... ... ... 0

1 1 0 ... ... 0

2 1 1 0 ... 0

3 2 1 1

... 3 2 1 1

nS 

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Ģeklinde olup bu matris sütunları Fibonacci dizisinden oluĢan Fibonacci matrisidir 

yani; 

1

n nS F . 
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Örnek 2.1.3. Tanım 2.1.3.’ ten 4n   için 
4S  matrisi; 

4

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

0 1 1 1

S

 
 
 
  
 

  

 

olur. Satır ve sütun iĢlemleri yapılarak 4S  matrisinin tersi; 

1

4 4

1 0 0 0

1 1 0 0

2 1 1 0

3 2 1 1

S 

 
 
  
 
 
 

F  

olarak elde edilir. 

Teorem 2.1.1. nF   Fibonacci matrisi ve 

                 
'

  1,                   

1,                  2 1

  0,                  

ij

i j

f i j i

diğer durumlarda




     



; ( , 0,1,2,..., )i j n                         (2.1.1) 

olmak üzere; 

 -1 '

n ijfF  

nS   [ 4]. 

Örnek 2.1.4. Teorem 2.1.1.’ den  4n     için -1

4F    matrisi; 

-1

4

1 0 0 0

1 1 0 0

1 1 1 0

0 1 1 1

 
 
 
  
 

  

F . 

2.2. Pascal Matrisi 

Pascal üçgeninden elde edilen sayılar bir kurala bağlı olarak bir matrisin 

elamanları biçiminde yazılırsa yeni bir matris formu elde edilmiĢ olur. Bu yeni matris 

formuna Pascal Matrisi adı verilir. Bu matris formunun üç farklı biçimi 

bulunmaktadır [ 6]. 
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Tanım 2.2.1. 0 , 1i j n    için ij

i j
s

i

 
  
 

 olmak üzere ( )n ij n nS s   matrisine 

simetrik Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin açık olarak yazılımı; 

0

1

1

2

1

3

2

0 1 2 3 1

1 1 2 2 2

1 1 1 1 ...

1 2 3 4 ...

1 3 6 10 ...

1 4 10 20 ...

...

n

n

n

n

n

n

n n n n n n n

C

C

C
S

C

C C C C C









    

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 

Örnek 2.2.1. Tanım 2.2.1. ile verilen nS  simetrik Pascal matrisi n=4 için;  

4

1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20

S

 
 
 
 
 
 

 

olarak bulunur. 

Tanım 2.2.2.  

,        

  0  ,             

ij

j
j i

u i

i j

 
 

  




  ; ( , 0,1,2,..., 1)i j n   

olmak üzere; ( )n ij n nU u    matrisine üst üçgen Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin 

açık olarak yazılımı; 

0

1

1

1

2

1

3

1

1

1

1 1 1 1 ...

0 1 2 3 ...

0 0 1 3 ...

0 0 0 1 ...

0 0 0 0 ...

n

n

n

n

n

n

n n n

C

C

C
U

C

C











 

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 
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Örnek 2.2.2. Tanım 2.2.2. ile verilen 
nU  üst üçgen Pascal matrisinde n=4 için;  

4

1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 1 3

0 0 0 1

U

 
 
 
 
 
 

. 

Tanım 2.2.3. 

 

1
,         

1

    0     ,         

ij

i
i j

p j

i j

  
 

  




 ; ( , 0,1,..., )i j n  

olmak üzere; ( )n ij n nP p    matrisine alt üçgen Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin 

açık olarak yazılımı;  

0 1 2 3

1 0 0 0 ... 0

1 1 0 0 ... 0

1 2 1 0 ... 0

1 3 3 1 ... 0

...

n

n

n n n n n n n

P

C C C C C


 
 
 
 

  
 
 
  
 

. 

 

Örnek 2.2.3. Tanım 2.2.3. ile verilen nP  alt üçgen Pascal matrisinde n=4 için;  

4

1 0 0 0

1 1 0 0

1 2 1 0

1 3 3 1

P

 
 
 
 
 
 

. 

Pascal matrislerinin bazı özellikleri aĢağıdaki gibidir. nS  simetrik Pascal 

matrisini, nU  üst üçgen Pascal matrisini,  nP  alt üçgen Pascal matrisini göstermek 

üzere;  

1.  det 1nS  ,  det 1nU  ,  det 1nP  , 

2.  T

n nU P  ve T

n nP U , 

3. n n nS U P  ve  n n nS PU   [ 8]. 
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2.3. Stirling Matrisleri 

Tanım 2.3.1. , 0n k   ve ,n k  olmak üzere;  

0

( ) ( 1) ( 1) ( , )
n

k

n

k

P x x x x n s n k x


       

polinomunda kx  nın katsayılarına birinci Stirling sayıları denir ve ( , )s n k  ile 

gösterilir [ 9]. 

Örnek 2.3.1. 4 kiĢi 2 yuvarlak masaya kaç değiĢik biçimde yerleĢtirilebilir? 

 4 kiĢi 2 yuvarlak masaya (4,2)s  değiĢik biçimde yerleĢtirilebilir. Bu yerleĢtirmeler 

sırasıyla; 

(1) (2 3 4)

(1) (2 4 3)

(2) (1 3 4)

(2) (1 4 3)

  

(3) (1 2 4)

(3) (1 4 2)

(4) (1 2 3)

(4) (1 3 2)

  

(1 2) (3 4)

(1 3) (2 4)

(1 4) (2 3)

 

Ģeklinde olur ki; sonuç olarak (4,2) 11s   bulunur. 

Teorem 2.3.1. 1n k   ise; 

( , ) ( 1, 1) ( 1) ( 1, )s n k s n k n s n k       dir [ 9]. 

Bu eĢitlik sayesinde değerini bildiğimiz 1. Stirling sayılarını kullanarak yenilerini 

hesaplayabiliriz. 
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Tablo 3: 9n    için 1. Stirling Sayıları; 

        0

(0, ); 1 1

(1, ); 0 1 2

(2, ); 0 1 1 3

(3, ); 0 2 3 1 4

(4, ); 0 6 11 6 1 5

(5, ); 0 24 50 35 10 1 6

(6, ); 0 120 274 225 85 15 1 7

(7, ); 0 720 1764 1624 735 175 21 1 8

(8, ); 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 9

(9, ); 0

k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k k

s k





















40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

 

Örnek 2.3.2. (5,3)s  hesaplayalım. 

Teorem 2.3.1.’ den (5,3) (4,2) 4 (4,3)s s s 
4.3

11 4. 11 24 35
2

     . 

Tanım 2.3.2. n  ve k  tamsayıları için 0n k   ve 

 
( 1) ( 1) 1

1 0n

x x x n eğer n
x

eğer n

   
 

  

olmak üzere;  
0

( , )
n

n

k
k

x S n k x


  polinomunda x  değiĢkeninin katsayılarına 2. 

Stirling sayıları denir ve ( , )S n k  ile gösterilir [ 9]. Ayrıca ( , )S n k  için; 

                                            

1

1

1
( , ) ( , 1)

n

l k

n
S n k S l k

l



 

 
  

 


  

                               (2.3.2)           

eĢitliği geçerlidir. 
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Örnek 2.3.3. Dört elemanlı bir kümeyi, iki ayrık ve boĢ olmayan kümeye kaç farklı 

Ģekilde parçalayabiliriz? 

 1,2,3,4 dört elemanlı küme olmak üzere; (4,2)S ’ i bulalım: 

   

   

   

   

1 2,3, 4

1, 2 3, 4

1,3 2, 4

1, 4 2,3

   

   

   

   

1,2,3 4

1,2, 4 3

1,3, 4 2
 

buna göre (4,2) 7S  . 

Teorem 2.3.2. 1n k   için; 

( , ) ( 1, 1) . ( 1, )S n k S n k k S n k      dir [ 9]. 

Bu eĢitlik 2. Stirling sayıları için tümevarımsal bir iliĢkidir ve bu iliĢki 2. 

Stirling sayılarını küçüklerinden baĢlayarak teker teker hesaplamamızı sağlar.  

Tablo 4: 9n   için 2. Stirling sayıları; 

         0

(0, ); 1 1

(1, ); 0 1 2

(2, ); 0 1 1 3

(3, ); 0 1 3 1 4

(4, ); 0 1 7 6 1 5

(5, ); 0 1 15 25 10 1 6

(6, ); 0 1 31 90 65 15 1 7

(7, ); 0 1 63 301 350 140 21 1 8

(8, ); 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 9

(9, ); 0 1 255 3025 7770 6951 2

k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k k

S k





















646 462 36 1

 

Örnek 2.3.4. (5,3)S  hesaplayalım. 

5 elemanlı bir kümeyi ayrık ve boĢ olmayan 3 kümeye parçalayalım. Teorem 2.3.2.’ 

den (5,3) (4,2) 3 (4,3)S S S  
4 3

7 3 7 18 25
2


      . 
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ġimdi de Stirling sayılarından yararlanarak Stirling matrislerini elde edelim. 

Tanım 2.3.3. Stirling sayıları ( , )s i j  ve ( , )S i j olmak üzere, sırasıyla 1. ve 2. Stirling 

sayıları için n n   1. ve 2. Stirling matrislerinin elemanları; 

   
( , ),              

     0   ,              
ij

s i j i j
s

diğer durumlarda


 


       (2.3.3) 

.                               
( , ),            

    0    ,           
ij

S i j i j
S

diğer durumlarda


 


                          (2.3.4) 

ile tanımlıdır [ 11]. 

Örnek 2.3.5. Tanım 2.3.3.’ ten yararlanarak 4n   için 1. Stirling matrisi ve 2. 

Stirling matrisi; 

4

1 0 0 0

1 1 0 0
(1)

2 3 1 0

6 11 6 1

 
 
 
 
 
 

S  ve 4

1 0 0 0

1 1 0 0
(2)

1 3 1 0

1 7 6 1

 
 
 
 
 
 

S . 

2.4 Bell Matrisi 

Tanım 2.4.1. Bell sayıları lineer rekürans bağıntıları kullanılarak; 0 1B    baĢlangıç 

değeri ile 
1

0

1n

n k

k

n
B B

k





 
  

 
   Ģeklinde tanımlanır. 

Örnek 2.4.1. Tanım 2.4.1.’ den 4n     için Bell sayıları; 

1 0 1B B  ; 2 0 1 1 1 2B B B     ; 3 0 1 22 1 2.1 2 5B B B B       ;

4 0 1 2 33 3 1 3.1 3.2 5 15B B B B B         . 
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Bell sayıları arasında bir çok bağıntı vardır. Bunlardan bazıları aĢağıdaki gibidir: 

 Her bir Bell sayısı ikinci tip Stirling sayıları toplamıdır yani; 

 
0

,
n

n

k

B S n k


  [ 15].  

 Bell sayıları, ( )
xef x e  fonksiyonunun Mc Lauren açılımının katsayılarıdır 

yani; 

2 31 2 5
1 ...

1! 2! 3!

xe x x x
e e

 
     

   

 [ 15]. 

Tanım 2.4.2. nB ; n .  Bell sayısı ve   

                                                 
, 0

0 , 0

i j

ij

B i j
b

i j

  
 

 
                                                    (2.4.2) 

olmak üzere; Bell matrisi  n ijbB  Ģeklinde tanımlanır ki bu matris açık olarak; 

0

1 0

2 1 0

1 2 3 4 0

0 0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 ... 0

...

n

n n n n

B

B B

B B B

B B B B B   

 
 
 
 
 
 
 
 

B  

biçimindedir. 

Örnek 2.4.2. Tanım 2.4.2.’ den 4n   için Bell matrisi; 

4

1 0 0 0

1 1 0 0

2 1 1 0

5 2 1 1

 
 
 
 
 
 

B  

olur. 
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3. FIBONACCI MATRİSİ İLE PASCAL MATRİSİ, STIRLING 

MATRİSLERİ VE BELL MATRİSİ ARASINDAKİ KOMBİNASYONEL 

ÖZDEŞLİKLER 

 

3.1. Fibonacci Matrisi ve Pascal Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel 

Özdeşlikler 

Tanım 3.1.1.  n ijL l matrisinin elemanları; 

                                  

1 2 3

1 1 1
ij

i i i
l

j j j

       
       

       
                                            ( 3.1.1) 

olmak üzere; 11 1l  ; 2j   için 
1 0jl  ,  21 0l  ,  22 1l  ; 3j   için 

2 0jl  ; 3i  için 

1 1il    ve , 2i j   için 
1, 1 1,ij i j i jl l l      dir [ 4]. 

Örnek 3.1.1. Tanım 3.1.1.’ den nL  matrisinde 4n   için  4L ; 

4

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 1 0

1 0 2 1

L

 
 
 
 
 
 

 . 

nF ; Tanım 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi; nP ; Tanım 2.2.3. ile verilen 

Pascal matrisi ve nL ; Tanım 3.1.1. ile verilen matris olmak üzere  nP
 
,  nF ve nL  

matrisleri arasındaki iliĢki aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. 

Teorem 3.1.1.  nP ; Pascal matrisi, nF ; Fibonacci matrisi ve nL ; Tanım 3.1.1. ile 

verilen matris olmak üzere;  

n n nP LF  [ 4].  

İspat: Ġspat için -1

n n nP LF  olduğunu göstermemiz yeterlidir. Teorem 2.1.1.’ den 

Fibonacci matrisinin terslenebilir olduğunu ve  -1 '

n ijfF  nin nF  in tersi 

olduğunu biliyoruz. 2j   için 
'

1 0jf   olduğunda '

11 11 1f p   ve '

11 1 1

1

1
n

k k

k

l f p


  . 
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2j   için
1 0jp    ve 

'

1 0jf   olduğunda 2j   için  '

1 1

1

0
n

k kj j

k

f p l


  . 3j   için 

'

2 0jf   olduğunda '

21 1f   , '

22 1f   ve '

2 1 21

1

0
n

k k

k

f p l


  .  (2.1.1) den  3, 4, ,i n  

için '

1 1

1

n

ik k i

k

f p l


 . 3i    ve 2j    için (2.1.1) aracılığıyla ve 
ijl   nin rekürans 

bağıntısından '

1

n

ik kj ij

k

f p l


 . Buradan -1

n n nP LF .    

Örnek 3.1.2. 4F  matrisi Örnek 2.1.2. ; 4P  matrisi Örnek 2.2.3. ve 4L  matrisi Örnek 

3.1.1.’ deki matrisler olmak üzere Teorem 3.1.1.’ i  

4 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0

2 1 1 0 1 1 1 0 1 2 1 0

3 2 1 1 1 0 2 1 1 3 3 1

L P

    
    
      
    
    

    

F  

Ģeklinde doğrularız. 

Sonuç 3.1.1. 1 r n   için; 

                

        
   

2

1

3 ! 1 2 11

1 1 ! !

n

n k

k r

k r k r k rn
F

r r k r
 



      
 

   
          (3.1.2) 

ve özellikle, 1r   için  1 2 2... 1n nF F F F      [ 4]. 

İspat: 1 2 1F F   ve  1i j   için  0ijl  ve Tanım 2.2.3.’ ten 
1

1
nr

n
p

r

 
  

 
. 

n n nP LF  matris çarpımından;  

1 1 2 2 , 2 2, , 1 1,

1

1
...

1

n

nr nk kr n r n r n n n r n n n r nn nr

k

n
p f l f l f l f l f l f l

r
   



 
        

 
  

bulunur. Tanım 2.1.2.’ den yararlanarak özdeĢliği düzenlersek; 

1 1 1 2 3 2, 2 1, 1

1

1
...

1

n

nr n k kr n r n r n r n r nr

k

n
p F l F l F l F l F l Fl

r
    



 
        

 
  elde edilir. 
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1rrl   , 
1, 1r rl r    ve 2k r   için; 

 

   

 

   

 

   

1 2 3 1 ! 2 ! 3 !

1 1 1 ! 1 ! 1 ! 1 ! 2 ! 1 !
kr

k k k k k k
l

r r r k r r k r r k r r

          
          

               
 

gerekli düzenlemeler sırası ile yapıldığında ve 

        
   

2
3 ! 1 2 1

1 ! !
kr

k r k r k r
l

r k r

     


 
 

olur ki (3.1.2) özdeĢliği elde edilmiĢ olur. Özel olarak 1r   olduğu zaman 11 1l  , 

21 0l   ve 3,4,...,i n  için 1 1il   .  

Dolayısıyla; 

1 11 1 21 2 31 3 2,1 2 1,1 1 11 ...n n n n n n np F l F l F l F l F l Fl            

       1 1 2 3 2 11 1 0 ( 1) ... ( 1) ( 1) ( 1)n n n np F F F F F F             , 

bu ifadeyi düzenlediğimiz  zaman;   

1 2 3 2... 1n nF F F F F       

bağıntısı elde edilir. 

Tanım 3.1.2. nL  matrisinin tersi;   1 '

n ijL l 
 
Ģeklinde olup burada 

                                          

'

1

1
( 1)

1

i
k

ij k j

k j

i
l F

k
 



 
   

 


  

                                       (3.1.3) 

biçimindedir  [ 4]. 

2j   için 
' ' '

1, 1 1,ij i j i jl l l     ve 3i   için ' 1

1 2( 1)i

i il F

  . 1

n n nP LF  

özdeĢliğinden; 

1

1

2

( 1)
1

n
k

n k

k

n
F F

k







 
   

 
 [ 4]. 

 Burada (3.1.2) ve (3.1.3)’ ten aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 3.1.2. nF  , n. Fibonacci sayısı olmak üzere 3n   için;

3
1 2 3

2

3 1

1
1 ( 1) 2 2

1

n n
j n n k

n j k

j k

n
F F F

j


   



 

 
     

 
   [ 4]. 
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İspat:    1

n ij n nf P L F  ve 1n nf F . '

11 1l  , '

21 0l   ve 3j   için 
' 1

1 2( 1) j

j jl F

 
   

olduğunda; 

' ' ' ' '

1 1 11 2 21 1 1

1 3 3

1
n n n

n nj j n n nj j nj j

j j j

F p l p l p l p l p l
  

         

     1 1

2 2

3 3

1
1 ( 1) 1 ( 1)

1

n n
j j

nj j j

j j

n
p F F

j

 

 

 

 
       

 
   

bulunur. ġimdi özdeĢliğin ikinci kısmını ispatlayalım;  1,1,...,1
T

nE   olmak üzere 

n n nP LF
 
 özdeĢliğinin her iki tarafı nE  ile sağdan çarpılırsa; 

n n n n nP E L EF . 

Öncelikle  nL  ve nE  çarpımında 4n   için 3

1 2 3 4 ... 2n

n n n n nnl l l l l        ifadesi 

elde edilir. Bulduğumuz ifadeyi nF  ile çarparak 4n  için;  

1

1 2 3

4

2
n

n k

n n n k

k

F F F F  

  



    

elde edilir. Bu ifadeyi düzenlediğimizde
3

2

1 2

1

2
n

n k

n n n k

k

F F F F


 

 



    elde edilir. 

ÖzdeĢliğin diğer tarafında 
1

0

1
1,2,4,8, ,

T
n

n n

k

n
P E

k





   
   

  
 . Binom katsayılar 

arasındaki iliĢkiden;  

1
1

0

1
2

n
n

k

n

k






 
 

 
  ;   11,2,4,8, ,2

T
n

n nP E 
 

elde edilir. Sonuç 3.1.1. ve Sonuç 3.1.2. ile 1

0

n

n

i

n i
F

i




 
 

 
  kombinasyonel 

özdeĢliğinden  nF Fibonacci dizisinin ilk n teriminin toplamı; 

2 1
1 1

1 2 2

3 1

1
( 1) 2 2 1

1

n n
j n n k

n j k

j k

n
F F F F F

j

 
  



 

 
        

 
   . 
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3.2. Fibonacci Matrisi ve 2. Stirling Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel 

Özdeşlikler 

Tanım 3.2.1. ( )n ijM m  matrisinin elemanları 

                                       ( , ) ( 1, ) ( 2, )ijm S i j S i j S i j                                                 (3.2.1)  

ile tanımlansın. Burada  11 1m  , 2j   için 
1 0jm  ; 21 0m  , 22 1m  ; 3j   için 

2 0jm  ; 3i   için 1 1im   ; , 2i j   için 
1, 1 1,.ij i j i jm m j m     [4]. 

Örnek 3.2.1. Tanım 3.2.1. de nM  matrisi 4n   için; 

4

1 0 0 0

0 1 0 0

1 2 1 0

1 3 5 1

M

 
 
 
 
 
 

. 

nF ; Tanım 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi; (2)nS ; (2.3.4) ile verilen 2. 

Stirling matrisi ve nM ; Tanım 3.2.1. ile verilen matris olmak üzere; (2)nS , nF  ve 

nM  matrisleri arasındaki iliĢki aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. 

Teorem 3.2.1. (2)nS ; 2. Stirling matrisi, nF ; Fibonacci matrisi ve nM  Tanım 

3.2.1. ile verilen matris ise o zaman; 

(2) .n n nMS F [4]. 

İspat: Ġspat için 1. (2)n n nM F S  olduğunu göstermemiz yeterlidir. Teorem 2.1.1.’ 

den Fibonacci matrisinin terslenebilir olduğunu ve 
1 '( )n ijf F  nin  nF  in tersi 

olduğunu biliyoruz. 2j   için
'

1 0jf   olduğunda '

11 11 111f S m   ; 2j   için 1 0jS    

ve 
'

1 0jf   olduğunda, 2j   için '

1 1

1

0
n

k kj j

k

f S m


  ; 3j   için '

21 1f    ve '

22 1f 

olduğunda '

2 1 21

1

n

k k

k

f S m


 . Böylece  (2.1.1) den  3,4,...,i n  için '

1 1

1

n

ik k i

k

f S m


 elde 

edilir.  
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Sonra 3i   ve 2j   için (2.1.1) ve (2.3.4) aracılığıyla '

1

n

ik kj ij

k

f S m


 bulunur. 

Bundan dolayı 1 (2)n n nM F S  , yani (2)n n nMS F . 

Örnek 3.2.2. 4F  matrisi Örnek 2.1.2. ; 4 (2)S  matrisi Örnek 2.3.5. ve 4M  matrisi 

Örnek 3.2.1. ile verilen matrisler olmak üzere Teorem 3.2.1.’ i 

4 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
(2)

2 1 1 0 1 2 1 0 1 3 1 0

3 2 1 1 1 3 5 1 1 7 6 1

M

    
    
      
    
    

    

F S  

Ģeklinde doğrularız. 

1

( , )
n

nk nr rk

r

S S n k f m


   ve 3i   için  

1 2

0

1
( 1) (( ) ( ) ( ) )

!

l i i i

ik

l k

k
m k l k l k l

lk

 

 

 
       

 
  

olduğunda aĢağıdaki sonucu elde ederiz.  

Sonuç 3.2.1. 1 k n   için; 

1 2

1

0

1
( , ) ( 1) (( ) ( ) ( ) )

!

n
l i i i

n i

i k l k

k
S n k F k l k l k l

lk

 

 

  

  
        

  
   [ 4]. 

Örnek 3.2.3. nF ; Tanım 2.1.2 ile verilen Fibonacci sayısı ve ( , )S n k  Tanım 2.3.2. ile 

verilen 2. Stirling sayısı olmak üzere  4n  ve 3k   için Sonuç 3.2.1. ifadesinden; 

              

4
1 2

4 1

3 0 3

31
( 1) ((3 ) (3 ) (3 ) )

3!

l i i i

i

i l

F l l l
l

 

 

  

  
       

  
   

0 3 2 3 2

2

3 3 31
(( 1) (3 3 3) ( 1) (2 2 2) (1 1 1))

0 1 23!
F
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0 4 3 2 4 3 2

1

3 3 31
(( 1) (3 3 3 ) ( 1) (2 2 2 ) (1 1 1))

0 1 23!
F
      

                
      

 

1 1
(15 6 3) (45 12 3) 1 5 (4,3)

6 6
S          

elde edilir. 

Lemma 3.2.1.  1 2nS ; ( 1) ( 1)n n    boyutlu 2. Stirling matrisi; nL  Tanım 3.1.1. 

ile verilen matris ve nM  Tanım 3.2.1. ile verilen matris olmak üzere; 

    11 2n n nM L  S  [ 4]. 

İspat: 1i j   ile her bir i  ve j  için ( , )i j  baĢlangıç değeri olduğunda 

   11 2nS ; ( 1, 1)S i j  .        11 2n ij n nB b L   S . (3.1.1) ve (3.2.1) den 

11 111l m  , 21 210l m   ve 22 22(1,1) 1l S m    olduğunda 1,2i   için  
ij ijb m . 

3i   için  

1

1

1 2 3
( , 1) ( , 1) ( , 1)

i

ij

k j

i i i
b S k j S k j S k j

k k k



 

         
           

      
  

olduğunda ve (2.3.2) ile (3.2.1) den ( , ) ( 1, ) ( 2, )ij ijb S i j S i j S i j m       olur. 

Buradan     11 2n n nM L  S  . 

Örnek 3.2.4. 4n   için    3

1 0 0 0

0 1 0 0
1 2

0 1 1 0

0 1 3 1

 
 
  
 
 
 

S  ve 4L , Örnek 3.1.1.’ deki 

matris olmak üzere;  

    4 3 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
1 2

1 1 1 0 0 1 1 0 1 2 1 0

1 0 2 1 0 1 3 1 1 3 5 1

L M

     
     
          
      
     
      

S . 
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AĢağıda verilen Sonuç 3.2.2. , Lemma 3.2.1.’ in doğrudan sonucudur. 

Sonuç 3.2.2. (2)nS ; 2. Stirling matrisi, nF ; Fibonacci matrisi, nL  (3.1.1) ile 

verilen matris olmak üzere 2n   için; 

      12 1 2n n n nL  S F S  [ 4]. 

İspat:  Teorem 3.1.1.’ den n n nL PF . Buradan n n  Pascal matrisi 
nP  için; 

      12 1 2n n nP  S S . 

1i j   olmak üzere her bir i  ve j  için ( , )i j  baĢlangıç değeri olduğunda 

   11 2nS ; ( 1, 1)S i j  . Matris çarpımı tanımından ve (2.3.2) den; 

       
1

1 , 1

1

1 2 , 1
i

n n i l
ij

l j

P p S l j


 

 

  S  

     
1

1

1
, 1 , 2

i

n

l j

i
S l j S i j

l



 

 
    

 
 S . 

Örnek 3.2.5. 4n   için    3

1 0 0 0

0 1 0 0
1 2

0 1 1 0

0 1 3 1

 
 
  
 
 
 

S  ve 4P ; Örnek 2.2.3.’ teki 

Pascal matrisi olmak üzere; 

      4 3 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0
1 2 2

1 2 1 0 0 1 1 0 1 3 1 0

1 3 3 1 0 1 3 1 1 7 6 1

P

     
     
         
     
     
     

S S dir. 

k k  Pascal matrisi kP  için; n n  kP  matrisi; n kI  ; ( )n k . dereceden birim 

matris olduğunda k n k kP I P   ile tanımlanır. Yani; 

0

0

n k

k

k

I
P

P

 
  
 

. 
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Buradan n nP P  ve 1 nP I   olur [11]. 

AĢağıda verilen Sonuç 3.2.3. , Sonuç 3.2.2.’ nin doğrudan sonucudur. 

Sonuç 3.2.3. (2)nS ; 2. Stirling matrisi ve kP ; n n  Pascal matrisi olmak üzere 

(2)nS ;  kP  aracılığıyla; 

  1 2 12n n nP P P PS  

Ģeklinde üretilir. 

Örnek 3.2.6. (2)nS ; 2. Stirling matrisi ve kP ; n n  Pascal matrisi olmak üzere  

4n  için Sonuç 3.2.3. ifadesini  

 4 3 2 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
2

1 2 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0

1 3 3 1 0 1 2 1 0 0 1 1

P P P

   
   
    
   
   
   

S  

Ģeklinde örneklendirmiĢ oluruz. 

kF ;  k k  Fibonacci matrisi ve  kL ; (3.1.1) ile verilen k k  matris olmak 

üzere n n  , k kLF  matrisi k k n k k kL I L F F  ile tanımlanır, yani; 

0

0

n k

k k

k k

I
L

L

 
  
 

F
F

. 

Buradan n n n nL LF F  ve 1 1 nL IF olup;  

      1 1 1 12n n n n nL L L S F F F   

elde edilir[ 4]. 
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3.3. Fibonacci Matrisi ve 1. Stirling Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel 

Özdeşlikler 

Tanım 3.3.1.  n ijQ q  matrisinin elemanları;  

                                    ( , ) ( , 1) ( , 2)ijq s i j s i j s i j                                            (3.3.1) 

ile tanımlansın; 
11 1q  , 2j   için  

1 0jq  ; 
21 0q  , 

22 1q   ve 3j   için 
2 0jq  ; 

, 2i j   için 1, 1 1,( 1)ij i j i jq q i q       [4]. 

Örnek 3.3.1. Tanım 3.3.1.’ den nQ  matrisinde 4n   için;  

4

1 0 0 0

0 1 0 0

2 2 1 0

11 4 5 1

Q

 
 
 
 
 
 

. 

nF ; Tanım 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi, (1)nS ; (2.3.3) ile verilen 1.  

Stirling matrisi ve nQ ; Tanım 3.3.1. ile verilen matris olmak üzere nF , (1)nS  ve nQ  

matrisleri arasındaki iliĢki aĢağıdaki teorem ile verilmiĢtir. 

Teorem 3.3.1. (1)nS ; 1. Stirling matrisi ve nF ; Fibonacci matrisi olmak üzere;  

 1n n nQS F   

dir [ 4]. 

İspat: Ġspat için   -11n n nQS F  olduğunu göstermemiz yeterlidir. 1i   ve 

1,2, , 2j n   olduğunda '

1

n

ik kj ij

k

s f q


 . 1j n   için '

, 1 , 1

1

n

ik k n i n

k

s f q 



  ve j n  

için   '

1

,
n

ik kn in in

k

s f s s i n q


   . Bundan dolayı    -11n n nQS F   yani 

 1n n nQS F olur. 
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Örnek 3.3.2. 
4F  matrisi Örnek 2.1.2., 4 (1)S  matrisi Örnek 2.3.5. ve  4Q matrisi 

Örnek 3.3.1.’ deki matrisler olmak üzere Teorem 3.3.1.’ den  

 4 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
1

2 2 1 0 2 1 1 0 2 3 1 0

11 4 5 1 3 2 1 1 6 11 6 1

Q

    
    
      
    
    
    

F S . 

Teorem 3.3.1.’ den  1n n nQS F  olduğunu biliyoruz  1n n n n nE Q ES F  

olduğunda aĢağdaki özdeĢliği elde ederiz;  

  2

1

! ( , ) ( , 1) ( , 2) 1
n

k

k

n s n k s n k s n k F 



      . 

 1 1n


S ; 1. Stirling matrisinin tersi,  1 2n


S ; 2. Stirling matrisinin tersi ve 1

nP ; 

Pascal matrisinin tersi olmak üzere;  

   1 2 ( 1)i j

n ijs  S  veya    1 1 ( 1)i j

n ijS  S , 

1
1

( 1)
1

i j

n

i
P

j

 
   

   
  

 iken       11 1 1n n nP S S  , 

      1

12 1 2n n nP 

 S S  veya        1

11 1 1n n nP 

 S S . 

Buradan hareketle aĢağıdaki teoremi verelim. 

Teorem 3.3.2. nF ; Fibonacci matrisi, (1)nS ; 1. Stirling matrisi ve nL ; (3.1.1) ile 

verilen matris olmak üzere; 

      1 1 21 1 1n n n n nL P P P  S S F  dir [ 4]. 
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Örnek 3.3.3. 4n   için    3

1 0 0 0

0 1 0 0
1 1

0 1 1 0

0 2 3 1

 
 
  
 
 
 

S  ve 
4F ; Örnek 2.1.2. ; 

4L ; 

Örnek 3.1.1. 4 (1)S ; Örnek 2.3.5.’ teki matrisler olmak üzere Teorem 3.3.2.’ den  

    3 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1

0 1 1 0 2 1 1 0 1 1 1 0

0 2 3 1 3 2 1 1 1 0 2 1

L

   
   
     
   
   

   

S F  

                      2 3 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 0 1 2 1 0

0 0 1 1 0 1 2 1 1 3 3 1

P P P

   
   
    
   
   
   

 

 4

1 0 0 0

1 1 0 0
1

2 3 1 0

6 11 6 1

 
 
  
 
 
 

S . 
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3.4. Fibonacci Matrisi ve Bell Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel 

Özdeşlikler 

Tanım 3.4.1. 
ijb  Tanım 2.4.2. ile verilen Bell matrisinin elemanları ve , 1,2,...,i j n  

için;  

                                                              
1, 2,ij ij i j i jq b b b                                            (3.4.1) 

                                                              , 1 , 2ij ij i j i jp b b b                                           (3.4.2) 

olmak üzere;  n ijN q  ve  n ijM p  matrisleri tanımlansın. 

Örnek 3.4.1. Tanım 3.4.1. ile verilen nN ve nM  matrisleri 4n   için;  

4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1

N

 
 
 
 
 
 

 ve  4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 1

M

 
 
 
 
 
 

. 

 nB ; Tanım 2.4.2. ile verilen Bell matrisi; nS ; Tanım 2.1.3 ile verilen tersi 

Fibonacci matrisini veren matris ve nN  ile nM ; Tanım 3.4.1. ile verilen matrisler 

olmak üzere nB , nS  ve nN , nM   arasındaki iliĢki aĢağıdaki lemma ile verilmiĢtir. 

Lemma 3.4.1. nB ; Bell matrisi, nS ; tersi Fibonacci matrisini veren matris ve nN ,  

nM  Tanım 3.4.1. ile verilen matrisler olmak üzere;  

n n nS NB  ve n n nS MB  [ 5]. 

İspat: Öncelikle Tanım 3.4.1. ile verilen nN  matrisinin elemanlarını (3.4.1) bağıntısı 

ile belirleyelim. Buradan  11 11q b , 2j   için 
1 0jq  ; 21 21 11q b b  , 22 22q b  ve 

3j   için 2 0jq   olur. Benzer Ģekilde nM  matrisinin elemanları (3.4.2) bağıntısı ile 

belirlenebilir. 

Daha sonra n n nS NB
 
özdeĢliğinde  -1 '

n n ijS f F  dir. Ġspat için -1

n n nNF B  

olduğunu göstermemiz yeterlidir. 
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'

11 1f   ve 2j   için 
'

1 1 0j jf b   olduğunda ' '

1 1 11 11 11 11

1

n

k k

k

f b f b b q


   , 2j   için  

' '

1 11 1 1

1

0
n

k kj j j

k

f b f b q


   . '

21 1f   , '

22 1f   ve 3j   için 
'

2 0jf   olduğunda 

' ' '

2 1 21 11 22 21 21 11 21

1

n

k k

k

f b f b f b b b q


     , ' ' '

2 2 21 12 22 22 22 22

1

n

k k

k

f b f b f b b q


     ve 3j   

için ' ' '

2 21 1 22 2 2

1

0
n

k kj j j j

k

f b f b f b q


    . 3i   için (2.1.1) ve (2.4.2) den 

' ' ' '

, 1 1, , 2 2, 1, 2,

1

n

ik kj ii ij i i i j i i i j ij i j i j ij

k

f b f b f b f b b b b q     



        olur. Buradan 

n n nS NB  dir. Benzer Ģekilde n n nS MB  özdeĢliği de elde edilir. 

Örnek 3.4.2. 4S  matrisi Örnek 2.1.3. , 4B  matrisi Örnek 2.4.2. ve 4N  matrisi 

Örnek 3.4.1. ile verilen matris olmak üzere Lemma 3.4.1.’ i 

4 4 4

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0

1 1 1 0 2 1 1 0 0 0 1 0

0 1 1 1 5 2 1 1 2 0 0 1

S N

    
    
      
     
    

     

B  

Ģeklinde doğrularız. 

 nS  matrisinin tersi Tanım 2.1.2. ile verilen nF  Fibonacci matrisi olmak 

üzere aĢağıdaki teorem sağlanır. 

Teorem 3.4.1. (2.4.2) ile verilen Bell matrisi;  

n n n n nN M B F F  

Ģeklinde çarpanlarına ayrılabilir [ 5]. 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalıĢmada Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell matrisleri ile ilgili bazı 

kombinasyonel özdeĢlikler incelenmiĢtir. Bu özel yapıdaki matrislerin çeĢitli 

normları ve Ģart sayıları hesaplanabilir, ayrıca bu matrislere benzer yapıda elemanları 

Lucas, Harmonik, Catalan v.b. sayılar olan matrisler tanımlanarak aralarındaki 

iliĢkiler ve yeni kombinasyonel özdeĢlikler incelenebilir. 
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