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ONSOZ

Matematigin gelisiminde belli bir kurala gore elde edilen say1 dizileri 6nemli bir yer
isgal etmektedir. Gegmiste Fibonacci, Lucas, Pascal, Stirling, Lah, Bell, Catalan ve bunlar
gibi bir ¢cok matematikci kendi isimleri ile anilan say1 dizilerini elde etmisler bunlarin kendi
iclerinde ve diger say1 dizileri ile olan iligkilerini incelemislerdir.

Bu say1 dizilerinin elemanlar: ile olusturulan matris formlarinin incelenmesi matris
teorisi agisindan biiyiik bir etki ve 6neme sahiptir. Bu say1 dizilerinden elde edilen 6zel
matrisler ve bunlarin genellestirilmis halleri ile ilgili literatiirde bir¢ok kaynak bulmak
miimkiindiir. Ayrica bu 6zel matrislerin birbirleri ile olan 6zdeslik ve esitsizlik durumlar1 da
ilging ve giizel iliskilerin ortaya ¢ikmasini saglamaktadir.
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OZET

Bu calismada ilk olarak Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell sayilar1 tanitilmistir. Daha
sonra bu sayilarla olusan matrisler tanimlanmis ve son olarak ta bu matrisler ile bazi
kombinasyonel 6zdeslikler iiretilmistir.
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1. GIRIS

Fibonacci sayilari; Fibonacci olarak adlandirilan Pisali Leonardo tarafindan
bulunmus bir dizinin elemanlaridir. Giinliikk hayatta gbzle gorebileceg§imiz birgok
ornegi vardir. ( Kozalak ve ay¢igeginin spiralleri, yapraklarin dalda ¢ikis sirasi gibi).
Literatiirde Fibonacci say1 ve dizileri ile ilgili birgok kaynak bulunmaktadir [1- 3].

Fibonacci’ nin iiniinlin nedeni Liber Abaci ( Abakiis Kitab1) adli kitabinda
alistirma olarak sordugu su sorudur: Biri erkek biri disi bir ¢ift tavsanimiz var, bir
aylikken c¢ok gen¢ olduklart i¢in iireyemiyorlar, ama 2. aym sonunda ergenlesip
tiremeye bagliyorlar. Her ay her ergen ciftin biri erkek biri disi olmak iizere yeni bir
cift yavru trettigini varsayalim, tavsanlar bu sekilde liremeye devam ederse bir yil
sonunda kag ¢ift tavsanimiz olur? Sorunun devami bu sorunun genellestirilmis
halidir; n ay sonunda kag ¢ift tavsanimiz olur? [ 1, 2].

Coziim: Birinci ay bir ¢ift, ikinci ay tremedikleri i¢in yine bir ¢ift, bir
sonraki ay iki ¢ift... Her ay kag ¢ift erigkin tavsan oldugunu hesaplarsak su diziyi
buluruz:

N : Ay sayisi, F, :Tavsan cifti sayist olmak tizere;
n: 0 1 2 3 4 5
Fo: O 1 1 2 3 5

Goriildigii tizere 3’ ten itibaren her sayr kendinden onceki iki saymin
toplamina esittir. Bu diziye Fibonacci dizisi; dizinin terimlerine de Fibonacci sayilari
ad1 verilmigstir. Fibonacci sayilar1 bir matrisin elemanlari biciminde yazilirsa yeni bir
matris formu elde edilmis olur. Bu yeni matris formuna Fibonacci matrisi ad1 verilir.

Tablo 1: Pascal Uggeni

Tablo 1 deki say1 liggeninde, liggenin her sayisi, iist sag ve iist sol kisminda
yer alan sayilarin toplamu ile elde edilir. Bu say1 iiggenine “ Pascal Uggeni” denir.

Pascal Uggeni; 1261’ in baslarinda Cin’de biliniyordu ve 11. yiizyilin
baslarinda bizim suan kullandigimiz sekliyle kullaniliyordu. ilk milenyumdan beri



var oldugu goriilmesine ragmen 11. yiizyila kadar kuadratik ve kiibik denklemlerin
¢oziimiinde kullanilmamistir. Bu donemde Jia Xian bugiin bilinen Pascal liggenini
diizenledi, boylece kare ve kiip koklerin 6zelliklerini yliksek koklere uygulayarak
gelistirdi. Ayrica herhangi bir dereceden polinom denklemini ¢6zmek igin
kullanilabilir hale getirdi. Benzer bir ¢calisma 11. yy baslarinda Arap gokbilimci, sair
ve matematik¢i Omer Hayyam tarafindan yapildi. Tahminlere gore say1 iicgeni
Cin’den, Avrupa’ya Arabistan araciligiyla gegmistir [ 14].

Blaise Pascal Avrupa’da binom katsayilar iizerine ilk calisan kisi degildir.
Pascal kendi aritmetik iiggenini 1653 yilinda calismistir. Fakat caligmasi ilk kez
1665’ te 6ltimiinden sonra yayinlanmistir.

17. yy’ da bu aritmetik liggen ii¢ matematik konusunun gelismesinde kilit
nokta olmustur. Bunlar sonsuz serilerin arastirilmasi, sonlu diferansiyellerin
hesaplanmas1 ve olasilik teoridir. Ayrica bunlarin yani sira Pascal tiggeni; istatistik,
bazi fizik uygulamalari ve biyolojideki uygulamalarda kullanilmaktadir [ 17].

Stirling sayilari;; ilk defa 18. vyiizyilda James Stirling tarafindan
tamimlanmistir. Matematikte Stirling sayilar1 ¢esitli kombinasyon problemlerinde
kullanilir. 1. ve 2. Stirling sayilar1 olmak iizere iki ¢esidi vardir. Stirling sayilari ile

ilgili literatiirde birgok kaynak bulunmaktadir [ 9, 10].

Genel soru: n kisi kK tane yuvarlak masaya her masada en az bir kisi olmak
kosuluyla ka¢ degisik bicimde yerlestirilebilir? Burada s(n, k) ile gosterilen sayilara

1. Stirling sayilart ad1 verilir [ 9].
Ozel durumlar:

a) Eger 0 kisi varsa, bu 0 kisinin hepsi birden 0 tane masaya tek bir bigimde

oturabilir. Kimse higbir masaya yerlestirilemez. Buradan s(0,0)=1 olur.

b) Eger en az bir kisi varsa, bu kisiler 0 masaya yerlestirilemez. Buradan n>0 ise

s(n,0)=0olur.

c) Eger sadece bir tek masa varsa, yani k=1 ise herkes bu tek masaya

yerlestirilecektir. Bir numarali kisi masanin her hangi bir yerine yerlestirilir, geri
kalan n—1 kisi (n—l)! degisik sekilde yerlestirilebilir. Buradan s(n,l):(n—l)!

olur.



d) Eger k =n ise yani masa sayisi kisi sayisina esit ise 0 zaman her masaya bir kisi

yerlestirilir. Masalar arasinda ayrim gozetilmediginden tek bir yerlesim vardir.

Buradan s(n,n)=1 olur.

e) Eger masa sayisi kisi sayisindan bir eksik olursa, yani n kisi ve n—21 masa olsun.
n>1 oldugunda masalardan birine iki kisi oturacak diger masalara da birer kisi

yerlestirilecektir. Oncelikle ayn1 masaya oturacak iki kisi belirlenmelidir. Bunu

ny n(n-1)
s(n,n-1)= ) =Tdeglslk bi¢imde yapabiliriz.

Genel durum: nkisi birbirinden farksiz n masaya kag¢ degisik bigimde

oturabilir?

Birinci cevap: n kisi bir masaya s(n,1), iki masaya s(n,2) ve genel olarak

1<k<n i¢in k masaya s(nk) farkli sekilde oturabilir. Oyleyse doldurduklari

masa sayisin1 gbz Oniinde tutarak; n kisi n masaya Zs(n,k) degisik bi¢imde
k=1

yerlestirilebilir.

Ikinci cevap: Masalar birbirinden ayirt edilemedigi igin birinci kisinin tek bir
hamlesi var; herhangi bir masaya oturmak. 2. kisi ya bos masalardan birine
yerlesecek yada birinci kisinin oturdugu masaya diyelim ki soluna yerlesecek.
Demek ki 2. kisinin iki degisik hamlesi vardir. 3. kisinin yapabilecegi hamleleri
sayarsak; ya bos bir masaya gegecek, ya birincinin hemen soluna oturacak yada
ikincinin hemen soluna oturacak demek ki 3. Kisinin toplam ii¢ hamlesi var. 4. kisi
bos bir masaya gegebilir, yada birincinin hemen soluna gecebilir, yada ikincinin
hemen soluna gegebilir yada iiclinciiniin hemen soluna gecebilir. 4. kisinin toplam

dort hamlesi vardir. Genel olarak K. Kisinin kK hamlesi vardir.

Demek ki n kisi n masaya n! degisik bigimde oturabilir. Burada yukarida

bulunan iki cevabi esleyerek ZE:lS(n, k) =n! elde edilir.



Genel olarak 2. Stirling sayilarin1 bulabilmek i¢in asagidaki probleme ¢oziim
aramak gerekir. Bu problemin ¢éziimii bize sonsuz sayida 2. Stirling sayilarim

verecektir [ 9].

Genel soru: n kisi her grupta en az bir kisi olacak sekilde k gruba ayrilmak

isteniyor. Buna gore ka¢ grup olusturulabilir? [ 9].
Ozel durumlar:

a) Eger kimse yoksa bu kisileri tek bir bigimde 0 gruba ayirabiliriz, ama eger n>0
ise S(n,0)=0olur.

b) Eger k=1 ise tek bir parcalanis vardir. Herkes tek grupta toplanir. Burada
S(n,1) =1 olur.

c) Eger k=n ise yine tek bir parcalanig vardir. Her grup bir kisiden olusur.
S(n,n) =1 olur.

d) Eger k>n ise pargalayan kiimelerden en az bir bos kiime olmak zorundadir.

Buradan S(n,k) =0 olur.

e) Grup sayisinin kisi sayisindan bir eksik oldugu durumu diistiniirsek; S(n,n—1)

degerini hesaplayalim. n—1 kiimeden birinde iki eleman, digerlerinde birer eleman

olmali; n eleman arasinda ayni gruba diisecek o iki eleman secilmelidir. Bu

n —
S(n,n-1) = [2) - ”'(”2 Y degisik bicimde yapilabilir.

f) S(n,2) hesaplamak igin par¢alayan kiimelerden birini segmek yeterlidir. Nitekim
eger pargalayan kiimelerden birisi A ise digeri A nin tiimleyeni olan A’ kiimesi
olmak zorundadir. Ama burada A boskiime ya da kiimenin kendisi olamaz. n
elemanli bir kiimenin 2" tane alt kiimesi oldugundan A igin 2" —2 secenek vardir.

Yalmz dikkat edilmesi gereken (A, A") parcalamisi ile (A, A) parcalanisi ayni

pargalanislardir. Oyleyse buradan 2" — 2 ikiye boliinmelidir. Sonug: S(n,2) =2"" -1



Bell sayilart; adin1 dizinin ilk derin incelemesini yapan Eric Temple Bell’ den
almigtir. Bell’in onuruna B, i ilk kullanan matematik¢i John Riordan’dir. Bell

sayilari ile ilgili literatiirde birgok kaynak bulunmaktadir [ 5, 14- 16].

Kombinasyonel matematikte n. Bell sayist n iiyeli bir kiimenin par¢alanma

sayisidir. Bp=B1=1 ile baslayarak ilk birka¢ Bell sayis1 asagidaki gibidir.
1,1,2,5,15,52,203,877,4140, 21147, 115975, ...

Genel olarak By, n elemanli bir kiimenin pargalanis sayisidir. Bir S kiimesinin

pargalanisi, S nin bos olmayan, ayrik ikili grup, birlesimleri S olan alt kiimelerinin
kiimesi olarak tanimlanir. Omegin B3=5 dir, ¢linkii 3- elemanli kiime {a,b,c}; 5

farkli sekilde parcalanabilir.

{{ah (o} {cl}: {{ah {oichs {{b}{ach): {{c}.{ab}}; {{ab.cl}

Bo=1’dir ¢iinkii bos kiimenin kesinlikle bir pargalanisi vardir. Bundan dolayi
bos kiime kendisinin yegane parcalanigidir. Yukaridaki gosterimde ortaya kondugu
gibi ne pargalanislarin derecesi ne de her bir pargalanisin igindeki elemanlarin
derecesi dikkate alinmaz. Bu demektir ki asagidaki pargalanislarin tamaminin 6zdes

oldugu diisliniilmiistiir.

o {ach): {fach bl {{b}.{c.al}; {{e.a) {b}]

Bell sayilar1 ayrica n ayirt edilebilir topu bir veya daha fazla farkli olmayan
kutulara yerlestirmekte miimkiin olan farkli yollarin sayisi olarak gosterilebilir.
Ornegin; varsayalim n=23 olsun. a, b ve ¢ olarak isimlendirecegimiz 3 topumuz ve 3
kutumuz var. Eger kutular birbirinden ayirt edilemiyorsa; toplar1 kutuya

yerlestirmenin 5 farkli yolu vardir.

e Her bir top kendi kutusuna gider.

e Biitlin toplar bir kutuya gider. Kutular isimlendirilmedigi zaman bu bir kere
dikkate alinir ve bir kombinasyondur.

e ahbir kutuya, b ve ¢ baska bir kutuya;

e Db bir kutuya, a ve ¢ baska bir kutuya;



e bir kutuya, a ve b baska bir kutuya gider.

Bell sayilari; Bell tiggeni araciligiyla kurulabilir. Siitun 1 sayisi ile baslar.
Sonrasinda her bir slitun Onceki satirin son elemani ile baslar ve her bir sayi
istlindeki say1 ile toplanir; say1r saga yazilarak satir devam eder. Bu islem

tekrarlanarak Bell tiggeni olusturulur.

Tablo 2: Bell Uggeni

1

1 2

2 3 5

5 7 10 15
15 20 27 37 52
52

1 ile baslar

1 ile baslar 1+1=2

2 ile baslar 2+1=3 3+2=5

5 ile baslar 5+2=7 7+3=10 10+5=15

15 ile baslar 15+5=20 20+7=27 27+10=37 37+15=52
52 ile baslar

seklindedir.

Vajda, S. (1987), Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili temel kavramlar1 ve
teoremleri ele almig, Fibonacci ve Lucas sayilarimin 6zellikleri ile Fibonacci ve
Lucas sayilar1 arasindaki doniisiim bagintilarini incelemistir.

Ayber, N. (2003), Gergel say1 kiimesinde tanimlanmig bir islemin Fibonacci
sayilarina uygulanmasi adli ¢alismanin bir boliimiine yer vermis; Fibonacci sayilar
ile ilgili temel kavramlar1 ve 6zellikleri incelemistir.

Lee, G- Y., Kim, J- S. ve Cho S-H. (2003), Pascal matrisi, 1. ve 2. Stirling
matrisleri ve Fibonacci matrislerinin, matris gosterimlerinden yararlanarak bunlar
arasindaki kombinasyonel 6zdeslikleri incelemislerdir.

Wang, W. ve Wang, T. (2008), Bell matrisi ve Fibonacci matrisi arasindaki
iligkileri incelemisler, baz1 alt liggen matrislerin ( 1. ve 2. Stirling matrisleri, Lah
matrisi ve genellestirilmis Pascal matrisi) benzerlestirilmelerini saglama iizerine
calismislar ve ¢esitli 6zdeslikler tiiretmislerdir.



Tang, Z. ve Duraiswami, N. (2004), Pascal matrislerinin literatiirde 6nemli
yer tutan bazi 6zel matrislerle olan iligkilerini incelemislerdir.

Edelman, A. ve Strang, G. (1993), Pascal matrisi ile ilgili kavramlar1 ve
teoremleri, Pascal matrisinin Ozelliklerini ayrica Pascal matrisinin formlarini ve
birbirleriyle olan iligkilerini ifade etmislerdir. Ayni zamanda Pascal matrislerinin
kuvvetlerini, terslerini, logaritmalarini ve 6zdegerlerini incelemislerdir.

Cam, S. (2005), 1. ve 2. Stirling sayilar1 ve 6zelliklerini ele almig ayrica bu
iki tip Striling sayilar1 arasindaki bagntilari incelemistir.

Cheon, G- S. ve Kim, J- S. (2001) calismalarinda 1. ve 2. Stirling
sayilarindan Pascal- tip matris elde etmeye calismislar, bu matrislerin Pascal
matrisleri aracilifiyla c¢arpanlarina ayrilabilir oldugunu gostermislerdir. Ayrica
Stirling sayilarinin matris gosteriminden bazi iyi tanimli kombinasyonel 6zdeslikleri
elde etmislerdir.

Bu ¢alismada ilk olarak Fibonacci sayilari, Fibonacci matrisleri, Pascal
tiggeni, Pascal matrisleri, Stirling sayilari, Stirling matrisleri ve Bell sayilari, Bell
matrisleri tanitilmistir. Fibonacci sayilarinin 6zellikleri tizerinde durulmus Fibonacci
matrislerinin; Pascal matrisi, Stirling matrisleri ve Bell matrisi ile arasindaki
bagmtilar incelenmistir. Ayrica bu matrisler araciligiyla bazi kombinasyonel
Ozdeslikler ve esitsizlikler tiretilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Fibonacci Matrisi

Tamm 2.1.1. Fibonacci sayilari lineer rekiirans bagintist kullanilarak; F, =0, F =1

baslangic degerleriile F, =F _, +F , seklinde tanimlanir [ 1].

Ornek 2.1.1. Fibonacci dizisinin ilk 5 terimini rekiirans bagmtisindan yararlanarak
bulalim.

F =0, F =1, F,=F+F, =1+0=1, FE=FK+F=1+1=2,
F,=KR+F=2+1=3, F=F+FK=3+2=5.

Fibonacci sayilari arasinda bir¢ok baginti1 vardir. Bunlardan bazilari;

o fi+f,+..+f=1_-1,
o fA4+fl+.+f2=1 1.,
o f =(CD(f f . ,—f ,f)(D ocogneOzdesligi),
o f .=f f +f f  (Horsberger Formiili),

o f2+f =1, .,

o ff
o f f —f2=(=1)"""f?(Catalan esitligi) [ 1, 3].

n—r "n+r

f ? = (—1)" (Cassini ya da Simpson Esitligi),

n+

Fibonacci sayilar1 matris teoride dnemli yer isgal etmektedir. Bu kisimda
Fibonacci matrisleri ile ilgili bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1.2. Fy ; n. Fibonacci sayis1 ve

Fjn i—-j+1>0
0, i—j+1<0

f =

1

olmak tizere; Fibonacci matrisi &% =( fij) seklinde tanimlanir [ 4]. Bu matrisin agik

n

yazilimz,




Ornek 2.1.2. Tamm 2.1.2.° den n=4 igin .# Fibonacci matrisi;

N B kO
R = O O
R O O O

bi¢imindedir. Simdi de tersi Fibonacci matrisi olan 6zel S, matrisini tanimlayalim.

Tanim 2.1.3. nxn alt tiggen S, matrisi;

1, i=j
8 =171 i-2<j<i-1 ;i j=12..n, (2.1.3)
0, diger durumlarda

olmak iizere S, = (Sij) seklinde tanimlidir[ 5]. S, matrisinin agik olarak yazilimi;

1 0 .. .. .. 0
11 0 .. .. 0

-1 -1 1 0 .. 0
"10 -1 -1 1 '

O .. 0 -1 11

S, matrisinin tersi;
1 0 0
1 1 0
1o 2 1 0 0
n 3 2 l
3 2 1 1

seklinde olup bu matris siitunlar1 Fibonacci dizisinden olusan Fibonacci matrisidir
yani;

F =51



Ornek 2.1.3. Tamm 2.1.3.” ten n=4 igin S, matrisi;

1 0 00
11 0 0
S, =
1 -1 1 0
0 -1 -1 1

olur. Satir ve siitun islemleri yapilarak S, matrisinin tersi;

1 000
L, /1100
S4 = :Zv
2110
3211
olarak elde edilir.
Teorem 2.1.1. . Fibonacci matrisi ve
1, i=]
fij': -1, i-2<j<i-1  ; (i,j=012,...,n)
0, diger durumlarda
olmak iizere;
=)
=S, [4].

Ornek 2.1.4. Teorem 2.1.1.’ den n=4 icin & * matrisi;

1 0 0 0
ﬁ,_l_—lloo
121 1 of

0 -1 -1 1

2.2. Pascal Matrisi

10

(2.1.1)

Pascal ti¢ggeninden elde edilen sayilar bir kurala bagli olarak bir matrisin
elamanlar1 bigiminde yazilirsa yeni bir matris formu elde edilmis olur. Bu yeni matris
formuna Pascal Matrisi adi verilir. Bu matris formunun ¢ farkli big¢imi

bulunmaktadir [ 6].
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ij /nxn

I+ ]
Tamm 2.2.1. 0<i, j<n-1 icins; :( ) Jj olmak iizere S, =(s; matrisine
I

simetrik Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin a¢ik olarak yazilima;

1 1 1 1 Cl,
1 2 3 4 C}
s_| 1 3 6 10 CZ,
! 1 4 10 20 .. C,
C. C Chi G Coa

n+l n+2 nxn

Ornek 2.2.1. Tamm 2.2.1. ile verilen S, simetrik Pascal matrisi n=4 igin;

111 1
12 3 4

S, =
13 6 10
1 4 10 20

olarak bulunur.

Tanim 2.2.2.

(.‘j, j>i .
u; =9I ; (1,]=0,142,...,n-1)
0, 1> ]

olmak tizere; U, =(u matrisine st ticgen Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin

ij )n><n

acik olarak yazilimz;

-0 O O K
e I R N
O RPN R
oW W -
O
S
L
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Ornek 2.2.2. Tamim 2.2.2. ile verilen U, iist {iggen Pascal matrisinde n=4 igin;

11
2 3
1 3|
01

o O - -

Tanim 2.2.3.
(i—l] .
] : 1> ..
P =1li-1 ; (1,j=0,1,...,n)
0o i<

olmak tizere; P, =(p;),., matrisine alt liggen Pascal matrisi denir [ 7]. Bu matrisin

acik olarak yazilimi;

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 2 1 0 0
P =
1 3 3 1 0
ce ¢ ctc o.oc)

Ornek 2.2.3. Tamim 2.2.3. ile verilen P, alt {iggen Pascal matrisinde n=4 igin;

e
w N PO
w = O o
m O o o

Pascal matrislerinin bazi 6zellikleri asagidaki gibidir. S, simetrik Pascal

matrisini, U ist tiggen Pascal matrisini, P, alt icgen Pascal matrisini gostermek

n

lizere;
1. det(S,)=1, det(U,)=1, det(P,)=1,
2. U =P"ve P =UT,

3.S,=UP ve S =PU, [8].
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2.3. Stirling Matrisleri

Tanmm 2.3.1. n,k >0 ve n,k € Z olmak tiizere;
P,(X) = X(X+1)...(x+n=1) = > s(n,k)x"
k=0

polinomunda x* mnin katsayilarina birinci Stirling sayilar1 denir ve s(n,k) ile
gosterilir [ 9].

Ornek 2.3.1. 4 kisi 2 yuvarlak masaya kag degisik bicimde yerlestirilebilir?

4 kisi 2 yuvarlak masaya S(4,2) degisik bigimde yerlestirilebilir. Bu yerlestirmeler

sirasiyla;
o @3 © w2z AP
m @49 ® @42 03 oY
(2) @ 3 4 (4) @ 2 3
@ 4 2 3
(2) @ 4 3 (4) 3 2

seklinde olur ki; sonug olarak s(4,2)=11 bulunur.
Teorem 2.3.1. n>k >1 ise;
s(n,k) =s(n—1Lk-1)+(n—-s(n—1,k) dir [ 9].

Bu esitlik sayesinde degerini bildigimiz 1. Stirling sayilarini kullanarak yenilerini

hesaplayabiliriz.
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Tablo 3: n=9 ig¢in 1. Stirling Sayilari;

k=0
s(0,k); 1 k=1
sLk); 0 1 k=2
sk 0 1 1 k=3
sG3k); 0 2 3 1 k=4
s@k):; 0 6 11 6 1 k=5
sGk); 0 24 50 35 10 1 k=6
s6,k); 0 120 274 225 85 15 1 k=7
s(7,k); 0 720 1764 1624 735 175 21 1 k=8
s(8,k); 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1 k=9
s(9,k); 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Ornek 2.3.2. 5(5,3) hesaplayalim.

Teorem 2.3.1.” den s(5,3) =s(4,2) +4s(4,3) =11+ 4.47'3 =11+24=35.

Tanmm 2.3.2. n ve k tamsayilari igin N>k >0 ve

[x] [ X(x=D...(x—n+1) eger nz1
n 1 eger n=0

olmak iizere; x" =) S(n,k)[x], polinomunda x degiskeninin katsayilarina 2.
k=0

Stirling sayilari denir ve S(n, k) ile gosterilir [ 9]. Ayrica S(n,k) i¢in;

sk =3 (nl_lJS(l, k—1) 2.3.2)

I=k-1

esitligi gegerlidir.
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Ornek 2.3.3. Dért elemanli bir kiimeyi, iki ayrik ve bos olmayan kiimeye kag farkli
sekilde parcalayabiliriz?

{1,2,3,4} dort elemanl: kiime olmak iizere; S(4,2) i bulalim:

{1 {234

w2l (34 12,3} {4}
w3 12,4 (12,4} {3}
wal (23 (13,4} {2}

buna gére S(4,2)=7.
Teorem 2.3.2. n>k >1 igin;
S(n,k)=S(n-Lk-1)+k.S(n—1,k) dir [ 9].

Bu esitlik 2. Stirling sayilari i¢in tiimevarimsal bir iligkidir ve bu iligki 2.

Stirling sayilarini kiigiiklerinden baslayarak teker teker hesaplamamizi saglar.

Tablo 4: n=9 igin 2. Stirling sayilari;

k=0
S(0,k); 1 k=1
S@Lk); 0 1 k=2
Sk; 0 1 1 k=3
S3k: 0 1 3 1 k=4
S4k; 0 1 7 6 1 k=5
SGk); 0 1 15 25 10 1 k=6
S6k: 0 1 31 9 65 15 1 k=7
S(7k; 0 1 63 301 350 140 21 1 k=8
S@k); 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1 k=9
S@k); 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Ornek 2.3.4. S(5,3) hesaplayalim.

5 elemanl: bir kiimeyi ayrik ve bos olmayan 3 kiimeye parcalayalim. Teorem 2.3.2.”

den S(5,3) = S(4,2) +3-S(4,3) =7+3-?=7+18=25.
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Simdi de Stirling sayilarindan yararlanarak Stirling matrislerini elde edelim.

Tamm 2.3.3. Stirling sayilar1 S(i, j) ve S(i, j) olmak tizere, sirasiyla 1. ve 2. Stirling

sayilari i¢in nxn 1. ve 2. Stirling matrislerinin elemanlari;

s(i, ), i>j
Sij = . (2.3.3)
0 , diger durumlarda
S(, j), i>j
s >0 D) =) (2.3.4)
! 0 , diger durumlarda

ile tanimhidir [ 11].

Ornek 2.3.5. Tanim 2.3.3.” ten yararlanarak n=4 icin 1. Stirling matrisi ve 2.

Stirling matrisi;

1 0 0O 1000
1) = 1 1 00 ve (2) = 1100 .

2 310 1310

6 11 6 1 1761

2.4 Bell Matrisi

Tanim 2.4.1. Bell sayilar1 lineer rekiirans bagintilar1 kullanilarak; B, =1 baslangi¢

. < (-1 .
degeriile B, = Z B, " seklinde tanimlanir.
k=0

Ornek 2.4.1. Tamm 2.4.1. den n=4 igin Bell sayilari;

B, =B, =1, B,=B,+B, =1+1=2; B,=B,+2B, +B,=1+21+2=5;
B,=B,+3B,+3B,+B,=1+3.1+3.2+5=15.



17

Bell sayilart arasinda bir ¢ok bagint1 vardir. Bunlardan bazilar asagidaki gibidir:

e Her bir Bell sayis1 ikinci tip Stirling sayilari toplamidir yani;
B, =Y S(nk) [15].
k=0

e Bell sayilar, f(x)=¢e° fonksiyonunun Mc Lauren a¢iliminin Katsayilaridir
yani;

o ( 1x 2x* 5x%°
e =e|l+—+—+

Tanmm 2.4.2. B ; n. Bell sayis1 ve

B._., i—j>0
bij={ 501 (2.42)
0, i—j<0

olmak {iizere; Bell matrisi .27 = (bij ) seklinde tanimlanir ki bu matris agik olarak;

B, 0 0 0 0
BB B, 0 O 0
Z=B, B B, 0 0
Bn—l Bn—2 Bn—S Bn—4 BO

bi¢imindedir.

Ornek 2.4.2. Tanim 2.4.2.” den n =4 i¢in Bell matrisi;

N B - O
R O O
O O O

olur.
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3. FIBONACCI MATRISI iLE PASCAL MATRISIi, STIRLING
MATRISLERI VE BELL MATRIiSi ARASINDAKi KOMBINASYONEL
OZDESLIKLER

3.1. Fibonacci Matrisi ve Pascal Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel
Ozdeslikler

Tanmm 3.1.1. L, = (Iij ) matrisinin elemanlari;

A

olmak iizere; 1, =1; j>2 i¢in l; =0, I, =0, l,=1; j>3 i¢in I,; =0; i >3i¢in

l,=—1vei,j=2iin I, =l +|_, dir[4].

]

Ornek 3.1.1. Tamm 3.1.1.” den L, matrisinde n=4 igin L,;

1 000
0100

L, =
1110
10 21

Z; Tanim 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi; P,; Tanim 2.2.3. ile verilen
Pascal matrisi ve L,; Tanim 3.1.1. ile verilen matris olmak iizere P, , & ve L,

matrisleri arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.1.1. P,; Pascal matrisi, % ; Fibonacci matrisi ve L ; Tanim 3.1.1. ile

verilen matris olmak tizere;

P, =L, [4]

Ispat: Ispat i¢in .# 'P, =L oldugunu gdstermemiz yeterlidir. Teorem 2.1.1.” den

Fibonacci matrisinin terslenebilir oldugunu ve f{‘l:(fij') nin .Z  in tersi

oldugunu biliyoruz. j>2 i¢in f; =0 oldugunda f;p,=1ve l,=1=> f,p,.

k=1
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j=2 i¢inp;=0 ve fl'j =0 oldugunda j>2 igin Z fu Py =0=1l;. j=3 igin
k=1
f,, =0 oldugunda f, =-1, f,,=1ve > f,p,=0=l,. (211)den i=3,4...n
k=1

icin Z fopy=l. >3 ve j>2 i¢in (2.1.1) araciligiyla ve l; nin rekiirans
k=1

bagmtisindan »_ f, p, =1, . Buradan .&'P, =1L,.
k=1

Ornek 3.1.2. .Z matrisi Ornek 2.1.2. ; P, matrisi Ornek 2.2.3. ve L, matrisi Ornek
3.1.1.” deki matrisler olmak iizere Teorem 3.1.1.” i

1 00 01 0 OO 10 00
11000 10O0 1100

FL, = = =P,
211 0)-111020 1210
321 1)\-10 2 1 1 3 31

seklinde dogrulariz.

Sonug 3.1.1. 1<r <n igin;

n— n k—3)!(r(k-1)—2(r-1)—(k—r)’
(1]:Zm( Mr(k-1)-2(r-2)- (k1))

r-1 k:rF (r=1)Y(k—r)!

ve ézellikle, r=1igin F,+F,+..+F_,=F —1[4].

(3.1.2)

. n-1
Ispat: F=F,=1 ve i<j+1 igin |;=0ve Tanim 2.2.3. ten p”':(r J.

P, =.#1L, matris ¢carpimindan;

n-1 n
r—1 = pnr = Z fnklkr = fnlllr + fn2|2r ot fn,n—zln—z,r + fn,n—lln—l,r + fnnlnr
- k=1

bulunur. Tanim 2.1.2.” den yararlanarak 6zdesligi diizenlersek;

n-1 n -
[ J =P = O F il =Rl + Fily +o 4 Rl + Fol L+ FL, elde edilir.
r— k=1 ' ’
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| =1,1_, =r-1ve k>r+2 igin;

rr Y oTr+lr

V(S S e e

gerekli diizenlemeler sirasi ile yapildiginda ve

| :(k—3)!(r(k—1)—2(r—1)—(k—r)z)
« (r=1)!(k—r)!

olur ki (3.1.2) 6zdesligi elde edilmis olur. Ozel olarak r =1 oldugu zaman |, =1,

l,,=0ve i=34,..nign |, =-1.
Dolayisiyla;
1=p,=Fl,+F_ L +F L, +.+Fl _,, +Fl . +Fl,
l1=p,=F1+F ,0+F ,(-D+..+ K(-)+FK(-)+F(-D,
bu ifadeyi diizenledigimiz zaman;
F+K+K+.+F ,=F -1
bagintisi elde edilir.

Tamm 3.1.2. L, matrisinin tersi; L'= (I”) seklinde olup burada
o (it
Iij ZZ(_]-) k—1 Fk_j+1 (313)
k=]
bigimindedir [ 4].

jz2 dgin =l ., —l,; ve i=3 i¢in I, =(-D"F,. . =PL}

ij n

0zdesliginden;
n+1 v n
Fo=>.(-1) Fea [4].
2 k-1
Burada (3.1.2) ve (3.1.3)’ ten asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 3.1.2. F, , n. Fibonacci sayist olmak iizere n >3 igin;

n . (n-1 n3
F, =1+Z(—1)J+1( ) J F,=2""=->FR2"*° [4].
i=3 -1 k=1



21

Ispat: & =(f;)=RL've f,=F.L,=11,=0ve j>3 icin I, =(-)™F,
oldugunda;

n n n
Fn = Z pnjljl = pnllll + pn2|21 +Z pnjljl :1"‘2 pnjljl
=1 j=3 j=3

n ) n . n_l
=1+ (D" p,F, =1+ (-1 ”1( _ J Fi,
j=3 j=3 -

bulunur. Simdi 6zdesligin ikinci kismini ispatlayalim; E, = (1,1,...,1)T olmak iizere
P, =.ZL, 0zdesliginin her iki tarafi E ile sagdan carpilirsa;
PE =.%LE,.

Oncelikle L, ve E, carpiminda n>4 igin |+, +1 ,+1 ,+..+1, =2"" ifadesi

elde edilir. Buldugumuz ifadeyi .#, ile ¢arparak n=>4i¢in;

F+F +F ,+ z F_ 2m

k=4

n-3
elde edilir. Bu ifadeyi diizenledigimizde F, + F,_, + F,_, + >_F 2" elde edilir.
k=1

.

" tin-1

Ozdesligin diger tarafinda P,E, =(1,2,4,8,...,Z( " D Binom katsayilar
k=0

arasindaki iliskiden;

ni(”:} =2"'; PE,=(1248,....2"%)

k=0

nn—i
elde edilir. Sonu¢ 3.1.1. ve Sonu¢ 3.1.2. ile Z( . sz kombinasyonel

i n+l
i=0

0zdesliginden {Fn} Fibonacci dizisinin ilk n teriminin toplamy;

3 a(n+1 n-1
F+F+...+F :Z(—l)”l( _ J F,=2"-> FR2"*"-1.
= J- k=1
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3.2. Fibonacci Matrisi ve 2. Stirling Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel
Ozdeslikler

Tanim 3.2.1. M, = (mij) matrisinin elemanlar1
m, =S@, ))-S@{-1 j)-S(i-2,j) (3.2.1)

ile tanimlansin. Burada m;; =1, j>2 i¢in m;=0; my =0, my,=1; j>3 i¢in

m,; =0; i1>3i¢in my =-1;1i, j>2 icin my =m_,, , + jm_, [4].

Ornek 3.2.1. Tamim 3.2.1. de M matrisi n=4 igin;

1 000
0100
M, = .
1210
1351

&, Tamim 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi; .~4(2); (2.3.4) ile verilen 2.
Stirling matrisi ve M ; Tanim 3.2.1. ile verilen matris olmak tizere; .57(2), .# Ve

M, matrisleri arasindaki iliski asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.2.1. .52(2); 2. Stirling matrisi, .# ; Fibonacci matrisi ve M, Tanim

3.2.1. ile verilen matris ise 0 zaman;

“(2) =M, [4]

Ispat: Ispat i¢in .& *.57(2) = M oldugunu gostermemiz yeterlidir. Teorem 2.1.1.”
den Fibonacci matrisinin terslenebilir oldugunu ve .# ' =(f;) nin & in tersi

oldugunu biliyoruz. j>2 igin f;; =0 oldugunda f,,S,,=1=m, ; j>2 i¢inS; =0
ve f; =0 oldugunda, j>2 igin » f, S, =0=m;; j=3 i¢in f,=-1ve f,=1
k=1

oldugunda " f,,S,, =m,, . Boylece (2.1.1)den i=34,..,ni¢in Y f, S, =m, elde
k=1 k=1

edilir.
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Sonra i3 ve j>2 igin (2.1.1) ve (2.3.4) aracihgiyla > f, S, =m, bulunur.
k=1
Bundan dolay1 M, =& '.57(2) , yani .55(2)=_ZM,,.

Ornek 3.2.2. .Z matrisi Ornek 2.1.2. ; .5%(2) matrisi Ornek 2.3.5. ve M, matrisi

Ornek 3.2.1. ile verilen matrisler olmak iizere Teorem 3.2.1.” i

1 00 0yYy1 00O 1 000
1 1000 100 1100
IM, = = :Z(z)
211 0f-1210 1 310
321 1){-1 3 51 17 6 1

seklinde dogrulariz.

L =S(n,k) = anr . Ve i>3igin
my, = Z( 1)( j((k—l)i—(k—l)”—(k—l)i2)
k 0<l<k I
oldugunda asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.1. 1<k <n igin;

s<n,k)=iﬁ,m(k, > (D m«k—l)i—(k—l)i-l—(k—ni—Z)j (4]

0<I<k

Ornek 3.2.3. F; Tanim 2.1.2 ile verilen Fibonacci sayist ve S(n,k) Tanim 2.3.2. ile

verilen 2. Stirling sayisi olmak tizere n=4vek =3 i¢in Sonug 3.2.1. ifadesinden;

iF4—i+1( Z ( 1) (Ij((3_|)' _(3_|)i1_(3_|)i2)j

i=3 0<|<3

—F{%((—l) ( j(33 -3 -3)+(- 1)( j(Z3 22—2)+( J(l—l—l))j
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1 0 3 4 3 2 3 4 3 2 3
+Fl(§((—1) (OJ@ -3-3 )+(—1)(1](2 ~2°-2 )+(2j(1—1—1))j

=%(15—6—3)+%(45—12—3) ~1+5=5(4,3)

elde edilir.

Lemma 3.2.1. .%7,(2); (n—1)x(n—1) boyutlu 2. Stirling matrisi; L, Tanim 3.1.1.

ile verilen matris ve M| Tanim 3.2.1. ile verilen matris olmak iizere;

M, =L, ([1]®%,(2)) [4]

Ispat: i>j>1 ile her bir i ve j igin (i,j) baslangic degeri oldugunda
[es7,(2); s(i-1j-1). B,=(h

n j

)=L,([1]®,(2)). 3.1.1) ve (3.2.1) den
L, =1=m,, I,,=0=m,, ve l,,=S(@11)=1=m,, oldugunda i=12 igin b =m,.

i >3 i¢in

i1 [(i-1 ) i—2 ) i—3 )
b”:k-zj-ﬂ ) JS(k,j—l)—[ ) jS(k,J—l)—( Y jS(k,J—l)}

oldugunda ve (2.3.2) ile (3.2.1) den b, =S(i, j)~S(i-1 j)-S(i-2 j)=m, olur.

Buradan M, =L ([1]®.57,(2)) .

1 0 0 O
v o 01 00 . ]
Ornek 3.24. n=4 i¢in [1]®.55(2)= 011 0 ve L,, Ornek 3.1.1." deki
01 31
matris olmak tizere;
1 0 0 0\(1 0 0 O 1 000
L([l]@y(z))—o 1 00(|0100 |0 1OO—M
‘ W11 11 0(|l0 11 0] |-1210] %
-1 0 2 1/{0 1 31 -1 3 5 1
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Asagida verilen Sonug 3.2.2., Lemma 3.2.1.” in dogrudan sonucudur.

Sonu¢ 3.2.2. .%7(2); 2. Stirling matrisi, .# ; Fibonacci matrisi, L, (3.1.1) ile

verilen matris olmak tizere N> 2 igin;
Z(2)=71L, ([0©.7,(2) [4]
Ispat: Teorem 3.1.1." den .#1, =P,. Buradan nxn Pascal matrisi P, igin;
Z(2)=R ([®5,(2).
i>j>1 olmak {izere her bir i ve | i¢in (i, j) baslangic degeri oldugunda

[1]®.57,(2); S(i—1, j—1). Matris ¢arpim1 tanimindan ve (2.3.2) den;

(R(0%.(2), = 3. p.S0.i-1)

I=j-1

i-1
i

(i|_1]8(|,j—1)=5(i’j)=Z(2)'

I=j1

1 0 0 O
N o 01 00O . }
Ornek 3.2.5. n=4 icin [1]@%(2): 011 0 ve P,; Ornek 2.2.3. teki
01 3 1
Pascal matrisi olmak tizere;
1 0 0 0Y(2 00O 1 000
1100|0100 1100
P, (I11®.52(2))= . = =.2(2)dir.
(01 3())12100110 1310 “(2)
13 3 1)\01 31 1 7 6 1

kxk Pascal matrisi P, igin; nxn P, matrisi; |, ; (n—k). dereceden birim

matris oldugunda Ek =1, ®P, ile tanimlanir. Yani;

=y In—k 0
=l % o |
k
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Buradan P, =P, ve P, =1, olur[11].

Asagida verilen Sonug 3.2.3., Sonug 3.2.2.” nin dogrudan sonucudur.

Sonu¢ 3.2.3. .57(2); 2. Stirling matrisi ve P, ; nxn Pascal matrisi olmak iizere

(2); Ek araciligiyla;

seklinde tiretilir.

Ornek 3.2.6. .52(2); 2. Stirling matrisi ve P, ; nxn Pascal matrisi olmak iizere

n =4igin Sonug 3.2.3. ifadesini

0|

0|

0|

Il
s
w N Rk O
w =, O o
P O O o
o O O K
N =
N B O O
R O O o
O O O K
o o~ O
B O O

seklinde 6rneklendirmis oluruz.

Z ; kxk Fibonacci matrisi ve L, ; (3.1.1) ile verilen kxk matris olmak

tizere Nxn , ZL, matrisi ZL =1_, ®. ZL, ile tanimlanir, yani;

i U
k' =k — 0 ejé-';-Lk "

Buradan .ZL, =.ZL, ve ZL =1, olup;

Z(2)=(FL)(Fkba)- (L)

elde edilir[ 4].
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3.3. Fibonacci Matrisi ve 1. Stirling Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel
Ozdeslikler

Tanim 3.3.1. Q, = (qu) matrisinin elemanlart,
a; =s(, j)—s(, j+1)—s(i, j+2) (3.3.1)

ile tamimlansin; ¢, =1, j>2 i¢in @;=0; q, =0, g, =1 ve j>3 i¢in q,; =0;

I, ] >2 igin 0 =0y ja +( _1)qi—l,j [4].

Ornek 3.3.1. Tamm 3.3.1.” den Q, matrisinde n=4 igin;

000
100
U=l 5, 01 0
11 4 5 1

Z_; Tanim 2.1.2. ile verilen Fibonacci matrisi, .~~(1); (2.3.3) ile verilen 1.
Stirling matrisi ve Q,; Tanim 3.3.1. ile verilen matris olmak tizere .&#, , .~4(1) ve Q,

matrisleri arasindaki iligki asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.3.1. .&2(1); 1. Stirling matrisi ve .#; Fibonacci matrisi olmak {izere;
Z(1)=Q. 7

dir [ 4].

Ispat: Ispat i¢in .“%(1).# '=Q, oldugunu gdstermemiz yeterlidir. i>1 ve

j=12,...,n—2 oldugunda »'s, f;=0;. j=n-1icin > s, f =0 , ve j=n
k=1

k=1
igin Zn:sik fo=S,=s(i,n)=0,. Bundan dolayr  .57(1).% '=Q, yani
k=1

~7(1)=Q,-Z olur.
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Ornek 3.3.2. . matrisi Ornek 2.1.2., .5(1) matrisi Ornek 2.3.5. ve Q, matrisi

Ornek 3.3.1.” deki matrisler olmak {izere Teorem 3.3.1.” den

1 0 0 0)Y1 000 1000
0 1001100 1 1 00
Q"“‘—22102110 2 310 7(1)
-11 4 5 113 2 1 1 6 11 6 1

Teorem 33.1.° den .4(1)=Q,.% oldugunu biliyoruz .~(1)E,=Q,.ZE,
oldugunda asagdaki 6zdesligi elde ederiz;

n

n'=>"(s(n,k)—s(n,k+1)—s(n,k+2))(F,-1).

k=1

577(1); 1. Stirling matrisinin tersi, .><*(2); 2. Stirling matrisinin tersi ve P;*;

n n

Pascal matrisinin tersi olmak iizere;

Z_l (2) = ((_1)i_j Sij ) veya Z_l (1) = ((_1)i_j Sij ) )

i3 :((‘1)” (:D iken .77(1) = ([, (1)R, ,

P =%(2)([1]®%(2)) veya P, =([1]®.5%7(1))%(1).

Buradan hareketle asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.3.2. .#; Fibonacci matrisi, .57(1); 1. Stirling matrisi ve L ; (3.1.1) ile

verilen matris olmak Uzere;

ZO)=(®,2)#L, =RP,...R, dir[4]
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J ve .# ; Omek 2.1.2. ; L,;

0
0
0
1

O O 1 m

O «—+H 1 «

— O O O

4 igin [1]®.55(1) {

Ornek 3.3.3. n

Ornek 3.1.1. .~(1); Ornek 2.3.5.” teki matrisler olmak {izere Teorem 3.3.2.” den

o O O
O O 1 m™m
O 41 N M
— o
o O O
O O 1 N
O 1 -

«— O O O

O O O «l
O O 1 -
o «—«+H O O

— O O O

Il
fony
[aig

N

s

o O «l

O 1 ™

— 1 N

6 11 6 1
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3.4. Fibonacci Matrisi ve Bell Matrisi ile Elde Edilen Kombinasyonel
Ozdeslikler

Tamm 3.4.1. b; Tanim 2.4.2. ile verilen Bell matrisinin elemanlar1 ve i, j =1,2,...,n
igin;
O =bij _bl—l,j _b|—2,j (3.4.1)

b

1, j+2

b, =b, —b (3.4.2)

i+

olmak iizere; N, = (qij) ve M, = ( pij) matrisleri tanimlansin.

Ornek 3.4.1. Tamim 3.4.1. ile verilen N, ve M matrisleri n=4 igin;

1000 1000
0100 0100
N, = ve M, = .
0 010 0 010
2 001 2 001

& ; Tanim 2.4.2. ile verilen Bell matrisi; S, ; Tanim 2.1.3 ile verilen tersi
Fibonacci matrisini veren matris ve N, ile M ; Tanim 3.4.1. ile verilen matrisler

olmak iizere .27, S, ve N, M, arasindaki iliski asagidaki lemma ile verilmistir.

Lemma 3.4.1. & ; Bell matrisi, S, ; tersi Fibonacci matrisini veren matris ve N,

M, Tanim 3.4.1. ile verilen matrisler olmak tizere;
S,.Z =N, ve &S =M, [5].

Ispat: Oncelikle Tanim 3.4.1. ile verilen N matrisinin elemanlarini (3.4.1) bagintist
ile belirleyelim. Buradan ¢, =b,, j>2 i¢in q;=0; ¢, =b,—b,, 0, =h,, ve
j =3 i¢in g,; =0 olur. Benzer sekilde M, matrisinin elemanlari (3.4.2) bagintist ile

belirlenebilir.

Daha sonra S, =N, ozdesliginde S, =.% " =(1;) dir. Ispat igin & 'Z =N,

oldugunu gostermemiz yeterlidir.
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f,=1ve j>2 i¢in f;=b;=0 oldugunda > f,b, =fb, =b,=q,, j>2 icin
k=1

> fubg=fib,=0=q,. f,=-1, f,=1 ve j=3 i¢in f,;=0 oldugunda
k=1

n

Z fZIkbkl zlelbll + f2l2b21 = b21 _bu =0y, fz‘kbk2 =f2I1blz + fz‘zbzz = bzz =0y, V€ j=3
k=1 k=1

igin Y f,b, =f,b,+f,b,,=0=q,. 23 i¢in (2.1.1) ve (24.2) den
k=1

ii (]

Z fil;bkj :f"lblj + fi:i—lbl—l,j + fi:i—2b|—2,j =b, _bl—l,j _bu—z,j =0 olur. Buradan
=1
S,2 =N, dir. Benzer sekilde .ZS, =M, 6zdesligi de elde edilir.

Ornek 3.4.2. S, matrisi Ornek 2.1.3. , %7 matrisi Ornek 2.4.2. ve N, matrisi

Ornek 3.4.1. ile verilen matris olmak tizere Lemma 3.4.1.” i

1 0 0 0)W1 0 0 O 1 00O
-1 1 0 0|1 1 0O 01 00
84% = = =N,
-1 -1 1 02 1 10 0 01O
0O -1 -1 1)\5 2 11 2 0 0 1

seklinde dogrulariz.

S, matrisinin tersi Tanim 2.1.2. ile verilen .#  Fibonacci matrisi olmak

lizere asagidaki teorem saglanir.
Teorem 3.4.1. (2.4.2) ile verilen Bell matrisi;

Z =N, =M, 7"

seklinde garpanlarina ayrilabilir [ 5].
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4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell matrisleri ile ilgili bazi
kombinasyonel o0zdeslikler incelenmistir. Bu 6zel yapidaki matrislerin ¢esitli
normlar1 ve sart sayilar1 hesaplanabilir, ayrica bu matrislere benzer yapida elemanlar1
Lucas, Harmonik, Catalan v.b. sayilar olan matrisler tanimlanarak aralarindaki

iliskiler ve yeni kombinasyonel 6zdeslikler incelenebilir.
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