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ONSOZ

Matematigin gelismesini hizlandiran 6nemli etkenlerden birisi de, geometri
ile sayilar teorisi arasindaki karsilikli etkilesimdir. Geometrinin kurulmasi ve
gelismesinde; liggen ile ¢ember, diger geometrik sekillerimizden daha fazla bir etki
ve dneme sahiptir. Uggenler igerisinde de dik iicgenler ve Heron ii¢genleri daha
ayricaliklidir. Heron iiggenlerinin i¢ teget ve dis teget ¢emberleri lizerinde yapilan

calismalar, sayilar teorisi ile geometri arasinda giizel bir iligkiyi ortaya ¢ikarmistir.

Gecmiste; Pythagorean, Heron, Brahmagupta, Bhaskara, Hoppe, Aubry ve
Rath basta olmak iizere bir¢cok matematikc¢i, geometri ile sayilar teorisinin cazibesine
kapilmislardir. Diophantine denklemlerinin ¢dziimleri ve geometriye uygulamalari
lizerine birgok arastirma yapilmis ve halen de yapilmaya devam edilmektedir. Bunun
sonucunda; matematigin bu iki alt dali arasinda, ilging ve zarif iliskiler ortaya

cikmustir.

Ayrica; literatiirde, Diophantine denklemlerinin 6zel hali olan Pythagorean
denklemleri ve onlarin tam say1 ¢oziimleri olan Pythagorean iiggenleri iizerinde
birgok ¢alisma mevcuttur. Giiniimiizde ise Beauregard, Suryanarayan, Fasler, Sastry,
Yiu, Zelator basta olmak tiizere birgok matematik¢inin Pythagorean denkleminin

¢Oziimleri ile geometri arasindaki iliskiler iizerindeki ¢calismalari devam etmektedir.

Bu ¢alisma; Konstantine Zelator’un “Heron isosceles Triangles with Integral

External Radii p,, p,, p,” baslikli galigmasi iizerine kurulmustur.

“Heron Uggenlerinin I¢ ve Dis Teget Cemberlerinin Yarigaplar Ile
x* +2y? = z* Diophantine Denklemi Arasindaki Iliski Uzerine Bir Arastirma” adli
tez konusunun tespitinde ve tezin hazirlanmasi sirasinda benden yardimlarini
esirgemeyen danisman hocam Yard. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR’ e tesekkiirlerimi

sunuyorum. Ayrica bana her zaman destek olan esime tesekkiirii bir borg bilirim.
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Temmuz — 2010
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OZET
Bu c¢alismada ilk olarak, «, S,y kenarli bir ABC ii¢geninin kenar

uzunluklarma bagli olarak p,, p,, p, yarigaplarimin alternatif basit formiilleri
bulundu. Bunu yaparken, kosiniis teoremi ve trigonometrik 6zdeslikler kullanildi.
Sonra Pythagorean Uggenleri i¢in p,, p,, p, yarigap formiilleri verildi. Ayrica
tamsayr kenar uzunluklu ve tamsayr alanli biitiin ikizkenar {iggenlerin ailesi
incelendi. Son olarak da x* +y® =2z* seklindeki Diophantine denklemlerinin tiim

¢Ozlim ailesini tanimlayan parametrik formiiller belirtildi ve bu denklemin genel

¢Oziimii elde edildi.
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SUMMARY
By this study, firstly, we present an alternative simple derivation of the

formulas for the radii p,, p,, p,; interms of triangle ABC ’s side lengths «, 3, y .
To do so, we employ the Law of Cosines and two simple trigonometric identities.
Than, This we do, in order to give formulas for the radii po,, p;, p,, for triangles
which are Pythagorean. In addition to we examine the family of all isosceles

triangles with integer side lengths and integral area. Finally, we state the parametric

formulas which describe the entire family of solutions of the diophantine equation
x* +y® =2z% and as well as a brief sketch of a derivation of the general solution of

this equation.
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1.GIRIS

Geometride, oOzellikle de diizlemsel geometride, liggenler 6zel bir dneme
sahiptir. Ciinkii iicgenler, diger ¢okgenlerin incelenmesinde kullanilan en 6nemli
araclardandir. Euclides diizlemindeki her bir {iggen icin, dort karakteristik ¢ember
vardir. Bunlardan biri iiggenin i¢ teget cemberi, diger ii¢ tanesi ise dis teget
¢emberleridir. Bu dis teget ¢emberlerinin her biri iliggenin kenarlarindan birine
tegettir ve ayn1 zamanda bu ¢emberlerin her biri, kenarlarin kendisine olmasa da
diger iki kenar1 iceren dogrularin uzantisina da tegettir. Bu {i¢ ¢emberin her birinin
merkezleri, liggenin iki dis aciortaylar1 ile bir i¢ ac¢isinin acgiortayinin kesim

noktasidir. Bell tarafindan son zamanlarda yayimlanan ¢alismalarda; «, £, y kenarli
bir ABC tggeninin, sirasiyla yarigaplart p,, p,, p, olan dis teget ¢emberlerinin

bircok 0Ozelligi arastinnlmistir  (Bell,2006: 1-2). Aymi zamanda Hansen’in
calismalarinda liggenin dik ag¢ili olmasi durumunda bu yarigaplara ait sonuglar
verilmistir (Hansen, 2003: 358).

Bu calismanin iki amaci vardir. Birinci amag; «, £, ¥ kenarli bir ABC
lUggeninin kenar uzunluklarina bagh olarak p,, p;, p, yarigaplarinin alternatif basit

formiillerini ortaya koymaktir. Bunu yaparken, kosiniis teoremi ve iki basit
trigonometrik o6zdeslik kullanilacaktir (Yiu, 2001: 9). Ayrica, tamsayr kenar
uzunluklu ve tamsay1 alanl biitlin ikizkenar {iggenlerin ailesini inceleyecegiz. Bu
calismanin ikinci amaci ise; p,, pg, p, yarigaplar tam say1 olan biitiin ikizkenar
Heron iiggenlerinin ailesini parametrik olarak (iic tam say1 degerli parametreler

olarak) bulmaktir. Ayrica ikizkenar bir Heron iiggeninin eskenar olamayacagi da

aciktir. Cilinkii eskenar bir iliggenin tamsayr kenar uzunluklan a=g=y

a3
4

olacagindan, bu tiiggenin alam1 E = olur ki alan irrasyonel bir sayidir.

Dolayistyla bir eskenar tiggen Heron {iggeni olamaz.

Calismamiz ii¢ boliimden olusmaktadir. ilk béliimde; 6n bilgiler ve kaynak

arastirmasi verildi.



Ikinci Béliimde; ikizkenar Heron iiggenlerinin ailesi parametrik olarak elde
edildi. Burada parametrik olarak ikizkenar Heron ti¢genlerinin bir S alt kiimesi

olusturuldu ki bu ikizkenar Heron diggenleri i¢in p,, py, p, degerleri de

tamsayilardir. Bu bolim, bu {iggenlerle ilgili sayisal 6rnekleri igeren iki tablo ile
bitirildi.

Ugiincii Boliimde; bir tiggenin ¢aplart 2p,2p,, 2p4,2p, olan i¢ ve dis teget
cemberleri incelendi. Bir ABC tiiggeninin, A kdsesindeki agis1 90° olan bir dik {iggen
oldugu zaman

2p=p+y-a,2p, =a+pf+y2p,=a+p-y2p,=a+y—p
oldugu gosterildi (bu durumda «, hipoteniis uzunlugudur). Devaminda,
calismamizin esas konusu olan Pythagorean tiggenleri verildi. Sonra Pythagorean

ticgenlerinin ailesindeki 2p,2p,,2p,,2p, ifadeleri m ve n parametrelerine bagli

olarak verildi. Ayrica (x, y) = 1 olan x*+ 2y* = z* seklindeki Diophantine

denkleminin tiim ¢6ziimlerini lireten parametrik formiiller verildi. Bir dik kenar1 bir
tamsayinin karesi olan sonsuz sayida primitif Pythagorean iiggeninin mevcut oldugu
belirtildi. Buradan hareketle; bir kenar uzunlugu tam saymin karesi olan Pythagorean
licgenlerinde  2p,2p,,2p,,2p, seklindeki dort tam sayidan hangisi veya
hangilerinin kare olacagi sorusuna cevap arandi. Ayrica konuyla ilgili, sayisal
orneklere de yer verildi. Son olarak boliim, x*+ y* = 2z*> Diophantine

denkleminin genel ¢oziimiiniin verilmesiyle kapatildi.
Doérdiincii boliimde; ikinci ve iigiincli boliimde elde edilenler 6zetlendi.
1.1 Kaynak Arastirmasi

Bu kesimde konumuza iliskin, gegmisten giiniimiize arastirmacilarin yapmis

olduklar1 ¢calismalarin bir kisminin 6zetleri verilmistir.

Dickson (1971)’ in eserinde; sayilar teorisinin 06zellikle Diophantine
denklemleri ve geometrik uygulamalar1 ve calismalar oOzetlenmistir. Ayrica

pythagorean tiggenleri ile rasyonel dik tiggenler icin verilen genel bilgiler ve



Diophantine denklemlerine de yer verilmistir. Bu Kitap Sayilar teorisi i¢in temel

teskil edecek konularin yer aldigi énemli bir eserdir. Tarihsel olarak X* +y* = 2z7°

Diophantine denklemi, kareleri aritmetik dizi olan {i¢ tamsay1y1 bulma probleminin
bir sonucu olarak incelenmistir. Bu problemin ¢oziimii icin ¢ok sayida farkli
teknikler ve yontemler kullanilarak, bir¢ok ¢oziim ailesi veya oOzel ¢oziimler
bulunmustur. Ancak genel bir ¢6ziim ailesi heniiz elde edilememistir. Literatiirde bu
problemin anlasilmasi ve ¢oziilmesi ile ugrasan yirmi veya daha fazla arastirmaci da

mevcuttur. Bu arastirmacilardan sadece bes tanesinden bahsedecegiz.

Diophantus (M.S.150 — M.S.250), bu denklemin kareleri aritmetik dizi olan
kismi veya 0zel ¢éziimlerini bulmusgtur.
13. Yiizyilda Jordanus Nemorarius; C ¢ift olmak tizere b ile ¢ tamsayilarina

bagli olarak,

X =b? —i, y =b? +2bc+§, z=b’ +bc+i
2 2 2
bigiminde bir 6zel ¢6ziim ailesini bulmustur.

17. ylizyilda Fermat,

X=r>—28", y=r>+4rs+2s°, z=r? +2rs+2s°
bi¢giminde bir ¢oziim ailesi bulmustur.

Daha sonra, Jones (1918) calismasinda “her bir ii¢liiniin, ii¢ saymnin karesi
olacak sekilde aritmetik bir dizi olusturdugunu ve bu ti¢cliiden herhangi ikisinin de bir
kare oldugunu” gostermistir.

Nihayet, 19. yiizyilin sonunda Desboves, X*+Yy* =(a’ +b*)z* seklindeki
daha genel Diophantine denklemine iliskin tiim ¢oziimleri vermistir (Bu durumda

a=b=1) (Zelator, 2008b: 26).

Sierpinski (1964), bu eserinde tamsayr kenarli iiggenlerin 6zel cesidi olan
Pythagorean ii¢genlerini genel Ozelliklerine gore incelemistir. Ayrica bu;

Pythagorean tiggenleri ile ilgili olarak yazilmis dnemli eserlerdendir.

Mordell (1969)’in bu yapiti Diophantine denklemleri iizerine yazilmis en
kapsamli ve temel eserlerden biridir. Calismamizdaki bir sayinin karesi ile bagka bir

saymin karesinin iki katinin toplaminin bir kareye esit olmast formiilleri bu eserde



verilmistir. Ayrica, ¢ok farkli tiirde Diophantine denklemleri tamitilmig ve
¢oziimlerine de deginilmistir.

Sierpinski (1988), sayilar teorisi ile ilgili eserinin ikinci bdoliimiinde
Diophantine denklemlerin analizini ele aldi. Burada 6zel olarak Pythagorean
ticliilerinin tanimlart ve Ornekleri ele alinip, calisma konumuz genis bir sekilde

incelenmistir. Ayrica kare toplamlar1 da verilmistir.

Dunham (1990), eserinde tiggenlerin alanlari i¢in heron formiilleri kullanmig
ve matematigin {inlii teoremleri iizerinde durmustur. Sayilar teorisinin konular

tizerinde duran yazar farkli genellemelere ulagsmustir.

Rosen (1993), bu eserde Pythagorean iiggenleri tizerinde durmustur. Ayrica
verilen bir teoremde Pythagorean teoreminden yola ¢ikarak olusturulan denklemler
icin kok bulma yontemini ifade etmistir. Boylelikle Diophantine denklemlerine

¢Oziim yollarini aragtirmigtir.

Guy (1994), once ve sonra baskilart olan bu eserinde; sayilar teorisinin
¢oziilememis problemlerine ve bu problemlerle ilgili yaymnlar ve 6zetlerine genis yer
vermistir. Ozellikle bu ¢alismanin Diophantine Equations isimli béliimiinde Heron

ticgenleri ile ilgili ¢oziilememis problemler de bulunmaktadir.

Yiu (2001), bir iiggenin g¢evrel ¢gemberinin yarigapi iizerinde durmus ve bu

cemberlerle ilgili bagmtilar vermistir.

Sastry (2001), calismasinda Heron {iggenleri iizerinde durmus ve bu

ticgenlerle ile ilgili hesaplamalara ve 6rneklere genis yer vermistir.

Hansen (2003), bir dik iicgenin i¢ teget ve dis teget cemberleri ile cevrel
¢cemberi arasindaki iligkileri incelemistir. Ayrica Heron formiiliinii, {iggenin i¢ teget

ve dis teget cemberlerinin yaricaplarina bagli olarak yeniden elde etmistir.

MacLeod (2005), kenarlar1 ile ¢evrel gemberinin yarigapi tamsayi olan R ile
ic teget ¢cemberin yaricapr olan r nin orani ?z N bi¢iminde tamsayi olan

ticgenlerin olduk¢a az sayida oldugunu ortaya koymus ve iicgenle c¢evrel ¢ember

arasindaki iliskiler iizerinde durmustur.



Zelator (2005), dik tiggende Pythagorean teoremi {izerinde durmustur. Ayrica
x* +y® +z° =t* Diophantine denklemlerinin pozitif tam say1 ¢dziimlerinden yola
cikarak x? +2y® = z° icin genel ¢dziimlerden bahsetmistir. Ayrica iiggenin i¢ teget

¢emberinin ve dis teget ¢emberinin yarigaplarinin her ikisinin de rasyonel veya her

ikisinin de irrasyonel oldugunu gostermistir.

Bell (2006), ¢alismasinda bir dik iiggenin i¢ teget ve dis teg§et cemberlerinin

yarigaplari ile Hansen’1in teoremi arasindaki iliskileri incelemistir.

Zelator (2006), Pythagorean teoreminin ifadesi olan x* +y” = z* {izerinden,

bunun k 2 2 igin genellemesi olan x* +ky” = z* Diophantine denkleminin tam say1
cozlimleri lizerinde durmustur ve tam say1 kenarli liggenlere yer vermistir. Ayrica
sayilar teorisinde belli basli durumlar1 farkli notlar halinde listeleyerek agiklamalar

yapmistir.

Zelator (2008a), Pythagorean iiggenlerinden yola ¢ikarak Diophantine
denklemlerine ge¢is yapmis ve ¢oziimleri i¢in genellemelere ulasmistir. Calismanin
ilerleyen boliimlerinde Kosiniis Teoremi ve liggen esitsizliginden faydalanarak
Pythagorean iiggenleri ile baglanti kurmus ve 6zel tliggenler tanimlamistir. Heron
licgenlerinden bahsetmis ve biitlin ikizkenar Heron tiggenlerinin ailesini incelemistir.
Daha sonra Pythagorean tiggenlerinin ya da ti¢liisiiniin tanimlanan biitiin ailesi igin

Pythagorean’un Unlii formiiliine yer vermis ve bu Pythagorean tiggenlerinde p,,
Py p, dis yarigap formiillerini Gggenleri treten parametrelere bagli olarak elde

etmistir. Son olarakta; x*+2y®=2z° Diophantine denkleminin pozitif tam
sayilardaki ¢ozlimlerine yer vermistir.

Zelator (2008b), Pythagorean iiggenlerini bu ¢alismanin odagi haline getirmistir.
Pythagorean li¢genleri lizerinde bulunan sonuclar1 genelleyerek diger iicgenlere de
uygulamigtir. Primitif Pythagorean fti¢genler ailesinden iiretilen parametrelerle

2p,2p,,2p,, 2p, i¢in basit formiiller elde etmistir. Bu ¢alismanin esas sorusu,

“Kenar uzunluklar1 bir tam saymnin karesi olan Pythagorean iiggenleri hakkinda ne

soyleyebiliriz ve 2p, 2p,,2p,, 2p, tam sayilarindan biri de tam kare midir?”

biciminde 6zetlenebilir. Cevap olarak ise bir dik kenar1 bir tamsaymin karesi olan



sonsuz sayida primitif Pythagorean {iggeninin mevcut oldugunu belirtmistir. Son
olarak (x, y) = 1 olan x* + y* = 2z° seklindeki Diophantine denklemlerinin tiim

¢Ozlim ailesini tanimlayan parametrik formiilleri vermis ve bu denklemin genel

¢Oziimiinii elde etmistir.
1.2 On Bilgiler

Bu kisimda daha sonraki bolumlerde kullanilacak tanim ve teoremler

verilmistir.

Tamim 1.2.1 Eger, a, b tam sayilar olmak iizere a = b.c olacak sekilde bir ¢ tam
sayist varsa b, a y1 béler denir ve b|a bigiminde gosterilir (Senay, 2007: 25).

Teorem 1.2.1 a, b, ¢ tamsayilar olsun. Eger a, b.c ¢arpiminin bir béleni ve a ile b
aralarinda asal ise, o zaman a, ¢ nin bir bélenidir.

Ispat. a ile b aralarinda asal ise 3%, ye Z igin ax+by =1 olur. Bu esitligin her iki
yanini C ile ¢arpalim. acx+bcy =c elde edilir. 1 den biiyiik her tam say1 ya asal ya

da asallarin ¢arpimi oldugundan @, a.c nin bir bolenidir ve teoremden a, b.c nin

boleni olup, buradan a, acx+bcy =c nin bir bdleni oldugu elde edilir ki boylece
ispat tamamlanir (Senay, 2007: 49). O
Tanim 1.2.2 Pozitif bir p tamsayisina eger

i)p>1ise,

i) p, kendisinden ve 1 den baska bir blene sahip degilse
asaldir denir (Senay, 2007: 46).
Tanimm 1.2.3 a,b € Z olsun.

i) d|a ve d|b ised yeaile b nin bir ortak boleni denir.

i) d, aile b nin bir ortak béleni olsun. Eger a ile b nin her ¢ ortak béleni
icin c|d ise, d ortak bdlenine, a ile b nin en biiyiik ortak boleni (ebob) denir ve
ebob(a, b) veya (a, b) ile gosterilir (Senay, 2007: 33).

Tamm 1.2.4 Kenar uzunluklar1 a, b, ¢ tamsayilar1 ve alan1 da tamsay1 olan ABC

ticgenine Heron ii¢geni, (a, b, ¢) tgliistine de Heron ti¢liisti denir (Sastry, 2001: 17).



Tamm 1.2.5 Bir ABC {iggeninde 0 < < 1 olmak iizere # agisinin hem siniisii hem

de kosiniisii rasyonel say1 ise bu @ agisina Heron agist denir (Sastry, 2001: 17).
Teorem 1.2.2 (Heron Formiilii) Kenar uzunluklar a, b, ¢ ve yari ¢evre uzunlugu da

2% (a+ b +c) olan bir ABC ii¢ggenin alan1 A(ABC) ile gosterilir ve

A(ABC) = ./s(s—a)(s —b)(s—c)
formiilii ile hesaplanir. Bu formiil Yunan matematik¢i Heron of Alexandria

tarafindan bulundugu i¢in Heron alan formiilii olarak bilinir (Dickson, 1971: 123).

Tamim 1.2.6 Fermat’in son teoremi olarak bilinen “n >3 ve n tamsay1 olmak {izere
a" +b" =c" denklemini saglayan higbir (a, b, €) tamsay tigliisii yoktur” bigimindeki
ifadenin n=2 i¢in 6zel hali olan
a’+b® =c? (1.1)

ifadesine Pythagorean denklemi adi verilir. a® +b* =c® denklemini saglayan a ve b
kenarli, ¢ hipoteniislii dik icgene Pythagorean zi¢geni denir. a* +b® = ¢* denklemini
saglayan a, b ve ¢ dogal sayilarinin olusturdugu (a, b, c) igliisiine Pythagorean
tichisti denir. Pythagorean iiggeni iizerindeki ¢alismalar; (1.1) denkleminin tamsay1
¢oziimlerinin bulunmasina esdegerdir.

Eger bu iiggenin a, b dik kenarlart a>b>0,a+b=1(mod2) a ile b
aralarinda asal olma sartlarin1 sagliyorsa, o zaman i¢gene primitif Pythagorean
ticgeni, (a, b, ¢) tgliistine primitif Pythagorean z¢lisii denir.

Pythagorean tiggeninin biitiin kenarlar1 bir dogal sayi ile ¢arpilirsa, o zaman
yine kenarlar1 dogal sayr olan benzer bir dik iiggen elde edilir ki bu iiggende
Pythagorean tiggenidir. Bundan dolay1 k = 0,1,2,... olmak {izere verilen bir (a, b, C)
Pythagorean ti¢geninden sonsuz ¢oklukta benzer (ka, kb, kc) Pythagorean tiggenleri
elde edilir (Sierpinski, 1964: 75).

Teorem 1.2.3 Tiim benzer Pythagorean iiggenleri arasinda bir en kiigligli vardir ki bu
en kiicik (a, b, c¢) Pythagorean iiggeninin a, b, C kenarlar1 aralarinda asaldir

(Sierpinski, 1964: 70).

Teorem 1.2.4 m ile n aralarinda asal, m>n ve m ile n tamsayilar1 biri tek iken digeri

cift olmak tizere, b si ¢ift olan tiim primitif (a, b, ¢) Pythagorean {iggenleri



a=m?>-n?b=2mn c=m?+n?

formiillerinden elde edilir ki bu tip (@, b, ¢) primitif Pythagorean tiggeni yalniz bu
yolla bulunur (Sierpinski, 1988: 52).

Teorem 1.2.5 d kare ¢arpan ihtiva etmeyen bir tamsay1 olmak iizere x*+dy’ = z°

Diophantine denkleminin biitiin X, Yy, z tamsay1 ¢oziimleri; aralarinda asal m ile n

tamsayilari i¢in
x=m’—-dn?, y=2mn, z=m’+dn’
formiillerinden elde edilir (Senay, 2007: 246).

Tamim 1.2.7 Sabit ve sifirdan farkli bir m tamsayisi, a ve b gibi herhangi iki

tamsayisinin a — b farkini boliiyorsa (yani m|a—b ise); a, b ye m modiiliine goére

kongriienttir denir ve bu durum a=b (mod m) bi¢imde belirtilir. (Senay, 2007: 101)

Tamim 1.2.8 Herhangi Iki kenar uzunlugu esit olan iiggenlere ikizkenar iicgen denir
(Sahin ve Arkadaslar1,1997: 32).

Tanmm 1.2.9 Bir cokgenin tiim kenarlarini teget kabul eden ¢gembere i¢ teget cemberi
denir. Dogal olarak bu cember c¢okgenin igindedir ve merkezi g¢okgenin tiim
kenarlarina esit uzakliktadir. Bu uzakligin 6l¢limii i¢ teget ¢emberinin yarigapini
verir. Her licgenin bir i¢ teget cemberi vardir ve merkezi ili¢ agiortaymin kesim
noktasidir (Sahin ve Arkadaslar1,1997: 63).

Tamm 1.2.10 Iki agimin dis agiortayr ile iiglincii agmin i¢ aciortaymin kesim
noktasini merkez kabul eden ve iiggenin bir kenarma distan teget olan ¢embere
ticgenin Dig teget cemberi denir (Sahin ve Arkadaslari,1997: 64).

Tanmm 1.2.11 Geometri de agiy1 ortadan iki es par¢aya bolen dogru parcasina veya
1s1na o aginin A¢iortayt denir (Sahin ve Arkadaslar1,1997: 25).

Tamm 1.2.12 Bir ABC tiggeni verildiginde; A, B, C harfleri, ya bir liggendeki {i¢ i¢
ac1y1 ya da tiggenin kose noktalarmi gosterirler. S6zgelimi bir ABC tiggenindeki A

acis1 dedigimiz zaman, her zaman o tiggendeki A kosesindeki i¢ agiy1 kast edecegiz

ve o anlamda kullanacagiz. Bagska bir deyisle m(BAC) = m(CAB) dir.



Dogru parcalar1 genel olarak [AB] seklinde gosterilecektir. [AB]; A ve B
noktalar1 ile bu noktalar1 birlestiren diiz bir dogru pargasini gosterir. Kenar
uzunluklar ise kiiciik harflerle gosterilecektir. Ornegin, bir ABC ii¢cgeninin ii¢ kenar
uzunlugunu «, g, y ile gosterirsek;

a =|BC|=|CB|, g =| AC|=|CA|, y =| AB|=| BA|
dir.

Ucgenler igin iyi bilinen durumlar1 sdyle verebiliriz. Bir iicgenin agilarmin

derece cinsinden dlglimleri A, B, C; kenarlarinin uzunluklari da «, £, y ise, 0 zaman

(genelligi bozmaksizin)

0°<A<B=<C<180°%A+B+C=180°
ve (bu siralamaya uyacak sekilde), 0 < a < 3 <y dir, ayrica tliggen esitsizliklerinden
a<pf+y pf<oa+yvey<a+ fdur (Eger iic reel sayi, bu ili¢ liggen esitsizligini
saglarsa, o zaman bu reel sayilarin hepsinin pozitif olmasi gerektigine dikkat ediniz

(Zelator, 2008b: 2).

Teorem 1.2.6 (Siniis Teoremi). Bir ABC ii¢geninin kenar uzunluklar1 a, b, c; i¢
acilar1 A, B, C ve gevrel ¢emberinin yarigapi da R ise;
a b ¢ _
SinA SinB  SinC
dir (Ayres, 1954: 42).

Teorem 1.2.7 (Kosiniis Teoremi). Bir ABC ii¢cgeninin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve i¢
acilar1 da A, B, C ise;
a’ =b? +c® —2bcCosA, b* = a* +¢® —2acCosB, ¢’ =a’ +b? —2abCosC

dir (Ayres, 1954: 33).
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2. DIS YARICAPLARI p,, p;, p, TAM SAYILARI OLAN iKiZKENAR

HERON UCGENLERI

Bu bélimde «, £, y kenarli bir ABC ii¢geninin kenar uzunluklarina bagl
olarak p,, p;, p, dis teget cemberlerinin yarigaplarmin basit formiilleri bulundu.

Bunu yaparken, kosiniis teoremi ve trigonometrik 6zdeslikler kullanildi. Pythagorean

lggenleri i¢in p,, p,, p, yarigap formilleri verildi. Ayrica tamsay1 kenar uzunluklu

ve tamsayi alanli biitiin ikizkenar iicgenlerin ailesi incelendi.

2.1 Kosiniis Teoremi ve iki Trigonometrik Ozdeslik

|AB|=7,|BC|=a,|AC|= 8
|0,T,|=|0,T,| =,

Sekil 2.1. Bir Uggenin Dis Teget Cemberinin Merkezi

Sekil 2.1 ile verilen ABC iiggeninde A i¢ acisin1 € ile gdsterirsek, Teorem

1.2.7 de verilen kosiniis teoreminden
a’ = p*+y* —2py.cos6
olur. Buradan,

Vig +27£7— a’ 2.1)

cosf =

elde edilir. Ayrica,

cosé = 2cos? (gj—lzl—ZSin2 (Qj
2 2

oldugundan hareketle;
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tan(gj: 1-coséd 22)
2 1+cosé

bulunur. Yine Sekil 2.1 ile verilen ABC {iggeninin yari ¢evresi S olsun. O zaman

a+p+y

2S=a+f+y= S= 5

dir. Eger (2.1) ifadesi (2.2) denkleminde yerine yazilir ve s = %’Bﬂ/ kullanilirsa,

tan[g]: w (23)
2 \/ s(s—a)

bulunur.
2.2 ABC Ucgeninin Pu, Pp, P, Dis Yaricaplari i¢in Formiiller

Yukarida verilen Sekil 2.1 de;
|AB|=7,[BC| = .| AC| = 5,|0,T,| = p, =[O,T|
olsun ve ABC {i¢geninin bir dis teget cemberinin degme noktalar1 da sirasiyla Ty, Ty,

T3 ile gosterilsin. Burada

X = BT, =] BT, | ve y Tzc =] CT3 |
olsun. Yukarida |AT1| = |AT3| oldugundan, y +x= S+ Yy veya esdegeri

X=y=p-y (2.4)
olarak bulunur. Fakat ayni zamanda | BT, | +|T,C |5 BC | oldugundan

X+y=«a (2.5)
dir. (2.4) ve (2.5) den
L—-r+a a+y—p
= y = 2.6
X 5 y 5 (2.6)

olur ki bu ifadelerden ve O,T)A dik agisindan,
0
p, =| AT, |.tan [Ej (2.7)

olarak buluruz. Burada

|AT1|=7+X=7+"%=S
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olup (2.7) den

p, =stan (gj (2.8)
2
olarak bulunur. (2.8) ifadesinde (2.3) ifadesini kullanirsak;
S(S— S—
R C(CR G 29)
(s—a)

formiiliine ulasiriz.

Bir ABC iiggeninin E alaninin; «, £, ¥ kenar uzunluklarina bagli olarak

E = JS(S—O{)(S— P)(s—y) Heron alan formiilii ile verildigini Teorem 1.2.2 den

biliyoruz.

Eger, Heron alan formiiliinii ve (2.9) u kullanirsak,

Po =
S—a

denklemini elde ederiz. Benzer sekilde p, ve p, y1da

_E _E
p/)’ S_ﬂ’ '07 S—y
olarak buluruz. ABC {iggeni, 8 = 90° olan bir dik a¢il1 iggen oldugunda (2.8) den

kolaylikla p, =s olarak bulunur. Bu durumda f° +y° = a® olacagindan, alan da

E P olur. Burada E degeri yukaridaki p,, p;, p, da yerine yazilir ve gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

_B-r+a

a+y-—
pp=t—tm e p,=2*1°F (2.10)

2
olarak elde edilir.

Tersi de dogrudur. Yani, p, =S ise, 0 zaman & =90°dir.

Boylece “ p, =solmasi igin gerek ve yeter sart @ =90° olmasidir.” ifadesini

ispat etmis oluruz (Bell, 2006: 341).
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2.3 ABC Ucgeninin Pythagorean Ucgeni Olmasi Durumu

Her Pythagorean tiggeni, bir dik a¢ili Heron ti¢genidir. ABC bir Pythagorean
licgeni oldugu zaman, o®=/f°+y* olacak sekilde «, 3, y pozitif tamsayilar
vardir. Dolayistyla @ =90° ve ayn1 zamanda

L=0502mn), y=5(m*-n?), a=5(m"+n?) (2.11)
olmasini veya alternatif olarak S =d5(m’—n?), y=05(2mn) olmasini gerektirir.
Burada m, n, 6 pozitif tamsayilar, m > n, (m, n) = 1 (yani m ve n aralarinda asal) ve
m + n=1 (mod 2) sartlar1 saglanmalidir (Rosen, 1993: 58; Beiler, 1966: 45).

Yukaridaki parametrik formiillerin tim Pythagorean ii¢genleri ailesini

tanimladig iyi bilinmektedir (Sierpinski, 1964: 73).

2.4 Bir Pythagorean Uggeninin o, Py P, Dis Yaricaplari

ABC bir Pythagorean {i¢ggeni oldugu zaman (2.10) ve (2.11) den
p,=om(n+m), p,=én(m+n), p, =om(m-n) (2.12)

olarak bulunur.

2.5 ikizkenar Heron Ucgenlerinin Durumu

Bu kesimde, tiggenlerin ikizkenar Heron iiggenleri olmasi durumunu

inceliyoruz. Bu liggenlerin S, y,a kenarlari; =y # a olacak sekilde tamsayilar

ve E alam1 da tamsayr olan ii¢cgenlerdir. Boyle iicgenleri tanimlayabilmek igin,
asagida verilip ispatlanacak olan Onerme 2.1 den faydalanacagiz. Onerme 2.1 i

kurmak i¢in, asagidaki sonuca ihtiyacimiz vardir.

Sonug 2.1. Bir t pozitif tamsayisinin, bir pozitif r rasyonel sayisinin | —inci kuvveti
(I bir pozitif tamsay1) olmas1 igin gerek ve yeter sart r nin bir tamsayr olmasidir
(r' =t < r ={/t). Denk olarak; bir t pozitif tamsayisinin | — inci kokii, ya bir tamsay1

veya bir irrasyonel sayidir. Ozel olarak; t nin karekokii yani Jt ya bir tamsay1 ya da
bir irrasyonel sayidir (Sierpinski, 1964: 94; Rosen, 1993: 23).
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A
v B
B=y
|
B 4 M & c
2 2

Sekil 2.2. Ikizkenar Uggenin Yiiksekligi

Onerme 2.1. ABC, kenar uzunluklari y = AB|= 3= AC|#a = BC| olan bir

ikizkenar tliggen olsun. ABC ikizkenar iiggeninin, E alam ile a ve f=y
kenarlarinin her biri pozitif tamsayilar olarak verilsin. Ayrica A kosesinden |BC|

kenarma inilen yiikseklik h olsun. O zaman « bir ¢ift tamsay1 ve h bir tamsayidir
(Zelator, 2008a: 7).

Ispat. Alan formiiliinden E :h'7a<:> h _2E ve E ile @ nm her ikisi de tamsay1

(24

oldugundan, h bir rasyonel say1 olur. Bu durumda h yi aralarinda asal M ile N pozitif
tamsayilari i¢in h = % olarak alalim. ABM ile AMC es dik tiggenler olduklarindan

bunlarin herhangi birinden (Sekil 2.2),

a mY (a)

(5] o =(3) (5] -
veya esdeger olarak,

Am® + o’n® = 4n°5° (2.13)
bulunur. (2.13) den; 4 {in, a’n® = (an)’ ifadesini bolmesi gerektigi ve dolayisiyla 2
nin de an yi bolmesi gerektigi aciktir. Bagka bir deyisle; an, bir tamsay1 olmasi
gerektiginden « ile n lerden en az birinin ¢ift olmasi gerekir. Eger n ¢ift ise, bir
pozitif n, tamsayisi i¢cin n=2n, olur. O zaman (2.13) den,

m’ +a’n? =4n?p° (2.14)

elde edilir.
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m ile n aralarinda asal ve n ¢ift oldugu igin, m nin tek olmas1 gerektigi ortaya
¢ikar. Fakat bu durumda (2.14) den oa’n?® = (an,)’tamsayismin tek olmasi,
dolayisiyla a.n; in tek olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Sonra; “herhangi bir tek saymin
karesi 8 modiiliine gore 1 e kongriient oldugundan, 4 modiiliine gore de 1 e
kongriient” oldugunu biliyoruz. Boylece,

m’ = (an)? =1(mod4) = m’ + &’n? = 2(mod 4)
olur ki bu ifade 4 {in bir kat1 olmadigindan dolay1 (2.14) ile ¢elisir. Boylece n ¢ift

sayl olamayacagindan ve a.n c¢ift oldugundan, ¢ mnin ¢ift olmasi gelir. a cift
2
oldugundan, pozitif a, sayst igin a =2¢, olur. h’ +(%) =p*den h’ = p* -/,

bir pozitif tamsay1 olur. Béylece h rasyonel say1 oldugundan ve Sonug 2.1 den; h nin
tamsay1 olmasi1 gerektigi ortaya ¢ikar. Boylece ispat tamamlanir. od

Asagidaki Onerme, biitiin ikizkenar Heron {i¢genlerinin ailesini ifade
etmektedir. Ayrica; her bir ikizkenar Heron liggeninin, iki es Pythagorean iicgenini
birbirine yapistirarak (iicgenlerin dik kenarlarindan biri ortak olacak sekilde) elde
edilebilecegini gostermektedir.

Onerme 2.2. Kenarlari 7:|AB|=ﬂ=|AC|¢a:|BC| olacak sekildeki bir ABC

ikizkenar liggeninde; «, f, ¥ kenar uzunluklar1 ve E alanmi1 tamsay1 olsun. Ayrica A
kosesinden | BC | kenarina inilen yiikseklik h olsun. O zaman

a=206(m” —n?), h=5(2mn), y = f=56(m*+n?)
veya alternatifi

a=46mn, h=5(m* —n?), y =B =5(m*+n?)
olur ki burada m > n, (m, n) = 1 (yani m ile n aralarinda asal) ve m + n = 1(mod 2)
(yani m ve n'nin birisi tek digeri ¢ift) olacak sekilde o, m, n tamsayilardir.

Karsit olarak; m > n olacak sekilde bazi 6, m, n tamsayilar1 i¢in bir ABC
ticgeninin «, £, ¥ kenar uzunluklar1 yukaridaki formiillerden birini saglarsa o
zaman sirastyla

h = 6(2mn) veya h= §(m? — n?)
olur ve E bir tam sayidir (Zelator, 2008a: 9).
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Not: Burada (m, n) =1 ve m + n =1 (mod 2) sartlari, karsit durumun gegerli olmasi
icin gerekli degildir.
Ispat. Karsit durumun ispat1 agiktir. Béylece ABC, =y # a kenarli bir ikizkenar

Heron {iggen olur. Onerme 2.1 den, a nin ¢ift, h nin ise bir tamsay1 oldugu ortaya

cikar. Boylece % bir tamsay1 olacagindan, Sekil 2.2 deki her iki e AMB ve AMC

dik tiggenleri hipoteniis uzunluklar1 S =y olan Pythagorean iiggenleridir. Buradan
(2.11) e gore; 78
a =25(m*—n?),h=52mn),y = f=5(m*+n?)
veya alternatifi olarak;
a=45mn,h=6(m* —n®),y = B=5(m* +n?)
olur ki ispat tamamlanir. O
Bu 6nermemiz ile ilgili sayisal 6rnekler asagidaki tablodaki gibidir.

Tablo 2.1(a) Onerme 2.2 de a = 26(m* —n?),h = 5(2mn), y = B = 5(M* +n?) ile
ilgili 6rnekler

min|d| a| f=y

2 11|16 5 4
312|1]10] 13 |12
413]|2]|28]| 50 |48
512]1[42] 29 |20
411]11]30] 17 | 8

Tablo 2.1(b) Onerme 2.2 de & = 45mn,h =5(m* —n?), y = B =5(m* +n?) ile ilgili
ornekler

min|d| a | f~y
211|1| 16 5
312|1| 48| 13
4 13[2]192] 50 | 14
52180 | 29 |21
4 1]11] 32| 17 |15

Simdi biitiin ikizkenar Heron tliggenlerinin tam bir parametrik tanimlamasi

mevcut olduguna gore, buradan hareketle boyle tggenlerin p,, p,, p, dis teget
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cemberlerinin yarigaplarimin da tamsayilar oldugunu verebiliriz. Bu asagidaki

teoremle verilmistir (Bu teoremin 6n kosulu olarak Teorem 1.2.1 verilmistir).

Teorem 2.1. Biitiin ikizkenar Heron tiggenlerinin kiimesi S olsun. Yani biitiin ABC
ticgenlerinin kenarlari; 7:|AB| =0 =|AC| za :|BC| olacak sekildeki «, 8, y lar
tamsayilar ve E alan1 da tamsayi olsun. Ayrica p,, p,, p, dis teget ¢gemberlerinin
yarigaplar1 da tamsayilar olarak verilsin. O zaman S asagidaki iki ailenin birlesimidir.
Bu aileler;

S,: B=y=Kn(m*+n?), a=2Kn(m*-n?)
ve bu ailede yaricaplar

p, =Km(m® -n®),  p, =p =2Kmn’
biciminde veya

S,:B=y=LMm-n)(m*+n*), a=4L(Mm-n)mn
ve bu ailede ise yaricaplar

p, =2Lmn(m+n), p, =p, =L(Mm+n)(m-n)’
olarak verilir. Burada K ile L keyfi segilen pozitif tamsayilar ve m ile n tamsayilari
aralarinda asal (m ile n biri tek iken digeri ¢ift) olup, m > n dir (Zelator, 2008a: 10).
ispat. S kiimesinin tanimindan ve S; ile S; parametrik formiillerinden, eger bir Heron
licgeni S; veya S; ye aitse o zaman bu Heron liggeninin S ye ait olmas1 gerektigi
agiktir.

Simdi tersini ispatlayalim. Yani eger bir iggen S nin elemani ise, o zaman bu
licgen S; veya S; ile verilmelidir. Onerme 2.2 den biliyoruz ki; ABC, =y # a olan
bir ikizkenar Heron tiggeni ise o zaman;

a =25(m*—n?),h=5(2mn), B =y =5(M*+n?) (2.15a)
veya

a=46mn,h=5(m*>—n?), 8=y =5(m*+n?) (2.15b)
olmalidir. Burada mile n; (m, n) =1, m + n =1 (mod 2) ve m > n olacak sekildeki

pozitif tamsayilardir.

Ayni zamanda (2.10) dan,
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E E L
Py=—"—Ve p,=p,=—— (S =y oldugu icin)
S—a s—p

oldugunu biliyoruz. Burada

E~%h s=2bra_pz. @
2 2 2
oldugundan
ah
pa Zﬂ_a pﬁ p7 ( )
elde edilir. Eger (2.15a) dikkate alinirsa (2.16) dan dogrudan hesaplamayla,
2 2
= M ve p, = p, =h=5(2mn) (2.17)

olarak bulunur.
m ile n aralarinda asal olduklarindan, n ile (m? — n®)m ¢arpimu aralarinda asal

olmalar1 gerekir ki bunun ispati agiktir. Ayrica burada (m,n)=1 olmasi
(n, (m*-n*)m) =1 olmasm gerektirmesine ragmen, m + n = 1 (mod 2) olmas1
sartina gerek yoktur. Ote yandan (2.17) den agik olarak goriiliir ki; p, nin tamsay
olabilmesi igin gerek ve yeter sart n nin, o(M°—n?)m carpimmin bir bdleni
olmasidir. Ancak n ile (m?> —n?*)m carpimi aralarinda asal oldugundan ve Teorem

1.2.1 den dolay1 n, 0 nin bir bdleni olmasi gerekir. Dolayisiyla bir K pozitif tamsayisi

icin ¢ = Kn olur. (2.15a) ve (2.17) de 6 = Kn konulursa,
a=2Kn(m* —n?), B=y=Knm*+n?), p, =Km(m*-n?)
ve
Ps=p,= h = 2Kmn?

bulunur. Ote yandan eger (2.15b) gecerli olursa, o zaman (2.15b) ile (2.16) nin

birlestirilmesiyle,
-0 (zmr:)_(”r:”) ve p,=p, =h=5(m’—n?) (2.18)

elde edilir. Yukarida da verildigi lizere; p, nin bir tamsay1 olmasi igin gerek ve yeter
sart (M—n) nin ¢ nin bir boleni olmasi gerektigini goriiriiz. Bu duruma; Teorem 2.1

den ve (m—n) pozitif tamsayisi ile 2mn(m + n) carpimimnin aralarinda asal
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olmasindan ulasilir. Bu son sonugtan, (m, n) =1 ve m + n = 1 (mod 2) sartlarinin
saglanmasi gerektigi agiktir. Bu durumda, m ile n nin aralarinda asal olmalarinin
yeterli olmadigmni; yani, m ile n nin birisi ¢iftken digerinin tek olmasmin da
gerektigini goriiriiz. Bir L pozitif tamsayisi i¢in 6 = L(m—n) olarak alalim. (2.15b)
ile (2.18) birlestirilirse,

L =y=L(M-n)(m*+n?), a=4L(Mm-n)mn
ve

P, =2Lmn(m+n), p, =p =Lm+n)(m-n)*=h
ifadelerine ulasilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0

Parametreleri¢in | <n <m <6, L=K=1,(m,n)=1vem +n=1(mod 2)
kisitlamalar1 altinda; yarigaplart  p,,0,, p, tamsayilar1 olan ikizkenar Heron
tiggenlerinin S; ailesi i¢in bazi 6rnekler Tablo 2.2 ile S; ailesi i¢in bazi 6rnekleri ise

Tablo 2.3 ile verilmistir.

Tablo 2.2 S; ailesinin m ve n elemanlari igin bazi sayisal 6rnekler

a | Sy | pe=py | Pa
84 | 58 40 105

a | Sy pp=pP; | Pa m
5
4 1 42 | 75 72 28
5
6

6 | 5 4 6
30 | 17 8 60
70 | 37 12 210
20 | 26 24 15

72 | 164 | 160 45
110 | 305 | 300 66

el Ll Ll P
N |||k ]|S
wioh NS
ol Ll Ll el P
glbdlw|dv ]S

Tablo 2.3 S, ailesinin m ve n elemanlar1 i¢in baz1 sayisal rnekler

a_ | [y =Py | Pa
120 | 87 63 140

a_| f=y | ps=py | Pa m
5
4 | 48 | 25 7 168
o)
6

m

2| 8 5 3 12
4 | 48 | 51 45 40
6

3

120 | 185 | 175 | 84
24 | 13 o) 60

80 | 41 9 360
120 | 61 11 660

S
[CRTSN PSS RN oo
Rl
gla|lw|d ]S
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3. BIR UCGENIN iC TEGET VE DIS TEGET CEMBERLERININ
CAPLARINI ICEREN PYTHAGOREAN UCGENLERININ BELIRLI
OZELLIKLERI

Bu béliimde; ¢alismamizin esas konusu olan Pythagorean {iggenlerinin ailesini
tireten m ile n tamsay1 parametrelerine bagli i¢ ve dis teget cemberlerinin gaplar1 olan
2, 2pa,2pﬁ,2py ifadeleri i¢in basit formiiller verildi. Sonra, bir dik kenar1 bir
tamsayinin karesi olan sonsuz sayida primitif Pythagorean iiggeninin mevcut oldugu
belirtildi. Sonra (x, y) = 1 olan x*+ y®> = 2z° seklindeki Diophantine
denklemlerinin tiim ¢o6ziim ailesini tanimlayan parametrik formiilleri ifade edildi.

Ayrica bu denklemin genel ¢oéziimiiniin elde edilmesiyle ilgili bir taslak verilerek

boliim kapatildi.
3.1 Uggenlerin Genel Ozellikleri

Ug pozitif «, £,  tam sayilar1 verildiginde, iki boyutlu Oklit diizleminde, iic
kenar, a+pB>y,a+y>p, f+y>a lgcgen esitsizliklerini sagladigi siirece,
kenarlart «, 8,7 olan iiggenler mevcut olacaktir. Buradan hareketle, «, 3,7 tam
sayilarina bagl olarak; cetvel, pergel ve baz1 diger aletler kullanilarak boyle bir
temsili liggen (es liggenler ailesi denilen) olusturulabilir. Boyle bir liggen; cetvel veya
pergel gibi geleneksel araglari kullanarak yapilamasa bile, kuskusuz matematiksel
anlamda var olacaktir.

Bir  kenar  uzunlugu  bir  tam saymin  karesi olan ve
a+ p+y(cevre),—a+ B +y, a— L +y, a+ [ —yseklindeki dort pozitif tamsayidan
birisi de bir tam sayiin karesi olan tam say1 kenarli sonsuz sayida iiggen oldugunu
gormek de kolaydir. Gergekten, herhangi bir K pozitif tamsayisi icin « =k ve bir |
pozitif tamsayis1 i¢in a+ S+ =1% olsun. Buradan | > k ve B+y =17 —k* >k’
olacak sekilde S ve y sayilan segilebilir. Boylece | ve k pozitif tamsayilarinin
(>ky2 < 2 > 2k? sartini saglamast gerektigi ve —k? < f—y <k’ veya esdeger
sekilde | B —y |< k* olmasi gerektigi ortaya cikar. Kolayca gériilecegi iizere; her bir

t=—k*>+1,-k*+2,..,012,...,k* —2,k?* -1 degeri igin
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0% —Kk? +t 0% —Kk? -t
:kz, :—’ —_— ——
a=k.p 2 4 2

ifadelerinden, kenar uzunluklar1 tam sayilar olan tiggenleri olusturulur ki burada ii¢
ticgen esitsizliginin her biri saglanir.

Dort tane a+fB+y,—a+pf+y,a—F+y, a+ [ —y reel sayilar, iiggenin
alan1 i¢in Heron Formiilii’'ndeki koklii ifade altinda ¢arpanlar olarak belirlenir.

Bu c¢alismanin 2. kesiminde gorecegimiz gibi; eger licgenin alanini, her bir
a+pf+y, —a+p+y,a—P+y, a+ -y sayst ile iki kez bolersek, sirasiyla
2p,2p,,2p,,2p, degerlerini elde ederiz. Bunlar dort dnemli ¢gemberin ¢aplaridir.
Bu ¢emberler; biri liggenin i¢inde veya i¢ine ¢izilen ¢ember ve diger lic cemberin her
biri ise, bir kenara ve diger iki kenar1 igeren dogrularin uzantisina teget olan (fakat
diger iki kenarn kendisine teget olmayan) g¢emberlerdir. Bu ii¢ dis ¢emberin

merkezlerinin her birisi, bir i¢ aciortay ve iki dis aciortayin kesim noktasidir.

32 Bir ABC Ucgeninin «, 8, » Kenar Uzunluklar1 Cinsinden,

2p.2p,,2p,,2p, Caplar: i¢in Formiiller

Bir ABC iiggenine iliskin bilgiler asagida Sekil 3.1 ve ekinde verilmistir.

|AB|= y,|BC|= a,|CA|= B

|AD|= x =| AE |
|BDI=y =/BZ|
|ICZ|=z <|CE|
IDI=1ZIHIE|= p
|IO,M|=p,

Sekil 3.1 Bir ABC Uggenin i¢ Teget ve Dis Teget Cemberlerinin Yarigaplari
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Sekil 3.1 den

a1
A(AB|)=§P7

A(BIC):%pa — A(ABC)=%p(a+ﬂ+7)
A(AIC) = pf
dir. Ayn1 zamanda,
Brr-a
X+y=y 2
a+y—-pf
y+z=a; & sz
Z+X=p z—a+'8_7
2

oldugunu kolaylikla gorebiliriz.

Sonra |AM|=|AK| dan (M ve K, [AM] ve [AK] nmn uzantilarinin O, merkezli
gemberin tefet noktalaridir) » +|BM|= 8 +|CK| olur. Aynm zamanda |BG|=|BM|
ve |CG|=|CK| dir. Burada |BG|+|CG|=a oldugundan [BM|+|CK|=a ¢ikar.
Bunu |BM|—|CK| = #—y ile birlestirerek,

|BM|:—ﬁ+Z_7/ ve |CK|:—a+72/_’B

olarak elde edilir. Ustelik IDA dik iicgeninde tan& = p/x oldugundan hareketle

P _ P
|AM|  (B+a+y)/2

tan @ =

bulunur. Yukaridan

B-y _a+p+y
2 2

olur ve bu sonucu ADI iiggeninden de elde ederiz. Boylece

|AM| =y +[BM| =y + £5

P p

(Bra+7)/2 x

olarak bulunur. Burada
_ 2.A(ABC)
a+pf+y

X:M%w



olmasi durumunu kullanarak,
_ 4.A(ABC)
—-a+p+y
ifadesine variriz. Benzer sekilde diger iki ¢ap i¢in de
2p, = 4.A(ABC), 9, - 4. A(ABC)
a-B+y T a+f-y
ifadelerine ulasiriz. Boylece dort ¢ap igin
_ 4.A(ABC) 9y = 4. A(ABC)
a+pf+y Y f+y-«a

formiillerini elde ederiz.

2p

a

2p :Zp -

B 14

a-B+y’ a+B-y

3.3 Dik Ucgenlerin Durumu

_4A(ABC) , _4.A(ABC)
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(3.1)

Eger ABC bir dik iiggen ve A kdse agisinin olglimii 90° ise, 0 zaman «

kenari hipoteniis, £ ile y da diger iki dik kenar olur. Buradan

a’=p+y 2By =(B+a+y)B-a+y)

bulunur. Ayrica dik iggende alandan
4.A(ABC) =20y

olacagindan dolay1 ve (3.1) deki ilk iki formiil birlestirildigi zaman
20=p+y—a Ve 2p, =a+pf+y

elde edilir. Burada 2p, nin dik iiggenin ¢apina esit oldugu agiktir.
Benzer sekilde, cebirsel islemler sonucunda
2py =(B+a-y)a-(B-n]

bulunur.
4.A(ABC) =28y

oldugundan ve (3.1) deki son iki formiil birlestirildigi zaman
2p,=a+f-yvelp =a+y-pf

y1 elde ederiz. Bu sonuglar birlestirilirse,
2p=p+y-a, 2p,=a+P+y, 2p,=a+p-y,2p,=a—-[+y

olarak buluruz.

(3.2)
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3.4 Pythagorean Ucgenlerinin Durumu

Pythagorean tiggenlerinin veya {igliilerinin tim («, 3, y) ailesi, iyi bilinen

a=06(m*+n%), f=5(2mn), ¥ =(m* —n?) (3.3)
parametrik formiilleri ile verilir ki burada m, n, J pozitif tamsayilar, (m,n) =1, m>n
ve m+n=1(mod2) olacak sekilde pozitif tamsayilardir (yani m ve n nin birisi ¢ift
iken digeri tek olmak iizere).

0 =1 igin (3.3) ifadesi

a=m*+n?, B=2mn, y=m?-n?
olur ki burada

(mn)=1, m+n=1(mod2), m,neZ" vem>n (3.4)
olacagindan bu (e, f, y) Pythagorean iliggeninin veya ii¢liisiiniin Tanim 1.2.6 ya
gore primitif oldugu agiktir (Zelator, 2008b: 8).

Eger (a, B, y) bir primitif Pythagorean iglisiiyse, (3.2) ve (3.4)
formiillerinin birlikte uygulanmasiyla 2p,2p,,2p,,2p, caplar

2p=2n(m-n), 2p,=2m(n+m), 2p, =2n(m+n), 2p =2m(m-n) (3.5)

olarak verilir.
Ornek 3.51 m=2n=1=a=5 f=4y=3 ve 2p=2 2p,=12,2p, =6,

2p, =4 olur.

3.5 Sayilar Teorisinden Bazi Sonug¢lar

Bu kesimde sayilar teorisi ile ilgili konumuz i¢in gerekli olan bazi1 sonuglar
verilmistir.
Sonu¢ 3.1. x*+2y’=7° Diophantine denkleminin pozitif tamsayilarda (x, y) = 1
olan biitlin (X, Y, Z) ¢6zlimlerinin kiimesi parametrik olarak;

x=|k* =247,y =2k4,z =k*+22°
bi¢iminde verilir ki burada k ile A parametreleri aralarinda asal olan pozitif tamsayilar
(k,Ae€Z" (k 1) =1) ve ktek (k=1 (mod 2)) olur. Bu durumda x ile z nin her ikisi de
tektir (Dickson, 1971: 225).
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Sonug 3. 2. x°+ y’=2z* Diophantine denkleminin pozitif tamsayilarda (X, y) = 1
olan biitlin (X, Y, Z) ¢6zlimlerinin kiimesi parametrik olarak;
X =|k? +2kA— 27|,y =|-K* + 2kA+ 27|, 2 =K* + A°

olarak verilir (simetriden dolay1, eger (X, Y, 2) bir ¢oziimse, boylece (Y, X, z) nin de bir
¢oziim oldugu agiktir). Burada Kk ile 4; (k, 1) = 1, £k + 2 = 1(mod 2) olacak sekilde
pozitif tam sayilardir (Boylece, (X, y) = 1 olan herhangi bir ¢oziimdeki X, y, z
tamsayilari tek olmalidir) (Dickson,1971: 250).

Sonu¢ 3.3. a,be Z, ab =0 ve (a,b) =1 olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir:

(i) Eger ce Z ve a|bc ise 0 zaman a | ¢ dir.

(if) Eger p asal, C, Cp, ...cx lar tamsayilar olmak iizere, p | C1Cy...Cx ISE, O
zaman p; Cy, Cy, ..Ck, tamsayilarindan en az birini bdler.

(iii) Eger a=Db = 1(mod 2) ise, 0 zaman (a—b, a+b) = 2 veya a —b =0 (mod 4)
ve a+b = 2(mod 4) veya aksine a—b =2 (mod 4) ve a— b =0 (mod 4) olur.

(iv) Eger at+b = 1 (mod 2) ise, o zaman isaretlerin dort kombinasyonunun
herhangi birisi i¢in (a°® +2ab+b?,a® +b?*) =1 dir. Ayrica eger a = b = 1(mod 2) ise,
o zaman, herhangi bir isaret kombinasyonu i¢in (a® +2ab+b? a®+b?)=2 olur
(Rosen, 1993: 35; Sierpinski, 1988: 79).

Sonuc 3.4. a,b,ceZ*, (a,b) =1ve ab=c" ise, 0 zaman ¢y, C; ¢ Z' Ve (Cy, C2) =1
icin a=c;, b=c} veciC, = colur (Rosen, 1993: 38; Sierpinski, 1988: 80).

Sonug 3.4 e dayanilarak, asagidaki sonug kolaylikla ispatlanabilir.

Sonuc 3. 5. Eger p asal ve a, b, ¢ € Z*, (a, b) = 1 icin ab = pc" ise, 0 zaman
(c,, ¢,) =1 olacak sekildeki ci, c; ¢ Z" i¢in ya a=pc/,b=c) veya alternatif
olarak a=c, b= pc; ve c,c, =c dir (Zelator, 2008b: 10)

Ispat. Sonug 3.4 ve 3.3(ii) den yararlanirsak, Sonug 3.5 in ispat1 kolaydur.

Gergekten, Sonug 3.3(ii) den; p nin, a veya b den en azindan birisini bolmesi
gerektigini biliyoruz. O zaman, herhangi bir d € Z"igin, a = pd vardir. Bu ifadeyi
ab = pc" ifadesinde kullanirsak pdb= pc"=db=c" olur. d, a nin bir bdleni ve

(a,b) = 1 oldugundan, (d, b) = 1 olacag1 agiktir. Sonug 3.4 den (C1, C2) = 1 i¢in
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d=c,b=c) ve cc, =c olarak buluruz. Béylece a = pc," ve b = pc," olur. Diger
durum olan p | b olmasi durumunda a = ¢;" ve b = pc,” elde edilir. 0
Sonu¢ 3.6. (i) Eger p asal, a,b,ceZ" icin (a, b) = 1 vepab=c" ise 0 zaman
(c1, ¢2) = 1 olacak sekildeki c1, ¢, pozitif tamsayilar igin a=p"“c],b=c) yada
a=c,b=p"'c) ve cc, =c olur.

(ii) (i) de n = 2 oldugu zaman ya a = pc;® ya da b= c,” ye; ya da alternatif
olarak a = c;® ve b = pc,? olur (Rosen,1993: 58).
Ispat. Sonug 3.6 nin ispat1 kolaydir. Burada ispatin bir taslagmi veriyoruz. Sonug 3.3
(i1) nin uygulanmasiyla, p asalinin ¢ yi bolmesi gerektigi sonucuna variz. Burada;
(a,b) =1 hipotezinin ve p" " in bir asal kuvveti oldugu ger¢eginin kullamlmasiyla ve
3.3(i) nin birlestirilmesiyle, p"* in @ y1 ya da b yi bolmesi gerektigi sonucuna
ulasiriz. Son olarak, Sonug 3.4 {in kullanilmasiyla ispat tamamlanir. O
Sonug 3.7. Eger a,beZ" vea"| 5" ise 0zaman a| 5 dir.

Bu sonug su sekilde de ifade edilebilir. Eger bir pozitif tamsaymin n inci

kuvveti, bagka bir pozitif tamsayimnin n inci kuvvetini bolerse, o zaman ilk pozitif

tamsay1, ikinci pozitif tamsayiy1 boler. Bu iyi bilinen bir sonugtur (Rosen,1993: 61).

3.6 Bir Dik Kenarmmin Uzunlugu Kare Olan Sonsuz Sayidaki Primitif
Pythagorean Ucgenleri

Bir Pythagorean iicgeninin kenar uzunluklarindan sadece bir dik kenarinin
tam kare olabilecegi daha &nce verilmisti. Ote yandan Fermat tarihte, sonsuz inis
yontemini ilk kullanan matematik¢idir (Zelator, 2008b: 11). Fermat; bu yontemi

x* +y* = 2> Diophantine denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimii olmadigi

gostermek icin kullanmistir. Bu, bircok sayilar teorisi kitabinda bulunabilen ve iyi
bilinen bir sonugtur. Ote yandan; “her iki dik kenar uzunlugu da bir tam saymin
karesi olan Pythagorean iiggenlerinin bulunmadigl”, bu ¢6ziimiin dogal bir
sonucudur. Asagida, bir dik kenar uzunlugu kare olan tiim Pythagorean iiggenlerinin

elde edilis yontemi iki farkl yolla verilmistir.
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Teorem 3.1. (i) S dik kenar ¢ift ve kare olan sonsuz sayida (a, B, 7/) primitif
Pythagorean tliggenleri veya tigliileri vardir. Bu sonsuz aile parametrik olarak,

a =m+n* B =2mn, y = m’—n?
bigiminde verilir. Burada £ nin tam kare olabilmesi i¢in (t3, t;) = 1 olacak sekilde t;

Ve t, tamsayilarina bagh olarak m = 2t;> ve n = t,> veya m = t;° ve n = 2t,% olur.
Ayrica ilk durumda t; nin, ikinci durumda t; in tek olacagi ve ayn1 zamanda yazilis

sirastyla 2t12 > t22 veya t12 > 2t22 olmasi gerektigi agiktir.

(i) y dik kenar1 tek ve kare olan sonsuz sayida (a, 5, 7) primitif
Pythagorean tlicgenleri veya {i¢liileri vardir. Bu sonsuz aile parametrik olarak,

a =m+n”>, B =2mn, y = m*-n’
bigiminde verilir. Burada y nin tam kare olabilmesi igin t; ve to; (i1, t2) = 1, tyilet,
nin birisi tek digeri ¢ift (Yani t, +t, =1(mod 2)) ve t; > t; olacak sekildeki tamsayilar
igin m = t* + t% n = 2tt, olur (Bu ty > t, kabulii (a, S, y) igliisiiniin
tekrarlanmamasini garantiler) (Zelator, 2008b: 12).

Ispat. (i) Eger, «, B, y hipotezdeki gibi verilirse, 0 zaman, B mn bir kare ve
(a, B, ;/) nin primitif bir Pythagorean {iggeni oldugu kolayca hesaplanir.

Simdi, tersine olarak B nin bir kare ve (¢, g, y) nin primitif bir Pythagorean
tiggeni oldugunu varsayalim. Bazit (m, n) = 1, m+n=1(mod2) ve m>n olacak
sekilde m, n, ¢ pozitif tamsayilar1 icin, & =m?> +n*,f=2mn, y =m* -n*> ve
p= ¢’ olarak bulmaliyiz. 2mn = c® ve p =2 i¢in Sonug¢ 3.6 dan yam = 2t12 ve n=t22
veyam = t12 ven= 2t22 cikar.

flk durumda, m = 2%, n = t,° idi. Sonra, (M, n) =1 ve m+n=1(mod2)
oldugundan, kolaylikla t, nin tek ve (1, t;) = 1 olmas1 gerektigi ortaya cikar. Ikinci
durumda m = t,° ve n = 2t,%idi. Yine de, (m, n) =1 ve m+n =1(mod 2) oldugundan,

tyintek, (#, ;) =1 ve t,2 > 2t,% olmasi gerektigi cikar.

(i) Ispatin ilk kism1 hemen hemen (i) deki gibidir. Diger yandan, y dik kenar

uzunlugu bir tek kare ve (a, S, 7/) nin primitif bir Pythagorean iiggeni oldugunu

varsayalim. Bazi (m, n) =1, m+n=1(mod2) ve m > n olacak sekilde m, n, c pozitif
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tamsayilari icin, @ =m? +n?, #=2mn, y =m? -n? ve y = ¢? olarak bulmaliyiz.
Buradan y = ¢ < m?= n?*+ c?olur. (m, n) = 1 oldugundan hareketle son denklemde
(m,c) =1=(n,c) oldugu kolaylikla bulunur. Diger bir deyimle (m, n, ), hipoteniis
uzunlugu m olan bir primitif Pythagorean tg¢liisii olur. Dolayisiyla m tek olur ki

burada m+n=1(mod 2) olmasi gerektiginden, n nin ¢ift olmasi gerektigi sonucunu
cikaririz. Sonug olarak, (1, tz) = 1, t +t, =1(mod2) ve t; > t, olacak sekilde
t,t,,c €Z" igin,

m=t’ +t;, n=2tt,, c=t> -t
olur. 0

Teorem 3.1 (i) igin sayisal 6rnekler Tablo 3.1 de, Teorem 3.1 (ii) igin sayisal

ornekler Tablo 3.2 de verilmistir.

Tablo 3.1 Teorem 3.1 (i) igin sayisal rnekler

t; |t m|n a B ¥ tt|Lim|n| a J’) 4
1({1(2 {1 5 4 3 21114 (2]20 | 16 | 12
211]8([1] 65 16 63 31119 ([2]8 | 36|77
31 (18 ]1] 325 | 36 [ 323 3[2]9 [8[145( 144 | 17
411)132]1]1025| 64 | 1023 5|3 ]25([18] 949 | 900 | 301
413)32]9]| 1105|576 | 943 5[2]25[8]689 (400 [ 561
(m:2t12'n:t22) (m:tiz!nZthz)
Tablo 3.2 Teorem 3.1 (ii) de m=2t? ,n=t,” iin sayisal drnekler
t; || m n a £ 4 t |t | m{[n Q B 4
2 1] 5 4 41 40 9 51212920 (1241 | 1160 | 441
3] 25 |24 ] 1201 | 1200 | 49 | 5[4 |41 (40| 3281 | 3280 | 81
3 (2| 13 |12 313 312 25 |6 [1]37|12] 1513 | 888 | 1225
1(17 | 8 353 272 | 225 | 6 | 3 |45 |36 | 3321 | 3240 | 729
10 ] 1] 101 ) 20 | 10601 | 4040 | 9801 ] 6 | 5 | 61 [ 60 [ 7321 | 7320 | 121

3.7 Bir Dik Kenar Uzunlugu ve 2p,2p,,2p,,2p, Caplarindan Birisi Kare Olan

Primitif Pythagorean Ucgenleri

Eger (a, 5, 7/) t¢liisii; (m, n) = 1, m+n=1(mod2) ve m > n sartlarini

saglayan m, n pozitif tamsayilari i¢in
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a=m’+n*, f=2mn, y =m’ - n’
olacak sekildeki bir primitif Pythagorean {i¢liisii ise, o zaman bu pythagorean
ticgeninde bir dik kenar uzunlugu ile dort ¢apindan birisi de kare olacak sekilde
asagida verilen tam olarak sekiz kombinasyon vardir.

Kombinasyon 1: f nin bir kare, 2 nun bir kare olmasi
Kombinasyon 2: f nin bir kare, 2, nin bir kare olmasi
Kombinasyon 3:  nin bir kare, 20, nin bir kare olmasi
Kombinasyon 4:  nin bir kare, 2, nin bir kare olmasi
Kombinasyon 5: y nin bir kare, 2 nun bir kare olmasi
Kombinasyon 6: y nin bir kare, 2, nin bir kare olmasi
Kombinasyon 7: y nin bir kare, 20, mn bir kare olmasi

Kombinasyon 8: y nin bir kare, 20, nin bir kare olmasi

Asagida Teorem 3.2 de goriilecegi tizere, 6 ve 8 kombinasyonlar1 gergekte
gerceklesemez. Yine Teorem 3.3 de verilecegi iizere, geri kalan kombinasyonlar
gerceklesir ve her bir durumda (kombinasyonda) her bir {igliiniin tiim ailesi,
parametrik olarak tanimlanir.

Teorem 3.2 (i) y dik kenar uzunlugu bir tek saymin karesi ve 2p, capt (ayn

zamanda tlicgenin ¢evresi) da kare olan hi¢gbir Pythagorean licgeni yoktur.

(ii) Tek sayil1 y kenar uzunlugu bir tek saymin karesi ve 2p, cap1 da kare olan higbir

Pythagorean tiggeni yoktur (Zelator, 2008b: 15).

Ispat. (i) Teorem 3.1 (ii) den, eger bir (a,f,y) igliisii mevcutsa (t,,t,)=1 ve

t, +t, =1 (mod2) olacak sekildeki t;, t; € Z* igin, m=t/ +t7, n = 2t;t, olmak iizere
a=m*+n’, B =2mn, y =m*-n’

olmalidur.

Ek olarak, pozitif K tamsayist igin, 2p, =K? olur. (3.5) den
2p, =2m(m+n) oldugunu biliyoruz. Buradan 2(t7 +t3)(t7 +t; +2tt,) = K* elde

edilir. Ancak t +t, =1(mod2) olarak verildiginden sol taraf 2 ye kongruent
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olmasina ragmen, sag taraf mod 4 e gore sadece 0 veya 1 e kongruent

olabileceginden bu bir geliskidir. Yani 2p, bir tam kare olamaz.

(i) (i) de oldugu gibi, eger bir («,fB,y) lgclisi mevcutsa,
m=t’+tZ, n=2tt,, (t,t,) =Lt +t, =1(mod2) olacak sekildeki t;, t, ¢ Z" i¢in

a=m>+n> g=2mn,y=m’ -n’
olmalidir. Ek olarak, baz1 N eZ® icin, 2p, = N® dir. Ayrica (3.5) den
2p, =2m(m—n) dir. Sonugta,

282 +E)E + ~2t,) = N? =282 + )t ~1,)° = N?
bulunur ki yine mod 4 e gore; sag taraf 0 veya 1 kongruent olabilirken, sol taraf 2 ye
kongruent olacagindan bu bir ¢eliskidir. O
Teorem 3.3 (i) £ dik kenar uzunlugu bir ¢ift saymin karesi ve 2p,  ¢ap1 (ayn
zamanda liggenin gevresi) da kare olan primitif («, 8, y) Pythagorean iigliileri tam
olarak asagida F; ailesi ile verilir.

Yani x=1(mod2), (x,A)=1 olacak sekildeki «,A€Z” igin
t, =|x* —24%|, t, = 2« olmak iizere

a=m’+n*,B=2mn, y=m’—n’ ve m=2t’,n=t;, 2t> >t
olarak bulunur ve F; ailesi ile temsil edilir.

(ii) B dik kenar uzunlugu bir ¢ift saymnin karesi ve 2p, capmin da kare
oldugu primitif (a, S, }/) Pythagorean {igliileri, tam olarak asagidaki F, ailesi ile
verilir.

Yani x =1(mod2), (x,A)=1 olacak sekildeki x,AeZ" igin t, =|x° —24%|,
t, = 2xA olmak tizere

a=m’+n’,B=2mn, y=m’—n® ve m=t’,n=2t, t> > 2t
olarak bulunur ve Failesi ile temsil edilir.

(ii) B dik kenar uzunlugu bir ¢ift saymin karesi ve 2p, capmin da kare
oldugu primitif (a, s }/) Pythagorean {igliileri, tam olarak asagidaki F3 ailesi ile

verilir.
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Yani x+A=1(mod2),(x, 1) =1 olacak sekildeki x,A€Z" igin t, =x* + A%,
t, 5| — x° + 2x1 + A | olmak lizere

a=m’+n’,B=2mn, y=m’—n’ve m=2t",n=t, 2t7 >t
olarak bulunur ve Fzailesi ile temsil edilir.

(iv) y dik kenar uzunlugu bir tek saymnin karesi ve 2p i¢ ¢apinin (ayni
zamanda tiggenin cevresi) da kare oldugu primitif (a, Jop 7) Pythagorean iigliileri,
tam olarak asagidaki F4ailesi ile verilir.

Yani (x,A)=Lx+A=1(mod2) olacak sekildeki x,A€Z” igin

t, =x°,t, = A%, t, >, olmak lizere

a=m’+n’,B=2mn, y=m’ —n’ ve m=t’ +t7,n=2tt,
olarak bulunur ve F,ailesi ile temsil edilir.

(V) y dik kenar uzunlugu bir tek saymin karesi ve 2p, capinin da kare oldugu
primitif (a, s 7/) Pythagorean {igliileri, tam olarak (iv). siktaki F, ailesinin

elemanlari ile verilir. Ispatta da kolaylikla goriilecegi gibi, y kare oldugundan dolay,

2p nin bir kare olabilmesi igin gerek ve yeter sart 2p, nin da bir kare olmasidir.

(vi) g dik kenar uzunlugu bir ¢ift sayinin karesi ve 2p i¢ ¢apinin da bir kare
oldugu primitif (a, £, }/) Pythagorean tigliileri, tam olarak asagidaki Fg ailesi ile
verilir.

Yani x =1(mod2)ve(x, A) =1 olacak sekildeki x,AeZ" igin t, =x° + 247,

t, = 21(/1,t12 > 2t22 olmak tizere
a=m’+n*,B=2mn, y=m’-n’ve m=t>n=2t

olarak bulunur ve Fgailesi ile temsil edilir (Zelator, 2008b: 16).

Ispat. Once her bir kisim iginde, ispatin bir yoniiniin ¢cok agik olduguna dikkat
cekelim. (a, S, 7) ticliisii verilen bir ailenin elemani ise, 0 zaman bu, belirlenmis bir

Ozelligi olan bir primitif Pythagorean iicgenidir. Asagida, her bir sikkin tersini
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ispatliyoruz. Eger, bir (a, B, ;/) primitif Pythagorean iicgeni ise, o zaman bu iiggen
belirtilen ailenin bir eleman1 olmalidir.

(i) Teorem 3.1 (i) den; & =m? +n*, B =2mn olmasi gerektigini biliyoruz.
Burada (t;,t,) =1 olacak sekildeki t;, t; € Z" igin; ya m= 2tf,n = t22 ve t, =1(mod2)
yada m=t’,n=2t ve t, =1(mod2) olmasi gerekir. (3.5) de 2p, =2m(n+m),
oldugu igin, hipotezden LeZ" icin 2m(m+n)=L> olmaldir. Ayrica m ve n
tamsayilar1 icin m+n=1(mod2) olmahdir. L, ¢ift oldugundan L2= O(mod 4) olur.
Burada, m + n tek oldugu i¢in, m ¢ift olacaktir. Buradan 2m(m+ n)=0(mod4)
bulunur. Bu nedenle yukaridaki iki durumdan sadece ilki gergeklesir.

Ote yandan t3, t; € zZ" igin (g, t;) = 1 ve t, tek olmak tizere m:2t12 ve n= t22
(2t’>t?) olmasi gerektiginden 2m(m+n)=L" < 422> +t?) =L> = (2t,)°|L
=2t,|L buluruz (Sonug 3.7 den). Buradan Lie Z" igin L = (2t,) L, olur. Bdylece
a7 (2t7 +12) =47 =t + 2t =L olur ki bu ise, {t ;. Ly} in, x* +2y* =7?
Diophantine denkleminin pozitif tam sayilarda bir ¢6ziimii olmas1 demektir. Sonug

3.1den, x =1(mod2)ve (x, 1) =1 olacak sekildeki x, A € Z" igin,
t =2k, t, =|k* - 22|

elde ederiz.

(if) Bunun ispati, (i) dekine benzer sekildedir. Gergekten (3.5) den dolay: her
hangi bir LeZ" igin 2p, =2n(m+n)= L? olmasi gerektigini biliyoruz. Bu son

ifade mod 4 e bir kongriians olarak diistiniildiigiinde, m + n tek oldugundan n nin ¢ift

olmasi gerekir. Teorem 3.1 (i) ile birlikte bu ifade disiiniiliirse; t; tek, (t1, t;) = 1 ve
t12 > 2t22 olacak sekildeki t;, t, € Z" icin m :tf,n = 2t22 ve ¢ =m? +n?, £ =2mn
olur. O zaman, 2n(m+n)=L* den kolayca (2t)°(t’ +2t>) =L bulunur. Bu son
ifadeye Sonug 3.7 uygulanirsa; bir Ly € Z* igin t? +2t2 = L,* ifadesine ulasiriz.
Boylece X° +2y° = z° Diophantine denkleminin pozitif tam sayilarda bir {tl,tz, Ll}
¢oziimii; (x, 1) =1 ve x =1(mod2) olacak sekildeki x,A € Z" igin,

t =|x’ —24% |,t, = 2xA
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olarak bulunur.
(i) 2p, =2m(m-n) bir kare ve m — n tek oldugundan (m+n = 1(mod2)
oldugundan), m nin ¢ift olmasi gerekir (yine mod 4 e gore diisiiniiliirse). Bu, Teorem
3.1 (i) ile birlestirildiginde, t, tek, (ti, t) = 1 ve 2t;> > t,° olacak sekildeki t;, t, € Z*
icin m = 24,2, n=t,2 bulunur. Burada 2p7bir kare oldugundan, bir L eZ" igin
(2t,)*(2t7 —t2) = L elde ederiz. Sonug 3.7 den; 2t, L nin bir bdleni olur ki burada
L; € Z" igin L=(2t,)L, olur. Bdylece son denklemden 2t> —t> = L *;2t" =t> + L2
olur. Bu son ifadede t, tek oldugundan L, in de tek olmasi gerekir. Buradan mod 4 e
gore t, in de tek olmasi gerektigi kolayca goriiliir.

Boylece, {t,,L,,t;}, (x, y) = 1 olan x*+y? =2z Diophantine denkleminin
bir pozitif tam say1 ¢oziimii olur. Yukaridaki denklemde, (t1,t;) = 1 olmas1 (tp,L;3) = 1
olmasin1 gerektirir. Sonu¢ 3.2 ye gore, (x, 4) = 1, (k+A)=1(mod4) olacak
sekildeki x, 1 € Z" icin,

t=x"+A%t, =|-Kk*+2kA+ A7 |
veya alternatif olarak

t=x"+A%t, =|-k*-2kA+ A" |
olur.
(iv) 2p bir kare olmasi gerektiginden, (3.5) den 2p=2n(m—n) nin bir kare
oldugunu biliyoruz. Bu son ifadede m — n tek oldugundan, 2n = 0 (mod 4) olup bu da
N nin ¢ift olmas1 gerektigi anlamima gelir. Ayrica Teorem 3.1 (ii) den, (t3,t;) = 1,
t,+t, = 1(mod 2) ve t; > t, olacak sekildeki t;, t, € Z* igin, m = t,° + t,7,
n = 2tt, olur. Boylece

2n (m-n)=kare < 4tt, ( +t2 —2tt,) =L < tt[2(t -t,)f =L
olur. Sonug 3.7 den dolayi, bu son ifadeden 2(t; — t;) pozitif tamsayisi, L nin bir
bdleni bulunur. O zaman L; € Z" igin L=2(t, —t,)L, olur ki bunu son ifadede
yerine yazarsak tt,[2(t, —t,)]* = 4(t, —t,)*L7; tt, = L elde edilir. Burada (ty, t;) = 1

oldugundan, Sonu¢ 3.4 de n = 2 i¢in, (x, A) = 1 olacak sekildeki x,A e Z' igin
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t, =%, t, =A% bulunur. Ayrica t; + t, = 1(mod 2) oldugundan &+ =1(mod 2)
olmalidur.
(v) Sadece y nin kare olmas1 gerektigini incelememiz yeterlidir. Cilinkii Teorem 3.1
(i) den; (t,,t,) =1 ve t, +t, =1 (mod2) olacak sekildeki t;, t, € Z" igin,
a=m’+n’, f=2mn, y=m’—n*ve m=t>+t2, n=2tt,,
2p, =2n(m+n) = 4tt,(t, +1,)* Ve 2n(m—n) =4tt,(t, —t,)* =2p
olmasi gerekir. Burada (13, t2) = 1 oldugundan, (x, A) = 1 ve k + A = 1(mod 2) olacak
sekildeki x,1e Z' i¢in 2p, =kare<>2p=kare< (t, = x* vet, = 4*) oldugu
agiktir.
(vi) Yukarida (3.5) ile verilen ifadelerden, 20 =2n(m—n) ifadesinin bir tam kare
olmasi gerekir. Burada m — n bir tek say1 oldugu icin, n nin ¢ift olmas1 gerektigini
teoremin diger kisimlarinin ispatindan biliyoruz. Fakat S kare oldugundan
t, =1(mod2), (i1, t) = 1 ve t,*> 2t,% olacak sekildeki t;, t, € Z* i¢in, m = t;%, n=t,°
olmasi gerekir (Teorem 3.1 (i) den). Boylece herhangi bir LeZ" igin
2m(m-n) =L olur. Bu ifadede m ile n nin t ye bagh yukaridaki degerlerini
kullanirsak (2t,)*(t> —2t?) = L bulunur. Burada 2t,, L nin bir béleni olur ki o zaman
bir Ly € Z"igin L=(2t,), olur. Yani (2t,)°.( —2t?) = (2t,)>.® < L’ +2t2 =t
dir. Buradan, {Li, to, 1}, (X, y) = 1 olan x* +2y® = z* Diophantine denkleminin bir
pozitif tam say1 ¢oztimii olur ( (t;,t,) =1= (L;,t,) =1olduguna ilgi ¢ekelim). Burada
Sonug 3.1 den, « tek ve (x, A) =1 olan olacak sekildeki &, A € Z* i¢in, t; =« + 2)%,
t, = 2«A olmalidir. Bu da, ispat1 tamamlar. O
Asagida Teorem 3.3 {in her bir sikkinda verilen formiillere bagli olarak

tiretilenler ayr1 ayri tablolarla verilmistir.

Tablo 3.3 F; Ailesi icin Ornekler

KAl t] ¢t m n (74 B 4 2Pq
2 |11 8 1 65 16 63 144
121 1 288 1 82945 576 82943 166464

24 | 23| 1152 | 529 1606945 1218816 1047263 3873024

70 | 73 | 9800 | 5329 | 124438241 | 104448400 | 67641759 | 296528400

o |lo|lw|w]|~
NG B ' O PN

72 | 49 | 10368 | 2401 | 113260225 | 49787136 | 101730623 | 264777984




Tablo 3.4 F, Ailesi icin Ornekler

Klialt.|t]| m n o Jij 4 208
11217 4 49 32 3425 3136 1377 5184
51112310 529 | 200 319841 211600 239841 291600
31789 42| 7921 | 3528 | 75189025 | 55890576 | 50295457 | 80784144
712|411 28| 1681 | 1568 | 5284385 | 5271616 367137 10188864
91273136 | 5329 | 2592 | 35116705 | 27625536 | 21679777 | 41062464
Tablo 3.5 F3 Ailesi i¢in Ornekler
KAl ]| t m n a J’) Yy 2p,
1112 7 50 49 4901 4900 99 100
211 50 1 2501 100 2499 4900
21311317 | 338 289 197765 195364 | 30723 33124
215]129] 41| 1682 | 1681 | 5654885 | 5654884 | 3363 3364
314]25]31] 1250 961 | 2486021 | 2402500 | 638979 | 722500
Tablo 3.6 F4 = Fs Ailesi i¢in Ornekler
KlAlt] t m n a B y 2p 208
112111 4 17 8 353 272 225 144 400
213141 9 97 72 14593 13968 4225 3600 24336
314|916 337 | 288 | 196513 | 194112 30625 28224 360000
215141 25] 641 | 200 | 450881 | 256400 | 370881 | 176400 | 336400
3171949 ]| 2482 | 882 | 6938248 | 4378248 | 5382400 | 2822400 | 5934096
Tablo 3.7 Fg Ailesi i¢in Ornekler
K|Al t | ¢t m n a B 4 2p
1111 3 2 9 8 145 144 17 16
1121 9 4 81 32 7585 5184 5537 3136
31217112 ] 289 288 166465 166464 577 576
3144124 1681 | 1152 | 4152865 | 3873024 | 1498657 | 1218816
512]133]20] 1089 | 800 | 1825921 | 1742400 | 545921 | 462400

35
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3.8 x* +y? = 2z° Diophantine Denklemi ve Uygulamalari

3.8.1 (X, y) = 1 olan x* +y® = 2z°Diophantine denkleminin genel c¢éziimiiniin

c¢ikarilmasi

Asagida iki parametreye bagli olarak bu denklemin biitiin tam say1
¢ozlimlerinin bulunmasi i¢in bir yontem veriyoruz. Burada her hangi bir ¢oziimii
(a,b, ¢) olarak alalim. O zaman a, b, ¢ € Z" ve (a, b) = 1 igin,

a® + b? =2¢?
olmalidir. Burada (a, b) = 1 sartindan dolayi, a ile b nin her ikisi de tektir veya diger
durumda onlarin birisi tek iken digerinin ¢ift olmasi(farkli ikili olmasi) gerektigi
aciktir. Fakat 2¢? = 0 (mod 4) veya 2¢? = 2 (mod 4) tiir (sirastyla, € ¢ift veya tek icin).
Eger a ile b farkhi ikili olsaydi, o zaman a® + b> = 1 (mod 4) olurdu. Biitiin
bunlardan; sadece ilk durumun olabilecegi, yani a ile b nin her ikisinin de tek,
dolayisiyla ¢ nin de tek olmas1 gerektigi ortaya ¢ikar. Sonra, (@, b) = 1 kosulundan,
(@, ¢) =1 = (b, ¢) oldugu sonucuna ulasilir. Burada a, b, ¢ tamsayisindan herhangi

ikisinin farkli olmasi1 gerektigi kolayca goriilir (a = b = ¢ = 1 durumu harig).

Yukaridaki denklem, (E)2 +(%)2 =2 ifadesine denk oldugundan, bu denklemi
C

saglayan bir ( 3/, %) noktast, iki boyutlu XY diizlemi iizerindeki (0, 0) merkezli ve

2 yarigaph ¢ember iizerindedir. Yani X +Y? =2 olan ¢emberdir. Bu (%,%)

noktasi, ¢ember iizerinde rasyonel bir noktadir (Yani koordinatlarinin her ikisinin de
rasyonel oldugu noktadir). Bu a, b, ¢ pozitif tam sayilarindan en az birisinin 1 den

biiylik oldugunu varsayalim. O zaman (1, 1) noktas1 ayni ¢gember iizerinde bulunur ve

(3£.9) den farkindur.

XY diizlemi iizerinde (%,% ) ve (1,1) noktalarindan gecen dogruyu goz

bt
A~ we s _/C o a b
Oniine alalim. Onun egimi S = %_1 olacagindan s # 0 dir. Bu ( % , % ) noktasi

yukaridaki ¢emberin iizerinde ve XY diizleminin birinci bolgesinde oldugundan s < 0
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bulunur. Burada s egimi negatif bir rasyonel say1 oldugundan, (K, A) =1 ve K, Ae Z*

b/ -1
i¢in S = _K olarak gosterebiliriz. Boylece s = _K_ %
A A 9/_1
C
Eger, % vi, % ve % cinsinden ¢dzer ve (6%)2 + (%)2 =2 ¢ember

denkleminde yerine koyar ve diizenlersek;

(] oer ()3T o)

bulunur. Son denklemin % bilinmeyenine bagh ikinci dereceden bir denklem

olarak bulunur.

oldugu agiktir. Yani % =t dersek;

(T o5 (5o

ikinci dereceden denklemine ulasiriz (t degiskenine bagli). Bu ikinci dereceden

deklemin koklerinden birisi % iken, digeri de 1 sayisidir. Fakat at® + fSt+y =0

ikinci dereceden denkleminin iki kokiiniin toplami —% ya esit olmalidir. Bu

gercegi, kokleri 1 ve % olan yukaridaki ikinci dereceden denkleme uygular ve

2 12 .
denklemi % igin ¢ozersek a_ K ;fKiz 4 elde ederiz. Ustline Ustliik, burada
C +

s egim denklemine geri doner ve % i¢in ¢ozersek,

b —K?*+2KA+4%
C

K? + A°
elde ederiz. Bu noktada sayilar teorisinde asagida verilen basit sonucu kullanabiliriz.
Eger, a;, ay, as, as; & = & ve (a1, a2) = 1 olacak sekilde dort pozitif tam say1 ise, o
2 a’4

zaman, ¢ = (a,,a,) i¢in, az = dai ve as = day dir (Burada az ve a4 iin en biiyiik ortak

boleni 0 olmak tizere). Bu Sonug 3.3 (i) nin yardimiyla kolaylikla ispatlanabilir.

Yukaridaki sonuglara tekrar donersek,
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a K?+2KAi-4° b —-K*+2KA+A4*
¢ K2 e KA

olarak bulmustuk. Bu ifadelerde; a, b, ¢ ve K? +A? nin hepsi pozitif oldugundan,
K2 +2KA-1% ve —K?+2KA+A? tamsayilarinin her ikisinin de pozitif olmasi
gerektigi aciktir. Ayrica, eger 6 = (K? +2KA— A%, K? + %) ve, (K, ) = 1 oldugunu
hatirlarsak; buradan ¢ = 1 veya 2 elde edilir. Bu degerler sirasiyla K+ A =1 (mod 2)
veya K=X=1 (mod 2) durumlarina karsilik gelir.

Eger 0 = 2 ise, o zaman yukaridaki duruma gore a ve ¢ tamsayilarinin her
ikisinin de 2 nin bir kat1 olmas1 gerekirdi ki bu ise a ve ¢ nin tek kabul edilmesiyle
celisir.

0 = 1 olmas1 durumunda da yukaridaki diisiincelerin kullanilmasiyla; (K,A)=1
ve K+A = 1 (mod 2) olmak iizere a= K?* +2KA1—-A4*, b = —K? +2KA+ A% ve
¢ = K? + 2% olarak bulunur,

Tersine olarak; eger a, b, ¢ bu parametrik formiilleri saglarsa, 0 zaman rutin
bir hesaplamayla a® +b* =2¢* olarak bulunur. Bununla beraber c¢oziimlerin
tekrarlanmas1 durumu ortadan kaldirilabilir. Bu; segilen her hangi K, Ae Z* igin
yukaridaki formiillerden a=|K? +2KA—-A%|,b=|-K?*+2KA+A%|,c=K*+A°
olarak alinmalidir ki bu durumda ¢6ziimlerin bazilar tekrarlanir.

Sonugcta, (X, y) = 1 olan x* + y* = 2z° Diophantine denkleminin pozitif tam
sayilardaki biitlin ¢ozlimleri ailesi; (K, A) =1 ve K+ A =1 (mod 2) olacak sekildeki
K, e Z" icin,

X=| K> +2KA-A% |,y =|-K* +2KA+A* |,z=K?*+ A°
biciminde verilir.

{1, 1, 1} ¢6ziimii yukaridaki formiillerden elde edilemeyen tek ¢6ziimdiir.



Tablo 3.8 x* + y? = 2z* Diophantine Denkleminin Coziimleri

KAl x|y 7 | xP+y?=27
1] 2 1 7 5 50

21 3 7 17 13 338
3] 8 7 103 | 73 10658
215 1 41 | 29 1682
31 4 17 31 25 1250
21 7 17 | 73 | 53 5618
518 | 41 | 119 | 89 15842
7110 89 | 191 | 149 44402
9110 | 1611 199 | 181 65522
41 5 31 | 49 41 3362
7 97 | 127 | 113 25538

39
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4. SONUC VE ONERILER
a, B, y kenarli bir ABC Heron t¢geninin p,, p,, p, yarigaplari, kosinis

teoremi ve trigonometrik Ozdeslikler kullanilarak kenar wuzunluklarima baglh
hesaplandi. Bu Heron iiggeninin Pythagorean iiggeni oldugu 6zel durumu incelendi.
Bu formiiller Heron olmayan tiggenlere de genellenebilir. Daha sonra, tamsay1 kenar
uzunluklu ve tamsayr alanli biitiin ikizkenar ii¢cgenlerin ailesi incelendi. Ayrica
burada ikizkenar bir Heron liggeninin eskenar olmamasi gerektigi de belirtildi.
Ciinkii eskenar bir liggenin tamsay1 kenar uzunluklart o =f =y olacagindan, bu
e
4

ticgen Heron tliggeni olamaz.

ticgenin alan1 E =

olur ki alan irrasyonel bir sayidir. Dolayistyla bir eskenar

Pythagorean li¢genlerinin ailesini iireten 2p,2p,,2p,,2p, ifadeleri m ile n
tamsay1 parametrelerine bagl olarak hesaplandi. Bir dik kenar1 bir tamsayinin karesi
olan sonsuz sayida primitif Pythagorean tiggeninin mevcut oldugu belirtildi. (X, y)= 1
olan x*+ y* = 2z° seklindeki Diophantine denklemlerinin tiim ¢oziim ailesini

tanimlayan parametrik formiilleri belirtildi.
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