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OZET

Calismamiz dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci bdliimde; iistten na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon ve alttan na-

stirekli cogul degerli fonksiyon olarak adlandirdigimiz yeni siirekli fonksiyon ¢esidi

tanimlayip, temel 6zelliklerini verdik. Bilinen bazi siirekli ¢ogul degerli fonksiyon

cesitleriyle karsilagtirmasini yaparak gerekli ters oOrnekleri verip bir diagram

olusturduk.

Ikinci béliimde; iistten pre strong na-siirekli fonksiyon ve alttan pre strong na-

stirekli fonksiyon, listten semi strong na-siirekli fonksiyon ve alttan semi strong na-

siirekli fonksiyon olarak adlandirdigimiz yeni siirekli ¢ogul degerli fonksiyon

cesitleri tanimladik. Ustten pre strong na-siirekli fonksiyon ve alttan pre strong na-

siirekli ¢ogul degerli fonksiyon cesitinin temel Ozelliklerini verdik. Bilinen bazi



stirekli cogul degerli fonksiyon cesitleriyle karsilastirmasini yaparak gerekli ters

ornekleri verip bir diagram olusturduk.

Ucgiincii boliimde; fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyon ve fuzzy B-o-I-siirekli
fonksiyon olarak adlandirdigimiz iki yeni siirekli fonksiyon ¢esiti tanimlayip, bilinen
baz1 fuzzy siirekli fonksiyon c¢esitleriyle karsilastirmasini yaparak gerekli ters
ornekleri verip bir diagram olusturduk. Fuzzy o-I-kompakt uzay, fuzzy pre-I-
kompakt uzay kavramlarini tanimladik ve fuzzy pre o-I-siirekli fonksiyon ile

karsilagtirmasini yaptik.

Dordiincii boliimde; fuzzy R-I-acik kiime, fuzzy R-I-kapali kiime, fuzzy A,
kiime, fuzzy cn-kapali kiime, fuzzy m-kapali kiime, fuzzy cn-kiime, fuzzy m-kiime
fuzzy o N, -kiime... olarak adlandirdigimiz yeni kiime kavramlarini elde ettik. Daha
sonra fuzzy A, siirekli fonksiyon, fuzzy o,N,-siirekli fonksiyon... olarak

adlandirdigimiz yeni birgok siirekli fonksiyon kavramlarini ve fuzzy I-submaximal

uzay ve fuzzy P-I-disconnected uzay kavramlarini verdik.

Anahtar Kelimeler: iistten (alttan) na-siirekli cogul degerli fonksiyon, fuzzy
A, kiime, fuzzy o, N, -kiime, fuzzy o-I-kompakt uzay fuzzy I-submaximal uzay

, fuzzy P-I-disconnected uzay.
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SUMMARY

This study consists of four sections. In the first section; we defined a new
type of continuous multifunction named upper na-continuous multifunction and
lower na-continuous multifunction and compared this new type of continous function
with some known types of continuity. Then we gave the required opposite examples

and formed a diagram.

In the second section; we defined new types of continuous multifunction
named upper pre strong na-continuous multifunction, lower pre strong na-continuous
multifunction, upper semi strong na-continuous multifunction, lower semi strong na-
continuous multifunction and compared these new types of continous function with
some known types of continuity. Then we gave the required opposite examples and

formed a diagram.
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some known types of continuity. Then we gave the required opposite examples and

formed a diagram.

In the third section; we defined two new types of continuous function named
as fuzzy pre a-I-continuous function and fuzzy B-o-I continuous function and
compared these new types of continous function with some known types of
continuity. Then we gave the required opposite examples and formed a diagram. We
defined fuzzy a-I-compact space, fuzzy pre-I-compact space and compared with

fuzzy pre a-I-continuous function.

In the fourth section; we defined new sets named as fuzzy R-I-open set, fuzzy R-I-

closed set, fuzzy A, set, fuzzy cn—closed set, fuzzy m-closed set, fuzzy cn-set,
fuzzy m-set, fuzzy o, N, -set ...Then we defined a lot of new continuous functions

named as fuzzy A;, continuous function, fuzzy o,N;-continuous function... and

fuzzy I-submaximal space and fuzzy P-I-disconnected space.

Key Words: upper (lower) na-cotinuous multifunction, fuzzy A, ; set, fuzzy
o,N;-set, fuzzy oa-I-compact space, fuzzy pre-I-compact space, fuzzy I-

submaximal space , fuzzy P-I-disconnected space.
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: Ait degil
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: Esit

: Gerek sart

: Yeter sart

: Ancak ve ancak

: Evrensel kiime

: X kiimesinin gii¢ kiimesi

: A kiimesi kesisim B kiimesi

: A kiimesi birlesim B kiimesi

: B kiimesi A kiimesini kapsar

: B kiimesi A kiimesini kapsamaz
: A fark B kiimesi

: A kiimesinin tiimleyeni

: A kiimesi kartezyen ¢arpim B kiimesi
: f fonksiyonunun grafigi
: f fonksiyonunun A kiimesine kisitlanmasi
: Topolojik yap1
: Topolojik uzay
: A < X olmak lizere X kiimesi iizerindeki alt uzay topolojisi
: Alt topolojik uzay

: (X,7) topolojik uzayindaki x noktasinin komsuluklar ailesi
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: (X,7) topolojik uzayindaki x noktasinin agik komsuluklar ailesi

: (X,1) topolojik uzayindaki x noktasinin komsuluklar tabani

: Carpim kiimesi

: Yonlendirme bagintisi

tAg

: (X,1) topolojik uzayindaki siizgec

: (X,7) topolojik uzayindaki siizge¢ tabani

: X kiimesindeki en biiyiik sabit fuzzy kiime
: X kiimesindeki en kiiciik sabit fuzzy kiime
: o fuzzy kiimesi birlesim B fuzzy kiimesi

: o fuzzy kiimesi kesisim 3 fuzzy kiimesi

: B fuzzy kiimesi kapsar o fuzzy kiimesini

: o fuzzy kiimesinin tiimleyeni

: X kiimesindeki fuzzy topolojik yap1

: Fuzzy topolojik uzay

: Fuzzy ideal topolojik uzay

: Fuzzy nokta

: Xy, fuzzy noktasi ile a fuzzy kiimesi ¢akisigimsidir

: a fuzzy kiimesi ile B fuzzy kiimesi ¢akisigimsidir

1X

: (X,1y) fuzzy topolojik uzayindaki x; fuzzy noktasinin q komsuluklar

ailesi
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1.GIRIS

Topolojik uzaylarda, 1960 yilindan giintimiize kadar ¢esitli kiime, fonksiyon
ve uzay kavramlar verildi. Levine (1963), Njastad (1965), Mashhour ve ark. (1982) ,
Velicko (1968), Maheshwari ve Tapi (1979) tarafindan sirasiyla, semi-agik kiime, o-
acik kiime, preacik kiime, &-agik kiime, feebly acik kiime kavramlari tanimlandi.
Topolojistler i¢cin 1960 yilindan giiniimiize kadar siireklilik ¢esitleri de onemli bir
calisma konusu oldu.

Cogul degerli fonksiyonlarin siireklilikleri, tiirevlenebilirlikleri, olgiile-
bilirlikleri... gibi birgok &zellikleri, 1930 yilindan gilinlimiize kadar degisik
arastirmacilar tarafindan verilmistir.

Fuzzy topolojinin temelleri 1965 yilinda Zadeh’in “Fuzzy Sets” adli
makalesiyle ortaya konmustur. Daha sonra bir¢ok matematik¢i bu kurami kullanmus,
gelistirmis ve giiniimiize kadar ¢alismalar devam etmis ve hala da devam etmektedir.

Sarkar (1997) fuzzy topolojik uzayda genel topolojidekine benzer sekilde fuzzy
ideal kavramini vererek fuzzy lokal fonksiyonu tanimladi ve 6zelliklerini inceledi.
Ayrica fuzzy lokal fonksiyon kavramindan yararlanarak yeni bir kapanis islemi
tanimladi ve yeni bir topoloji olusturdu. Bu konu ile ilgili glinlimiize kadar cesitli
calismalar yapildi. Hatir ve Jafari (2007) , Nasef ve Hatir (2009) ,Yuksel ve ark.
(2009) tarafindan sirastyla, fuzzy semi-I-acik kiime, fuzzy pre-I-agik kiime, fuzzy o-
I-acik kiime ve fuzzy P-I-agik kiime kavramlarini ve bu kavramlardan yararlanarak
strastyla fuzzy semi-I-siirekli fonksiyon, fuzzy pre-I-siirekli fonksiyon, fuzzy o-I-
stirekli fonksiyon ve fuzzy p-I-siirekli fonksiyon cesitlerini tanimladilar.

Bu tezin ikinci bolimiinde; Chae ve arkadaslarinin (1986) tanimladigi na-
stirekli fonksiyon kavramini ¢ogul degerli fonksiyonlara genisletip, tistten ve alttan
na-stirekli ¢ogul degerli fonksiyonlarin temel 6zelliklerini inceledik.

Tezin {iglincii boliimiinde; Nasef ve Noiri (2001) tarafindan tanimlanan strong
na-presiirekli fonksiyon kavramini, Mahmoud ve arkadaslar1 (1989) tarafindan

tanimlanan strong na-siireklilik kavramini ¢ogul degerli fonksiyonlara genisletip



tistten ve alttan pre strong na-siirekli cogul degerli fonksiyonlarin temel 6zelliklerini,
istten ve alttan semi strong na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyon kavramini verdikten
sonra bu fonksiyonlarin bazi ¢ogul degerli siirekli fonksiyonlarla karsilastirmalarini
yaptik.

Tezin dordiincii boliimiinde; fuzzy pre o-I-stirekli fonksiyon ve fuzzy B-o-I-
stirekli fonksiyon olarak adlandirdigimiz yeni siirekli fonksiyon kavramlarin1 verdik.
Bilinen bazi fuzzy siirekli fonksiyon ¢esitleriyle karsilastirmalarini yaptik ve fuzzy
o-I-kompakt uzay, fuzzy pre-I-kompakt uzay olarak adlandirdigimiz yeni uzay
kavramlarini verdik.

Tezin besinci boliimiinde; fuzzy R-I-acik kiime, fuzzy R-I-kapali kiime, fuzzy

A, kiime (fuzzy cn-kapali kiime, fuzzy m-kapali kiime, fuzzy cn-kiime, fuzzy rm-
kiime, fuzzy o Nj-kiime, fuzzy S N;-kiime, fuzzy PN,-kiime, fuzzy PB,N;-kiime,
fuzzy o, N;-kiime, fuzzy S N;-kiime, fuzzy P, N,-kiime, fuzzy f_N;-kiime,
fuzzy o, N;-kiime, fuzzy S N;-kiime, fuzzy P, N;-kiime, fuzzy B, N,-kiime)
olarak adlandirdigimiz yeni kiime kavramlarmi, fuzzy A, , siirekli fonksiyon, fuzzy
o, N, -stirekli fonksiyon (fuzzy S N,-siirekli fonksiyon, fuzzy PN,-siirekli
fonksiyon, fuzzy [ N;-siirekli fonksiyon, fuzzy o N;-siirekli fonksiyon, fuzzy
SeqNs-stirekli  fonksiyon, fuzzy P, N;-strekli fonksiyon, fuzzy p . Nj;-siirekli
fonksiyon, fuzzy o N;-stirekli fonksiyon, fuzzy S N;-siirekli fonksiyon, fuzzy
P, N-siirekli fonksiyon, fuzzy B, Nj-siirekli fonksiyon) kavramlarin elde ettik.
Ayrica, fuzzy o,Nj-irresolute fonksiyon, fuzzy S N, -irresolute fonksiyon (fuzzy
P,Nj-irresolute fonksiyon, fuzzy P,Nj;-irresolute fonksiyon, fuzzy o, N;-irresolute
fonksiyon, fuzzy S, N;-irresolute fonksiyon, fuzzy P, N;-irresolute fonksiyon,
fuzzy B, N;-irresolute fonksiyon, fuzzy o, N, -irresolute fonksiyon, fuzzy S N;-
irresolute fonksiyon, fuzzy P, N;-irresolute fonksiyon, fuzzy f,N;-irresolute

fonksiyon) olarak adlandirdigimiz yeni siirekli fonksiyon kavramlarini ve fuzzy I-

submaximal uzay ve fuzzy P-I-disconnected uzay kavramlarini da verdik.



Bu tezin igeriginde gecen (X,t) topolojik uzayi, (X,ty) fuzzy topolojik uzayi,
(X,‘cx, I) fuzzy ideal topolojik uzay1; tizerinde higbir ayirma aksiyomu olmayan uzay
olarak alinacaktir. (X,T) topolojik uzayinda ki herhangi bir A < X alt kiimesinin
kapanis1 ve ici, sirastyla A (K) ve A° sembolleri ile; benzer sekilde (X,ty) fuzzy

topolojik uzay1 ve (X,‘EX,I) fuzzy ideal topolojik uzayindaki herhangi bir A <X

fuzzy alt kiimesinin fuzzy kapanisi, fuzzy ici, fuzzy lokal fonksiyonu ve fuzzy yildiz

—

kapanigi da sirastyla A~ (K), A°, A"ve AT (A ) sembolleri ile gosterilecektir.



2. NA-SUREKLI COGUL DEGERLI FONKSIYONLAR

Bu boliim ti¢ ayr1 kisimdan olusmaktadir.

Birinci kisimda; bu bolim ve tigiincti boliim icin gerekli topolojik uzaydaki
temel kavramlari verdik.

Ikinci kistmda; ¢ogul degerli fonksiyonun temel kavramlarimi verdik.

Ucgtincii kistmda; na-siirekli ¢ogul degerli fonksiyonun 6zelliklerini inceleyip,

bazi siireklilik ¢esitleri ile karsilastirmalarint yaparak gerekli karsit 6rnekleri verdik.

2.1. Topolojik Uzaylarla ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. (X,‘E) topolojik uzay1 ve herhangi bir A c X kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi i¢in,
(i) A = A7 °ise; A kiimesine regiiler a¢ik kiime ,

(ii) A = A°™ ise; A kiimesine regiiler kapah kiime (Stone 1937) denir.

Tanim 2.1.2. (X,r) topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X alt kiimesi verilsin.
A kiimesinin kapsadigi tiim regiiler agik kiimelerin birlesimine A kiimesinin 9-i¢i
(Velicko 1968) denir ve A;° ile gosterilir. Eger A = Ag° ise, A kiimesine §-acik
kiime denir. Bagka bir deyisle 6-a¢ik kiime tiim regiiler acik kiimelerin birlesiminden

olusur. Bir d-agik kiimenin tiimleyenine d-kapali kiime denir.

Tanim 2.1.3. (X,‘c) topolojik uzay1 ve herhangi bir A c X alt kiimesi verilsin.
A kiimesi i¢in,

Asz{xeX:Amﬁ:&@,Uer,er}



bi¢ciminde tanimlanan kiimeye, A kiimesinin 6-kapanis kiimesi (Velicko 1968) denir.

Eger A= A_6 ise, A kiimesine d-kapah kiime denir.

Tanmm 2.1.4. (X,7) topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X alt kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi igin, A < A° ™ ise A kiimesine semi-a¢ik kiime (Levine 1963) denir.
Bir semi-agik kiimenin tiimleyenine semi-kapalidir denir. A kiimesini kapsayan tiim

semi-kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin semi-kapanisi (Crossley ve ark.

1971) denir ve KS ile gosterilir.

Tanmm 2.1.5. (X,1) topolojik uzay1 ve herhangi bir A c X alt kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi igin, BCACB_S olacak sekilde bir B ¢ X agik kiimesi varsa bu
takdirde A kiimesine feebly ac¢ik kiime ( Maheshwari ve Tapi 1979) denir. Bir

feebly ag¢ik kiimenin tlimleyenine feebly kapali kiime denir. A kiimesini kapsayan

tiim feebly kapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin feebly kapanisi denir ve A_f ile

gosterilir. Eger A = A_f ise A kiimesine feebly kapal kiime denir.

Tanim 2.1.6. (X,1) topolojik uzay1 ve herhangi bir A c X alt kiimesi verilsin.
Eger A kiimesi i¢in, A = A~ ° ise kiimesine preacik kiime (Mashhour ve ark. 1982)
denir. Bir preagik kiimenin tlimleyenine prekapalidir denir. A kiimesini kapsayan
tim prekapali kiimelerin kesisimine A kiimesinin prekapanisi (Mashhour ve ark.

1983) denir ve A_p ile gosterilir. Eger A=A_p ise A kiimesine prekapah kiime

denir.

Tanmm 2.1.7. (X,7) topolojik uzay1 ve herhangi bir A < X alt kiimesi verilsin.

Eger A kiimesi i¢in, A < A°™ ° ise kiimesine a-acik kiime (Njastad 1965) denir.

(X,7) topolojik uzayindaki biitiin a-agik kiimelerinin ailesi t = a(X,t), semi-
acik kiimelerinin ailesi SO(X,t), preagik kiimelerinin ailesi PO(X,t), &-acik
kiimelerin ailesi 00(X,t), regiiler acik kiimelerin ailesi RO(X,t), feebly agik



kiimelerin ailesi FO(X,t), prekapali kiimelerin ailesi PC(X,t), 6-kapali kiimelerin

ailesi 6C(X,7), feebly kapal1 kiimelerin ailesi FC(X,t), sembolii ile gosterilecektir.

Uyan 2.1.1. Bir xeX noktasim1 iceren tim o-agik kiimelerin (preacgik
kiimelerin, semi-a¢ik kiimelerin, regiiler acik kiimelerin, 6-a¢ik kiimelerin, feebly
acik kiimelerin) ailesini o(X,x) ( PO(X,x), SO(X,x), RO(X,x), 00(X,x), FO(X.,x) )

sembolleri ile gosterecegiz.

Asagidaki lemmada a-agik kiime ve feebly agik kiime kavramlarinin ayni

anlamda kullanildig1 ifade edilmistir.

Lemma 2.1.1. (X,7) topolojik uzay1 ve herhangi bir A — X alt kiimesi verilsin.

A kiimesinin a-agik kiime olmasi igin gerek ve yeter sart A kiimesinin feebly agik

kiime olmasidir ( Noiri 1988).

Tanmm 2.1.8. Bir A kiimesi iizerinde “<” bagmtis1 asagidaki ozellikleri
saglarsa, “<” bagintisina A kiimesini yonlendiriyor ve A kiimesine de “<” bagintisi
ile yonlenmis kiime denir.

(i) Her A e A igin, A< A

(if) Her A,,A,,A, € A igin, A, < &, ve &, < A, ise A, < A,

(iif) Her A,A, € A igin, A, € A 3 A, < A, ve A, < A, vardir.

Tanmm 2.1.9. Herhangi bir X kiimesi ve bir (A,<) yonlenmis kiimesi verilsin.

Bu takdirde f: A — X fonksiyonu, her A€A i¢in, f (K) =X, seklinde tanimlansin. f
fonksiyonuna ya da {xx|7u € A} alt kiimesine, X kiimesi icinde bir ag denir,
(X7~)7Le L CX yada (x, ) bigiminde gdsterilir.

Tamm 2.1.10. X kiimesi i¢inde bir (x, ) ag1 ve bir A < X alt kiimesi verilsin.

Eger agin her eleman1 A kiimesi icinde ise, bu ag A kiimesi i¢inde bir ag olacaktir.

Eger (Xx) aginin elemanlari belli bir indisten sonra A kiimesi i¢indeyse, yani;



Jhe A3V A< Aigin x, € A

saglaniyorsa, (x, ), . afmna “sonunda A kiimesi icinde kahyor” ya da (x, ), agl,

reA

sonunda A kiimesi i¢inde bir agdir denir.

Tanmm 2.1.11. (X,1) topolojik uzayi i¢inde bir (xk )xeA ag1 verilsin. Eger xe X
noktasinin her V komsulugu, sonunda (xk) agmi iceriyorsa, (Xx) ag1 xeX
noktasina yakinsiyor denir ve kisaca

X, > X yada lklélAl X, =X
seklinde gosterilir. Eger (Xk) ag1 xe X noktasina yakinsiyorsa, x e X noktasina (Xx)

agimin limiti denir.

Teorem 2.1.1. Bir fi(X,1)—>(Y,0) fonksiyonunun bir xeX noktasinda
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her (xx) ag1 i¢in,
x, = x ise f(x,)—>f(x)

olmasidir.

Simdi, aglardan daha genel olan slizge¢ kavramini verelim.

Tanmm 2.1.12. Bir X kiimesi ve F < P(X) ailesi verilsin. Eger F ailesi
asagidaki ozellikleri saglarsa, F ailesine X kiimesi tizerinde bir siizge¢ denir:

s1] Bos kiime F ailesinin elemani degildir: &¢ ‘F

Sy] F ailesine ait herhangi iki kiimenin arakesiti, yine ‘F ailesine aittir: .her A,
BeFfi¢cinnAnBeF

s3] F ailesine ait herhangi bir kiimeyi kapsayan her kiime, yine F ailesine
aittir: her A € F ve A c Bise Be .

X kiimesi tizerindeki bu F siizgeci, X kiimesi tizerinde bir yapidir. Bu yapiya

siiziilmiis yap1 ve X kiimesine de ¥ siiziilmiis yapisi ile siiziilmiis kiime denir.



Tanmm 2.1.13. Asagidaki 6zellikleri saglayan B — P(X) ailesine, X kiimesi

tizerinde bir siizge¢ tabam denir.

bi] B # & ve & ¢ B dir,
b,] V B,,B, € B i¢in, IBe’B> Bc B, "B, dir.

Tanimdan her stizgecin bir stizge¢ tabani oldugu agiktir, ancak bir siizgec

tabaninin stizge¢ olmas1 gerekmez.

Teorem 2.1.2. f:X—Y bir fonksiyon olsun. Eger B ailesi X kiimesi
lizerinde bir siizge¢ tabami ise, f (fB)z{f (B)CY|BEB} ailesi de Y kiimesi

tizerinde bir siizge¢ tabanidir.

Uyar1 2.1.2. B ailesi bir siizge¢ dahi olsa, f(B) goriintiisii bir siizgeg
tabanidir, fakat stizgec¢ degildir. f (B ) ailesinin tirettigi siizgece, B ailesinin iirettigi

siizgecin goriintiisii denir.

Teorem 2.1.3. £: X — Y bir fonksiyon olsun. B ailesi Y kiimesi {izerinde bir
stizgec tabani olsun. Bu takdirde,
f7(B)={f"(B)=X | Be B}
ailesinin X kiimesi {izerinde bir siizge¢ tabani olmasi i¢in gerek ve yeter sart her

B e B kiimesi i¢in, f' (B) #Q olmasidir.

Uyan 2.1.3. B ailesi bir siizge¢ dahi olsa, ™' (B) ters goriintiisii, genelde bir
slizgeg tabanidir, fakat siizgeg degildir. f™'(B) ailesinin irettigi siizgece, B ailesinin

tirettigi sitizgecin, f fonksiyonuna gore ters goriintiisii denir. Ayrica, X —>Y

fonksiyonu orten ve F ailesi, Y kiimesi iizerinde bir siizgeg ise, ™ (F) ailesi de X

kiimesi lizerinde bir siizgeg¢ tabanidir.



Tanim 2.1.14. (X,‘c) topolojik uzayr ve ‘F ailesi X kiimesi ilizerinde bir

siizgeg olsun. Eger F siizgeci, bir x e X noktasmin her 3(x) komsuluklar siizgecinden
daha ince ise, T siizgeci x noktasina yakinsiyor, x noktasina da ‘F siizgecinin limiti

ya da limit noktasidir denir ve F — x ya da lim ‘F = x bi¢giminde gosterilir.

Tanim 2.1.15. (X,‘E) topolojik uzay1 ve bir xeX noktasi verilsin. Eger B

stizge¢ tabaninin dogurdugu F siizgeci x noktasina yakinsiyor ise, B siizge¢ tabani,

x noktasina yakinsiyor denir ve B — x ya da lim B = x seklinde gosterilir.

Teorem 2.1.4. (X,7) topolojik uzay1r ve xeX noktasi verilsin. Bir B siizge¢

tabaninin x noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart
VWeGS®Xx)igin,3BeB > BcW

olmasidir.

Tanmm 2.1.16. (X,1) topolojik uzay1 ve ‘F ailesi X kiimesi {izerinde bir siizge¢
olsun. Eger her A e ‘Fkiimesi ve her Ve 3(x) komsulugu igin, A N V = @ ise, xe X

noktasina F siizgecinin kapanis noktasi denir.

Tanmm 2.1.17. (X,1) topolojik uzay1 ve B ailesi X kiimesi tizerinde bir siizge¢
tabani olsun. Eger her Be B kiimesi ve her Ve 3(x) komsulugu igin, B " V = & ise,

xeX noktasina B siizge¢ tabaninin kapanis noktasi denir.

Teorem 2.15. fi(X,1)—>(Y,v) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde f

fonksiyonunun bir xeX noktasinda siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart X kiimesi
tizerindeki her F siizgeci i¢in, F — x oldugunda, (Y,v) uzay1 tizerinde f (F ) —>f (x)

olmasidir.
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2.2. Cogul Degerli Fonksiyonlarla ilgili Temel Kavramlar

Tanmm 2.2.1. Herhangi iki X ve Y kiimeleri verilsin. F:X—)’P(Y)—@
fonksiyonuna X kiimesinden Y kiimesine tanimli kiime degerli ya da ¢ogul degerli
fonksiyon denir ve F: X — Y bi¢iminde gosterilir.

Tek degerli bir f:X —Y fonksiyonu her xeX noktasi i¢in {f (x)} degerini
alan bir ¢ogul degerli fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Simdi ¢ogul degerli

fonksiyonlarin bilinen 6zelliklerini verelim.

Tanmm 2.2.2. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir B c Y alt
kiimesi verilsin. Bu takdirde B — Y alt kiimesi i¢in,
F'B)={ xeX:F(x)cB}ve F(B)={ xeX:F(x)"B = J}
biciminde tanimlanan F'(B) kiimesine B kiimesinin F fonksiyonu altindaki iist ters

goriintiisii, F(B) kiimesine B kiimesinin F fonksiyonu altindaki alt ters goriintiisii
denir (Berge 1959).

F:X—>Y fonksiyonunun tek degerli fonksiyon olmasi durumunda
F"(B)=F (B)=F"'(B) olur. Bu durumda F'(B) ters goriintisi, F'(B) ve

F~(B) kiimeleriyle ¢akigur.

Uyan 2.2.1. F:X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu durumda

asagidakiler saglanir:

(i) Her xeX noktasi i¢in, F(x)# @ dir.

(ii) Her A < X kiimesi i¢in, F(A)= U{F(X) X € A} dir.

Onerme 2.2.1. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir B ¢ Y
alt kiimesi verilsin. Bu takdirde asagidakiler saglanir:
(i) F(B)=X-F (Y-B)

(i) F~(B)=X-F"(Y-B)
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Ispat. (i) F+(B)={XEX:F(X)CB}={XeX:F(x)m(Y-B)ZQ} olup
F"(B)=X-F (Y-B) elde edilir.
(i) F(B)={xeX:F(x)nB#@}=X-{xeX:F(x)=(Y-B)} olup

F~(B)=X-F" (Y -B) elde edilir.

Tanmm 2.2.3. F: X—>Y ve G:Y > Z ¢ogul degerli iki fonksiyon verilsin.
GoF:X—>7Z c¢ogul degerli bileske fonksiyonu her xeX noktast igin,

(GoF)(x)= G(F (X)) bi¢iminde tanimlanur.

Onerme 2.2.2. F:X—>Y ve G:Y—>Z cogul degerli fonksiyonlar ve

herhangi iki A,Bc Y alt kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidakiler saglanir:

(i) (GoF)"(A)=F"(G"(A))

(ii) (GoF) (A)=F (G (A))

Ispat. (i) = Herhangi bir x €(GoF) (A) noktasini alalim. Bu takdirde
(GoF)(x)c A olur. Buradan G(F(x))cA olup F(x)cG'(A) elde edilir.
Dolaystyla x € F*(G* (A)) olur.

< Herhangi bir x e F* (G+ (A)) noktasini alalim. Buradan F(x)cG'(A)

olup G(F(x))= A olur. Buna gore (GoF)(x)cA oldugundan, x e(GoF) (A)

elde edilir.
(i) (1) ifadesine benzer sekilde ispati yapulir.

Tanmm 2.24. F:X —>Y, ve E:X,—>Y, cogul degerli iki fonksiyon
verilsin. F xE, : X, xX, =>Y,xY, ¢ogul degerli ¢arpim fonksiyonu, her x, e X, ve

her x, € X, noktalar i¢in (F, ¥F,)(x,,x,)=F (x,)*xF,(x,) olarak tanimhdur.

Lemma 2.2.1. E:X, =Y, ve E :X, >Y, cogul degerli fonksiyonlar1 ve

A cY,,Bc, alt kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
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() (E<E) (AxB)=F (A)<E; (B)

(i) (F xF,) (AxB)=F (A)xF, (B)

Ispat. (i) = Herhangi iki A Y, veBcY, alt kiimelerini ve herhangi bir
(x,.x,)€(F xF,) (AxB) noktasii alalim. Buna gore (FxF,)(x,,x,)cAxB
olup Tanim 2.2.4 geregi, F (x,)xF(x,)cAxB olup F(x,)cA ve F,(x,)cB
olur. Buradan x, cE (A) ve x, cF,(B) olup (x,,x,)eF (A)xF (B) elde

edilir.

< Herhangi iki AcY, ve BcY, alt kiimelerini ve herhangi bir
(x,,x,)€E (A)xE (B) noktasmi alalm. Buna goére x, €F (A)vex, €F, (B)
olup F (x,)c A ve F,(x,) =B olur. Buradan F,(x,)xF,(x,)cAxB olup Tamm
224  geregi, (F xE,)(x,,x,)c AxB elde  edilir. ~ Dolayisiyla
(x,,x,) €(F xE,)" (AxB) olur.

(i) = Herhangi iki AcY,ve BCY, alt kiimelerini ve herhangi bir
(x,,x,)€(F xF,) (AxB) noktasim alalm. Buna gore (F xF)(x,,x,)cAxB
olup

@ # (F xE,)(x,,x,)"(AxB) = (F, (x,)xF, (x,)) " (AxB)

@+ (F (x,)nA)x(F,(x,)nB)
olur. Buradan F (x,)NA#J ve F(x,)nB#J olup x, €F (A)vex, €F (B)
elde edilir. Dolayisiyla (x,x,) € F (A)xE (B) olur.

< Herhangi iki AcY, ve BcY,alt kiimelerini ve herhangi bir
(x,.x,) €F (A)xFE (B) noktasini alalim. Buradan x, € F, (A) ve x, €F, (B)olup
E(x,)NA#D ve F,(x,)NB = olur. Buna gore

@ #(F, (x,)nA)x(F, (x,) "B) =(E (x,)xF, (x,)) "(AxB)
olup Tamim 2.2.4. geregi @;t((Fl ><F2)(xl,x2))r\(A><B) elde edilir. Dolayisiyla

(x;.x,)e(F xE) (AxB) olur.
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Tanmm 2.2.5. F: X—>Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢ogul degerli
fonksiyonunun G,:X —XxY grafik fonksiyonu her xeX noktast i¢in
G (x)={x}xF(x) bigiminde tanimlidir. {{x}xF(x):xeX}=XxY kiimesine F
cogul degerli fonksiyonunun grafigi denir ve G(F) seklinde gosterilir (Smithson

1978).

Onerme 2.2.3. F:X > Y c¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi iki A =X

ve Bc Y kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
(i) G (AxB)=ANF"(B)

(ii) Gi(AxB)=ANF (B) (Noiri ve Popa 1993)

2.3. Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonlar

Tanmm 2.3.1. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x € X

noktasi verilsin.

1) xeF"(V) kosulunu saglayan her V eFO(Y) kiimesi i¢in, UcF" (V)
olacak sekilde UedO(X,x) kiimesi varsa, bu takdirde F ¢ogul degerli
fonksiyonuna x € X noktasinda iistten na-siirekli fonksiyon,

2) xeF (V) kosulunu saglayan her VeFO(Y) kiimesi i¢in, UcF (V)
olacak sekilde U edO (X,X) kiimesi varsa, bu takdirde F c¢ogul degerli

fonksiyonuna x € X noktasinda alttan na-siirekli fonksiyon,
3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan na-siirekli
hem de Ustten na-siirekli fonksiyon ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna na-siirekli

fonksiyon denir.

Teorem 23.1. F:X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidaki ifadeler esdegerdir:
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1) F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten na-siirekli fonksiyondur.

2) Herhangi bir xeX noktasnda xe€F (V) kosulunu saglayan her
Ve FO(Y) kiimesi i¢in, U c F* (V) olacak sekilde U €60 (X, x) kiimesi vardir.

3) Herhangi bir xeX noktasmda xeF'(V) kosulunu saglayan her
V eFO(Y) kiimesi i¢in, U = F*(V) olacak sekilde U e RO(X,x) kiimesi vardir.

4) Her V e FO(Y) kiimesi i¢in, F* (V) €80(X)

5) Her Fe FC(Y) kiimesi i¢in, F~ (V) € 8C(X)

6) Her A — X kiimesi i¢in, F(A_B) c mf

7) Her Bc Y kiimesi igin, (F‘ (B))8 c F (B_f)

Ispat. 1)=> 2) Tamim 2.3.1. geregi agiktir.

2) = 3) Herhangi bir x € X noktasi ile x € F*(V) olacak sekilde herhangi
bir VEFO(Y) kiimesi verilsin. 2) ifadesi geregi, UcF" (V) olacak sekilde bir
U ed80(X,x) kiimesi vardir. Her A€ A i¢in, U, € RO(X) olsun. Bu durumda 8-
acik kiime regiiler acik kiimelerin birlesimi oldugundan, Uzu{Ul T EA} olur.
Buradan U, cU olacak sekilde bir U, €RO(X,x) kiimesi vardir ve
U, cF" (V) olur.

3) = 4) Herhangi bir x € X noktast ile x € F*(V) olacak sekilde herhangi
bir VeFO(Y) kiimesi verilsin. 3) ifadesi geregi, U, c F" (V) olacak sekilde bir
U, eRO(X,x) kiimesi vardir. Her xeX noktasi i¢in,
F* (V)=U{Ux xeF” (V)} olup d-agik kiime regiiler agik kiimelerin birlesimi
oldugundan, F*(V)e30(X) elde edilir.

4) = 5). Herhangi bir Fe FC(Y) kiimesi verilsin. Buradan Y -F e FO(Y)
olur. 4) ifadesi geregi, F'(Y—-F)e80(X) olur. Buradan F'(Y-F)=X-F (F)
oldugundan, X—-F~(F) kiimesi X uzayinda 8-agik kiimedir. Dolayisiyla F~(F)

kiimesi, X uzayinda d-kapali kiimedir.
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5)=>6) Herhangi bir AcX kiimesi verilsin. F(A)  kiimesi, F(A)
kiimesini kapsayan en kiigiik feebly kapali kiimedir. Buradan F(A)c F(A), olup 5)
ifadesi geregi, A c F~ (F(A) f) € 8C(X) olur. Buradan,

A <(F(F(a),)) =F((F(a)),)

elde edilir. Dolayisiyla F(A_S) c (F(A))f olur.

6) = 7) Herhangi bir Bc Y kiimesi verilsin. Buna gére F~(B) < X olup 6)

ifadesi geregi F((F'(B))S) < (F(F (B)), =B olur. Buradan (F (B)), < F~(B:)
elde edilir.

7)=>1) Herhangi bir V e FO(Y) kiimesi verilsin. Buradan Y -V € FC(Y)
olur. Bu takdirde 7) ifadesi geregi (F(Y-V)) cF (Y-V),)=F (Y=V) olup
F(Y-V)edC(X) elde edilir. Buradan F (Y-V)=X-F" (V) oldugundan

F* (V)GSO(X) olur. Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten na-siirekli

fonksiyondur.

Teorem 2.3.2. F:X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Buna gore
asagidaki ifadeler esdegerdir:

1) F cogul degerli fonksiyonu alttan na-siirekli fonksiyondur.

2) Herhangi bir xeX noktasinda xeF~ (V) kosulunu saglayan her
V eFO(Y) kiimesi i¢in, U< F~ (V) olacak sekilde U e 80(X,x) kiimesi vardir.

3) Herhangi bir xeX noktasnda xe€F (V) kosulunu saglayan her
V eFO(Y) kiimesi i¢in, U< F~ (V) olacak sekilde UeRO(X,x) kiimesi vardir.

4) Her V e FO(Y) kiimesi i¢in, F~ (V) € SO(X)

5) Her Fe FC(Y) kiimesi i¢in, F* (V) € 8C(X)

6) Her A — X kiimesi igin, F(A_é) c (F(A))f
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7) Her Bc Y kiimesi i¢in, (F+ (B))8 cF* (B_f)

Ispat. Teorem 2.3.1 dekine benzer sekilde yapilir.

Lemma 2.3.1. (X,r) topolojik uzayinda yogun ya da agik bir A kiimesi
verilsin. Eger U kiimesi (X,‘c) topolojik uzayinda regiiler agik kiime ise bu takdirde

A NU kiimesi, (A, T A) alt uzayinda regtiler acik kiimedir (Chae ve Noiri 1986).

Teorem 2.3.3. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Eger F ¢ogul

degerli fonksiyonu {istten (alttan) na-siirekli fonksiyon ve A < X alt kiimesi agik bir

kiime ise bu takdirde F/,:(A,t,)—>Y c¢ogul degerli kisitlanmis fonksiyonu da

tistten (alttan) na-stirekli fonksiyondur.
Ispat. Herhangi bir x e A =X noktast ile x e(F/,) (V) (x e(F/,) (V))

olacak sekilde herhangi bir VeFO(Y) kiimesini alalim. Hipotez geregi, F ¢ogul

degerli fonksiyonu {istten (alttan) na-stirekli fonksiyon oldugundan, Teorem 2.3.1.

(Teorem 2.3.2) geregi, UcF (V) (U cF (V)) olacak sekilde U ed0(X,x)

kiimesi vardir. d-agik kiime regiiler a¢ik kiimelerin birlesimi oldugundan her A € A
i¢in U, eRO(X) olmak iizere U=[ J{U, :2.€ A} olur. Lemma 2.3.1. geregi, A
kiimesi acik bir kiime oldugundan, U, N A kiimesi A alt uzaymnda regiiler agik
kiimedir. Bu durumda d-agik kiime regiiler acik kiimelerin birlesimi oldugundan,

x € A noktasini kapsayan |_J{U, WA :2 €A} ailesi A alt uzayinda 8-agik kiimedir.
iU, naskeA}=F (V)na=(F/,) (V)
LU, nAheA=F (V)nA=(F/,) (V)

olup  (F/,) (V)€30(A) ((F/,) (V)€d0(A)) elde edili. Dolayisiyla

F/ A:(A,t A)—)Y cogul degerli kisitlanmis fonksiyonu istten (alttan) na-siirekli

fonksiyondur.
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Teorem 2.3.4. F: X—>Y ve F,: Y > Z cogul degerli fonksiyonlar: verilsin.
Eger F ve F, ¢ogul degerli fonksiyonlar tistten (alttan) na-siirekli fonksiyon ise bu
takdirde F,oF : X — Z ¢ogul degerli bileske fonksiyonu da tistten (alttan) na-stirekli
fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir VEFO(Z) kiimesi verilsin. Hipotez geregi F, cogul
degerli fonksiyonu iistten (alttan) na-siirekli fonksiyon oldugundan F; (V)e80(Y)
(FZ‘ (V)eSO(Y)) olur. 8-a¢ik kiime, agik kiime ve agik kiime, feebly agik kiime
oldugundan E (V)eFO(Y) (Fz' (V)EFO(Y)) olur. Hipotez geregi, F, c¢ogul
degerli fonksiyonu tistten (alttan) na-stirekli fonksiyon oldugundan,

(F2OFI )+ (V) =F’ (V)OFzJr (V) =F (F2+ (V)) €80 (X)

((EoR) (V) =F (V)oE; (V) =E (F (V) <30(x))
elde edilir. Dolayisiyla F,oF, : X — Z ¢ogul degerli bileske fonksiyonu listten (alttan)

na-stirekli fonksiyondur.

Lemma 2.3.2. {X7L :keA} uzay ailesi ve 1=1,2,...,n igin, X, uzayindaki

bir U, alt kiimesi verilsin. HXK carpim uzayindaki U=1_[Uxi xHXA

AeA i=1 AN
kiimesinin d-agik (feebly agik) kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1=1,2,...,n i¢in
U, € SO(XM ) (Uki € FO(XAi )) olmasidir ( Chae ve ark. 1986 ).

Teorem 2.3.5. F: X —Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. G : X —- XxY

grafik fonksiyonu {istten na-siirekli fonksiyon ise bu takdirde F ¢ogul degerli

fonksiyonu tistten na-siirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir x € X noktasi ile F(x) c V olacak sekilde herhangi bir
Ve FO(Y) kiimesini alalim. Lemma 2.3.2 geregi, XxV kiimesi XxY c¢arpim

uzayinda feebly agik kiimedir ve {x}xF(x)cXxV olup G;(x)cXxV olur. G,

cogul degerli grafik fonksiyonu tiistten na-siirekli fonksiyon oldugundan, Teorem
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2.3.1. geregi, UcGj(XxV) olacak sekilde UedO(X,x) kiimesi vardir.
UcGp(XxV)=XNF(V)=F(V) oldugundan, UcF"(V) elde edilir.

Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu, x €X noktasinda iistten na-siirekli

fonksiyon olur.

Teorem 2.3.6. F: X =Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. G, : X —> XxY

grafik fonksiyonu alttan na-siirekli fonksiyon ise bu takdirde F ¢ogul degerli

fonksiyonu alttan na-stirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir x € X noktasi ile x € F~ (V) olacak sekilde herhangi bir

VeFO(Y) kiimesini alahm. Lemma 2.3.2 geregi, XxV kiimesi XxY garpim
uzayinda feebly acik kiimedir.

G (x) N (Xx V) =({x} xF(x))n(Xx V) = {x} x(F(x) V) = D
olur. G, grafik fonksiyonu alttan na-siirekli fonksiyon oldugundan Teorem 2.3.2.
geregi Uc G;(XxV) olacak sekilde Ued8O(X,x) kiimesi vardir. Buradan
UcG;(XxV)=XNF (V)=F (V) oldugundan, UcF (V) elde edilir.

Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu x eX noktasinda alttan na-siirekli

fonksiyondur.

Teorem 2.3.7. (X,1) topolojik uzay1 ve her ael i¢in (X,,1,) topolojik

uzaylart verilsin. F:X—)HXQ cogul degerli fonksiyon ve her ael] igin

ael

P ((x,))={x,} olarak tammlanan P, :[]X, >X, fonksiyonu izdiisim

a
ael

fonksiyonu olsun. Eger F c¢ogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) na-siirekli

fonksiyon ise bu takdirde P oF: X — X cogul degerli bileske fonksiyonu her aeJ
icin Uistten (alttan) na-siirekli fonksiyondur.
Ispat. o, €J ile (X%,r%) uzaymnda V, feebly agik kiimesi verilsin. Bu

takdirde
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(P, 0F) (V,,)=F"(P; (V.,))=F' (V% <[] XaJ

a0y

a#o

((P%OF)_ (V,,)=F (P;O (V.. )) —F (V% <[TX. D

oldugundan, Lemma 2.3.2 geregi, V, x H X, kiimesi feebly agik kiimedir. Hipotez

oy

geregi, F ¢cogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) na-siirekli fonksiyon oldugundan

F* (V% X H XaJ [F_ (V% x H X, D kiimesi X uzayinda &-a¢ik kiimedir. Buradan

%o a0y

P oF ¢ogul degerli bileske fonksiyonu iistten (alttan) na-stirekli fonksiyon olur.

Dolayisiyla her aoelJ igin P oF:X —X_  ¢ogul degerli bileske fonksiyonu iistten

(alttan) na-stirekli fonksiyondur.

Teorem 2.3.8. Her a €] i¢in (Xa,ra) ve (Ya,oa) iki topolojik uzay olsun.

F:]]X, >]]Y. ¢ogul degerli fonksiyonu, her F((xa )=T]F.(x,) ¢ogul

ael ael ael

degerli fonksiyonu, her (x,)e] [X, i¢in, F((x,))=][F, (x,) olarak tanimlansin

ael ael
ve E : X, —Y, ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Eger F ¢ogul degerli fonksiyonu
tistten (alttan) na-siirekli fonksiyon ise her o€l i¢in F, fonksiyonu da iistten
(alttan) na-stirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir aceJ igin V, e FO(Y,) kiimesi verilsin. Bu takdirde

Lemma 2.3.2 geregi, V=V x l_[Y[5 kiimesi HYa carpim uzayinda feebly acik
a#p
kiimedir. F ¢cogul degerli fonksiyonu ustten (alttan) na-stirekli fonksiyon oldugundan,

F*(V)zF*(Va xHYB)=F; (Va)xF+(HYB)=F; (VX[ IX

a#p a#p a=pB

a#p o#p a#pB

F (V)=F (Va xHYBJ =F, (V,)xF (HYBJ =F, (V<[ [Xp)
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olup F*(V) (F' (V)) kimesi [ [X, carpim uzayinda 8-agik kiimedir. Buradan

Lemma 2.3.2 geregi F;(V,) (F(; (V, )) kiimesi 8-agik kiime olur. Dolayisiyla F,

cogul degerli fonksiyonu {iistten (alttan) na-stirekli fonksiyondur.

Tanm 2.3.2. (X,1) topolojik uzay: verilsin. B={B,} ailesi X kiimesi
tizerinde bir siizge¢ tabani olsun. Eger VeRO(X) kiimesi i¢in, B, <V olacak
sekilde x noktasini kapsayan B, €B kiimesi varsa bu takdirde B siizge¢ tabani, x

noktasina d-yakinstyor denir (Joseph 1976).

Teorem 2.3.9. F: X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢cogul degerli
fonksiyonunun x € X noktasinda alttan na-siirekli fonksiyon olmasi igin gerek ve

yeter sart X kiimesi iizerinde x noktasina &-yakinsayan her F siizge¢ tabani igin
F(j':) - F(x) olmasidir.

Ispat. = Herhangi bir x € X noktasi ile x €F (V) olacak sekilde bir
VeFO (Y) ktimesi verilsin. F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan na-siirekli fonksiyon
oldugundan Teorem 2.3.1. geregi, F~ (V) €80(X,x) olur. 8-agik kiime, regiiler agik
kiimelerin birlesimi oldugundan, W c F (V) olacak sekilde bir W eRO(X,x)

kiimesi vardir. Hipotezden X kiimesi iizerindeki F silizge¢ tabani x noktasina d-

yakinsadigindan Tamim 2.3.2. geregi, xe Uc W olacak sekilde Ue F kiimesi

vardir. Buna gére F(U)cF(W)c V olup F(F)— F(x) elde edilir.

& Herhangi bir x € X noktasi ile x e F~ (V) olacak sekilde bir V e FO(Y)

kiimesi verilsin. X kiimesi tizerinde x noktasini igeren tiim regiiler acik kiimelerden

~

olusan N_ silizge¢ tabaninin dogurdugu I silizgeci, x noktasina d&-yakinsasin.
Hipotez geregi F(F)—>F(x) oldugundan, F(U)cV olacak sekilde F(N,)
kiimesinin F(U) elemani vardir. UeN_ oldugundan, UeRO(X,x) olur. Teorem

2.3.2 geregi F ¢ogul degerli fonksiyonu, x e X noktasinda alttan na-stirekli

fonksiyondur
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Tanim 2.3.3. (X, 1) topolojik uzay: iginde bir (x, ), , agi verilsin. Eger her
V eRO(X,x) kiimesi, sonunda (x, ) agini igeriyorsa (x,) agi x € X noktasina &-

yakinsiyor denir (Chae ve ark. 1986).

Teorem 2.3.10. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Eger F ¢ogul

degerli fonksiyonu alttan na-siirekli fonksiyon ise bu takdirde x € X noktas1 ile x

noktasina 8-yakinsayan (x,) agi ve xeF (V) olacak sekilde bir VeFO(Y)
kiimesi i¢in, (x, ) agi sonunda F~ (V) kiimesi i¢inde kalir.

Ispat. Herhangi bir x € X noktasi ile x noktasina 8-yakisayan (x,v) agini ve
xeF (V) (x eF" (V)) olacak sekilde bir VeFO(Y) kiimesini alalim. F ¢ogul
degerli  fonksiyonu alttan  (tstten) na-stirekli ~ fonksiyon  oldugundan,
UcF (V) (UCF+ (V)) olacak sekilde Teorem 2.3.1 (Teorem 2.3.2) geregi
Ue RO(X,X) kiimesi vardir. (Xh) agl, x € X noktasma §-yakinsadigindan Tanim
2.3.3. geregi (x,) agL sonunda UeRO(X,x) kiimesi i¢inde kalir. Dolayistyla
UcF (V) (U cF* (V)) oldugundan (x,) af1 sonunda F~ (V)(F+ (V)) kiimesi

icinde kalir.
Teorem 2.3 10’a benzer sekilde iistten na-stirekli fonksiyon i¢inde gosterilir.

Tanmm 2.34. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x € X
noktas1 verilsin.

1) xeF*(V) kosulunu saglayan her VY agik kiimesi i¢in UcF"(V)
olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X
noktasinda iistten siirekli fonksiyon,

2) xeF (V) kosulunu saglayan her V'Y agik kiimesi i¢cin U F~ (V)
olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X

noktasinda alttan siirekli fonksiyon,
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3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan siirekli hem
de tistten siirekli fonksiyon ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna siirekli fonksiyon
denir. (Noiri ve Popa 2000).

Tanmm 2.3.5. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x € X

noktasi verilsin.

1) xeF"(V) kosulunu saglayan her V<Y agik kiimesi i¢in, UcF' (V)

olacak sekilde x e Uc X acik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X

noktasinda iistten siiper siirekli fonksiyon,

2) xeF (V) kosulunu saglayan her V'Y agik kiimesi i¢in, UcF (V)

olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X
noktasinda alttan siiper siirekli fonksiyon,

3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan siiper siirekli
hem de ustten siiper siirekli fonksiyon ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna siiper

siirekli fonksiyon denir (Akdag 2003).

Tanmm 2.3.6. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin.
1) Her VY alt kiimesi i¢in, F~ (V) c X kiimesi hem a¢ik hem de kapali

kiime ise F ¢cogul degerli fonksiyonuna iistten strongly siirekli fonksiyon,

2) Her VY alt kiimesi i¢in, F~ (V)< X kiimesi hem agik hem de kapali

kiime ise F ¢cogul degerli fonksiyonuna alttan strongly siirekli fonksiyon,

3) F ¢ogul degerli fonksiyonu hem alttan strongly siirekli hem de {istten
strongly stirekli fonksiyon ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna strongly siirekli
fonksiyon denir ( Akdag 2007).

Tanim 2.3.1, Tanim 2.3.4, Tanim 2.3.5. ve Tanim 2.3.6. geregi ¢ogul degerli

fonksiyonlar i¢in agsagidaki diagrami elde ederiz.
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Ustten (alttan) strongly Ustten(alttan) na Ustten(alttan) siiper Ustten(alttan)
—_— — —_—

siireklilik siireklilik siireklilik siireklilik
Diagram 2.3.1.

Uyan 2.3.1. Diagram 2.3.1°de verdigimiz gegislerin karsitlarinin genellikle

dogru olmadig1 asagidaki drneklerde gosterilmistir.

Ornek 23.1. X={ab,c} kimesi iizerinde 1, ={X,@,{a},{c}.{a,c}}
topolojisi ile  (X,t) topolojik uzayi, Y ={p,q,r,s} kiimesi {izerinde
v={Y,2,{p,q,r}} topolojisi ile (Y,v) topolojik uzay1 verilsin. F:(X,t)—>(Y,v)
gogul degerli fonksiyonu F(a)={p,q},F(b)={q,r,s} ve F(c)={r} seklinde

tamimlansin. Bu takdirde F ¢ogul degerli fonksiyonu iistten na-stirekli bir

fonksiyondur ancak tistten strongly siirekli bir fonksiyon degildir.

(1) Y uzayimdaki tiim a-agik kiimeler Y, &, {p,q,r} kiimeleri olur. Buna gore

{p.q.r} kiimesi i¢in, F(a)c{p,q.r} ve F(c)c{p,q.,r} olup F'(A)={a,c}
bulunur.
(2) Y. kiimeleri i¢in, F*(Y)=X ve F* (&)= bulunur.
X uzayindaki tiim regiiler agik kiimeler X,&,{a} ve {c} kiimeleri oldugundan
X,D,{a,c} € 30(X) bulunur.
(1) ve (2) geregi F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten na-stirekli fonksiyondur.

Ancak {a,c} kiimesi X uzayinda agik kiime olup kapal1 kiime olmadigindan,

F cogul degerli fonksiyonu tistten strongly stirekli bir fonksiyon degildir.

Ornek 2.3.2. X={a,b,c,d} kiimesi iizerinde 1:={X,@,{a,b},{c},{a,b,c}}
topolojisi ile  (X,t) topolojik uzayr, Y ={p,q,r,s} kiimesi {izerinde
U={Y,®, {p},{p,q}} topolojisi  ile  (Y,v) topolojik uzayr verilsin.

F:(X,1)—>(Y,v) cogul degerli fonksiyonu F(a)=F(b)={p},F(c)={r} wve
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F (d)={q, s} seklinde tanimlansin. Bu takdirde F ¢ogul degerli fonksiyonu {iistten

stiper stirekli bir fonksiyondur ancak tistten na-stirekli bir fonksiyon degildir.

[9) [

X uzayndaki tiim regiler agik kiimeler; X,&,{a,b}={a,b} ve {c}={c}
kiimeleridir. Buna gore,

(1) {p} € v kiimesi i¢in, F*({p})={a,b} olup, {a,b} €30(X) bulunur.

(2) {p.q} e v kiimesi i¢in, F*({p,q})={a,b} olup, {a,b} €30(X) bulunur.

(3) Y, kimeleri i¢in, F*(Y)=X ve F(&)=0 olup, X,&ed0(X)
bulunur.

(1) ve (2) geregi F c¢ogul degerli fonksiyonu tstten stiper stirekli

fonksiyondur.
A ={p,q,s} kiimesi i¢in, (E)O = ({p,q})o =Y olup, A kiimesi X uzayinda

a-agik kiimedir. Ancak F*(A)={a,b,d} olup {a,b,d} £ 30(X) oldugundan F ¢ogul

degerli fonksiyonu tistten na-siirekli bir fonksiyon degildir.

Tanmm 2.3.7. Bir topolojik uzayda regiiler agik kiimeler topoloji tabanini

olusturuyorsa, bu topolojik uzaya semiregiiler uzay denir (Stone 1937).

(X,r) topolojik uzay ve RO(X,‘C) regliler agik kiimelerin bir ailesi olsun.
RO(X,T) ailesi X uzayi tizerindeki 1t topolojisinden daha kaba olan bir topoloji i¢in

tabandir. Bu topoloji 7, ile gdsterilirse bu takdirde (X,t,) topolojik uzayma (X,1)

topolojik uzayinin semiregiilerizasyonu denir.

FO(X) feebly acik kiimelerin bir ailesi olsun. Bu aile X uzayinda bir

topolojidir ve (X, FO(X)) topolojik uzaydir (Chae ve ark. 1986).

Teorem 2.3.11. F:(X,t) —>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu

takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:
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a) F:(X,1)>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu alttan na-siirekli
fonksiyondur,

b) F:(X,1)—>(Y,FO(Y)) ¢ogul degerli fonksiyonu alitan siiper siirekli
fonksiyondur,

c) F:(X, ‘ES)—)(Y, FO(Y)) ¢ogul degerli fonksiyonu alttan siirekli
fonksiyondur,

Ispat. a)=b) Herhangi bir x € X noktasi ile xeF~ (V) olacak sekilde
(Y,FO (Y)) topolojik uzayinda bir V agik kiimesi verilsin. Buna gore V € FO(Y,U)
olur. F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan na-stirekli fonksiyon oldugundan
F(V)edO(X) olur. Dolayisiyla (Akdag 2003  Teoreml)  geregi,
F :(X,r)—)(Y,FO(Y)) cogul degerli fonksiyonu alttan siiper stirekli bir
fonksiyondur.

b)=c)Herhangi bir xeX noktast ile xeF~ (V) olacak sekilde
(Y,FO(Y)) topolojik uzayinda bir V agik kiimesi verilsin. F ¢ogul degerli
fonksiyonu alttan stiper stirekli fonksiyon oldugundan (Akdag 2003, Teorem 1)
geregi F(V)ed0(X,t) olur. d-agik kiime regiler agik kiimelerin birlesimi
oldugundan F~ (V) kiimesi (X,t,) topolojik uzayinda agik bir kiimedir. Buna gore
F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan siirekli bir fonksiyondur.

¢)= a)Herhangi bir x € X noktas: ile x€F (V) olacak sekilde (Y,v)
topolojik uzayinda bir V feebly ac¢ik kiimesi verilsin. Bu takdirde V kiimesi
(Y, FO (Y)) topolojik uzayinda agik bir kiime olur. F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan
stirekli bir fonksiyon oldugundan, F~ (V) kiimesi (X,‘cs) topolojik uzayinda agik bir
kiimedir. Buradan F (V)e80(X,t) elde edilir. Dolayisiyla F gogul degerli

fonksiyonu alttan na-stirekli fonksiyondur.
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3. PRE STRONG NA-SUREKLI COGUL DEGERLI FONKSIYONLAR

Bu boliim iki ayr1 kisimdan olusmaktadir.
Birinci kisimda; pre strong na-siirekli cogul degerli fonksiyonun bazi

ozelliklerini inceledik.
Ikinci kisimda ise; pre strong na-siirekli cogul degerli fonksiyonun bazi

stireklilik ¢esitleri ile karsilastirmalarin1 yaparak gerekli karsit drnekleri verdik.

3.1. Pre Strong Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonun Bazi Ozellikleri

Tanmm 3.1.1. F:X—>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x e X

noktasi verilsin.

1) xeF (V) kosulunu saglayan her VePO(Y) kiimesi i¢in, UcF"(V)
olacak sekilde bir U e RO(X,X) kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X
noktasinda iistten pre strong na-siirekli fonksiyon,

2) xeF (V) kosulunu saglayan her VePO(Y) kiimesi i¢in, UcF (V)
olacak sekilde bir U e RO (X,x) kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X

noktasinda alttan pre strong na-siirekli fonksiyon,
3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan pre strong na-
stirekli hem de {stten pre strong na-siirekli fonksiyon ise F c¢ogul degerli

fonksiyonuna pre strong na-siirekli fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢ogul degerli

fonksiyonunun tistten pre strong na-siirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

herhangi bir x € X noktast ve x € F* (V) kosulunu saglayan her V € PO(Y) kiimesi

icin U F'(V) olacak sekilde bir U e 80(X,x) kiimesinin olmasidir.
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Ispat. = Herhangi bir x € X noktast ile x e F*(V) kosulunu saglayan bir
Ve PO(Y) kiimesi verilsin. Hipotez geregi, F ¢ogul degerli fonksiyonu tistten pre
strong na-siirekli fonksiyon oldugundan U, cF’ (V) olacak sekilde bir
U e RO(X,X) kiimesi vardir. d-agik kiime regiiler agik kiimelerin birlesimi
oldugundan, her xeX noktast igin U=|J{U :U eRO(X,x)} kimesi X
uzayinda 8-agik kiimedir ve U c F* (V) olur.

< Herhangi bir x € X noktasi ile x € F* (V) kosulunu saglayan herhangi bir
VePO(Y) kiimesi verilsin. (2) ifadesi geregi, UcF (V) olacak sekilde bir
UGSO(X,X) kiimesi vardir. Bu takdirde &-acik kiime regiiler agik kiimelerin
birlesimi oldufundan, her AeA i¢in U, eRO(X) kime olmak izere
U={J{U, :%eA} olur. Buradan U, cU olacak sekilde bir U, eRO(X,x)

kiimesi vardir. Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten pre strong na-siirekli

fonksiyondur.

Teorem 3.1.2. F:X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidaki ifadeler birbirine esdegerdir:
(1) F ¢ogul degerli fonksiyonu iistten pre strong na-siirekli fonksiyondur.

(2) Her V e PO(Y) kiimesi i¢in, F* (V) € 80(X)

(3) Her Fe PC(Y) kiimesi igin, F~ (F) € SC(X)

(4) Her A =X kiimesi i¢in, F(A_g,) c (F(A))p

(5) Her Bc Y kiimesi igin, (F_ (B))8 cF (Ep)

Ispat. (1) = (2) Herhangi bir x € X noktast ile x € F* (V) kosulunu saglayan
herhangi bir Ve PO(Y) kiimesi verilsin. (1) ifadesi geregi, F ¢ogul degerli
fonksiyonu iistten pre strong na-siirekli fonksiyon oldugundan, U, c F* (V) olacak

sekilde bir U _eRO(X,x) kiimesi vardir. Her xeX noktast i¢in
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F*(V)=u{U, :xeF"(V)} olup 8-agik kiime regiller agik kiimelerin birlesimi
oldugundan, F*(V)e80(X) elde edilir.

(2)=>(3)Herhangi bir FePC(Y) kiimesi verilsin. Bu takdirde
Y-FePO(Y) olur. (2) ifadesi geregi, F'(Y-F)edO(X) elde edilir.
F*(Y-F)=X-F (F) oldugundan, F~(F) kiimesi, X uzayinda 8-kapali kiime olur.

(3)= (4)Herhangi bir A <X kiimesi verilsin. (A), kiimesi, Y uzayinda
prekapali kiimedir. F(A)cF(A) ve (3) ifadesi geregi, AcF (F(A)p) € dC(X)
olup As = (F' (F(A)p ))8 =F (F(A)p) elde edilir. Buradan F(K&) c (F(A))p olur.

(4) = (5) Herhangi bir BC Y kiimesi verilsin. Buradan F~ (B) c X olup (4)

ifadesi  geregi F((F' (B))a) c (F(F' (B))) cB, olur.  Buna  gére
p

(F(B)), cF (Ep) elde edilir.

(5)= (1) Herhangi bir V e PO(Y) kiimesi verilsin. Buradan Y -V e PC(Y)
olur. Buna gore (5) ifadesi geregi (F(Y-V)) < F((Y=V),)=F (Y-V) olup
F(Y-V)edC(X) elde edilir. Buradan F (Y-V)=X-F"(V) oldugundan,
F*(V)ed0(X) olur. Bu takdirde 8-agik kiime regiiler agik kiimelerin birlesimi

oldugundan, U cF" (V) olacak sekilde bir U e RO(X) kiimesi vardir. Dolayistyla

F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Teorem 3.1.3. F: X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢cogul degerli

fonksiyonunun alttan pre strong na-siirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

herhangi bir x € X noktasi ve x € F"(V) kosulunu saglayan her V € PO(Y) kiimesi

i¢in, U< F (V) olacak sekilde bir U € 80(X,x) kiimesinin olmasidur.

Ispat. Teorem 3.1.1. dekine benzer sekilde ispat yapilir.
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Teorem 3.14. F:X—>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidaki ozellikler esdegerdir:

1) F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli fonksiyondur,

2) Her Ve PO(Y) ktimesi i¢in, F~ (V) €d0 (X)

3) Her F e PC(Y) kiimesi i¢in, F" (F) € 3C(X)

4) Her A c X kiimesi i¢in, F(A_b) - (F(A))p

5) Her BC Y kiimesi i¢in, (F+ (B))8 cF" (Ep) saglanir.

Ispat. Teorem 3.1.2. dekine benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.1.5. F: X—Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢ogul degerli

fonksiyonu istten (alttan) pre strong na-stirekli fonksiyon ve A < X kiimesi a¢ik bir
kiime ise F/, :(A, T A) — Y kisitlanmis fonksiyonu da iistten (alttan) pre strong na-

stirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir V € PO (Y) ktimesini alalim. F ¢ogul degerli fonksiyonu
tistten (alttan) pre strong na-stirekli fonksiyon oldugundan ve Teorem 3.1.2 (Teorem
3.1.4) geregi F*(V)e80(X) (F' (V)edo (X)) olur. Buradan 8-acik kiime regiiler
acik kiimelerin birlesimi oldugundan ve Lemma 2.3.1. geregi,

(/) (V)=F (V)nA ((F/,) (V)=F (V)na]
kiimesi, (A,7,) alt uzayinda 8-agik kiimedir. Dolaysiyla F/, :(A,7,) > Y ¢ogul

degerli kisitlanmis fonksiyonu, tistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Lemma 3.1.1. {Xk Z)»EA} uzay ailesi ve 1=1,2,...,n i¢in X, uzayindaki

bir U, alt kiimesi verilsin. HXK carpim uzayindaki U=1_[Uxi xHXk
el i=1 Py

kiimesinin preacik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1=1,2,...n igin

U, € PO(XM ) olmasidir ( Mashhour ve ark. 1983).
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Teorem 3.1.6. F: X =Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. G, : X — XxY

cogul degerli grafik fonksiyonu iistten pre strong na-siirekli fonksiyon ise F c¢ogul

degerli fonksiyonu da tistten pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir x € X noktast ve x € F*(V) olacak sekilde V ePO(Y)
kiimesi verilsin. Lemma 3.1.1. geregi XxV kiimesi, XxY c¢arpim uzayinda preagik
kiimedir ve G; (x) c XxV olur. G, grafik fonksiyonu iistten pre strong na-siirekli
fonksiyon oldugundan, Teorem 3.1.2. geregi, UcG,(XxV) olacak sekilde
UedO(X,x) kiimesi vardir. Buradan UcGp(XxV)=XNF(V)=F (V)
oldugundan, UcF" (V) elde edilir. Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu x € X

noktasinda iistten pre strong na-siirekli fonksiyon olur.

Teorem 3.1.7. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. G; : X = XxY

cogul degerli grafik fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli fonksiyon ise F ¢ogul

degerli fonksiyonu da alttan pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir x € X noktasi ile x €eF~ (V) olacak sekilde VePO(Y)

kiimesini alalim. Lemma 3.1.1. geregi, XxV kiimesi, XxY c¢arpim uzayinda

preagik kiimedir.

G (x) (V) = (X} <F(x)) (X5 V) = x} < (F(x) A V) 2 2
olur. G, grafik fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli fonksiyon oldugundan,
Teorem 3.1.4. geregi Uc G; (XxV) olacak sekilde Ue30(X,x) kiimesi vardir.
Buradan U cG;(XxV)=XAF (V)=F (V) oldugundan, UcF (V) elde

edilir. Dolayisiyla F ¢ogul degerli fonksiyonu x € X noktasinda alttan pre strong na-

stirekli fonksiyondur.

Teorem 3.1.8. F: X—>Y ve E, : Y = Z cogul degerli iki fonksiyon verilsin.
Eger F, ve F,fonksiyonlar iistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyon ise bu
takdirde F,oF : X — Z bileske fonksiyonu da iistten (alttan) pre strong na-siirekli

fonksiyondur.
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Ispat. Herhangi bir VePO(Z) kiimesi verilsin. Hipotez geregi F, ¢ogul
degerli fonksiyonu tstten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyon oldugundan,

Teorem 3.1.2. geregi, F,(V)edO(Y) (FZ‘ (V)eSO(Y)) olur. 8-agik kiime agik
kiime ve agik kiime preagik kiime olup E (V)ePO(Y) (FZ‘ (V)ePO(Y)) olur.

Hipotez geregi F, fonksiyonu {istten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyon

oldugundan,
(EoF )" (V) =E'(E (V) €30(X) ((EoR) (V)=F (E (V))e80(X))
olur. Dolayistyla E,oF, : X — Z ¢ogul degerli bileske fonksiyonu {istten (alttan) pre

strong na-siirekli fonksiyondur.

Teorem 3.1.9. (X,‘c) topolojik uzay1 ve her ael igin, (Xa,ra) topolojik

uzaylart verilsin. F:X—)l_[XOt cogul degerli fonksiyon ve her o€l igin

ael

P, ((x,))={x,} olarak tammlanan P, :[[X,—>X, fonksiyonu izdiisiim

ael

fonksiyonu olsun. Eger F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten(alttan) pre strong na-

stirekli fonksiyon ise bu takdirde P oF ¢ogul degerli bileske fonksiyonu her avelJ
icin Ustten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir o, €J indisi ve (X%,r%) uzayinda V, = preagik kiimesi
verilsin.

(P, oF) (V. )=F"(P; (V.,))=F" (V% <T1 XaJ

o

((P%OF)_ (Vo )=F (P, (Vi) =F (V% <TTX. JJ

oE0L

oldugundan, Lemma 3.1.1. geregi, V, x H X, kiimesi preagik kiimedir ve F ¢ogul

oLEL

degerli fonksiyonu iistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyon oldugundan

Teorem 3.1.2 (Teorem 3.1.4) geregi F° (V% <T1 Xa] [F' (V% <X, D

VETM o=l
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kiimesi X uzayinda d-agik kiimedir. Bdylece P oF bileske fonksiyonu iistten (alttan)

pre strong na-siirekli fonksiyon olur. Dolayisiyla her a.€J igin, P,oF cogul degerli

bileske fonksiyonu iistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Teorem 3.1.10. Her aceJ i¢in (X,,1,) topolojik uzayi, (Y,,v,) topolojik

uzay1 verilsin. F:J[X, - []Y, ¢ogul degerli fonksiyonu, her (x,)e]]x, icin

ael ael ael

F((xu ))=][F.(x,) olarak tammlansin ve F,:X, =Y, ¢ogul degerli fonksiyonu

ael
verilsin. Eger F fonksiyonu {istten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyon ise her

o €] i¢in, E, fonksiyonu da iistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.
Ispat. Herhangi oae] igin vV, €PO (Ya) kiimesi verilsin. Bu takdirde

Lemma 3.1.1. geregi V:VuXHYB kiimesi, HYu carpim uzayinda preagik

a#p

kiimedir. F fonksiyonu iistten (alttan) pre strong na-stirekli fonksiyon oldugundan,

F*(V)zF*(VaxHYﬁJ:F; (Va)xF{HYBj:F; (VX T%

o=p axp o

(F (V)=F (Va xHYﬁ) =F, (V,)xF (HYBJ =F, (V,)x] [Xp)

a=p a=p a=p

olup F*(V) (F' (V)) kiimesi, HXG carpim uzayinda 8-acik kiimedir. Buradan
Lemma 2.3.2. geregi F;(V,) (F; (V, )) kiimesi X, uzaynda 3-a¢ik kiime olur.

Dolayisiyla F, fonksiyonu {istten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.

3.2. Pre Strong Na-Siirekli Cogul Degerli Fonksiyonun Bazi Siireklilik
Cesitleriyle Karsilastirilmasi

Tanmm 3.2.1. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x € X

noktasi verilsin.
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1) F(x)cV kosulunu saglayan her VeSO(Y) kiimesi i¢in, F(U)cV
olacak sekilde x e Uc X acik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X
noktasinda iistten strongly-semi-irresolute fonksiyon,

2) F(x)r\V # J kosulunu saglayan her V € SO (Y) ktimesi i¢in, her ue U

noktast ile F(u)mV;t@ olacak sekilde x e Uc X ac¢ik kiimesi varsa F cogul

degerli fonksiyonuna x € X noktasinda alttan strongly-semi-irresolute fonksiyon,
3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan strongly-
semi-irresolute hem de {istten strongly-semi-irresolute fonksiyon ise F ¢ogul degerli

fonksiyonuna strongly-semi-irresolute fonksiyon denir (Noiri ve Popa 2000).

Tanmm 3.2.2. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x e X
noktasi verilsin.

1) F(X)CV kosulunu saglayan her VePO(Y) kiimesi i¢in, F(U)CV
olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X
noktasinda iistten strongly M-presiirekli fonksiyon,

2) F(x)mV # J kosulunu saglayan her V € PO (Y) ktimesi i¢in, her ue U

noktasi ile F (u)mV;t@ olacak sekilde x € Uc X ac¢ik kiimesi varsa F c¢ogul

degerli fonksiyonuna x € X noktasinda alttan strongly M-presiirekli fonksiyon,
3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan strongly M-
presiirekli hem de ustten strongly M-presiirekli fonksiyon ise F cogul degerli

fonksiyonuna strongly M-presiirekli fonksiyon denir (Noiri ve Popa 2000).

Tanmm 3.2.3. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x e X
noktasi verilsin.

1) F(x)cV kosulunu saglayan her Veoa(Y) kiimesi i¢in, F(U)cV
olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x € X

noktasinda iistten strongly a-irresolute fonksiyon,
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2) F(x)NV =D kosulunu saglayan her Vea(Y) kiimesi i¢in, her ue U

noktasi ile F(u)mV;t@ olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi varsa F ¢ogul

degerli fonksiyonuna x € X noktasinda alttan strongly a-irresolute fonksiyon,
3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan strongly o-
irresolute hem de {istten strongly a-irresolute fonksiyon ise F ¢ogul degerli

fonksiyonuna strongly a-irresolute fonksiyon denir (Noiri ve Popa 2000).

Tanmm 3.2.4. F: X —>Y ¢ogul degerli fonksiyonu ve herhangi bir x e X

noktasi verilsin.
1) xeF"(V) kosulunu saglayan her VeSO(Y) kiimesi i¢in, UcF*(V)
olacak sekilde Ued0(X,x) kiimesi varsa F ¢ogul degerli fonksiyonuna x eX

noktasinda iistten semi strong na-siirekli fonksiyon,

2) F(x)NnV#Q kosulunu saflayan her VeSO(Y) kiimesi igin,
UcF (V) olacak sekilde UedO(X,x) kiimesi varsa F ¢ogul degerli

fonksiyonuna x € X noktasinda alttan semi strong na-siirekli fonksiyon,

3) F ¢ogul degerli fonksiyonu her x € X noktasinda hem alttan strongly na-
stirekli hem de tstten strongly na-siirekli fonksiyon ise F ¢ogul degerli fonksiyonuna
strong na-siirekli fonksiyon denir.

Yukaridaki tanimlardan ve Tanim 2.3.1 geregi, ¢ogul degerli fonksiyonlar igin

asagidaki diagrami elde ederiz.

Ustten(alttan) Ustten(alttan) Ustten(alttan) Ustten(alttan)
— — P —
semi strong na-siireklilik na-siireklilik strongly a-irresolute strongly-semi-irresolute
Ustten(alttan) Ustten(alttan)
—
pre strong na-siireklilik strongly M-presiireklilik

Diagram 3.2.1.
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Uyan 3.2.1. Diagram 3.2.1°de verdigimiz gegislerin karsitlarinin genellikle

dogru olmadig1 asagidaki drneklerde gosterilmistir.

Ornek 3.2.1. X={p,q,r,s} kiimesi tizerinde 1:={X,@,{p,q},{r},{p,q,r}}
topolojisi ile (X,t) topolojik uzayr verilsin. F:(X,1)—(X,t) cogul degerli
fonksiyonu F(p)=F(q)={p}, F(r)={r}, F(s)={s} seklinde tammlansm. Bu

takdirde, F ¢cogul degerli fonksiyonu {istten na-siirekli bir fonksiyon ancak {istten pre
strong na-siirekli bir fonksiyon degildir ve iistten semi strong na-stirekli bir
fonksiyon degildir.

X uzayindaki tim o-agik  kiimeler ve regiiler agik  kiimeler,

X,2.{t}.{p.q}.{p.q.r} kiimeleridir. Buna gore,

(W) F({r})={r}es0(X) . F({p.a})={p.a}€30(X) . F({p.ar})=
{p,q,r} €50(X) bulunur.

(2) X, kiimeleri i¢in, F'(X)=X ve F'(J)=D olup, X,Fed0(X)

bulunur.

(1) ve (2) geregi F ¢cogul degerli fonksiyonu {istten na-stirekli bir fonksiyondur.

o

Ancak {q,r,s} =X olup {q,r,s} € PO(X) ve {r,s}={r,s} olup {r,s} € SO(X) icin,
F* ({q, I, s}) ={r,s}£80(X) ve F' ({r, s}) ={r,s} 80(X) oldugundan F ¢ogul

degerli fonksiyonu tstten pre strong na-siirekli bir fonksiyon degildir ve tistten semi

strong na-stirekli bir fonksiyon degildir.

Ornek 322 X={-1,0,1} kiimesi iizerinde ©={X,&,{-1},{-1,0},{-1,1}}
topolojisi ile (X,t) topolojik uzayi, X kiimesi Gzerinde v={X,@,{-1},{-1,0}}
topolojisi ile (X,v) topolojik uzayi verilsin. F:(X,t)—>(X,v) ¢ogul degerli
fonksiyonu her x € X noktas i¢in, F(x)={x} seklinde tanimlansin. Bu takdirde;

(1) F ¢ogul degerli fonksiyonu tistten strongly-semi-irresolute bir fonksiyondur

ancak listten semi strong na-siirekli bir fonksiyon degildir.
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(2) F cogul degerli fonksiyonu {istten strongly a-irresolute bir fonksiyondur
ancak ustten na-siirekli bir fonksiyon degildir.
(3) F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten strongly M-presiirekli bir fonksiyondur

ancak Ustten pre strong na-siirekli bir fonksiyon degildir.

(X,U) topolojik uzayindaki tiim a-acik kiimeler, preagik kiimeler ve semi-agik

kiimeler: X,@,{-l},{-l,O},{-l,l} ktimeleridir. Buna gore,

@) F()={er . F(AL)={Lier . F((10)= {10}
bulunur.

(2) X, kiimeleri i¢in, F* (X)=X ve F" (&)= olup, X, et bulunur.

(1) ve (2) geregi F ¢ogul degerli fonksiyonu {istten strongly M-presiirekli
fonksiyon, ustten strongly a-irresolute bir fonksiyon ve {istten strongly-semi-

irresolute bir fonksiyondur.
Ancak {-1,0} 80(X,t) oldugundan F ¢ogul degerli fonksiyonu iistten na-

stirekli bir fonksiyon degildir, {istten pre strong na-siirekli bir fonksiyon degildir ve

istten semi strong na-stirekli bir fonksiyon degildir.
(X,t) topolojik uzay1 i¢in 1, topolojisi, X uzayimndaki tiim preagik kiimeleri
kapsayan en kiigiik topoloji olsun. Bu takdirde ‘ECPO(X)CTP olur. Buna gore

asagidaki iki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.1. F:(X,1)—>(Y,v) cogul degerli fonksiyonu verilsin. Bu
takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir:

a) F:(X,1)—>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli
fonksiyondur,

b) F:(X,t) —>(Y, up) ¢ogul degerli fonksiyonu alttan siiper siirekli
fonksiyondur,

c) F:(X,t,) > (Y, op) cogul degerli fonksiyonu alttan siirekli fonksiyondur,

d) F: (X, ‘ES) —(Y, U) cogul degerli fonksiyonu alttan strongly M-prestirekli

fonksiyondur.
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Ispat. a)=> b)Herhangi bir x € X noktas: ile xeF~ (V) olacak sekilde
(Y, Up) topolojik uzayinda bir V agik kiimesi verilsin. Buna gore V e PO(Y, U)

olur. F ¢cogul degerli fonksiyonu alttan pre strong na-stirekli fonksiyon oldugundan
F~ (V) ed0(X) olur. Dolayisiyla (Akdag,2003 Teoreml geregi) F ¢ogul degerli
fonksiyonu alttan siiper siirekli bir fonksiyondur.

b)=>c) Herhangi bir x € X noktasi ile x €F (V) olacak sekilde (Y, Up)

topolojik uzayinda bir V agik kiimesi verilsin. F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan

stiper stirekli  fonksiyon oldugundan (Akdag 2003 Teoreml geregi)
F(V)e80(X,1) olur. 8-agik kiime regiiler agik kiimelerin birlesimi oldugundan

F (V) kiimesi, (X,t,) topolojik uzayinda agik bir kiimedir. Buna gore F ¢ogul
degerli fonksiyonu alttan siirekli bir fonksiyondur.

c)=>d) Herhangi bir x € X noktast ile x €F (V) olacak sekilde (Y,v)
topolojik uzayinda bir V ag¢ik kiimesi verilsin. Bu takdirde V e PO(Y, op) olur. F
cogul degerli fonksiyonu alttan siirekli bir fonksiyon oldugundan, F~ (V) kiimesi

(X,‘cs) topolojik uzayinda ac¢ik bir kiime olur. Dolayisiyla F ¢ogul degerli

fonksiyonu alttan strongly M-presiirekli fonksiyondur.

d)=a) Herhangi bir xeX noktast ile xeF (V) olacak sekilde
VePO(Y, U) kiimesi verilsin. F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan strongly M-
presiirekli fonksiyon oldugundan, F~(V) kiimesi, (X,t,) topolojik uzayinda agik
bir kiimedir. Buna gore F~ (V) kiimesi, (X,t) topolojik uzayinda regiiler agik bir

kiime olur. Buradan F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli

fonksiyondur.

Tanim 3.2.5. Bir (X,r) topolojik uzay1 verildiginde, eger X uzaymnin her

yogun alt kiimesi X uzayinda agik kiime ise (X,7) topolojik uzaymna submaximal

uzay denir (Bourbaki 1966).
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Teorem 3.2.2. F:(X,1)—>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. (X,t)

topolojik uzayr submaximal uzay olsun. F ¢ogul degerli fonksiyonunun alttan pre
strong na-siirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart F ¢ogul degerli
fonksiyonunun alttan strongly M-presiirekli fonksiyon olmasidir.

Ispat. = Teorem 3.2.1. geregi agiktir.

& (X,‘c) topolojik uzayr submaximal uzay oldugundan PO(X,‘E) =1 (Rose
ve Mahmoud 1994) olur. Hipotez geregi F ¢ogul degerli fonksiyonu alttan strongly
M-prestirekli fonksiyon oldugundan herhangi bir x € X noktasi ile xeF~ (V)

olacak sekilde V € PO (Y, U) kiimesi i¢in, UcCF~ (V) olacak sekilde xeUc X

acik kiimesi vardir. Buradan UeRO(X, X) olur. Dolayisiyla F ¢ogul degerli

fonksiyonu alttan pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Teorem 3.23. F: X—>Y ve E, : Y > Z cogul degerli iki fonksiyon verilsin.
Eger F, cogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) siiper stirekli fonksiyon ve F, ¢ogul

degerli fonksiyonu iistten (alttan) strongly M-presiirekli fonksiyon ise bu takdirde
EoF : X —>Z c¢ogul degerli bileske fonksiyonuda {istten (alttan) pre strong na-

stirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir x € X noktast ile x € F; (V) (x eF, (V)) olacak sekilde

VePO(Z) kiimesi verilsin. Hipotez geregi, F, cogul degerli fonksiyonu {istten
(alttan) strongly M-presiirekli fonksiyon oldugundan, Tanim 3.2.2. geregi,
UcE (V) (UCFZ_ (V)) olacak sekilde x e Uc X agik kiimesi vardir. F ¢ogul

degerli fonksiyonu {iistten (alttan) siiper siirekli fonksiyon oldugundan ve (Akdag
2003 Teoreml) geregi, E (U)ed0(X) (Fl‘ (U)ESO(X)) olur. Buna gore

E'(U)cE (F2+ (V)) (E‘ (U)cF (Fz‘ (V))) elde edilir. 3-agik kiime regiiler agik
kiimelerin birlesimi oldugundan W c F'(U) (W cE (U)) olacak sekilde bir

WeRO(X,x) kiimesi vardir. Buradan WcF' (F2+ (V)) =(E00F) (V)
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(W cF (Fz' (V)) = (F,0F) (V)) olur. Dolayisiyla FoF :X—>Z c¢ogul degerli

bileske fonksiyonu iistten (alttan) pre strong na-siirekli fonksiyondur.

Tanim 3.2.6. Bir (X,r) topolojik uzay1 verildiginde, eger X uzayimnin her acik

alt kiimesinin kapanist X uzayinda acik kiime ise (X, t) topolojik uzayina

extremally disconnected uzay denir (Njastad 1965).

Asagidaki teorem; (X,r) topolojik uzaymin submaximal ve extremally

disconnected uzay olmasi halinde t=1"=S0(X,1)=PO(X,t) (Jankovi¢ 1983,

Nasef ve Noiri 1998) olmasi gerceginden elde edilir.

Teorem 3.2.4. F:(X,‘c)—)(Y,U) cogul degerli fonksiyonu verilsin. Eger

(Y, U) topolojik uzay1 submaximal ve extremally disconnected uzay ise bu takdirde
F cogul degerli fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler esdegerdir:

1) F:(X,t) > (Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) pre strong na-
stirekli fonksiyondur.

2) F:(X,t) > (Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) semi strong na-
stirekli fonksiyondur.

3) F:(X,1)—>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) na-siirekli
fonksiyondur.

4) F:(X,1)—>(Y,v) ¢ogul degerli fonksiyonu iistten (alttan) siiper siirekli

fonksiyondur.

Tamm 3.2.7. (X, 1) topolojik uzay1 verilsin.

1) Eger X uzayinin her preagik ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahipse bu takdirde
X uzayina strongly kompakt uzay (Mashhour ve ark 1984),
2) Eger X uzaymin her regiiler agik ortiisii sonlu bir alt 6rtiiye sahipse bu

takdirde X uzayina nearly kompakt uzay (Singal ve Mathur 1969) denir.
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Teorem 3.2.5. F: X—>Y ¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢ogul degerli

fonksiyonu {iistten pre strong na-siirekli ve orten fonksiyon, her x € X noktasi i¢in

F(x) strongly kompakt uzay olmak tizere X uzay nearly kompakt uzay ise bu
takdirde Y uzayi strongly kompakt uzaydir.

Ispat. {V,:LeA} ailesi Y uzaymn herhangi bir preagik &rtiisii olsun.
Hipotez geregi, x € X noktast igin F(x) strongly kompakt kiime oldugundan
F(x)cU{V, :L €A} olacak sekilde A kiimesinin A(x) sonlu alt kiimesi vardur.
V(x):{VX :KEA(X)} olsun. F cogul degerli fonksiyonu iistten pre strong na-
stirekli fonksiyon oldugundan, F(U(X)) CV(X) olacak sekilde U(X) € RO(X,X)
kiimesi vardir. Bu takdirde {U(x):xeX} ailesi X uzaymin regiiler agik bir
ortiistidiir. X uzayr nearly kompakt uzay oldugundan X=U{U(xi):i=1,2,...,n}
olacak sekilde sonlu tane x,,X,,...,x, € X vardir. F ¢cogul degerli fonksiyonu &rten

fonksiyon oldugundan Y =F(X) olur. Buradan,

n n n

elde edilir. Dolayisiyla Y uzayi strongly kompakt uzaydir.

Tanmm 3.2.8. (X,r) topolojik uzayr verilsin. Eger X uzayi, bos olmayan

herhangi iki ayrik preacik kiimenin birlesimi olarak ifade edilemiyorsa bu takdirde X

uzayina prebaglantih uzay denir (Popa 1987).

Teorem 3.2.6. F: X —>Y c¢ogul degerli fonksiyonu verilsin. F ¢cogul degerli

fonksiyonu Ustten pre strong na-siirekli ve orten fonksiyon, her x € X noktasi i¢in
F(X) baglantili olmak iizere X uzayr baglantili uzay ise bu takdirde Y uzayi

prebaglantili uzaydir.
Ispat. Varsayalim ki Y uzay1 prebaglantili uzay olmasin. Bu takdirde Tanim

3.2.8. geregi, UNV=0 ve UuV =Y olacak sekilde bos olmayan U,VcY

preagik kiimeleri vardir. Hipotez geregi, x € X noktasi i¢in F(X) kiimesi baglantili
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kime oldugundan F(x)cU ya da F(x)cV olur. xeF (UuV) ise
F(x)cUuUV olup xeF" (U)UF" (V) elde edilir. F ¢ogul degerli fonksiyonu
orten fonksiyon oldugundan, F(x,)cU ve F(x,)cV olacak sekilde x,,x, X
noktalari vardir ve x, €F" (U) vex, eF" (V) olur. Hipotezden F cogul degerli
fonksiyonu istten pre strong na-siirekli fonksiyon oldugundan F'(U),F"'(V)cX
kiimeleri Teorem 3.1.2. geregi &8-agik kiimelerdir. X=F (U)UF'(V),

F'(U)NF (V)=3,F (U)2QD veF' (V)£ olup X uzayi baglantil uzay
degildir.
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4. FUZZY PRE o-1-SUREKLI VE FUZZY B-o-1-SUREKLI FONKSIYONLAR

Bu bolim dort ayr1 kisimdan olugsmaktadir.

Birinci kisimda bu boélim igin gerekli fuzzy topolojinin temel kavramlarini
verdik.

Ikinci kisimda; fuzzy ideal topolojik uzay ile ilgili temel kavramlarim verdik.

Uctincti kisimda; fuzzy kiimenin fuzzy o-I-kapamsim ve fuzzy o-I-igini
tanimladik. Daha sonra; bunlarin 6zelliklerini verip bazi kriterler olusturduk.

Dordiincii kisimda ise; fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyon ve fuzzy B-o-I-stirekli
fonksiyon olarak adlandirdigimiz yeni siirekli fonksiyon kavramlarini ve fuzzy a-I-
kompakt uzay, fuzzy pre-I-kompakt uzay olarak adlandirdigimiz yeni uzay
kavramlarimi verdik. Daha sonra yeni siirekli fonksiyon kavramlarinin diger
stireklilik ¢esitleriyle karsilastirmalarin1  yaptik. Ayrica fuzzy pre o-I-stirekli
fonksiyonunun karakterizasyonunu ve sagladigi ozellikleri elde edip, fuzzy o-I-

kompakt uzay ve fuzzy pre-I-kompakt uzay ile ilgili bir karsilastirmasini yaptik.

4.1. Fuzzy Topolojik Uzaylarla ilgili Temel Kavramlar

Tanim 4.1.1. X bostan farkli bir kiime ve 1= [0,1] birim kapali aralig1 olsun.
Tiim o: X — 1 fonksiyonlarinin kiimesi I* (ya da p(X) seklinde gosterilir (Sarkar

1997) ) olarak gosterilir. 1* kiimesinin her elemanma da, X kiimesinin bir fuzzy

kiimesi denir (Zadeh 1965).

Bir a fuzzy kiimesinin x € X noktasindaki degeri oc(x) ile gosterilir. Her
x € X igin, le[O, 1] degerini alan sabit fuzzy kiimesi 1, ; her x € X icin, Oe[O,l]

degerini alan sabit fuzzy kiimesi de 0, ile gosterilir. Kiimeler i¢in kullanilan



43

kapsama, birlesim ve kesisim sembolleri yerine fuzzy kiimeler i¢in sirasiyla <, v, A

sembolleri kullanilir. Bir a fuzzy kiimesinin tiimleyeni de (1X —oc) ile gosterilir.

Bu bolim boyunca X kiimesinin herhangi bir a fuzzy kiimesini a <X ile

gosterecegiz.

Tamm 4.1.2. Herhangi o,B<X fuzzy kiimeleri icin asagidaki ifadeler
saglanir:

(i) a<p < Her x e X igin, a(x)<P(x)

(i) =P < Her x € X i¢in, a(x)=B(x)

(iii) p=ovp < Her x eX igin, p(x)=Max {a(x),B(x)}

(iv) y=aAB < Her x e X igin, y(x)= Min{oc(x),B(x)}

(V) o’ =1y —oo<> Her x € X i¢in, a'(x) =1, (x)—0o(x) (Zadeh 1965).

Tanmm 4.1.3. X kiimesinin fuzzy kiimelerinin bir ailesi {ocj}_ olsun. Bu

jel

takdirde asagidaki ifadeler saglanir:

(i) m=vo, & Her x e X igin, u(x)=sup{ocj|jeJ}

(ii) p= ;< Her x X igin, p(x)= inf {or | je I} (Chang 1968).

Tanm 4.1.4. x e X ve A €(0,1] olsun.

) A, y=X 1se
X =
Y 0, y#x ise

yukardaki sekilde tanimlanan X kiimesindeki x, fuzzy kiimesine X kiimesinde bir
fuzzy nokta denir. x, fuzzy noktasinin sifirdan farkli deger aldig1 x € X noktasina
X, fuzzy noktasinin dayanagive A e (0,1] sayisina da X, fuzzy noktasinin degeri

denir (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980).
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Tamm 4.15. o,B<X olsun. o(x)+p(x)>1 olacak sekilde bir xeX

noktasi varsa o ile B fuzzy kiimeleri cakisigimsidir denir ve o q B seklinde

gosterilir (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980).

Tamm 4.1.6. a <X ve x, fuzzy nokta olsun. A+ (x)>1 olacak sekilde bir
x € X noktasi varsa o fuzzy kiimesi ile X, fuzzy noktasi ¢cakisigimsidir denir ve

X, q o seklinde gosterilir (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980).

Tanmm 4.1.7. X kiimesinin fuzzy kiimelerinin bir ailesi t, olsun. Eger 1y
ailesi,

(i) Oyl ety

(i) o,P ety ise, aAP e Ty

(iii) Her jel i¢in, a; e Ty ise, J_6\/Jocj €Ty
yukardaki sartlar1 sagliyorsa; t, ailesine, X kiimesinde bir fuzzy topoloji, (X, rX)

ikilisine fuzzy topolojik uzay, t, ailesinin her elemanina fuzzy acik kiime ve fuzzy

acik kiimenin tiimleyenine de fuzzy kapal kiime denir (Chang 1968).

Tanim 4.1.8. (X,tx) fuzzy topolojik uzay, a <X ve x, fuzzy nokta olsun.
Eger x, q B ve B<a olacak sekilde bir B e 1, fuzzy agik kiimesi varsa; o fuzzy
kiimesine X, fuzzy noktasmn bir q-komsulugu denir ve x, fuzzy noktasinin tiim

q-komsuluklarinin ailesi N, (Xk) ile gosterilir (Pao-Ming ve Ying-Ming 1980).

Tanim 4.1.9. (X,1) fuzzy topolojik uzay ve o <X olsun.
o’ =v{B|p<oBery}

yukaridaki sekilde tanimlanan o fuzzy kiimesine, o fuzzy kiimesinin ici denir

(Chang 1968).
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Teorem 4.1.1. (X,t4) fuzzy topolojik uzay ve a<X olsun. o fuzzy

kiimesinin agik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart oo = o’ olmasidir (Chang 1968).

Teorem 4.1.2. (X,t4) fuzzy topolojik uzay ve o, <X olsun. Bu takdirde
asagidaki ozellikler saglanir:

(1) o’ <«

(2) ” =a’

(3) (anB) =0’ AB°

3]
()J\/EJ J (J\/EJ J)

(5) a<P ise o’ <B°

(6) 13 =1, ve 03 =0, (Azad 1981).

Tanmm 4.1.10. (X,1y) fuzzy topolojik uzay ve oo <X olsun.
o={ploa<p,(Ix—B) ey}

yukarida ki sekilde tammlanan o fuzzy kiimesine, o fuzzy kiimesinin kapams

denir (Chang 1968).

Teorem 4.1.3. (X,ty) fuzzy topolojik uzay ve a<X olsun. a fuzzy

kiimesinin fuzzy kapali kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart o= o olmasidir (Chang

1968)

Teorem 4.1.4. (X,t) fuzzy topolojik uzay ve o, <X olsun. Bu takdirde
asagidaki ozellikler saglanir:

(1) a<a

) o=

(3) avp=avp

< AOL
4) JQ\JOLJ _Jé\JocJ
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(5) a<p ise o <P

(6) 1, =1, ve 0, =0, (Azad 1981).

Teorem 4.1.5. XxY fuzzy ¢arpim uzay1 olacak sekilde (X,ty) ve (Y,1y)

fuzzy topolojik uzaylar olsun. Herhangi A <X, B<LY fuzzy kiimeleri verilsin. Bu

takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
(1) AxB= AxB

(2) (AxB)’ = A°xB° (Azad 1981).

4.2. Fuzzy ideal Topolojik Uzaylar

Oncelikle, fuzzy ideal topolojik uzay igin gerekli baz1 kavramlar1 verelim:

Tamm 4.2.1. Bos olmayan bir X kiimesi verilsin. I* kiimesi, X kiimesindeki

tiim fuzzy kiimelerin ailesi olmak {izere; bos olmayan bir I I* ailesi,

(i) Ael ve B<A ise, Bel (kaliimsallik 6zelligi)
(i) A,Bel ise, (AvB)el (sonlu toplamsallik 6zelligi)

kosullarin1 sagliyorsa; I ailesine, X kiimesi iizerinde bir fuzzy idealdir denir

(Sarkar 1997).
[={0,} ve I=p(X) aileleri X kiimesindeki en basit fuzzy ideallerdir (Sarkar
1997).

Tamm 4.2.2. (X,t,) fuzzy topolojik uzay1r ve bir A<X fuzzy kiimesi
verilsin. Ayrica; I ailesi, X kiimesi tizerinde bir fuzzy ideal olsun. Bu taktirde,

A*(I,tx) kiimesi; MGNq(Xk) ve Eel iken bir yeX noktast vardir 6yleki

u(y) + A(y) -1>E (y) olacak sekildeki x, fuzzy noktalarmin birlesimidir.
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A (I, 12) kiimesine A kiimesinin I ideali ve t, fuzzy topolojisine bagl fuzzy lokal
fonksiyonu denir (Sarkar 1997).
Bu boliim boyunca, karisiklifa neden olmadik¢a; A"(I,t,) sembolii yerine,

A" semboliinii kullanacagiz. A" sembolii ile, A fuzzy kiimesinin fuzzy lokal

fonksiyonundan bahsetmis olacagiz.

Lemma 4.2.1. (X,1y) fuzzy topolojik uzayi, X kiimesi tizerinde I, ve I, fuzzy
idealleri ile A,B<X fuzzy kiimeleri verilsin. Bu taktirde; asagidaki ozellikler
saglanir:

(i) Eger A<Bise; A" <B’

(i) L, <L, ise; A" (1,1 ) <A™ (L, 1y)

(iii) A" =A"<A

(iv) A" <A’

(v) (AVB) =A"VvB'
(vi) (AAB) <A"AB

(vii) Eger U el ise; (UvA)* = A" (Sarkar 1997).

Tanmm 4.2.3. (X,1) fuzzy topolojik uzay: verilsin. Herhangi bir A <X fuzzy
kiimesi i¢in, oz (X)— (X) fonksiyonu,

(i) o(05) =0y

(i) Ae 50(X) ise; A< oc(A)

(iii) A,Be p(X) ise; a(AvB)=a(A)va(B)

(iv) Aep(X) ise; OL(OL(A)) =a(A)
yukarida ki sartlar1 saglasin. Bu takdirde, o fonksiyonuna fuzzy kapanis operatorii
ve K= {A € go(X)| A= a(A)} ailesine de X kiimesi tizerindeki fuzzy topolojiye

gore fuzzy kapalilar ailesi denir (Lowen 1976).
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Sarkar (1997); once Tamm 4.2.4.°de verildigi gibi d:p(X)—> p(X)
fonsiyonunu tanimladi ve bu fonksiyonun fuzzy kapanis operatdrii oldugunu

gosterdi. Daha sonra *: p(X) — @(X) seklinde tammli fuzzy lokal fonksiyonunun
Tanim 4.2.4.°deki d: go(X) - go(X) fonksiyonunun sartlarini sagladigini gostererek
Tanim 4.2.5.°de verildigi gibi CI' :gO(X) - go(X) fonksiyonun fuzzy kapanis

operatorii oldugunu gosterdi. Boylece tanimladigi bu fonksiyon yardimiyla yeni bir

topoloji elde etti.
Simdi sirayla bu kavramlar verelim:

Tamm 4.2.4. (X,7,) fuzzy topolojik uzayi ile X kiimesi iizerinde bir I fuzzy
ideali verilsin. Herhangi bir A<X fuzzy kimesi igin, d:@(X)—>p(X)
fonksiyonu,

(i) d(0,) =0y

(i) A,Be p(X) ise; d(AvB)=d(A)vd(B)

(iii) A ep(X) ise; d(d(A))<d(A)
sartlarim  saglasm. Bu takdirde, d(A)=Avd(A) seklinde tanimlanan

d: go(X) - go(X) fonksiyonu fuzzy kapanis operatoriidiir (Sarkar 1997).

Tanmm 4.2.5. (X,t,) fuzzy topolojik uzayi ile X kiimesi tizerinde bir I fuzzy
ideali verilsin. Herhangi bir A <X fuzzy kiimesi igin, CI (A)=AVA* seklinde
tamimlanan CI": p(X) > go(X) fonksiyonu bir fuzzy kapams operatoriidiir

(Sarkar 1997).

Bu bélim boyunca; CI"(A) sembolii yerine, A" semboliinii kullanacagiz.
Bununla beraber (X, ty,I) fuzzy ideal topolojik uzayinda (_) isleminin tiimleyenini

() islemi ile sembolize edecegiz.
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Tanmm 4.2.6. (X,t,) fuzzy topolojik uzayi ile X kiimesi tizerinde bir I fuzzy

ideali verilsin. Bu taktirde,
7 (1)={u=X|i,=U =1, -U]
seklinde tanimlanan T, (I) ailesi, X kiimesi {izerinde bir fuzzy topoloji belirtir. Bu

topoloji, 1, fuzzy topolojisinden daha ince bir topolojidir (Sarkar 1997).

Sarkar (1997) once; I, ={OX} ve I, =go(X) fuzzy ideallerini kullanilarak
Ty (@(X)) ve Ty ({OX}) fuzzy topolojilerini elde etti. Daha sonra; diger fuzzy

idealler, bu iki ideal arasinda yer aldigindan, onlara karsilik gelen 1, (I) fuzzy

topolojileri ile ilgili agagidaki sonuglart verdi:

(i) I, ={0,} icin, A"=A ve A" =A oldugundan 7 ({0,})=1,,

(i) I, = p(X) i¢in, A" =0, ve A" =A oldugundan; T, (9(X))=p(X) elde
edilir.

(i) ve (i1) ifadelerinden faydalanarak, su sonuglar verildi (Sarkar 1997):

(X,1y) fuzzy topolojik uzay: verilsin. X kiimesi tizerindeki her I fuzzy ideali
i¢in, {0, } cIc p(X) oldugundan;
1 =75 ({04}) =t () = T (9(X)) = 9(X)
oldugu goriildii. Ustelik (X,t,) fuzzy topolojik uzay ile X kiimesi iizerinde, 1< J
olacak sekilde I ve J gibi iki fuzzy ideal verildiginde; Ty (I) =1y (J) bagintis elde
edildi.
Sarkar (1997), fuzzy topolojik uzay ve fuzzy ideal kavramlarini kullanarak,

yeni bir kavrami asagidaki sekilde tanimladi:

Tanmm 4.2.7. (X,1y) fuzzy topolojik uzay: ile X kiimesi tizerinde tanimli I
fuzzy ideali verilsin. I fuzzy ideali ile birlikte (X,t,) fuzzy topolojik uzayna, fuzzy

ideal topolojik uzay denir ve (X,t,,I) seklinde gosterilir.
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Lemma 4.2.2. X kiimesi tlizerinde 1, ct, olacak sekilde 7,1, fuzzy
topolojileri ve I fuzzy ideali verilsin. Bu takdirde, asagidakiler saglanir:
(i) Her Ael igin, A"(Lt,)<A"(L1)

(i) 7, (I) = 1, (I) (Sarkar 1997).

4.3. Fuzzy a-l-agik Kiimeler

Tanim 4.3.1. (X,1,,]) fuzzy ideal topolojik uzay1 ve herhangi A <X fuzzy kiimesi

verilsin. Eger A kiimesi i¢in,

(i A< (A"*) ise; A kiimesine fuzzy a-1-ac¢ik kiime (Yuksel ve ark. 2009),

(i) A< AO* ise; A kiimesine fuzzy semi-l-acik kiime (Hatir ve Jafari 2007),

(i) A< (X) ise; A kiimesine fuzzy pre-l-a¢ik kiime (Nasef ve Hatir 2009),

(iv) AS(K*) ise; A kiimesine fuzzy B-l-acik kiime (Yuksel ve ark. 2009)

denir.

(X,TX,I) fuzzy ideal topolojik uzayindaki biitiin fuzzy pre-I-agik (fuzzy pre-I-

kapal1) kiimelerin, fuzzy semi-I-agik (fuzzy semi-I-kapali) kiimelerin, fuzzy o-I-agik
(fuzzy a-I-kapali) kiimelerin, fuzzy PB-I-acik (fuzzy B-I-kapali) kiimelerin aileleri
sirastyla  FPIO(X,t,) (FPIC(X,1y)), FSIO(X, 1) (FSIC(X,1y)), FalO(X,1y)

(FalIC(X,ty)), FBIO(X, 1y )(FBIC(X, 1)) sembolleri ile gosterilecektir

Onerme 4.3.1. (X,t,,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X

fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) A,BeFalO(X,ty) ise bu takdirde AABeFalO(X,1y) olur.
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(ii) Her jel i¢in A, e FalO(X,ty) ise bu takdirde j\e/JAj e FalO(X,ty)

olur (Yuksel ve ark.2009).

Sonu¢ 4.3.1. (X,t,,]) fuzzy ideal topolojik uzay olsun. t,, X uzaymdaki
fuzzy a-agik kiimelerin ailesi ve 1< FalO(X)<1, olmak iizere FalO(X, 1, ) ailesi

X uzay1 i¢in bir topolojidir(Yuksel ve ark.2009).

Onerme 4.3.2. (X, Ty,1) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. Asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) Her jel i¢in A, e FalC(X,1y) ise, NA;E FalC(X,1y)

je

(ii) A,BeFalC(X,1y) ise, AvBeFalC(X,1y).

Ispat. (i) Her jeJ i¢in A, € FaIC(X,1y) olsun. 1, — A, € FalO(X,1y)
olur. Onerme 4.3.1 (ii) ifadesi geregi,
V(L —A) =1y —AA € FalO(X,1y)

jel

olur. Buradan 1, —(IX —AA, ) =nAjE FalC(X,ty) elde edilir.
je

jel
(i) Herhangi iki A,BeFalC(X,t,) fuzzy kiimelerini alalim. Buradan
I, -A, I, -BeFalO(X,t,) olur. Onerme 4.3.1 (i) ifadesi geregi,
(1 —A)A(Ix—-B) =1, —(AvB) e FalO(X, 1) olur. Buradan 1, —(1,—(AvB))

=AvBeFalC(X,1y) elde edilir.

Teorem 4.3.1. (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin. XxY fuzzy
carpim uzayr olacak sekilde (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzaymda X ve Y

kiimeleri verilsin. Herhangi A<X ve BLY fuzzy a-I-acik kiimeleri verilsin. Bu

takdirde AxB kiimesi, XxY fuzzy ¢arpim uzayinda fuzzy a-agik kiimedir.
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Ispat. Herhangi A<X ve B<Y fuzzy kiimeleri, fuzzy o-I-acik kiimeler

olsun. Bu takdirde Tamm 4.3.1 (i) geregi, AS(A"*) VeBS(B"*) olur. CI'-

kapanig operatorii (Sarkar 1997) tanimi ve Teorem 3.4 (Sarkar 1997) ifadelerinden,

AxBS(A‘)*) X(B"*) =(A°*xB°*)

<(A°B) =(a B =(M)°

olur. Boylece AxB kiimesi, XxY fuzzy ¢arpim uzayinda fuzzy a-acik kiimedir.

Tanim 4.3.2. (X, tX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve A <X herhangi bir
fuzzy kiime olsun.
Int,_ (A)=v{B:B<A,BeFalO(X,1y)}
yukaridaki sekilde tanimlanan Int__, (A) fuzzy kiimesine, A fuzzy Kkiimesinin a-I-

ici denir.
Bu boliim boyunca; Int,_ (A)sembolii yerine, A?_, semboliinii kullanacagiz.

Onerme 4.3.3. (X, 1. 1) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi iki A,B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) A; <A

(i) AS_, kiimesi, (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzayinda fuzzy o-I-agik
ktimedir.

(iif) A, kiimesi, A kiimesinin kapsadig1 en biiyiik fuzzy o-I-agik kiimedir.

(iv) A kimesinin fuzzy a-I-agik kiime olmasi igin gerek ve yeter sart

A? | =A olmasidir.

o

V) AL, =(A2,)

(vi) A<B ise A), <B_

a-l —

a-1

Ispat. (i) Tanim 4.3.2. geregi, sonug agiktir.
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(i) Tanim 4.3.2 ve Onerme 4.3.1 (ii) geregi, A kiimesi fuzzy a-I-agik
ktimedir.

(ifi) Tanmim 4.3.2. geregi, A kiimesinin kapsadigi biitiin fuzzy o-I-acik
kiimeler, AJ | kiimesinin birer alt kiimeleridir. (i) ifadesi geregi, A;_, kiimesi fuzzy
a-I-agik kiimedir. Dolayisiyla A? | kiimesi, A kiimesinin kapsadig1 en biiyiik fuzzy
a-I-acik kiimedir.

(iv) A kiimesi fuzzy o-I-agik kiime olsun. O zaman A € FOLIO(X) olur. (ii1)

ifadesinden A <A; | ve (i) ifadesinden A , <A oldugundan, A = A elde edilir.

a-1 —
(v) A =B diyelim. (i) ifadesi geregi, B kiimesi fuzzy o-I-a¢ik kiime ve
(iv) ifadesinden BS , =B dir. Buradan A, =(A, ) elde edilir

a-1

(vi) (i) ifadesi geregi, A, | <A dir. A<B oldugundan, A] <A <B olur.

oa-1 —

o
Aoc—l

kiimesi, B kiimesinin kapsadigi herhangi bir fuzzy oa-I-a¢ik kiime ve (iii)
ifadesinden B; | kiimesi, B kiimesinin kapsadig: en biiyiik fuzzy o-I-acik kiime olup

buradan A’ <B; , elde edilir.

I

Teorem 4.3.2. (X, tX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A<X

fuzzy kiimesi verilsin. A kiimesinin fuzzy a-I-ac¢ik kiime olmasi i¢in gerek ve yeter

J—,

sart B A< (B ) olacak sekilde bir B fuzzy acik kiimesinin olmasidir.

Ispat. = Herhangi A eFalO(X,1,) fuzzy kiimesini alalim. Buna gore

Tamim 4.3.1 (i) geregi, A° <A< (AO*) olur. B=A° olsun. Buradan B< A < (E)

elde edilir. Boylece B=A° kiimesi, fuzzy acik kiimedir.

—_—k

<= BSAS(B ) olacak sekilde B<X kiimesi fuzzy acik kiime olsun.

J— o

Buradan B=B° <A< (B ) olur. Teorem 4.1.2 (5) geregi, B=B° <A° S(E) ve

*

—

Lemma 4.2.1 (i) ve (vi) geregi, B SAO* S(E*) <B <B olup, AO* =B elde
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—_—k

edilir. Teorem 4.1.2 (5) geregi de AS(B ) :(AO ) olup A e FalO(X,1) elde

edilir.

Tanim 4.3.3. (X,rX,I) fuzzy ideal topolojik uzay1 ve herhangi A <X fuzzy
kiimesi verilsin.
Cl, (A)=A{B:A<B,BeFalC(X,1y)}
yukaridaki sekilde tanimlanan Cl__, (A) fuzzy kiimesine, A fuzzy kiimesinin o-I-

kapanis1 denir.

Bu bélim boyunca; Cl,_ (A) sembolii yerine, A, semboliini

(03

kullanacag1z.

Onerme 4.3.4. (X,rX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

(i) A<A,,

(i) A, kiimesi, (X,7,1) fuzzy ideal topolojik uzayinda fuzzy o-I-kapali

kiimedir.

(i) A__, kiimesi, A fuzzy kiimesini kapsayan en kiiciik fuzzy o-I-kapali

a-1
kiimedir.

(iv) A kiimesinin fuzzy a-I-kapali kiime olmasi igin gerek ve yeter sart

A=A olmasidir.

W) Aur=(Au)

a-I

(Vi) A<Bise A <B_,

Ispat. (i) Tanim 4.3.3 geregi sonug agiktir.

(i) Tamim 4.3.3 ve Onerme 4.3.2 (i) geregi, A _, kiimesi fuzzy a-I-kapal

a-1

kiimedir.
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(iif) Tanim 4.3.3 geregi, A fuzzy kiimesini kapsayan biitiin fuzzy a-I-kapali

kiimeler, A _, fuzzy kiimesinide kapsar. (ii) ifadesi geregi, A, kiimesi fuzzy a-I-

kapali kiimedir. Dolayisiyla A__, kiimesi, A fuzzy kiimesini kapsayan en kii¢iik

a-I

fuzzy a-I-kapali kiimedir.

(iv) A<X kiimesi fuzzy a-I-kapali kiime olsun. (iii) ifadesi geregi A, <A

ve (1) ifadesinden A<A__, olup A=A_, elde edilir.
(v) A, , =B diyelim. (ii) ifadesi geregi, B kiimesi fuzzy o-I-kapali kiimedir
ve (iv) ifadesi geregi de ]ﬁ =B olur. Béylece A _, = (Aa_l) 1 elde edilir.

(vi) (i) ifadesi geregi, Bsﬂ olup, hipotez geregi A <B oldugundan

A<B,  olur. B, kiimesi, A kiimesini kapsayan herhangi bir fuzzy o-I-kapali

kiimedir. Boylece (iii) ifadesi geregi, A, , kiimesi A kiimesini kapsayan en kiigiik

fuzzy o-I-kapali kiime oldugundan, A_, <B__, elde edilir.

Teorem 4.3.3. (X,‘EX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A <X fuzzy

kiimesi verilsin. Asagidaki ifadeler esdegerdir:

(i) AeFalC(X);

(ii) WSA;

(iii) (B"* ) < A <B olacak sekilde en az bir B fuzzy kapali kiimesi vardir.

Ispat. (i) = (ii) Herhangi bir A e FalC(X,1,) fuzzy kiimesini alalim. Bu

takdirde 1, —A e FOLIO(X, tX) olur. Tanim 4.3.1 (1) geregi, 1, —A < ((IX - A)O )

—

olup ((A)" ) < A elde edilir.
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(i) = (iii) (ii) ifadesi geregi, ((K)O*)SA olur. Teorem 4.1.4 (1) geregi,
A <A oldugundan, ((K)O*)SASK elde edilir A=B diyelim. Buradan

((B)O* ) <A <B olur. Bu takdirde B=A kiimesi, fuzzy kapali kiimedir.

(i) = (i) (B"* ) < A <B olacak sekilde B<X fuzzy kapali kiimesini alalim.

—_—

Buradan 1 —-B<1 -A<(l,-B ) olur. 1, —B kiimesi fuzzy acik kiime olup

Teorem 4.3.2 geregi, 1,—A kiimesi fuzzy o-I-agik kiimedir. Dolayisiyla

A e FaIC(X,1y) elde edilir.

4.4. Fuzzy Pre a-1-Siirekli Fonksiyon Kavram ve Ozellikleri

Simdi fuzzy ideal topolojik uzayda bilinen baz siireklilik ¢esitlerini verelim:

Tamm 4.4.1. f(X,t,,I)—>(Y,vy) fonksiyonu verilsin. Eger her Vev,
fuzzy kiimesi igin,

(i) £7'(V)eFalO(X,ty) ise; f fonksiyonuna fuzzy a-I-siirekli fonksiyon
(Yiiksel ve ark. 2009),

(i) £ (V) € FPIO(X,IX) ise; f fonksiyonuna fuzzy pre-I-siirekli fonksiyon
(Nasef ve Hatir 2009),

(iii) £ (V) eFBIO(X,tX) ise; f fonksiyonuna fuzzy B-I-siirekli fonksiyon

(Yiiksel ve ark. 2009) denir.

Tanm 4.4.2. f:(X,1y,I)—>(Y,vy,1,) fonksiyonu verilsin. Eger her
V eFalO(Y,vy) fuzzy kiimesi i¢in, f~'(V)eFalO(X,1) ise f fonksiyonuna

fuzzy a-l-irresolute fonksiyon denir (Hatir 2009).
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Simdi fuzzy ideal topolojik uzayda yeni siireklilik gesitlerini verelim:

Tamm 4.43. f(X71,,1)—>(Y,1,,1,) fonksiyonu verilsin. Eger her
V e FalO (Y,‘CY) fuzzy kilimesi i¢in,

(i) £ (V) € FPIO(X,IX) ise; f fonksiyonuna fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyon,

(i) £ (V) € FBIO(X,‘EX) ise; f fonksiyonuna fuzzy B-o-I-siirekli fonksiyon,

denir.

Tanim 4.4.1., Tanim 4.4.2. ve Tanim 4.4.3’den yararlanarak asagidaki diagram
elde edilir:

fuzzy a-I-irresolute =—==> fuzzy pre a-I siireklilik =——> fuzzy B-a-I siireklilik

l | |

fuzzy a-I-stireklilik ====> fuzzy pre-I- siireklilik === fuzzy B-I-siireklilik
Diagram 4.4.1.

Uyan 4.4.1. Diagram 4.4.1’de verdigimiz gegislerin karsitlarinin genellikle

dogru olmadig1 asagidaki drneklerde gosterilmistir.

Ornek 4.4.1. X={x,y} kiimesinde 1, ={0,,1,,A} fuzzy topolojisi ve
I=p(X) fuzzy ideali ile birlikte (X,7y,I) fuzzy ideal topoloik uzayr ve
Ly = {OX,IX,B} fuzzy topolojisi ile (X, UX) fuzzy topolojik uzayi verilsin. A,B<X

fuzzy kiimeleri agsagidaki gibi tanimlaniyor:

A(x) =05, A(y) =04

B(x) =0.5, B(y) =0.6
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f:(X, 1y, 1) >(X,0y,I) fonksiyonu, birim fonksiyon olarak tammlansin. f

fonksiyonu fuzzy B-o-I stirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy pre-I

stirekli bir fonksiyon degildir.

(1) Herhangi bir D<X fuzzy kiimesi igin, (DO ) =(D° )O =D’ evy olur.

Buradan v, = FalO(X,vy) elde edilir. Bu durumda B<X fuzzy agik kiimesi i¢in,

B eFalO(X,vy) olur. f~'(B)=B olup (E*) —B°=A-= 1, —A =B oldugundan,

B< (E*) bulunur. Buna gore B e FBIO(X, 1, ) olur.

(2) 14,04 e vy fuzzy kiimeleri igin, 1,0, sabit fuzzy kiimeleri fuzzy o-I-a¢ik
kiimeler olup ™' (1) =1y, £ (0,)=0, i¢in 1,0, sabit fuzzy kiimeleri fuzzy B-I-

acik kiimelerdir.

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy B-a-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak
(E*) =B°=A ve A<B olup, B kiimesi fuzzy pre-l-acik kiime degildir. Bu

durumda f fonksiyonu fuzzy pre-I-siirekli bir fonksiyon degildir.

Ornek 4.4.2. X={x,y,z} kiimesinde t, ={0,,1,A,B,AAB,AVB} fuzzy
topolojisi ve I={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,ty,I) fuzzy ideal topoloik uzay1 ve
vy ={0y,1,B} fuzzy topolojisi ile (X,vy) fuzzy topolojik uzay: verilsin.
A,B,C<X fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlaniyor:

A(x)=0.3, A(y)=03, A(2)=0.5

B(x) =0.7, B(y) =0.6, B(z) =04

C(x)=0.7,C(y)=0.7,C(z)=0.6
f:(X,14,I) > (X,vy) fonksiyonu, birim fonksiyon olarak tanimlansin. f fonksiyonu

fuzzy pre-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy B-o-I siirekli bir
fonksiyon degildir.
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(1) Bev, fuzzy kiimesi icin, f(B)=B olur.

(B) =(B) =(1x=A) =AvB ve B<(B') olup BeFPIO(X.r,) elde edilir
(2) 1,04 evy fuzzy kiimeleri igin, 1,,0, sabit fuzzy kiimeleri agik kiimeler
oldugundan f™'(1,)=1,,f7(0,)=0y i¢in 1,,0, sabit fuzzy kiimeleri fuzzy pre-I-

acik kiimelerdir.

( N

kiimesi igin, (E* ) ~(C) =(1,~(AAB)) =AVB=1,-A ve I, ~A<C olup, C

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy pre-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak

CO*) =(E)O =(E)O =15 =1y olup CeFalO(X,vy) olur. Buna gore f™'(C)=C

kiimesi fuzzy B-I-agik kiime degildir. Dolayisiyla f fonksiyonu, fuzzy B-o-I-siirekli
bir fonksiyon degildir.

Ornek 4.4.3. X={x,y,z} kiimesinde 1, ={0,,1,,B} fuzzy topolojisi ve
1={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,ty,I) fuzzy ideal topoloik uzayr ve
vy ={0y,1,,A} fuzzy topolojisi ile (X,vy,1) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin.

A <X fuzzy kiimesi ve B <X fuzzy kiimesi agagidaki gibi tanimlantyor:

A(x) =0.7, A(y) =0.8, A(z) =0.7
B(x) =0.3, B(y) =0.2, B(z) =0.5
f:(X,14,I) >(X,vy,1) fonksiyonu birim fonksiyon olarak tamimlansin. f

fonksiyonu fuzzy pre o-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy o-I-
stirekli bir fonksiyon degildir.
(1) 04y <pu<A ve A<d<]y olacak sekilde 1,8 < X fuzzy kiimelerini alalim.

Bu durumda p° =0y olup 0y <p oldugundan, p fuzzy kiimesi fuzzy a-I-agik kiime
degildir. (5_) - (5_) =(A) =13 =1, olup &< (8_) elde edilir. Boylece

(X, UX,I) fuzzy topolojik uzayindaki tiim fuzzy a-I-a¢ik kiimeler, 0y,1,,A ve d
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o

J— — —

fuzzy kiimeleridir. ™' (A)=A olup, (A ) = (A)O =15 =1, oldugundan, A < (A )

ve f7(8)=8 olup, (S) = (S)o =13 =1, oldugundan §< (5) bulunur. Bu

durumda A,3 € FPIO(X, 1, ) olur.
(2) 1;,04 e vy fuzzy kiimeleri igin, 1,,0, sabit fuzzy kiimeleri fuzzy o-I-a¢ik
kiimeler oldugundan f™'(1,)=1,,f"(0,)=0, i¢in 1,0, sabit fuzzy kiimeleri

fuzzy pre-I-agik kiimelerdir.

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy pre a-I-stirekli bir fonksiyondur. Ancak

f7(A)=A fuzzy kiimesi i¢in, (AO*)O =(E)o = (E)o =(1,-B)’=B ve B<A

olup A kiimesi fuzzy a-I-acik kiime degildir. Boylece f fonksiyonu fuzzy o-I-siirekli
bir fonksiyon degildir.

Ornek 4.4.4. X={x,y,z} kiimesinde 1, ={0X,1X,A,B} fuzzy topolojisi ve
1={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,t,,I) fuzzy ideal topoloik uzayr ve
vy =1{0y,1,,B} fuzzy topolojisi ile (X,vy) fuzzy topolojik uzay: verilsin. A <X

fuzzy kiimesi, B<X fuzzy kiimesi ve C<X fuzzy kiimesi asagidaki gibi
tanimlantyor:

A(x)=03,A(y)=04,A(z)=05
B(x)=0.4,B(y)=0.6,B(z)=0.5
C(x)=0.6,C(y)=0.6,C(2)=0.5
f:(X,ty,1)—>(X,vy) fonksiyonu, birim fonksiyon olarak tanimlansn. f fonksiyonu

fuzzy o-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy pre o-I-stirekli bir

fonksiyon degildir.

(1) Bev, fuzzy kiimesi i¢in, f7(B)=B olur. (§) =(§)O=

(E)O =(1—A)’ =B olup, B kiimesi fuzzy o-I-agik kiimedir.
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(2) 14,0, evy fuzzy kiimeleri igin; 04,1, sabit fuzzy kiimeleri, fuzzy acik
kiimeler oldugundan, f~'(I,)=1,,f"(0,)=0, i¢cin, 0,1, sabit fuzzy kiimeleri,

fuzzy a-I-agik kiimelerdir.

(

icin, (6) = (6)0 = (1X —A)O =B ve B<C olup, C kiimesi fuzzy pre-I-acik kiime

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy o-I-siirekli bir fonksiyondur. Ancak

c“) —(C) =(B)' = 15 =1y olup CFauIO(X,vy) olur. £(C)=C kimesi

degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu fuzzy pre a-I-siirekli bir fonksiyon degildir.

Teorem 4.4.1. f:(X,ty,I,)—>(Y,vy,1,) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde
asagidaki ifadeler esdegerdir;
(i) f fonksiyonu, fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyondur;

(if) v, ailesi, Y uzayindaki fuzzy a-I-agik kiimelerin ailesi olmak tizere

f:(X,1.1) >(Y,0,_;,1,) fonksiyonu fuzzy pre-I-siirekli fonksiyondur;

(iii) Her x, € X fuzzy noktasi ve f(x, ) noktasim igeren Y uzayindaki her V
fuzzy a-l-agik kiimesi i¢in, f(U)<V olacak sekilde x, fuzzy noktasimi igeren X
uzayinda bir U <X fuzzy pre-I-agik kiimesi vardir;

(iv) Her V e FalO(Y, vy ) fuzzy kiimesi i¢in, ™' (V) e FPIO(X,1y);

(v) Her FeFalC(Y,vy) fuzzy kiimesi i¢in, f™' (F) e FPIC(X,1y);
(vi) Her B<Y fuzzy kiimesi igin, ((f“ (B))" ) <f™(FaIC(B));

(vii) Her A <X fuzzy kiimesi i¢in f (A_°) < F(xIC(f (A)) olmasidur.
Ispat (i) = (ii) Herhangi bir V<Y fuzzy agik kiimesini alalim. Fuzzy agik
kiime fuzzy o-I-agik kiime oldugundans V € FalO(Y,vy) olur. Hipotez geregi f

fonksiyonu fuzzy pre-a-I-stirekli fonksiyon oldugundan Tanim 4.4.3 (i) geregi,
f™(V)e FPIO(X,1,) olur. Bu takdirde f:(X,ty,I,)—>(Y,v0y,1,) fonksiyonu

fuzzy pre-I-stirekli fonksiyondur.
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(i) = (iii) Herhangi bir x, € X fuzzy noktasin ve f (xk) noktasini i¢eren

bir V<Y fuzzy acik kiimesini alalim. Fuzzy ac¢ik kiime fuzzy oa-I-agik kiime

oldugundan, V € FalO (Y,UY) olur. Hipotez geregi f fonksiyonu fuzzy pre-I-siirekli
fonksiyon oldugundan, Tanim 4.4.3(i) geregi, f~' (V) <X kiimesi, x, fuzzy
noktasini igeren fuzzy pre-I-agik bir kiimedir. U=f" (V) diyelim. Bu takdirde U

kiimesi f (U) <V olacak sekilde x, fuzzy noktasini i¢eren, X uzayinin fuzzy pre-I-
acik kiimesidir.

(i) = (iv) Herhangi bir VeFalO(Y,v,) fuzzy kiimesi alalm ve
x, ef™ (V) olsun. Hipotez geregi, f (U)SV olacak sekilde x, fuzzy noktasini

iceren bir U<X fuzzy  pre-l-agtk  kiimesi vardir. Boylece

o
—_—r1k

X, € Us(U ) s(fl—(v)) ve £7(V) s(fl—(\/)) olup f7'(V)e FPIO(X,Ty)
elde edilir.

(iv) = (v) Herhangi bir F € FalC (Y,UY) fuzzy kiimesini alalim. V=1, —F
diyelim. Bu takdirde =~ VeFolO(Y,vy) olur. (iii) ifadesi  geregi,
f7(V)e FPIO(X,t,) elde edili. Buradan f~'(F)=1,—-f"(V) oldugundan
£~ (F) e FPIC(X,1y) elde edilir.

(v)=(vi) Herhangi bir B<Y alt kiimesini alalim. FoIC(B) kiimesi, Y
uzayinin fuzzy o-I-kapal kiimesi oldugundan, ™' (FaIC(B))<X kiimesi (v) ifadesi

geregi, fuzzy pre-I-kapali kiimedir. Buradan 1, —f™' (FOLIC (B)) kiimesi, X uzayimda

fuzzy pre-I-agik kiimedir. Boylece,

1, £ (FalC(B)) < (1X —f™' (FaIC(B)) ) =1, —(f" (FaIC(B)))°*

elde edilir. Buradan (£ (B))" <(f™ (FalC(B)))" <f™' (FaIC(B)) olur.
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(vi) = (vii) Herhangi bir A<X fuzzy kiimesini alalm. A <f"' (f(A))

oldugundan ve (vi) ifadesi geregi, Es(f‘l (f (A)))0 <f (FocIC(f (A))) olur.

Buradan f(A™ | < FoIC(f (A)) elde edilir

(vii) = (i) Herhangi bir VEFOLIO(Y,UY) fuzzy kiimesini alalim. Bu

takdirde 1, —V kiimesi, Y uzayinda fuzzy a-I-kapali kiimedir. (vii) ifadesi geregi,

f((f“ (1,-V))" j <FalC(f (™ (1,~V)))<FaIC(ly —V) =1,V olur. Buna
gore  (f7(I,=V)) <t (1,-V)  olp (1 =V)=1—f(V)  ve
(f—l (1, —V))O* =1y —(WV) )O oldugundan, 1, —(f‘l—(V) )O <1, —-f7(V) elde

edilir. Buradan f™'(V)< (f - (V)*) olup f™(V)eFPIO(X,1,) elde edilir.

Dolayisiyla Tanim 4.4.3 (i) geregi, f fonksiyonu fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyondur.

Uyan 4.4.2. Asagidaki teoremde gof bileske fonksiyonunun fuzzy pre o-I-
stirekli fonksiyon olmasi igin, f ve g fonksiyonlarinin hangi 6zellikleri saglamasi

gerektigi verilmistir.

Teorem 4.4.2. f:(X,1.,1)—>(Y,1,.1,) ve g:(Y,1,.1,) >(Z1,.1;) iki
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyon ve g fonksiyonu
fuzzy o-l-irresolute bir fonksiyon ise, gof :(X,ty.I,)—>(Z,1,,1;) bileske
fonksiyonu da fuzzy pre a-I-siirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir Ve FOCIO(Z, ‘EZ) fuzzy kiimesini alalim. Hipotez geregi
g fonksiyonu fuzzy a-I-irresolute fonksiyon oldugundan, g™'(V)eFalO(Y,1,)
olur. Hipotez geregi, f fonksiyonu fuzzy pre o-I-siirekli fonksiyon oldugundan

(gof )_l (V)=f_l (g_l (V)) kiimesi, X uzaymin fuzzy pre-I-agik bir kiimesi olur.
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Boylece gof bileske fonksiyonunun Tanim 4.4.3 (i) geregi, fuzzy pre a-I-siirekli
fonksiyon oldugu goriiliir.

Teorem 443. f:(X,1..1)—>(Y,ty,I,) fonksiyonu verilsin. f

fonksiyonunun fuzzy pre o-I-stirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

herhangi bir V<Y fuzzy agik kiimesi ve herhangi bir y, € Y fuzzy noktasi i¢in

Y e(§) olmak {iizere f' (Vv{yk}) kiimesinin, X uzayinda fuzzy pre-I-acik

kiime olmasidir.

Ispat = V <Y herhangi bir fuzzy agik kiime ve herhangi bir y, € Y fuzzy

—

noktas1 i¢in y, € (V ) olsun. Fuzzy agik kiime, fuzzy pre-I-agik kiime oldugundan,

V kiimesi Y uzayinda fuzzy pre-lI-agik kiimedir. Bu durumda Tanim 4.3.1 (iii)

JE— J—

geregi, VS(V ) olur. Buradan VSVv{yl}S(V ) elde edilir. Teorem 4.3.2

geregi, Vv{y,} kiimesi Y uzayinda fuzzy a-I-agik kiimedir. Hipotez geregi de, f
fonksiyonu fuzzy pre o-I-siirekli fonksiyon oldugundan, f~' (Vv{y,v}) kiimesi X

uzayinda fuzzy pre-I-acik kiimedir.

& V kiimesi, Y uzaymin herhangi bir fuzzy o-I-agik kiimesi olsun. Teorem

J—,

4.3.2 geregi, BV < (B ) olacak sekilde B<Y fuzzy agik kiimesi vardir. Hipotez

geregi de, y, € Y fuzzy noktasi i¢in f~' (Bv {y,}) kiimesi, X uzayinda fuzzy pre-I-
agik kiimedir. Dolaysiyla ™' (V)=v {f T (Bv{y,}):y, € Y} kiimesi X uzaymda

fuzzy pre-I-acik kiimedir (Nasef ve Hatir 2009). Boylece f fonksiyonunun fuzzy pre-

o-I-stirekli fonksiyon oldugu goriiliir.

Teorem 4.4.4. (X,ty,1) fuzzy ideal topolojik uzay1 ve herhangi U<X agik

kiimesi verilsin. Eger BeFPIO(X,ty) ise, UABeFPIO(U,1,/,1/;) olur

(Nasef ve Hatir 2009).
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Teorem 4.4.5. Eger f:(X,ty,I,)—>(Y,1y,1,) fonksiyonu fuzzy pre o-I
siirekli fonksiyon ve her VeFalO(Y) fuzzy kiimesi i¢in f~'(V)<U<X olmak
iizere U kiimesi agik bir kiime ise, bu takdirde f/:(U,t4/y.1/y)—>(Y,1y.L)

kisitlanmis fonksiyonu fuzzy pre o-I stirekli fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir V e FalO(Y) fuzzy kiimesini ve ™' (V)< U<X olacak

sekilde U agik kiimesini alalim. Hipotez geregi, f fonksiyonu fuzzy pre o-I siirekli

fonksiyon oldugundan, f~'(V)<X kiimesi fuzzy pre-I-agik kiimedir. Buradan
Teorem  4.4.5  geregi, UAf™(V)eFPIO(U,1,/,.l/,) elde edilir.
(f/,) " (V)=UAf" (V) olup (f/,) " (V)eFPIO(U,1./,,l/,) elde edilir.
Boylece f/:(U,14/y.1/y)—>(Y,1y,1,) fonksiyonu fuzzy pre a-I siirekli

fonksiyondur.

Tanmm 4.4.1. (X, Ty I) fuzzy ideal topolojik uzay1 verilsin. X uzayimin fuzzy
pre-I-agik (fuzzy a-I-agik) kiimelerinin her ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahip ise X

uzayina fuzzy pre-1-kompakt ( fuzzy a-1-kompakt) uzay denir.

Sonuc 4.4.1. Her fuzzy a-I-kompakt uzay, fuzzy pre-I- kompakt uzaydir.
Ispat. (X,t,,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve {AAO A, € A} ailesi, X

uzaymin fuzzy o-I-agik ortiisii olsun. X uzay1 fuzzy a-I-kompakt uzay oldugundan

Tanim 4.4.1 geregi, en az bir A, <A sonlu alt kiimesi i¢in

X=\/{AAO A, eAl}Sv{(A—AO*)O A eAl}

olur. Bu takdirde X uzay1 fuzzy pre-I-kompakt uzaydir.

Teorem 4.4.6. f:(X,1y,I,)—>(Y,vy.1,) fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu

fuzzy pre a-I-siirekli ve 6rten fonksiyon, X uzay1 fuzzy pre-I- kompakt uzay ise bu

takdirde Y uzay1 da fuzzy a-I-kompakt uzaydir.
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Ispat. {V, :Len} kiimesi, Y uzaymin herhangi bir fuzzy o-l-agik ortiisii
olsun. Hipotezden, f fonksiyonu fuzzy pre o-I-stirekli fonksiyon oldugundan,
{f (V,):he /\} ailesi X uzayinin fuzzy pre-I-acik ortiistidiir. X uzay1 fuzzy pre-I-
kompakt uzay oldugundan, Tanim 4.4.1 geregi, X=\/{f‘1 (Vx):keko} olacak
sekilde A nin A, sonlu alt kiimesi vardir. Hipotez geregi, f fonksiyonu orten
fonksiyon oldugundan, Y = \/{Vk ‘he XO} elde edilir. Boylece Y uzaymin fuzzy o-

I-kompakt uzay oldugu goriiliir.



67

5FUZzZY A,, KUMELER VE FUzzY A,, KUMELERIN ZAYIF
FORMLARI

Bu boliim iki ayr1 kisimdan olugsmaktadir.

Birinci kisimda; fuzzy R-I-agik kiime, fuzzy R-I-kapali kiime, fuzzy A,
kiime, fuzzy cn -kapal1 kiime, fuzzy rm-kapali kiime, fuzzy cn-kiime, fuzzy m-kiime
fuzzy o, N, -kiime, fuzzy SN, -kiime, fuzzy PN,-kiime fuzzy B N;-kiime, fuzzy
o, Ns-kiime, fuzzy S, N;-kiime, fuzzy P, Nj-kiime, fuzzy P N;-kiime, fuzzy
o, Ns-kiime, fuzzy S, N-kiime, fuzzy P, N;-kiime, fuzzy B, N;-kiime olarak

adlandirdigimiz yeni kiime kavramlarin1 verdik. Daha sonra; bu kiimeleri baz1 kiime
cesitleriyle karsilastirarak gerekli karsit 6rnekleri verip diagram olusturduk. Ayrica,
fuzzy I-submaximal uzay ve fuzzy P-I-disconnected uzay kavramlarini verdik.

Ikinci kisimda ise; fuzzy A, sirekli fonksiyon, fuzzy o,N; -siirekli
fonksiyon, fuzzy S N, -siirekli fonksiyon, fuzzy PN, -siirekli fonksiyon, fuzzy 3,N;
-stirekli fonksiyon, fuzzy o, N;-siirekli fonksiyon, fuzzy S N;-siirekli fonksiyon,
fuzzy P, N -siirekli fonksiyon, fuzzy B N;-strekli fonksiyon, fuzzy o, N;-siirekli
fonksiyon, fuzzy S, Nj-siirekli fonksiyon, fuzzy P, N;-siirekli fonksiyon, fuzzy
B, N;-stirekli fonksiyon kavramlarmi verdik. Ayrica, fuzzy o, N; -irresolute
fonksiyon, fuzzy S N -irresolute fonksiyon, fuzzy P N;-irresolute fonksiyon, fuzzy
B,N; -irresolute fonksiyon, fuzzy o, N;-irresolute fonksiyon, fuzzy S, Nj -irresolute
fonksiyon, fuzzy P, Nj-irresolute fonksiyon, fuzzy B Nj;-irresolute fonksiyon,
fuzzy o, Nj-irresolute fonksiyon, fuzzy S, Nj-irresolute fonksiyon, fuzzy P, Ni-
irresolute fonksiyon, fuzzy f, Nj-irresolute fonksiyon olarak adlandirdigimiz yeni

stirekli fonksiyon kavramlarini verip, bazi siireklilik cesitleriyle karsilastirmalarini

yaptik.
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5.1. Fuzzy A, Kiimeler

Simdi fuzzy ideal topolojik uzayda bilinen baz1 kiime kavramlarini verelim:

Tanim 5.1.1. (X,t,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A <X fuzzy
ktimesi verilsin. Eger A kiimesi i¢in,
i A= A ise; A kiimesine fuzzy © -kapah kiime (Mahmoud 1997),

(i) A =X ise; A kiimesine fuzzy ©"-1-yogun kiime (Giirsel 2009),

denir.
Simdi fuzzy ideal topolojik uzayda yeni kiime kavramlarini verelim:

Tanmm 5.1.2. (X,1,,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A <X fuzzy

ktimesi verilsin. Eger A kiimesi i¢in,

Q) (K) = A ise; A kiimesine fuzzy R-1-a¢ik kiime,

(i) AO* = A ise; A kiimesine fuzzy R-1-kapal kiime denir.

Tamm 5.1.3. (X,7y,1) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A<X

fuzzy kiimesi verilsin. Eger A kiimesi i¢in,

(i) Uety ve V=V° olmak iizere A=UAV ise; A kumesine fuzzy A,
Kiime,

(i) Uety, ve A<U olmak lizere A <U ise; A kiimesine fuzzy cn-kapah
kiime,

@) U =(ﬁ*)o ve A<U olmak tizere A <U ise; A kiimesine fuzzy rn-
kapal kiime,

(iv) Uerty, ve V fuzzy cn-kapali kiime olmak tizere A=UAV ise; A

kiimesine fuzzy cn-kiime,
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(v) Ueryve V fuzzy m-kapali kiime olmak iizere A=UAV ise; A

kiimesine fuzzy rn-kiime denir.

(X,‘CX,I) fuzzy ideal topolojik uzayindaki biitiin fuzzy R-I-kapali kiimelerin,

fuzzy cn-kapali kiimelerin, fuzzy rm-kapali ve fuzzy 1 -kapali kiimelerin aileleri
sirastyla FRIC(X, ty) , E,IC(X, 1y), E,IC(X,1,) ve Ft'C(X,1y) sembolleri ile

gosterilecektir.

Onerme 5.1.1. (X, Ty I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A <X
fuzzy kiimesi verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir;
(i) A kiimesi fuzzy 7" -kapali kiime ise, fuzzy cn-kapali kiimedir.
(i) A kiimesi fuzzy m-kapali kiime ise, fuzzy cn-kapali kiimedir.

ispat. (i) Herhangi bir AeFr*C(X,rX) fuzzy kiimesini vee A<U olacak
sekilde U ety fuzzy kiimesini alalim. Bu takdirde Tanim 5.1.1 (1) geregi, A =A

olup A <U elde edilir. Boylece, A kiimesi Tanim 5.1.3 (ii) geregi, fuzzy cn-kapali
kiimedir.

(if) Herhangi bir A<X fuzzy rm-kapali kiimesini alalim. Tanim 5.1.3 (iii)

geregi, A<U A<U olacak sekilde U =(ﬁ) fuzzy kiimesi ig¢in, A <U olur.

Buradan U° =((ﬁ) j =(ﬁ) =U olup Uert, elde edilir. Dolayisiyla Tanim

5.1.3 (i) geregi, A kiimesi fuzzy cn-kapali kiimedir.

Uyant 5.1.1. Onerme 5.1.1(i)’nin karsitinin genellikle dogru olmadigi

asagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek 5.1.1. X={ab,c} kiimesinde 1, ={0y,1;,B} fuzzy topolojisi ve
I={0,} fuzzy ideali ile (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin. X kiimesinin

A,B fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:
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A(a) =03, A(b) =02,A(c)=0.1
B(a)=0.5,B(b)=0.5,B(c)=0.5

A kiimesi fuzzy cn-kapali kiimedir. Ancak A kiimesi fuzzy t°-kapali kiime degildir.
A fuzzy kiimesi i¢in, I={0_} oldugundan, A =A= l,-B=B olur. Bet,

oldugundan, A <B olmak tizere A <B elde edilir. Buradan A kiimesinin fuzzy cn-

kapal1 kiime oldugu goriiliir.

Ancak A =B ve B# A olup, A kiimesi fuzzy t°-kapal kiime degildir.

Tanmm 5.1.4. (X,tx, I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A<X

fuzzy kiimesi verilsin. Eger A kiimesi i¢in;
(i) UeFalO(X,1,) ve VeFtr'C(X,1y) olmak iizere A=UAV ise; A

kiimesine fuzzy o, N;-kiime,

(i) UeFSIO(X,1y) ve VeFr'C(X,14) olmak tizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy S N, -kiime,

(ili) UeFPIO(X,ty) ve VeFtT'C(X,1y) olmak tizee A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy P,N.-kiime,

(iv) UeFBIO(X,1y) ve VeFt'C(X,1y) olmak iizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy B,N;, -kiime,

(v) UeFalO (X, TX) ve Ve FcnIC(X, ‘EX) olmak lizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy a N, -kiime,

(vi) UeFSIO(X,ty) ve VeFenIC(X,ty) olmak tizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy S N, -kiime,

(vii) UeFPIO(X,1y) ve VeFenIC(X,1y) olmak lizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy P_ N, -kiime,

(viii) Ue FBIO(X,IX) ve Ve FcnIC(X, ‘EX) olmak tizere A=UAVise; A

kiimesine fuzzy B, N; -kiime,
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(i) UeFalO(X,ty) ve VeFmIC(X,t,) olmak lizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy o, N;-kiime,

(x) UeFSIO(X,ty) ve VeFmIC(X,1,) olmak tizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy S N, -kiime,

(xi) UeFPIO(X,1y) ve VeFmIC(X,ty) olmak iizere A=UAV ise; A
kiimesine fuzzy P, N,-kiime,

(xii) UeFBIO(X,1y) ve VeFmIC(X,ty) olmak lizere A=UAV ise; A

kiimesine fuzzy B, N, -kiime denir.

Tanim 5.1.3. ve Tanim 5.1.4.’den yararlanarak asagidaki diagram elde edilir:

fuzzy agik kiime = == fuzzy o-l-a¢ik kime =—»  fuzzy pre-I-a¢ik kiime

| | |

fuzzy A;,-kiime =—> fuzzy o,N,-kiime  =—> fuzzy PN, -kiime

Diagram 5.1.1.

Uyan 5.1.1. Diagram 5.1.1.’de verdigimiz gecislerin karsitlarinin genellikle
dogru olmadign Omek 5.1.3, Ornek 5.1.4, Ornek 5.1.5 ve Ornek 5.1.6°da

gosterilmistir.

Ornek 5.1.3. X={x,y} kiimesinde 71, ={0,,1,,A} fuzzy topolojisi ve
I= {OX} fuzzy ideali ile (X,7y,I) fuzzy ideal topolojik uzay1 verilsin. X kiimesinin

A B fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

A(x) =0.7, A(y) =0.2
B(x) =0.6, B(y) =0.5

C(x)=03,C(y)=0.8
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B kiimesi, fuzzy pre-I-agik kiimedir. Ancak B kiimesi fuzzy o, N, -kiime
degildir.

B fuzzy kimesi i¢in, I={0,} oldugundan, (E) =(§)O=1§(=1X olup,

B< (E) olur. Bu durumda B kiimesi fuzzy pre-I-a¢ik kiimedir.

(X,‘CX,I) fuzzy ideal topolojik uzayindaki tim fuzzy t -kapali kiimeler;
14,0,,C fuzzy kiimeleridir. 0, <p <A ve A <3 <1, olacak sekilde p,8< X

fuzzy kiimeler olsun. Bu durumda p°® =0 olup 0, <p oldugundan p fuzzy kiimesi,

fuzzy a-l-agik kiime degildir. (E?j =(6_°)0 =(A)O =1% =1, olup X uzayindaki

tiim fuzzy a-I-acik kiimeler, 0,,1,,A ve & fuzzy kiimeleridir. Ancak
I, AA=A#B,1, A0=0%B
0y AA=0, #B,0, A0=0,#B
CAA#B,CA0#B
CAly#B,CAO0y#B

oldugundan, B kiimesi fuzzy o, N, -kiime degildir.

Ornek 5.14. X={a,b,c} kiimesinde 1, ={0y,1;,B} fuzzy topolojisi ve
[={0,} fuzzy ideali ile (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin. X kiimesinin
A,B fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

A(2)=05,A(b)=04, A(c)=0.6

B(a)=0.5,B(b)=0.6,B(c)=0.4

A kiimesi fuzzy o,N;-kiimedir. Ancak A kiimesi fuzzy pre-I-acik kiime
degildir.

A fuzzy kiimesi i¢in, 1={0,} oldugundan, A =A=1,-B=A olup, A
kiimesi fuzzy t'-kapali kiimedir. 1, e FalO(X,t,) olup I, A A =A bulunur.

Boylece A kiimesi fuzzy o, N, -kiimedir.
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Ancak(K* )0 =(K)0 =(1,-B)"=A°=0, olup (K )0 <A oldugundan, A

ktimesi fuzzy pre-I-acik kiime degildir.

Ornek 5.15. X={a,b,c} kiimesindet, ={0,,1,,B} fuzzy topolojisi ve
1={0,} fuzzy ideali ile (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay verilsin. X kiimesinin,
A,B fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

A(a)=0.6,A(b)=0.5,A(c)=0.7

B(a)=03,B(b)=0.5,B(c)=0.6

A kiimesi, fuzzy o-I-acgik kiimedir. Ancak A kiimesi, fuzzy A, kiime degildir. A

fuzzy kiimesi i¢in, I={0,} oldugundan, (A"*j = (E)O = (E)O =15 =1, olup,

A< (AO *) elde edilir. Buradan A kiimesi, fuzzy a-I-agik kiimedir.

0y <m, <B olacak sekilde p, <X fuzzy kiimesi igin, ulo* =pn,° =0y

B <, <1, olacak sekilde n, <X fuzzy kiimesi i¢in, u2°* =u,° =1
olup X uzaymndaki fuzzy R-I-kapali kiimeler; 1,,0, fuzzy kiimeleridir. Ancak

I, AB=B#A, 0, AB=0, # A oldugundan, A kiimesi fuzzy A, kiime degildir.

Ornek 5.1.6. X={x,y} kimesinde 1, ={0,,1,,A} fuzzy topolojisi ve
[={0} fuzzy ideali ile (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin. X kiimesinin
A,B fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

A(x) =04, A(y) =0.5

B(x)=0.6,B(y)=0.5

B kiimesi, fuzzy A, , kiimedir. Ancak B kiimesi, fuzzy a-I-agik kiime degildir.

B fuzzy kiimesi igin, B =A —A-= 1, —A=B olup, BeFRIC(X,1y) olur.

1, €ty oldugundan, B=1, AB elde edilir. Buradan B kiimesi fuzzy A, kiimedir.
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Ancak (B"*) =(§)0 =(K)O =(1,—A)’=A ve A<B olup, B kiimesi fuzzy o-I-

acik kiime degildir.

Lemma 5.1.1. (X,rX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A, B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. Eger A € FenIC(X, 1y ) ve BeFt'C(X,1y) ise bu takdirde
A ABeFenIC(X,1y) olur.

Ispat. X uzaymin herhangi bir fuzzy cn-kapali A kiimesini ve fuzzy 1’-

kapali bir B kiimesini alalim. Tanim 5.1.3.(ii) ve Tanim 5.1.1(i) geregi, A<U
olmak iizere A < U olacak sekilde U e T, vardir ve B= B olur. A AB=A AB

<UAB <U ve AAB <A AB oldugundan, A A B <U elde edilir. Ayrica
AAB<UAB<U oldugu agiktir. Buradan, A AB e FenlC(X,1,) bulunur.

Teorem 5.1.1. (X,tX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. A kiimesi fuzzy o,N; -kiime (sirasiyla fuzzy o, N;-kiime,
fuzzy o, N;-kiime) ve B kiimesi fuzzy cn -kapal kiime ( fuzzy 1" -kapali kiime) ise
bu takdirde AAB<X kiimesi, fuzzy o, N;-kiimedir.

Ispat. X uzaymin herhangi bir fuzzy o, N, -kiimesi A kiimesi ve fuzzy cn-
kapali kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 5.1.4 (i) geregi, UeFaIO(X,tX) ve
VeFt'C(X,1y) olmak lizere A=UAV olur. AAB=(UAV)AB=UA(VAB)

elde edilir. Boylece Lemma 5.1.1 den VAB kiimesi, fuzzy cn-kapali kiimedir.

Dolayisiyla, AAB<X kiimesi fuzzy o, N;-kiimedir.

Teorem 5.1.2. (X,‘EX,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X
fuzzy kiimeleri verilsin. A kiimesi fuzzy o N, -kiime ve B kiimesi fuzzy o-I-a¢ik

kiime ise bu takdirde AAB <X kiimesi, fuzzy o, N, -kiimedir.
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Ispat. X uzaymin herhangi bir fuzzy o, N, -kiimesi A kiimesi ve fuzzy o-I-
acik kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 5.1.4 (i) geregi Ue FOLIO(X,‘EX) ve
VeFtr'C(X,1y) olmak lizere A=UAV olur. AAB=(UAV)AB=(BAU)AV

elde edilir. Onerme 4.3.1 (i) geregi, BAU kiimesi fuzzy o-I-acik kiimedir. V

kiimesi, fuzzy 1’ -kapali kiime oldugundan, AAB<X kiimesi Tanim 3.1.4 (i)

geregi, fuzzy o, N -kiimedir.

Lemma 5.1.2. (X,t,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi bir A<X

fuzzy kiimesi verilsin. Asagidaki 6zellikler saglanir:
(i) Eger O <X fuzzy agik kiime ise, bu takdirde O A A <OAA dir.
(i) Eger A<X,<X ise, bu takdirde A_XO* =A A X, dir.(Yuksel ve

ark.2009)

Lemma 5.1.3. (X,1y,1) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X

fuzzy kiimeleri verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir:

() BSA<X, AeFalO(X,1,) ve BeFalO(A,1y/,.I/,) ise; 0 zaman
B e FalO(X,ty) (Yuksel ve ark.2009).

(ii) AeFPIO(X,1,) ve BEFSIO(X,1y) ise AABeFalO(A, 1,/ ,,1/,)

(iii) AeFPIO(X,1,) ve BEFSIO(X,1,) iseAABeFSIO(A,1,/,.1/,)

(iv) AeFPIO(X,1,)ve BeFSIO(X,1,) ise AABeFPIO(B,1,/,.1/;)

(v) AeFalO(X,1,) ve BEFSIO(X,1y) ise AABeFBIO(A,1y/,.1/,)

Ispat. (ii) X uzayinin herhangi bir fuzzy pre-I-acik kiimesi A kiimesi ve fuzzy

o-I-acik kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 4.3.1 (iii),(i) geregi, AS(K*) ve

Bs(

B° ) olur. Buradan Lemma 5.1.2 (i) kullanilarak,

) (] )

o

AAB < (K*)O/\(
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IA

(K) A B° J S(K*/\BO J
AAB® J S(A/\Bo*j
S(A/\Bo*) /\A=((A/\B°*) /\A)

IA

olup, AABeFalO(A,ty/,,1/,) oldugu goriiliir.

(ilf) X uzaymin herhangi bir fuzzy pre-I- agik kiimesi A kiimesi ve fuzzy

semi-I- agik kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 4.3.1 (iii) ve (ii) geregi, A < (K) ve

*

B< (BO) olur. Buradan, Lemma 5.1.2 yi kullanarak

&

*

et

AABs(K*)O A(B) s(A ) AB° <A AB°

*

<AAB° <AAB°

*

SA/\B"*/\A:(A/\BO): =((A/\B°)OA)

A
<((AAB)’
(AnB) )
elde edilir. Boylece AABeFSIO(A,1,/,,1/,) bulunur.
(iv) X uzaymnin herhangi bir fuzzy pre-I-agik kiimesi A kiimesi ve fuzzy semi-

[-agik kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 4.3.1 (iii) ve (ii) geregi, AS(K*) ve

*

B< (B") olur. Buradan,

A/\BS(K*)O/\B=((K*)O/\BJ

o

B



77

o

B

elde edilir. Boylece A ABeFPIO(B,1y/4,1/;) bulunur.

(V) X uzaymin herhangi bir fuzzy o-I-agik kiimesi A kiimesi ve fuzzy B-I-

acik kiimesi bir B kiimesi olsun. Tanim 4.3.1 (i) ve (iv) geregi, AS(A"*) ve

B< E*) olur. Buradan,

—

ool

nn=(57) o) (7 (5 <55
—AASWA(A‘)*)O S(A/\B*)O /\(AO*)O

A/\B*) /\AO*S(A/\B*) AA° S(A/\B*) AA°

AA° /\A=(A/\B*/\A)O /\A=((A/\B);)O AA

o

< (A/\B);/\A)O S(WZ)

A A

< ((A/\B); )A AA< (((A/\B); )A )A
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elde edilir. Boylece AABeFBIO(A,1,/,,1/,) bulunur.

Teorem 5.1.3. (X,ty,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi B A<X

fuzzy kiimeleri verilsin. Eger A kiimesi fuzzy o-I-a¢ik kiime ve B kiimesi, A
kiimesinde fuzzy o,N,-kiime ise, bu takdirde B kiimesi X uzayinda fuzzy o,N;-

ktimedir.

Ispat. X uzayinda herhangi bir fuzzy a-I-acik kiime A kiimesi ve A
kiimesinde herhangi bir fuzzy o, N, -kiime B kiimesi olsun. Bu takdirde Tanim 5.1.4
(1) geregi, Vi =V olmak iizere B=SAV olacak sekilde A kiimesinde, S fuzzy a-I-
acik kiimesi vardir. Buradan Lemma 5.1.2 (ii) geregi, Va=AAV oldugundan,

B=SAV=SAVa4 =S/\(A/\v*A)=(S/\A)/\7;
elde edilir. Lemma 5.1.3 (i) ve Onerme 4.3.1 (i) geregi, SA A kiimesi X uzayinda
fuzzy o-I-a¢ik kiimedir. Bu takdirde B kiimesinin X uzayinda fuzzy o, N;-kiime

oldugu gortiliir.

Teorem 5.1.4. (X,1y,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X

fuzzy kiimeleri verilsin. Eger A kiimesi fuzzy pre-I-agik kiime ve B kiimesi fuzzy

o, N, -kiime (fuzzy S N, -kiime) ise bu takdirde A AB kiimesi, A kiimesinde fuzzy
o, N, -kiime(fuzzy S,N;-kiime)dir.
Ispat. X uzayinin herhangi bir fuzzy pre-I-agik kiimesi A kiimesi ve fuzzy

o, N, -kiimesi (fuzzy S N;-kiimesi) bir B kiimesi olsun. Bu takdirde Tanim 5.1.4 (i)

geregi, V' =V olmak iizere B=SAV olacak sekilde S<X fuzzy a-I-agik kiimesi

(fuzzy semi-I-acik kiimesi) vardir. Buradan,
ARB=AA(SAV)=(AAS)A(AAV)=(AAS)A(AAV)=(AAS)A VA

olur. Lemma 5.1.3. (ii) ((ii1)) geregi, AAS kiimesi A kiimesinde fuzzy o-I-acik

(fuzzy semi-I-agik) kiimedir. Buradan A AB kiimesi, A kiimesinde fuzzy o,N;-

(fuzzy S,N;-kiimedir )kiimedir.
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Teorem 5.1.5. (X,1y,I) fuzzy ideal topolojik uzay ve herhangi A,B<X

fuzzy kumeleri verilsin. Eger A kiimesi fuzzy semi-I-agik kiime (fuzzy o-I-acik

kiime) ve B kiimesi fuzzy PN,-kiime (fuzzy [,N,-kiime) ise bu takdirde AAB
kiimesi, A kiimesinde fuzzy P N,-ktimedir (fuzzy B,N,-kiimedir).
Ispat. X uzaymin herhangi bir fuzzy semi-I-agik kiimesi (fuzzy o-I-agik

kiimesi) A kiimesi ve fuzzy P N-kiimesi (fuzzy B,N,-kiimesi) bir B kiimesi olsun.

Bu takdirde Tanim 5.1.4 (1i1) geregi, V' =V olmak iizere B=SAV olacak sekilde
S <X fuzzy pre-I-agik kiimesi (fuzzy B-I-agik kiimesi) vardir.

AAB=AA(sAv)=(AAs)A(AAV)=(AAS)A(AA\_/*)=(AAS)A\_/Z

olur. Lemma 5.1.3 (iv) ((v)) geregi, AAS kiimesi A kiimesinde fuzzy pre-I-acik
(fuzzy B-I-ag¢ik ) kiimedir. Dolayisiyla A AB kiimesi, A kiimesinde fuzzy PN

(fuzzy B,N;) kiimedir.

Tanmm 5.1.5. (X,‘CX,I) fuzzy ideal topolojik uzay1 verilsin. Eger X uzayinin

her fuzzy 1 -I-yogun kiimesi bu uzayda fuzzy agik kiime oluyorsa, bu takdirde

(X,14.1) fuzzy ideal topolojik uzayina fuzzy I-submaximal uzay denir.

Tanim 5.1.6. (X,‘EX,I) fuzzy ideal topolojik uzay1 ve herhangi bir A<X

fuzzy kiimesi verilsin. Her bir A €1, kiimesi i¢in, A e T, oluyorsa, bu takdirde

(X,ty,1I) fuzzy ideal topolojik uzayia fuzzy P-1-disconnected uzay denir.

Lemma 5.1.6. (X,ty,]) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin. X uzay1 fuzzy P-
I-disconnected uzay ise bu takdirde FolO(X, 1, )=FSIO(X, 1) olur

Ispat. Fuzzy o-l-agik kiime, fuzzy semi-I-agik kiime oldugundan,

FocIO(X,tX)SFSIO(X,IX) ...(1) olur. Herhangi bir A <X fuzzy kiimesi, fuzzy

semi-I-a¢ik kiime olsun. Tanim 4.3.1 (ii) geregi , ASAO* olur. A° kiumesi fuzzy
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acik kiime ve X uzayr fuzzy P-I-disconnected uzay oldugundan AO* €ty olur.

Buradan AO*:(A"*) ve As(E*) olup FSIO(X,ty)<FalO(X,ty) ...Q2)

olur. Buna gore (1) ve (2) geregi, FalO (X,‘CX) = FSIO(X, ‘EX) elde edilir.

Teorem 5.1.6. (X,‘EX,I) fuzzy ideal topolojik uzay1 fuzzy P-I-disconnected

uzay olsun. Herhangi bir A <X fuzzy kiimesi verilsin. A <X fuzzy kiimesinin

fuzzy o N,-kiime olmas: i¢in gerek ve yeter sart A <X fuzzy kiimesinin fuzzy
S,N; -kiime olmasidir.

Ispat. Tanim 5.1.4 ve Sonug 5.1.1 geregi ispat agiktir.

5.2. Fuzzy A._, Siirekli Fonksiyonlarm Zayif Formlar:

Tamm 5.2.1. f:(X,t,,I)—>(Y,1,) fonksiyonu verilsin. Eger her Ver,
kiimesi igin, ™' (V) kiimesi X uzayinda fuzzy A, kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy

Ag_, siirekli fonksiyon denir.

Tamm 5.2.2. f:(X,1,,I)>(Y,1,) fonksiyonu verilsin. Eger her Vert,
kiimesi i¢in,

1) f7'(V)<X kiimesi fuzzy o N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy o,N,-
siirekli fonksiyon,

2) £7(V)<X kiimesi fuzzy S,N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy SN, -
siirekli fonksiyon,

3) f(V)<X kiimesi fuzzy PN;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P,N;-

siirekli fonksiyon,
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4) f(V)<X kiimesi fuzzy B,N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy B,N,-
siirekli fonksiyon,

5) £ (V) <X kiimesi fuzzy o, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy o N;-
siirekli fonksiyon,

6) f'(V)<X kiimesi fuzzy S, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy S N, -
siirekli fonksiyon,

7) £ (V)SX kiimesi fuzzy P, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P, N,-
siirekli fonksiyon,

8) f'(V)<X kiimesi fuzzy B,,N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy BN, -
siirekli fonksiyon,

9) f'(V)<X kiimesi fuzzy o, N, -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy o, N-
siirekli fonksiyon,

10) £ (V) <X kiimesi fuzzy S, N, -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy S, N, -
siirekli fonksiyon,

11) f(V)<X kiimesi fuzzy P, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P N-
siirekli fonksiyon,

12) f7'(V)<X kiimesi fuzzy B, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy B, N, -

siirekli fonksiyon denir.

Tamm 5.2.3. f:(X,1y,I) > (Y,1,) fonksiyonu verilsin.

1) Eger her V<Y fuzzy o Nj-kiimesi i¢in, f™' (V) <X kiimesi fuzzy o, N
-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy a,N,-irresolute fonksiyon,

2) Eger her V<Y fuzzy SN, -kiimesi igin, f' (V) <X kiimesi fuzzy SN, -
kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy S,N,-irresolute fonksiyon,

3-) Eger her V<Y fuzzy PN, -kiimesi i¢in, f' (V) <X kiimesi fuzzy P,N;-

kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P,N;-irresolute fonksiyon,
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4-) Bger her V<Y fuzzy B N;-kiimesi i¢in, f' (V) <X kiimesi fuzzy BN
-ktime ise; f fonksiyonuna fuzzy BN, -irresolute fonksiyon,

5-) Eger her V<Y fuzzy o, N,-kiimesi igin, ! (V)SX kiimesi fuzzy
o, N -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy o, N; -irresolute fonksiyon,

6-) Eger her V<Y fuzzy S N,-kiimesi i¢in, ™ (V)<X kiimesi fuzzy
S.,N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy S_ N -irresolute fonksiyon,

7-) Eger her V<Y fuzzy P, N;-kiimesi igin, ! (V)SX kiimesi fuzzy
P, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P N,-irresolute fonksiyon,

8-) Eger her V<Y fuzzy B N-kiimesi i¢in, f~'(V)<X kiimesi fuzzy
B.,N; -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy B, N, -irresolute fonksiyon,

9-) Eger her V<Y fuzzy o, N;-kiimesi i¢in, f~'(V)<X kiimesi fuzzy
o, N -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy o, N, -irresolute fonksiyon,

10-) Eger her V<Y fuzzy S, N;-kiimesi i¢in, £ (V)SX kiimesi fuzzy
SN, -kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy S, N, -irresolute fonksiyon,

11-) Bger her V<Y fuzzy P, N;-kiimesi i¢in, ™' (V)<X kiimesi fuzzy
P, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy P, N;-irresolute fonksiyon,

12-) Eger her V<Y fuzzy B, N,-kiimesi i¢in, f™'(V)<X kiimesi fuzzy

B, N;-kiime ise; f fonksiyonuna fuzzy B, N, -irresolute fonksiyon denir.

Tanim 5.2.1. ve Tanim 5.2.2 *den yararlanarak asagidaki diagram elde edilir:

fuzzy stireklilik =——> fuzzy a-I-stireklilik =~ =—> fuzzy pre-I- siireklilik

l l l

fuzzy A._,-siireklilik —> fuzzy o, N, -siireklilik —> fuzzy P N, -siireklilik

Diagram 5.2.1
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Uyan 5.2.1. Diagram 5.2.1 ’de verdigimiz gecislerin karsitlarinin genellikle

dogru olmadig1 asagidaki drneklerde gosterilmistir

Ornek 52.1. X= {a,b} kiimesinde 1, = {OX,IX,A,B} fuzzy topolojisi ve
1={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,t,,I) fuzzy ideal topoloik uzay1 ve Y ={x,y}
kiimesinde de T, ={0,,1,,C} fuzzy topolojisi ile (Y,t,) fuzzy topolojik uzay:
verilsin. A<X,B<X ve C<LY fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlaniyor:
A(a)=0,8 , A(b)=0,9
B(a)=0,2 , B(b)=0,3
C(x):0,8 , C(y)=0,7

f Z(X,‘EX,I)—)(Y,‘EY) fonksiyonu f (a)=x , T (b)=y olarak tanimlaniyor. f
fonksiyonu fuzzy A,_, siirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy o-I-

stirekli bir fonksiyon degildir.

(1) Cer, fuzzy kiimesi igin, f' (C)(a) = C(f (a)) = C(X) =0,8,

f(C)(b)=C(f(b))=C(y)=0,7 olur. f'(C)=D diyelim. D<X olup,

D(a)=0,8 , D(b)=0,7 , olur. Bu durumda, D° =B =B= l,-B=D olup, D
kiimesi X uzayinda fuzzy R-I-kapali kiime ve A €1, oldugundan, D=AAD elde
edilir. Dolayistyla D kiimesi fuzzy A, _, kiimedir.

(2 1,,0, evy fuzzy kiimeleri i¢in, f~'(I,)=1y,f"(0y)=04 olup, 1,0,

sabit fuzzy kiimeleri fuzzy A;_, kiimelerdir.

(

degildir. Boylece f fonksiyonu fuzzy o-I-siirekli bir fonksiyon degildir.

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy A,_, siirekli bir fonksiyondur. Ancak

DO*) =(§)0 = (ﬁ)o =(1,-B)’=B<D olup, D kiimesi fuzzy o-l-agik kiime

Ornek 522. X={x,y,z} kimesinde t,={0.,1,,A} fuzzy topolojisi,

1={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,ty,I) fuzzy ideal topoloik uzayr ve



84

vy =1{04,1y,B} fuzzy topolojisi ile (X,vy) fuzzy topolojik uzay: verilsin. A <X
fuzzy kiimesi, B <X fuzzy kiimesi agsagidaki gibi tanimlaniyor:

A(x)=0,7 , A(y)=0,5, A(z)=0,7
B(x)=0,7 , B(y)=0,6 , B(z)=0,7

f: (X,tX,I) —)(X, UX) fonksiyonu birim fonksiyon olarak tanimlansin.f fonksiyonu
fuzzy o-I-stirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy A, , siirekli bir

fonksiyon degildir.

(1) Bev, fuzzy kiimesi i¢in, f~'(B)=B olur. Buradan (

B°*)o =(§)O -

BO*) bulunur. Béylece B kiimesi fuzzy a-I-agik

(K)O =13 =1, oldugundan, BS(
kiimedir.
(2) 1,,0, evy fuzzy kiimeleri i¢in, f'(1)=1.,f"(05)=0y olup, 1,0,

sabit fuzzy kiimeleri fuzzy a-I-acik kiimelerdir.

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy a-I-stirekli bir fonksiyondur. 0, <p, <A,

A<p, <1y olacak sekilde p,,u, <X fuzzy kiimeler olsun. Bu durumda

Wo=0,#p, o =A =A=l_#u, A° =A =A=1_#A, oldugundan
(X,ty.T) fuzzy topolojik uzayindaki fuzzy R-I-kapali kiimeler 0y ve 1, sabit fuzzy
kiimeleridir. Ancak B#AAO, ve B#1l, AA olup B fuzzy kiimesi fuzzy A, ,

kiime degildir. Boylece f fonksiyonu fuzzy A, _, siirekli bir fonksiyon degildir.

Ornek 523. X= {X, y,z} kiimesinde 1, = {OX,IX,A} fuzzy topolojisi,
1={0,} fuzzy ideali ile birlikte (X,ty,I) fuzzy ideal topoloik uzayr ve
Ly = {OX,IX,B} fuzzy topolojisi ile (X, UX) fuzzy topolojik uzay1 verilsin. A <X

fuzzy kiimesi, B<X fuzzy kiimesi ve C<X fuzzy kiimesi asagidaki gibi

tanimlantyor:
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A(x)=0,7 , A(y)=0,2, A(z)=0,5
B(x)=0,6 , B(y)=0,5, B(z)=0,5
C(x)=0,3, C(y)=0,8, C(z)=0,5

f: (X,tX,I) - (X, UX) fonksiyonu birim fonksiyon olarak tanimlansin. f fonksiyonu

fuzzy pre-I-stirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy o, N, siirekli bir

fonksiyon degildir.

(1) Bev, fuzzy kiimesi igin, f~' (B)=B olur. Buradan (E) =(§)0=1X

oldugundan, B < (ﬁ) bulunur. Boylece ,B fuzzy kiimesi fuzzy pre-I-agik kiimedir.

(2) 1,0, ev, fuzzy kiimeleri i¢in, f'(1)=1.,f"(04)=0, olup, 1,0,
sabit fuzzy kiimeleri fuzzy pre-I-a¢ik kiimelerdir. (1) ve (2) geregi, f fonksiyonu
fuzzy a-I-stirekli bir fonksiyondur. Ancak;

0, <p, <A olacak sekilde p, <X fuzzy kiimesi i¢in, (M_f*) = (;,L_f)o =0,

1

A <, <1y olacak sekilde p, <X fuzzy kiimesi igin, (u_‘z’*)o = (u_‘;)o <
olup (X,1y,I) fuzzy topolojik uzayindaki fuzzy a-I-agik kiimeler 0y,1,,A ve p,
fuzzy kiimeleridir.

0y <p, <1, —A olacak sekilde p, <X fuzzy kiimesi igin, u_3* = u_3 =1, -A=p,
I, —A<p, <1, olacak sekilde p,<X fuzzy kiimesi i¢in, u_4 = },T4 =1y #p,
oldugundan X uzaymndaki fuzzy t°-kapali kiimeler 0,,1,,C fuzzy kiimeleridir.
B#CAA, B#CAp,, i nA#B, 1, Ap, #B, 0, AA#B, O, Ap, #B  olup B
kiimesi fuzzy o,N, -kiime degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu fuzzy o,N; -siirekli bir

fonksiyon degildir.

Ornek 5.24. X={a,b,c} kiimesinde t,={0,,1,,B} fuzzy topolojisi,

I={OX} fuzzy 1ideali ile birlikte (X,‘CX,I) fuzzy ideal topoloik uzay1r ve
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Uy ={0y,14, A} fuzzy topolojisi ile (X,vy,I) fuzzy ideal topolojik uzay: verilsin.
A,B,C <X fuzzy kiimeleri asagidaki gibi tanimlaniyor:

A(a)=0,5, A(b)=0,4, A(c)=0,5

B(a)=0,5, B(b)=0,6 , B(c)=0,5

C(a)=0,6 , C(b)=0,7 , C(c)=0,5
f: (X,‘tX,I) —)(X, UX,I) fonksiyonu birim fonksiyon olarak tanimlansin. f
fonksiyonu fuzzy o, N, -stirekli bir fonksiyondur. Ancak f fonksiyonu fuzzy pre-I-

stirekli bir fonksiyon degildir.

(1) A ev, fuzzy kiimesi igin, f™' (A) =A olur. (CO*) = (5)0 = (E)O =1y

oldugundan, Ce FocIO(X,tX) olur.  Ayrica A =A= I,-B=A  olup
A e Ft'C(X,1y) olur. Buradan, A=AAC olup A kiimesi fuzzy o, N, -kiimedir.

(2) 1,0, evy fuzzy kimeleri i¢in, f'(1)=1,f"(04)=04 olup, 1,0,
sabit fuzzy kiimeleri fuzzy o N -kiimelerdir.

(1) ve (2) geregi, f fonksiyonu fuzzy o, N, -siirekli bir fonksiyondur. Ancak,
(K) = (K)O =(1, -B)’ =0, olup (K) =0, <A oldugundan, A kiimesi fuzzy

pre-I-acik kiime degildir. Dolayisiyla, f fonksiyonu fuzzy pre-I-siirekli bir fonksiyon
degildir.

Teorem 5.2.1. f:(X,ty,I)—>(Y,1,) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu
fuzzy o, N -siirekli (sirastyla fuzzy o, N, -irresolute, fuzzy S N -siirekli, fuzzy S N;

-irresolute) fonksiyon ve A <X kiimesi fuzzy pre-I-acik kiime ise, bu takdirde

f/,:A—>Y kisitlanmis fonksiyonu da fuzzy o, Nj-siirekli(sirasiyla fuzzy o, N;, -
irresolute, fuzzy S N -siirekli, fuzzy S N, -irresolute) fonksiyondur.
Ispat. Herhangi bir V<X fuzzy agik kiimesini alahm. Hipotezden f

fonksiyonu fuzzy o,N,-stirekli fonksiyon oldugundan f™'(V)<X kiimesi fuzzy

o, N, -kiimedir. Hipotezden A <X kiimesi, fuzzy pre-I-agik kiime oldugundan ve
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Teorem 5.1.4 geregi, (f/,) " (V)=AAf™" (V) kiimesi, A kiimesinde fuzzy o,N; -
kiimedir. Dolaysiyla fuzzy f/,:A—Y kisitlanmug fonksiyonu da fuzzy o,N;-

stirekli fonksiyondur.

Teorem 5.2.2. f: (X,‘EX,I) —)(Y, ’EY) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu
fuzzy P Nj;-siirekli ( fuzzy P,N,-irresolute) fonksiyon ve A <X kiimesi fuzzy semi-
I-acik kiime ise, bu takdirde f/,:A — Y kisitlanmis fonksiyonu da fuzzy PN;-
stirekli (fuzzy P,N,-irresolute) fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir V<Y fuzzy agik kiimesini alalm. Hipotezden f

fonksiyonu fuzzy PN,-siirekli fonksiyon oldugundan f~' (V)SX kiimesi fuzzy
PN, -kiimedir. Buradan A <X kiimesi fuzzy semi-I-ag¢ik kiime oldugundan ve
Teorem 5.1.5 geregi, (f/,)" (V)=AAf™(V) kiimesi, A kiimesinde fuzzy PN;-
kiimedir. Boylece f/,:A—Y kisitlanmis fonksiyonunun fuzzy P N;-siirekli

fonksiyon oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.3. f: (X,‘tX,I) —)(Y, tY) fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu
fuzzy B,N;-stirekli (fuzzy B,N;-irresolute) fonksiyon ve A <X kiimesi fuzzy a-I-
acik kiime ise, bu takdirde f/,:A—Y kisitlanmig fonksiyonu da fuzzy B,N;-
stirekli( fuzzy B,Nj-irresolute) fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir V<Y fuzzy agk kiimesini alalim. Hipotezden f

fonksiyonu fuzzy BN, -stirekli fonksiyon oldugundan ™ (V)SX kiimesi fuzzy
B,N; kiimedir. Buradan A <X kiimesi fuzzy a-I-agik kiime oldugundan ve Teorem
5.1.5 geregi, (f/ A)_1 (V)=AAf" (V) kiimesi, A kiimesinde fuzzy PB,N;-kiimedir.
Boylece f/,:A—Y kisitlanmig fonksiyonunun fuzzy B,N,-siirekli fonksiyon

oldugu gortiliir.
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Teorem 5.2.4. f:(X,1,,I)>(Y,1y) ve g:(Y,ty)—>(Z,1,) fonksiyonlar:
verilsin. Eger g fonksiyonu fuzzy stirekli fonksiyon ve f fonksiyonu fuzzy o Nj-
stirekli (sirasiyla fuzzy S Nj-stirekli, fuzzy P N,-sitirekli, fuzzy B ,Nj-stirekli, fuzzy
o, Ny-stirekli, fuzzy S_ N, -siirekli, fuzzy P, Ny -stirekli, fuzzy B, N, -stirekli, fuzzy
o, N;-stirekli, fuzzy S N;-strekli, fuzzy P, N;-stirekli, fuzzy PN, -siirekli)
fonksiyon ise, bu takdirde gof:(X,ty,I)—>(Z,t,) bileske fonksiyonuda fuzzy
o, N, -stirekli (swrastyla fuzzy S N -siirekli, fuzzy PN, -stirekli, fuzzy B N, -stirekli,
fuzzy o, N;-stirekli, fuzzy S, Ny-stirekli, fuzzy P, N;-stirekli, fuzzy B, N, -siirekli,
fuzzy o, N;-stirekli, fuzzy S N -stirekli, fuzzy P, N;-siirekli, fuzzy B, N -siirekli)

fonksiyondur.

Ispat. Herhangi bir W <Z fuzzy acik kiimesini alalim. Hipotez geregi, g

fonksiyonu fuzzy stirekli fonksiyon oldugundan, g'l(W)SY kiimesi fuzzy agik

kiimedir. f  fonksiyonu fuzzy  o,Nj-stirekli  fonksiyon  oldugundan
(gof) " (W)=t~ (g'l(W)) kiimesi X uzayinda fuzzy o, N -kiimedir. Buradan

gof :(X,1y,I) >(Z,1,) bileske fonksiyonunun fuzzy o,N;-siirekli fonksiyon

oldugu gortiliir.

Teorem 5.25. f:(X71.1)—>(Y,1,.1,) ve g:(Y.1..L)—>(Z1,.L)
fonksiyonlar1 verilsin. Eger f ve g fonksiyonlarinin her ikisi de o, N;-irresolute
fonksiyon (fuzzy S,N;-irresolute, fuzzy P\N,-irresolute, fuzzy [3,N;-irresolute,
fuzzy o, N;-irresolute, fuzzy S N-irresolute, fuzzy P, N;-irresolute, fuzzy 3, N
-irresolute, fuzzy o, Ny -irresolute, fuzzy SN -irresolute, fuzzy P, N;-irresolute,
fuzzy B, Nj-irresolute) ise, bu takdirde gof:(X,ty,1})—>(Z,1,,1;) bileske
fonksiyonu da fuzzy o,N,-irresolute (fuzzy SN -irresolute, fuzzy P N;-irresolute,

fuzzy B ,Nj-irresolute, fuzzy o, N;-irresolute, fuzzy S N;-irresolute, fuzzy P, N;-
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irresolute, fuzzy P, Nj;-irresolute, fuzzy o, N;-irresolute, fuzzy S, Nj-irresolute,
fuzzy P, Nj-irresolute, fuzzy f, N;-irresolute) fonksiyondur.
Ispat. Herhangi bir W <Z fuzzy a-I-agik kiimesini alalim. Hipotez geregi, g

fonksiyonu fuzzy o, N; -irresolute fonksiyon oldugundan, g' (W) <Y kiimesi fuzzy

o-I-a¢ik kiimedir. f fonksiyonu fuzzy o, N;-irresolute fonksiyon oldugundan
-1 -1 -1 . . .. .
(gof)" (W)=f"(g"(W)) kiimesi X uzaymnda fuzzy o,N;-kiimedir. Buradan

gof :(X,ty,1,) >(Z,1,,1,) bileske fonksiyonunun fuzzy o, Nj-irresolute fonksiyon

oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.6. (X,t,,I) fuzzy ideal topolojik uzay: P-I-disconnected uzay
olsun. Bu takdirde f :(X,‘tX,I)—>(Y, ‘EY) fonksiyonunun fuzzy o, N, -siirekli

fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun fuzzy S Nj-stirekli

fonksiyon olmasidir.

Ispat. Teorem 5.1.6 ve Tamim 5.2.1 geregi, ispat agiktir.
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6. SONUC VE ONERILER

Ikinci ve tiglincii boliimde; sirasiyla iistten ve alttan na siirekli cogul degerli
fonksiyon, iistten ve alttan strong na presiirekli ¢ogul degerli fonksiyon ve tistten ve
alttan strong na siirekli ¢ogul degerli fonksiyon tiirlerini tanimladik. Daha sonra
tistten ve alttan na siirekli ¢ogul degerli fonksiyon, Ustten ve alttan strong na
prestirekli cogul degerli fonksiyonlarin dzelliklerini inceleyip ayrisimlarini elde ettik.
Tanimladigimiz fonksiyonlar1 ve 6zelliklerini ideal topolojik uzaylara uygulamalari

incelenebilir.
Dordiincti boliimde; (X,‘L‘X,I) fuzzy ideal topolojik uzayinda pre o-I-siirekli

fonksiyon ve fuzzy p-a-I-siirekli fonksiyon tiirlerini tanimladik. Daha sonra bu
fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyip ayrisimlarini elde ettik. Tanimladigimiz

fonksiyonlara benzer sekilde yeni fonksiyonlar tanimlanabilir.

Besinci boliimde; (X,‘cX,I) fuzzy ideal topolojik uzayinda fuzzy R-I-acik
kiime, fuzzy R-I-kapali kiime, fuzzy A, , kiime, fuzzy cn -kapali kiime, fuzzy m-
kapali kiime, fuzzy cn kiime, fuzzy m kiime fuzzy o N;-kiime, fuzzy S N, -kiime,
fuzzy P N;-kiime fuzzy B,N;-kiime, fuzzy o, N; -kiime, fuzzy S_Nj -kiime, fuzzy
P, N; -kiime, fuzzy B N, -kiime, fuzzy o, N;-kiime, fuzzy S N;-kiime, fuzzy
P, N;-kiime, fuzzy B, N;-kiime olarak adlandirdigimiz yeni kiime kavramlarini

verdik. Bu kiimeleri kullanarak da ¢esitli fonksiyon tiirleri tanimladik. Daha sonra bu
fonksiyonlarin 6zelliklerini inceleyip ayrisimlarini elde ettik. Tanimladigimiz

kiimelere benzer sekilde yeni kiimeler ve fonksiyonlar tanimlanabilir.
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