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Bu calsmada ilk olarak; eIemanIanA:{ai,az,aS,..} tamsayilar dizisinden
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SUMMARY
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In this study, firstly Hankel determinants and Helnkkansforms of Hankel
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1.GIRIS
Bu calsmada bazi doniimler ve bgintilardan bahsedilecektir. Burada
oncelikle calmamizda gecen bazi kavramlarin tanimlarini vere@anel olarak

nxn tipinde Hankel matrigi, =(h+j)n_1

| 2o lle tanimhidir. Bu matrisi acik olarak

yazarsak,
hO hl h2 hn—l
hl h2 h3 hn
|_In = hz hs h4 n+l
hn—l hn hn+1 h2n—2
seklinde olur.

Hankel matrislerinin genel ozellikleri ile ilgiliagismalar literatirde ¢ok sayida
mevcuttur. Ancak Hankel dogiimleri ile ilgili calismalar literatirde oldukca yeni
olup ‘Hankel dénsim’ kavram olarak literatiire 2001 yilinda Laymamatendan
girilmistir.

Bu calsmada elemanlariA={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisinden alinan ve

h, =a,,, ile tanimlanan Hankel matrislerinin Hankel detevamtlarini ve bazi

donisumleri ele alacgiz.

Tanm 1.1.A={a,a,a,.} tamsaylar dizisi olmak Uzere =a,

elemanlari ile tanimliA’nin sonsuz mertebellankel matrisi

seklinde tanimlidir ( Layman, 2001).

Biz bu calfmada H'nin nxn alt matrisini H, ve H_ matrisinin

n

determinantiniddn, ile gbsterec@z yani, h, = det{ , ) olarak gosterilecektir.



Ornek 1.1.{ 1,],2,35..} Fibonacci dizisinin elemanlari ile tanimiix 4 tipinde

Hankel matrisi

ga w N -
QO 01T W N
(o)

13
olup Hankel determinantlari sirasiyla;
detH,) =h =1, detH,)=h, =1, detH,)=h, =0 vedetH,)=h, =0'dr.
Tanm 1.2.A={a,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsun. A'nin Hankel
determinantlarindan ofan {h } ={h,h,.h,,..} tamsayilar dizisineA'nin Hankel
donUimU denir (Layman, 2001).
Ornek 1.2. { 11251442132..} dizisinin elemanlar Catalan sayilari olarak

tanimh olup, bu dizi ile tanimh4 x 4 tipinde Hankel matrisi

11 2 5
1 2 5 14
H, =
2 5 14 42
5 14 42 132
olur ki bu matrisin Hankel determinantlah, =h, =h,=h,= 1.

Dolayisiyla bu dizinin Hankel dégiamu {1,1,1,...} olur.

Ornek 1.3. D, ={ 10;1,2,9,44265..} dizisi kuralsiz (derangement) sayilar

dizisi olarak bilinir. Bu dizinin 4x 4 tipinde Hankel matrisi

101 2
01 2 9
H, =

12 9 44
2 9 44 265

ve Hankel determinantlari da
detH,) =1, detH,) =1, detH,) =4,
detH,) =h, = (01)*(@)*(2)*()* =144

olup dizinin Hankel dongiimu



{hn} = {hl' h,,h;, h4} :{ ll4144}

olur ki bu dongim |_O| (nh)? formiilii ile elde edilir (Spivey ve Steil 2006).

j
Tanim 1.3.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsub, = Ye b, =>'a b .

m=1

olmak UzereB(A) = {bj} dizisine A dizisininInvert dongumu denir.

n(n
Tanm 1.4.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsunb, =Z(_jai olmak
i=0
tizere B(A) ={b,} dizisine A dizisinin binomial déngiimii denir (Spivey ve Steil,
2006).
n n .
Tanm 1.5.A={a,,a,a,,..} tamsayllar dizisi olsun.c, :Z(_j(—l)”'ai
i=o \ I
olmak tizereB(A) ={c,} dizisine A dizisinin binomial déngiimiinin tersi denir
(Spivey ve Steil, 2006).

Ozellk 1.1.kO0Z* igin B*(A) =B(B(B(..B(A)...)gosterimi  binomial
donGuimin k kez wuygulandiini goOsterir. Benzer sekilde kOZ™ igin
B*(A) = B(B(B(..B(A)...) gosterimi de binomial démiimiin tersinin k kez
uygulandgini gosterir (Spivey ve Steil, 2006).

Tanim 1.6.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsun.

n n n
W = Z[jk a, k#Oveyanz0

i=o \ |
a,, k=0n=0
olmak tizereW(A k) ={w,} dizisine, A dizisinin k-binomial doénigiumi denir
(Spivey ve Steil, 2006).
Tanim 1.7.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsun.

o i(?]kiq, k#0

n i=0

a,, k=0



olmak tizereR(A k) ={r.} dizisine, A dizisinin artank-binomial déngiimii denir
(Spivey ve Steil, 2006).
Tanim 1.8.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olsun.

n

]kn_i a, kz0
a,, k=0
olmak tizereF (A k) ={f } dizisine, A dizisinin azalark-binomial dongiimu denir
(Spivey ve Steil, 2006).

Tanim 1.9.(LU-ayrisimi) A= (ayj) nxn tipinde matris,L = (Iij) esas
késegen elemanlari 1 olan alt iggenWe= (u;) bir st tiggen matris olsun. Her n-

kare matrisi
a; =Zlikukj @L<i,j<n)
k=1

olacaksekilde A= LU olarak yazilabilir (Bozkurt ve ark., 2007).

Ozellik 1.2. (a) A tamsayilar dizisinin Hankel matrisinihU-ayrisimi
H =LU ise U matrisinin esas k@&geni A’nin Hankel dongimana verir,

(b) A’min binomial veya invert doériminin Hankel matrisi olarH “in
LU -ayrisimi H”=LU" olsun. BuraddJ ve U"in esas kéegenleri aynidir
(Layman, 2001).

Ornek 1.4. A:{ 1,12,5,14,..} Catalan sayilarini alirsaBx 3 tipinde Hankel

matrisini
11 2
H=|{1 2 5
2 5 14
ve bu matrisiU —ayrisimini
11 2 1 0 0y1 1 2
H=/1 2 5|=/1 1 0)j0 1 3|=LU
2 514 (2 3 1)0 0 1

olarak elde ederiz.U'nun esasskgen elemanlari

Uy = rﬁ Uy, = h2 Uss :h3'



{1,],1} Hankel dongimund verir.

H" A nin binomial dongimi B’ nin Hankel matrisi olmak iizere

1 2 5
H"={2 5 15
5 15 51
matrisinin LU —ayrisimini
1 2 5 1 0 0yy1 2 5
H”=|2 5 15|=|2 1 0|0 1 5|=LU"
515 51) (5 5 1/0 0 1

olarak elde ederiz. Sonuc olardk ve U™In esas kéegen elemanlarinin ayni

oldugu gorular,



2. HANKEL DONUSUMU VE BAZI DONU SUMLER ARASINDAK i
BAGINTILAR

Layman(2001) cajmasinda, Hankel dogimin hem binomial dégim
hemde invert dongiim altinda invaryant olgunu ispatlamy ve Hankel dongtimi
invaryant oldgu bagka dongumler var mi sorusunu sorgtur. Spivey ve Stell
bir ispatini vermitir. Yine bu calgmalarda Laymanin sorusu ile ilgili olarak Hankel
donsimin azalank-binomial dongimu altinda invaryant vk-binomial dongim
ile artank-binomial dongimleri altinda invaryant olmagini gostermilerdir.

Teorem 2.1. A tamsayilar dizisi veB onun binomial dorgiimi ise A ve

Bayni Hankel dongiimine sahiptir. Yani Hankel dogiimi binomial dongiim
altinda invaryanttir(Layman, 2001).

ispat: A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi ve A’nin binomial déngiimi

B={b.b,,b;,..} olsun.
1 0
1 1 1 000
(oj (1] 1100
ElemR = (Zj (ZJ (Zj 0 =1 2 1 0 ...|anlari
0)\1) 2] 1331

seklinde olan matrisler

a a a; a,
a 8 9 G
H=la, a, a &
a4 a5 a6 a'7

ve



1) (2) (3
1
0o/, {(0) (O
N (2\ (3 1111
0(1)11 01 2 3
C=0023 =0 0 1 3
2] \2 0 0 01
3
0O 0 O
3

olarak tanimlansin vél ” = RHC olsun. DolayisiylaH ”in  elemanlari

i L (-1 j -1
h7.; :zzrikhkmcmj :zz(k—]_]a“m_l(rjn—lj

k=1 m=1 k=1 m=1

» gy
= ak+m+1
iomo\ K m
seklinde olup bu toplam Vandermonde konvoltisyon fdiimle
HYi+ -2
O
ij = A
' Z;( s-1 j

sekline dongur ki bu matris agik olarak,

! @%@32
oo lpte  [RGRGr  (rlRCh(s

o (ol o

seklinde yazilir.
A’nin Hankel dongimu det, ),B’'nin Hankel dongimu detR H,C, )

sayllarindan olur. BuradaR, ve C, esas kfegen elemanlar 1 olan lggen
matrislerdir. Bu yuzdemet(R,) = e detC,) = 1olur ki detH,) =detR H,C,).
DolayisiylaA ve B 'nin Hankel déngimleri aynidir (Layman 2001).



Simdi de bu teoremin ispatini Layman’dan farkli ekilde ispatlayan Spivey
ve Steil'in ispatini verelim, oncelikli olarak bumugcin gerekli olanT {g¢genini
aciklayalim:

Lemma 2.1(T Uggeni).A:{ao,ai,az,..} iken T dcggenini olgturan sayilari
asagidaki kurala gore bulalim.

1. Ucgenin solundaki sayila’ 'nin elemanlariyla olgturulur,

2. Ucgendeki herhangi bir sayi, solundaki sayi ileisdbki sayinin stiindeki
sayinin toplamidir,

T dcgeninin  s@ kdsegenindeki sayllaA’ nin binomial don§imunt verir
(Spivey ve Steil, 2006).

ispati vermeden once ogie A={ 1012944 olmak tizerd ticgeni

Sekil 2.1: T tc¢geni

1
01
112

2 3 46
9 11 14 18 24

44 53 64 78 96 120

(Kaynak: Spivey ve Steil,2006)
seklindedir. Bu Ucgenin gandaki sayllar{ 112,6,2412@ olup A" nin binomial
donGUmani verir.

Ispat: A dizisinin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisini sadece satir ve
sutunlari toplama siemini kullanarak B(A)'nin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel
matrisine dongtlrecegiz, bunun igin:

1. A={a,,a,,a,,..} dizisine Lemma 2.1 deki kurali uygulayarak T éigigi

olusturalim, T, ; Ucgendeki (i,j) elemanini gostersin.

2. T, ucgenin sol kgegenindeki sayilardanA( 'nin elemanlarr) olgan

asagidaki matris olsun, yani



To,o Tl,O Tz,o Tn,O

TLO Tz,o Ts,o e Tn+jLO
Tn = Tz,o Ts,o T4,0 Tn+2,O

Tn,O Tn+1,0 Tn+ 2,0 o T2n,0

Buradas, =T, ,alindgindaT,, ,Anin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisidir.

3. Satir ve sutun indeksleri 0 ile ¢d@amak Uzere ggidaki dongumleri
uygulayalim,

(@) i=12,...,n olsun,0j =i satiriicin j —1. satir j. satira ekleyerek. satirin
yerine yazalim,

(b) i=122,...,n olsun, Oj =i sdOtunu igin j —1. sttunuj. situna ekleyerek
sutunun yerine yazalim.

3(a) satirlara uygulandiktan sonra matrisirsatiri

m<i I(;In (Tm,m Tm+1,m Tmm,m)’
m>i |(;,|n (Tm,i Tm+1,i Tm+n,i )

seklinde olur.

I = 0icin iddianin d@ru oldusu agiktir.i =k —1 i¢in iddianin d@ru olduzunu
varsayalimi =k i¢in dagrulugunu timevarimla gosterelimi =k igin sadece
k+1k+2,...,n+1 satirlari dgisir.r m>k i¢cin m. satira m—1. satirflam. satirin
toplamini yazariz. Bu durumda

(Tois * Torer. T *Toir oo+ T + Tt
T, +T,; =T, (T Uggenini olgturan kuraldan)

oldugundanm. satir
-

m+1,k Tn‘H»n,k)

(Tm, k

seklini alir.

Bu islem tim satirlara uygulandiktan sonra
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TO,O TLO T2,0 Tn,O

TLl T2,1 T3,1 Tn+1,1
T2,2 T3,2 T4,2 Tn+ 2,2
Tn,n Tn+1,n Tn+2,n T2n,n

matrisi elde edilir. Bu matrise 3(b) yi uygularsalatrisin herhangin. sttunu
m<iicin (Tom Tovimet o Toenmen)

m>iigin (T Ton oo Toensen)
seklinde olur.

i =0icin iddianin d@ru oldysu aciktir.i =k -1 icin iddianin d@ru oldusunu
varsayalimi =k i¢in dasrulugunu timevarimla gosterelimi =k igin sadece
k+1k+2,...,n+1 sutunlan dgisir. m=Kk icin m. situnam-1. stitunlam. siitunun

toplamini yazariz. Bu durumda

.
(Tm,k—1+Tm—Lk—1 Tm+1,k +Tm,k Tm+n,k+n—1+Tm+n—1,k+n—1)
T, +T..; =T ;. (T Gcgenini olyturan kuraldan)

oldugundanm. situn

.
(Tm,k Tm+1k+1 cee Tm+ n,k+n)
olarak elde edilir. Buslem tim satirlara uygulandiktan sonra
TO,O Tll T2,2 ce Tn,n
Tl,l T2,2 T3,3 v Tn+1,n+1
T2,2 T3,3 T4,4 o Tn+ 2,n+2
Tn,n Tn+1,n+l Tn+2,n+2 T2n,2n

matrisi elde edilir. Bu matriB(A)’ nin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisidirT,

matrisine matris slemlerinden sadece bir satirigdr satira ekleme ve bir situnu
diger sttuna eklemealemlerini kullandgimizdan matrisin determinanti bglemler

altinda dgismez.A 'nin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisinin determinant ile
B(A)'nin (n+1) x(n+1) tipinde Hankel matrisinin determinantittir. Dolayisiyla A

ve B 'nin Hankel dongumleri aynidir (Spivey ve Steil 2006).
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Teorem 2.2. A tamsayilar dizisi veB onun invert doniumu ise A ve B

invaryanttir (Layman, 2001).
ispat: A={a,,a,,a,,..} tamsayllar dizisi ve A’nin invert déngimi

B={b,b,,b,,..} olsun. Elemanlari

10, k>i h = _J 0 gsm
ri'k_ bi—k, kSi’ k-m_ak+m—l ve Cm'j a b. j2m

seklinde olan matrisler sirasiyla

b, 0 0O O 0
b b, 0O O 0
R b, b b, O 0
b bbb .. O
bn—l bn—2 bn—3 bl bO
a a, a a,
a & & &
H = a3 a4 a5 aﬁ
a4 a5 a6 a7
ve
b, b b, b, by
0 b, b b, .. b,
c= 0 0 b, b b, s
0 0 0 b, ... b,
0O 0 O 0 b
seklinde olur.

Buradab, = blarak tanimlansin vél ” = RHColsun. DolayisiylaH ™

NG, j -1 elemani
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I J-

i j1
' 1= zzrlk kmC mj-1 Zzbi—kak+m—lbj—m—l

11

olup h4,;

k=1 m=1 k=1 m=1
i -1

= b @yl + b.—lz Y o P,

m=1

LN

=~
N
3
T
[N

=

j-2

=

Dy @pemD o + bi—l|: APt aj—1}

m=1

=
1l
8
3
Ti
1N

i-1

i
zzbl—l—kak+m—l j=m +b|—1bj_1

k=1 m=2

i-1

i-1 j
Z b|—1 kak+m -1~ j— m_ j—lzbi—l—kak +b|—1bj—1 (b] :Zambj—m)
k=1 m=1 k=1 m=1

i-1 |
=>¥>b . @umibn  (Matris garpiminin tanimindan)

k=1 m=1
=h"-
ZZbl kak+m—1 j-m _aozambj m =
k=1 m=1

=b,,,, eitliginin sglandgini gosterir kiH ", B'nin Hankel matrisidirR

ve C esas kgegen elemanlari 1 olan Ug¢gen matrisler glawdan det(R) =1 ve

det(C) =1.Dolayisiyla detH,) = detRHC) =detH"™) oldusundan A ve B’ nin

Hankel déngimleri aynidir.

Simdi de bu teoremin tarafimizdan yapilan farkliibpatini verelim:

ispat: A={a,,a,,a,...,a } tamsayilar dizisi veB ={b,,b, b, ...,

b,} onun invert

donisimi olmak lizere asagidaki S tablosunA={a,,a,,a,...,a,} dizisinin

elemanlari ile{1,b,,b,,b;...,

bn} dizisinin elemanlarini ¢carparak eturalim.

1 by b,
Ch ch 2, b, 2, b,
a'2 a2 a2 bl a2 b2
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S0,0 Sl,l SZ,Z
S:I.,O SjI.,O SZ 1 SS 2
SZ 0 SZ 0 SS,l S4 2

Sa,OSc,d = Sa+c,d
S,, matrisi A={a,,a,,a,...,a,} dizisinin elemanlarindan alsun. S, =a,

olarak alindginda S, matrisi A dizisinin Hankel matrisidir.

S Sy Sy -+ Sy

S0 Sy S0 - Shapo
S =S Sipo S0t Sz |-

Sn,O Sn+L0 Sn+ 2,0 © SZn—l,O

(@)i=12,...n-1 olsun[Jj =12,...,n—i satirini b ile carpip j+i). satira

ekleyelim,
(b)i=12,..,n—=1 olsun,i. sttunu 0j=12,...,n—i i¢in a; ile carpip [+i).

sutuna ekleyelim.
(a) satirlara uygulandiktan sonra matrisirsatiri

m<i icin
(Smo*Smi*+--Smms  Smero * Smeis *--Smeima - Smenzo * Stz - Snmanota)
m>i icin
(Sm,o + Sm,l + "'Sm,i Sm+1,0 + Sm+l,1 + "'Sm+1,i e Srn-'»n—],O + Sm+n—l,l + "'Sm+n—1,i )

seklinde olur.
i =0icin iddianin d@ru olduysu aciktir.i =k -1 icin iddianin d@ru oldusunu
varsayalimi =k icin dagrulugunu timevarimla gosterelimi =k icin sadece

k+Lk+2..,n satirlar dgisirr m=K icin (S, o Syiio - Smkenio) Olan

m-k satirinib, =S,  ile carpipm. satira ekleyelim. Bu durumda

Sik(Smko  Smirio o Smken-10) = (Smk Smeak o Smenak)
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(Sm,o + Sm,l + "'Sm,k—l Sm+l,0 + Sm+1,1 + "'Sm+l,k—1 s Sm+n—:l.,0 + Srr‘r+n—1,1 + "'Smm—l,k—l)

oldugundan m.satir

(Sm,o + Sm,l +.. 'Sm,k Sm+:l.,0 + Sm+l,l +.. 'Sm+1,k ce Srr‘r+n—1,0 + Sm+n—l,l +.. 'Smn—l,k)

seklini alir.
Bu islem tim satirlara uygulandiktan sonra

S1,1 S2,0 S3,0 e Sn,o

S2,2 S3,0 + S3,1 S4,0 + S4,1 Sn+l,0 + Sn+Ll

83,3 S4,0 + S4,1 + S4,2 S5,0 + S5,1 + S5,2 Sn+2,0 + Sn+2,1 + Sn+2,2
Sn,n Sn,O + Sn,1 ..t Sn,n—2 Sn+:L0 + Sn+:L1 + Sn+:Ln—2 oS S2n—1,0 + SZn—l,l + SZn—:Ln—Z

(b) sUtunlara uygulandiktan sonmasitun

m<i icin
(Sun Swetmet - Swentmena)
m>i icin
(Sm,O + Sm,l + Sm| Sm+],O + Sm+1,1 + "'Sm+l,i+1 cte SrTH-n—l,O + SrTH-n—l,l + "'SrTH-n—l,i+n—l)T

seklinde olur.
i =0icin iddianin d@ru oldysu aciktir.i =k -1 icin iddianin d@ru oldusunu
varsayalimi =k icin dagrulugunu timevarimla gosterelimi =k icin sadece

k+1k+2,...,n sutunlar dgisir. i =k icin

(S Sewr - Seensions)
olan k sttununu
Qi = Spko
ile carpipm. sttuna eklersek
Sm—k,O(Sk,k Sceikn co- Sk+n—l,k+n—l)T =(Suk  Smka o Sm+n—1,k+n—l)T
(Smo+Sni* St Smeso *Smss Stk Smercso * Sperts - Srvronce)|

ve
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T
(Sm,o + Sm,l + "'Sm,k Sm+].0 + Sm+1,1 + "'Sm+1,k+1 ce Srmn—l,o + Srmn—Ll + "'Smrn—l,k+n—1)

elde edilir kii=k i¢in daggrulugu timevarimla ispatlangolur.

Bu islem tim sidtunlara uygulandiktan sonra

Sl,l Sz,z U Sn,n
Sz,z 83,3 U Sn+1,n+1
Sn,n Sn+1,n+1 U Sm—LG—l

matrisi elde edilir ki bu matriA’nin invert déngimiu B(A)nin nxn Hankel
matrisidir.

S, matrisine matrisslemlerinden herhangi bir satiky ile ¢carpip dier satira
ekleme ve herhangi bir situna; ile carpip dier sUtuna eklemeslemlerini

kullandik. Bu glemler matrisin determinantini gigtirmez. A'nin nxn Hankel
matrisinin determinanB(A)nin nx n Hankel matrisinin determinantingitér.

Teorem 2.3.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi olmak izere;

1. T tGggenini olgturalim. T tg¢geninin solundaki sayil# 'nin elemanlarindan
olussun. Herhangi bir saylyl solundaki sayi ile soldadayinin tzerindeki sayinin
toplaminik ile carparak bulalimT dcgeninin sgundaki sayilarA’ nin k-binomial
donsUmuW(A,K)y!1 verir,

2. T G¢genini olgturalim. T Giggeninin solundaki sayil@ 'nin elemanlarindan
olussun. Herhangi bir sayiyl solundaki sayiknle carpimiyla solundaki sayinin
Uzerindeki sayiy! toplayarak bulalifh. i¢ggeninin sguindaki sayilarA’ nin artank-
binomial dongumuR(A,k)y! verir,

3. T G¢genini olgturalim. T Giggeninin solundaki sayil# 'nin elemanlarindan
olussun. Herhangi sayiyi solundaki sayi ile solundakirsin Gzerindeki sayinik ile
carpimini toplayarak bulalin. tiggeninin sgindaki sayila’A’ nin azalark-binomial
donsUmUF(A,K) y1 verir ( Spivey ve Steil, 2006).

Ornek 2.2{ 101,2944,..} dizisini alalim.

Sekil 2.2: 2-binomial dontsmin T Gggeni
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1
0 2

128 _
2 6 16 48 W(A2) ={ 12848384

9 22 56 144 384

(Kaynak:Spivey ve Steil,2006)

Sekil 2.3: Artan 2-binomial dontusumin T tg¢geni

1
01

125 e
2 5 12 29 R(A2)={ 11529233

9 20 45 102 233

(Kaynak:Spivey ve Steil, 2006)

Sekil 2.4: Azalan 2-binomial dongumadndn T Gggeni

1
0 2

1165 _
0 4 6 16 F(A2) ={ 1251665

9 13 21 33 65

(Kaynak:Spivey ve Steil,2006)

seklinde elde ederiz.

Teorem 2.4.Hankel dongimu azalark-binomial dongim altinda invaryanttir
(Spivey ve Steil, 2006).

Ispat: T (igcgenini Teorem 2.3 uin (3). kuralini uygulayardistmirahm. T
dcgeninin sgindaki sayilaiF(A,k) dizisinin elemanlarindan ojur.

T,, Ucgenin solundaki sayilardaA {nin elemanlari) olgan gagidaki matris

olsun, yani
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—
—
—
—

00 10 20 no
T Tap Tso oo Thipo

T, = Tz,o T3,o T4,0 Tn+2,o .
Tn,O Tn+:LO Tn+ 2,0 e T2n ,0

Buradaa, =T, alindginda T, , Anin  (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisidir.
Satir ve sutun indeksleri O ile f@mak tizere ggidaki donigumleri uygulayalim,

(@ i=12,...,n olsun, Oj =i satin icin j—1. satirk ile carpipj. satira
ekleyerek|. satirin yerine yazalim,

(b)i =12,...,n olsun, 0Jj =i sdtunu i¢in j —1. sutunuk ile carpipj. sutuna
ekleyerekj. situnun yerine yazalim,

(a) satirlara uygulandiktan sonra matrisirsatiri

m<i icin (Tmm T 400 Tmm)
m>i |(;,|n (Tm,i Tm+1,i Tm+n,i)

seklinde olur.

i =0 i¢in iddianin d@ru oldusu aciktir.i =k —1 i¢in iddianin dgru oldusunu
varsayalimi =k i¢in dagrulugunu timevarimla gosterelimi =k igin sadece
k+1k+2,...,n+1 satirlari dgisirr m=>k icin m-1 satirink ile carpimiyla m.
satirin toplaminm. satira yazariz ki

(Tm,k—l + kTm—l,k—l Tm+l,k—1 + kTm,k—l e Tn‘H—n,k—l + kTrrH»n—l,k—l)’

T, +KT_,; =T ,,, (T Gggenini olyturan kuraldan)

oldugundanm. satir
T

m+1k Twn,k)

(r

m,k

seklinde olur. Buglem tiim satirlara uygulandiktan sonra

To,o TJ.O Tz,o X Tn,o

T:Ll T2,1 T3,1 e Tn+1,1
T2,2 T3,2 T4,2 o Tn+ 2,2
Tn,n Tn+1,n Tn+2,n T2n,n

matrisi elde edilir. Bu matrise (b) yi uyguladiktsonram. stitun
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)T
mtnm+n

m<i igin (T T T

mm m+1lm+l

m>i I(;ln (T Tm+1,i+1 Tm+n,i+n)T

seklini alir.

i =0 icin iddianin d@ru oldusu aciktir.i =k -1 icin iddianin dgru oldusunu
varsayallmi =k icin dagrulugunu timevarimla gosterelimi =k icin sadece
k+1k+2,...,n+1 sdtunlar dgisir. m=k i¢in m. situna m-21sdtununk ile
carpimiylam. situnun toplamini yazariz. Bu durumda

(Tm,k—l + kTm—Lk—l Tm+1,k + kTm,k ce Tm+ nk+n-1 + kTm+ n-1,k+n-1 )T
T, +KT_; =T, ,,, (T Gggenini olgturan kuraldan)

oldugundanm. stitun

T
(Tm,k Tm+Lk+l Tm+n,k+n)

olarak elde edilir.

Bu islem tim sidtunlara uygulandiktan sonra

TO,O Tll T2,2 vee Tn,n
T:Ll Tz,z T3,3 X Tn+1,n+1
T2,2 T3,3 T4,4 "' Tn+ 2.n+2
Tn,n Tn+1,n+l Tn+ 2,n+2 cee T2n,2n

matrisi elde edilir. Bu matrisA’nin azalank-binomial dongimia F(A,kynin

(n+1)x(n+Dtipinde Hankel matrisidir.T, matrisine matrisslemlerinden sadece

bir satirik ile carpip dger satira ekleme ve bir sututkuile carpip dger situna
ekleme glemlerini kullandgimizdan matrisin determinanti bylemler altinda
degismez.

Anin (n+1)x(n+1)tipinde Hankel matrisinin determinanti ilE(A,k)'nin
(n+1) x(n+1tipinde Hankel matrisinin determinangittir. A ve B 'nin Hankel
donigimleri aynidir.

Teorem 2.5. A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi verilsinH (A) ={h,} olsun.
Bu durumdaH (R(A0)) ={a, 00,...0} k #0 iseH (R(Ak)) ={k"™?h, } dir (Spivey
ve Steil, 2006).
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ispat: k=0 ise R(Ak)={a,,a,,...a,} dir. H,, tim elemanlaria, olan
(n+1)x(n+1) tipinde matristir. DolayisiyladetH,)=a, ve n>0 icin
detH. ) =0 'dir.

k#0 oldugunu varsayalim.T Ucgenini Teorem 2.3 Un (2). kuralini
uygulayarak olgturallm. T (c¢geninin  sgindaki sayillar R(A,k) dizisinin

elemanlarindan ofur. T, , tc¢genin solundaki sayilardaA {(nin elemanlari) olgan

asagidaki matris olsun.

Too Two Ty o Top

To Too Tao oo T
T.=| T Tap Too 0 Thao |-

Tn,O Tn+LO Tn+ 2,0 e T2n 0

Burada a =T, alindginda T,, Anin  (n+D)x(n+1) tipinde Hankel

matrisidir. Satir ve situn indeksleri O ileslzamak Uzere @gidaki dénigumleri
uygulayalim,

(@) i=212,...,n olsun, 0j =i satirl icin j —1. satirij. satirink ile ¢carpimina
ekleyerek|. satirin yerine yazalim.

(b) i =12,...,n olsun[Jj =i sdtunu icinj —1. sttunuj.sttununk ile carpimina
ekleyerekj. sutunun yerine yazallm ve Teorem 2.4 n ispatikadidandgimiz
metodu sadecekT, ; +T_,, =T ,,, ssitligini degistirerek uygulayalim. (a) tim
satirlara ve (b) tim situnlara uygulandiktan sdndanan matrisler Teorem 2.4°Un
ispatinda buldgumuz matrislerle aynidir.

Uygulamalardan sonra

Too T, T,, e Ton
TLl T2,2 T3,3 tt Tn+l,n+l
T2,2 T3,3 T4,4 o Tn+ 2,n+2
Tn,n Tn+1,n+1 Tn+ 2,n+2 T2n,2n

matrisi elde edilir. Bu matrisA’ nin artan k-binomial dongimia R(A,K) nin

(n+1)x(n+1 tipinde Hankel matrisidir. Burada uygulanalemleri aciklarsak:



20

1. Herhangi birsatiri k # 0 ile carpmak, determinank katina ¢ikarir.

2. Herhangi bir satink #0 ile carpip déer bir satira ekleme determinanti
degistirmez.

Ayni durum sttunsiemleri icinde gecerlidir.

Hankel dongimun artark-binomial dongumu altinda nasil gestigini bulmak
icin satir ve sutunlarin kag ké&zile ¢arpildgini belirlemek gerekir.

I. satir k ile i kez carpilr.

1l.satir- O

2. satir— 1

(n+1). satir— n kez Kk ile carpilir.

Determinant; satirlar iginzn:i = n(n2+1)’ sutunlar iginzn:i :@ kez k
i=1 i=1

ile carpilir. Toplamn(n+1) kez k ile carpilmg olur. Sonug¢ olarakA’nin
(n+D)x(n+1) tipinde Hankel matrisinin determinantink"™® ile carparsak
R(A,K)nin(n+1) x(n+1) tipinde Hankel matrisinin determinantini verir.

Teorem 2.6.A={a,,a,,a,,..} tamsayilar dizisi verilsinH (A) ={h,} olsun.

HW (AQ) ={a, 00,...0, k#0 iseHMW(AK))={k""n } dir (Spivey ve
Steil, 2006).

ispat: k=0 ise W(A k) ={a, 00,...0}

H,, ilk elemani a, diger tum elemanlari 0 olafn+1)x(n+1) tipinde

matristir. DolayisiyladetH,) =a, ve n>0 igindetH,)= 0olur.

k#0 oldugunu varsayalim.T Uc¢genini Teorem 2.3 Un (1). kuralini
uygulayarak olgturalim. T Gi¢cgeninin sg kdsegeniW(A,K)dizisinin elemanlarindan
olusur.

T., Uc¢genin solundaki sayilardaA (nin elemanlari) olgan gagidaki matris

olsun, yani
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Too  Tio Ty Too

T Ty Too oo T
T, = Tz,o Ts,o T4,o Tn+2,0 .

Tn,O Tn+1,0 Tn+ 2,0 te T2n,0

Buradaa =T, alindginda T,, Anin (n+1)x(n+1) tipinde Hankel matrisidir.

Satir ve sutun indeksleri O ile f@mak tizere g@gidaki donigumleri uygulayalim.
(@i =122,...,n olsunfJj =i satiriicin j —1. satirij. satira ekleyigkile carparak
j. satirin yerine yazalim,
(b) i=22,...,n olsun, 0j =i sdtunu igin j —1. sdtunuj.sutuna ekleyipk ile
carparalj. sutunun yerine yazalim ve Teorem 2.4 Un ispatkudlandigimiz metodu

sadece KT, ; +KT,_;; =T, ;,, 6sitligi degisir. (a) tim satirlara ve (b) tim sttunlara

uygulandiktan sonra bulunan matrisler Teorem 2.4hwenan matrislerle aynidir.

Uygulamalardan sonra

Too T,y T, .
Tl,l T2,2 T3,3 Tn+l,n+l
T2,2 T3,3 T4,4 o Tn+ 2,n+2
Tn,n Tn+1,n+1 Tn+ 2,n+2 ce T2n,2n

elde edilir. Bu matrig\’ nink-binomial déngimuW(A,k)nin (n+1) x(n+1) tipinde
Hankel matrisidir. Burada uygulanageimleri aciklarsak:

1. Herhangi bir satiri 6nceki satira ekleme, deteamii dgistirmez.

2. Herhangi birsatiri k # 0 ile carpmak, determinant katina cikarir.

Ayni durum sutunsiemleri iginde gecerlidir.

Hankel dongimunk-binomial dongimi altinda nasil gigstigini bulmak icin
satir ve sutunlarin kag kézile carpildgini belirlemek gerekir.

I. satir k ile i kez carpilir.

l.satir- 0O

2.satir— 1

(n+1). satir— n kez k ile carpilir.
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N—

n+1) o) «

: O + ) L
Determinant; satirlar igin )i :y, sttunlar igin i =
i=1 i=1

ile carpilir. Toplamn(n+1) kez k ile ¢arpilmg olur. A’'nin (n+1)x(n+1) tipinde
Hankel matrisinin determinantink"™® ile carparsakW(A,k)'nin (n+1)x(n+1)

tipinde Hankel matrisinin determinantini verir.
Teorem 2.7.kOZ ise B*(A)=F (A k)olur. Yani binomial déngiimiin k

kez uygularyi azalan k-binomial doéngimuine eittir. (kOZ~ ise binomial
donlgimun tersinink kez uygulargina aittir) (Spivey ve Steil, 2006).
Ispat:k =1 icin B(A) =F(A)) ssitligi tamimdan dgrudur. 123,...m icin

teoremin dgru olduzunu varsayallmbn", B¥(A) dizisindekin. elemani gostersin.
fnk, F (A K) dizisindekin. elemani gostersirk =m+1 igin

Sl Sl

i=0 j=0

Burada ispak JZ" icin yapilmstir.k 0Z " icin ispatk = -1 alarak ayni yolla

induiksiyon metodunu kullanarak yapilir.
Teorem 2.8.W(A k) = F(R(A k), k=1) . Yani k-binomial déngimu, artark-

binomial dongimune azalarkfl)-binomial dongimu uygulayarak bulunur (Spivey

ve Steil, 2006).
Ispat: k=1 icin B(A) =W (A]) ve F R(A1)0) =F(B(A)0) =B(A) esitligi

tanimdan dgrudur.k =0 icin R(A,0) :{ao,ao,...,ao}.
F (R(A),0),-1)'nin n. terimi

n
i=0

(?)(-DH 3 = aog(?)(—l)“'i
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F(R(A)0),-1) ={a, 00,...0} dizisi W(A0) dizisidir.
kz0 ve k#1icin F(R(A),k),k-1)’in n. terimi

e
22

a Z( i JJ(k i

](k D" kia
i-]

-2}
Sk

J

i=

i[?}k’ a k' = i(r_]jk”aj

j=0 j=o\ J

j

olup buW (A, k) 'nin n. terimidir.
Teorem 2.9.H ve H", A tamsayilar dizisi ve onun binomial d@&iinia A™in
Hankel matrisleri olsunH =LU ve H"=LU", H ve H"in LU-ayrisimlari

olsun.U ve U™ 1n esas kgegen d@rultusundaki ilk elemanlaril . =U, ,,, +iU;,
esitli gini sgglar (Layman, 2001).

Ispat: H=LU ve R ve C Teorem 2.1'in ispatindaki gibi
tanimlansind” = RHC=RLUC  alaim. Bodylece U"=UC  olur. Matris

carpimindan
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olup ispat tamamlanir.

tamsayilar dizisi ve onun binomial dégiinii  A” ’ in Hankel matrisleri olsun. O
zamanH = LU ve H"=LU "ssitlikleri, H ve H"™in LU-ayrsimlari olsun. U ve
U™ In esas kiegen dgrultusundaki ilk elemanlariUja =U, ,, +i ssitligini
sglar (Layman, 2001).

(U'nun késegen elemanlari Hankel dgsiiimGne aittir veu,; =1 olur)

Teorem 2.10.H ve H", A tamsayilar dizisi ve onun invert daiinu B

'nin Hankel matrisleri olsunH = LU ve H”=LU",H ve H"”In LU-ayrisimlari

olsun. U ve U” In esas kgegen dg@rultusundaki ilk elemanlar

Ut =U i1 AU ; esitli gi ile birbirine bglidir (Layman, 2001).

Ispat: H=LU ve R ve C Teorem 2.1in ispatindaki gibi
tanimlansinH” = L'U"” = RHC = RLUC alalim. Buradat” =UC elde edilir.

Matris ¢arpimindan

i j
ut, = zui,mbm,j = zui,mbj—m
m=1 m=1

U Ust tggensel matris oldundan

:zui,mbj—m

j
m=|

i = j+1alinirsa
. i+1
Uij+a = Zui,mbwl—m =y ,ibl T ,i+1b0

m=i

invert dongimdenb, =1 b, =&

=Ujg T au;
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Sonug 2.2A, {111,...1} Hankel déngiimiine sahip bir dizi ikehl ve H® A

tamsayilar dizisi ve onun invert déiiimii A”’in Hankel matrisleri olsunH = LU

ve H'=LU",H ve H"In LU-ayrsimlari olsun.U ve U™ in esas kiegen
dogrultusundaki ilk elemanlarid 5+ = U, ,; +1 ssitli gini saslar (Layman, 2001).
(H,=a,veH, =1ise a =1dir. Unun k&egen elemanlari  Hankel

dontimune aittir veu;; =1 olur)
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3. HANKEL DON(SUMU {111..1} OLAN DIizIiLER

EIS(On-Line Encyclopedia of Integer Sequencesddiside{111,...1} Hankel

dongimine sahip 20 dizi bulunmubunlardan 17 sinin binomial ve invert
doniimlebirbirine bagh oldugu goralmigtar.

Bu dizilerin Hankel matrisleriLU-ayrisimiyla U st tcgensel formuna
indirgendginde dizilerin timi esas kégen dg@rultusundaki elemanlarin lineer
polinom halini ortaya koyar. segidaki tablo 17 dizi arasindaki gkiyi gosteriyor.
Tablodaki her bir dizi kendisinin solundaki kem sttundaki dizinin binomial
doniimda, yukarida verilen dizinin invert dégiimudir.H dizinin Hankel matrisi
iken gagidaki EIS dizisi sayilariyla yazilan lineer polindry-ayrisimindaki H=LU
daki U’'nun esas kgegen dg@rultusundaki ilk elemanlarini verir. parmetresiU’nun
indeksini gostermekE, desisim operatori dizinin ilk terimini ¢ikarmak icin
kullantliyor. Sonug¢ 2.1 ve Sonug¢ 2.2 den binommliwert dongiimlerin etkisiyle
esas kgegen dg@rultusundaki ilk elemanlarin davrama gore sabit terim b&n
asaglya her sirada 1 artar. Birinci dereceli terimirtsiegisi soldan ga her sttunda 1
artarak degisir. Asagida esas kiegen dg@rultusundaki ilk elemanlarii+2
polinomuyla temsil edilelA054341’in binomial déngtimi, (E)A005773’Un invert

donisimi ve terimleri{ 131034117..} olan dizi EIS'nin listesinde bulunmaz.

AnsiklopedideA059738 dizisi olarak gdsteriliyor.

Tablo 3.1.
{10} 0 A000957 | A033321 A033543
2i -2 3i-2 4i -2
A005043 A000108 A007317
i-1 2i-1 3i-1
A001006 (E)A000108 A002212 A005572
i 2i-2 3 4
A001405 (E)A005773 A001700 A026378 A005573
1 i+1 2i +1 3i+1 4i +1
A054341 { 131034117..} | A049027
2 i+2 2i +2

(Kaynak: Layman, 2001)
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Ornek 3.1.{ ],12,514,42132..} Catalan sayilarinin Hankel matrisi

11 2 5
1 2 5 14
2 5 14 42
5 14 42 132 ...

ve Hankel matrisin Ust tiggensel formu

1 1 2 5 14
1 3 9 28
U={0 0 1 5 24
0001 7
0 00O0 1
seklinde olup Hankel domminin {111..} olduu esas kfegene bakilarak

bulunur.

Esas kéegen d@rultusundaki ilk elemanlarll{] l3,5,7,..} olusturdusu polinom

2i =1 dir.
Ornek 3.2.A000108’in binomial déngiimiini alirsak,
A007317={ 1,251551,..} dizisinin 5x5 tipinde Hankel matrisi

1 2 5 15 51
2 5 15 51 188
5 15 51 188 731
15 51 188 731 2950
51 188 731 2950 12235

ve bu matrisin Ust U¢gensel formu

1 5 15 51
5 21 86
1 8 46
0 1 11

0 0 1

(@

I

o o
OO0 o0 Rr N

o

seklindedir. Hankel dommmunUn{ 1,],1} oldugu esas kgegene bakilarak bulunur.
Esas keegen dgrultusundaki ilk elemanlardan gen{ 25811..} dizisinin
olusturdusu polinom 3 —1 dir.
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A000108'in invert déngiiminii alirsak(E) A000108={ 1251442..}'in 5x5
tipinde Hankel matrisi

1 2 5 14 42

2 5 14 42 132

5 14 42 132 429
14 42 132 429 1430
42 132 429 1430 4862

bu matrisin Ust Gg¢gensel formu

1 2 5 14 42
0 1 4 14 48
u=0 0 1 6 27
000 1 8
000 0 1

seklindedir. Hankel déngiimtiniin{ 111..} oldusu esas kf§egene bakilarak bulunur.
Esas kéegen d@rultusundaki ilk elemanlarn{1 2,4,6,8...} olusturdugu polinom 2i.
EIS’ deki diger 3 dizi A054391,A054393,A055879’ dir. Bu diziler{l,],l..}

Hankel dongiimine sahip olsa da Hankel matrislerinin Gst Ugglefmmu elde
edilip esas kgegen d@rultusundaki ilk elemanlardan glan
{ 13456..} .{ 13567..} ve { 1223344..} dizilerine bakildginda lineer polinom

elde edilemez.



29

4. CATALAN SAYILARI, HANKEL DONU SUMU VE FIBONACCI
SAYILARI
Cvetkovic(2002), makalesinde agth iki Catalan sayisinin toplamlarinin

olusturdusu dizinin Hankel dongiiminun, Fibonacci Sayilarinin alt dizisi ogdunu

ispatlamak icin elemanlat={a,,a,,a,,..} reel sayilar dizisinden alinan ve

H= lh,,—J ve h, =a,,, ile tammlanan Hankel matrislerini kullangtir.

QD

0 2

a
H =
a2

LW
Lo

Layman’in makalesinden biliyoruz kh={h,,h,,h,,..} Hankel determinantlari
A'nin Hankel donglimuna verir.

Inceledgimiz AO05807 (EIS) dizisinin elemanlar! iki agdd Catalan sayisinin
toplamidir.

a, = cn) + c(n+1) :L(Z”}L(Z”*Z] _ (@)(sn+4)

n+lin) n+2{ n+l n!(n +2)!
(n=0123..)

A005807 (EIS) dizisi; 2,3,7,19,56,174,561,...

A001906 (EIS) dizisi;0,1,3,8,21,55,144,377,...

A001519 (EIS) dizisi;1,2,5,13,34,89,233,610,...

Layman Fibonacci sayilarinin ikiye ayrimin&f01906 ve A005807 dizisinin

Hankel dongimi olanA001519dizilerinden olgtugunu tespit etnstir.

1

nz0 i¢in a,=2-——— ve [, =1+
F2n+1F2n+3 F2n+1

> olmak Gzere,

A005807:{an}nzo dizisinin Urete¢ fonksiyonunu G(x), hankel deteramtni dah, ile

gosterirsek,

G(X) = Z”:anxn _ %( A-~1-4x)(1+ X) _1]

2X

4.1

ve
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hn = aonﬁln_lﬁzn_z"'ﬁn—zzﬁn—l (42)
(Krattenthaler)
esitlikleri elde edilir.
{B}., dizisi
a'O
Bix*
BoX’

1+a,x—...

(4.3)

G(x) = i a,x" =
n=0

l1+a,x—
1+ax-

dir.
Hankel matrisih, =a, =2 ile balamak UzereA005807 dizisinin Hankel

donsimU Fibonacci sayilarinin tek indisli alt dizisaol AO01519’a eittir.

Hankel matrisih;, =a =3 ile balamak UzereA005807 dizisinin Hankel

donsUmU Fibonacci sayilarinin ¢ift indisli alt dizsian A001906'ya eittir.
A001906 1 A001519 = Fibonacci Sayilari
Bu iki donisim (Binomial ve Invert déngiim) kullanilarak A005807
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5. k-BINOMIAL DONU SUMUN URETT iGi TAMSAYI D iZiLERI ve

k-BINOMIAL DONUSUMUNUN URETEGC FONKSIYONLARI

k-binomial dénigimun Uretigi bir cok dizi EIS argtirmasinda listelenriir.
Bunlarin birggunu Layman vermgtir. Layman tekrarlanan dogiimle dretilen
tamsayilar dizilerinin tablolarini da vertir.

Tablo 5.1., Tablo 5.2, Tablo 5.3’teki dizil&rbinomial,azalark-binomial ve
artank-binomial doniguimleri tarafindan dretilngiir. Tabloda verilen ilk situndal,
donsim baintisi icin referans bulunabilegiei, P, referans bulunmagini ancak

ispatlanabilecgni, C, referans bulunmagini ve ispatlanamagini ifade eder.

Tablo 5.1k-binomial dénustimleri

A Isim K W(A,R Isim
A000142 Factorial 2 A082032
Sayilari
P AD00142 Factorial 3 A097814
Sayilari
P AD00142 Factorial 4 A097815
Sayilari
P AD00142 Factorial 5 A097816
Sayilari
P AD00166 Derangement 2 A000165 Double
Sayilari Factoriel
Sayilari
P AD00166 Derangement 3 A032031 Triple
Sayilari Factoriel
Sayilari
P AD00166 Derangement 4 A047053 Quadruple
Sayilari Factoriel
Sayilari
P AD00166 Derangement 5 | A052562 Quintuple
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Sayilari Factoriel
Sayilari
A000354 Y% | A000142 Factoriel
Sayilari
(E)A000354 Y% | A0O07680
AD00354 2 A047053 Quadruple
Factoriel
Sayilar
A000364 Euler V€ Ya A005799
Secant
Sayilari
AD00609 Y% | A002078
AD01006 Motzkin 2 A003645
Sayilari
AD01653 Y% | A007052
AD01907 % | A000165 Double
Factoriel
Sayilari
AD02315 % | A007070 NSW
Sayilari
AD02426 Merkezi 2 A059304
Trinomial
Katsayilari
AD07696 Y% | A002801
A075271 ¥ A075272

(Kaynak:Spivey ve Steil,2006)




Tablo 5.2: Artan k-binomial déndstmleri
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A Isim R(A,K) Isim
A000032 Lucas A014448 Even Luca
Sayilari Sayilari
veya L,
A000045 Fibonacci A014445 Even
Sayilari Fibonacci
Sayilari
veya F,,
(E)A000108 | Catalan A059231
Sayilari
AD00142 Factorial A010844
Sayilari
A000142 Factorial A010845
Sayilari
AD00142 Factorial A056545
Sayilari
AD00142 Factorial A056546
Sayilari
AD00984 Merkezi A084771
Binomial
Katsayilar

(Kaynak:Spivey ve Steil,2006)
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Tablo 5.3: Azalank-binomial dontstmleri

A Isim K F(A,K) Isim

P AD00354 2 A010844

Kaynak:Spivey ve Steil,2006
Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3'te uretilen fonkanar arasindaki @ntinin

ispatlandgini gostermek ici® kullanihr .

A={a,a,,a,,..} tamsaylar dizisinin treteg fonksiyonu olanf

F(X) = 8y + ax+a,x2 [2+..= Y X /il
i=0
Teorem 5.1Egerg(x), Atamsayilar dizisinin tretec fonksiyonu ise
1-F(A k) dizisinin lrete¢ fonksiyone“*g x( ),
2- W(A k)dizisinin lretec fonksiyone*g(kx ),
3- R(A k)dizisinin Urete¢ fonksiyone*g(kx (Bpivey ve Steil, 2006).
Ispatk=0 icin F(AK) dizisinin trete¢ fonksiyon#\'nin urete¢ fonksiyonu

olan g(x)tir. W(A,k)nin Uretec fonksiyonu{a0 ,0,0,Q...} dizisini dreteng(0ydir.

icin k-binomial dongumlerin tanimina uygundur.
1. Eger f herhangi{a,} dizisinin h* de herhangi{b,}dizisinin ureteg

n
fonksiyonu ise,fh,{Z(Jagbn_i} dizisinin Urete¢ fonksiyonudur=(A;k) dizisini

i=0

nn )
{Z(_]k”"a} olarak tanimlanstik. Son iki diziden On igin b, =k" olur.

i—o\ |
{lk,kz,..} dizisinin urete¢ fonksiyonue™ oldugundan, F(A;k) dizisinin Ureteg

fonksiyonue®g &)
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2. Tanimdan{b,} = B(A) igin W(A;k)={k"b,} olur. 1. kismin ispatindan

B(A) dizisinin Urete¢ fonksiyonune*g x(dldugunu biliyoruz. Ayni zamanda

tanimdan hx'/i! olur. BoyleceW/(A;k)dizisinin treteg fonksiyonu

i kiqu‘/i!:ib,(kx)‘/i!:e"xg(kx)

olur.
3. Daha dnceki bélumlerde ispatlgdniz teoremden
W(AK) = F(R(A k), k-1
esitli ginin sgslandgini biliyoruz. Bu 2 dizinin Urete¢ fonksiyonlarirbirine esit olur.
G(x), R(A;k)nin ireteg fonksiyonu olsun. 1. ve 2. kisimd&ig(kx) =e*“*G x ()
esitli gi bulunur. BoyleceG(x) = e*g(kx )olur.

Simdi Teorem 5.1'i kullanarak Tablo 1'de OEIS’de sayim olarak
listelenen 3 bantiy ispatlayacg@z. Bu ispatlarin hepsi(A,1/2) binomial orta
donGumuant icerir. Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 tailealerin hepsi benzer
sekilde ispatlanir.

Sonu¢ 5.1.(E)A000354 dizisinin binomial orta dogiimi  A007680 dizisidir
(Spivey ve Steil, 2006).
Ispat. OEIS’de A000354 dizisinin lrete¢ fonksiyorai* /(L-2x o)arak
verilmistir. Boylece (E)A000354 dizisinin Urete¢ fonksiyon
%([e‘x Ia-2x)|= ﬁ
Bdylece Teorem 5.1 'den (E)A000354 dizisinin binamdrta dongimanin
Uretec fonksiyonu OEIS’de A007680 dizisinin Ugetenksiyonu olan

12 e PA+x) ) 1+x
(1-x)* 1-x)*

Sonu¢ 5.2. A001907 dizisinin binomial orta dogimu A000165
dizisidir(Double Factorial Sayilari) (Spivey ve 5t2006).
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Ispat. OEIS’de A001907 dizisinin lrete¢ fonksiyona™ /(L-4x Jlarak

verilmigtir. Boylece A001907 dizisinin binomial orta d&dinunin Ureteg
fonksiyonu OEIS’de A000165 dizisinin Ureteg foiyksiu olarak belirtilen

ex/z e—X/2 B 1
1-2x) (@L-2x)

Sonu¢ 5.3.A002315 dizisinin binomial orta dogiimit A007070 dizisidir
(Spivey ve Steil, 2006).

Ispat. A002315 dizisi bglangic deerleri a, =1 ve a, =7 olan bainti ile
gosterilmitir. Bunun anlami A002315 dizisinin Ureteg fonksiy olanf,
f"-6f'+f =0, f0)=1 f'0)=7
problemini sglar. Karakteristik denklemi
r’—6r+1=0
olan diferansiyel denklemin ¢ozumu
r=3+2y2
olarak bulunur. Boylece diferansiyel denklemin giziive A002315 dizisinin Urete¢
fonksiyonu
f(X) — qe(azﬁ)x + Cze(}zﬁ)x
dir. Bsslangi¢ dgerlerini kullanarak
c, =1/2+1/4J2 ve ¢,=1/2-1/+/2
degerleri bulunur. AO07070 dizisi icin biangi¢ dgerleri
a,=1 vea =4 olanb&ntin>2icin a, =4a,, -2a,,

olarak verilmgtir. Ayni metodla urete¢ fonksiyong, ve c, ayni dgerleri almak

lizere e®?*+c,e® @ olarak bulunur. Bu ayni zamanda A002315 dizisinin

binomial orta dongiimuntn Ureteg fonksiyonudur.

eX/2 Cle(3/2+ﬁ)x + Cze(s/z—ﬁ)x — Cle(2+ﬁ)x + Cze(z—ﬁ)x
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SONUC VE ONERILER

Bu calsma esas olarak; elemanlari tamsayilar dizisindanamal Hankel
matrisler, Hankel doniimler, Hankel dongiimler ile d@rudan ilskili olan invert ve

binomial donigimler ve bazi sayi dizilerini icermektedir.

Bu calsmada gegen Hankel matrislerin uygulamali materteaiiizellikle de

ediyoruz.

Ayrica bu camada sayi dizileri ile tanimli matrislerin bazi tikéeri (norm,

Ozdeser gibi) incelenebilir.
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