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ON SOZ VE TESEKKUR

Fark Denklemleri Uygulamali Matematigin yeni ¢alisma alanlarindan olup bu
alanda oldukc¢a ac¢ik problem bulunmaktadir. Son yillarda bilim insanlar1 bu
denklemlere oldukca ilgi duymus ve bu sayede Fark Denklemleriyle ilgili pek ¢ok
calisma yapilmustir. Genel olarak Fark Denklemleri uygulamada onemli bir yer

tutmaktadir. Yiuksek Lisans tezimi bu verileri referans alarak hazirladim.

Bu calisma, Selguk Universitesi Ahmet Kelesoglu Egitim Fakiiltesi
Ortadgretim Fen ve Matematik Alanlar Egitimi Boliimii Matematik Egitimi Ana
Bilim Dali Ogretim Uyesi Yrd. Dog. Dr. Ibrahim YALCINKAYA ydnetiminde
yapilarak Selcuk Universitesi Egitim Bilimleri Enstitiisii'ne Yiiksek Lisans Tezi

olarak sunulmustur.

Calismalarimi yonlendiren, arastirmalarimin her asamasinda bilgi, oneri ve
yardimlarin1 esirgemeyerek akademik ortamda engin fikirleriyle yetisme ve
gelismeme katkida bulunan damisman  hocam Yrd. Dog. Dr. Ibrahim
YALCINKAYA’ya ve yiiksek lisans egitimim boyunca zengin bakis agisiyla beni
aydinlatan degerli hocam Dog. Dr. Cengiz CINAR’a sonsuz tesekkiirlerimi

sunuyorum.

Bu c¢alismami, beni bu gilinlere getiren, her anlamda destekleyen, mutluluk
kaynagim olan, hayatimdaki en degerli iki insan: “Sevgili Annem Cemile Sule

CALIK a ve Sevgili Babam Talip CALIK™ a ithaf ediyorum.
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OZET

Bu caligma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Fark Denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremleri verdik.

Ikinci boliimde, Fark Denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda
bilgi verdik.

Ugiincii boliimde, Fark Denklemlerinin bazi uygulamalarindan bahsettik.

Dérdiincii bolimde, 4 e(-o,~1), k ve m pozitif tamsayilar, k>m ve
baslangi¢ sartlart x ,,...,x, € (— oo,O] olmak tizere x ,, :(l—xnfm )/(A+xn7k) fark

denkleminin lokal asimptotik kararliligi, iki periyotlu ¢dziimleri, invariant araligi ve
global ¢ekiciligi incelenmistir. Son olarak da bu fark denkleminin baz1 6zel

durumlari i¢in 6rnekler verdik.

Anahtar kelimeler: Lokal asimptotik kararlilik; iki periyotlu ¢dziimler; invariant

aralik; global ¢ekicilik
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SUMMARY

This study consists of four sections.

In the first section, we give general definitions and theorems about difference
equations.

In the second section, we give some information about some difference
equations studied before.

In the third section, we give information about some applications of difference
equations.

In the fourth section, we investigate the locally asymptotically stable, period-
two solutions, invariant intervals and global attractivity of all negative solutions of

the nonlinear difference equation x,,, =(1-x, , )/(4+x, ,) where 4 e (-ow,~1), k,
m are positive integer, k > m and initial conditions x_,,...,x, € (— 00,0]. Finally, we

give examples of this difference equation for some special cases.
Keywords: Locally asymptotically stable; period-two solution; invariant

interval; global attractor
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1. BOLUM

FARK DENKLEMLERI iLE ILGIiLi GENEL TANIM VE
TEOREMLER

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

x bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagimli degiskeninin
degisimi y (x),y (x),..., y"(x),... tiirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak

b

x’ in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla aciklanamaz.
Bu boliimde x’ in tamsay1 degerler aldigr durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu

farklarin bulundugu denklemler tizerinde duracagiz.

Tamm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak iizere,
bagimli degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y), E*(y),
E*(¥),..., E"(),... gibi farklarin1 iceren bagintilara Fark Denklemi denir.

Birinci mertebeden fark denklemi

apy(n+1)+a,y(n)= f(n)
seklindedir.

Ikinci mertebeden fark denklemi

ayy(n+2)+ay(n+1)+a,y(n)=g(n)

seklindedir. Denklemin mertebesinin belirlenmesinde, y ’ nin hesaplanabilmesi i¢in

gerekli olan baglangig sart1 sayis1 goz oniine alinmaktadir.



Tamm 1.2. Bir fark denkleminde bagimli degiskenler birinci dereceden ve
denklem bagimli degiskenlerin parantezine alindiginda katsayilar sadece bagimsiz
degiskenlerden olusuyorsa bu denkleme lineer fark denklemi denir. Ornegin,

agy(k+n)+aylk+n—-1)+..+a,ylk)= f(k)

n. mertebeden bir lineer fark denklemidir.

Teorem 1.1. I reel sayilarin herhangi bir alt aralif1 olmak iizere, f:1*" — 1
stirekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Her x_, x_, ..., X, € I baglangi¢

sartlar1 igin

X, = f(x,,%, 0t ) n=0,... (1.1)
denklemi bir tek {x, }:z, , ¢0zlimiine sahiptir.

Tamim 1.3. Eger {x, } dizisi igin X,., =X, ise {x,} dizisi p periyotludur denir

ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 1.4. Eger {xn} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in x,, = x, ise {xn} dizisine er ge¢ p periyotludur

n+p

denir ve p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir.

Tamm 1.5. (1.1) denkleminde x= f (;c,;,...,)_c) sartin1 saglayan x noktasina
(1.1) denkleminin denge noktas1 denir. Eger Vi >0 i¢in x, =X ise X’ e f ’in sabit
noktas1 denir.



Tamm 1.6. x, (1.1) denkleminin denge noktasi olmak {izere:

(@) Eger x,,x ;,.,X €l olmak tizere her &>0 igin ‘xo —;‘4‘
‘x_l —;c‘+...+‘x_k —)_c‘ <o iken her n>0 igin ‘xn —;c‘ < & olacak sekilde bir 6 >0

sayisi varsa x denge noktasi kararlidir denir.

(b) Eger x denge noktasi kararli ve x ,,x . ,,..x, €l iken limx, =x

n—>0

olacak sekilde ‘xo —;‘+‘x_l —)_c‘+...+‘x_k —;‘ <y sartin1 saglayan y >0 sayis1 varsa

x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

(¢) Eger her x ,,x  ,),....%, €1 iken limx, =x ise x denge noktasina ¢ekim

n—»0

noktasi denir.

(d) Eger x denge noktas1 kararli ve ¢ekim noktasi ise x denge noktas1 global

asimptotik kararlidir denir.

(e) Eger x denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.

(f) Eger x ,,x , ,...x, €l iken ‘xo—x‘+‘x_l—x‘+...+‘x_k—x‘<r ve bazi

N > -1 sayilan igin ‘xN —;‘Zr olacak sekilde bir » >0 sayis1 varsa x denge

noktasina repeller denir.

Tamm 1.7. (1.1) denkleminden elde edilen

o

k - _
(X, )y, (1.2)
i=0 a‘xn—i

yn+1 =

denklemine x denge noktas1 civarinda lineer denklem denir.



(1.2) denkleminin karakteristik denklemi

k — —
A= o (x,...,x)A" =0 (1.3)
seklindedir.

Teorem 1.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(a) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise x

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

(b) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1°den biiytlik

ise x denge noktas1 kararsizdir.

Tamm 1.8. {xn }:O:_ , ¢0zimlerinin hepsi birden x denge noktasindan ne biiyiik

ne de kiigiik ise bu ¢oziimlere x denge noktast civarinda salinimhidir denir. Aksi
halde saliniml1 degildir.

Tanm 1.9. x, (1.1) denkleminin denge noktasi olsun. />—k, m <o olmak
iizere {x,,x,,,,...,x, } dizisinin her eleman1 x denge noktasindan biiyiik veya esit,

==k veya [>—k ic¢in x,, <x ve m=o veya m<o igin x,,, <x oluyorsa

m+l1
{x,,%,,1»nx,, | dizisine {xn}n}k ¢Ozilimiiniin bir pozitif yar1 donmesi denir. Benzer
sekilde /> -k, m <o olmak iizere {xl,xm,...,xm} dizisinin her eleman1 x denge
noktasindan kiiglik, /=—k veya />—k igin x, , 2x ve m=o00 veya m <o igin
X,., =x oluyorsa {xl,xm,...,xm} dizisine {xn}n:_k ¢Oziimiiniin bir negatif yari

donmesi denir.



Teorem 1.3. (Clark Teoremi) p,ge R ve ke {O,l,...} olmak iizere
x,,tpx,tgx, ,=0, n=0,,..,
fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart | p| +|q| <1

olmasidir.

Sonug 1.1. p, € R, k € {1,2,...} olmak iizere
xn+1 +p1xn .t pkxn—k :0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart z;| pl.| <1

olmasidir.

Teorem 1.4.
xn+1 = f(xn7xn7k)7 n= OaL---a (14)

fark denklemini g6z oniinde bulunduralim. Burada k£ >1’ dir.1 = [a,b] reel sayilarin

bir aralig1 olsun ve f :[a,b]x[a,b]—> [a,b] nin asagidaki 6zellikleri saglayan sirekli

bir fonksiyon oldugunu kabul edelim.

(@ f (uv) fonksiyonu wu’ya gore azalmayan; v’ye gOre artmayan bir

fonksiyondur.
(b) Eger (m,M) e [a,b]x|a,b]
m=[(m,M)ve M = f(M,m)
sisteminin bir ¢oziimii ise m = M dir.

Bu sartlar altinda (1.4) denkleminin her ¢6zlimii x denge noktasina yakinsar.






2. BOLUM

FARK DENKLEMLERI iLE ILGILI YAPILMIS CALISMALAR

Bu boliimde, fark denklemlerinin 6nemli ¢alisma alanlarindan olan global
asimptotik kararlilik ile ilgili literatiirde yapilmis calismalar hakkinda bilgi

verilmistir.

Amleh, Grove ve Ladas (1998) yaptiklar1 ¢alismada; o € [0,00) Ve X_,X,

baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere x,,, =a + Lu-l fark denkleminin
X

n

pozitif ¢oziimlerinin global kararliligini ve sinirliligini incelemislerdir.

Devault ve Galminas (1999) yaptiklar1 ¢alismada; x_,,x,,4 € (O,oo) ve p>1

icin x,,, = ip + xl% denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararl

n n—1

oldugunu gostermislerdir.

n

_ax,+b

Valicenti (1999) yaptigi doktora tezinde; x Lyness fark

n+l

xn—l

denkleminin ¢ozlimlerinin periyodikligini ve global asimptotik kararliligini

incelemistir.

Gibbons ve arkadaslar1 (2000) yaptiklar1 ¢alismada; tiim baslangi¢ sartlar1 ve

+
parametreleri (0,00) araliginda segilmek sartiyla y, ., = a—ﬂy"‘l lineer olmayan fark
Yy,

denklemini incelemislerdir.



Kosmola, Kulenovic, Ladas ve Teixeira (2000) yaptiklar1 ¢alismada; pozitif

. + ..
parametreler ve baslangic kosullar1 ile y, ., =PV fark denkleminin

qy n + y n—1
¢Ozlimlerinin periyodikligini ve denge noktasinin global asimptotik kararliligin

belirlemislerdir.

Aboutaleb, El-Sayed ve Hamza (2001) yaptiklar1 ¢alismada; >0, £,y >0

a - fx,
?/ + xn—l

olmak tizere x, , = fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik

kararliligini incelemigler ve tek pozitif denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in

gerekli olan sartlar1 belirlemiglerdir.

Amleh, Kirk ve Ladas (2001) yaptiklar1 ¢alismada; tiim baslangi¢ sartlar1 ve

a—>bx,
A+Bx,_,

parametreleri (0,00) araliginda olmak iizere x,,, = fark denklemini

incelemislerdir.

Camouzis ve Devault (2001) yaptiklar1 ¢alismada; x,, x ;, p >0 baslangic

xn—l

sartlar altinda x,,, = p+ fark denkleminin periyodikligini ve denge noktasinin

X

n

global asimptotik kararliligini1 incelemislerdir.

a+bx’

Zhang, Shi ve Ga1 (2001) yaptiklar ¢calismada; a,b e [0,00) icin x,,, = T
+ X,

fark denkleminin pozitif ¢coziimlerinin global ¢ekiciligini incelemislerdir.



Li, Yan ve Sun (2002) yaptiklar calismada; «, S,y, A,b katsayilar1 pozitif reel

a—bx, , _a-px, . a—fx,

say1 ve k € {1,2,..} olmak iizere x,,, = fark

n+l =

> M+l T s
A-x, y+x, ., V=X,

denklemlerin her pozitif denge noktasinin global ¢ekici oldugunu gostermislerdir.

Abu-Saris ve Devault (2003) yaptiklart g¢alismada; y, ., = A+-2 fark
yn—k

denkleminin ¢oziimlerini y ,, Y_krys-es Voo A>0, ke {2,3,4,...} baslangi¢ sartlari
altinda pozitif denge noktasiin global asimptotik kararli olmasi i¢in gerekli olan

sartlar1 elde etmislerdir.

El-Afifi (2004) yaptig1 calismada; negatif olmayan katsayilar ve pozitif

a+ fx, + %,
Bx, +Cx,

baslangic kosullari altinda x, ,, = rasyonel fark denkleminin denge

noktasinda global asimptotik kararli oldugunu gostermistir. Ayrica bu denklemin

pozitif ve negatif yar1 donmeleri ile invariant araligini incelemistir.

Camouzis, Devault ve Kosmala (2003) yaptiklar1 calismada; baslangi¢ sartlar

Py fark denkleminin

X

n

ve p parametresi pozitif reel sayilar olmak lizere x ,, =

pozitif ¢oziimlerinin davranisini incelemisler ve su c¢ikarimlari elde etmislerdir: p

. e 1 . - ., 2 =
parametresinin tiim pozitif degerleri icin tek denge noktasi olan x ye ait x =x+p

esitligi vardir. 0< p<1 veya p=>2 ise denklemin tiim pozitif sinirh ¢oziimleri

pozitif denge noktasi x de birlesir. 0< p <1 iken simirsiz ¢éziimler vardir. p > 2

iken pozitif denge noktasi global asimptotik kararlidir. Caligmada son olarak

l<p<2 iken pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugu

varsayiminda bulunulmustur.



Chatterjee, Grove, Kostrov ve Ladas (2003) yaptiklar1 c¢alismada; tiim

parametreler «,y, A, B ve baslangi¢ kosullar1 x_,,x ,,x, negatif olmayan reel sayilar

a+ 7“71—1

olmak ftzere x, 6 =——"
A+Bx, +x,,

fark denkleminin ¢6zlimlerinin siirliligs,

periyodik karakteri ve denge noktasinin global asimptotik kararlilig1 gosterilmistir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2003) yaptiklar1 ¢alismada; tiim baslangic

. . ) —ox,
sartlari ve parametreleri (0,00) aralignda olmak iizere x,,, = - fark

fx,

denklemini incelemislerdir.

Kalabusic ve Kulenovic (2003) yaptiklar1 ¢alismada; pozitif parametreler ve

ox
pozitif baglangi¢ kosullar1 ile x, = P T2 fge denkleminin global

Cx,,+Dx, ,

karakterini incelemislerdir.

Mestel (2003) yaptig1 ¢calismada; pozitif baslangi¢ sartlari altinda x ,, =

fark denkleminin ¢oéztimlerinin periyodikligini incelemistir.

Yang, Lai, Evans ve Megson (2003) yaptiklar1 ¢alismada; a,b >0, c¢,d >0

2

+ +
atbx,, +cx,, fark denkleminin negatif olmayan denge noktasinin global

icin x, =
d—x
n—2

¢ekici oldugunu gostermislerdir.
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El-Owaidy ve arkadaslari (2004) vyaptiklar1 calismada; o« €[l,),

k=0,1,2,.. 1icin ve pozitif reel sayilar olan baslangic sartlar1 altinda

xnfk
X

n

X, =0+ fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin periyodik karakterli ve bu

n+l

¢Ozlimlerin global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

El-Owaidy ve arkadaslar1 (2004) yaptiklari ¢calismada; tiim baslangi¢ sartlart ve

parametreleri (0,00) aralifinda secilmek sartiyla x ., = Lot lineer olmayan fark
y X,

denkleminin global ¢ekiciligini incelemislerdir.

Kalabusic, Kulenovic ve Overdeep (2004) yaptiklar1 c¢alismada; pozitif

. . +
parametreler ve negatif olmayan baslangi¢c kosullart ile x ,, :M fark
Bx, ,+Dx, ,

denkleminin global karakterini incelemislerdir.

Dehghan ve Douraki (2005) vyaptiklar1t c¢alismada; B,C,«a,f,y pozitif

parametreler, k € {1,2,3,...} ve negatif olmayan baslangi¢ kosullart x ,, ,,....,x_,,x, ile

R R S

= lineer olmayan yiliksek mertebeden fark denkleminin
Bx +CX, o

n—k+1
pozitif ¢oziimlerinin global asimptotik kararliligini incelemisler ve tek pozitif denge
noktasinin global asimptotik kararli olabilmesi i¢in gerekli olan sartlarn

belirlemislerdir.

El-Owaidy, Ahmed ve Youssef (2005) yaptiklar1 ¢alismada p € (O,oo) olmak

lizere x,,, = ——=— fark denklemini incelemislerdir.
pem
70671—2
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Li (2005) yaptig1 ¢alismada; a,b, 4 € (0,00) , k pozitif bir tamsay1 ve x_,,..., X,

a+bx,

keyfi pozitif sayilar olmak iizere x, , = fark denkleminin pozitif

A+x,
¢ozlimlerinin global asimptotik kararliligini incelemis ve tek pozitif denge noktasinin

global ¢ekici oldugunu elde etmistir.

P
xn—l

xP

n

Stevic  (2005) yaptigr ¢alismada; x,,, =a+ fark denkleminin

¢Ozlimlerinin s,/ € N baglangi¢ sartlar1 altinda asimptotikligini, periyodikligini,

salinimliligini ve simirliligini incelemistir.

Su ve Li (2005) yaptiklar1 g¢alismada; p,q,re[O,oo), k>1 ve baslangic

Prqy,

kosullart y_, ...,y , negatif olmayan reel sayilar olmak ilizere y,, , = ———""—
1 + yn + ’/yn—k

lineer olmayan fark denkleminin global ¢ekiciligini incelemisler ve tek pozitif denge

noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan sartlar1 belirlemislerdir.

Su, Li ve Stevic (2005) yaptiklar1 ¢alismada; a,b, 4,B pozitif reel sayilar,
k=1 ve baslangi¢ kosullar1 x , veya x, pozitif reel sayr olacak sekilde

. . -b .
X_; .- X_, X, negatif olmayan reel sayilar iken x ,, = — 7% fark denkleminin
Ax, —Bx,_,
global cekiciligini, degismez araliklarini, periyodik ve salimimli karakterini
incelemislerdir. Ayrica tek pozitif denge noktasinin global c¢ekici oldugunu

belirlemislerdir.
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Yan ve arkadaslar1 (2005) yaptiklar1 ¢alismada; «a, x |, x, baslangic sartlarini

reel sayr alarak x,, , =oa- fark denkleminin biitiin pozitif ve negatif

X

n—1

cozlimlerinin asimptotik kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Alogeili (2006) yaptigi ¢alismada x ., x_; ..., X, >0, 4>0 ve k herhangi

xn—k
a+ X, Xn

pozitif bir tamsay1 olmak lizere x,,, = fark denkleminin ¢oziimlerini ve

kararliligini incelemistir.

Hamza (2006) yaptig1 ¢alismada; « negatif bir say1 ve x_, ve x, baslangi¢

kosullar1 negatif sayilar olmak iizere x, ., = a+>"L fark denkleminin global
x

n

kararliligini, siirekliligini ve salinimliligini incelemistir.

Saleh ve Alogeili (2006) yaptiklart ¢alismada; y, ., =4+ Yo fark
yn—k

denkleminin  y_,, ¥ .y, Vo, A>0 baglangi¢ sartlar1 altinda pozitif denge

noktasinin global asimptotik kararliligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Simsek, Cinar ve Yalginkaya (2006) yaptiklar1 ¢alismada; x_; € (O,oo) olmak

X,_

——22 denkleminin ¢dziimlerini ve periyodikligini incelemislerdir.

uzere x ., =
n+l
1+x x

n—1""n-3

Simsek, Cinar ve Yalginkaya (2008) yaptiklari ¢alismada; pozitif baslangi¢

X n—(5k+9)

sartlar1 altinda x,,, = fark denkleminin ¢6ziimlerini ve

I+, 4%, X (5k+9)

periyodikligini incelemiglerdir.
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pxn—s + xn—t
qxn—s +Xx

Zhou ve Zhang (2008) yaptiklar1 c¢alismada; x, = denklemini

pozitif baglangic sartlar1 altinda pozitif denge noktasinin global asimptotik

kararliligini ve salinimliligini incelemislerdir.

Dongmei ve Li (2009) yaptiklar1 ¢alismada; x, ., = ﬂax—”kp fark denklemini
+ 70671—1

pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangic sartlar1 altinda global asimptotik

kararliligini incelemislerdir.
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3. BOLUM

FARK DENKLEMLERININ BAZI UYGULAMALARI

Matematik, Fizik, Biyoloji, Ekonomi, Miihendislik ve diger bilim dallarinda
ortaya ¢ikan cesitli problemler fark denklemlerinin kullanimi ile formiile edilebilir.

Bu boliimde, literatiirde var olan bu uygulamalarin bazilarini ele alacagiz.
3.1. Fark Denklemlerinin Biyolojiye Uygulanmasi (Fibonacci Dizisi)

Bu problem su sekilde ifade edilebilir: Her bir ¢ift (disi-erkek) tavsanin
dogduktan iki ay sonra yetiskin olacagi ve bundan sonra her ay yeni bir ¢ift tavsan

dogurmaya baslayacag: disiiniiliirse, bir ¢ift yetiskin tavsan bir yilda kag¢ ¢ift yavru

diinyaya getirir?

Tablo-3.1: Tavsan’ 1n Popiilasyon Biiyiikliigii

Ay 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

Ciftler | 1 2 3 5 8 | 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233 | 377

Birinci ¢ift ilk ayin sonunda, bir ¢ift yavruya sahiptir ve bu durumda 2 ¢ift elde
ederiz. ikinci ayin sonunda, sadece birinci ¢ift yavru sahibi olacaktir ve bu durumda
3 ¢ift elde ederiz. Ugiincii aymn sonunda, ilk ve ikinci giftler yavru sahibi olacaktir ve
boylece bes ciftimiz olacaktir. Bu sekilde devam edilirse, Tablo-3.1. yi elde edilir.

Eger F (n), n ay sonundaki tavsan c¢iftlerinin sayisi ise, bu modeli temsil eden

bagint1 ikinci mertebeden lineer fark denklemi ile ifade edilebilir.
F(n+2)=F(n+1)+F(n), F(0)=1, F(1)=2, 0<n<10

Bu 6rnek asagida verilen Fibonacci dizisinin 6zel bir durumudur. Fibonacci dizisi;
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F(n+2)=F(n+1)+F(n), F(0)=0, F(1)=1, n>0 (3.1

seklindedir. 1lk 13 terim 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 ve 377 olarak

verilmistir ve tavsan probleminde belirtilmistir.

(3.1) denkleminin karakteristik denklemi

A =A-1=0

olur ve boylelikle kokleri

olarak elde edilir.
(3.1) denkleminin genel ¢oziimii n > 1 igin

F(n)=a,A' +a,A

F(n)=a1(l+\/§jn +a2(1—\/§j"

2 2

olarak elde edilir. Baslangi¢ degerleri olan F(0)=1 ve F(1)=2 yardimiyla a, ve a,

katsayilari
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olarak bulunur. (3.1) denkleminin genel ¢6ziimii

F(n)—LH”\Ejn (l_ﬁj’l—i(ﬂf —a), =1

5 2

seklindedir.

3.2. Fark Denklemlerinin Olasihga Uygulanmasi (Kumarbazin Iflasi)

Bir kumarbaz, 0 < ¢ <1 iken herhangi bir oyunda $1.00 kazanma olasiliginin
g bilinen degeri ve $1.00 kaybetme olasiliginin 1—¢g bilinen degeri oldugu bir dizi

oyunu rakibine kars1 oynamaktadir. N dolar para elde etme amacina ulasirsa veya
tiim parasim1 kaybederse kumar oynamayi birakacaktir. Eger kumarbazin parasi
biterse iflas ettigini soyleyecegiz. Kumarbazin n dolar paraya sahip olmasi

durumunda iflas etme olasilig1 p(n) olsun. Kumarbaz iki sekilde iflas ettirilebilir. Tk
olarak, bir sonraki oyunu kazandiginda, bu olayin olasilif1 ¢ dur, bu durumda serveti
n+1 olacaktir ve iflas etme olasiligi p(n+1) olacaktir. ikinci olarak, bir sonraki
oyunu kaybettiginde, bu olaym olasiligi 1-¢g dur ve iflas etme olasiligi p(n—1)

olacaktir. Dolayisiyla, toplam olasilik teoremi uygulanarak
pln)=gp(n+1)+(1-q)p(n-1)

elde edilir. » yerine n+1 yazip diizenlersek

p(n+2)—lp(n+1)+ (I_Q)p(n)z 0,n=0,1,..,N,
q q




olarak bulunur. p(O) =1 ve p(N ) = 0 ile karakteristik denklem

LN Il A

q q

seklinde elde edilir ve karakteristik denklemin kokleri

/R " S ——
2g 2¢q q
1 1-2gq

2 :———:1
29 2q

seklindedir. Bu durumda ¢q # % olmak iizere genel ¢6ziim

on)=a + (1‘7‘@

olarak elde edilir. p(0)=1, p(N)= 0 baslangi¢ sartlar: kullanilarak

a, +a,=1

1 N
a, +a2(—qJ =0
q

elde edilir. Boylece

17



Ve

olarak bulunur. Buradan

18

p(n)= (l_qq] _(l_qu (3.2)

elde edilmis olur. ¢ :% oldugu zamanki 6zel durum ayr1 olarak ¢6ziilmelidir; ¢iinkii

bu durumda A, = 4, =1 tekrarlanan kokleri elde ederiz. Adil bir oyun oldugu zaman

bu durum kesinlikle gerceklesir. Bu durumda genel ¢6ziim

p(”) =¢ ten

seklinde ifade edilir ve baslangi¢ kosullarini kullandigimiz zaman
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(3.3)

denklemini elde ederiz.
Ornegin eger birisi $4 ile oyuna baslarsa, 1 dolar kazanma olasilig1 0.3 tiir, parasi

biterse ya da toplam $10 para kazanirsa kumar oynamay1 birakacaktir. Boylelikle

n=4, q=0.3 ve N =10 iken iflas etme olasiligi;

olarak bulunur.

Ote yandan eger ¢ = 0.5, N =$100.00 ve n =20 ise o zaman (3.3) denkleminden

20
20)=1-=2 208
p(20) 100

elde edilir. O halde ¢ <0.5 ve N - o ise (1.2) ve (1.3) formiillerinin her ikisinde

de p(n) olasiligr 1’e yaklagsmaktadir ve kumarbazin iflas etmesi kesindir.

Kumarbazin kazanma olasilig
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1_[1—61j
e ) s
pn)=1-p(n)= 1_(1—61

q

n

— =0.5

N q

olarak verilmektedir.

3.3. Fark Denklemlerinin Ekonomiye Uygulanmasi (Milli Gelir)

Kapitalist bir iilkede belirli » zaman dilimindeki milli gelir ¥ ()
Y(n)=C(n)+ 1(n)+ G(n), (3.4)
seklinde yazilabilir.

C(n): Tiiketim mallarimin satin alinmast igin yapilan tiiketici harcamalari

1 (n) Sermaye malzemelerini satin almak i¢in yapilan (milli gelirdeki artis
sebebi ile saglanan) 6zel yatirim artisi
G(n): Kamu harcamalarin1 géstermektedir.

n genellikle yil olarak hesaplanmaktadir.

Simdi ekonomistler tarafindan yaygin olarak kabul edilen bazi varsayimlari

inceleyelim:

1. Tiiketici harcamalart olan C(n), bir 6nceki n—1 yilindaki milli gelir

Y (n — 1) ile orantilidir.
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C(n)=a¥(n-1) (3.5)
Burada genellikle « > 0 marjinal tiiketim egilimi adin alir.
2. Ozel yatirim artis1 [ (n), tilkketimdeki artis C (n)— C (n — 1) ile orantilidir.
1(n)= plC(n)~C(n-1)] (3.6)
Burada g >0 fonksiyonel bagint1 katsayisidir.

3. Son olarak, kamu harcamalar1 G(n), yillar boyunca sabittir ve bu sabit

birimi
G(n) =1 (3.7)

olarak alinz. (1.5), (1.6) ve (1.7) denklemlerini (1.4) denkleminde yerine

koydugumuzda ikinci dereceden fark denklemi elde edilir. Bu denklem
Y(n)—a(l+B)Y(n-1)+apY(n-2)=1
seklindedir ve diizenleme yapilarak
Y(n+2)-a(l+ B (n+1)+apY(n)=1, neZ" (3.8)

seklinde ifade edilebilir. Bu denklemin tek denge noktasi vardir. Bu denge noktasi
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olarak bulunur. Bu denge noktasinin asimptotik kararli olmasi ancak ve ancak

asagidaki kosullar altinda gergeklesir

a<l, l+a+2a08>0 ve af<l (3.9)

2. esitsizlik her zaman saglamaktadir; ¢linkii @ ve S pozitif sayilardir. Bu durumda

milli gelirin denge noktasi olan )_’, ancak ve ancak (1.9) da belirtilen kosullar altinda

lokal asimptotik kararli olur. Ayrica milli gelir olan Y (n)

o< (132)2 (3.10)

sart1 saglandig1 zaman denge durumu olan Y etrafinda salmmhidir. Bu demektir ki

(1.8) denkleminin karakteristik denklemi olan
2 —a(l+p)A+ap =0,

denkleminin hicbir kokii pozitif reel say1 degildir.

Ornegin o = %, B =1olsun, o halde Y=2 (Y =2xG(n)) olacaktir. Bu

durumda (3.9) ve (3.10) kosullar1 saglanmaktadir. Dolayisiyla milli gelir Y (n),

baslangig geliri olan Y(0) ve Y (1) degerlerine bakilmaksizin her zaman Y =2 denge

noktasina salinimli bicimde yaklasmaktadir.
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3.4. Fark Denklemlerinin Iletisime Uygulanmasi (Bilginin Aktarimi)

Bir sinyal sisteminin telgraftaki nokta ve ¢izgiler gibi s, ve s, seklinde 2
sinyale sahip oldugunu varsayalim. Mesajlar ilk olarak bu iki sinyalin karakter dizisi

ya da serisine kodlanmasi ile gonderilmektedir. s, in tam olarak aktariminin
yapilabilmesi i¢in, n, birimlerine, s, nin de #, birimlerine ihtiya¢ duydugunu kabul
edelim. M (n) de n siiresi boyunca olas1 mesaj serilerinin sayisi olsun. n ya s, ya
da s, sinyali ile sonlanmaktadir. Eger mesaj s, ile biterse son sinyal n—n, de
baslamalidir. Boylelikle son s, in eklenebilecegi M(n—n,) kadar olasi mesaj
bulunmaktadir. Yani s, ile biten n siiresinde M(n—n,) mesaj bulunmaktadr.
Benzer sekilde s, ile biten n siiresinde M(n—n,) mesaj bulundugu sonucuna

ulagilabilir. Sonug olarak n siiresinde M (n) mesajlarin toplam sayist olmak iizere

M(n)zM(n—n1)+M(n—n2)

seklinde verilebilir. Eger n, > n, ise o zaman yukaridaki denklem »,” inci dereceden

benzer sekliyle yazilabilir.
M(n—i—nl)—M(n-i-n1 —nz)—M(n)zo

Diger taraftan eer n, <n, ise o zaman n,’ inci dereceden denklem elde ederiz.

Denklem ise
M(n+712)—M(n+112 —nl)—M(n):O

seklindedir. n, =1 ve n, =2 olarak alindiginda 6zel bir durum ortaya ¢ikmaktadir.

Bu durumda



M(n+2)-M(m+1)—M(n)=0
veya
M(n+2)=M(n+1)+M(n)
elde edilir ve bu bir Fibonacci dizisidir.

Genel ¢oziim

M(n):al(lJr\/gj +az(#j , n=0,12,...,

2

seklinde verilir.

24
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4. BOLUM

1- L S .
X, = Aﬂ RASYONEL FARK DENKLEMININ COZUMLERI VE
+X,

BILGISAYAR UYGULAMALARI

Bu bolimde Ae(—oo,—l), k ve m pozitif tamsaylar, k>m ve

X 4y Xy € (— oo,O] sartlar1 altinda

—tm =01, (4.1)

fark denkleminin negatif ¢oziimlerinin lokal asimptotik kararliligi, 2 periyotlu

¢Ozilimleri, invariant aralig1 ve denge noktasinin global ¢ekiciligi incelenmistir.

(4.1) denkleminin karakterinin incelenmesi icin tek negatif denge noktasini

elde edelim:

S xA+x =l-x
x=——== _, _
A+x X +(4+1)x-1=0
oldugundan
= —(A+1)=J(4+1) +4
x:(+) (A+1) (4.2)

2

elde edilir.
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(4.1) denkleminin karakteristik denklemi elde edelim:

flu,v)= (4.3)

olmak lizere

== = x,x]=-
ou A+v ou

g 1 of ()_C,_) 1

(4.4)
g: u_lz 31()_@;):— l_fz
ov (A+v) ov (A+x)
seklindedir. Buradan,
-, _
xA+x =1-x
Ad+x)=1-%
l-x - 1—x x
—=x= - =
A+x ( A+ x) A+x
oldugundan
I (e x)=*
ov A+x
elde edilir. Bu durumda x denge noktas1 civarindaki lineer denklem
1 x
yn+1+—_yn—m +—_yn—k :0 (45)

A+x A+x

seklindedir. Tanim 1.6 ve Teorem 1.3 den karakteristik denklemin
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A e X g (4.6)
A+x A+x

oldugu agiktir.

Teorem 4.1. A< -1 ise (4.1) fark denkleminin negatif denge noktasi olan

— 1+ 4)-(1+4) +4
X = (+ ) 2( * ) * lokal asimptotik kararlidir.

Ispat. (4.5) denkleminde p = =—2_ dir. Ayrica
A+x A+x

oldugundan Teorem 1.3 e gore (4.1) fark denkleminin negatif denge noktas1 lokal

asimptotik kararl olur.

Teorem 4.2. (4.1) fark denkleminin 2 periyotlu negatif ¢éztimleri yoktur.

Ispat. (4.1) fark denkleminin ¢oziimlerinin ¢ ve ¢ seklinde 2 periyotlu

oldugunu kabul edelim. Bu durumda diisiiniilmesi gereken dort durum vardir:

o =X, dir. Ayrica (4.1) fark

(a) Eger £ ve m tek ise bu durumda x ,, =x

denkleminde » yerine 2n yazilirsa

esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa
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. . [ 1-x
limx,,,, = lim| ——2*"
n—»w0 n—oo A + x2” .

1-¢ -
= — a =
¢ A+¢§y ¢ A+
olur. Buradan
4+ ¢> =1—
prg ? S (p-p At grpr1)=0
pA+¢’ =1-¢

elde edilir. Yukaridaki esitlikte ikinci c¢arpan sifir olamayacagi i¢cin ¢ = ¢ dir ve

kabuliimiizle ¢elisir. Yani (4.1) fark denkleminin £ ve m tek say1 iken iki periyotlu
negatif ¢6ziimii yoktur.

(b) Eger k ve m ¢ift ise bu durumda x, =x,_, =x,_ dir. Ayrica (4.1) fark
denkleminde n yerine 2n yazilirsa

esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

. . [ 1-x
limx,, , = lim| ——2"
n—»o n—oo A + x2nfk

p=—"% yada p=1"7
A+ A+¢

olur. Buradan



A+ op=1-¢
pA+pp=1-¢

= (p-p)4-1)=0

29

elde edilir. Benzer sekilde, yukaridaki esitlikte ikinci ¢arpan sifir olamayacagi igin

¢ = ¢ dir ve bu da kabuliimiizle celisir. Yani (4.1) fark denkleminin £ ve m ¢ift

say1 iken iki periyotlu negatif ¢oziimii yoktur.

(c) Eger k ¢ift, m tek ise bu durumda x, =x, ,, x

fark denkleminde » yerine 2n yazilirsa

esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

olur. Buradan

1 —
limx,,, = lim( Z2nm j
n—w n—w A + x2n—k
-4 l-¢
= a =
¢ A+ y ¢ A+ ¢

pA+dp=1-¢
pA+pp=1-¢

= (¢-p)d+1)=0

=x, , dir. Ayrica (4.1)

elde edilir. Benzer sekilde yukaridaki esitlikte ikinci ¢arpan sifir olamayacagi icin

¢ = @ dir ve bu da kabuliimiizle ¢elisir. Yani (4.1) fark denkleminin & ¢ift ve m tek

say1 iken iki periyotlu negatif ¢oziimii yoktur.
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(d) Eger k tek, m cift ise bu durumda x, , =x, ,, x, =x,_, dir. Ayrica (4.1)

fark denkleminde » yerine 2n yazilirsa

esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

olur. Buradan

. . [ 1-x
limx,, , = lim| ——2"
n—»o0 n—oo A + x2nfk

¢=1; yada ¢ = 1-¢
A+ ¢ A+

pA+¢> =1-¢

¢A+¢2=1—¢j(¢‘¢)(‘4+¢+¢—1)=o

elde edilir. Benzer sekilde yukaridaki esitlikte ikinci ¢arpan sifir olamayacagi icin

¢ = @ dir ve bu da kabuliimiizle ¢elisir. Yani (4.1) fark denkleminin k£ tek ve m cift

say1 iken iki periyotlu negatif ¢oziimii yoktur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Lemma 4.1. 4 < -1 olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) —l<x=

2
(1+A4)—+/(1+ 4) +4<0d1r.

2
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(b) Eger u,ve (— O0,0] ise 0 zaman f (u,v) fonksiyonu u’ya gore kesin artan,

v’ye gore kesin azalan bir fonksiyondur.

Ispat.

(a) A<-11gin —1< x<0 oldugu agiktir.

Sluv)= STy

CA+v ou A+v

(b)

1—u :g: u—12<0
A+v ov (A+v)

flu,v)=

oldugundan f (u,v) fonksiyonunun u’ya gore kesin artan, v’ye gore kesin azalan

oldugu agiktir.
Lemma 4.2. Aec (— 00, _1;\/5} olsun. Eger i=—-k,—k+1,...—m—1 i¢in
X; € (— oo,O], V€ Xy, X |y X_, € [A,O] iseozaman n=12,... igin 4 <x, <0 dur.
Ispat. 4 ¢ [— o, _1;\/5} oldugundan
< 1-4
A

yazilabilir. Buradan
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1-4 1-4 1-x 1
AL < <x = = <0
A A+x_, A+x_, A+x,

ASI_A 1-4 < =, < 1 <0

A A+x ., A+x ,,, A+x,,

ASI_AS 1-4 <x = l-x, < 1 <0
A A+x—k+(m—1) A+x—k+(m—1) A+x—k+(m—1)
ASI_A< 1-4 1-x, 1 <0

elde edilir. Bu durumda (4.1) fark denkleminin ¢6ziimlerinin n=1,2,... igin

A< x, <0 seklinde oldugu goriiliir.

~1-+/5
2

Teorem 4.3. A e [— o0, } ise (4.1) fark denkleminin invariant araligi

[4,0] dur.
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ispat. x_,,..,x,x, €[4,0] olsun. Lemma 4.1 den f(u,v) fonksiyonunun

u,ve (— oo,O] icin u’ya gore kesin artan, v’ye gore kesin azalan oldugu aciktir. O

halde

l_xfm 1

%= e =) < S04)= 2 <0
=X G[A,O]

l_xfm 1- 4
i :A-i-x_k :f(x_m’x—k)>f(A,0): y > 4
= e ) < f(0,4) =5 <0
2 A+ X 4 —m+1 0 M k41 , o

=X, e[A,()]

l_x—m+ 1 4
% :m:f(xmﬂ’xkﬂ)>f(A,O): y > 4

1_x—m+ - {
= = )< £0.4)= 7 <0

=X, e[A’O]

l_xfer — l_A
K :Tx(il):f(x—m+(k—1)’x—1)>f(A,O):TZA
x :m:f(x x,)< (0 A):L<0
k+1 A+x0 k=1°-%0 5 o

:xk+1 G[A,O]

X1 = 1-x,, :f(xkfl’x0)>f(A,O): 1-4 > 4

A+x,

Boylece iterasyon yardimiyla (4.1) fark denkleminin tiim ¢éziimlerinin n > 1

icin x, € [A,O] araliginda oldugu ispatlanmais olur.
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~1-+/5
2

Teorem 4.4. A e [— o0, } ise (4.1) fark denkleminin tek negatif denge

noktast S =[4,0]""" kiimesinde global ¢ekicidir.

Ispat. (xfk,...,xfl,xo)e S olsun. Agik¢a goriilmektedir ki (4.3) de tanimlanan

stirekli fonksiyon [A,O] invariant araliginda u’ya gore artan v’ye gore azalan bir

fonksiyondur. m,M €1

sistemin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda

l-m=m(A+M)
1-M =M(4+m) = (m—M)4+1)=0

esitligi elde edilir. Burada 4+1<0 oldugundan m = M elde edilir ve Teorem 1.4

den limx, = x oldugu sonucuna varilir ki bu da (4.1) fark denkleminin negatif denge

n—>0

noktasinin global ¢ekici oldugu anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanmustir.

~1-+/5
2

Teorem 4.5. A€ [— o0, } ise (4.1) fark denkleminin tek negatif denge

noktast S = (—0,0]" x[4,0] kiimesinde global ¢ekicidir.

Ispat. (xfk,...,xfl,xo)eS olsun. Lemma 4.2 den n=12,..,k,k+1,.. icin

x,€[4,0] ve Teorem 4.4 den limx,, =x oldugunu biliyoruz. (4.1) fark

n—0

denkleminin ¢éziimleri incelendiginde
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A<x = ERETRY)
A+x
1-
A<x, = il < ()
A+x—k+l
A<x, = 1-x, <0
A+X_ 4y n)
1-
A<x, = T <o
A+x—k+m
I-x
A<x, =——ml g
+x
1
A<x,, =—mk <
A+x,

seklindedir. (4.1) fark denkleminin ¢éziimleri Lemma 4.2 de gosterildigi gibi [A,O]

invariant araligindadir. Ayrica n >k +1 i¢in



A<xk+2=%<0
A<xk+3:%<0
A<xk+4=%<0
A<xk+5:%<0

36

elde edilir. Bu durumda limx, =x oldugundan agikca limux, =x oldugu

n—>x0

gorilmektedir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.1.1. (4.1) fark denkleminin negatif denge noktasi olan x, Lemma 4.1

sartlar1 altinda —1 < x<0 dir.

Tablo-4.1
A x A x
—-1.1 —-0.95125 -31.1 —-0.03319
-3.1 -04 -33.1 -0.03112
-5.1 —-0.2309 —-35.1 —-0.0293
-7.1 —0.15975 -37.1 —-0.02768
-9.1 —-0.12163 -39.1 —-0.02623
-11.1 —0.09806 -41.1 —-0.02492
—-13.1 —-0.08209 -43.1 —-0.02374
—-15.1 —-0.07057 -45.1 —-0.02266
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-17.1 -0.06187 -47.1 —-0.02168
-19.1 —0.05508 -49.1 —-0.02078
-21.1 —-0.04963 -51.1 —-0.01995
-23.1 —-0.04516 -53.1 -0.01919
-25.1 —-0.04142 -55.1 -0.01848
-27.1 —-0.03826 -57.1 —-0.01782
-29.1 —-0.03554 -59.1 -0.01721

Ornek 4.1.2. (4.1) fark denkleminde m=4, k=5 ve A=-1.65 olmas! durumunda
baslangi¢ sartlarn x , =0, x,=-1.6, x,=-1.5, x,=-14, x,=-13 ve
x, =—1.2 iken elde edilen fark denkleminin ¢oziimleri Lemma 4.2 sartlar1 altinda

n=12,.. i¢in A<x, <0 olur. Bu durum Sekil- 4.1 de agik¢a goriilmektedir.

Tablo-4.2: x, Coziimleri

n X, n X,
1 —1.57576 16 —0.75527
2 —-0.76923 17 —-0.65709
3 -0.7619 18 -0.7916
4 —-0.7541 19 —-0.70861
5 —0.74576 20 —-0.7264
6 -0.90377 21 —0.73872
7 —0.54847 22 —-0.6889%4
8 —-0.72829 23 —-0.77657
9 -0.72727 24 —-0.69979
10 —-0.72616 25 —0.73196
11 —0.79464 26 -0.73166
12 —-0.60635 27 —-0.70705
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13 -0.78613 28 —0.75956
14 —0.72626 29 —0.70049
15 -0.72611 30 —0.73707
Sekil- 4.1
x(n)
0 T T T T
0290 10 15 20 25 30 35
0,4
o /\*\/\/'—W“N"—M
0,8 P o a0 & © »>
A / ‘—o—x(n)‘
1,2
1,4
1,6

-1,8

Ornek 4.1.3. (4.1) fark denkleminde m=3, k=4 ve A=-1.61803 olmasi

durumunda baslangi¢ sartlari

x,=0,

x5, =-0.1,

x,=-02,

x,=-03 ve

x, =—0.4 iken elde edilen fark denkleminin ¢6ziimlerinin invariant araligt Teorem

4.3 sartlar1 altinda [A,O] dir. Bu durum Sekil- 4.2 de agikg¢a goriilmektedir.

Tablo-4.3: x, Coziimleri

n xl’l n xl’l

1 —0.67984 16 —-0.73775
2 —0.69847 17 —0.74459
3 —0.71506 18 -0.72192
4 —-0.72991 19 —0.74941
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5 —0.83241 20 —0.73484
6 —0.73915 21 —0.74055
7 —0.74036 22 —0.72882
8 —0.74147 23 —0.74762
9 —0.78043 24 —0.73279
10 —0.70973 25 —0.73976
11 —0.73832 26 —0.73299
12 —0.73841 27 —0.74467
13 —0.75458 28 —0.73248
14 —-0.71284 29 —0.74006
15 —-0.74678 30 —0.73501
Sekil- 4.2
x(n)
0 T T T T T

010 5 10 15 20 25 30 5

-0,2

-0,3

0,4

05 | —e—x(n)

-0,6

0,7 | *o

08 [ AR e e e e

-0,9

Ornek 4.1.4. (4.1) fark denkleminde m=3, k=4 ve A=-6 olmast durumunda

baslangic sartlann x , =-5, x ;=—4, x,=-3, x, =-2 ve x,=-1 iken elde

edilen fark denkleminin tek negatif denge noktasi olan x=-0.19258 Teorem 4.4

sartlar1 altinda global ¢ekicidir. Bu durum Sekil- 4.3 te acik¢a goriilmektedir.




Tablo-4.4: x, Coziimleri

40

n X, n X,
1 —0.45455 16 —-0.19257
2 -04 17 —-0.19257
3 —-0.33333 18 —-0.19267
4 -0.25 19 —-0.19259
5 -0.20779 20 —0.19258
6 -0.2169 21 —0.19258
7 —-0.20833 22 -0.1926
8 —-0.19737 23 —0.19258
9 —-0.19325 24 —0.19258
10 —-0.19603 25 —0.19258
11 —0.19436 26 —0.19258
12 —0.19286 27 —0.19258
13 —0.19254 28 —0.19258
14 —-0.19312 29 —0.19258
15 —-0.19276 30 —0.19258




Sekil- 4.3

41

x(n)

-0,05 9

an

N
()]
w
[«n)

-0,1

-0,15
-0,2

2 -0 6 6-0-0-0-0-0-0-0-06-0-00-0-06-06-60-0-09o

-0,25

—e—x(n)

-0,3
-0,35 ’/

0.4 //

-0,45

-0,5

Ornek 4.1.5. (4.1) fark denkleminde m =1, k=2 ve A=-4 olmasi durumunda

baslangic sartlart

x,=-06, x,=-03 ve x,=0

iken elde edilen fark

denkleminin tek negatif denge noktasi olan x =-0.30278 Teorem 4.4 sartlar1 altinda

global ¢ekicidir. Bu durum Sekil- 4.4 te agikca goriilmektedir.

Tablo-4.5: x, Coziimleri

n Xy n Xy

1 —0.28261 16 —-0.30275
2 —-0.23256 17 —-0.30279
3 —-0.32065 18 —-0.30277
4 —0.28781 19 —-0.30278
5 —-0.31202 20 —-0.30277
6 —-0.29806 21 —-0.30278
7 —-0.30599 22 —-0.30277
8 —-0.30103 23 —-0.30278
9 —0.30386 24 —-0.30278
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10 —-0.30214 25 —0.30278
11 —0.30315 26 —0.30278
12 —0.30255 27 —0.30278
13 —0.30291 28 —0.30278
14 —-0.3027 29 —0.30278
15 —0.30282 30 —0.30278
Sekil- 4.4
x(n)
0 T T T T T
0,05 10 15 20 25 30 35
-0,1
-0,15
A
-0,25
0,3 / \ P N S S S S S 0 D S S S S NS D S S
-0,35
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada; Ae(—oo,—l), k ve m pozitif tamsayillar, k>m ve

X peer Xy € (— 00,0] olmak iizere

1—-x

n—m

ntl = A + Xnik

fark denkleminin lokal asimptotik kararliligi, iki periyotlu ¢oziimleri, invariant
aralig1 ve global ¢ekiciligi incelenmistir. Bu ¢alismanin 1s181inda bu fark denkleminin
katsayilar1 genellestirilerek denge noktasinin global asimptotik kararliligi ve global

cekiciligi incelenebilir.
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