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OZET

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi
verdik.

Ikinci boliimde, ¢alismamiz igin gerekli temel kavramlar hakkinda bilgi verdik.

axn—l
t t
B+ 7[2 Xy o j(H Xy o J
k=l P

denkleminin p ve q degerlerinin bir olmasi durumuna gore global asimptotik kararlilig

Ucgiincii boliimde, x, = , n=20,1,2,. fark

incelenmistir.
Dordiincii boliimde, B, p, q pozitif ve a, y negatif olmayan reel sayilar ve baslangi¢

kosullart x ,,,., x_,,x_, ve x, gibi negatif olmayan reel sayilar olmak tizere

B Cn=012..

B+ 7/(2)55—21; j(lj xZ—zkj

fark denkleminin ¢dziimlerinin global asimptotik kararlilig1 incelenmistir.

X

n
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SUMMARY

This study consists of four sections:

In the first section, we give some information about some difference equations
studied before.

In the second section, we give information about necessary concepts for our study.

In the third section, we investigate the global behaviour of the difference equation

ox
X

n

= t = t ,n=0,1,2,.
B+ 7(2 X ok J[H X o j
k=1 k=1
when p and q parameters are equal to one,
In the fourth section, we investigate the global behaviour of the difference equation

ox
X

n

-1
= t e ,n=0,1,2,.
p q
ﬂ+ }/(Z xn—2k j[Hankj
k=1 k=1
where the parameters o,y are non-negative and B,p,q are positive real numbers and the
initial conditions x _,,,.., x_,,x_, and x, are non-negative real numbers.

Key Words: Rational Difference Equations, Oscillation, Stability
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1.BOLUM

Giris

Fark denklemlerinin yeni ¢alisma alanlarindan olan global asimptotik
kararlilik ile ilgili literatiirde son yillarda yapilmis oldukca fazla sayida calisma

vardir. Bunlar1 ayri-ayr1 bagliklar altinda ve tarih sirasi ile 6zetleyelim:

Camouzis ve Ladas (1994), B € (0,0) ve baslangic kosullart x ,, x,keyfi
p,

pozitif sayillar olmak {lizere x, ., =T n=012,. fark denkleminin
+x,_,

¢Oziimlerinin davranigini incelemislerdir.

Zheng (1996), yaptigi calismada; o€ (0,1)U(l,0) iken x, 6 = arx, ,
X

n—1I

n=0,1,2,... denkleminin pozitif ¢coziimlerinin periyodik olmadigini1 onaylamstir.

Feuer, Janowski ve Ladas (1997), baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel

M, n=012,.. Lyness

n—1I

sayilar ve B parametresi reel bir say1 olmak tizere x

n+tl

tipi fark denkleminin davranigini incelemislerdir.

Amleh , Grove ve Ladas (1998), yaptiklar ¢alismada; a €[0,0) ve x_,,X,

baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere x,,, = o + Yoot , n=01.2,.. fark
X

n

denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global kararliligini, sinirli karakterini ve sinirh

dogasini incelemislerdir.

Devault, Ladas ve Schultz (1998), A €(0,%)iken an:iJr ! ,

X X,

n

n=2012,.. fark denkleminin tiim pozitif ¢oziimlerinin iki ¢6ziimlii bir periyotta

birlestigini gdstermislerdir.



Devault, Ladas  ve Schultz (1998), yaptiklar caligmada;
A,B,p,qe (0,0)iken pozitif parametreler ve pozitif baslangic kosullar1 ile

A B . g - . .
Xy =—5 +——, n =012, fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin simrl olabilmesi
xn Xn—[

icin gerek ve yeter kosullari incelemislerdir.

Devault ve Galminas (1999), yaptiklar1 ¢alismada; x ,x,,A €(0,0) ve

p>1 igin x :ier%p, n=0,12,.. denkleminin pozitif denge noktasinda
X xn—]

n

global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

El-Metwally, Grove ve Ladas (2000), yaptiklar1 ¢alismada; x ,, = z 4 ,

i=0 xn—2i

n=0,12,.. fark denkleminin pozitif ¢Ozlimlerinin iki ¢6ziimlii bir periyotta

birlestigini gdstermislerdir.
Kosmala, Kulenovic, Ladas ve Teixeira (2000), yaptiklar1 ¢alismada; pozitif

. +
parametreler ve baslangi¢ kosullart ile y, ., = M, n=0,12,. fark
qyn + yn—l

denkleminin ¢6ziimlerinin global kararlili§ini ve periyodikligini belirlemislerdir.
Mishev ve Patula (2000), yaptiklar1 ¢alismalarinda; A >0, k>2 ve n2>2k

+ ynyn—Z “‘yn—(Zk—2)
YVoiVnz---Vu(26-1)

fark denklemini incelemisler ve bu denklemin sifir

lgln yn+1 = A

olmayan c¢oziimlerinin y=1+A denge noktasinda global asimptotik kararl

oldugunu gostermislerdir.

i x", 0<x<l1l |
Sarris (2000), yaptig1 calismada; a,b>0 ve f(x)= . iken
X, 1<x<w

/()

n—1I

, n>1, x,,x_, >0 fark denkleminin ¢oziimlerinin global davranisi ile

ilgilenmigtir. Tiim ¢oziimlerin siurliligi, direngliligi ve periyodikligi icin gerekli ve

yerli kosullar1 kurmus, salinimsal davranisini incelemistir.



El-Owaidy ve Afifi (2000), yaptiklar1 calismada; a veb  periyodik kiimeler

. a,+b,x e .
olmak iizere x,,, =——=", n=0,1,2,... fark denkleminin ¢dzlimlerinin davranigini

‘xn—k

incelemislerdir.

2
atbx, 012 fark

n+l = 2
n—1I

Zhang, Shi ve Gai1 (2001), a,b €[0,0) i¢in x

denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global ¢ekiciligini gostermislerdir.
Aboutaleb, El-Sayed ve Hamza (2001), yaptiklart ¢calismada; a>0 , B,y >0

olmak iizere x, :a——,b’xn’ n=20,,2,. fark denkleminin global asimptotik
7/+‘xn—1

kararliligini incelemisler ve tek pozitif denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi igin

gerekli olan sartlar1 belirlemiglerdir.

Yan, Li ve Sun (2001), yaptiklar1 calismada; a>0 , B,y >0 ,k >1olmak
a— P,

7/ _xn—k

lizere x , n=0,12,... fark denkleminin global asimptotik kararliligini

n+tl

incelemisler ve tek pozitif denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan

sartlar1 belirlemislerdir.
Grove, Ladas, Predescu ve Radin (2002), tarafindan yapilan ¢aligmada; tiim
parametreler a,vy,d,A,k,1 ve baslangic kosullar1 negatif olmayan reel sayilar olmak

A+ )X, gyt X, 5
A+x, 5

uzere x ., =

il , n=012,. fark denkleminin c¢oziimlerinin

global kararlilig1, sinirlilig1 ve periyodik karakteri gosterilmistir.
Mestel (2002), yaptigi calismada; f e C'([0,0),[0,0)) ve her neZ igin
_S)

n+l —
n—1

X, €(0,0) olmak Tlzere x Ikinci mertebeden fark denklemini

incelemistir. p <5 olma durumunda tiim ¢dziimlerin p periyoduna sahip olmasi igin

f ’e ait gerek ve yeter kosullar1 bulmustur.



Yan ve Li (2002), yaptiklar1 calismada; o>0, B,y >0 olmak {izere
a - ﬂxﬂ

x,.,, =——, n=012,. fark denkleminin global asimptotik kararliligini
}/ - A:n—l

incelemisler ve tek pozitif denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan

sartlar1 belirlemislerdir.

xn—Z

Patula ve Voulov (2002), x, =1+

, n=0,12,... fark denkleminin tiim
n-3

pozitif ¢ézlimlerinin iki ¢6ziimlii bir periyotta birlestigini gdstermislerdir.

Stevic (2002), k pozitif bir tamsay, 1=0,...,k iken a,, p, €(0,0) ve

k
.. . a,
X, keyfi pozitif sayilar olmak lizere x,,, = E x’i' ,
i=0 —i

n—i

baslangic kosullart x_, ,x

—k+1 2000
n=20,1,2,... seklindeki fark denklemini {izerine bir inceleme yapmuistir.

Yan ve Li (2003), yaptiklar calismada; o ve x_,,Xx, baslangi¢ kosullar keyfi

xn—]
X

n

reel sayilar olmak iizere x  , =a — , n=0,12,... fark denkleminin ¢ézlimlerinin

n+l

global asimptotik kararliligini, global c¢ekiciligini, smirli karakterini, periyodik
dogasim1  ve  karmasik  davramisimi  incelemislerdir.  Beklendigi  gibi

a<-1,0=-1,-1<a<l,l<a<2,2<0a<3vea>3 alarak 6 durumda

denklemin ¢6ziimlerinin farkli hareketinin meydana geldigini géstermislerdir.
Abu-Saris ve Al-Jubour1 (2003), yaptiklar1 ¢alismada; f(0,00) < (0,00) ve
M , n=012,..

xn—]

X_;,X, pozitif reel sayilar olmak lizere x, , = . fark denkleminin

periyodikligini incelemislerdir.

Yang, Lai, Evans ve Megson (2003), yaptiklar1 calismada;

2
.. a+bx ,+cx
a,b>0,c,d>0 i¢in x, = nl n-l

, n=0,12,... fark denkleminin negatif
d—-x,,

olmayan denge noktasinin global ¢ekici oldugunu gostermislerdir.



Afifi (2003), yaptig1 calismada; negatif olmayan parametreler ve pozitif

SO Ry g2,

il = , fark denkleminin
Bx, +Cx,_,

baslangic kosullar1 ile x

¢Oziimlerinin global karakterini incelemistir.

Berg (2004), yaptig1 calismada; parametreler ve baglangi¢ sartlar1 pozitif reel

a+ﬂxn+1+}ocn 7’120]2

) = , . ikinci mertebeden fark
A+Bx,, , +Cx,

sayilar olmak {izere x

n+l

denkleminin salinim serilerini incelemistir.

Afifi ve Ahmed (2003), yaptiklari gahismada; a€[0,0), ac(0,0) ve

_ a+0&xn +Q’xn71 +...+Ot’.xn7k+2
n+tl — 9
xn—k+1

ke{l,Z,...} olmak tizere x n=k-1k,. fark

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin degismez iligkilerini, sinirliligini, direncliligini,

tam salinimli ve yar1 donmeli olabilme durumunu incelemislerdir.

Angelis  (2003), yaptigt  ¢alismada; b, >0,x,>0,x, >0 iken

x, +b . I ..
=———"_ n=40,12,. otonom olmayan Lyness denkleminin ¢dziimlerinin
xn—]

X

n+l
sifirdan uzakta smirli oldugunu ve b kiimesi monoton ise sonsuzlugunu
belirlemiglerdir.

Camouzis, De Vault ve Kosmala (2003), yaptiklar1 ¢alismada; baslangic

. .. .. +Xx
sartlar1 ve p parametresi pozitif reel sayilar olmak tlizere x , = P X , n=012,..
X

n

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin davranisini incelemisler ve su ¢ikarimlari elde

etmislerdir. p parametresinin tiim pozitif degerleri icin tek denge noktasi olan X ye ait
X> =X+p esitligi vardir. 0<p<1 veya p=>2 ise denklemin tiim pozitif smirl
¢oziimleri pozitif denge noktast Xde birlesir. 0 <p<1 iken sinirsiz ¢oziimler
vardir. p > 2 iken pozitif denge noktas1 global asimptotik kararlidir. Calismada son

olarak 1<p <2 iken pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugu

varsayiminda bulunulmustur.



El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2003), a,B,y negatif olmayan reel sayilar

- ax .
olmak tizere x,,, = ﬂ+—H’ n=0,12,. fark denkleminin denge noktasinda
tx,

global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

Chatterjee, Grove, Kostrov ve Ladas (2003), tarafindan yapilan caligmada;

tim parametreler o,y,A,B ve baslangi¢ kosullart x _, ,x_, , X, negatif olmayan reel

+ .
sayillar olmak tizere x —M, n=012,. fark denkleminin

n+l —
A+Bx, +x,,

¢Ozlimlerinin global kararliligi, sinirliligr ve periyodik karakteri gosterilmistir.

Kalabusic ve Kulenovic (2003), yaptiklari ¢calismada; pozitif parametreler ve

yxnfl + 5xn—2

, n=0,1.2,... fark denkleminin
Cx, ,+Dx, ,

pozitif baslangic kosullar ile x, , =

global karakterini incelemislerdir.

Chang ve Stevic (2003), o,p negatif olmayan reel sayilar, g(x); [0,)

ﬂxn—l
1+g(x,)’

n=012,.. fark denkleminin negatif olmayan c¢oziimlerinin smirli karakterini,

araliginda tanimlhi stirekli bir fonksiyon olmak {lizere x,,,=a+

n

saliniml1 ve periyodik dogasini ve global ¢ekiciligini incelemislerdir.

Cima, Gasull ve Manosas (2004), tarafindan yapilan g¢alismada; negatif
olmayan katsayilar alinmak iizere k mertebesinden fark denklemlerinin periyodikligi

incelenmistir. Ayrica k<5 ve k=7,9,11 iken denklemin periyodikligi iizerine

sonuclar verilmistir.
Taixiang (2004), yaptig1 ¢alismada; k € {2,3,...} ,p parametresi ve baslangi¢

xn—k

sartlar1 pozitif reel sayilar olmak tizere x,,, = p+ , n=012,.. fark denkleminin

n

salinimsiz ¢éziimlerinin varligi sorusunu incelemistir.

Papaschinopoulos ve Shinas (2004), yaptiklari ¢aligmada; k bir tek sayi,

p,,n=0,1,2,... (k+1) periyodunun pozitif ardisiklig1 olmak iizere x, ,, = p, + x”—"‘,
X

n



n=0,1,2,.. otonom olmayan fark denkleminin pozitif ¢dziimlerinin sinirliligini,
periyodikligini ve cekiciligini, ayrica k=3 i¢in denklemin global asimptotik

kararliligin1 incelemislerdir.

Fan, Wang ve Li (2004), yaptiklar1 ¢alismada; bazi kesin kabuller altinda
X, =fx,,x,, ), n=12,..seklindeki yliksek mertebeden fark denklemini

diistinerek sinirli yar1 donmelerinin k’dan kiiclik veya esit uzunluga sahip oldugunu
elde etmislerdir. Bunu yani sira bazi 6zel kosullar saglandiginda fark denkleminin

stirekli oldugu sonucuna varmislardir. Ve denklemin global asimptotik kararlilig1 i¢in

a+Xk =012, fark
X

n

yeterli olacak kosullar verilmistir. Bu sonuglar x

n+l —

denklemine uygulandiginda denklemin global asimptotik kararliligi i¢in gerek ve

yeter olan kosullar elde edilmistir.

Kulenovic, Ladas ve Overdeep (2004), yaptiklar ¢alismada; baslangic sartlar

pozitif ve p, parametresi pozitif degerli ardisik iki kiimeyi ifade etmek tizere

x - - - o -
X, =D, +;—’1 fark denkleminin ¢oziimlerinin periyodik dogasini, simirh

n

karakterini ve global asimptotik kararliligin1 incelemislerdir.

Kalabusic, Kulenovic ve Overdeep (2004), yaptiklar1 calismada; pozitif

— ﬂxn—l + éxn—k

parametreler ve negatif olmayan baslangic kosullant ile x,,, ,
Bx, ,+Dx,,

n=0,12,... fark denkleminin global karakterini incelemislerdir.

Gibbons ve Overdeep (2004), yaptiklar1 calismada; iki ardisik periyoda sahip
ve pozitif degerli parametreler ve pozitif baslangic kosullar1 alinmak {izere

L T

X ., = , n=0,12,... fark denkleminin {ice boliinmiis davranisini ve global
n+l An + ann

asimptotik kararliligini incelemislerdir.

Hoag (2004), yaptig1 ¢alismada; Eger bir fark denkleminin saddle nokta olan
denge noktas1 varsa o denge noktasinda birlesebilen ¢éziimlerininde var oldugunu,

ikinci mertebeden bir denklemin bu ¢oziimlerinin monoton olmasi igin



gerekliliklerini belirtmistir. Bu sonuglart kullanarak saddle nokta olan denge

noktasina sahip rasyonel fark denklemlerini analiz etmistir.

Yang, Evans ve Megson (2004), tarafindan yapilan ¢alismada; Saris ve De

a}’l xn

Vault tarafindan ileri siiriilen, x ,, = , (n=012,. i¢in a,#0 ve x ,#0,

xn—l
x, #0 almmak kosulu ile) fark denklemi hakkindaki, iki acik probleme cevap

verilmigtir.

Zeng, Shi ve Zhang (2004), a,B,y>0,g(x);(—w,o)araliginda tanimh

stirekli bir fonksiyon olmak {iizere x, ,, = a——ﬁ’xn, n=0,12,.. fark denkleminin
y+g(x, )

global davranigini incelemislerdir.

EL-Owaidy, Ahmed ve Elsady (2004), a.B,y>0 icin x,, = 2 PYet

]/ + x)l
n=0,12,.. fark denkleminin pozitif denge noktasinda global asimptotik kararl
oldugunu gostermislerdir.

El-Owaidy, Ahmed ve Elsady (2004), o,B,y>0,k=1,2,.. igin

a - Iﬂxn—k
]/—l—‘xn

xn+] =

, n=0,1,2,... fark denkleminin pozitif denge noktasinda global

asimptotik kararl oldugunu gostermislerdir.

xn—k

I+x,+..+x

Stevic (2005), keN icin x,., = , n=012,.. fark

n—k+1

denkleminin pozitif ¢éziimleri iizerine ¢alismistir.

p
Stevic (2005), tiim katsayilar negatif degilken x ,, = a—i—x”—;’, n=012,.
X

seklindeki fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin smrliligini, global ¢ekiciligini,

salinimin1 ve asimptotik periyodikligini incelemistir.

Su, Li ve Stevic (2005), yaptiklar1 ¢alismada; a, b, A, B pozitif reel sayilar,

k > 1 pozitif bir tamsay1 ve baslangic kosullar1 x , veyax, pozitif reel say1 olacak



sekilde x,,..x,x, negatif olmayan reel sayilar iken x :A:n:—l;;””,
n=20,1,2,.. fark denkleminin global ¢ekiciligini, degismez araliklarini, periyodik ve
salinimli karakterini incelemislerdir. Ayrica tek pozitif denge noktasinin global
¢ekici oldugunu belirlemislerdir.

Dehghan ve Douraki (2005), yaptiklar1 ¢alismada; B,C,a,,ypozitif

parametreler k € {1,2,3,...} ve negatif olmayan baslangi¢ kosullar1 x_,,,,....X_,X,

. + + .
ile x ., = Gt P & P e , n=0,12,... lineer olmayan yiiksek mertebeden fark

Bx, ;. +Cx, 5

denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global asimptotik kararliligini incelemisler ve tek
pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli olabilmesi i¢in gerekli olan sartlari

belirlemiglerdir.

Douraki, Dehghan ve Razzaghi (2005), yaptiklar1 calismada; p,q negatif

olmayan parametreler ke {1,2,3,...} ve negatif olmayan baslangic kosullari

_Ptax,,

= , n=012,. fark denkleminin ¢&ziimlerinin
+xn

X oo X, X, 1le x

global karakterini incelemislerdir. Ayrica denklemin periyodikligini, yar1

donmelerinin karakterini, global kararliligini ve simirsizligini belirlemislerdir.

El-Owaidy, Ahmed ve Youssef (2005), baslangi¢ kosullar1 ve parametreler

negatif olmayan reel sayilardan secildiginde x :,Bax%’ n=012,.. fark
+706n72

denkleminin global asimptotik kararlili§in1 incelemislerdir.

Devault, Kocic ve Stutson (2005), yaptiklart calismada; {p,k} pozitif, sinirh

‘xn—]

bir kiime ve baslangic kosullar1 pozitif olmak tiizere x ,=p, + otonom

olmayan fark denkleminin ¢6ziimlerinin global asimptotik davranisini incelemisler,
¢Ozlimlerin smirh ve direngli olmasi ve smirsiz ¢éziimlerin olabilmesi i¢in yeterli
olan kosullar elde etmislerdir. Ayrica global ¢ekicilikle ilgili olarak bazi1 sonuglar1

elde etmisler ve bu sonuglart {p_ }’in temel periyodu k iken periyodik olma

durumunda uygulamislardir.
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Hamza (2005), yaptig1 ¢alismada; o ve x_,,x, baslangi¢c kosullari negatif

reel sayillar olmak flizere x ,, :a+£, n=0,12,.. fark denkleminin global
x

n

kararliligini, siirekliligini ve salinim karakterini incelemistir.

Saleh ve Alogeili (2005), yaptiklar1 calismada; A <0, ke {1,2,3,...} ve

baslangic kosullart y ,,...,y, € (0,00) olmak iizere y, ,, =4 +L, n=20,,.2,.. fark

Yy n—k
denkleminin tek negatif denge noktas1 y =1+ A 'nin global asimptotik kararlilig1 i¢in

saglanmas1 gereken sartlar arastirmislardir.

Yan, Li ve Zuhao (2005), yaptiklar1 ¢alismada; o, x ,,x_ keyfi reel sayilar

xl‘l

olmak iizere x,,,=a+ , n=012,... fark denkleminin tiim negatif ve pozitif

X

n—1
cozlimlerinin periyodik dogasini, global asimptotik karaliligini, global ¢ekiciligini ve

sinirli karakterini incelemislerdir.
Su ve Li (2005), yaptiklar1 calismada; p,q,r€[0,0), k>1 ve baslangi¢

kosullar1 y_,,...,y_, negatif olmayan reel sayilar olmak iizere y ., = _Prd, ,
I+ yn + Wn—k

n=0,12,.. lineer olmayan fark denkleminin global ¢ekiciligini incelemisler ve tek
pozitif denge noktasinin global c¢ekici olabilmesi icin gerekli olan sartlari

belirlemislerdir.
Sun ve Xi (2006), yaptiklar1 ¢aligmada; baslangic degerleri x_,x, €(0,%)

xn—]
X

n

almarak x,,, =17+ , n=01.2,... fark denkleminin {x },_ , pozitif ¢6ziimlerinin

X = 2 pozitif denge noktasinda birlestigini géstemislerdir.
Thomas, Clark ve Wilken (2006), yaptiklar1 ¢alismada; siirekli ve

muhtemelen boliinmiis degismezligi kabul edilen x ,, =« +x”—"‘, n=012,.. fark
x

n

denkleminin kisa bir geometrik ispatini1 sunmuslardir.
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Berenhaut ve Stevic (2006), p,A€(0,0) , p#l ve x,,x , €(0,0) iken
P
x,=A+ (%j , n=0,1.2,. denkleminin ¢6ziimlerinin smirlihig, global
n-1

asimptotik kararliligi ve periyodikligi {izerine c¢alismislardir. Bu c¢alismada;
p <min{l,(A+1)/2} iken denklemin tiim ¢oziimlerinin denklemin tek denge noktasi
olan X=A+1 noktasinda birlestigi, (A+1)2<p<liken denklemin tiim
cozlimlerinin iki ¢oziimli bir periyotta birlestigi ve p > liken sinirsiz ¢dziimlerinin
var oldugu belirtilmistir.

Berenhaut ve  Stevic  (2006), tarafindan  yapilan  calismada;

xl’ .. ..
—";" , n=0,12,.. denkleminin tek pozitif
X

n

a>-1,p>0 vekeN iken x , =a+

n+l

denge noktasi olan X =a+1 noktasinda birlesen pozitif ¢éziimlerinin salinimsiz

oldugu belirlenmistir.

Dehghan ve Sebdani (2006), yaptiklar1 ¢calismada; o ve baslangi¢ kosullar

pozitif reel sayilar, k €{1,2,..}, 1€{0,1,...} olmak iizere x ekt g

n+tl —

Xyokes T OX, g
denkleminin pozitif c¢oézlimlerinin global kararliligini incelemislerdir. Ayrica

calismada a >/ iken denklemin ¢oziimlerinin ... ,0,1,0,1,0,1, ...seklindeki iki

donme ile birlestigi ve o<1 iken X = pozitif denge noktasinin global

x+1

asimptotik kararli oldugu gosterilmistir.

Camouzis, Chatterjee =~ ve Ladas (2007), yapilan calismada;

0. - "
X, = % fark denkleminin global kararliligini pozitif parametreler ve
+ xn—3

negatif olmayan baslangi¢ sartlar1 altinda incelemislerdir. Ve buna bagli olarak
denklemin biitiin ¢6ziimlerinin de sinirl oldugunu da gostermislerdir.
Mazrooei-Sebdani  ve  Dehghan (2007), yaptiklart calisma ile;

X, =— w2 fark denkleminin biitiin pozitif ¢ozlimleri i¢in global kararliligini

n
Xy k1 T X0k

o’nmin poztif reel sayl, k= {1,2,...}, [ ={0,1, ...} ve pozitif baslangi¢ sartlari



12

altinda incelemislerdir. Ayrica a <1 oldugunda Xx :% pozitif denge noktasi
o+

global asimptotic kararli, o>1 oldugunda fark denklemi iki salinimli

...,0,1,0, 1, ... bir ¢cdoziime sahip oldugunu da incelemislerdir.
X.Yang ve Y.Yang (2008), ¢aligmalarinda; x, :M, n=0,12,...
qxn—s + ‘xn—l

denklemini pozitif baglangi¢ sartlar1 altinda pozitif denge noktasinin global

asimptotik kararliligini incelemislerdir.

ox,

= > fark
ﬂ + 7“1171

Dongmei ve Li (2009), yaptiklar1 calismada;  x

n+l

denklemini pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangic sartlar1 altinda global

asimptotik kararliligini inclemislerdir.
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2.BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE ILGILi GENEL TANIMLAR

x bagimsiz degiskeni siirekli durumda iken, y(x) bagimli degiskeninin

degisimi y(x), y'(x), ..., ™ (x) tirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak
x’in kesikli degerler almas1 durumunda degisim tiirevler yardimiyla agiklanamaz. Bu
boliimde x’in tamsayr degerler aldigi durumlarda ortaya cikan ve iginde sonlu

farklarin bulundugu denklemler iizerinde duracagiz.

Tamm_1: n bagimsiz degisken ve buna bagimli degiskende y olmak iizere, bagimh

ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(yLE*(y), s EM(), .

gibi farklarini icine alan bagintilara Fark Denklemi denir. Dikkat edilirse n’nin
stirekli oldugu halde Diferansiyel Denklemleri ile arasinda biiyiik benzerlikler vardir.

agy(n+1)+a,y(n)= f(n)
Birinci dereceden fark denklemidir.

aoy(n - l)+ aly(n + 3) = h(n)
Dordiincii dereceden fark denklemidir.

Denklem mertebesinin belirlenmesinde, y’nin hesaplanabilmesi i¢in gerekli
olan nokta sayis1 géz oniine alinmaktadir. Bir fark denklemi kaginc1 mertebedense o

kadar baslangi¢ sartina ihtiyag vardir.

Tamm_2: Bir fark denkleminde bagimli degisken birinci derecedense bu denkleme

lineer fark denklemi denir.
y(n + 2)+ Sy(n + 1)— 2y(n): n
Ikinci mertebeden lineer fark denklemidir.

y(n+3)=dy(n+2)-1y(n+1)+3y(n)=0
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Ucgiincii mertebeden lineer fark denklemidir.

Any(n + k)+ An—ly(n + k _1)+ AOy(k): f(n)
n. mertebeden lineer fark denklemidir.
y(n+1)=2y(n)+ny (n+1)y(n)=0

Birinci dereceden lineer olmayan fark denklemidir.

Tanmm_3: [ reel sayilarin bir alt aralig1 olmak {izere; f :1x [ — [ taniml siirekli

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. O zaman V x _,,x, € [ i¢in
xn+1 :f(xn’xn—l)ﬁ n = O’1a2s"- (2.1)

denklemi bir tek { X, } :: _, ¢Oziimiine sahiptir.

Tanim_4: Eger x noktasi i¢in f ()_c,)_c) =X ise X ’e f ’nin denge noktasi denir. Eger

Vn 2 0i¢in x, =X ise X ’e f ’nin sabit noktas: denir.

Tanmm_5: x, (2.1) denkleminin denge noktasi olmak {iizere;
a) Her &£>0 sayis1 igin eger x_,x, € [ iken |x0 —)?|+|x_1 —)?|< o olacak
sekilde 0 > 0 sayisi varsa Vn > -1 icin |xn - )?| < ¢ esitsizligi saglaniyorsa
denklemin X denge noktasina kararlidir denir.

b) X denge noktasi kararl1 olsun. Eger x_,, x, € I iken |x0 - )?|+ |x_1 ~ )?| <y

olacak sekilde y >0 sayist varsa ve lim x, = x oluyorsa Xx denge

n— ©

noktasi lokal asimptotik kararlidir denir.

c) Her x ,,x, € [ igineger lim x, =X ise, o zaman x denge noktasina

global cekici denir.
d) Eger x denge noktasi kararli ve global c¢ekici ise X denge noktasina global
asimptotik kararlidir denir.

e) Eger x denge noktasi kararli degil ise X denge noktasina kararsizdir denir.
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f) Eger x_,,x, € I iken |x0 - )?|+ |x_1 - )?| < r olacak sekilde bir > 0 sayis1
varsa ve |xN—)_c|Zr olacak sekilde bir N >-1 sayist varsa x denge

noktasina repeller denir.

Tammm_6: Herhangi bir fark denkleminin karakterini inceleyebilmek i¢in o
denklemin denge noktasindaki kismi tiirevleri ile olusturdugumuz yeni denkleme
karakteristik denklem denir. (2.1) denklemi igin:
x,., = f(x,.x,)=f(u,v) olmak iizere olusturdugumuz
o 8f(a);,x)2n ~ af(axv,x)an o
denklemi (2.1) denkleminin karakteristik denklemidir.
Herhangi bir x,,, = f(x,,%, s, ;) (ke N) fark denkleminin

karakteristik denklemi
Zyn P12y T PaZp T T Pk T 0,
Eger |p1|+|p2|+...+‘p(,{71)‘<1 ise o zaman denklemin X denge noktasi lokal

asimptotik kararlidir.

Eger | 12 | + | p2| +...+ ‘ p(,ﬁl)‘ >1 ise o0 zaman denklemin x denge noktasi kararsizdir.

Tamim_7: x, (2.1) denkleminin bir denge noktasi olsun.

Bu denklemin {xn }f:_l ¢ozlimlerinin bir pargast i¢in {x 19X 1 reees Xy }
¢ozlimlerinin tamam1 x denge noktasindan biiyiik ya da esit ve x, | <X AXx,,, <X
ise {x L X e Xy } kiimesine pozitif yar1 donme denir.

Ayni denklemin {xn }w ¢ozlimlerinin bir parcasi i¢in {xL,xLH,...,xM}

n=-1
¢ozlimlerinin tamami x denge noktasindan kiicik ve x, , 2XAXx,, =X ise
{x,,%,, > X,, } kiimesine negatif yar1 dsnme denir.

(burada M ve L degerleri L > -1 ve M < o olacak sekilde diisiiniilmelidir.)
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Tamm_8: x, (2.1) denkleminin bir denge noktasi olsun. Bu denklemin {xn }:}1
¢cozlimlerinin pozitif ya da negatif yar1 donmeye sahip oldugunu varsayalim. Eger bu
donmeyi ters yOne ¢eviren yani denklemin denge noktasindan kiigiik ya da
denklemin denge noktasindan biiylik veya esit degere sahip en az bir tane
xy(N=-1) ¢Oziimi varsa x,, :f(xn,xnfl), n=20,1,2,. denklemine

salinimlidir denir.
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3.BOLUM

ax
X

n

n-l FARK DENKLEMININ INCELENMESI

g+ 7(2 X2k ][ﬁ X2k j

ax

n—1

g+ 7(2 X2k ][ﬁ X2k j

Fark Denkleminin o6zellikleri

31 x, =

Bu boliimde pozitif  ve negatif olmayan o, y gibi parametrelerin reel say1

ve baslangi¢ kosullart x_,,,...,x ,,x_,,x, pozitif sayilar olmak tlizere

ox
X

n

-l n=0,12,. (3.1)

B+ 7(2 X2k j(ﬁ Xn-2k j

denkleminin karakterini inceleyecegiz.

1+1
(3.1) denkleminde x, = [EJ v, degisimi yapilarak ve % =reR ile,
4

y o= E4E (3.2)
14y + 2 + 2
YuaVnaVno TVn2Vna-Vno TVp2Vna-Vno

denklemi elde edilir. Boylece (3.1) denklemini (3.2) fark denklemine indirgemis
olduk. (3.1) denkleminin davranislart ile (3.2) denkleminin davraniglari ayni
oldugundan (3.1) denklemi yerine (3.2) denklemi incelenebilir. (3.2) denkleminin
davraniglarinin incelenmesi i¢in (3.2) denkleminin denge noktasini bulalim.

ry

—t+l —t+l

— = 5" -r)=0
I+y7 +y7 +...+y

y =

1

Boylece y, =0 veya y, = [r_—ljm (3.2) denkleminin denge noktalaridir.
t



18

Teorem_3.1: (3.2) denkleminin y, ve y, denge noktalar ile ilgili asagidaki ifadeler
dogrudur.

i.  Eger r <1 ise 0o zaman y, =0 denge noktasi lokal asimptotik kararlidur.

ii. Eger r>1 ise o zaman ), =0 denge noktas1 saddle noktasidir.

5 . _ =1\
.  Eger r>1 ise o zaman Yy, :( J denge noktasi kararsizdir.
t

Ispat_3.1: ¥, =0 igin (3.2) denkleminin lineer denkleminin katsayilari

f(yn—l "“yn72l ): 1 + 2 }/:y271 > ’den
YnaVu-sVu TVn2VuaVure T Vu2Vioae-Vnn
S Gud)
ayn—l
of (7 7) _ 0
8yn72
I (s ) _
ayn—4
I (s ) _
8yn—2t

olur. Bu durumda (3.2) denkleminin y, =0 i¢in lineer denklemi

z

n+l = n-12

(3.2) denkleminin y, =0 i¢in karakteristik denklemi
lZH—l _Vﬂ}tfl — 0
P2 =r)=0

/11,2,...,2t—1 =0 A Ay =Nr A Ay, = _\/;
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olur. r<1 i¢in karakteristik denklemin her kokii |/1| <1 olacagindan y, =0

asimptotik kararhidir. Yine »>1 i¢in 4,, ,_ =0 ve ‘/lmm

.....

> 1 oldugundan

¥, = 0 saddle noktasidir. Boylece (i) ve (ii) ispatlanmis olur.

1

(3.2) denkleminin y, = [FT_IJM icin lineer denkleminin katsayilari

o (V) _
ayn—l

o (3 y) __(+1)(r=1)

oy, , t r
o 7,ny)  (t+1)(r=1)

oy, 4 t r

of(¥,..y)  (+1)(r-1)

ayn—Zt t r

olarak bulunur.

1

y, = [r t_ ljm i¢in (3.2) denkleminin lineer denklemi

_o )= () (1) (t+1)(-1) _o,

— z z +...+
+1 -1 -2 —4
! " ¢ ro ¢ ro ¢ r

z

ve karakteristik denklemi;

2+ _ gt (t+1) (’”_l)izz—z - (f"‘l) (7”_1) 0

t r t r -

olarak yazilir. Son denklemin katsayilarindan

|_1|+|(t+l)(r—l)|+|(t+1)(r—1)|+m+|(t+1)(r—1)|>1

tr||t r| t r
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olacagindan karakteristik denklemin A, koklerinden en az biri igin |/1| >1 olur.
1

—1 )\t .
Boylece y, = (FT)[ denge noktast » >1 i¢in kararsizdir.

Teorem_3.2: {yn }::_2, , (3.1) denkleminin bir ¢dziimii ve » > 1 olsun. Eger

1 1

_ r—1\+t _ r—1 )+l
y—2t9-..9y—29y0 ZyZ :(—t j VAN y—2t+l""’y—l <y2 :(Tj (1)
veya
- il
_ r—1\m _ r—1)\m
O O R S (Tj A VoY 25 = (TJ @)

1
r—1

- * - .- [
ise 0 zaman {y n }n:—zt ¢oziimleri y, :( J civarinda salmimlidir ve yari

donmesi bir uzunlugundadir.

Ispat_3.2:

1 1

_ r—1\+ _ r—1)\e+1
VogiresV 0s Vo 2V, = e N Y ogpgen Yy <Yy = —

oldugunu kabul edelim. O zaman;

ry_ N ry, _ 1y,

- 0o =y Y <V,
1+ 32y + Y by, 1+t)‘;2’1 l+r-1 77

i

ry 1y ry - -
= 2 - 2 _21+1: : =)a Y22V,
L+ yo oy + Yy 1+0, I+r-1

Y

olur. Boylece islemler devam ettirilirse
Vi<Vys YV22Vys V3<Vys V42V, -

olur. Bu da yar1 donmelerin bir uzunlugunda oldugunu gosterir. Benzer olarak

1 1

_ r—1\+ _ r—1)\e+1
VgV 2 Vo < V) = e AN Yognsen Y 2V = e

oldugunu kabul edersek
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ry_ > ry, 1y,

Y= = I =y Y2,
! 1+ 32y + Vs, 1+t)‘;2’1 l+r—1 °°
Y o < Ve ___ =Y, YV, <Y,

1+y31"‘y72t+1 +y71"'y32t+1 l‘H:)_/zHl I+r—-1
olur. Boylece,
ViZVys Va<Vys Y32Vy5 V4 <DV ..

seklinde olur. Bu da ¢oziimlerin bir uzunlugunda oldugunu gosterir.

Teorem_3.3: Eger r <1 ise o zaman (3.2) denkleminin y, =0 denge noktas: global

asimptotik kararlidir.

Ispat 3.3: 3 =0’in global asimptotik kararli oldugunu gostermek icin lokal

asimptotik kararli ve limy, = y, = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 3.1 (i)’de r<1 i¢in y, =0 denge noktasinin lokal asimptotik kararl

oldugunu gostermistik. O halde lim y, = y, = 0 oldugunu gdstermemiz yeterlidir.

0< yn2—2yn—4"'yn—2t + yn—Zynz—4"'yn—2t + yn—Zyn—4"'y3—2t

oldugundan

Wn—l
1+y2 + 2
yn—Z "‘yn—2t yn—Z "'yn—Zt

0 < yn+1 = < ’/yn—l

olarak yazilabilir. n = 0,2,4,... i¢in

0<y <ry,

0<y, <y <r’y,

n+l

0< Yy <1y,

olur. Son esitsizlikte her iki tarafin limitini alirsak;

. . . n+l
Iim0<limy, <limr"y_
n—>0 n—>0

n—>0
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lgngo Yot =0
olur. Benzer olarak n = 1,3,5,.. icin
0<y, <my,
0<y, <y, <r’y,
0<y,, <r'y,
elde edilir. Boylece
lim0 < fimy,, <lim",

esitligini elde ederiz. Sonug olarak lim y, =0 olur. Bu da Teorem 3.3’iin ispatidir.

Teorem_3.4: a >0 olmak tizere (3.2) denklemin a ,0 ¢ ,0 ,. gibi bir periyotlu

iki ¢oziime sahip olmasi icin gerek ve yeter sart » =1 olmasidir. Ayrica (3.2)

denkleminin tiim ¢oziimleri bir periyotlu iki ¢oziimden birine yakinsar.

Ispat 3.4: a,b,a,b.. (3.2) denkleminin bir periyotlu iki ¢dziimii olsun. Bu
halde

ra rb

a= A b
1+b%.b+b..b* l+a’.a+a.a’

olur. Cebirsel islemlerden
ra = a(l - tb’“)
rb = b(l +ta"" )
(r=1fa-b)= tab(bt -a' )
G ;})E“af D) _tab>0
esitliklerini yazabiliriz.
Son esitsizlikten r—-1<0 = r<l1
olur.
Eger r <1 ise 0o zaman a <0 yada b <0 olur. Buise a >0 ve b >0 olmasi
ile ¢elisir. Bu ylizden » =1 olmak zorundadir.

Simdi a ve b ’den birinin sifir olmas1 gerektigini ispatlayalim:
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r =1 igin,
Y-
yn+1 = 2 1 2
1+yn—2"'yn—2t +yn—2"'yn—2t
olur.
~ VirVmaVuis = VurVua Vo
ynH _yn,l — n—1."n=-2"""" n-2t n—1. n=-2""> n-2t SO

1+ yj*Z"‘yn—Zt T Vo2 "'yj—Zt
oldugundan tek ve ¢ift terimler azalarak a>0 A b>0’a yakmsar. Ik esitsizligin

limiti alinirsa;

a b
a=—07-=5 AN b=—m
1+1tb 1+ta

olur. Bu iki esitlikten tab'™' =0 A ta'"'b=0 olur. Buradan a ve b’den biri sifir

olmak zorundadir. Bu da teoremin ispatidir.
Teorem_3.5: Eger » >1 ise o zaman (3.2) denklemi sinirsiz ¢oziime sahiptir.

Ispat_3.5: Teorem 3.2 ’den

1 1

_ r—1\+t _ r—1)\e1
Yoo <V = T A Va2V, =| ——

olarak yazilabilir. Yine

}/yZn W2n

y2n+2 = 2 2 > :y2n
L+ Y5, 1o Yon g T Vana-Yan i 1+}’7—1+W+I’71
t t
_ TVoni ALTE _
y2n+3_1 2 2 < —1 r_l—yz;m
Vo Yonca T Vo Van-aii2 1+ + o+
t t

esitsizliklerini yazabiliriz. Limit alirsak;

limy, =oo

n—>0
limy,, ., =0
n—»0

olur.



24

4.BOLUM

X = B FARK DENKLEMININ INCELENMESI

g+ 7(23‘52/( J(ﬁ X ok j

ax

n—1

g+ 7(23‘52/( J(ﬁ X o j

Fark Denkleminin o6zellikleri

41 x, =

Bu béliimde pozitif B,p,q ve negatif olmayan o, y gibi parametrelerin reel

say1 ve baglangi¢ kosullart x , ,...,x ,,x_,,x, pozitif sayilar olmak iizere

ox

-l . on=012,. (4.1)

B+ 7(2 Xp oo j(f[ xZZk)

denkleminin karakterini inceleyecegiz.

X

n

1

(4.1) denkleminde x, = [EJ " v, degisimi yapilarak ve % =reR ile;
4
Vot = Pt (4.2)

qtp 1,4 q q qt+p q q q qtp
1+ thfZ yn74"'yn72t + yn72yn74 "'yn72t +yn72yn74"'yn72t

denklemi elde edilir. Boylece (4.1) denklemini (4.2) fark denklemine indirgemis
olduk. (4.1) denkleminin davraniglar1 ile (4.2) denkleminin davraniglar1 aym
oldugundan (4.1) denklemi yerine (4.2) denklemi incelenebilir. (4.2) denkleminin
davraniglarinin incelenmesi i¢in (4.2) denkleminin denge noktasini bulalim.

ry

byl Sqitp —
1+ yP 4 3?0 4+ y?7 - y(IHy r)—O

y =

1

- 1th+p (4.2) denkleminin denge noktalaridir.

Boylece y, =0 veya y, :[
t
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Teorem_4.1: (4.2) denkleminin y, ve y, denge noktalar ile ilgili asagidaki ifadeler
dogrudur.

iv.  Eger r <1 ise o zaman y, =0 denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

v. Eger r>1 ise o zaman Y, =0 denge noktasi saddle noktasidir.

1
r—1

. o . — qt+p
vi. Eger r>1 ise o zaman Y, :( J denge noktasi kararsizdir.

Ispat_4.1: ¥, =0 igin (4.2) denkleminin lineer denkleminin katsayilar1

f(yn— ""byn, ): n Wn;l . ’den
| S B LU I R LB UL IS L B OO L a4
ayn—l
6yn72
ayn—4
8yn—2t

olur. Bu durumda (4.2) denkleminin y, =0 i¢in lineer denklemi

z

n+l = n-12

(4.2) denkleminin y, =0 i¢in karakteristik denklemi
lZH—l _Vﬂ}tfl — 0
P2 =r)=0

/11,2,...,2t—1 =0 A Ay =Nr A Ay, = _\/;
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olur. r<1 igin karakteristik denklemin her kokii |/1| <1 olacagindan y, =0

asimptotik kararhidir. Yine »>1 i¢in 4,, ,_ =0 ve ‘/lmm

.....

> 1 oldugundan

¥, = 0 saddle noktasidir. Boylece (i) ve (ii) ispatlanmis olur.

1

(4.2) denkleminin y, = [r_—lj " icin lineer denkleminin katsayilari
t

of (77 _ .
ayn—l

o (7. 7) __(gt+p)(r=1)

aynfz t r

o (¥.y) _ (qt+p)(r-1)

oy, , t r

o (¥.y) _ (qt+p)(r-1)

ayn—2t t r

olarak bulunur.

1

y, = [r t_ 1th+p i¢in (4.2) denkleminin lineer denklemi

(gt +p) (r=1) (gt +p) (r=1) (gt +p) (r=1)
t r t r - ' t
ve karakteristik denklemi;

z z +

n+l — “n-l

Q2 g2t (qt+p) (7‘_1)/12;—2 I (qt+p) (”_1) 0

t r t r

olarak yazilir. Son denklemin katsayilarindan

e )=l e p)e1) gt p) (=)
t r | t r | | t r
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olacagindan karakteristik denklemin A, koklerinden en az biri igin |/1| >1 olur.
1

—1 \aep .
Boylece y, = (FTJ B denge noktast » >1 i¢in kararsizdir.

Teorem_4.2: {yn }n:_zt, (4.1) denkleminin bir ¢ézliimii ve » >1 olsun. Eger

1 1

_ r—1\a+p _ r—1\aer
YooY o2 Vo 2 o :(Tj A Yo < s :( t j (1)
veya
! 1
_ r—1\a+p _ r—1\aep
Yo V2o Yo < Y2 = A VoanirenVa 2V 5| T 2)

1
r—1

t

. * - R at+p
ise o zaman V), f,-,, ¢Oziimleri y, = civarinda salinimhidir ve yari

donmesi bir uzunlugundadar.

Ispat_4.2:

1 1

_ r—1\at+p _ r—1\a+p
VogiresV 0s Vo2V, = e N Y ogpgen Yy <Yy = —

oldugunu kabul edelim. O zaman;

ry < ry, _ 1y,

- N + — q+p =y » <y,
L+ 57y + 3%y 5 145, 1+r-1 77

Vi

Vo > ry, _ ry,

= = = =y 2y
L+ y87 S w4050 1+, 1+r—1 2 ’ ’

Y

olur. Boylece islemler devam ettirilirse
Vi<Vys YV22Vys V3<Vys V42V, -

olur. Bu da ¢6ziimlerin bir uzunlugunda oldugunu gésterir. Benzer olarak

1 1

_ r—1\ap _ r—1\atp
Vogpos Y2 Vo < V) = e AN Yopsn Y 2V = T

oldugunu kabul edersek
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ry N ry, _ 1y,

= > = =y nzy
AR yoryh, +y5L. Sl 1+, 1+r -1 * S
ry 1y 1y - =
Va - <—F ==y, Y2 <)

= 1+ y Py + v 5 1+6,"7 T1ir-1
olur. Boylece,
ylz-)_/z’ y2<)—}29 J’3ZJ_’25 y4 <)_/2,

seklinde olur. Bu da yar1 donmelerin bir uzunlugunda oldugunu gosterir.

Teorem_4.3: Eger r <1 ise o zaman (4.2) denkleminin y, =0 denge noktas1 global

asimptotik kararlidir.

Ispat 4.3: 3 =0’in global asimptotik kararli oldugunu gostermek igin lokal
asimptotik kararli ve limy, = y, = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 1 (i)’de r<1 i¢in y, =0 denge noktasinin lokal asimptotik kararl
oldugunu gostermistik. O halde lim y, = y, = 0 oldugunu gdstermemiz yeterlidir.

q+p .,9 q q q+p q q q q+p
0 < yn—2 yn—4"'yn—2t + yn—Zyn—4 "'yn—2t + yn—Zyn—4"'yn—2t

oldugundan
ryn—l
OsynJrl: + + <]/:yn—1
L+ Y Vo + Vo Yuon
olarak yazilabilir. n = 0,2,4,... i¢in
0<y <y,

0<y, <y <r’y,

n+l

0<y,u <ry,

olur. Son esitsizlikte her iki tarafin limitini alirsak;

. . . n+l
Iim0<limy, <limr"y_
n—>0 n—0 n—o
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lggyznu =0
olur. Benzer olarak n = 1,3,5,.. icin
0<y, <7y,
0<y, <y, <r’y,
0<y,, <r'y,

elde edilir. Boylece

lim0 <limy,, <limr"y,
—>0 n—o0

esitligini elde ederiz. Sonug olarak lim y, =0 olur. Bu da Teorem 4.3’iin ispatidir.

Teorem_4.4: a >0 olmak iizere (4.2) denklemin ¢ ,0 ¢ ,0 ,. gibi bir periyotlu

iki ¢oziime sahip olmasi icin gerek ve yeter sart » =1 olmasidir. Ayrica (4.2)

denkleminin tiim ¢oziimleri bir periyotlu iki ¢dziimden birine yakinsar.

Ispat 4.4: ¢ .b,a,b,. (4.2) denkleminin bir periyotlu iki ¢oziimii olsun. Bu
halde

ra rb

“" 1+b77 .67 +b*..0"7 " l+a””..a’ +a’..a®"

olur. Cebirsel islemlerden
ra =all+ ")
rb=b(l+1a""")
(r—1Xa—b)=tab(p""" - a®*r™)

r=Da-b) jo b0

t+p—1 t+p—1
(bq p _aq P

esitliklerini yazabiliriz.
Son esitsizlikten r—-1<0 = r<l1
olur.
Eger r <1 ise 0o zaman a <0 yada b <0 olur. Buise a >0 ve b >0 olmasi
ile ¢elisir. Bu ylizden » =1 olmak zorundadir.

Simdi a ve b ’den birinin sifir olmas1 gerektigini ispatlayalim:



30

r =1 igin,
— yn—l
Vit = 14 yi*? .y q g+p
T V2 Yuoo T VooV
olur.
.
Yo —y a2 DRVl FRD TS G A

q+p

Ly eyl + Yyl
oldugundan tek ve ¢ift terimler azalarak a>0 A b>0’a yakmsar. Ik esitsizligin
limiti alinirsa;
a b
= A b=——-—
1+ tb**? 1+ta”"”
olur. Bu iki esitlikten tab®? =0 A ta””b=0 olur. Buradan a ve b’den biri sifir

olmak zorundadir. Bu da teoremin ispatidir.
Teorem_4.5: Eger » >1 ise o zaman (4.2) denklemi sinirsiz ¢oziime sahiptir.

Ispat_4.5: Teorem 4.2’den

1 1

_ r—1\a+r _ r—1\a+p
Voo <V = T A Vo 2V, = ——

olarak yazilabilir. Yine

}/yZn W2n

Yonso = 7 .q p e > = Yan
L+ 33, eV ai F VanaeYantai 14_;1 L_l
t t
_ "Yonn Y 201 _
Yanes T 1t it e IR —1 1 e
S SR VPO [0 M A 1+7 L
t t

esitsizliklerini yazabiliriz. Limit alirsak;

limy, =oo

n—x0

limy,, ., =0
n—»0

olur.
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ox

n—1
t t
ﬂw[zxs_ZkJ[sz_zkj
k=1 k=1

pozitif ve a, y negatif olmayan reel sayr parametreleri ile baslangi¢c sartlar

SONUC: Bu ¢alismada x =

fark denkleminde B, p, q

X 4,0 X_,,X_, Ve X, pozitif reel sayilar olmak ilizere denklemin denge noktalarinin

global asimptotik kararli olup olmadig1 incelenmistir.
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