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0z

Bu arastirmada 7. sinif 6grencilerinin ispata yonelik algi ve becerilerini gelistirmeyi
amaclayan bir o6gretim sureci sonrasinda oOgrencilerin ispata yonelik algi ve
becerilerini betimleyebilmek amaclanmigtir. Bu dogrultuda arastirma, nitel

arastirma yaklasimlarindan birisi olan eylem arastirmasi olarak kurgulanmis ve

arastirmada betimsel analiz kullaniimistir.

Calisma grubunun seciminde maksimum cesitlilik orneklemi tercih edilmistir.
Arastirmanin galisma grubunu, Ankara ilinde, Cankaya ve Yenimahalle ilgelerine
badli iki ortaokulda birer 7. sinif olusturmaktadir. Arastirmada 54 o6grenci yer

almigtir.

Arastirmanin uygulama surecinde 14 hafta, haftada 1 saat suren ispat 6gretimi
gerceklestiriimistir. Bu derslerde dogrudan ispat, kargi Ornek vererek ispat,
tuketerek ispat ve durum yoluyla ispat yontemleri ele alinmistir. Gergeklestirilen bu
uygulamanin ardindan égrencilere, ispata yénelik algilarindaki degisimi belirlemeyi
amaclayan ispat testi 1 ile ele alinan ispat ydntemlerine ydnelik beceri ve
performanslarini betimlemeyi amaclayan ispat testi 2 ve 3 uygulanmistir. Bu testler
arastirmaci tarafindan geligtiriimistir. Bu testlerin ardindan, égrencilerin verdikleri
yanitlari ayrintilandirmak amaciyla 16 ogrenci ile vyari yapilandiriimig

derinlemesine gorusme gergeklestiriimigtir.

Arastirmanin sonucunda, 7. sinif 6grencilerinin ispat kavramina yonelik algi ve
ispat yapabilme becerilerinde bir gelisim gézlenmistir. Ogrenciler kargi érnek
vererek ispat yontemi ile ispatlanan dnermelerde basarili olurken, durum yolu ile
ispat yonteminin kullanilacagi onermelerde belirgin bir sekilde basarisiz
olmusglardir. Durum yolu ile ispat yonteminde diger yontemlere gore daha ¢ok
zorlanan  ogrencilerden  bazilari  gergeklestirilen goérismede  6grenciler,
arastirmacinin destek ve yonlendirmesi ile bu ispat yontemi ile de ispat
yapabilmiglerdir.



Anahtar soézciikler: ispat, ispat algisi, ispat ydntemleri, dérnekle dogrulama,
genelleme

Danigman: Dog. Dr. Yeter SAHINER, Hacettepe Universitesi, ilkégretim Anabilim
Dali, llkogretim Bilim Dali



EXAMINATION OF 7" GRADE STUDENTS’ ABILITY ON PROVING AND THEIR
PERCEPTION OF PROVING

Ebru AYLAR

ABSTRACT

This study aims to determine the ability and perceptions of students towards proof
after a teaching process with the objective of developing the perceptions and skills
of 7th grade students towards proof. Accordingly, the study was designed as
action research, which is one of the qualitative research approaches, and

descriptive analysis was employed in the study.

Purposive sampling was preferred in the selection of the study group. The study
group of the study consisted of a 7th grade from each of the two schools from the
districts of Cankaya and Yenimahalle in the province of Ankara. 54 students took

part in the study.

First of all proof teaching for 1 hour a week was performed for 14 weeks in the
application process of the study. Direct proof, proof by counter-example, proof by
exhaustion and proof by cases were discussed during the instruction. After this
application, proof test 1 with the objective of determining the perception of
students towards proving and proof test 2 and 3 with the objective of determining
the abilities of students towards proving was utilized. Than, semi-structured in-
depth interviews were conducted with 16 students in order to refine their

responses to those tests.

As a result of the study, an improvement on ability and perceptions of students
towards proving had been observed. Students were more succesful on proof by
counterexample method than the others. But they clearly failed in proof by cases.
Some of the students who were forced at proof by cases method, could be able to

prove at interviews by the help of researchers support and guidance.
Keywords: Proof, proof perception, proof methods, justification by example,
generalization

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Yeter SAHINER, Hacettepe University, Department of
Elementary Education, Division of Elementary Mathematic Education
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1. GIRIS

1.1. Matematik ve ispat
Tum bilimsel arastirma alanlan (formel, pozitif veya sosyal), belirli bir mantiksal
temele dayanir. Tum bu bilim alanlari bir sonuca ulagsmayi, bu sonucun
dogrulugunu ortaya koymayi amaclasa da kullandiklari kanitlama yontemlerinde
ciddi farkhliklar bulunmaktadir. Dogru bilgiye ulasma ve dogru bilgiyi Uretme
amaciyla kullandiklari bu yontemler temelde ikiye ayrilir; tUmdengelim ve
tumevarim. Tumdengelim, timel (genel) bir 6nermeden tikel (6zel) bir dnerme
clkarma eylemidir. Tumevarim ise tikel onermeden tumel 6nerme olusturma
surecidir. Tumevarim yontemiyle deney, gozlem, hesap yapma gibi yollarla bir

doga yasasinin genel kurallarina ulasilmaya c¢ahsilir (Karagay, 2009).

Matematik aksiyomatik bir yapiya sahiptir ve yapisi geredi timdengelimseldir. Bu
yapi, uzerinde ortaklagiimis bazi kavramlar ve Onermeler kimesi ile baglar.
Baslangic noktasi olarak kabul edilen bu kime “animsiz terimler” ve
aksiyomlardan olusur. Hangi konuda olursa olsun her seyin tanimini yapmak
mumkun degildir (Celik, 2010). Yapilan her tanim kendi i¢erisinde, tanimlanacak
yeni terimler icerir. Bu terimler tanimlanmaya calisildiginda ise igerisinde farkh
terimleri barindiran yeni terimler kullanilir. Bu tanimlama sureci sinirsiz bir sure¢
seklinde ilerleyebilir. Yalniz tim lisanlarda bulunan kelime sayisi sinirhdir. Sinirh
sayidaki kelimeler ile tim kelimeleri tanimlamak mumkuin degildir. Bu nedenle bazi
kelimeleri tanimlamadan kullanmak gerekir. iste bu terimler tanimlama siirecindeki
baslangi¢c noktasini olustururlar. Matematik alaninda tanimlanmadan kullanilan bu
terimlere tanimsiz terimler adi verilir (Celik, 2010). Bu terimler, kendilerinden daha
basit terimler ya da kavramlarla agiklanamazlar. Ama onlari sezgilerimizle kolayca
algilayabiliriz (Karagay, 2009). Nokta, dogru, duzlem vb. tanimlanamayan ama
sezgisel olarak acgik olan kavramlardir, matematigin tanimsiz terimleridir. Tanimsiz
terimlerin kabulunin ardindan ise bu terimlere dayanan ve dogru oldugu
varsayllan gesitli dnermeler; aksiyomlar ortaya konur. Aksiyomlar ispatsiz kabul
edilen 6nermelerdir (Karagay, 2009). Ornegin “nokta” teriminden yola cikilarak “bir
noktadan bagka bir noktaya tek bir dogru cizilebilir’ aksiyomu da dogru kabul edilir.
Matematik, bu temel kavramlar ve aksiyomlar Uzerine, yeni bilgiler elde etmek

amaciyla, mantik kurallari dogrultusunda insa edilmistir. Tanimlar ve aksiyomlar



diginda kalan her 6nerme ispat edilmelidir (Gosset, 2003). Belki de matematik
sahip oldugu bu yapidan 6tura Sari ve digerlerince (2007) “kanitlama disiplini”

olarak adlandiriimistir.

Genellikle matematige 6zgu bir islem olarak kabul edilen ispat, bir yargi, sav ya da
sonucun dogrulugunu veya yanlislhigini, yeterli kanit gostererek kabul ettirme
cabasidir (Yildinm, 1996). Matematikte dogru ya da yanhg kesin hukum bildiren
ifadelere 6nerme denir. Teoremler ise ispatlanabilen bilimsel 6nermelerdir. p =¢
seklindeki bir 6nerme dogru ise teoremdir. p = q seklinde gosterilen bir teoremde,
p hipotez, q ise hikumdur. p =q teoreminin dogru oldugunu gosterme igine

teoremin ispati denir (Irmak, 2008).

Dogru bilgiye ulagsmak adina takip edilen bir sire¢ olarak tanimlayabilecegimiz
ispat sureci, birbirinden farkli ama birbiriyle iliskili 3 asamadan olugsmaktadir.
Bunlar; ispati yapilacak seyin ortaya konmasi, ispatin organizasyonu ve bu ispatin
baska kisilere ilan edilmesidir (Lee, 2002). ispatin tasarlanmasi olarak bahsedilen
uygulama surecinin yani ortaya konan énermeyi sinama surecinin ispat olabilmesi
icin mantik kurallarina dayanmasi gerekir. Ayrica Hale (2003) mantik kurallarina
ek olarak ispat surecinde 6nermenin asagidakilerden bir ya da birkagi tarafindan

muhakkak sinanmasi gerektigini de vurgular:

e Mantik kurallari

e Daha once ispatlanmis baska teoremler
e Aksiyomlar

e Konu ile ilgili tanimlar

o Gergeklestirilen ispatin dnceki asamalari

1. 2. ispat Yontemleri Ve Siniflandirma

ispatin matematikte sahip oldugu éneme karsin gerek yabanci, gerekse Tiirkce
literatirde ispat ile ilgili bir dizi kangikhk s6z konusudur. Bu karigikliklar ispat
yontemlerinin neler oldugu ve siniflandiriimasi ile yontemlerin TUrkge karsiliklarina

yonelik adlandirma ile ilgilidir.

Bu karnigikliklardan ilki var olan ispat yontemlerinin neler oldugu ve

siniflandirimasina yoéneliktir. ispat yontemleri her kaynakta farkli ele alinmigtir.



Literatlrdeki kaynaklarin gogunda var olan ispat yontemleri su sekilde siralanabilir;
dogrudan, dolayli, asikar, geligski yoluyla, karsit tersi ile, tUmevarim yolu ile,
timdengelim ydntemiyle, aksine 6rnek vererek, deneme yoluyla, tliketerek, cift
kosullu ve olusturarak ispat (Gossett, 2003; Irmak, 2008; Rossi, 2006; MEB,
2011). Ne var ki kaynaklar bu ispat yontemlerinin hepsine bir arada vyer
vermemekte, bazi ispat yontemleri bazi kaynaklarda hi¢ ele alinmamaktadir.
Ayrica bu yontemlere ek olarak bazi kaynaklarda da “moduler aritmetik yoluyla
ispat” (Irmak, 2008) adlandirmasinda oldugu gibi, ispat yapilirken kullanilan

matematik yontemini adinda i¢ceren adlandirmalara da rastlanabilmektedir.

Ispat yéntemlerinin neler olduguna yonelik netlesemeyen bu tabloya ek olarak,
ispat yontemlerinin siniflandirmasinda da bir kaynaktan digerine ciddi farkhliklar
bulunabilmektedir. Bazi kaynaklar ispat yontemi olarak kabul ettigi turleri higbir
siniflandirmaya tabii tutmadan ard arda siralarken (Gossett, 2003; Rosen, 1995),
bazilari dogrudan ve dolayli ispat Ust basliklari altinda bir siniflandirma yapmakta
(Rossi, 2006), bazilari da timevarim ve timdengelimi en Ust basliklandirma olarak
tercih etmektedir (MEB, 2011). MEB Ortadgretim Matematik programinda ispat
yontemleri oncelikle timevarim ve timdengelim Ust bagslklar ile ikiye ayrilarak

siniflandinimistir:

ISPAT YONTEMLERI

| | | |
TUME VARIM TUMDEN GELIM

| | | |
DOGRUDAN ISPAT DOLAYLI ISPAT

YONTEMI

ISPAT
AKSINE ORNEK

OLMAYANA ERGI

CELISKI YONTEMI ILE

VFREREK ISPAT

Sekil 1.1. M.E.B."e gore ispat yontemleri (M.E.B., 2011)

Bu siniflandirmaya ek olarak ispat yontemlerini dogrudan ve dolayli ispat

yontemleri olarak ikiye ayirip bu dogrultuda siniflandiran érnekler de mevcuttur.



ISPAT

YONTEMLERI
|
DOGRUDAN ISPAT DOLAYLI ISPAT
|
_ILERIYE KARSIT TERSI ILE GELISKI YOLUYLA
DOGRUDAN iSPAT ISPAT TUMEVARIM ISPAT

Sekil 1.2. Rossi'ye (2006) gore ispat yontemleri

Rossi (2006), ispat yontemlerini dogrudan ve dolayli ispat yontemleri olarak ikiye
ayirarak siniflandirmistir. Daha sonra bu ayrismaya dahil edemedigi olusturarak
ispat, cift kosullu ispat, aksine 6rnek verme ve tlketerek ispat turlerinin varligina
da deginmigtir. Sadece Rossi ve MEB’in siniflandirmasina baktigimizda dahi ciddi
uyusmazliklar dikkati gekmektedir. Rossi sadece cgeligki yoluyla ispat yontemini
dolayli ispat olarak tanimlarken, MEB'’in ortadgretim programinda yer verdigi
siniflandirmada aksine 6rnek vererek ispat, celiski yoluyla ispat, olmayana ergi
(karsit tersi ispat) ve deneme yontemiyle ispat dolayh ispat bashgi altinda

toplanmistir.

p =q onermesini dogrudan ispat yontemiyle ispatlamak istedigimizde, p hipotezi
dogru kabul edilip, g hikmune ulasilmaya c¢aligilir. p = q 6nermesinin dogruluk
dederi bu 6nermenin kargit tersi olan q' =p' nin dogruluk degeri ile aynidir.
Dolayisiyla p =q yu ispatlamak, q' =p' i ispatlamakla esdegerdir. Bu 6nermenin
karsit tersini ispat etmek icin ise yine q' dogru kabul edilip p hukmudne ulagiimaya
calisilir. Yani ' = p' 6nermesi i¢in dogrudan ispat yontemi kullaniimis olur. Ancak,
ispata hiukmun degili (q') ile baslanmasi, ispata dolayhlik katmistir. Bu sebepten
bazi siniflandirmalarda karsit tersi ile ispat, hukmin olumsuzu ile baslanmasi
nedeniyle dolayl ispat, ispatta dogrudan ispat yontemi kullaniimasi nedeniyle de
dogrudan ispat kategorisi altinda ele alinabilmigtir. Dogrudan ve dolayh ispatin
nasil tanimlanacagi, hangi ispat yontemlerinin bu basliklar altinda yer alabilecegi
konusu da siniflandirmaya yonelik netlesilemeyen bir bagliktir.

ispat yontemlerinin neler oldugu ve siniflandirmasina yonelik var olan karmasaya
ek olarak Turkge literaturde yer alan, net olmayan bir diger konu da ispat

yontemlerinin isimlerinin Tlrkgelestiriimesiyle ilgilidir. “Olmayana ergi” kavrami bir



ispat yontemi olarak pek g¢ok kiginin asina oldugu bir kavramdir. Buna karsin
“olmayana ergi” nin tanimi, “proof by contradiction” ve “proof by contrapositive”
iceriginde iki farkh sekilde tanimlanabilmektedir. Ornegin Irmak (2008) ve
ortadgretim programinda MEB (2011) olmayana ergi ile ispati, teoremin kendisi
yerine, karsit tersinin ele alinarak (proof by contraposition) ispatlanmaya
calisiimasi olarak tanimlamaktadirlar. Yani literatirde gecen bagka bir adlandirma
ile “karsit tersi ile ispat” olarak tanimlamaktadirlar. Yani bu igerikte p = ¢

Onermesiicin q' = p’ ispatlanir.

TUBITAK Bilim Teknik Dergisinde ve bir dizi bagka kaynakta ifade edildigi sekliyle

L 1]

ise “olmayana ergi”, “proof by contradiction” iceriginde tanimlanmaktadir. ifade
edilen bu ybntemde dogrulugunu ispatlamaya calistigimiz ifadenin tersi ele
alinarak ispatlanmaya calisilir ve bir celigski elde edilir. Bu icerik MEB (2011)

programinda “geliski yontemi ile ispat” olarak adlandiriimistir.

Ispat, matematik igerisinde 6nemli bir yere sahiptir. Sahip oldugu bu éneme karsin
literatlirde yer alan ve burada ifade edilen bir dizi karmasiklik ispatin ne oldugu ve
nasil ele alinmasi gerektigine dair ciddi bir bosluk yaratmaktadir. Oyle ki
matematik alaninda ispat ve ispat yontemlerine yonelik net ve Uzerinde
ortaklagilan bir yaklasimin olmayisi, egitim literatirinde de ispat olarak kabul
edilip edilmeyecegi tartisilan ispat adlandirimalarinin  varligina zemin
olusturmaktadir. Gorsel ispat yontemi buna o6rnektir. “Proof without words”
tanimlamasiyla yabanci literatirde yer alan bu yaklagimin ispat yontemi olup
olmayisi yonundeki teredditler aslinda bu yaklagsimi literatire kazandiran Kkisi
tarafindan, bu yaklasimin temel kaynagi olan kitapta da agik¢a ortaya konmustur
(Nelsen, 1993). Nelsen kitabinda, bu yaklasimin gercek bir ispat olmadidini
sdylemektedir (Nelsen, 1993, vi). Buna karsin gerek gorsel ispat, gerekse cesitli
gOsterimler, modellemeler araciliiyla ortaya konan dogrulamalar, érnek vererek
yapilan veya deneyimlere dayanan dogrulamalar egitim alaniyla ilgili literaturde
ispat olarak adlandirilabilmektedir. Bu durum ispatin ne oldugu, ispat yontemlerinin
neler oldugu ve ispat 6gretiminin tim bunlar 1s1ginda nasil ele alinmasi gerektigine
yonelik calismalara olan ihtiyaci ortaya koymaktadir. Ancak bu tur calismalar

ulkemizde yok denecek kadar azdir.



1.3. Bu Galismada Ele Alinacak ispat Yontemleri

ispat yéntemlerinin siniflandiriimasi ya da tanimlamasina yénelik farkliliklar bu
arastirmanin baslica konusu degildir. Bu farkliliklar okuyucuyu bilgilendirmek
amaciyla, referanslari ile birlikte dnceki bolimde ele alinmistir. 7. sinif 6grencileri
uzerinden ispat kavraminin ilkogretim duzeyinde ogretilebilirliginin irdelenecegi bu
calismada ele alinacak ispat yontemleri, herhangi bir siniflandirmaya gerek

gorulmeden asagidaki sekilde siralanmigtir:

e Dogrudan ispat Yontemi

e Karsi Ornek Vererek ispat
e Tiketerek ispat

e Durum Yolu ile ispat

e Celiski Yolu ile ispat

ispat ydontemlerine iliskin tanimlamalara, "Tanimlar" bélimiinde yer verilmistir.

Arastirmanin basinda 7. sinif 6grencilerine tabloda yer alan bes ispat yontemini
iceren bir dgretimin uygulanmasi planlanmigti. Gergeklestirilen pilot ¢calismasinin
ardindan, ileriki bolimlerde ayrintilarina deginilecek gerekgeler nedeniyle
arastirma, dogrudan ispat, karsi ornek vererek ispat, tuketerek ispat ve durum yolu

ile ispat yontemleri ile sinirlandiriimigtir.

1.4. Matematik Egitimi Ve ispat

Matematiksel ispat matematigin dnemli bir pargasidir. Matematik ve matematik
egitiminin temelinde yer alan 6nemli kavramlardan birisi olan ispat kavraminin
(Lee, 2002) o6nemine her iki alan literatiirinde de deginilmektedir. ispat,
matematiksel bilgilerin dogrulugunu ya da yanhshdini ortaya koyarken (Tall &
Mejia-Ramos, 2006), matematik ogretimi acgisindan ise matematiksel bilginin
ingasinin saglanmasinda 6nem tagsimaktadir. Knuth (2002) ispatt matematik
o0grenme surecinin énemli bir araci olarak niteler. Senk ve digerlerine gore ise
matematigin kalbi olan ispat (akt. Albayrak Bahtiyari, 2010); sadece neyin dogru

oldugu ile ilgili degil, ayni zamanda nigin dogru oldugu ile de ilgilidir (Almedia,



1996). Ogrenme slrecinde bir ara¢ olarak ele alinan ispat, sadece dogru
matematiksel bilgiye ulagmak adina degil, ayrica matematik bilmek ve yapmak
adina; matematiksel alginin temelini olusturmak adina; matematiksel bilginin
kavranmasi, kullaniimasi ve gelistiriimesi adina da énemsenmektedir (Hanna and
Jahnke,1996; Kitcher,1984; Polya 1981). Tum bu vurgular ispatin énemini ortaya

koymakla birlikte ispat ile matematik egitimi arasinda da kuvvetli bir iligki kurar.

Atfedilen bu 6neme karsin matematik 6gretimi sureci igerisinde ispat yodunluklu
olarak lise ve universite duzeyinde ele alinmaktadir. Turkiye de ise ogrenciler az
da olsa ortaokul duzeyinde o6zellikle de 8. sinif geometri derslerinde, Pisagor
teoreminin ispati Uzerinden ispat kavrami ile karsilagmiglardir. Son mufredat
degisikligi ile bu karsilasma 9. sinifa kaydirilmistir. Matematik egitiminde ispat tim
boyutlariyla aslolarak Universite duzeyinde, Ozellikle de matematik ve matematik

egitimi bolumlerinde ele alinmaktadir.

2005 yilinda "Her gocuk matematigi 6grenebilir" ilkesi temel alinarak yenilenen
O0gretim programi buglne kadar bir dizi ufak degisiklige ugratilmistir. En son 2012-
2013 egitim ogretim yilinda uygulamaya baglanan ve toplumda 4+4+4 egitim
sistemi olarak yanki bulan, 12 yillik zorunlu egitime gecis programi ile 6gretim
programlari glncellenmistir. ilkdgretim ve Egitim Kanunu'nda nisan ayinda
gerceklestirilen degisiklik dogrultusunda, 222 nolu kanunun 7. maddesi su sekilde
degistiriimisti;, “MADDE 7 — llkégretim; 1 inci maddede belirtilen amaci
gerceklestirmek icin kurulmus dért yil sdreli ve zorunlu ilkokul ile dért yil siireli ve
zorunlu ortaokuldan olusan bir Milli Egitim ve Ogretim Kurumudur.” (ilkégretim ve
Egitim Kanununun Bazi Maddelerinin Degistiriimesine iliskin Kanun, 2012). Bu
baglamda ilkokul programi 1-4. siniflari, ortaokul programi 5-8. siniflan

kapsayacak sekilde yeniden duzenlenmigtir.

Gerek 2005 duzenlemesini, gerekse bu son duzenlemeyi birlikte inceledigimizde
ilkokul ve ortaokul mifredatinda ispata deginilmedigi gérilmektedir. Ogrencilere
kazandirilmasi gereken beceriler problem ¢ozme, iligkilendirme, iletigsim, tahmin ve
akil yuritme olarak siralanmig, ispata bir beceri olarak programda vyer
verilmemistir. ispat kavramina programda deginiimemis olsa da, akil yiriitme
becerisi su sekilde tanimlanmigtir; "Akil yiritme (muhakeme), eldeki bilgilerden
hareketle matematigin kendine 6zgli ara¢ (semboller, tanimlar, iliskiler, vb.) ve

disiinme tekniklerini (timevarim, timdengelim, karsilastirma, genelleme, vb.)



kullanarak yeni bilgiler elde etme sireci” (MEB, 2013, s.5). Ayrica akil yuritme
becerisi igerisinde oOgrencilerden matematiksel ¢ikarimlarin dogrulugunu ve
gecerligini savunmalar ile kurallari dogrudan ezberlemeleri yerine, kurallarin
arkasinda yatan kavramlarla iligkilerini kurmalarinin da beklendigi vurgulanmistir.
Bu baglamda ispat ile akil yarutme becerisi arasinda dolayl da olsa bir iligki
kurmak mumkun olmaktadir. Bununla birlikte program igerisinde yer alan diger
beceri basliklari da incelendiginde, bu becerilerle kazandirilmasi hedeflenen bazi
davranislari, ispat yapabilme yeterliligi ile iligskilendirmek de mimkuindur (Caligkan,
2012). Yine de dolayli olarak kurulan bu iliskilendirme yeterli degildir. ispat dgretim
programi igerisinde 9. ve 11. sinif programlarinda, gelistiriimesi hedeflenen
matematiksel beceri ve yeterlilik olarak ele alinmaktadir. "Matematiksel akil
yuritme ve ispat yapabilme" ise slre¢ becerisi olarak vurgulanmistir (MEB,

2013b). 2013 yilinda guncellenen ortadgretim programlarinda ispat kavrami ilk

olarak 9. sinifta "Denklem ve esitsizlikler" konu alaninda, V2 sayisinin rasyonel
sayl olmadiginin ispati ile o6grencilerin karsisina c¢ikmaktadir. Daha sonra dik
ucgende Pisagor teoremi ile Uggende kosinUs / sinls teoremlerinin ispatlarina da
programda yer verilmistir. 11. sinifta ise "Sayilar ve Cebir" 6grenme alani
icerisinde aksine ornek verme, karsit tersi ile ispat, dogrudan ispat, geligki yoluyla
ispat ve tUmevarim yontemleri programda ispat yontemleri olarak ele alinmigtir.
Ortadgretim programinda ispata yer veriimesine ragmen, Caliskan'in 2012 yilinda
gerceklestirdigi calisma matematik o6gretmenlerinin glncellenmemis program
kapsaminda yer alan Mantik Ogrenme Alani icerisindeki bazi temalari, dzellikle de
ispat Yontemleri alt 6grenme alanini derste islememe egiliminde olduklarini ortaya
koymustur. ilhan da 2006 yilinda gergeklestirdigi calismasinda programla ilgili bazi
ogrenme alanlarinin 6gretmenlerce derslerde islenmedigine yonelik var olan bu
soruna deginmigtir. Bu durum programda zaten sinirh oranda deginilen ispat
alaninin ogrencilerle olmasi gerektigi bir icerikte paylasiimadigi dusuncesini

kuvvetlendirmektedir.

ispat 6gretiminin lise ve ileriki 6gretim diizeylerinde yogunlasmasina paralel
olarak, bu alanda gergeklestirilen ¢alismalarin blayuk bir bolumu ilk ve ortaokul
duzeyinde ispat Ogretimini ele almamakta ve hatta bazi calismalar okul
matematiginde ispatin sadece ileri ortadgretim duzeyindeki 6grencilere uygun

oldugunu, ortaokul 6grencilerinin formel ispati anlamadidini ve yapamayacaklarini



belirtebilmektedir (Bell, 1976; Fischbein, 1982; Knuth, 2002). Bu yaklasimlara
karsin son zamanlarda, okul ©Oncesi 0gretim surecinden baglayarak, ispat
ogretiminin erken yas kusaginda da ele alinabileceg@ini savunan g¢aligmalarda bir
artis da yasanmaktadir (Ball vd., 2002; Cyr, 2011; Hanna, 1995; Schoenfeld,
1994; Stylianides, 2007a; Stylianides, 2007b).

Bahsedildigi Uzere matematik egitiminde ispat matematiksel bilginin kavranmasi
acisindan onem tasimaktadir. Bu nedenle matematikte ezberin 6Anlenmesi,
kavramsal bilginin ingasi ile anlamli 6grenmenin gergeklesebilmesi acgilarindan da
ispat matematik ogretiminde kritik bir deger tasimaktadir. Sonug¢ olarak
matematiksel ispat, 6grenci seviyesine uygun olabilecek bir icerik ve dizeyde ele
alinarak, ogretim surecinin daha erken asamalarinda bu surecin temel bir bileseni

olarak kullaniimahdir.

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) de ispati, mufredatin belirli
konularinin belirli zamanlarinda yapilan 6zel bir aktivite olarak ele almamaktadir.
ispat ve muhakeme, hangi konuda olunursa olunsun, ders islenme siirecinin dogal
akisinin bir parcasi olmalidir (NCTM, 2000). Ogretim slreci icerisinde ispata bir
konu alani olarak yaklasmayan, islenen konudan bagimsiz olarak ispatin 6gretim
surecinin bir bilegseni olmasi gerektigini savunan bu anlayis, matematik

ogretiminde ispatin onemini daha da artirmaktadir.

NCTM'in slre¢ standardi olarak ele aldigi “akil yurtitme ve ispat”’, matematiksel
icerigin, bilginin kavranmasi ve kullaniimasinin 6nemli bir yoludur. NCTM
matematigi anlamak igin ispati kavramanin énemine deginir. Buna karsin NCTM’in
sure¢ ve icerik standartlarina iceriginde buyuk oranda yer vermeye calisan son
ilkogretim programinda ispata ayni derecede onem verildigi gorulmemektedir.
Ogretim programinda ispat ve muhakeme iliskisine yeterince deginiimemis,
NCTM'’in “akil yuratme ve ispat” standardi sadece “akil ylratme” kazanimi olarak

programda yer bulmustur.

Benzer bir ilgi eksikligi ortadgretim programinda da yer almaktadir. 9 ve 11.
siniflarda ispat ve ispat yontemleri ele alinmis olsa da, ispat programda bir konu
bashgi olarak sinirl kalmakta, 6gretim surecine igsellestirimesinde eksiklikler
bulunmaktadir. ispatin Universite siireci 6ncesi dgretim programlarinda yeterince

yer almayisi sadece Turkiye’de yasanan bir durum degildir. NCTM standartlariyla



birlikte matematik egitiminde ispata yoOnelik ilgi artmakla birlikte, mufredatlarda
henuz istenen duzeyde ispata yer veriimemektedir (Healy & Hoyles, 2000), halbuki
ispat matematikten ayri disinilemez ve mufredatin ayriimaz bir pargasi olmahdir
(Schoenfeld, 1994).

Ispat - matematik mifredatlari iligkisi tarihsel akig igerisinde farkli dénemlerde
farkh sekillerde ele alinmigtir. ABD'de 1950 ve 1960°li yillarda gerceklesen
ortadgretim mifredat reformlarinda kavramsal 6grenmeye yonelik vurgu artmis,
matematik daha formalist bir yapida ele alinmistir (Hanna, 1983). Bu suregte
mufredatta yer alan ispat, formel (rigorous) matematiksel ispatti ve aksiyomatik
yontem ile formel ispat tim matematik konularinin ve matematiksel dusiinmenin
merkezine  yerlestiriimisti.  Ortadgretim  mufredatinda  matematigi  iyice
soyutlastirdigl gerekgesi ile elestirilen bu yaklagim, 6zellikle pedagojik yonlerden
Hanna'nin da icerisinde yer aldigi bir cevre tarafindan sakincali bulunarak
elestirilmistir. Bu elestiriler 80 ve 90’li yillarda 6gretim programlarinda ispata
yonelik baska bir bakisin ortaya ¢cikmasina neden olur. Sonug olarak 1980Q’li yillara
gelindiginde basta ABD’de olmak Uzere, mifredatta ispata yonelik vurguda bir
azalma yasanmigtir. Bu surecte ispatin 6gretim programlarinda sinirli dizeyde ele
alinisinl da elestiren Hanna (2000), ispatin lise matematik programinda gun be
gun daha az yer bulduguna deginerek, bunun olasi nedenlerini su sekilde

siralamistir:

e ispatin yiiksekdgretime devam edecek dgrencilere dgretiimesinin gerekli
oldugu dusunulmektedir.

e Tumdengelimsel ispat yerine kendi kendine o6grenmeye dayanan
(heuristic) yontemlerin muhakeme etme ve dogrulama becerilerinin
gelisiminde daha etkili oldugu duslincesi yaygin olarak kabul edilmeye
baslanmigtir.

e Matematiksel dogrulamada dinamik yazilimlarin, gorsel tekniklerin
kullanimi giderek artan bir sekilde tercih edilmekte ve bu nedenle

siniflarda timdengelimsel ispat kullanimi azalmaktadir.

Tum bu degerlendirmelere ve kendisinin de igerisinde yer aldigi bir ¢evrenin 50 ve
60’ yillardaki uygulamalari da elestirmis olmasina kargin Hanna, ispatin

matematik o6gretiminde her dizeyde gerekli oldugunu vurgulamaktadir. Ayrica,
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ispatin hem kendi kendine 6grenmeye dayanan teknikler, hem de gorsel dinamik

Ogelerle bir arada da ele alinabilecegini ifade etmistir.

2000’lere gelindiginde ispatin 6gretim programlarinda sinirh olarak yer almasina
yonelik elestirilerde bir artis gdézlenmis, bu artis 2000 yilinda yayimlanan NCTM
raporunda ispatin yeniden ele alinmasina neden olmustur. NCTM’nin “Okul
Matematiginin Ilkeleri ve Standartlar” raporunda ispata 6énceki metinlere gore
daha c¢ok deginilmis ayrica, ispatin matematik 6gretimindeki roli ve énemine de
raporda yer verilmistir. Bu raporun yayinlanmasinin ardindan gerek mdufredat
calismalarinda, gerekse bu alanda yurutilen akademik calismalarda ilk ve

ortaokullarda ispat 6gretimine yonelik vurgu artmigtir.

Bu rapordan 6nce, Birlesik Krallik ulusal matematik mifredatinda (DFE,1995) da
matematiksel ispat surecini iceren bir modele yer verilmigtir. Bu modelde erken
yas kusaginda c¢ocuklara basit dizeyde oruntuler sunulmakta ve bu oOruntilere
yonelik tahminde bulunmalari saglanmaktadir. Ornegin bu muhakeme sirecinde
onlara "Bu durumda ne olurdu?" seklinde sorular yéneltiimekte, onlardan "Tum gift
sayilar 2'ye bolunur" bi¢cimindeki genel dogrulari algilamalari beklenmektedir. Bu
surecgte Ogrencilerden varsayimlarda bulunmalari, genelleme yapmalari, bu
genellemelerini test etmeleri, matematiksel bir agiklama ile deneysel kanitlar
arasindaki farki ortaya koymalari beklenmektedir (Jones, 1997). Su an kullanimda
olan ulusal mufredatta ise 8. sinif 6grencilerinin bir Gg¢genin i¢ agilarinin toplaminin
180, dortgenin ise 360 derece oldugunun ispatlari ile Ug¢gende bir dig aginin
kendisine komsu olmayan iki i¢ aginin dlgulerinin toplamina esit oldugunun ispatini

anlama yeterliligine sahip olmasi gerektigi belirtilir (DfEE, 2001).

Amerika Birlesik Devletleri'nde ise bugun ogrencilerin dogrulama ve ispat yapma
yeterliligini de gelistirmek Uzerinden olusturulan reform temelli mufredatlar
bulunmakta ve bu mdifredatlar bazi okullarda uygulanmaktadir. Connected
Mathematica Project (CMP) temelinde hazirlanan mufredat bunlardan birisidir
(Knuth vd., 2012, Cain, 2002). Bu mufredat Michigan State University’de, ortaokul
ogrencileri igin standart temelli ve problem odakli olarak gelistirilen bir mifredattir.

Basta ABD ve ingiltere'de olmak Uizere ispatin matematik égretim programlarinda
agirhgr artmakla birlikte gergeklegtirilen galismalar bu artisin yeterli olmadigini

ortaya koymaktadir. Buna ragmen ispatin ileri dizeyde matematik egitiminden

11



ziyade, 6gretim slrecinin her duzeyine yayllmasi gerektigini vurgulayan ve ispat
uygulamalarinin dgrencilerin okuldaki matematik yasantilarinin bir pargasi olarak
go6rulmesini savunan pek ¢ok calismaya da rastlanmaktadir (Stylianides, 2007a-b;
Ball & Bass, 2003; Ball vd., 2002; Hanna, 1995; NCTM, 2000). Bu savunular temel
olarak ispati matematik yapmanin ve matematigi anlamanin temel tasi olarak ele

alirlar.

1.4.1. NCTM’de ispat Ogretimi
NCTM (National Council of Teachers of Mathematics), baslangigta ABD’deki
okullar arasi esgudimu saglamak amaciyla kurulan ulusal bir merkez olsa da,
bugiin diinya ¢apinda kabul gdérmektedir. ilk olarak 1989 yilinda “Okul Matematigi
icin Ogretim Programi ve Degerlendirme Standardi” adli kitabi yayinlayan NCTM,
2000 yilinda “Okul Matematiginin ilkeleri ve Standartlar” adli raporu yayinladi. Bu
kitapta, okul matematiginde saglanmasi gereken ilkelerin, ulagsilmasi beklenen

standartlarin neler oldugu érnekleriyle agiklanmaktadir (Umay, 2007).

NCTM (2000) bu kitapta sinif diizeylerine goére, ayrintili bir sekilde akil yuritme ve
ispatin gelisim surecini ele almig ve bunlarin gelistirilebilmesi igin yapilmasi

gerekenleri su sekilde siralamistir:

o Ogrenciler akil yiritme ve ispatin matematigin temel bir 6gesi oldugunu
kavramalidir.

e Matematiksel tahminlerde bulunabilmeli ve bunlari sinayabilmeli.

¢ Matematiksel tartismalari ve ispati degerlendirip gelistirebilmeli.

e Cesitli akil yuratme tiplerini bilmeli ve sinama surecinde gerekli ispat

yontemlerini secip kullanabilmeli.

Bu dort madde incelendiginde, Uulkemizde ortaokul &grencilerinin ispati
matematigin temel bir 6gdesi olarak algilamalarinda, ispat iceren tartismalar
yurutip bu tartismalari gelistirmelerinde, ispat yontemlerini kullanmalarinda eksik
olduklarini séylemek yanlis olmayacaktir. Var olan ortaokul mufredati bu nitelikleri
saglamada yeterli degildir.

NCTM “Okul Matematiginin ilkeleri ve Standartlari” adli raporda ispat 6gretiminin

erken yas kusaginda da ele alinmasi gerektigini belirtirken, c¢ocukta ispat
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dusuncesinin gelisimine yonelik bir siniflandirma da yapmistir. Raporda
anaokulundan 8. sinifa degin, akil yurutme ve ispata yonelik bireyin gelisimi ve
ogretmenlerin bu donemlerde dikkat etmesi gereken noktalar su sekilde ele

alinmigtir:

Anaokulundan 2.Sinifa Kadar: Bu sure¢ zarfinda ogrenciler kendi
deneyimlerinden yola ¢ikarak muhakeme vyapabilirler. Muhakeme yaparken
ampirik kanitlari, var olan onceki bildikleri gerceklere dayanan tumdengelimsel
yaklasimi, kendi bakis acilarina dayanan varsayimi kullanirlar. Ogrencilerin bu
donemdeki akil yarutmelerinin, genellemelerinin uygun olup olmadigini test etmek
icin ogretmenler ogrencileri 6rnek ve karsit 6rnek vermeleri dogrultusunda
yonlendirmelidirler. Ayrica 6grencilerin dil becerileri, kendilerini ifade edebilme
yetilerinin gelismesi i¢in sadece cevabi sOylemelerinden ziyade, onlari cevaba
ulastiran muhakemelerini de agiklamalari yoninde tesvik etmelidirler. Bunun igin

de “hayir”, “ve”, “veya”, “bazisI”, “hepsi”, “cunku”, “eger ... o zaman” kaliplarini da

kullanmalari saglanabilir.

3-5. Siniflar Arasi: Ogrenciler bu dénemde tlimevarim yéntemini tanimaya
baslarlar. Karsit oérnekler vererek akil yaratmek, ulasilan ¢dézimleri karsilastirmak
ve bagkalarinin muhakemelerini sorgulayip karsilastirarak genelleme yapmak,
yapllan bu genellemelerin nedenini sorgulamak ve hangi durumlara
uygulanabilecedine dair akil ydratmek, bunlart savunmak bu donemde
gerceklestirilebilir. Ogretmenler bu dénemde acik uglu, meydan okuyucu sorularla
ogrencilerin matematiksel iligskilere yonelik varsayim gelistirmelerini, bunlari test

edip uygulamalarini saglamalidirlar.

6-8. Siniflar Arasi: Bu donemde &drenciler varsayimlarini derinlemesine
degerlendirmek icin timevarimla birlikte tumdengelimi kullanabilirler. Ayrica dogru

bir dnermenin kargitinin her zaman dogru olmayacagini 6rneklerle kavrayabilirler.

NCTM’in ilkogretim duzeyinde akil yurutme ve ispata yonelik ¢izdigi bu tablo ispat
ogretiminin erken bir donemde ele alinmasi gerektiginin altini bir kez daha
gizmektedir. ispat dgretimine erken dénemlerde baslanmasi ispat diigiincesinin
gelisimini saglayacaktir. Yukaridaki aktarimlardan gorulecegi Uzere NCTM de
ogrencilerin lise odncesi yas donemlerinde tumevarim ve hatta timdengelime uzak

olmadigini, ilk donemlerde deneyimlerine dayanan, ampirik kanitlarla genelleme
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yapma egilimi baskin olacakken, daha sonrasinda karsit ornekler vererek akil

yurutebileceklerini net bir sekilde ifade etmektedir.

1.4.2. Cocukta ispat Diisiincesinin Gelisimi
Bireyde biligsel gelisim dogumla birlikte baslayan ve ¢evremizdeki dinyayla bireyin
etkilesimini  saglayan, bu etkilesim sonucu dunyanin algilanmasini,
yorumlanmasini ve yorumlandigi noktada bireyin ¢cevresine mudahalesine olanak
saglayan zihinsel sureglerdir. Davranisgi kuramin aksine bireyi 6grenme surecinde
aktif kilan Piaget cocugun duyusal-edimsel 6grenme agsamasindan, soyut iglemler

asamasina uzanan bir dizi gelisimsel biligsel stregten gectigini savunur.

Tall (2008) bireyde formel ispat yapabilme becerisinin olusumunu da biligsel
gelisim sureci igerisinde ele alir. Nesnelerin ve eylemliliklerin ilk algilanma anindan
aksiyomatik matematige varan biligssel gelisim surecini “matematigin t¢ dinyas!”

olarak adlandirir ve su sekilde ele alir:

e Kavramsal somut diinya (the conceptual-embodied world);
baslangigta gergek diunyada gorinen ve algilanan, daha sonra
zihinde hayal edilen nesnelerin 6zelliklerinin algilanip yansitiimasini
igerir.

e Nesnel ve siire¢csel sembolik diinya (the proceptual-symbolic
world); sayma iglemi gibi bir eylemle ilk olarak somut diinyada gelisir,
bu sayma islemini ornegin rakamlari betimleyerek sembollestirir ve
bu surecgte hem iglem sireci hem de kavramin sembolik gosterimi bir
arada dusunulmektedir.

e Aksiyomatik — formel diinya (the axiomatic-formal world); formel
tanim ve ispatlara dayanir. Bu slregte bilinen nesneler Uzerinden
anlam ingsa etme yerine teorik tanimlar Uzerinden formel kavramlar

olusturulur.

Bu yaklagsimi toplama islemi Uzerinden drneklemek gerekirse; ¢ocuk ilk dnce tahta
bloklarla oynamakta, bu bloklari gruplandirarak c¢okluklar olusturmaktadir
(kavramsal somut diinya). Daha sonra g¢ocuk bu tahta bloklarla bir eylem ortaya
koyar, cokluklari toplar. Bu eylemlilik sureci igerisinde hangi sira ile ¢cokluklari bir

araya getirirse getirsin sonucun (toplamin) degismedigini fark eder ve bunu soézel
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olarak dile getirir (nesnel ve sureg¢sel sembolik dinya). Cocuk toplama isleminde
degisme oOzelligini fark etmigtir. Son asamada ise 6nce rakamlarla bu 6zellik ortaya
konur (10+7 = 7+10), daha sonra x+y = y+x seklindeki sembolik gdsterim

geligtirilerek genellemeye ulasilir (aksiyomatik-formel diinya) (Tall vd., 2012).

Biligsel gelisim sureci igerisinde Aktas (2002) ispat kavraminin olusmasinin okul
Ooncesi donemde bagladigini sOyler. Piaget tarafindan sezgisel donem olarak
adlandirilan bu sure¢ ayni zamanda mantiksal duginmeye gecis donemidir.
Siniflama, eslestirme, siralama, karsilastirma gibi ispatin temelini olusturan
kavramlarin bu suregte kazandiriimasi hedeflenir ve bu hedefler mantiksal
dusunmeye gegciste kopru gorevini Ustlenirler. Bu kdpru bu yas doneminde saglam
olusturulmazsa ileriki dénemlerde sorunlar ortaya cikacaktir (Altiparmak, Ozis,
2005). Okul 6éncesi donemde 6grencilere kazandirilmasi hedeflenen bu nitelikler
basariyla kazandirilirsa, matematiksel muhakeme gelisir, 6grenciler neden sonug
iligkisi kurabilir ve tim bunlar da ispat kavraminin olusumunda 6nemli bir zemin

olusturur.

ilkokul déneminde c¢ocuklar somut islem dénemindedirler. Bu siire¢ zarfinda
ogrencilerin somut nesne ve durumlar Uzerinden akil yuratmeleri ve varsayimda
bulunmalari saglanmalidir. 3. sinifa kadar fiziksel materyaller Gzerinden nesneleri
karsilastiran, benzerlik veya farkliliklarina yonelik muhakemede bulunan ve bunun
Uzerinden genellemeye ulasan oOgrenciler, 3. siniftan itibaren ulastiklari
genellemeleri ve varsayimlari test edip, savunmaya yonelik tesvik edilmelidir. Bu
seviyedeki 6grenciler varsayimlarini sinamak veya varsayimlarinin dogrulugunu
gOstermek icin birkag Ornegin vyeterli olmadigini tartigabilmeli, birbirlerinin
muhakemelerini sorgulayabilmeli ve karsi ornekleri varsayimlarini gurutebilmek
icin kullanabilmelidir. Matematiksel iddia kavrami bu yaslarda olusmaktadir
(Altiparmak, Ozis, 2005). Bu nedenle NCTM’in de benzer bir icerikte ele aldigi bu

yapinin égrencilerde kurulmasi 6nemlidir.

Ortaokul doéneminde o6grencilerde soyut duslncenin gelisimi s6z konusudur.
Ogrenciler matematiksel iddialar timdengelim ve tlimevarim yoéntemlerini
kullanarak sinayabilmeli, yanhs olan ifadelere kargi o6rnekler sunabilmeli,
matematiksel ifadeleri sembolik dil kullanarak ifade edebilmelidirler. Bu dénem

icerisinde ogrencilerin tumdengelim mantigini kullanmalari tegvik edilmelidir.
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Lise 6gretimi surecinde ise 6grenciler soyut disunme doénemindedirler. Bu yillarda
daha onceki 6gretim kademelerinde inga edilen ispat yaklasimi kuvvetlendirilmeli,

dolayli ispat yontemleri agirlikli olarak kullaniimahdir (Altiparmak, Ozig, 2005).

Tum bu aktarimlar bireyde biligsel gelisim sureci igerisinde ispat dugtincesinin de
asamall olarak gelisecegini ortaya koymaktadir. Anaokulundan baslayarak tim
ogretim duzeylerinde, bu gelisimin dnemli bir pargasi inga edilmektedir. Bugun
literatlire baktigimizda &grencilerin ispata yoénelik performanslarinin farkl ispat
adlandirmalari (semalar, kodlandirmalar) altinda siniflandirildigi goérilmektedir. Bu
adlandirmalar her ne kadar hangi muhakemenin ve hangi dogrulamalarin ispat
olarak kabul edilecegine yonelik ortak bir yaklagima sahip olmasalar da bireyde

ispat dusuncesinin gelisimini ortaya koymalari agisindan énemlidirler.

1.4.3. Egitim Literatiiriinde ispat Kavrami ve ispata Yénelik
Adlandirmalar

Bilissel yaklasimin babasi olarak kabul edilen Piaget’in duyusal-edimsel 6grenme
asamasindan, soyut iglemler asamasina uzanan siniflandirmasi, 6grenme
diizeylerine iliskin her tirli siniflandirmanin temelini olusturmaktadir. Ornegin Van
Hiele (1986) Oklid Geometrisi lizerine yogunlastigi calismalarinda gocuktaki
geometri dusuncesinin gelisimini 5 duzeye ayirarak somut kavramadan soyuta
ulasan ve son basamaginda formel diuzeyde ispat becerisinin gelistigi bir

siniflandirma yapar:

Duzey 0: Temel seviyedir, kabaca sekillerin benzerliklerinin farkinda
olunur, sekiller siniflandirilabilir. Uggen ve dértgen farkli olarak kabul
edilir ama paralelkenar ile eskenar dortgenin farki ortaya konulamaz.

Duzey 1 (visual): Temel geometri bilgisi vardir, sekillerin ozellikleri
Uzerinden genelleme yapilabilir. Sekil kotl gizilmis olsa da dort dik agisi
olan sekil dortgen olarak kabul edilir. Buna karsin kare dikdortgen
olarak kabul edilmez.

Duzey 2 (descriptive): Sekil Uzerinden 6zellikler arasi iliski kurulabilir.
Tumdengelim yapilamaz. Ama o6zellikler arasi iliski kurulabildigi icin
kare dikdortgen olarak adlandirilabilir.

Duzey 3 (relational): Bu seviyede seklin Ozellikleri arasinda
kargilastirma yapilabilir. Temel / basit duzeyde ispat yapilabilir.

16



Duzey 4: Formel ispat yapilabilir. Geometri icerisindeki aksiyomatik yapi
fark edilir.

Dogrulama ile ispat arasindaki farka degindikleri galismalarinda Carpenter ve
digerleri (2003) ilkogretim duzeyindeki 6grencilerin ispat dustincesindeki gelisimini

dogrulama kategorileri olarak adlandirirlar;

Otoriteye Basvuru (Appeal to Authority): Bu seviyedeki 6grenciler bazi
onermeleri ders kitaplarinda yazdigi igin veya 6gretmeni soyledigi igin,
yani alana 0zgu otoritelerden edindigi bilgiler nedeni ile dogru kabul
ederler.

Ornekle Dogrulama (Justification by Example): Ogrenciler énermeleri
ornek vererek dogrular ve bu dogrulamalarini genellerler. Otoriteye
basvurmadan ziyade oOgrenciler ifadeyi ornek verip dogrulayarak
genellemeye ulagma egilimindedirler.

Genellenebilir Argumanlar (Generalizable Arguments.): Cocuklar erken
yas doneminde bu yonteme pek basvurmaz, yalniz ortaokul duzeyinde
ogrenciler artik ornekler yardimiyla sinirh bir dogrulama duzeyine
ulasabilecegini fark eder ve bu yaslarda gesitli genellemeler yapmaya
tesvik edildiginde farkh metodlar gelistirebilir.

Balacheff (1988) ise 6grencilerin kullandigi ispat yontemlerini betimlerken 6érnekle
dogrulamay! ispat olarak nitelemektedir. Balacheff ispat yontemlerini iki temel
duzeyde ele alir; pragmatik ispat (pragmatic proof), zihinsel ispat (intellectual

proof). En alt seviye pragmatic ispattir.

1. Pragmatic ispat (Pragmatic Proof): En alt seviyedeki ispat
yapma durumlaridir.

e Acemi Deneycilik (Naive Empiricism): Belirli sayidaki deney
durumlarindan elde edilen kanitlarla 6nerme dogrulanmaya
caligilir, yani rastgele segilen birkag 6Ornek denenir ve
genellemeye varilir.

e Kritik Deneyim (Crucial Experiment): Onerme tipik/belirli/tek
bir durum igerisinde dogrulanarak gosterilir. Bilingli bir ornek
secilir ve o ornek kullanillarak genellemeye ulasildigi
dusinalir. Ogrencinin o 6rnedi secmesinin bir gerekgesi
vardir.
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2. Zihinsel ispat (intellectual Proof): Ozelliklerin formiilasyonu ve
Ozellikler arasi iligki kullanilir, deney durumu igermez.

e Belirleyici / Kapsamli Orek — Jenerik Ornek (Generic
Example): Matematigin yapisal Ozelliklerinden yola ¢ikarak
segilen belirleyici bir 6rnek yardimiyla dogrulama yapilir.

e Disglince Deneyi (Thought Experiment): Onerme
orneklerden ziyade matematigin yapisal Ozellikleri ile
dogrulanir. Bu dogrulama sureci karmasik bilissel ve dilsel,
anlatimsal yapilar igerir.

ispat ile ilgili literatiirde en ¢ok karsilasilan ve en cok kullanilan siniflandirma ise
Harel ve Sowderin (1998) ispat semalaridir. ispat semalari, ispat yaparken

ogrencinin ispata nasil yaklastigini ve biligssel gelisimini ortaya koyar.

1. Dissal ikna Ispat Semasi (External Conviction Proof Scheme):
Ogrenci sadece formiilleri uygular, rutin kurallari ezberler,
ogretmen ya da kitaplari birer otorite olarak kabul edip onlardan
edindigi bilgilerle kendisini ya da baskalarini ikna etmeye calisir.

e Otoriteye Dayali ispat Semasi (Autoritarian Proof
Scheme): Sadece kitaplarda yazilanlar ya da 6gretmenin
soyledikleri, ogrettikleri temel alinir.

e Aliskanlik Edinilmis ispat Semasi (Ritual Proof Scheme):
ispatin icerdigi dogruluktan ziyade &grenci ispatin
bigimine, gorinusine dikkat ederek ikna olur.
Dogrulamanin  sadece matematiksel notasyonlarla,
sembolik gOsterimlerle, hesaplamalarla
gerceklestirilebilecegine inanirlar.

e Sembolik ispat Semasi (Symbolic Proof Scheme): Ispatin
icerdigi sembolik muhakemelere dayali olarak birey ikna
olur. Ispatin anlamini kavramadan, ¢dzim yapma
yaklagimina sahip olunmakta.

2. Deneysel ispat Semalari  (Empirical _Proof _Schemes):
Varsayimlar fiziksel gergekler ya da duyular yardimiyla
olusturulan deneylerle onaylanmaya calisilir (kabul edilir ya da
reddedilir).

e Tumevarimsal ispat Semasi (Inductive Proof Scheme):
Ogrenciler 6nermenin  dogruluguna yonelik  kendi
kendilerine arastirma yaparak elde ettikleri verileri
(6rnekleri), nicel degerlendirmelerle bagskalarini ikna
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etmede kullanir ve bunu yeterli gorar. Bir veya birkag
spesifik durum, 6zel 6rnekle genellemeye varilir.

e Algisal lIspat Semasi (Perceptual Proof Scheme):
Herhangi bir konu alanindaki ilk 6grenmeler sonucu
zihinde olugsan gosterimler kullanilarak dogrulama
yapiimaya calisilir. Buyuk oranda yetersiz kalir. Algilara
dayali temel zihinsel imgeler kullanilir.

3. Analitik ispat Semalari (Analytical Proof Scheme): Dogrulamalar
mantik kullanilarak ve timdengelimsel yollarla yapilir.

e Doénlsiimsel ispat Semasi (Transformational Proof
Scheme): Amaca yonelik zihinsel islemler uygulanir.
Tahminler ve onlara dayali c¢ikarimlarla genellenmeye
ulasiimaya calisilir. ikna timdengelimsel olarak yapilir.

e Aksiyomatik ispat Semasi (Axiomatic Proof Scheme):
Dogrulama tanimsiz terimler, aksiyomlar kullanilarak,
bunlardan baslanilarak yapilir. Aksiyom, tanimiz terim,
teorem arasindaki fark kavranmigtir.

Harel ve Sowder'in bu siniflandirmasi bireydeki ispat dusuncesinin gelisimini
ayrintilandirmasi agisindan énemli olmakla birlikte literatirde kavramsal bir itirazla
da karsilagsmigtir. Yakin donem calismalarinda ispat konusu Uzerine yogunlasan
Gabriel J. Stylianides ve Andreas J. Stylianides, ilk ve ortaokul duzeyine
yogunlastiklari galismalarinda o6grencilerin ispat becerilerini ve ispat yapabilme
duzeylerini incelerken ‘“ispat” kavraminin tanimina yonelik de bir tartisma
yurutmus, erken yas duzeyindeki her ¢cocugun genellemeye ulasma egilimlerini
‘ispat” olarak adlandirmamak gerektigini vurgulamiglardir. Calismalarinin
bazilarinda ispat ve ampirik dogrulama arasindaki farka ayrintili olarak
deginmislerdir (Stylianides, 2007b; Stylianides & Stylianides, 2009, Stylianides,
2007a). Stylianides & Stylianides (2009) bir calismalarinda ise Harel ve Sowder’in
siniflandirmasini kullanmakla birlikte bu siniflandirmayi “ispat semasi” olarak dedgil
de “dogrulama semasi — justification scheme” olarak adlandirmanin gerekliligi
Uzerine bir tartisma yuratmuaslerdir. Reid (2001) de benzer bir yaklagimla Harel ve
Sowder'iIn  "ispat semalari"nin, otoriteye basvurulan, &rnekle sinanan,
matematiksel gériinime dayanan dogrulamalari da icerdigini belirtir. Ogrenciler ilk
ve ortadgretim duzeyinde yaygin bir sekilde ampirik veriler sunarak genellemeye

ulasma egilimindedirler ama onlarin bu uygulamalarinin ispat olarak degerlendirilip
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degerlendiriimeyecegi tartismal bir bashktir. Bu ¢alisma kapsaminda bu egilimler

ispat degdil dogrulama olarak adlandirilacaktir.

ispat disiincesinin gelisimine yonelik bu siniflandirmalardan farkl olarak Blum ve
Kirsch (1991) ise yazili ispat 6rneklerinden yola cikarak ispat yapmayi; ispat,
preformel ispat ve formel ispat seklinde lige ayirirlar. ispati deneysel dogrulamalar,
sezgisel argumanlarin sunulmasi ve eksik kalmig timevarim yaklagimlari olarak
tanimlamakla birlikte preformel ispati ise gecerli, yalniz formel olarak
goOsteriimeyen, ortaya konmayan onermeler olarak ele almiglardir. Preformel
ispatlar gecerli ve kesin ispatlardir, yalniz kesinlikleri formel olduklari anlamina

gelmez.

Lakatos da (1978) ispati formel olma dizeyine gére Uge ayirir; pre-formel, formel
ve post-formel ispat. Pre-formel ispati Blum ve Kirsch'e benzer bir igerikte, ikna
edici olan, matematikgiler tarafindan kabul edilen ama formel olmayan ispat olarak
tanimlamistir. Pre-formel ispatta postulatlar, iyi tanimlanmis mantiksal ¢ikarimlar
yoktur, sadece teoremin dogru oldugu sezgisel olarak ortaya konulmaktadir. Reid
ve Knipping (2010, s.9) ise matematikciler tarafindan kabul edilen bu informel
ispati yari-formel (semi-formal) ispat olarak adlandirmiglar, ayrica gergeklestirilen
ispatlarin gcogunun yari-formel ispat oldugunu belirtmislerdir. Harel ve Sowder'in
ispat semalari tekrar dikkate alindiginda ispat tumdengelimsel bir yapiya sahip
olmasa da belirli bir kitle igin ikna edici olmasi gerekli iken, Reid ve Knipping igin

tumdengelimsel yaklagim ispatta vazgecilmezdir.

Bu galismada, 6grencilerde ispat dusuncesinin gelisiminde dnemli bir asama olan
ornekle dogrulama egilimi ispat olarak ele alinmamistir. Bir dogrulama /
yanlglamanin ispat olarak degerlendirimesinde Stylianides'in (2007a)'in ispat
tanimlamasi temel alinmistir. Sinif igerisinde yapilan ispatlama etkinliklerinin
hangilerinin ispat oldugunu belirlemeye yarayan bu tanimlamada ispat,
matematiksel bir iddiaylr dogrulamak ya da yanliglamak Uzerinden ortaya konan,
birbiriyle iligkili savlar dizisidir. Bu savlarin ispat sayilabilmesi icin asagidaki

Ozellikleri tagimasi gerekir;

1. Sinifga dogru olarak kabul edilen ve ekstradan dogrulanmasina ihtiyag

duyulmayan onaylanmig ifadeler setini (set of accepted statements)
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icermeli. Matematiksel baglamda tanimlar, aksiyom ve teoremler de bu
gruba girmektedir.

2. Bilinen ve gecgerli kabul edilen veya siniftaki égrencilerin kavramsal
olarak algilayabilecegi duzeyde olan muhakeme bicimleri (modes of
argumentation) kullanilir. Matematiksel olarak mantik kurallarinin
kullanimi, verilen ifadenin olasi tim durumlarda incelenmesi, karsi
ornegin sunulmasi, bir celigki elde edilmesi vb. uygulamalar bu
kapsamda ele alinmaktadir.

3. Kullanilan muhakemeler, uygun olan ve bilinen veya siniftaki
ogrencilerin kavramsal olarak algilayabilecegi duzeyde olan aktarim,
temsil yollari (modes of argument representation) ile sunulur.
Matematiksel olarak sdzel anlatim, sembolik dil kullanimi, tablo,

diyagram kullanimi bu kapsamda ele alinmaktadir.

Stylianides (2007a) ortaya koydugu bu tanimlamayi, matematik disiplini ile uyumlu
olan ve ispati tum yas kusaklarina uygun bir igerikte ele alan, ampirik verilerin
ispat olarak kabul edilmesini engelleyen ve dgretim slrecinde ispatin nasil ele

alinacagina yonelik 6gretmenlere yol sunan bir tanim olarak nitelemektedir.

1.5. Arastirmanin Amaci Ve Problem Durumu

Akl yaritme ve ispat lise mdufredatinda sure¢ kazanimi  olarak
degerlendiriimektedir. 9. sinif dizeyinde bazi teoremlerim ispati ele alinirken, 11.
sinifta ispat yontemlerine degdinilmektedir. Yakin slrecte yapilan bazi calismalar
ispata yonelik iceriklerin lise matematik dgretmenlerince sinifta uygulanmadigini
da ortaya koymaktadir (Caliskan, 2012; ilhan, 2006). Ortaokul diizeyinde ise
ispata yer verilmemekte, akil ydritme becerisi igerisinde yer alan
degerlendirmelerde, ispata yonelik dolayli ¢ikarimlar yapilabilmektedir. Bu tablo
universite oncesi ogretim kademelerinde ispat o6gretimine Ulkemizde yeterince
onem verilmedigini, ispat 6gretiminin yeterli duzeyde ele alinmadigini ortaya
koymaktadir. Buna karsin yakin gegmiste ispatin matematik 6gretiminin temel bir
bileseni olmasi gerektigini ve her yas kusaginin, kendi yasina uygun bir sekilde
ispat yapabilecegini savunan yaklasimlarda artis gdzlenmektedir. ABD, Ingiltere
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gibi bazi ulkelerin mufredatlarinda ispat uygulamalari erken donemlerde ele
alinabilmekte, anaokulundan itibaren 6grencilerin ispat algilari ve performanslari

arastirmalara konu olabilmektedir.

Tum bu arastirmalar, ispati matematikte anlaml 6grenmenin saglanmasi ve
ezberin 6nlenmesi agisindan 6nemli bulmaktadir. Ogrenciye sadece dogru
matematiksel bilgiyi sunmak degil, bu bilginin neden dogru oldugunu da
dgretebilmek dnemlidir. ispata yonelik matematiksel muhakemenin gelisimi erken
yas donemlerinde, hatta anaokulunda baslamaktadir. Bu nedenle anaokulundan
baglayarak ogretim sureci igerisinde ispata yonelik muhakemeye yer vermek, ispat
bilgisinin insasinda 6grencilere kolaylik saglayacaktir. Ogretim siirecini bu
baglamda duzenlemek ve cesitli oneriler sunabilmek igin her bir yas kusaginin
ispata yonelik yaklasimini, ispatt ne duzeyde algilayip, yapabileceklerini
betimleyebilmek gerekir. Ulkemizde bu alanda yapiimis calismalar oldukga
sinirhdir. Tarkiye'deki ogrenciler icin "erken yas donemi ve ispat iligkisi" pek

bilinemeyen bir bagliktir.

Bahsi gecen sorunlara bir nebze cevap Uretebilmek i¢in bu arastirmada 7. sinif
ogrencilerinin  ispati algilama duzeyleri ve ispat yapabilme becerilerini
betimleyebilmek amaglanmistir. Bu dogrultuda, 7. sinif 6grencilerine ispatin
ogretilebilirligi irdelenmistir, ispat ogretiminin ortaokul dlizeyinde ne oranda ele

alinabilecegi de arastiriimistir.

Ortaokul 6grencileri somut disunceden soyut duslnceye gegis asamasinda yer
alir, 6. siniftan itibaren ise cebir 6grenme alanina yogun olarak girer, sembolik dili
daha c¢ok kullanmaya baslarlar. 7. sinifta ise sembolik dil kullanimi pekismektedir.
Bu nedenle de arastirmaci 7. sinif 6grencilerinin formel ispati belirli bir dlizeyde

algilayip, yapabileceklerini dusunerek aragtirmayi kurgulamaya baslamistir.

Bu arastirmada ispat kavramiyla birlikte “dogrudan ispat”, “durum yoluyla ispat”,
“aksine Ornek vererek ispat” ve “tlUketerek ispat” yontemleri de ele alinmigtir.
Sinifta gerceklestirilen uygulamanin ardindan bu yontemlerin hangilerinin
dgrencilerce rahatga algilanip, uygulanabildigine bakilmistir.  Ogrencilerin
performansilari ile birlikte, bu ispat yontemlerini uygularken karsilastiklari zorluklari

da betimlemek hedeflenmistir.
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Bu amaglar dogrultusunda, 7. sinif 6grencilerine ispat kavraminin ne oranda
kazandirilabilecegi sorusuna yanit Uretebilmek, ele alinan ispat yontemlerine
yonelik ogrencilerin performanslari ve ispat yaparken zorlandiklari noktalar
betimlemek bu arastirmanin problem durumunu olusturmaktadir. Bu arastirmada

asagidaki sorulara yanit aranacaktir:

1. Uygulamaya dahil edilen 7. sinif 6grencilerinin ispata yonelik algilari nasil
degismistir?
2. Uygulamaya danhil edilen 7. sinif 6grencilerinin arastirmada ele alinan ispat

yontemlerine yonelik beceri ve performanslari nasil degismigstir?

1.6. Arastirmanin Onemi

Son zamanlarda ispatin matematik ve matematik o6gretimindeki yerine yonelik
vurgular artarken, atfedilen bu Onemin karsihigi ogretim programlarinda
gbzlenememektedir. ispatin matematik programlarindaki agirhginin diisiik olusuna
ek olarak bir diger sorun da ulkemizde ilkdgretim duzeyinde ispat ogretimine
yonelik calismalarin yetersizligidir. “Ispat nedir, nasil bir akil yiritme gerektirir?”,
“Ortaokul 6grencileri ispati ne oranda kavrayabilirler ve ispat yapabilirler mi?”,
“Ortaokul 6grencileri ispat yontemlerini kavrayabilir, uygulayabilir mi?” vb. sorulara

bugun ulkemizde rahatlikla yanit verilememektedir.

Bugun Turkiye'de lise oncesi yas donemleri ile ispata yonelik yapilan ¢alismalar
oldukga sinirhdir. Ortaokul &grencileri ile yapilan ¢aligsmalarin  bir kismi
ogrencilerde ispat dusuUncesinin gelisimine ve ogrencilerin ispat yapabilme
seviyelerine odaklanmis (Arslan, 2007; Zaimoglu, 2012; Caliskan, 2012), bir kismi
ise oOgrencilerin ispata yonelik dustncelerini belirlemeye c¢alismistir (Albayrak
Bahtiyari, 2010). Tdm bu c¢alismalar verili 06gretim sdregleri igerisinde
gerceklesmis, oOgrencilere ispat becerilerini gelistirmek dogrultusunda bir
miidahalede bulunulmamistir. ispatin mifredatta yer almiyor olusu da dikkate
alindiginda var olan bu c¢alismalar, ogrencilere ispat becerilerini gelistirmek
dogrultusunda bir 6gretim uygulandiginda, onlarin ispat yapip yapamayacagina,
ispata yonelik kavrayiglarinin gelisip gelismeyecegine yanit Gretememektedirler.

Literatirde bu kapsamda 6nemli bir eksiklik bulunmaktadir.
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Bu aragtirma ile ispat ogretiminin 7. sinif duzeylerinde uygulanabilirligi ele
alinarak, bu alanda var olan bosluk gideriimeye c¢aligilacaktir. Bu nedenden 6turi
de alana 6zgun bir katki sunacagi dugunulmektedir. Bu arastirmadan elde edilen
sonuglarin yeni arastirmalara ve 6gretim programina yonelik katkilara isik tutacagi

umulmakta ve bu dogrultudaki yaklasimlara temel olusturacagi dusunulmektedir.

1.7. Aragstirmanin Sayithlari

Bu calismada ogrencileri daha iyi betimleyebilmek amaciyla uygulanan basari
testinin, ogrencilerin gergcek basari durumlarini ortaya koydugu varsayimistir.
Ayrica 6grencilerin veri toplamak amaciyla uygulanan sinavlarda performanslarini
ortaya koyduklari, gerceklestirilen gorismelerde ictenlikle ve gercek goruslerini

yansitacak bigcimde cevap verdikleri de varsaylimaktadir.

1.8. Arastirmanin Sinirliliklan

1. Bu arastirma kapsaminda uygulanan o6gretimin 8. siniflar icin de uyun
oldugu dusunulmektedir. Buna karsin 8. sinif 6grencileri yilsonunda

girecekleri merkezi sinav nedeni ile bu arastirma kapsamina alinamamistir.

2. Arastirma surecinin baginda arastirma kapsaminda dogrudan ispat, karsi
ornek vererek ispat, tuketerek ispat, durum yolu ile ispat ve geligki yolu ile
ispat yontemleri yer almaktaydi. Gergeklestirilen pilot uygulamanin ardindan
celiski yolu ile ispat yontemi uygulama sdrecinin zaman agisindan sinirli
olmasi ve diger ispat yontemlerine daha ¢ok zaman ayriimasi gerektigi

gerekgeleri ile aragtirma kapsami digina alinmistir.

3. Bu arastirmada ispat becerisinin gelisimine yonelik uygulanan o6gretim
yonteminin  etkinligi  irdelenmemektedir.  Arastirmada bazi ispat

yontemlerinin égretilebilirligine odaklaniimigtir.
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1.9. Tanimlar

Onerme: Matematikte dogru veya yanlis, kesin hiikim bildiren ifadelerdir.

Onermeler p, q, r gibi harflerle gésterilir.

Bu arastirmada uygulama surecinde ele alinan Onermeler, sinifta ve sinavlarda

matematiksel ifadeler olarak adlandiriimigtir.
Teorem: Dogrulugu ispatlanabilen 6nermelerdir.

Aksiyom: Ispat edilmesine gerek duyulmadan dogru olarak kabul edilen

onermelerdir.

p = g Onermesi: Bu dnerme bilesik bir Snermedir ve “p ise q” olarak okunur. “p

onermenin varsayimi, hipotezidir. “q” ise sonug, yani hukumdur.

Bu calisma kapsaminda ele alinan ispat yontemleri sunlardir:

Dogrudan ispat Yéntemi: p = q o©nermesinin ispati igin p hipotezinin
dogrulugundan hareket edilerek, g hUkmunun dogru oldugu, bilinen tanim, teorem

ve kurallar kullanilarak gosterilir.

Tiiketerek ispat: Verilen énerme, ilgili kiimenin tim elemanlari tek tek denenerek
dogrulanir. Onermenin dogru olmasi icin, tim elemanlarin énermeyi dogrulamasi

gerekir.

Kargi Ornek Vererek ispat: Verilen dnermenin yanlis oldugunu gésteren en az bir

ornek bularak gergeklestirilen ispat taradar.

Durum Yolu ile ispat: Bu ispat yénteminde, énermenin tanimlandigi kiimede tim
durumlar tek tek denenerek énermenin dogru oldugu gdsterilir.

Geliski Yolu ile ispat: Bu ydntemde p = g ©nermesinin ispatl igin
(p = q) =(pAQq') denkliginden yararlaniir ve  (pAQ') 6nermesinin yanhs oldugu
gosterilir. Bagka bir sdylemle dnermenin ispatinda, p hipotezi ile g hukmunun dedgili
birlikte dogru varsayilir ve bu birlesik Gnermenin yanlis oldugu gosterilir.
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2. ILGILIi ARASTIRMALAR

Bu bolumde ispat ile ilgili yapilan galismalara yer verilmigtir.

2.1. ispat ile ilgili Tiirkiye’de Yapilan Aragtirmalar

Her ne kadar erken yas donemlerinde ogretim sureci igerisinde ispata pek yer
veriimese de yakin donemde yapilan caligmalarda ispatin matematik ogretim
surecinin tum kademelerinde ele alinabilecegine yonelik vurgu artmaktadir. Buna
kargin Ulkemizde erken yas donemlerinde ispat ogretimine yonelik ¢ok fazla

calisma bulunmamaktadir.

Bu metnin yazildigi suregte ortaokul duzeyinde ispati konu alan 5 lisansustu tez
calismasi mevcuttur (Arslan, 2007; Albayrak Bahtiyari, 2010; Caligkan, 2012;
Demir, 2011; Zaimoglu; 2012). Bu c¢alismalar alana 6zgun katkilar sunmakla
birlikte, sadece 5 tez ile sinirli kalinmis olunmasi, erken yas kusaginda ispat
Ogretimine yonelik Turkiye'de yapilan galismalarin sinirli olusunu bir kez daha

ortaya koymaktadir.

Arslan 2007 yilinda tamamladidi doktora tez galismasinda, ilkdgretim 6., 7. ve 8.
sinif 6grencilerinin muhakeme etme ve ispatlama duasuncesinin gelisimi Uzerine bir
calisma yurutmastar. Tarama modelinde duzenlenen calismada ogrencilerin
zihinsel gelisimine uygun dusen ispat duzeyini belirleyebilmek amaci ile 5 sorudan
olusan bir veri toplama araci kullanmigtir. Gergeklestirilen arastirmanin
sonucunda, literatirde bu yas kusagi ile yapilan galigmalara oranla 6, 7 ve 8. sinif
ogrencilerinin muhakeme etme duzeylerinin duguk oldugu, verili bir matematiksel
ifadenin  dogrulugunu kanitlamada beklenen stratejileri yeteri dizeyde
kullanamadiklari ve 6grencilerin kullandiklar stratejiler ile sinif duzeyleri arasinda
bir iliski oldugu gorulmustur. Biraz daha ayrintilandirmak gerekirse; soruda verili
kurali (cebirsel gosterim) kullanarak dogru yanita ulasan 6grenci sayisinda sinif
diuzeyi ilerledikge bir artis gdézlenmektedir. Bu oran 6. sinifta %35,8 iken 8. sinifta
%61,7'ye cikmigtir. Yine de soruda verilen cebirsel kurala ragmen, c¢co6zimi
cebirsel olarak yeterince ifade edemeyen ve sekil Uzerinde sayma islemi ile dogru
yanita ulasan Ogrenci sayisi da azimsanmayacak duzeydedir. Siniflara goére

oranlart % 13,4 ile % 31,8 arasinda dedisen bu 6grencilerde gorsel dogrulama
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egilimi baskindir. Uygulanan diger sorularda da ogrencilerin muhakeme etme
duzeyleri dusuk olmakla birlikte, cebir kullanarak genellemeye ulagsma, birkag
durumu denemenin ispat olmadiginin farkinda olma ve denklem kullanarak dogru

sonuca ulagsma egilimleri de dusuk ¢ikmistir.

Albayrak Bahtiyari'nin 2010 yilinda tamamladigi yuksek lisans tezinde ise 8. sinif
ogrencilerinin mevcut matematik egitimi ve matematik egitiminde ispatin dnemi
hakkindaki gorusleri betimlenmeye c¢alisiimistir. Ayrica o6grencilerin ilkogretim
matematik mufredatinda karsilastiklari ispatlari veya muhakemeleri anlamada
yasadiklari zorluklar; ispat ogrenirken kullandiklari teknikleri yeterli gorup
gormedikleri ve ne tir muhakeme sekillerini kullandiklari da arastiriimistir. Bu
arastirmada veriler, ogrencilere likert tipi anket uygulanarak elde edilmigtir.
Arastirmanin  sonucunda  Ogrencilerin  bircogunun ispatin  anlamindan,
gerekliliginden, matematiksel gelisimleri agisindan éneminden emin olmadiklar ve
buna ilaveten ispat ve muhakeme acisindan yeterli deneyimlere sahip olmadiklari
gorulmastir. Yapilan anket sonucunda o6grencilerin %60’a yakininin problem
¢ozmek, hesaplama yapmak, matematiksel sembolleri 6grenmek gibi genel
matematiksel becerilerinin olmadidi veya bu becerilere yonelik kuskularinin oldugu
gorilmektedir. Ogrencilerin énemli bir bdlimi matematiksel bir sonug¢ acikca
dogruysa ispatlamanin anlami olmadigini, sadece ornekler yardimiyla da bir

onermenin dogru oldugunu anlayabileceklerini ifade etmiglerdir.

Benzer bir sekilde 8. siniflarla ¢alisan Zaimoglu, 2012 yilinda tamamladigi yuksek
lisans tezinde ilkdgretim 8. sinif 6grencilerinin geometrik ispat ve akil yuratme
surecini, ispat temsil sekillerine olan egilimlerini tUmevarim ve tumdengelimsel
muhakeme dogrultusunda incelemeyi amaglamistir. Bu amacg dogrultusunda veri
toplama araci olarak, 6. ve 7. sinif geometri 6grenme alani ve kazanimlarina
uygun, geometri temelli, G¢gen ve agilarin daha 6n planda tutuldugu toplam 8 agik
uclu sorudan olusan soru formu kullanilmigtir. Arastirmanin  sonucunda,
ogrencilerin 6rnege, deney ve gozleme dayall tUmevarimsal yaklagimi daha ¢ok
tercih ettikleri, cebirsel ispati tercih etmedikleri, bilinenlere dayali dogrudan ispati
kismen kullanabildikleri ancak dolayli ispata dayah akil ydritme sirecini
neredeyse hi¢ bilmedikleri ortaya ¢ikmigtir. Arastirmada ulasilan bir diger sonug
ogrencilerin dogru bir 6nermeyi dogrulamayi az da olsa yapabilirken, yanlis bir

Oonermeyi curutmede basarisiz oldugudur. Bu durum arastirmaci da ogrencilerin
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karsit bir ornek sunma ve geliskiye ulagma yontemlerini bilmedikleri fikrini

olusturmustur. Ogrenciler gegersiz bir 5nermeyi guritmeyi denememislerdir.

Caliskan ise 2012 yilinda tamamladigi yuksek lisans tezinde iki yonli bir ¢calisma
yurutmustir. Calismasinin ilk kisminda ilkdégretim 6, 7, 8. sinif matematik ders
kitaplarindaki etkinlikleri Balacheff'in ispat diizeylerine gére analiz etmistir. Ikinci
kisimda ise ilkogretim 8. sinif ogrencilerinin matematik basarilariyla ispat
yapabilme seviyelerinin arasindaki iligkiyi incelemistir. Bu dogrultuda o6grencilerin
SBS sonuglari ile arastirmacinin iki agik ucglu sorudan olusan ispat sinavinin
verileri kargilastinimistir. Arastirmanin ilk boyutunda, ders kitaplarinin incelendigi
kisimda matematik 6gretim programinin 6grencilerin ispat becerilerini gelistirmede
yeterli dluzeyde olmadigi gorulmustir. Ders kitaplarinda yer alan etkinlikler
Balacheff'in dlizeylemesine gore alt gruplarda yodunlasmis, érnegin en Ust dizey
olan duslnce deneyine yonelik hicbir etkinligin kitaplarda yer almadigi
gorulmagtur. Tum ders kitaplarinda yer alan etkinlikler genellikle, saf deneycilik
(naive empricism - acemi deneycilik) ile énemli deney (crucial experiment - kritik
deneyim) duzeylerinde yogunlagsmaktadir. Bu dizeyler ispat disltincesinin geligimi
agisindan en alt seviye olan pragmatik ispat duzeyinde yer almaktadir.
Genellemeye ulasarak ispat yapma cabasi yerine oOrnekle dogrulama egilimi
tasimaktadirlar. Turkiye’de 2000 yilindaki mufredat degisikligi kapsaminda yeniden
duzenlenen kitaplarda tumdengelim ispat yolu uygulanmaya c¢alisiimig,
ispatlanmasi istenen durumun 6grencinin bulmasini, kesfetmesini, 6grencinin eski
bilgileri Uzerinde muhakeme yapmasini saglamak yerine etkinliklerin basinda bu
durum acikga verilerek 6grenci sadece dogrulama yapmaya yonlendirilmektedir.
Bu durum da ogrencinin muhakeme yapmasi, kendi bilgilerinden yola ¢ikarak

genellemeye ulagmasi yollarini tikayabilmektedir.

Arastirmanin ikinci kisminda ise ogrencilerin ispat becerileri ile SBS sinavindan
aldiklari puanlarin birbirlerine paralel oldugu goriimustiir. Ogrencilerin ispat diizeyi
ile SBS basarilar arasinda anlamh bir iliski vardir. Bunun disinda 6égrencilerin
ispat performanslarina bakildiginda, égrencilerin yanitlarinin alt ispat dizeylerinde
yogunlastigi gorulmektedir. 8. sinif égrencilerinin Ust seviyeler olan sosyal 6rnek
ve duslince deneyi seviyelerinde ispat yapmalari beklenirken, ¢cogu saf deneycilik
ve Onemli deney seviyelerinde kalmistir. Ayrica, ogrencilerin gogunun ispat,

dogrulama, sorgulama gibi kavramlari bilemedigi gorulmustur.
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Bu calismalar diginda literatirde yer alan tezler lise ve Ozellikle Universite
duzeyinde (yogunluklu olarak ogretmen adaylari ile yapilan c¢alismalar)
yogunlagsmigtir. Yukarida ele alinan calismalar ortaokul ders kitaplarinin gocukta
ispat dusuncesinin gelistirme noktasindaki eksikliklerini ortaya koymakla birlikte
ogrencilerin ispata yonelik algi ve performans duzeylerine yonelik de bilgiler
sunmaktadir. Ogrencilerde 6. siniftan 8. sinifa dogru cebirsel ifadeleri kullanma
egiliminde bir artis gb6zlenmektedir, bu egilim ogretim programinda cebirsel
ifadelerin kapladidi alanla dogru orantilidir. Buna karsin 6grenciler gerek verilen
Onermeyi ispatlamada, gerekse cebirsel ifadeyi kullanmada beklenen dizeyde
degildirler. Ogrenciler ispati kavrayamamakta, genellemeye ulasmak icin érnekle
dogrulamay! veya deney ve gobzleme dayall baska tumevarimsal yaklasimlari
tercin etmektedirler. Buna karsin ele alinan bu galismalarda 6grencilere ispat
ogretimi Uzerinden hicbir mudahalede bulunulmamig veya 6grenciler ispata yonelik
algilarini gelistirecek hi¢ bir matematiksel sureg icerisine dahil edilmemislerdir.
ispata yonelik algilari veya performans durumlari verili 6gretim siireci icerisinde
sinanmis ve betimlenmigtir. Buna karsin ortaokul 6gretim programi ve hazirlanan
ders kitaplart NCTM’nin (2000) bir sire¢ standardi olarak ele aldigi ispata yonelik
vurguyu ¢ok sinirli tutmaktadir. Ogretim slrecimiz igerisinde erken yas
kusagindaki ogrenciler ispat dusuncesinin gelisimine katki saglayacak etkinliklerle
ve matematik dersi kapsaminda ispat kavramiyla kargilasmamaktadir. Verili bu

durum lise dncesi yas kusaginin ispat yapamayacagi anlamini tagimamaktadir.

Ulkemizde sinirh sayida da olsa, kiigik yas kusaginin ispata yonelik
performansini, algisini ortaya koyan baska calismalar da mevcuttur. 2007-2009
yillari arasinda, Eskisehir'de gerceklestirilen ve TUBITAK tarafindan desteklenen
Eskisehir Matematik Okulu (EMO) projesinde ilkdgretim 4, 5, 6 ve 7. siniflar ile
calisiimigtir. Bu projenin iki temel hedefi su sekilde belirtiimigtir; 6grencilerin
matematikle ilgili olumlu tutum gelistirmelerini ve matematik sureglerini
tanimalarini saglamak (Erdogan vd., 2012). Erdogan ve Erdogan (2013) bu proje
kapsaminda gergeklestirdikleri bir diger ¢calismalarinda ise Guy Brousseau (2002)
onderliginde gelistiriimis olan Didaktik Durumlar Teorisi ile uyumlu bir etkinligin
analizine yer vermiglerdir. Didaktik Durumlar Teorisi (DDT) 6grenme ortami igin
adidaktik ortam tasarimi sunar ve matematiksel suregleri sistemli bir sekilde ele

alir. Cikis noktasinda matematigin 6gretilecegi ortam ve durumlarin égrencilere
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kendi Dbilgilerini olusturmalarini saglayacak sekilde tasarlanmasi yer alir
(Brousseau, 2002). Hipotez kurma, deneme-yanilma, akil yiratme, yorumlama
vb. sekildeki matematiksel strecler DDT baglaminda 5 ana baslik altinda toplanir;
eylem, formile etme, dogrulama, kurumsallastirma ve baglamdan c¢ikarma. Bu
suregler icerisinde hipotez kurma, hipotezi test etme ve ispatlama onemli bir yer
tutar. Brousseau (2002) ilkogretim seviyesindeki ogrencilerin U¢ tip ispata
basvurduklarini belirtir; pragmatic ispat (deneysel sonuglara dayanir - oyun
oynamak gibi), semantik ispat (baglamdan anlam ¢ikarilmaya ¢alisilir), entellektiel
ispat (mantiksal ¢ikarimlara dayanir). Entellektiel ispat 6grencilerin mantiksal
ctkarimlar yoluyla genellemeye ulagtiklari bir ispat iken semantik ve pragmatic
ispatlar buylk oranda deneme/yanlima ve somut deneyimlerden yola c¢ikarak
yapilan dogrulamalardir. Erdodan ve Erdogan (2013) bu c¢alismalarinda 20
ilkdgretim besinci sinif 6grencisi ile, DDT'ye uygun olarak tasarlanmig bir sinifta 75
dakika suren bir etkinlik gerceklestirmiglerdir. Etkinlik, Brousseau'nun
calismalarinda yer alan "Kim 6nce 20 diyecek?" isimli, oyun temelli bir etkinliktir.

Oyun calismada su sekilde tanimlanmistir:

"Bir oyuncu 1 veya 2 diyerek oyuna baglar. Diger oyuncu rakibinin séyledigi sayiya
1 veya 2 ekleyebilir. Oyuncular bu sekilde bir birlerinin séyledikleri sayiya 1 veya 2
ekleyerek yeni bir sayi séylerler. Ilk 6nce 20 sayisini séyleyebilen oyuncu oyunu
kazanir."

Bu etkinligin amaci ogrencilere oyunu kazanmak igin hipotez 6ne surmek ve bu
hipotezleri dogrulamak veya curutmek olarak acgiklanmigtir. 75 dakika suren
etkinlik video ve ses kaydina alinmig, bu kayitlar ¢ézimlendikten sonra iki
arastirmaci tarafindan DDT'nin asamalarina uygun olarak analiz edilmigtir. Oyun
boyunca o6grenciler 13 hipotez gelistirmis, farklilasan suirelerle bu hipotezler
uzerine tartismiglardir. 3 Hipotez c¢esitli nedenlerle degerlendirme digsinda
birakilmistir. Geri kalan 10 hipotezden dokuzunda o6grenciler pragmatik ispat
kullanmig, sadece 1'inde semantik ispata basvurmus, 5 hipotezde yurGtllen
tartismada entellektuel ispata da basvurulmustur. Bazi hipotezlerde 6gretmenin
yonlendirmesi ile ispat turleri arasinda gecis de yasanmis, ornegin ogrenciler
pragmatik ispat sunarken 6gretmenleri tarafindan yonlendirilerek entellektlel ispati

da geligtirebilmiglerdir.

Ogrenciler etkinligin basinda temel bir matematiksel sire¢ olan deneme/yaniima
stratejisi ile oyunu kazanmaya calismislardir. Ogrenciler oyun boyunca bu stratejiyi
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kullanmaktan vazgegmemekle birlikte sure¢ icerisinde kullanim sikliklari azalmis,
farkh matematiksel surecgleri de denemeye baslamiglardir. Bu sureglerden bir
tanesi de bir durumu matematiksel olarak ifade etme surecidir. Bu surec formile
etme surecinin temelini olugturur. Etkinlik boyunca en 6ne c¢ikan matematiksel
sure¢ ise dogrulama surecinin temelini olusturan ispat sureci olmustur.
Gergeklesen bu ispat suUrecinde ise arastirmacilarin oyun oynayarak tezini kabul
ettirme veya kargi tarafin tezini ¢lritmeye dayanan yontem olarak adlandirdigi
pragmatik ispat yontemi yogunlukla kullaniimistir. Buna ek olarak mantiksal
argumanlarla bazi hipotezlerin ispatlanmasi veya c¢urutiimesine dayanan

entelektuel ispat yontemi de azimsanmayacak dizeyde kullaniimistir.

Tum bu calismalar, ispat iceren matematiksel sureclerin matematik 6grenimi
acisindan onemli oldugunu vurgulamakla birlikte lise dncesi yas kusaginin ispati
kavramaya yonelik eksikliklerini de ortaya koymaktadir. Bu ¢alismalara ek olarak
ulkemizde gerceklestirilen ve daha ileri yas kusaklar ile yapilan c¢alismalara
bakildiginda, lise ogrencilerinin de ispata yoOnelik surecglerde ciddi sikintilar

yasadiklari gorulmektedir.

Ispat yapmak matematiksel diiginme slrecinin dnemli bir bilesenidir. Arslan ve
Yildiz (2010) gerceklestirdikleri bir galismada 11. Sinif 6grencilerinin matematiksel
dusunmenin ozellestirme, genelleme, varsayimda bulunma ve ispatlama olarak ele
aldiklari asamalariyla ilgili yasantilarini ortaya koymayi amaclamiglardir. Bu
amaca ulasmak igin nitel arastirma yontemini tercih etmisler ve matematiksel
dlistinme sureglerinin bu asamalarini dikkate alan, her biri 9’ar sorudan olusan Ug¢
ayri ¢calisma yapragi gelistirmislerdir. Gergeklestirdikleri pilot galismanin ardindan
bu calisma kagitlarint 10'u kadin, 14°G erkek olmak Uzere 24 oOgrenciye
uygulamiglardir. Calismanin sonuglari incelendiginde matematiksel distiinmenin
asamalari ilerledikge 6grenci basarisinin dustugini gérilmektedir. Ogrenciler
Ozellegtirme ile ilgili sorulari genel olarak dogru yapmakla birlikte genelleme
asamasinda sayllar veya degigkenler arasindaki iligskiyi daha ¢ok sozel olarak
ifade etmis ve bu iliskiyi matematiksel sembollerle ifade etmede zorlanmiglardir.
Varsayimda bulunmayla ilgili olarak ise 6grencilerin gogunun varsayimlarini sézel
sekilde ifade ettikleri gorulmasttr. Bu durum arastirmacilar tarafindan égrencilerin
varsayimda bulunma konusunda vyeterli olmadiklari geklinde yorumlanmistir.

ispatlamayla ilgili olarak ise ispat sorulari biiyilk oranda bos birakildigi,
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dgrencilerin ispat yapma ile ilgili biyiik sikintilar cektigi gdzlenmistir. Ogrenciler
olusturduklari varsayimlari daha ¢ok aritmetik (yani degiskene deger vererek) ya
da geometrik olarak ispat etme egiliminde olmuslardir. Ogrenciler dogrulama
yapmak igin varsayimin ni¢in dogru oldugunu arastirmak yerine, sekil gizerek veya
degiskene deger vererek varsayimi 6zel durumlarda incelemeyi, orneklemeyi
tercih etmiglerdir. Sonu¢ olarak, ilkogretim ve ortadgretimdeki 6grencilerden,
varsayim ve iddia olugsturabilmeleri ve onlari degerlendirebilmeleri, matematiksel
iddialari  formile ederek timdengelimli ve timevarimsal muhakemeyi
kullanabilmeleri beklenirken bu calismada matematiksel diusunme slrecinde, bir

asamadan bir sonrakine gecerken 6grenci basarisinin dustugu goralmustar.

Ozer ve Arikan (2002) ise gerceklestirdikleri calismada lise 2. sinif (10. sinif)
ogrencilerinin matematik derslerinde ispat yapabilme becerileri ile sahip olduklari
ispat duzeylerini tespit etmeye c¢alismiglardir. ispat diizeyini belirlemekte
Miyazaki'nin (2000) ve Balacheff'in (1988) duzeylendirmelerini temel almiglardir.
Arastirma 110 lise 6grencisine 6 sorudan olusan ac¢ik uglu sinav uygulanarak ve
daha sonra 3 ayri, lise 2 0&drenci ile gorugsme yapilarak yuaratalmagtar.
Aragtirmanin sonucunda &grencilerin hemen hemen tamaminin amagclanan
dizeyde timdengelim ve timevarim yoluyla ispat yapamadiklari gorulmagstur.
Ogrenciler acik uclu sorulari genellikle sayisal érnek deneyerek dogrulamistir.
Ogrenciler tim sorularda cogunlukla Miyazaki'ye gore C diizeyinde (timevarimsal
muhakeme iceren, cizimler, drnekler veya hareket edebilen objelerin kullanildigi
ispat), Balacheffe gore pragmatik dizeyde (en alt seviye, drnek vererek yapilan
dogrulamalar) kalmiglardir. Bu calismada yer alan sorularin énemli bir bélimd,
ortaokul duzeyine uygundur ve bu tez kapsaminda uygulamada yer alan sorularla
paralellik gostermektedirler (Soru 3: iki tek sayinin toplaminin bir cift sayi
oldugunu gosteriniz, Soru 4: 3 ardisik sayinin toplami ortadaki sayinin 3 katidir,
Soru 5: 5 ardisik sayinin toplami ortadaki sayinin 5 katidir, Soru 6: a bir gift sayi,
b bir tek sayi ise a2 + b2’ nin tek sayl oldugunu gdésteriniz). Bu sorulari tek tek
incelersek; 3. soruda o6grencilerin % 76,4’U0 soruyu Ornek vererek dogrularken
sadece % 10’u ifadeyi tam olarak dogru bir sekilde gdsterebilmiglerdir. 4. soruda
ogrencilerin % 46,4’G cebir kullanarak ifadeyi ispatlarken %43,6’sI ifadeyi dérnekle
dogrulama egiliminde olmustur. 5. soruda 4. soruya benzer bir egilim ortaya
cikmis, dgrencilerin % 48,2’si ifadeyi cebir kullanarak ispatlamistir. % 39,1’i ise
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ifadeyi ornek vererek dogrulamistir. 6. soruda ise o6grencilerin sadece % 13,6’sI

ifadeyi ispatlarken % 66,4’U ifadeyi 6rnekle dogrulama egilimi gostermigtir.

Ugurel ve Morali (2010) ¢alismalarinda 11. sinif dgrencilerinin matematik dersinde
ispat yapma etkinligi esnasindaki iletisim durumlarinin incelemislerdir. Arastirmada
nitel yontem kullaniimis ve tum sinif bazinda yapilan tartismalara odaklanilarak
sdylem c¢ozumlemesi gergeklestiriimigtir. Calismanin  o6rneklemi 6zel bir fen
lisesinin 11. sinifindaki 11 &gdrenci ve o sinifin matematik 6gretmeninden
olusmustur. Tesvik edilmis sdylem (TES) araciliiyla o6grencilerin ispat ve
ispatlamaya yonelik bilgileri, anlamalari hakkinda verilere ulagiimaya ¢alisiimistir.
Bu makalede arastirmacinin kendisinin belirledigi bir teorem, sinif igerisinde
matematik ogretmeni tarafindan uygulanmis ve bu teorem Uzerine sinif¢ca
yurutulen tartismalarin ardindan 6grencilerden bireysel olarak yazili bicimde ispati
yapmalari da istenmistir. Ogretmen sadece tartismalari yonlendirmistir. Derste
g6zlemci olarak bulunan Ugurel, ayrica dersi video kaydina da almigtir. Derste “iki
rasyonel sayi arasinda bir irrasyonel sayi vardir” teoremi tartisiimistir. Arastirma
sonucunda, ogrencilerden ispati dogru olarak tamamlayan ya da kabul edilebilir bir
yaklagsim gelistiren olmamigtir. Arastirmacilar bu durumun olugsmasina etki eden
unsurlardan birisinin 6grencilerdeki 6n bilgi eksiklikleri ve kavram yanilgilari
oldugunu belirtmiglerdir. Ayrica arastirma sonucunda ogrencilerin ispat yaparken

yasadiklari sorunlar su sekilde ifade edilmigtir;

. Ogrenciler ispatin sadece sozel agiklamalar biciminde yapilmayacagi
fikrini kavramakta,

. ispatlarda érnekler (izerinde deneme yapmanin baslangic icin yararli
olmakla birlikte drnekleme yoluyla tek basina bir ispatin olusturulamayacagi
fikrini kabul etmekte,

. ispat yaparken teorem (ya da énerme) igerisinde gegen tanimlarin
ve Ozeliklerin sadece anlamlarini ifade ederek degil, ayni zamanda
matematiksel gosterimlerinin de kullaniimasinin gerektigini kabul etmekte,

. ispatin birbirini izleyen bir dizi mantiksal adim igerisinde verilenden
istenene ulasma sureci oldugunu kavramada ve bunu kendi ispat yapma

sureclerine aktarmalarinda 6nemli sikintilar yagamaktadirlar.
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Ogrencilerin gerek ilkokul, gerek ortaokul, gerekse lise diizeyinde ispata yonelik
sahip olduklari bu eksiklikler Ulkemizde matematik 6gretiminin ispat ve ispat
yapmaya yonelik daha nitelikli hale getirilmesi ihtiyacini ortaya koymaktadir.
Ogrenciler ispat ile 6rnekle dogrulama arasindaki ayrimi net olarak ortaya
koyamamakta, ispat yapmaktan genellikle kaginmakta, matematiksel dili, 6zellikle

de cebirsel ifadeleri kullanmaktan kaginmaktadirlar.

2.2. ispat ile ilgili Yurt Disinda Yapilan Arastirmalar

Matematik egitiminde ispat matematiksel bilginin kavranmasi agisindan 6nem
tasimaktadir. Bu nedenle matematikte ezberin 6nlenmesi, kavramsal bilginin
insas! ile anlaml 6grenmenin gergeklesebilmesi acgilarindan da ispat matematik
dJretiminde kritik bir deger tasimaktadir. Her ne kadar ispat, yaygin olarak ileri bir
matematik ugras alani olarak gorilmuas ve hala goruliyor olsa da 2000 yilinda
NCTM'in yayinladigi rapor ispat oOgretimini her yas kusagi icin matematik
ogretiminin onemli bir bileseni olarak ele almis ve bu alana yonelik ilgi ve

tartismalarin yogunlagmasina neden olmustur.

Genel olarak literatirde yer alan caligmalara baktigimizda ispat 6gretiminin her
duzeyde ele alinmasi gerektigini savunan ¢alismalar arasinda, ilkokul dizeyinde
gerceklestirilen calismalara da rastlanmaktadir (Zack, 1999 ; Maher, C. A. ve
Martino, A. M., 1996; Komatsu, 2010; Lampert, 1990; Tall, 1999) . Bu calismalarda
Zack (1999) ve Maher, Martino (1996) cocuklarda ispat fikrinin nasil gelistigi
uzerinde dururken, Lampert (1990) ve Maher, Martino (1996) tumevarim ve
timdengelimsel akil yuritmelerin ilk ve ortaokul seviyesinde kazanilmaya

baslandigini ifade ederek NCTM'’i destekleyen veriler sunmuslardir.

Komatsu (2010) bir arastirmasinda 5. sinif 6grencileri ile karsi 6rnek verme,
guritme durumlari Uzerine galismigtir. Calismada 6grencilerin dogru oldugunu ve
ispatladiklarini dusundukleri varsayimlara arastirmaci karsi ornekler sunarak,
ogrencilerin kendi varsayim ve ispatlarini tekrar gdozden gegirmeleri saglanmistir,
arastirmada bu slre¢ analiz edilmigtir. Bu dogrultuda iki Japon besinci sinif
dgrencisi ile drnek olay calismasi gergeklestirilmistir. Ogrencilerden oénce “iki
basamakli bir sayi ile bu sayinin basamaklarinin yer degistirmesi ile olugsan

sayinin toplanmi” durumu ile ugrasmalari, ardindan da elde ettikleri sonuca
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yonelik yorumlarda bulunmalari, bir genelleme yapmalari istenmistir. Ogrenciler ilk
olarak 52, 26, 13 gibi basit sayilari ele almis, bu sayilari verili kurala
uyguladiklarinda sirasiyla 77, 88 ve 44 sonucuna ulagsmiglardir. Bu denemeleri
sonucunda da elde ettikleri tUm sayilarin birler ve onlar basamaginin ayni sayidan
olusacag! sonucuna ulasmislardir. Bu sonucu ispatlamak igin 6grenciler renkli
pullari kullanmiglardir. Daha sonra arastirmaci 6grencilerden kullandiklari yontemi
85+58 islemi icin de uygulamalarini ister. Sunulan bu érnek égrencilerin iddialarini
guritmus ve ogrencilerin yaklagimlarini gézden gegirmelerine neden olmustur.
Ogrenciler ilk olarak iddialarinin nigin yanlis oldugu lzerine yodunlasmig, bunun
Uzerine bir tartisma yurutmasglerdir. Daha sonra yine renkli pullarla 93+39 iglemini
modelleyerek ve bu iglem Uzerinde tartigarak, verili iki sayinin toplaminin bu
sayilari olugturan rakamlarin toplaminin 11 kati oldugu sonucuna ulagmiglardir.
Aragtirmacinin  sundugu karsit ornek ogrencilerin varsayimlari ve ispatlarini

gelistirmeye yonelik bir katki sunmustur.

Maher ve Martino (1996) tek bir 6grenci, Stephanie ile 1. siniftan 5. sinifa stiren, 5
yillk  bir ornek olay c¢alismasi gerceklestirmiglerdir. Bu c¢alismalarinda
Stephanie’nin ispat dusuncesinin gelisimini incelemiglerdir. Calismada birbirine
paralel ama yillar ilerledikge zorluk dizeyi bir miktar artan sorular kullaniimigtir. 5
yila yayilan ve 11 etkinlikten olusan bu ¢alismada bazen bu sorular sinif igerisinde
tartisiimis, bazen de sinifta tartisilan soru Uzerinden Stephanie ile bire bir
gOrusulmus, sondan bir dnceki etkinlikte ise kiguk grup (Stephanie ve U¢ sinif
arkadasi) gorusmesi ile ogrenciler bir soru Uzerine tartismisg, birbirlerini ikna
etmeye calismislardir. Bu calisma kapsaminda ele alinan sorular; 2. sinifta "3 t-
shirt ve 2 pantolon ile kag farkl giysi kombinasyonu yapilir?”, 3. sinifta " 3 t-
shirt ve 2 pantolon ile kac farkl giysi kombinasyonu yapilir?”, 4. sinifta "iki
farkli renk kiiplerden olusan ve 3 kiip uzunlugunda kag¢ farkli kule yapilir?" -
bu sorunun daha sonra 4, 5 ve 6 kup uzunlugundaki kule versiyonlari da ele
alinmistir. Bu ¢alismanin sonucunda 10 yasindaki Stephanie'nin verdigi yaniti
dogrulamak igin yUrattagu tartismalarda durum yolu ile ispat (proof by cases)
yontemini kesfederek ortaya koydugu gozlenmistir. Stephanie pek ¢ok etkinlikte bu

yontemi kullanmig ve arkadaslarina yaptigi ispati aktarmistir.

Ogrencilerde matematiksel dilin kullanimi, ispat yaziminin gelisimi Uzerine de

degindigi calismasinda Cyr (2011), 6. sinif 6grencileri ile timdengelimsel
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dusuncenin gelisimi Uzerine galismistir. Calismasinda geometrinin  6grencinin
somut dusunceden soyut dusunceye gegisindeki etkisine dedinir, bu nedenle de
calismasini geometri alani Uzerine kurgular. Geometri alaninda 6grencilerin temel
ispat yazim becerilerini gelistirmek Uzere 25 kisilik, iki ayr 6. sinif subesine, 4 ay
(toplamda 8 ders) suren oOgretme-6grenme uygulamasi gergeklestirilir.  Bu
derslerde Kanada ilkogretim programiyla ve 6grenci seviyesiyle uyumlu 8 etkinlik
secilmistir. Bu etkinlikler 6grenciler igin yeni konu basgliklari icermemis, bu nedenle
de ogrenciler etkinliklere kolayca dahil olabilmislerdir. Bu etkinliklerde yurutulen
tartismalar ve ogrencilerin gelistirdigi yanitlar incelendiginde, ilk etkinlikte
ogrencilerin yaklasik dortte agu (50 6grencinin 40 tanesi) soruda verilen eksik
bilgiyi, 6rnegin sorulan aclyr bulmak igin élgme islemini kullanmistir. Sadece 4
ogrenci teorik bilgileri kullanarak tumevarimsal akil yurutmuasg, 6 6grenci ise hem
tumdengelim, hem de d6lgme iglemi gibi somut yaklagimlari (karma metot) birlikte
ele almistir. ik doért etkinligin uygulanmasinin ardindan 6grencilerin énemli bir
béliminde (50 6grencinin 42'sinde) teorik bilgiler 1siginda timdengelimsel
gikarimlarin ortaya konulmaya caligildigi gézlenmistir. Ogrencilerin % 50'si bu
asamada kendi gelistirdikleri yaklagimi, ispatlarini uygun bir igerikte ortaya
koyabilmistir. Calismanin sonunda ise 6grencilerin tamami dlgmeye ve goézleme
dayali yaklasimlarin sinirhligini fark etmis, basit geometrik durumlarin gecerliligini
onaylamak igin teorik ozellikleri kullanmaya yonelmisglerdir. Buna ragmen tum
Ogrencilerin basit ispatlar veya tumdengelimsel c¢ikarimlara dayali argumanlar
gelistirme yetisine sahip oldugu soylenememektedir. Ogrenciler zorluk diizeyi
yuksek olan sorularda karma metoda basvurmus, Olgme veya hesaplama
islemlerini de uygulamiglardir. Sonug¢ olarak o6grencilerin bir kismi yaptiklari
etkinliklerde somutlastirma egilimini devam ettirmis olsalar da, 6grencilerin 6nemli
bir bolumu Houdement ve Kuzniak'in (2006) adlandirmalari ile Geometri 1 (pratik
geometri) duzeyinden Geometri 2 (teorik geometri) dizeyine gecis saglamistir. Bu
da somut dugunmeden soyut dusinmeye geciste onemli bir asama kaydettiklerine

isaret etmektedir.

Bu alanda yapilan pek ¢ok ¢alisma dogrulama ve ispatin matematik égretimindeki
onemine deginmekle birlikte, 6grencilerin tumdengelimsel ¢ikarimlari kullanmak ve
ispat yapmak vyerine, ornek ile dogrulamayi daha c¢ok tercih ettiklerini ortaya
koymaktadir. Cooper ve digerleri (2011) gergeklestirdikleri bir c¢alismalarinda
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ogrencilerin matematiksel varsayimlari dogrulamak icin kullanmayi tercih etmig
olduklari bu érneklerin niteligine de odaklanmislardir. Ogrencilerin sahip oldugu bu
timevarimsal yaklagimin onlarin tUmdengelimsel yaklasimi 6grenmelerini nasil
destekleyebilecegi Uzerine durulmus, érnekle dogrulama bu baglamda ispat olarak
degerlendirimemekle birlikte ispat dusuncesine giden bir yol olarak
Onemsenmistir. Arastirmada yedi 6. sinif, yedi 7. sinif ve bes tane de 8. sinif
ogrencisi (toplamda 19 6grenci) ile iki soru Uzerinden yari yapilandiriimis gérisme
gercgeklestirilmistir. Arastirma kapsaminda ele alinan sorular sunlardir; "Bir sayi
tutun, daha sonra bu sayiya bir 6énceki ve bir sonraki sayiyi ekleyin.
Buldugunuz sayi daima ilk tuttugunuz sayinin 3 katidir.”, "Cift bir sayi tutun,
daha sonra bu sayiya tuttugunuz sayinin yarisini ekleyin, buldugunuz sayi
her zaman 3'e béliinebilen bir sayidir.”. OJrencilerin yanitlari Healy ve Hoyles'in
(2000) siniflandirmasina gore kodlanmigtir. Bu siniflandirmada ampirik dogrulama
(empirical justification) belirli bir kag 6rnegin denenmesi, anlatimsal ispat (narrative
proof) dogrulugun timdengelimsel s6zel dil kullanarak ifade edilmesi, gorsel ispat
(visual proof) genel durumlarin sekil gizilerek betimlendigi, bu yolla dogrulandidi
yaklagsimdir, cebirsel ispatta (algebraic proof) ise tumdengelimsel formel
yaklasimlar kullanilir. Bu tanimlar isiginda son Ug yaklasim gecerli ispat stratejileri
olarak ele alinirken, ampirik dogrulama onermenin dogrulugunu tam olarak ortaya

koymamaktadir.

Calismada kullanilan iki soruyu birlikte degerlendirdigimizde ogrencilerin %47'si
soruyu yanitlamak, verilen onermenin dogru veya yanhs oldugunu belirtmek
noktasinda isteksiz davranmiglardir. Bes ogrenci her iki soru icin de gecerli bir
ispat gerceklestirmislerdir. sekiz 6grenci ise sadece bir soru igin gegerli bir ispat
gerceklestirmislerdir. 19 o6grenci, verilen iki soru igcin toplamda 18 gegerli ispat
gerceklestirmistir. Ogrenciler en ¢ok anlatimsal ispat stratejisini kullanmis, daha
sonra gorsel ve en son olarak da cebirsel stratejiyi kullanmislardir. ispati yapan bu
ogrencilerin hepsi ispatla birlikte en az 1 sayisal 6rnegi de deneyerek onermeyi
dogrulamislardir. Bu 6grencilerin 6rnedi ne zaman denediklerinde bir farklilagsma
bulunmaktadir. Ogrencilerin %22'si ortaya koyduklari ispatla yetinmemis, ispati
yaptiktan sonra Onermeleri dérnek vererek de dogrulamiglardir. %78'i ise ispati
yapmadan once onermeyi ornek vererek dogrulamislardir. Yapilan gorigsmelerde
kullanilan bu orneklerin niteligi ve niceligine yonelik bir sorgulamaya da gidilmistir.
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Ogrenciler baglangigta dogru oldugunu diistiindikleri ve gegerli bir ispat ortaya
koyduklari onermelerde az sayida ve az cesitlilikte O6rnek deneme egilimi

gOstermiglerdir.

Knuth ve Sutherland (2004) benzer bir sekilde ddrencilerin érnek ile dogrulama
egilimine yogunlastiklari ¢alismalarinda, 6grencilerin kullandigi ampirik temelli
argumanlar, stratejiler ile genelleme iceren argumanlara yonelik yaklagimlarini
incelemislerdir. Arastirmalarinda su sorulara yanit aramiglardir; ogrenciler ne
oranda oOrnekle dogrulamanin ispat igin vyeterli oldugunu duslinmektedir?
Ogrenciler ispatin ne 6lgtide genellenebilir bir durum igerdigini farketmektediler?
Veriler ayni ortaokula giden 394 6grencinin (6-8. sinif arasi) yazili sinavlarindan
toplanmistir. Bu ortaokul NCTM standartlarina uygun olarak hazirlanan Connected
Mathamatics Program'ini (ABD'de reform temelli olusturulan ve Michigan State
Universitesinde gelistirilen bir miifredat) kullanmaktadir. Uygulanan sinavda ilk
soru olarak o6grencilere bir nerme ("Ardisik iki sayinin toplami her zaman tek
sayidir.”) ile bu 6nermenin 3 6rnek deneyerek dogru oldugunu savunan yaniti, bir
de genellenebilir bir yargl iceren ispati sunulmustur. Ogrencilere verili
argumanlardan hangisinin 6nermenin her zaman dogru oldugunu gosterdigi
sorulmustur. ikinci soru ise iki asama igermektedir. ilk asamada 6grencilere sinirli
bir kime ve bir matematiksel dnerme verilmis ve bu kime igerisinde dnermenin
dogru olup olmadigi sorulmustur. ikinci asamasinda ise bu dnermenin tiim sayilar
icin dogru olup olmadigr sorulmustur. Elde edilen veriler Waring'in (2000)
galismasinda kullanilan kod sistemine uygun olarak analiz edilmistir. Ogrencilerin
tek tek sorulara verdikleri yanitlar incelendiginde, ilk soruda tum ogrencilerin
yaklasik olarak % 40" érnekle dogrulamay: ispat olarak secmistir. ispati dogru
yanit olarak segen ogrencilerin orani ise %30 da kalmistir. ikinci soruda ise
ogrencilerin ispat performansina bakilmistir. Sorunun ilk asamasinda 6grencilerin
%20'si tuketerek ispati (proof by exhaustion) gergeklestirmistir. Her iki asama
dikkate alindiginda ise ogrencilerin 6nemli bir bolumu onermeyi ispatlamamis,
drnekle dogrulamayi tercih etmistir. ilk asamada tiiketerek ispat yapan égrencilerin
onemli bir bolumu ikinci asamada, ilk asamada kullandiklari sayi orneklerini
hatirlatarak veya ekstradan 0Ornegin 2 saylr daha deneyerek Onermeyi
ispatladiklarini savunmuslardir. Bu durum ogrencilerin tuketerek ispat ile ornekle

dogrulama arasindaki farki tam olarak bilmediklerini gdstermektedir. Sonug olarak
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bu calisma pek ¢ok ortaokul 6grencisinin genellenebilir yargiya ulagsmayi pek fazla
kavrayamadiklarini ortaya koymustur. Yine de her iki soruda da genellemeye
ulasmanin farkina varan, bu dogrultuda yanit verip ispat gelistiren 6grencilerin
varligi énemlidir. ilk soruda &grencilerin %30'u ispat ile 6rnekle dogrulama
arasindaki farki ortaya koyabilmig, ne var ki bu 6grencilerden ispat yapmalari
beklendiginde, kendi ifadeleri ile 6rnekle dogrulamay! ispat icin yetersiz bulmus
olsalar bile bagka bir arguman gelistiremedikleri igin ornekle dogrulama egilimi
goOstermiglerdir. Ayrica 6grencilerin %20'si tuketerek ispati gerceklestirebilmigtir.
Tam bu bulgular o6grencilerin ispata yonelik performans ve kavrayislarini
gelistirmek icin onlarin genellemeye ulasmaya yonelik farkindaliklarini artirmanin

onemini ortaya koymaktadir.

Knuth vd. (2012) benzer icerikte gerceklestirdikleri bir diger calismada ise 2 yil
boyunca ortalama 400 6gdrenciden (6,7 ve 8. sinif 6grencileri) yazili sinav seklinde
veri toplamiglardir. Verilerin analizinde yine Waring'in (2000) kodlama sisteminden
yola cgikarak, dort seviyeden olugsan bir ispat olusturma sureci tanimlamiglardir.
ispat diizeyi 0’da dgdrenciler ispat yapacaklarindan ve hatta ispatin gerekliliginden
habersizdirler. Ogrenci verdigi cevabi gerekgelendirme egiliminde degildir. ispat
duzeyi 1'de dgrenciler ispat yapacaklarindan haberdardirlar ama birkag 6rnek
denemenin ispat oldugunu disiinmektedirler. ispat diizeyi 2'de ise 6grenciler
birkac 6rnedi denemenin ispat olmadiginin farkindadirlar. Ogrenci genelleme
yapmasi gerektiginin farkinda ama ya gecerli bir argiman sunamamakta, ya da
argumanini tamamlayamamaktadir. Son dizey olan ispat dizeyi 3’te 6grenciler
gecerli bir genelleme sunabilmektedir. Bu sinavda kullanilan sorular iki grup
altinda toplanabilir; ilk grupta 3 soru yer almakta ve sorular “sayi oyunlari’ni
icermekte (6rn. “Sarah bir sayi oyunu kesfetti. 1 ile 10 arasinda bir sayi tuttu
ve bu sayiya 3 ekledi. Buldugu sayiyi 2 ile ¢arpti ve elde ettigi sayiyi! bir yere
not etti. Daha sonra ilk basta tuttugu sayiya yeniden déndii, bu sayiyi 2 ile
carpti ve sonuca 6 ekledi. Buldugu bu sayiyi da bir yere not etti. Sarah’nin
not ettigi bu iki sayi, 1 ile 10 arasinda hangi sayi tutulursa tutulsun her
zaman birbirine egit mi olur? Yanitinizi agiklayin.”) , ikinci grupta da 3 soru yer
almakta ve sorular sayilarin ardisiklik, teklik-ciftlik gibi o6zelliklerini iceren

ifadelerden (6rn. “Ug tek sayiyi topladiginizda her zaman tek sayr mi elde
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edersiniz? Yanitinizin her zaman tek sayi1 olacagina é6gretmeninizi ikna etmek

igin bir agiklama gelistiriniz.”’) olusmakta idi.

ilk grupta yer alan sorulari tek tek incelersek, ddrenciler her li¢c soruda da
yogunluklu olarak 1. dizeyde kalmiglardir. 1. soruda 6. sinif 6grencilerin %78’i, 7.
sinif 6grencilerin % 79’u, 8. sinif 6grencilerin %81’i 1. dlizeyde yer alirken bu oran
diger sorularda dusus yasamistir (3. soruda 6. siniflarin %36’s1, 7. siniflarin %
30’u, 8. siniflarin %31’i; 2. soruda 6. siniflarin %36’s1, 7. siniflarin % 571’i, 8.
siniflarin %49’u 1. diizeydedir). ilk soruda sadece 8. sinif dgrencilerin % 2’si ispati
eksiksiz yaparken, 2. soruda tum sinif dizeylerinde ogrencilerin yaklasik %20’si
tuketerek ispati (proof by exhaustion) gergeklestirmistir. 3. Soruda ise 6. sinif
ogrencilerin %17’si, 7. sinif dgrencilerin % 23’G, 8. sinif 6grencilerin %27’si ispat
yaparken genellenebilir bir argiman ortaya koymusglardir. Bu ilk grup genel olarak
degerlendirildiginde 6grencilerin ilk soruda diger sorulara oranla daha ¢ok érnekle
dogrulama egiliminde olduklar goralmektedir. Bu durum arastirmacilar tarafindan
eger sunulan ifade daha karisik matematiksel islemler iceriyorsa, 6grenciler ispat
icin ornekle dogrulamaya basvurmakta, sozel anlatim veya sembolik gosterimlerle

matematiksel iligkileri ortaya koymakta zorlanmaktadirlar seklinde yorumlanmistir.

ikinci grupta yer alan sorular incelendiginde ise 6grencilerin drnek vererek
dogrulama egilimleri bu sorularda da devam etmistir; 1. soru i¢in tum o6grencilerin
yaklasik % 49'u, 2. soru igin yaklasik % 60’1, 3. soru igin ise % 42’si 1. dizeyde
yanitlar vermislerdir. Siniflar bazinda 6. siniftan 8. sinifa ilerledikge, 1. dizeyde
bulunan 6grencilerin oraninda bir azalma yasanmistir. Genellenebilir argimanlar
uretme (2. ve 3. dizeyde) bakimindan ise sinif dlzeyleri ilerledikge oranda da bir
artis yasanmaktadir (1. soruda 6. sinifta %12 olan oran 8. sinifta % 32'ye, 3.
soruda ise % 20den % 29a ylkselmistir). Tdm sorular bir arada
degerlendirildiginde 6grencilerin dortte birinin 1. ve 3. soru igin genellenebilir bir
yarglya ulasmaya calistiklari gozlenirken, ayni egilimle 2. soruda (“Herhangi iki gift
saylyl topladiginizda toplamin da her zaman cift saylr olacagini gosteriniz.
Sonucunuzun her zaman ¢ift sayl olacagina sinif arkadaslarinizi ikna etmek igin
bir aciklama ortaya koyunuz.”) karsilasiimamistir. Bu durum arastirmacilar
tarafindan 6grencilerin bildikleri, yerlesik matematiksel dogrulari, dogrulama egilimi
tasimadiklari seklinde yorumlanmistir. Bu soruda &grencilerin %22’si 0.
dizeydedir, sadece % 8’i dizey 2 ve 3’te yer almistir.
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Bir miktar eski olmakla birlikte, sinif duzeylerine goére 06grencilerin ispat
performanslarinin karsilastirildigi bir ¢calisma ilgin¢g sonuglar ortaya koymaktadir.
Lester (1975) bu arastirmasinda Piaget'den yola ¢ikarak g¢ocukta bilissel gelisimi
ele almis ve her yas kusagindaki 6grencilerin farklilasan dizeylerde de olsa, bir
duzeyde ispat yapabilecek ya da ispat kavramini anlayabilecek donanima sahip
olduklarini savunmustur. Arastirmasinda 1-3, 4-6, 7-9, 10-12. siniflar arasindan
19’ar kisilik dort grupla calismis ve her bir gruba ilk 6nce ispata ydnelik 6gretimde
bulunmustur. Daha sonra bu gruplarin ispat performanslarini degerlendirdiginde,
7-9. siniflardan olusan grubun, 10-12. siniflardan olusan grup kadar basaril
oldugunu gozlemlemistir. Ayrica ispati gerceklestirmeleri daha uzun sure alsa da,
4-6. siniflardan olusan grubun, kendilerinden yasca buyukler kadar iyi bir
performans cikardi§i sonucuna da ulasmistir. Bu ¢alismanin sonucunda Lester,
ortaokul duzeyindeki 6grencilerin ispata ¢ok yakin matematiksel konularda basarili

olabilecekleri bulgusuna ulagmistir.

Reid ve Knipping (2010) ispat ile ilgili yapilan g¢alismalardan g¢ikan sonuglari su

basliklar altinda gruplamislardir:

. Ogrencilerin dnemli bir kismi drnekle dogrulamayi bir dnermeyi dogrulamak

icin yeterli gérmektedir.

Bir kismi 6nceki sayfalarda aktarildigi Uzere, gergeklestirilen pek ¢ok ¢alisma tim
ogretim duzeylerinde yer alan dgrencilerin (ilkokuldan Universite 6grenimine kadar)
ispat yaparken ampirik verileri kullandigini, ornek deneyerek yapilan dogrulamalari
ispat icin yeterli bulduklarini ortaya koymaktadir (Chazan, 1993; Caliskan, 2012;
Healy ve Hoyles, 2000; Harel ve Sowder, 1998; Ozer ve Arikan, 2002; Stylianides,
2009; Stylianides ve Stylianides, 2009; Zaimoglu, 2012)

. Ogrenciler bazen tiimdengelimsel ispatlari dogrulama olarak kabul

etmemektedirler.

Chazan (1993) 6grencilerde olusan bu egilimi lise 6grencileriyle yaptigi bir galisma

sonucu su gerekcelere baglamistir; ogrenciler ispatin sundugu genellemeye
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karsin, muhakkak sinirl bir alan i¢erdigini dusinebilmekte ve bunun sonucu olarak
bu alanin diginda bir karsi 6rnegin var olabilecegini savunmaktadirlar; ispatta
kullanilan varsayimlar yanhg olabilir, bu nedenle de ispat dogru olmayabilir; ya da

ispatl yanlis anlamiglar bu nedenle dogru oldugunu dusinmemiglerdir.

. Ogrencilerin  bir kismi verilen karsi 6rnegdi bir 6nermenin yanlishgini

ispatlamada yeterli gormemektedir.

Galbraith (1981) 12-17 arasi yas kusagindaki ogrencilerle yaptigi calismada
ogrencilerin % 18'inin tek bir kargl 6rnegin 6nermeyi ¢urutmede yeterli olmadigini

dusundukleri sonucuna ulagmistir.

. Ogrencilerin 6nemli bir bdlimu hatali timdengelimsel yaklasimlari ispat

olarak kabul edebilmektedirler.

Bu egilimde tercih edilen yanitin anlagiimasindan ziyade, daha matematiksel ve
ispat gibi gérinmesi etkili olmaktadir. Martin ve Harel (1989) 6greten adaylari ile
yaptiklari ¢galigmalarinda kullandiklar iki ayri soruda %52 ve % 38 oraninda bu
egilime ulasmislardir. Healy ve Hoyles'in 2000 yilinda yayimlanan ¢alismalarinda
2459 o6grenciden (14-15 yas araliginda) veri toplanmigtir. Bu galismada uygulanan
sinavin iki sorusunda (1. ve 6. sorular) 6grencilere matematiksel dnerme, bu
onermenin ispati olarak sunulmus olasi yanitlar ile birlikte sunulmustur. Sorularda
ilk olarak 6grencilerin hangi yaniti kendilerine yakin bulduklari, daha sonra da verili
yanitlardan hangisinin 6gretmen tarafindan en yuksek notu alacagi sorulmustur.
Bu iki soruda da cebir kullanilarak gerceklestirilen, hatali timdengelimsel ispatlar
yer almigtir ve 6grencilerin 1. soruda %40, ikinci soruda %24'G bu hatali yanitlarin

ogretmenleri tarafindan en ylksek notla notlandirilacagini belirtmistir.

. Cok sayida 6grenci ispat yazamamaktadir.

Healy ve Hoyles'in (2000) ¢alismasinda bildik bir énermenin ispatinda égrencilerin
sadece %22'si ispati tam olarak yazabilmis, %18'i eksikli bir ispat yazimi
gerceklestirmistir. Ogrenciler ilk defa karsilastiklari bir Snermede ise sadece %3

oraninda ispati tam olarak, %9 oraninda ise eksikli yazabilmiglerdir. Bell'in (1976)
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calismasinda ise oOgrencilerin sadece % 19'u tUmevarimsal ispat yaziminda
basarili oimuslardir. Ogrencilerin bu ispatlari ya karsi érnek vererek yapilan ispat

ya da tuketerek ispat yontemlerine aittir.

Burada kisa Ozetler seklinde sunulan caligmalar gostermektedir ki her yas
kusagindan ogrenciler ispat yapmakta zorlanmaktadir, buna karsin siniflarda ispat
ogretimi Uzerine yogunlasildiginda ve 6grencilerde ispat digtuncesinin gelisimi ile
uyumlu etkinlikler onlara sunuldugunda ispata yonelik performanslarinda artis

g6zlenebilmektedir.
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3. YONTEM

Bu bolumde arastirmanin modeli, ¢alisma grubu, uygulama sureci, arastirmada
kullanilan veri toplama araclari ve toplanan verilerin ¢ozimlenmesinde kullanilan

tekniklerle ilgili bilgiler yer almaktadir.

3.1. Arastirmanin Modeli

Bu arastirma nitel arastirma yaklagimlarindan birisi olan eylem arastirmasi olarak
kurgulanmistir. Eylem arastirmasi birbirinden farkh sekilde tanimlanabilmektedir.
Her bir tanim eylem arastirmasinin baska bir igerigine isaret eder. Sosyal durum
icerisinde eylemin niteligini gelistirmenin amaclandi§i eylem arastirmasinda (Elliot,
1991), egitimcilerin uygulamalarinin iyilestirimesi ve onlarin bu dogrultuda
bilgilendiriimesi de amaclanabilmektedir (Calhoun, 2002). Diger taraftan O’Brain
(2003) eylem arastirmasini, bir grup insanin tanimladiklari problemi ¢dézmek igin
bir seyler yapmasi, ardindan uygulamalarinin ne kadar basarili oldugunu
sinamalari ve eger sonugtan memnun degillerse yeniden deneme yaptiklari bir
sure¢ olarak tanimlar. Yani eylem arastirmasi, yaparak ve yasayarak
ogrenmeleridir. Ferrance'a (2002) gore eylem arastirmasi ise yanlis olan durumu
tanimlamakla yetinmez, bu durumu duzeltmek Uzerinden de bir gaba ortaya koyar.
Baverly’nin  (1993) ¢6zum yonelimli bir arastirma olarak tanimladigi eylem
arastirmasi tam da belirlenen bu vyanhgi, problemi ¢6zme sureci olarak

planlanmaktadir.

Son yillarda matematiksel ispati ileri dizeyde matematik bilgisi gerektiren bir konu
alani olarak gormekten vazgegen, her yas kusaginin matematiksel ispat
yapabilecegini savunan yaklasimlarda bir artis gozlenmektedir. Bu savunular
NCTM'in (2000) de belirttigi Uzere ispati bir konu alani olarak degil, matematigi
ogretme etkinliklerinin dogal bir parcasi olarak ele almaktadirlar. Bu dogrultuda
ispat, basta ABD ve ingiltere olmak (izere bazi (ilkelerde lise éncesi miifredatlarina
dahil edilmigtir. Matematiksel bilginin kavranmasi, ezberin énlenmesi ve anlaml
o6grenmenin saglanmasi agisindan kritik bir 6nem tasiyan ispat 6gretimi Glkemizde
de daha erken yas kusaklarinda, bu yas kusaklarina uygun bir baglamda ele
alinmali, mifredatta yer edinmelidir. Bunun igin de bu yas kusagi ile ispat 6gretimi
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uzerine yapilan galismalarin sayisi artiriimali, ilkokul ve ortaokul 6grencilerin ispati
algilama duzeyleri belirlenmelidir. Erken yas kusagi ispati algilayip, ispat yapabilir
mi? Yoksa ispat ileri dizeyde matematik bilgisi ve yeterliligi gerektiren bir ugras
alani midir? Tum bu sorulara yanit Uretebilmek, tGlkemizde bu baglamda var olan
boslugu bir miktar doldurabilmek bu arastirmada problem durumu olarak
tanimlanmistir. Bu baglamda gergeklestirilen ¢alisma Yildirnm ve Simsek'in (2005)
belirttigi Uzere "yeni bir yaklasimin denenmesi" baglhgi altinda da ele alinabilir. 7.
sinif 6grencilerine mufredat disi bir baslik olan ispat dgdretimi uygulanarak yeni bir
yaklagim denenecektir. Gergeklestirilen ispat o6gretimi uygulamasinin ardindan,
ilkogretim 7. sinif ogrencileri 6zelinde kuguk yas gruplarinin ispat, hatta bu
calismada ele alindidi bicimde formel ispat yapabilme dizeyleri ortaya konulmaya

caligilacaktir.

Eylem arastirmasi dongusel bir sureg igerir. Eylem arastirmasinin tanimlarinda
oldugu gibi, surecin asamalarina yonelik literatirde de birbirinden farkli
yaklasimlar bulunmaktadir (Cresswell, 2005; Fraenkel ve Wallen 2006; Mills,
2003; Yildim ve Simsek; 2005). Mills (2003; s. 19), eylemin planlanmasi,
arastirma alaninin secilmesi, verilerin toplanmasi ve verilerin analizi /
yorumlanmasindan olusan, dort asamali bir diyalektik dongu tanimlar. Bu dongu

su sekildedir;

Arastirma Alaninin Segimi

Eylemin Planlanmasi Verilerin Toplanmasi

A\l

Veri Analizi / Yorumlama

Sekil 3. 3. Eylem arastirmasi dongusii

45



Frankel ve Wallen (2006, s.570) benzer bir gekilde yine dort basamakta
tanimladiklari diyalektik dongunin asamalarini su sekilde ifade etmislerdir;
arastirma probleminin / sorusunun belirlenmesi, soruyu (sorulari) yanitlamak /
problemi ¢dzmek icin gerekli bilginin toplanmasi, toplanan verilerin analizi ve
yorumlanmasi, son olarak da bir eylem planinin geligtiriimesi. Bu asamalarin
dogrusal bir akis izlemesine gerek yoktur. Bazen bazi asamalar tekrarlanabilir,
bazi asamalarin yeri degistirilebilir, asamalar arasinda gecisler farklilasabilir. Bu
arastirmada Wallen ve Frankel'in asamalari temel alinmistir. Daha 6nce belirtilen
sekilde ortaya konan problem durumunu ¢6zime ulastirmak amaci ile
gerceklestirilen eylem arastirmasi sureci arastirmaci, tez danismani ve emekli bir

ogretim Uyesi tarafindan asagidaki sekilde planlanmig ve yurGtaimastar:

e Arastirma sorusunu yanitlamak / problemini ¢6zmek igin gerekli bilginin
toplanma stireci

a. Ispat ve ispat dgretimine yonelik literatiir tarandi.

b. Literatirden yola c¢ikarak 7. sinif dgrencileri igin ispat 6gretimini
gerceklestirmek Uzere ders plani ve uygulama sonrasinda
kullanilacak olan ispat testinin ilk taslagi hazirlandi.

c. Ispat égretimi ders plani, iki ayri okulda, iki 7. sinif subesinde pilot
uygulama olarak 8 hafta uygulandi.

d. Bu uygulamanin degerlendiriimesi sonucu b maddesine yeniden
donuldu, ders plani ve ispat testinde degisiklikler yapildi.
Arastirmaya ilk baslandiginda ele alinmasi dugunulen “olmayana
ergi” yontemi gerek ogrenci duzeyine agir gelecedi gerekse
uygulama zamaninin  sinirh olmasi  nedeniyle  uygulama
kapsamindan c¢ikarildi.

Buna ek olarak ogrencilerle yapilan pilot uygulama gostermistir ki
ogrenciler ispatla ilgili sorularn ¢ozmekte pek istekli degildir ve ¢abuk
sikilabilmektedirler. Bunun Uzerine arastirma basinda tek bir sinav
olarak kurgulanan ispat sinavini; o6grencinin ispat algisini, ispat
performansini ve hangi ispat yontemlerini daha ¢ok tercih ettigini
daha ayrintili betimleyebilmek amaciyla G¢ ayri sinav olarak

kurgulama karari alindi.
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e. Pilot uygulamada dikkat ¢eken bir diger nokta oOgrencilerin ispat
yaparken ornek vererek dogrulama egiliminde olduklaridir. Bu egilimi
net olarak ortaya koymak amaciyla ana uygulama oncesi hazir
bulunugluk sinavinin uygulanmasina karar verildi.

f. Pilot uygulama digindaki farkli okullarda secilen iki 7. sinif subesinde
ilk olarak hazir bulunusluk sinavi uygulandi, daha sonra ana
uygulama olarak 14 hafta boyunca ispat 6gretimi gergeklestirildi.

g. Ana uygulamanin ardindan 3 asamadan olusan ispat testi, birer hafta
arayla uygulandi.

h. 3 sinav genel baglamda degerlendirilerek sinavlarda ortaya konan
tim egilimleri kapsayacak sekilde 16 6grenci secildi. Ogrencilerin
sinavlarda sergiledikleri performansi ayrintili sekilde sorgulamak,
buna ek olarak ispat ve ispat yontemlerine ydnelik goruslerini almak
amaciyla yari yapilandirimis goériusme formu hazirlandi ve

ogrencilerle gorusme gergeklestirdi.

e Toplanan verilerin analizi ve yorumlanmasi
a. Her bir sinav, sorulara ve ispat yOntemlerine goére gelistirilen
kodlama sistemine gére analiz edildi. Kodlarin yizde ve frekans
dagilimlari tablolastirildi.
b. Arastirma problemi temelinde ispat testleri ve goérismeden elde
edilen veriler bir arada ele alinarak yorumlandi. Géusmeden elde

edilen veriler 6grencilerin isimleri degistirilerek raporlastirildi.

Eylem arastirmasinda verilerin toplanmasi ve analizi surecinde gesitli yontem ve
teknikler kullanilabilmektedir. Literatirde yogunluklu olarak nitel arastirmalar
icerisinde yer alan eylem arastirmalarinda nicel ydontem ve tekniklerinden de
yararlanildid1 gorulmektedir. Kock (1997) eylem arastirmasinin nitel arastirma
yaklasimi olarak goérilmesini bir mit olarak degerlendirir ve eylem arastirmasinda
kullanilacak yontemin arastirmaciya ve arastirmanin konusuna bagli oldugunu, bu
nedenle de hem nicel hem de nitel yontemlerin kullanilabilecegini belirtir. Kuzu
(2009) ise eylem arastirmasinda amaca ulasmak ve arastirma sonuglarini

desteklemek amaci ile yogunluklu olarak nitel arastirma yontemleri kullanilirken,
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nicel arastirma yontemlerinden de yararlanilacagini soyler. Eylem aragtirmasinin
nicel bir arastirma olmadigini beliten Johnson (2002) ise arastirmada nicel
yontemlerin de kullanilabilecegini, buna karsin arastirmada bazi degigkenlerin
kontrol edilemeyigsinden dolayi, uygulamanin sonuglarinin genis topluluklara
genellestiriimesinde ¢esitli sorunlarin ¢ikabileceginin hesaba katilmasi gerektigini

belirtmektedir.

Eylem arastirmasinda nitel ve nicel yontemlerin bir arada kullanilabilecegini
belirten ¢alismalara (Aksoy, 2003; Bogdan ve Biklen, 2002; Johnson, 2002; Kock,
1997; Kuzu, 2009; Yildinm ve Simgsek, 2005) ek olarak Ekiz (2003) eylem
arastirmasinin felsefi olarak nicel ve nitel yontemlerden de farkli oldugunu,
elegtirel kuram kapsaminda ele alinmasi gerektigini belirtmigtir. Ekiz bu
degerlendirmesinde eylem arastirmasinda sadece anlama ya da sadece
degistirmenin yeterli olmadigini belirterek, aslolanin anlama ve degisimin birlikte
saglanmasi gerekliligi oldugunu vurgulamaktadir. Bu arastirmada da nitel ve nicel
yontemler birlikte kullaniimis, 7. sinif 6grencilerinin matematiksel ispata yonelik
kavrayis ve yaklasimlar anlagilmaya calisilirken ogretim surecine yonelik bir

degisim dnerisi 6ngorilerek ¢alisma kurgulanmigtir.

3.2. Calisma Grubu

Bu arastirma Ankara ilinde, Cankaya ve Yenimahalle ilgcelerine bagl iki ortaokulda
birer 7. sinif secilerek, iki subede gercgeklestiriimistir. Arastirmanin daha zengin
veri sunmasi amaci ile farkli sosyoekonomik setlerden iki ayri okul ve sube
secilmistir. Calisma grubunun secgiminde rastlantisal bir atama uygulanmayarak,
bu atama surecinde ogretim surecini arastirmacinin rahatlikla yonlendirebilecegi

kosullarin varligina oncelikle dikkat edilmistir.

Aragtirmaci, okul yonetimi ve matematik 6gretmeninin haftalik olarak verebildigi
izin oraninda derse girip uygulamayi gergeklestireceg@i icin oncelikli olarak okul
seciminde bu iki unsurun yol acicihdi dikkate alinmigtir. Sube segiminde ise
matematik 6gretmeninin yonlendirmesi dikkate alinmigtir. Bu baglamda rastlantisal
degil amagsal bir 6rneklem olusturulmustur. Amagsal Orneklem baglaminda
maksimum cesitlilik o6rneklemi tercih edilmistir (Balci, 2005). Bu o6rnekleme

yontemindeki amag, cesitliligi saglayarak genellemeye ulasmak dedgil, cesitlilik
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tasiyan durumlar arasinda ne tur ortakliklarin ve benzerliklerin var oldugunu
bulmak, bu cesitlilige bakarak problemin farkli durumlarini ortaya koyabilmektir
(Yildirnm ve Simsek, 2005). Maksimum cgesitlilik baglaminda farkli sosyo ekonomik
setlerden secilen subelerde yer alan Ogrencilerin cinsiyete gére dagilimi su

sekildedir:

Tablo 3.1. Uygulamanin gergeklestigi subeler

Sube Bulundugu lige Ogrenci Sayisi
15 kadin
A Cankaya 30 15 erkek
11 kadin
B Yenimahalle 24 13 erkek

Her iki subenin basari seviyelerini de karsilastirabilmek amaci ile arastirmanin
uygulama boyutuna geg¢meden Once iki subeye basari testi uygulanmistir.
Gergeklestirilen bu 15 maddelik basari testinin ardindan iki subenin basari
seviyelerinin birbirine yakin oldugu gozlenmistir. Basari testi ile ilgili ayrintilar

"Bulgular ve Yorum" bolumunde ele alinmaktadir.

3.3. Arastirmacinin Rolu

Bu calismada uygulama arastirmaci tarafindan gergeklestiriimistir. Uygulama
surecine baglamadan once 2 hafta boyunca arastirmaci sectigi subenin matematik
derslerini takip ederek hem sinifi tanimaya calismis, hem de sinifin kendisine olan

yabanciligini kirmaya calismistir.

3.4. Veri Toplama Siireci

3.4.1. Pilot Uygulama Siireci
7. siniflara uygulanacak 6gretim sureci ve ele alinacak ispat 6rnekleri literatir
taramasindan yola ¢ikarak hazirlanmigtir. Literatir taramasinda Turkiye'de ispat

Oogretim uygulamasini iceren pek fazla c¢alisma bulunmadidi igin, genellikle
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yabanci kaynaklardan vyararlanilmigtir. Bu nedenle arastirma probleminin
olusturuldugu surecte 7. sinif 6grencilerin formel ispat yapabilme yeterlikleri ve bu
uygulama surecinde ortaya koyacaklari tutumlara yonelik bir 0Ongorude
bulunulamamaktaydi. Bu durum uygulama surecine yonelik bir on gozlem ve

degerlendirmeyi gerekli kilarak pilot uygulamasini 6nemli kilmigtir.

Aragtirmaci Cankaya ve Mamak ilcelerinde yer alan iki farkli sosyo-ekonomik
setten okul secgerek, 8 hafta suren pilot uygulama gergeklestirmistir. 2011 — 2012
egitim-ogretim yili bahar doneminde gergeklestirilen bu uygulamaya baslamadan
once 2 hafta kadar sectigi subelerin matematik derslerine gozlemci olarak giren
arastirmaci, ogrencilerle tanisma ve aralarindaki yabanciligi kirma firsati
yakalamistir.  Sube sec¢imi  matematik 6gretmeninin  yonlendirmesi ile
gerceklesmistir. 8 hafta siren bu uygulama video kaydina alinmisg, bu kayitlar
¢bzumlenmis ve arastirmaci, tez danismani ve bir 6gretim Uyesi ile birlikte

degerlendirilerek gergeklestiriliecek ana uygulamaya son sekli verilmistir.

Pilot uygulama oncesinde dogrudan ispat, karsl ornek vererek ispat, tuketerek
ispat, durum yolu ile ispat ve olmayana ergi yontemlerinin hepsi ele alinmis ve bu
yontemlere yonelik 7. siniflara uygun ispat ornekleri ve akil oyunlari hazirlanmisti.
Pilot uygulamada gerceklestirilen gozlemler degerlendirilerek c¢alismanin

kapsaminin daraltiimasina neden olmusgtur.

Gergeklestirilen pilot uygulamada oOgretim sireci beklenenden yavas ilerlemis,
derslerde genellikle bir ispat 6rnegi, bazen de iki 6rnek Uzerinde durulabilmistir.
Literatirde yer aldidi ve bu nedenle beklendigi Uzere dgdrencilerde herhangi bir
sekilde genellemeye ulagsmak yerine, ornek vererek dogrulama egilimi baskin
cikmistir. Sinifta matematik dersinde basarili olan &grenciler arastirmacinin
yonlendirmesi ile bu egilimlerini sorgulayabilmigken, basarisiz 6grencilerde 6rnek
kullanma egiliminde bir israr gdzlenmistir. Ogrencilerin basari durumu dnceki
donem karne notu ve matematik 6gretmeninin degerlendirmesine gore veri olarak
alinmistir. Ogrenciler durum yolu ile ispat drneklerini kavramada diger yontemlere
gbre daha c¢ok zorlanmig, bu ornekler Uzerinde daha ¢ok zaman harcanmistir.
Buna ragmen sinifta yuritllen tartismalari anlayarak, tartismaya aktif katilan
ogrenciler de olmustur. Arastirmacinin ydnlendirmesi ile her iki subede de bu
yontemi uygulayan ogrenciler sayica az da olsa olmustur. Olmayana ergi

yonteminde ise izlenen sureci 6grenciler kavrayamamig, ifadenin yanls oldugu
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kabul edilerek basglanan ispat surecine yonelik sinifta surdurulen tartismaya

ogrenciler yeterli katilimi gostermemis, sessiz kalmayi tercih etmiglerdir.

Bu baglamda ana uygulamanin da gergeklestirilece@i surecin sinirli olusu dikkate
alinarak, uygulamada ornek vererek dogrulama ile ispat arasindaki ayrima daha
¢ok deginilmesi ve uygulamada kullanilacak yontemlerin dogrudan ispat, karsi
ornek vererek ispat, tiketerek ispat ve durum yolu ile ispat ile sinirlandiriimasina

karar verilmigtir. Bu dogrultuda ana uygulamaya son sekli verilir.

3.4.2. Uygulama Siireci
2012-2013 eqitim ogretim yili baginda 4+4+4 diye anilan ve zorunlu egitimi 12 yila
cikaran bir kanun degisikligi olmustur. Bu degisiklikle birlikte ilkogretim okullari
ilkokul ve ortaokul diye ayrismig, ayni binada egitim goren bu iki kademeden birisi
donem baginda farkli okullara aktariimistir. Bir dnceki egitim 6gretim yilinda pilot
uygulamanin gercgeklestirildigi okullarda da bu donusim yasanmig, uygulama
surecine yardimci olan ogretmenlerin tayin olmasi nedeniyle yeni okul ve izin
¢clkarma arayisina girilmistir. Bu nedenle uygulamaya planlanandan yaklasik 1,5

ay gec¢ baslanmistir.

ispat 6gretimi 7. siniflar icin miifredat disi yeni bir konu alanidir. Ogrencilerin hic
bir 6n bilgisinin bulunmadigi bu konuda hazir bulunusluk testi kullaniimamis,
ogrencilerin ispat kavramindan ne anladiklari betimlenmeye c¢alisiimistir. 2012
Kasim ayinda baslayan uygulamada, oncelikle A ve B subelerine hazir bulunusluk
testi uygulanmistir. Daha sonra haftada 1 saat olmak Uzere toplamda 14 hafta
surecek olan ispat ogretimi ders izlencesine gecilmigtir. Bu surecte, sayilar,
ardisiklik, teklik ciftlik ve bolinebilme konulari Gzerinde durulmustur. Bu konularin
seciminde Ogrencilerin uygulamanin basladigi suregte bildikleri, mufredat
icerisinde onceki ders yillarinda islemis olduklari konularin segimine dikkat

edilmistir.

Uygulama surecinde derslerde sirasiyla dogrudan ispat, karsi ornek vererek ispat,
tuketerek ispat ve durum yolu ile ispat yontemleri tanitimis ve bu yontemlerle
ispatlanacak sorulara yer verilmigtir. Ayrica 6grencilerin derse yonelik
motivasyonunu artirmak igin derste akil oyunlarina da yer verilmis, bazi oyunlar

ispat ve ispat ydéntemleri ile iligkilendirilmistir. ispat uygulamalarina gegilmeden
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once ilk derslerde once ispat kavrami Uzerine tartisiimig, ardindan belirlenen
matematik konulari Uzerine anlatim, soru-cevap yontemleri kullanilarak
hatirlatmalarda bulunulmustur. Ele alinacak ispat uygulamalarinda gerekli olacagi
dusundlerek, secilen konularla ilgili sembolik goésterimlerin  kullaniminin
pekistiriimesine de 6nem verilmigtir. Bu dogrultuda gerek uygulamanin basinda ilk
derste, gerekse ders sureci igerisinde ihtiyagc duyuldugu anlarda sembolik

gOsterimlerle ilgili hatirlatmalar ve orneklendirmelere yer verilmigtir.

Her bir derste, hafta hafta hazirlanan ders planinda yer alan sorular Gzerinde
durulmustur. Her iki subede de bu plan eksiksiz uygulanmistir, ne var ki uygulama
her hafta paralel gidememigtir. Bazen bir subede cebirsel gosterim Uzerine
hatirlatmalara daha sik yer verilebilmis, bazen de diger subede konu anlatimina,
hatirlatmalara plana ek olarak yer verilebilmigtir. Bu baglamda uygulama oOncesi
hazirlanan ders planina sureg igerisinde ogrencilerin ihtiyaglari dogrultusunda
eklemeler yapilabilmistir. Uygulama oncesi 12 hafta olarak planlanan ders plani,
uygulama esnasinda 14 haftaya ¢ikariimistir. 14 haftanin sonunda derslerde ele
alinmasi planlanan tum ispat uygulamalari eksiksiz olarak, her iki subede de
tamamlanmistir. 14 hafta boyunca ele alinan ispat drnekleri Gzerinden sinifta soru-
cevap, tartisma ve beyin firtinasi yontemleri kullanilarak matematiksel dogrulama

ile ispat arasindaki fark tGzerinde durulmustur.

14 hafta suren uygulamanin ardindan o6grencilere birer hafta arayla, 3 ayri
sinavdan olusan ispat testleri uygulanmigtir. Bu sinavlari da dahil ettigimizde 17

hafta suren bir uygulama gerceklegtirilmistir.

Arastirmanin ikinci kisminda, ogrencilerin pes pese 3 ayri sinav seklinde
uygulanan ispat testlerine verdikleri yanitlari ayrintilandirmak, zorlandiklar
noktalari  betimleyebilmek, yapamadiklari  sorulari, ispat yontemlerini
arastirmacinin destegi ile yapip yapamadiklarina bakmak ve genel olarak
uygulama - ispat ile ilgili dusUncelerini almak amaciyla &grencilerle yari
yapilandiriimis  derinlemesine goriisme gerceklestiriimistir. ispat testlerinin
sonuglari degerlendiriimis ve bu sinavlarda verilen vyanitlarin cesitliligini
kapsayacak sekilde 16 o6grenci gorisme icin secilmistir. Bu dgrencilerle yaklasik

40dk suren yari yapilandiriimig derinlemesine goérisme gergeklestiriimigstir.
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Nitel goOrusmeler, "derinlemesine gorusme" olarak da adlandirlir. Nicel
gorusmelerden farkh olarak yari yapilandiriimis derinlemesine gorusmelerde
“yuzeysel” degil, daha “derin”, “detayli” ve “karmasik” bilgilere ulasmak amaclanir
(Kus, 2009). Bu dogrultuda hazirlanan goérisme formu goérisme sirasinda
gorusmeciye yon verir ama onu sinirlandirmaz. Gorusulen kiginin verdigi yanitlar
dogrultusunda planlanan goérigsme, formda yer almayan sondaj sorulariyla da

detaylandirilabilir.

Asagida dersteki uygulama surecine hafta hafta ayrintili olarak yer verilmigtir;

1. Hafta: ilk hafta her iki subeye de hazir bulunusluk testi uygulandi.

2. Hafta: ispat kavrami iizerine bir tartisma yuritildi. Ogrenciler her ne kadar
ispat kavramina matematik dersi kapsaminda yabanci olsalar da, gunlik
yasamlarinda oynadiklari oyunlar, girdikleri iddialar Gzerinden ispat / kanit kavrami
ve bir iddianin nasil ispatlanacagi / kanitlanacagi Uzerine sinifta bir tartisma
yuruttldd. Bu tartismalar sonunda var olan iddianin / 6nermenin ispati i¢in, herkesi
ikna edecek veriler, bilgiler, deliller kullanarak genellenebilir kesin yargilara,
savunmalara gereksinim oldugu dusluncesine ulagildi. Daha sonra Gardner’dan
(2011, s. 105) uyarlanan "Tatile Giderken" (Ek 1) oyunu sinifa dagitilarak, bu
oyunda anlatilan olay 6rgusu 6rnek olay olarak sinifta ele alindi. Anlatilan 6rnek
olayin sonunda yer alan iddianin dogrulugu / yanhshgi tzerine bir fikir gelistiren
dgrenciler bu konu Uzerine tartistirildi. iddiay1 dogru bulanlar kendi hakliliklarini,
yanls bulanlar da kendi hakliliklarini ispat etmeye c¢alisarak sinifin geri kalanini

ikna etmeye caligtilar. Bu ornek olay Uzerinden ispat yapma pratigine giris yapildi.

3. Hafta: ileriki derslerde kullanilacak olan ispat uygulamalarinin icerdigi konu
basliklari; sayilar, ardisiklik, teklik ¢iftlik ve bolinebilme konulari tGzerinde anlatim
yolu ile kisa hatirlatmalarda bulunuldu. Ardindan cebirsel gosterimlere gegildi.
Once dgrencilerin 6. sinifta gérdiikleri cebirsel alistirmalar ("bir sayinin 3 katinin 5
eksigi" gibi) Uzerinde durularak cebirsel ifadelere yo6nelik hatirlatmalarda
bulunuldu. Daha sonra tek ve cift sayilar, ardisik sayilar, ardisik tek sayilar, ardigik
cift sayilar, 3'e bolunebilen sayilar vb. ifadelerin sembolik gosterimleri soru-cevap,

tartisma yontemleri kullanilarak 6grencilere aktarildi.
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4. Hafta: Bir onceki hafta ele alinan sembolik gosterimlere dair kisa bir hatirlatma
yapildi. Daha sonra bu derste matematiksel Onermelerin ispatlari Uzerinde
durulacagi belirtilerek ogrencilere; "iki tek sayinin toplami her zaman g¢ift
sayidir" 6nermesi verildi. Ogrencilere bu 6nermenin dogru olup olmadigi ve
verdikleri yanitlari nasil ispatlayacaklari soruldu. Arastirmaci o6grencilerin
yanitlarini mudahale etmeden dinledi, 6grencilerin verdikleri yanitlar Gzerine
tartismalarini saglayacak sekilde sinifi yonlendirdi. Bu ilk soruda uzun bir sire
verilen cevaplara mudahale edilmedi. Literatlr, pilot uygulamadaki gézlemler ve
hazir bulunusluk testi sonuclarinda oldugu Uzere 6grenciler de verilen 6nermeyi
ornek vererek dogrulama egilimindeydiler. Ogrencilerin hig biri genellenebilir bir
sonuca ulasmaya calismayinca arastirmaci tartismaya su soruyu sorarak
mudahale etti; "Peki hep sayi érnekleri deniyorsunuz ama biz bu ifade tim sayi
kimesi icin dogru mu onu bulmaya caligiyoruz. Ya sizin denemediginiz bir sayi ¢ifti
bu ifadenin yanhs oldugunu ortaya koyarsa, topladigimizda c¢ift sayi vermezse o
zaman ne olur? Nasil emin olabiliriz tiim sayilar igin bu ifadenin dogru
oldugundan?”. Dersin basinda sembolik gdsterimlere yonelik hatirlatmalarin
yapilmasina ragmen 6grenciler cebir kullanmaz, A subesinde yasanan su diyaloga

benzer bir egilim her iki subede de yasanmigtir:

Firat: O zaman tiim sayilari deneriz.
Hilal: Yok olur mu? Olene kadar denersin o zaman.

Berk: Ogretmenim séoyle yapsak, haklisiniz tek bir say: denemek bizi yamiltabilir. O zaman
birka¢ sayr deneyelim, biiyiiklii kiiciiklii olsun. Hatta once bir basamakli, sonra ¢ok
basamakl mesela. Ben éyle yapmistim, once 1 ve 3'ii topladim. Sonra 11 ve 25'i, son
olarak da 111 ve 135'i. Rastgele sectim, iigiinde de topladim ¢ift sayi ¢ikti. Bence bu yeterli.

Arastirmacu: Sizce Berk hakli mi?
Beyza: Ben de éyle yapmistim, 4 sayr denemisim, hepsinin toplami ¢ift sayr ¢ikti.

Sude: Ama hocam ya olmazsa, milyon basamakll bir sayr olsun topladigimda ¢ikmasin,
olamaz mi? Nerden bilicez?

Aragtirmaci: Peki o zaman ne yapalim ki tiim sayiar icin dogru oldugunu gosterelim, bir
fikri olan var mi?

Sinifta bir sure sessizlik yasanir, hemen ardindan sinifin basarili 6grencilerinden
Berk yaptigi islemlere bakarak, iki sayinin toplaminin tek mi ¢ift mi oldugunu son
basamaklarin toplaminin belirledigini ifade eder ve Sude'nin ¢ok buyuk sayisini
denemeye gerek olmadigini soyler. Berk'in ortaya attigi bu fikir Gzerinden Dicle

soz alir ve "Ogretmenim o zaman tiim tek olan rakamlari ikili ikili toplariz. Hepsini
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toplar isek Berk'in dedigi gibi, tum tek sayilarin toplaminin birler basamagini
bulmus oluruz." der ve ispat i¢in tahtaya kalkar. Tahtada asagidaki gibi 1’den 10’a

kadar olan rakamlar icerisindeki tek sayilari, ikiser ikiser gruplayarak toplar:

1+1=2 3+3=6 5+5=10 7+7=14 9+9=18
1+3=4 3+5=8 5+7=12 7+9=16

1+5=6 3+7=10 5+9=14

1+7=8 3+9=12

1+9=10

Dicle: Tiim ihtimalleri topladik ve hepsinin toplami ¢ift sayr ¢ikti. Artik topladigimiz
sayilar ne kadar biiyiik olursa olsun hepsinin birler basamag: bu sayilardan birisi olacak o
yiizden toplamin birler basamagi da buradakilerden birisi olacak, yani ¢ift sayr olacak.

ispat bu sekilde tamamlandiktan sonra arastirmaci sembolik gésterimlerin genel
gOsterimler oldugunu da sinifa hatirlatarak onlari bu goésterimleri kullanmalari
dogrultusunda yénlendirdi. Ogrenciler ispatla ilgili bu ilk uygulamada sembolik
gOsterimleri kullanmakta epey zorlandi. Bunun Uzerine aragtirmaci tahtaya kalkan
bir 6grenciye soru-cevap yontemi ile yonlendirdi, cevap veremedigi anlarda kendi
hatirlatmalarda bulunarak tek sayilarin sembolik gdsterimini animsatti ve bu

sekilde ispati tamamlatti.

5. Hafta: Derse 6nceki hafta ele alinan soruya benzer bir soru olan “bir tek ve bir
cift sayinin ¢carpimi her zaman c¢ift sayidir” 6nermesinin ispati ile baslanir.
Ogrenciler bu soruda da drnek vererek dogrulama egilimini surerek, ©rnek
vermenin de ispat oldugunu disinmeye devam ettiler. Arastirmaci onceki ders
yaptiklari ispati hatirlatarak, ogrencilerden cebir kullanmalarini istediginde az
sayida égrenci cebir kullanmaya baslar ve ispati tamamlar. B subesinden ilayda
arastirmacinin yonlendirmesi ile ispati tamamlayan égrencilerden birisidir. ilayda

oturdugu siradan parmak kaldirarak arastirmaciya su soruyu yoneltir:

Ilayda: Ogretmenim cebir kullanin dediniz ya, tek sayi icin 2x+1, ¢ift sayi icin 2x diyerek
mi yapicaz?

Arastirmaci: Evet layda. Peki ¢ift ve tek sayilar: bu sekilde alirsan, sonra nasil devam
edersin?

Ilayda: Bu iki sayiyi ¢arparim, ¢arpimi soruyor ya bize soruda.
Arastirmaci: Tamam, gel tahtada devam et, arkadagslarina da yaptiklarini anlat istersen.

[Tlayda tahtaya kalkar ve ispati anlatarak yapar]
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Tlayda: Simdi 2x ile 2x+1 ile ¢arparim. Ama bunlart tek tek ¢arpicam sanwrim. Ogretmenim
parantez icine alayim mi bu sayilari?

Arastirmaci: Olur.

Tlayda: O zaman 2X'i tek tek bu sayilarla carparim [2x+1'de yer alan 2x ve 1 sayilarin
kastetmekte]. 2x ¢arpt 2x arti 2x. Haa... Simdi... [2x'i kendisi ile ¢arpmakta bir miktar
zorlanir ve anlatimi yavagslar] Ogretmenim 4x2 mi olur? Hani 2 ¢arp1 2 4, bir de x ¢arpt x
olur.

Arastirmaci: Evet dogru yapiyorsun, ama islemini arkadaslarina da anlat istersen.

Tlayda: Tamam. Simdi 2x ile 2x+1 i carpmamiz gerekiyor. Carpmayt yanls yapmayim diye
paranteze aldik. 2x'i 2x+1'deki sayilarla tek tek ¢arparsam, 2x ¢arpi 2x 4x2 olur, 2x ile 1'i
carpinca da arti 1 yazarim. Yani sonug¢ 4x2 + 2x olur. Soru demis ki bize bu ¢arpim her
zaman ¢ift sayr olur, biz carpimi 4x2 + 2x bulduk, bu da ¢ifi sayidr.

Arastirmacu: Nigin?

Tlayda: Ciinkii 2've bélebilirim bunu. Soru dogruymus.

Arastirmacinin  gozlemi her iki subede de oOgrencilerin cebir kullanmaktan
kagindiklari ve buna ek olarak oOrnek vererek dogrulamanin ispat oldugu
duguncesinde 1srarli olduklaridir. Bunun uGzerine ders planinda yer alan ve
Gardner'dan (2011, s. 41) uyarlanan “Dén dolas ayni yerdeyim” oyununa (Ek 1)

gegcilir. Bu oyunda su ifade yer alir;

Aradigim arsay! bulmak igin elimdeki yol tarifi ile yola koyuldum.

Tarifte bulundugum noktadan 100 metre glineye gitmem, daha sonra
200 metre dogu yonunde ilerlemem, son olarak da 100 metre kuzeye ¢cikmam
sdyleniyordu.

Denileni aynen uyguladigimda basladigim noktada oldugumu goérdim.

Sizce bu mimkin ma? Mimkinse nasil mimkin olur?

Ogrencilerden bu oyuna ydnelik tahminde bulunmalari, bir hipotez gelistirmeleri ve
bu hipotezi ispatlamalari istenir. Ogrencilerin hepsi bir middet disiindiikten sonra
oyunda verilen durumun mimkdn olmadigini savunur ve hipotez olarak
"bulundugu yerden 200metre dogrudadir" ifadesini sunar. Ogrenciler verilen oyunu
iki boyutlu bir duzlem tzerinde dusunduklerinde var olduklari noktanin 200 metre
dogusunda olacaklarini bulmus, bazi édrenciler tahtaya kalkip verilen yol tarifini
uygulayarak (verili Olgedi kugultmuglerdir, dlgedi %1 oraninda kugulterek 100
metreyi 1 metre olarak uygulamislardir) ayni noktada olamayacaklarini iddia
etmiglerdir. Ogrenciler farkl yontemler kullanarak ulastiklari sonucun dogru
oldugunu, yani kesinlikle ayni noktada olmayacaklarini, bagladiklari noktanin 200
metre dogusunda bulunacaklarini iddia etmiglerdir. Gbézden kagirdiklari nokta
dinyanin kutuplardan basik olan geoit yapisidir ve kutuplara ¢ok yakin noktalarda

verilen yol tarifi izlendiginde basladiklari noktaya ¢ok yakin bir noktada
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bulunacaklardir. Baglangi¢ noktasini kutup noktasi olarak aldigimizda ise yolu
tamamladiginda bagladigi noktaya geri donmuas olacaklardir. Arastirmacinin
tahtaya ¢izdigi dunya sekli tzerinden dusunmeye baglayan 6grenciler bu olasiligin
da mUmkln olacagini fark etmis ve ¢ok olasi gézikmese de dOyle bir noktanin,
kendilerine kesin dogru gibi gbzuken bir gercekligi c¢urutebilecegini
deneyimlemislerdir. Bu oyun ile yurGatilen tartisma ile 6grencilere ornek vererek
gerceklestiriien dogrulamanin, denemelerin genellenebilir bir yargi sunmakta

yeterli olmayabilecegi hissettiriimeye caligildi.

Bu uygulamanin ardindan 6grencilerde ornekle dogrulama ile ispat arasindaki
farkin daha da pekigtiriimesinin gerekli oldugu hissedildi, bu nedenle bu dersin
sonunda ders planina bir haftalik ek yapilmasina karar verildi. Bir sonraki hafta igin
ornek vererek dogrulama ile ispat arasindaki farka dedinilecek matematiksel bir
etkinligin kullaniimasi kararlastirildi. Ayrica B subesindeki 6grenciler cebirsel
ifadeleri anlamakta diger subeye gore daha fazla zorlanmiglardir, bunun Uzerine
arastirmaci bu subedeki 6drencilere daha sik cebirsel ifadelere yonelik

hatirlatmalarda bulunmaya da karar verildi.

6. Hafta: Derste ogrencilere Mason ve digerlerinden (1982) uyarlanan “Cember
ve Nokta” (Ek 1) problemi dagitildi. Bu problem ile 6grencilerin érnek vererek
dogrulama ile genellemeye ulasabilecekleri ve bu yolla ispat yapabileceklerine dair
inanclar zayiflatimak istenmistir. Bir dnceki derste “Don dolas ayni yerdeyim”
oyunu ile bir 6rnek olay Uuzerinden akil ydraten &grenciler, bu problem ile

matematiksel bir ugras icerisinde ispata yonelik kavrayislarini sinamistir.

Ogrencilerden bos bir kagit cikarmalar istendi ve onlara bu problem dagitildi.
Ogrencilerden bir miiddet yerlerinde problem ile ugrasmalari istendi. Bu sirada
arastirmaci soruda yer alan “gember Uzerindeki bagimsiz bolge” ile neyin

kastedildigini tahtaya ¢izdigi gember ve Uzerinde aldigi noktalari kullanarak anlatir.

Ogrenciler literatiirdeki bulgularla (Stylianides & Stylianides, 2009; Stylianides,
2009; Stylianides, 2011) uyumlu olarak oncelikli olarak basit durumlari (cember
uzerinde 2 nokta, 3 nokta, 4 nokta alarak) denediler ve bunlar Gzerinden elde
ettikleri sonuglarla genelleme yapma egilimi gosterdiler. Bazi édrenciler gember
uzerindeki aldiklar 5 nokta ile de deneme yapti, ama bu 6grenciler sayica azdir.

Ogrencilerin denemeleri sonucu bulduklari sonuglar su sekildedir:
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Cember Uzerinde alinan 2nokta —»  2ayribolge

3 nokta 4 ayri bolge
4 nokta 8 ayri bolge
5 nokta 16 ayri bolge olusturmakta.

Nokta ve bolge sayilari arasinda var olan bu iligkiye bakarak ilk etapta 6grenciler
bolge sayisinin her zaman bir oncekinin 2 kati seklinde arttigini, bu nedenle 6
nokta alinirsa 32, 7 nokta alinirsa 64 bolge bulunacagini savundular. Siniftaki bazi
ogrenciler soruda ¢ember Uzerinde alinan 15 nokta ile ka¢ bdlgenin olusacagi
soruldugu icin bir formul gelistirme ihtiyaci hissettiler. Bu 6grencilerden bazilari
nokta sayisi ile bolge sayisi arasindaki iligkinin 2"-1 oldugunu ifade etti ( n nokta
sayisi). Ogrenciler ulastiklari bu genelleme ile problemi ¢dzdiklerini dislnirken
arastirmaci onlardan bos bir kagit ¢cikarmalarini ve buyulk bir gember gizip bu sefer
de ¢ember Uzerinde 6 nokta almalarini istedi. Cizim &grencileri biraz ugrastirdi
ama sonunda ogrencilerin buyuk bir kismi bekledikleri gibi 32 bolge degil, 31
bdlgenin olustugunu goérdu. Bunun Uzerine arastirmaci tahtaya bir 6grenci kaldirdi
ve renkli kalemler kullanarak 6grenci ile birlikte, 6 nokta alarak gemberi bolgelere
ayirdi. Tam sinifin izledigi bu uygulamanin ardindan ¢gember Uzerinde alinan 6.

noktanin beklenen sonucu vermedigi goruldu.

1 ders saatini kaplayan bu uygulamanin ardindan arastirmaci “Don dolas ayni
yerdeyim” oyununu da hatirlatarak bu son iki etkinligin de gosterdigi Uzere
denenen orneklerin, ampirik argumanlarin her zaman genellemeye ulasmada
yeterli olmayacagini, bu nedenle de 6rnek vererek yapilan dogrulamanin ispat

olmadigini vurguladi.

7. Hafta: Derse “Ardigik iki sayinin toplami her zaman tek sayidir’ 6nermesinin
ispati ile baslandi. Onceki haftalardaki uygulamalar nedeniyle cebirsel ifadeler
kullanmaya alisan ve ispat yaparken ornek vererek dogrulama egilimini bir miktar
birakan 6grenciler bu derste farkli tartismalar yiritti. Ogrenciler kendi aralarinda
tartisarak, itirazlar geligtirerek 6rnek vererek dogrulama egiliminde olan

arkadaslarini ikna etmeye calist. Buna karsin sinifin énemli bir bolumdnin
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cebirsel ifadeleri kullanmaktan kaginmaya devam ettigi gozlendi. Bu uygulamanin

ardindan karsi 6rnek vererek ispat ile ilgili drneklere gecildi.

ilk olarak “Her asal sayi tek sayidir.” dnermesi Uzerine tartisildi. Ogrencilerin
buyuk bir kismi 2'nin de asal sayi oldugu bilgisini unutarak 6nermenin dogru
oldugunu savundu. Sinif igerisinde yudrutulen tartismada bu savunuya itiraz
gelistiren ogrenciler de oldu ve 2 sayisinin asal say! oldugunu hatirlatan bu
ogrenciler onermenin yanlis oldugunu belirtti. Daha sonra 6grencilere su onerme

verildi; "n tek bir sayr olsun, bu durumda (n+1) / 2 sayisi her zaman tek

sayidir.” . Ogrenciler sayl deneyerek bulduklari sonuca gére dnermenin dogru ya
da yanlis oldugunu savundu. Yalniz yaptigi islemin sonunda ¢ift saylya ulasan
dgrencilerin hepsi 6nermenin yanls oldugunu savunmaya basladi. Ogrenciler bir
onermenin yanlis oldugunu ispat etmekte zorlanmiyor gibidirler. Bunun Uzerine
arastirmaci "bir énermenin yanls oldugunu ispatlamak igin sizce tek bir érnek
yeterli midir?" sorusunu ortaya atti. Sinifta bazi 6grencilerin bir kag 0Ornek
deneyerek Onermenin yanlis oldugunu savunma egilimi tasidigi gozlendi.
Arastirmaci bu ogrencilere nigin ¢ok sayida ornek denediklerini sordugunda B
subesinden Omer gerekgesini su sekilde sunar ve sinifta bunun Uzerine tartisma

baslar:

Omer: Ogretmenim ya dogrulayan bir érnek daha varsa? Yani iki 6rnek denedim diyelim
birisinde dogru ¢ikti digerinde yanhs o zaman ne olacak dogru mu yanls mi? O yiizden
daha ¢ok ornek denerim ki yanlis olanlarin sayisi artsin.

Ilayda: Ama 6gretmenim soruda her zaman demiyor mu? Omer'in ¢ok érnek denemesine
gerek yok ki.

Arastirmaci: Nigin Ilayda?

Ilayda: Soruda her zaman tek sayidir demis ama ben mesela 3'ii denedim, sonu¢ 2 oldu
yani ¢ift. Demek ki her zaman tek degilmis. Tek bir 6rnek yeterli bence.

Arastirmaci: [simifa] Ilayda diyor ki biz bu ifadede hangi sayiyr denersek deneyelim
sonucun tek olmasint istiyoruz ¢iinkii soruda her zaman tek sayidir denilmig. O yiizden biz
tek bir ornek denedigimizde eger sonug c¢ift say1 ¢ikiyorsa bu ornek yeterlidir, baska
deneme yapmamiza gerek olmaz. llayda'nin bu yorumuna ne diyorsunuz?

Omer: Ogretmenim her zaman m1 deniyor soruda?
Arastirmacu: Ifadeyi bir kez daha okuyun liitfen.

Emre: Evet 6gretmenim tek bir ornek yeterlidir bence de. Her zaman dogru olmayacagini
gosteriyor o ornek ¢iinkii. Bir kez bile yanligsa her zaman dogru olmaz sonugta.

Arastirmaci: Peki Omer, senin dedigine donelim. Iki 6rnek denedin birisinde tek, digerinde
¢ift say1 ¢iktr. Bu durumda ifade sence dogru mu yanlis mi olur? Ne dersin?

Omer: Ogretmenim 5 ic¢in dogru mesela. O yiizden yanls degil ki. Tamam 7'yi
denedigimde ¢ift ¢ikiyor ama hem dogru hem de yanlis gibi.

Arastirmacu: Ikisi bir arada mi? Yani bir sayy1 denediginde hem dogru hem de yanlis mi
¢tkiyor ifade?
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Omer: Hayir, denedigime gore degisiyor. Bazen dogru bazen yanls ¢ikiyor.
Emre: Omer soruyu bir daha okuyun dedi ya égretmen, okusana.
Arastirmaci: Omer, size verdigim ifadede ne diyor?

Omer: n tek sayi olsun, n arti 1 bolii 2 her zaman tek sayidir.

Arastirmaci: Ama demin sen ne dedin, ifade bazen dogru bazen yanhs dedin degil mi?
Soruda ise her zaman dogru diyor. Bu ikisi ayni sey mi?

Omer: Yok, her zaman...sanirim anladim. Her zaman dogru degil, bazen dogru ama...

Arastirmaci: Evet aynen oyle, bazen dogru ama soruda bize her zaman dogru diyor. O
yiizden de ifade yanls diyoruz ve érnek vererek bunu ispatliyoruz. Yani her zaman dogru
olmadigini ispatliyoruz.

Benzer bir tartisma diger subede de yuratuldd, bu uygulamanin sonunda
ogrencilerin kargi 6rnek vererek yapilan ispat mantiginda ¢ok zorlanmadiklari

gbzlendi.

8. Hafta: Bu derste 6grencilere Kichemann ve Hoyles'dan (2001-03) uyarlanan "5
kart oyunu" da@itildi. (Ek 1) Ogrenciler ilk olarak soru ile kendileri ugrasti,
ardindan bulduklari yanitlar Gzerinden sinifta bir tartisma yUrataldi. Bu tartismada
arastirmacinin rolu sadece tartismayi yonlendirmek oldu, ogrenciler birbirlerinin

verdikleri yanitlari degerlendirdiler, yapilan hatalari birbirlerine gosterdiler.

Her iki subede de yere dusen kartlarda gozlemlenebilecek sayi dizesinin neler
olabilecegine iliskin, sorunun tam olarak okunmamasindan kaynaklanan hatalar
yapilabilmistir. 1-2 , 3-4, 5-6, 7-8 ve 9-10 sayilari kartlara ard arda yaziimistir,
buna ragmen oOgrenciler yere dusen kartlarda 2, 4, 1, 5, 7 sayilarinin
goOrunebilecegini 6rnek olarak vererek oyunda yer alan iddianin yanhs oldugunu
savunabildiler. Her iki subede de benzer egilim gbézlendi, dgrencilerin verdikleri bu
hatali 6rnekler tahtaya yazildiginda sinif igerisinden gelen itirazlar ile oyunda
verilen durumun ne oldugu, hangi sayilarin ayni anda gelemeyecegi Uzerine

konusulmaya baslandi.

Bunun uzerine aragtirmaci dnceden hazirladigi, Uzerinde sayilarin yazili oldugu
kartlari ¢ikararak ogrencilerden deneme yapmalarini ister. Tahtaya kalkan her
ogrenci kartonlari dnce yere atar, sonra oyunda verili kosulu (sayilardan ikisi ¢ift,
digerleri tek sayi olacak) saglamak igcin bazi kartlarin yere disen yuzeyini
degistirerek bulduklari saylyr tahtaya yazmaya baslar. 3. 6grenciden sonra
arastirmaci sinifa "Yaptigimiz denemeler iddiayr dogrulamakta ama kartlar yere

dustigiinde bu kurala uyarak yere dlisen tim sayilarin toplaminin 27 olacagindan

60



nasil emin olabiliriz? Bu iddiay! nasil ispatlariz?” sorusunu yoéneltir. Sinif ispat

Uzerine tartismaya baslar.

Bazi ogrenciler denedikleri ornekleri igaret ederek bu Ornekleri iddianin ispati
olarak gosterdiler. Ogrenciler bu uygulamada da ampirik verileri kullanmaya, bir
kag ornek ile yetinmeye devam etmektedirler. Sinifta tekrardan kullanilan 1 - 2
ornegin ispat igin yeterli olup- olmayacagina yonelik bir tartisma yurutilmeye
baglandi. A subesinde asagidaki gibi bir diyalog yasanmisgtir;

Ege: Ogretmenim iyi de 3 deneme yaptik tahtada bu ii¢ denemede de farkli sayilar ¢cikmisti,

3'iinde de sonug¢ 27 oldu. Yiiksek bir ihtimalle 27 yani.

Beyza: Ama flzladi bir tane denedin ve onda toplami baska ¢ikti, 29 mesela nasil emin
olacagiz ki? Ogretmenim bende burada da énceki sorulardaki gibi, 6rnek vererek olmaz,
kesin olmaz yani.

Arastirmaci: [sinifa] Peki ne yapmali sizce? Gelebilecek tiim ihtimaller i¢in 27 olacagini
nasil gésteririz?

Ege: Ogretmenim baska yolu yok ki, sayilar: yaptigimiz gibi toplayacagiz iste.
Aragtirmaci: Ama Beyza denedigimiz 2-3 érnek yeterli olmaz diyor.

Ege: Hepsini yazip toplayalim o zaman. Burada sonsuz sayt yok ki? Biraz uzun olur ama
olur.

Arastirmaci: [sinifa] Ege yeni bir fikir atti ortaya, diyor ki elimizdeki ihtimaller sonsuz
coklukta degil diger sorulardaki gibi, swirli sayida ihtimal var, ispat icin hepsini
deneyebiliriz. Ne diyorsunuz?

Ogulcan: Olur 6gretmenim, tamamen kesin sonu¢ olur o zaman. Uzun siirer sanirim,
denemek isteyen var mi?

[O swrada Selin ve Sidar bir kdgida tiim ihtimalleri yaznmigtir]

Selin: Ogretmenim biz yaptik, hepsinde de 27 ¢ikiyor, iddia dogru.

Bu tartigsmanin ardindan Selin denedikleri 10 durumu tahtaya yazarak tum
ihtimalleri tuketir. Sinif tahtada yazilanlarin disinda bagka sayi ihtimallerinin
gelemeyecegine karar verdikten sonra ispat tamamlandi. Sinif bu uygulama ile
sonlu sayidaki bir kime icerisinde yapilan ispatta tum ihtimalleri tuketerek ispatin
tamamlanabilecegi fikri ile yani tuketerek ispat mantigi ile tanismis oldu. Diger
subede ise tum ihtimalleri deneyerek ispatin tamamlanacagi fikri A subesindeki
gibi 6grenciler tarafindan ortaya atilmadi, arastirmacinin "Peki acaba denediginiz
sayilara ek olarak, kartlar atildiginda gelebilecek tiim sayi dizilerini yazarak ispati
tamamlayabilir miyiz sizce?" yodnlendirmesi ile sinifta ispat tamamlandi. Bu

uygulama ile ders tamamlandi.

9. Hafta: Bu hafta tuketerek ispat uygulamalarina devam edildi. " xe{-1, 0, 1} ise

2* < 2 dir." dnermesi sinifa sunuldu. ifadenin ispatina gecilmeden o&nce

61



arastirmaci sinifa " < " simgesinin ne anlama geldigini sordu. "<" veya ">"
isaretlerine alisik olan sinif kaguk esittir isaretini yorumlamakta biraz zorlandi.
Bunun Uzerine arastirmaci bu isaretin anlamina ydnelik sinifa bir anlatimda

bulunarak kuguk ve buyuk esittir isaretleri ile ilgili bir ka¢ aligstirma yapildi.

Ardindan onermenin ispatina gegildi, her iki subede de 6grencilerin énemli bir
kismi onermenin dogru oldugunu soyleyerek tahtaya kalkmak icin parmak
kaldirdilar. Bunun Uzerine bir 6grenci tahtaya kalkar ve x'e 1 degerini vererek
islemi yapar, onermeyi dogrular. Hemen ardindan arastirmaci 6grenciyi durdurur
ve sinifa yapilan bu tek ornegin ispat icin yeterli olup olmadigini sorar.
Ogrencilerin ¢ogu hepsini deneyelim yanitini verir ve bunun Uzerine tahtadaki

ogrenci diger iki sayly1 da deneyerek ispati tamamlar.

Daha sonra 6grencilere " x {2, 3, 5, 7} ise 2*-1 her zaman asal sayidir."
Onermesi verilir ve arastirmaci bu soruda 6grencilerin ispati ilk dnce defterlerine
yapmalarini ister. Ogrenciler tahtaya kalkmak icin parmak kaldirirken arastirmaci
sinifta dolasarak parmak kaldiran o6grencilerin defterlerine bakar, &gdrencilerin
buyuk bir kismi sadece 2 ve 3 sayllarini deneyerek onermeyi dogruladilar. Bunun
Uzerine arastirmaci tahtaya kaldirmadan o6grencilere siralarinda s6z vermeye

baslar ve B subesinde agagidaki diyalog yasanir:

Arastirmaci: Ibrahim sen ne diyorsun ifadeye dair?
Ibrahim: Bence dogru égretmenim.
Arastirmaci: Peki bunu nasil ispatlariz? Sen nasil yaptin?

Ibrahim: Ogretmenim once 2'vi denedim 3 ¢ikti, 3 asal sayidir. Sonra 3'ii denedim, o
zaman da 7 ¢ikti. 7 de asal say1. Boylece bulmus oldum.

Arastirmaci: [sinifa] Ibrahim verilen kiimedeki iki sayyr denemis. Sizce bu yaptigi yeterli
mi?

Tuna: Ogretmenim ben 5'i de denedim. O zaman da 31 ¢ikiyor, 31 de asal sayi. 7'
denemedim ama o say biiyiiktii ¢iinkii.

Tlayda: Ogretmenim hepsini denemezsek eksikli olur ama yani ispat olmaz. 2x-1'in her
zaman asal sayr oldugunu soyliiyor. Dogru olmast icin kiimedeki tiim elemanlarin
sonucunun asal sayr olmast gerek. Ben 7'vi de denedim, tamam o da asal sayi ¢ikiyor,
sonug¢ 127 oluyor ki o da asal sayr ama iddia dogru dememiz igin hepsini denememiz lazim.

Arastirmaci: [simifa] Ilayda bize bir sey hatirlatti dikkat ettiniz mi? Eger iddianin
dogrulugunu ispatlamak istiyorsak tim sayilar igin dogru oldugunu gostermemiz
gerekiyordu. Bu soruda sayi kiimemiz suirlanmis, tim sayilar igin degil de kiimedeki
sayilar icin dogru olup olmadigina bakmaktayiz. Hlayda diyor ki ispatlamak igin kiimedeki
tiim sayilari denemeliyiz? Ne dersiniz?

Tuna: Deneyelim o zaman hocam, zaten Ilayda'da eksik kalan saypr soylemisti. Ispat
tamamlandi.
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Ogrenciler her ne kadar tlketerek ispat yontemi mantigina yonelik bir itiraz
gelistrmemis, az sayida ornekle yetinme ediliminde israrci olmamiglarsa da
onermenin tanimli oldugu kimedeki eleman sayisi arttikga bu elemanlarin timunu
deneme pratiginden vazgecmiglerdir. Ders arastirmaci tarafindan bu énermenin
ispatinin tuketerek ispat yonteminin mantigi 6grencilere anlatilarak tahtada

tekrarlanmasi ile tamamlandi.

10. Hafta: Ogrencilere Halici'dan (2005, s.49) uyarlanan "Giiresgiler' (Ek 1)
oyunu dagitildi. Bu oyun Uzerinden durum yolu ile ispat mantigi ogrencilerle
paylasilmaya c¢aligildi. Bu 6rnek olayda aktarilan hikéye ogrencilerin gbézunde
rahat canlansin diye arastirmaci tahtaya birbirini dik kesen 20 dikey, 10 yatay
paralel c¢izgi c¢izdi. Bu cizgilerin kesisme noktalari ornek olayda aktarilan
sandalyelerdir ve guresciler bu kesisme noktalarina oturmaktadir. Arastirmaci

ogrencilerin 6rnek olayi bu yerlesme plani Uzerinden dugtinmelerini ister.

Ogrenciler oyuna dair yorumlarda bulunur ama gerekgelerini ok
temellendiremediler. Her bir sira ve sttunu ayri ayri dusinmek ve bu pargalardaki
deg@erlendirmelerini bir araya getirmekte zorlandilar. A subesinden Sude bu

oyunda akhnin karistigini belirtirken zorlandigi noktayi su sekilde ifade eder:

Ogretmenim simdi siz bu tabloyu verdiniz ya Ali'yi bir yere yerlestireyim diyorum,
sonra da Mehmet'i kolonlara bakarak bir yere yerlestireyim diyorum, sonra da
karsilastiracagim ama orada karigtirtyorum her seyi. Kolonlar swralar kesisiyor
va, ¢ok alakasiz yerlerde de oturuyor olabilirler ya da ayni kolon ya da sirada da
olabilirler. Nasil bilicez ki? (Sude)

Sude verili anlatimi okuyup kendince oturulan yere gére durumlari yorumlamaya
calisirken her iki subede de ogrencilerin buyuk bir kismi verili anlatimi pargali
disinme noktasinda zorlandilar. Su ifadelere benzer aktarimlara her iki subede
de sikga rastlandi; "Ogretmenim nerde oturduklarini nasil bilelim, orada bir siirti
sandalye var. Bilemeyiz bence. O gekilde karsilastirmak mimkdn degil." (Emre, B
Subesi) , " Bence yanlig, ¢linkli soruda Mehmet secilenler arsinda en agir olan
diyor zaten. O yiizden Mehmet daha agir bence.”" (Omer, A Subesi), ",
"Ogretmenim birisi kolona gére kiyaslanmis, digeri oturdugu siraya gére bunlar
bagimsiz gibi, nerede oturduklarini bilmeden kargilagtirabilir miyiz?" (Berk, A

Subesi).

63



Bu aktarimlardan da goruldugu uzere, her iki subede de 6grencilerin bu oyuna
iliskin verdikleri yanitlar inceledigimizde bir grup 6grenci verili bilgiler Gzerine
ayrintih disiinmek yerine genel bir degerlendirme yapip (Ali adirlar arasindan
secilmis, o zaman o daha agirdir ya da Mehmet segilenler arasindaki en agir olani
imis o zaman o daha agirdir gibi) yanitlarini iletmiglerdir. Bu ogrenciler her iki
subede de ¢ogunluktadir. Bazi 6grenciler ise Mehmet ve Ali'yi karsilastirmak igin
oturduklari yerleri bilmek gerektigini, bunu bilmenin de pek mimkin olmadigini
savunmuslardir. Yukarida Sude'den aktarildigi Gzere bazi édrenciler ise dogru bir
mantik yaratmugler, Ali ve Mehmet'in oturduklari yerin farkli farkl ihtimaller yani
durumlar yaratabilecegini ve her birini degerlendirmek gerektigini hissetmisler. Ne

var ki bu dugtncelerini uygulamada tamamlayamamislardir.

Sinif ici tartismalar bu eksende ilerlerken arastirmaci verilen érnek olayi ¢6zme
dogrultusunda sinifi yénlendirmeye baslar. ilk olarak bazi dgrencilerin de dile
getirdigi Uzere Ali ve Mehmet'in oturdugu sandalyelerin birbirlerine goére
konumlarina dikkat etmelerini ister. A subesinde tahtaya "Ali ve Mehmet ayni
sirada oturuyor iseler", "Ali ve Mehmet ayni kolonda oturuyor iseler" ve son olarak
"Ali ve Mehmet ayni kolon ve sirada oturmuyor iseler" olmak Uzere 3 ayri durum

yazar ve ogrencilere sorar;

Arastirmaci: Ali ve Mehmet bu tahtaya ¢izmis oldugum sandalye diizeninde bir yerde
oturuyor, ama biz nerede oturduklarini bilmiyoruz. Bir de tahtaya oturduklar: yer igin ii¢
ayrt durum yazdim. Sizce bu ti¢ durumun disinda baska bir ihtimal olabilir mi?

[ogrenciler tahtaya bakarak bir miiddet diistiniir ve kendi aralarinda konusurlar, o swrada
Berk soz alir]

Berk: Yok, yani evet... Simdi yine diisiiniiyorum ya aynmi swrada olabilirler, ya ayni siitun ya
da bagimsiz oturacaklar. Ogretmenim bu yazdiginiz iiiincii durum yani ayni kolon ya da
stwrada olmamalart bagimsiz oturuyor gibi olurlar degil mi? Birisi bir sirada digeri ayri bir
kolonda gibi.

Aragtirmaci: Evet aynen dyle.
Berk: O zaman bu kadardir, baska bir ihtimal, hmm ... olamaz.

Arastirmaci: Bakin bu ii¢ durum birbirinden ayri, bagimsiz durumlar. Bakin mesela ya
ayni sirada oturuyor olabilirler, gelin iki nokta belirleyelim, birisi Ali digeri Mehmet olsun.
[o swrada aymi sira iizerinde iki noktayr kirmizi renk kalem ile belirginlestirir] Ya da aym
kolon iizerinde [baska iki noktayr siyah kalem ile belirginlestirir]. Son olarak ne dedik
birbirinden bagimsiz, alakasiz yerlerde oturuyor olabilirler onlart da yesil kalem ile
belirginlestirelim, birisini buradan digerini de buradan secelim [yesil kalemle ¢izilen
diizende bir sag iist koseden bir de sol alt késeden iki nokta belirginlestirir]. Bu ¢izdigimiz
noktalar birbirinden bagimsiz durumlar, kirmizi ile siyah noktalar ayni iliskiye sahip degil
mesela. O yiizden de iigiinii de ayri ayri incelememiz gerekmekte. Eger iictinde de Ali agir
¢tkar ise oyunda verilen iddia dogru demektir. Peki, kim bana tahtada yardim eder bu ii¢
durumu incelemek igin?
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Arastirmaci gerek tahtaya kalkan ogrenciye gerekse sinifa sorular sorarak 3
durumu da tek tek incelettirdi. Her u¢ durumda da Ali'nin Mehmet'ten agir oldugu
sonucuna varan ogrencilere son olarak da u¢ durumda da ayni sonuca ulagtiklari
igin iddianin dogrulugunu ispatladiklarini vurguladi. Arastirmacinin dogrudan

yonlendirmesi ile bu oyun tamamland.

11. Hafta: Onceki hafta ele alinan durum vyolu ile ispat yéntemine yonelik
hatirlatmalarda bulunuldu. Ardindan gurescilerin oturma yerlerine gore var olan
durumlar animsatilarak, birbirinden bagimsiz olan durumlar sayilar Gzerinden
orneklendiriimeye c¢alisildi. Tamsayilar o6rnek olarak alindi ve tamsayilarin

birbirinden farkli durumlara nasil ayrilabileceg@i Uzerine konusuldu.

Ogrencilerin sayilarin olasi durumlarini belirlemekte zorlandigi gdzlenmistir. Bunun

uzerine B subesinde arastirmaci asagidaki yonlendirmelerde bulunur:

Arastirmaci: Simdi tamsayilar deyince akliniza ne geliyor?
Yeliz: 1,2, 3,4,5

Arastirmaci: Baska?

Orhan: Eksili sayilar da var égretmenim, -1, -2, -3 gibi.

Arastirmaci: Tamam simdi bir sayr dogrusu cizelim [der ve tahtaya sayi dogrusu ¢izer]
burast 0 noktast olsun, Yeliz'in soyledigi sayilar 0n sag tarafinda kalmakta, Orhan'in
soyledigi negatif sayilar ise sol tarafta. [0'in sag ve sol tarafint daire igerisine alir.] Bakin
bunlar birbirinden bagimsiz bélgeler degil mi, bu bélgelerdeki sayilar birbirinden farkh
ozellikler tasimakta. O zaman sag taraf yani pozitif sayilar ve sol taraf negatif sayilar
tamsayilarin iki ayrt durumu olabilir diyebilir miyiz sizce? Durumlar ne idi, birbirinden
bagimsiz, ayrik ve birlesimi ana kiimeyi, yani burada tamsayilari veren alt kiimelerdi degil
mi?

Orhan: Ogretmenim ama 0 disarida kaldi, onu da katmamiz gerekmez mi?

Aragtirmaci: Evet, o zaman soyle diyelim mi tamsayilar pozitif, negatif sayilar ve 0 olarak
tic alt kiimeye ayrigsabiliv. Bu 3 kiime tamsayiar kiimesinde ele alimacak 3 ayri durum
olabilir. Bu ii¢ ayri durum tek tek incelenerek oturma diizeninde oldugu gibi, tamsayilarin
tiimiinii incelemis oluruz.

Orhan: Evet oluruz.

Ogrenciler sayilarin isaretlerine gére ayristirilan bu durumlara ek olarak baska
Ozellikler Uzerinden de tamsayilarin farkli durumlara ayristirilabilecegine dair
bilgilendirildi. Daha sonra yine ayni subede tahtaya yeni bir saylr dogrusu ¢izen
arastirmaci tek sayilarn kirmizi, ¢ift sayilari siyah kalemle belirtir ve diyalog su

sekilde devam eder;
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Arastirmaci: Simdi de baska ozellikleri iizerinden tamsayilart durumlarina ayiralim.
Tahtaya c¢izdigim sayr dogrusunu bir inceleyin, sayilara dair hangi ézellik dikkatinizi
cekiyor?

Tlayda: Tek ve ¢ift sayilar.

Arastirmaci: Peki bu ozellik de sizce sayilarin isaretlere gére ayrismasinda oldugu gibi
birbirinden bagimsiz alt kiimeler olusturur mu?

Emre: Siz ¢izmigsiniz zaten, tamsayilar icin olur. O zaman tamsayilar: tek ve ¢ift sayilar
olarak da inceleyebiliriz degil mi?

Arastirmaci: Evet aynen éyle...

Dersin basinda sayilari durumlara ayirma konusunda zorlanan &grenciler,
arastirmacinin dogrudan yonlendirmesi ile bir miktar ilerleme kaydetmislerdir.
Daha sonra ise arastirmaci 2'ye ve 3'e bolunebilme durumlarina gore tamsayilari

durumlarina ayristirma alistirmalarina gegis yapmistir.

A subesindeki 6grencilere arastirmaci su soruyu yoneltti;

Arastirmaci: Simdi su soru tizerine diigtinmenizi istiyorum, her tam sayi 2'ye béliiniir mii?
Nilay: Boliinmez. Tek sayilar var ya, onlar béliinme:z.

Arastirmaci: Peki biz 2've béliinen sayilar: nasil yazryorduk?

Nilay: 2x, yani ¢ift sayilart boyle yaziyorduk.

Arastirmaci: Dogru. [der ve tahtaya "2've boliinen sayilar 2x" yazar] Peki sayir 2've
boliinmiiyor ise onu nasil gosteriyorduk?

Giilin: 2x+1 oluyordu o da.

Arastirmaci: Tamam. [der ve tahtaya "2've boliinmeyen sayilar 2x+1" yazar] Peki simdi
tahtaya kim gelir, birlikte bélme islemi yapacagiz?

[Arastirmact parmak kaldiran égrencilerden Omer'i seger ve tahtaya kaldirir]

Arastirmaci: Omer simdi bir cift sayi almam ve onu 2've bélmeni istiyorum, islemi
ilkokulda yaptigimiz gibi yap bolme isleminde béliineni, boliimii ve kalami agik olarak
yaziyorduk ya hani.

[Omer 18 sayisini 2'ye béler.]
Arastirmaci: Peki Omer bu bolme isleminde kalan sayr var mi?
Omer: Kalan 0 oluyor. Yok.

Arastirmaci: Yaptigin bélme islemine bakip boliinen sayiyr bélen, boliim ve kalan sayilar
kullanarak nasil yaziyorduk hatirlyyor musun?

Omer: 18'i bunlarin carpimi seklinde mi yazacagim.
Arastirmaci: Evet.

[Omer tahtaya 18 = 2. 9 yazar]

Omer: Art1 0 yazmama gerek yok sanirim.

Arastirmaci: Yok evet bu yeterli, bakin Omer 18' 2 carpt 9 seklinde yazdi. Bu benim en
basta yazigim 2'yve boliinen sayilar gosterimime uygun degil mi?

[siniftan "evet" sesi yiikselir]

Arastirmaci: Omer simdi de senden tek bir sayiy yine bu gekilde 2've bolmeni istesem.

66



[Omer 17 sayisini 2'ye béler]

Omer: Bunu da 18 gibi yazayim m1?

Arastirmaci: Olur.

[Omer tahtaya 17= 2.8 + 1 yazar]

Omer: Burada kalan say1 oldugu icin onu da ekledim.

Arastirmaci: Bakin Omer ne yazdi 2 ¢arpt bir sayi, yani 8 arti 1, yani bu da kalan sayi.
Bizim 2've boliinmeyen sayilar igin gosterimimiz ne idi; 2x+1. O zaman buradaki arti 1
kalan sayryr gostermekte imis degil mi?

[swniftan "evet" sesi yiikselir]

Arastirmaci: Isterseniz siz de baska tek sayilar: deneyin, goreceksiniz ki kalan hep 1
olacak. Simdi tekrar basa donelim, ne demistik sayilar ya 2'yve boliiniir, ya da 2'ye
béliinmez tek sayr olurlardi. Iki durumumuz var bu sefer 2've béliinebilme iizerine.
Birisinde [tahtadaki ¢ift say1 gdsterimini isaret etmekte] 2've boliindiigiinde kalan 0 oluyor,
digerinde ise kalan 1 oluyor. Kalan sayr 2'den kiigiik olmali bu nedenle de baska
ihtimalimiz yok zaten. O yiizden tamsayilar, 2've béliinebilme ihtimali iizerinden 2 duruma
ayriwr; birisi 2x digeri de 2x+1 gosterimi. Burada anlagilmayan bir sey var mi?

Adim adim gergeklestirilen bu aktarimin ardindan, durum yolu ile ispat ornegi
olarak derste ele alinacak uygulamada kullanilacagi icin 3'e bolinebilmesi

Uzerinden tamsayilarin durumlarina ayrilmasi aligtirmasina gegildi.

Arastirmaci: Peki arkadaglar 2'yve béliinebilme aslinda alisikta oldugumuz bir uygulama
idi, simdi biraz daha zorlastirsak ve 3'e bdliinebilme ihtimaline gore tamsayilart
durumlarma ayiwrsak nasil yapariz? Aslinda 2've boliinebilmeden pek farkli degil. Gelin
bunu birlikte yapalim. Ilk durumumuzda tamsay: 3'e boliinsiin, nasil gosteririz?

[swiniftan bazi oOgrenciler "3x" der, arastirmaci tahtaya "I. Durum: sayi 3'e tam
béliiniiyorsa 3x" yazar.]

Arastirmaci: Peki sayr 3'e tam boliinmiiyorsa kalan ne olur sizce? 3'e béliinmeyen sayilar
tizerinden diisiinebilirsiniz.

Recep: I olabilir 6gretmenim, mesela ben 7'yi denedim, 1 kald.

Arastirmaci: Tamam Recep gel tahtada 7'yi 3'e bol ve 7'yi boliim ve kalan sayiya gore yaz,
hani Omer yapmisti ya 2've boliinebilme iizerinden.

[Recep tahtaya kalkar bélme islemini yapar ama devam ettirmekte zorlanir, arastirmaci
bunun iizerine Recep'i yonlendirmeye bagslar]

Arastirmaci: Recep 7'vi 3'e boldiigiinde kalan sayt ne oldu?
Recep: 1

Arastirmaci: Peki, boliim ne oldu? Boliim ne idi, 7'yi 3'e boldiigiinde ¢ikan sayi idi degil
mi?

Recep: Evet, 0 da 2 oldu.

Arastirmaci: Tamam simdi nasil yaziyorduk; 7 esittir ... [bu sirada Recep arastirmacinin
soylediklerini tahtaya yazmaktadir], bélen sayt ¢arpr béliim yani ...

Recep: 3 ¢arpi 2 arti 1 olur.

Arastirmaci: Evet dogru, tesekkiivler Recep. Simdi 3'e boliinen sayiya 3x demistik ya bunu
da sembolik olarak, yani 1 kalanini veren sayilari da sembolik olarak gostersek nasil
gosteririz sence?

67



Recep: 3 ile ¢carpilacak degil mi? 3x + 1 olur o zaman.

Arastirmaci: Dogru [der ve Recep yerine otururken tahtaya "2. Durum: sayi 3'e
boliindiigiinde 1 kalamini veriyorsa 3x+1" yazar.] Simdi... Sizce bu kadar mi? Baska bir
durum daha var mi?

Berk: Ogretmenim 2 kalanmini da verebilir, o zaman da 3x+2 olur.

Aragtirmacui: Berk hemen sembolik gosterimi ile birlikte digiincii durumu da soyledi, onu da
yazalim. Berk ne dedi, herhangi bir sayiyr 3'e boldiigiimiizde 2 kalanimi da verebilir,
mesela 8'i 3'e boliin. 8 bu kosula uyan bir sayi. 3x+2'yi de yazalim. [tahtaya "3. Durum:
sayt 3'e boliindiigiinde 2 kalanmini veriyorsa 3x+2" yazar] Peki baska?

Berk: Baska yok ¢iinkii kalan sayt 3'den kii¢iik olmal, iste 0, 1, 2 olabilir onlar da yazdik.

Bir sayinin 3'e bolunebilmesi ile ilgili; 3x, 3x+1 ve 3x+2 olmak Uzere 3 ayri
durumun var olduguna yonelik yaratalen bu tartismanin ardindan arastirmaci tim
derste ele alinanlar kisaca 6zetleyerek dersi tamamladi. Yalniz bu uygulama
sirasinda her iki sinifta da derse katilim orani iyice diismus, az sayidaki 6grenci ile

bu tartisma yaruttlmuasta.

12. Hafta: Arastirmaci dersin basinda gecen hafta ele alinan gosterimlere yonelik
kisa bir hatirlatmada bulundu, gegcen hafta incelenen gdsterimleri tahtaya yazdi.
Ardindan bu goOsterimleri akillarinda tutarak ogrencilerden su Onermeyi
ispatlamalarini ister; "Bir sayi tutun, daha sonra bu sayi ile ardigigini toplayin.
Elinizde, tuttugunuz sayi, ardigigi ve bu iki sayinin toplami olsun. Bu li¢
sayidan birisi muhakkak 3°tin katidir.”. Arastirmaci ogrencilerden ilk dnce kendi

kendilerine, defterlerine yazarak ispat ile ugragsmalarini istedi.

Bu slregte siralar arasinda dolasarak ogrencileri takip eden arastirmaci
ogrencilerin hi¢ birinin sayilari 3'e bdlunebilme ihtimali Gzerinden durumlarina
ayirmaya calismadigini goézlemledi. Bazi 6grenciler cebirsel ifade kullanmaya
calismig; x, x+1 ve 2x+1 vyazdiktan sonra cebirsel olarak ispata devam
edememiglerdir. Bir sure sonra ogrenciler parmak kaldirarak ispata yonelik
dusuncelerini sdylemeye basladilar, 6grenciler 6nermenin dogru oldugunu
savunmakta ispat olarak da denedikleri sayisal 6rnekleri gostermektedirler. Bunun
Uzerine defterinde ispata cebirsel gosterimler baslayan, buna karsin sayisal 6érnek

vererek dnermenin dogru oldugunu ifade eden Beyza'ya (A Subesi) sz verilir;

Arastirmaci: Beyza Sen ne séylersin bu ifadeye dair?

Beyza: Ogretmenim dogru bence. Ben 7 aldim, bir sonraki 8 oldu. Toplami 15. 15 3'e
boliindiigii icin dogru bence.

Aragtirmaci: Peki bu denedigin sayilar bu ifadenin ispati mi?
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Beyza: Degil aslinda, sadece denedigim ornekler icin dogru oluyor aslinda ama baska bir
sey yapamadim.

Arastirmaci: Defterinde ispat yapmaya calisirken cebirsel ifadeler kullandigini gordiim,
peki nigin cebirle devam etmedin?

Beyza: Edemedim, x'i aldim say: olarak, ardisigi x+1 olur, toplamlart ise 2x+1 ama bunlar
3'e boliiniir mii bilemedim. Ispati bu sekilde ilerletemedim.

Arastirmaci: [sinifa yonelerek] Ornek vermenin ispat olmadigini énceden konusmustuk.
Bakin Beyza bu ifadeyi cebir kullanarak ispatlamaya ¢alismis ilk 6nce ama sonra devam
edememis, ilerleyememis. Simdi birlikte Beyza'min kaldigi yerden devam etmeye ¢alisalim.
Beyza'min cebirsel olarak aldigi sayilara tekrar bakalim, [tahtaya x, x+1 ve 2x+1 yazar]
bu sayilardan hi¢ biri 3'e béliiniir goziikmiiyor. Aslinda bu ifadeleri 3 ile iligkilendirmek
zor. Beyza da o yiizden devam edemedi. Simdi, 2 haftadir konustugumuz konuyu bir
diigiiniin. Ne yapiyorduk sayilart durumlarina gére ayirmayr égrenmistik. Simdi bu soruda
sizce sayiyr hangi sekilde durumlarina ayirmak isimize yarar? Bir diisiinelim, tek ve ¢ift
gibi mi yoksa 3'e béliinebilme durumuna gore mi ayirmali sizce?

Berk: 3'e boliiniip boliinemedigine gore ayurmali soruda onu istiyor ¢iinkii.

Arastirmaci: Tamam, peki 3'e bolinebilme durumuna gore sayilart ka¢ duruma
ayiryorduk?

Berk: Hmm, bir saniye, sanwrim 3 'ti. [lki 3'e tam boliinen sayilardi.

Arastirmaci: Burada simdilik dur Berk, ispati hadi birlikte yapalim. [sinifa yonelerek]
Simdi Beyza ne yapmigti cebirsel olarak sayiyi tiim tamsayilar: temsil eden bir sembol
olarak, x olarak almisti. Ama bu sekilde devam edemedi. Simdi BerK ise bu aldigimiz sayiy
tek bir sekilde degil de 3 ayri durumda inceleyelim diyor. Ilk durum olarak aldigimiz say
3'e tam boliinsiin dedi. Peki, bu durumda sayiyr nasil gosteriyorduk?

[Siniftan 3x sesi gelir ve arastirmaci tahtaya " 1. Durum 3x yazar]

Aragtirmaci: Peki tuttugumuz sayr 3x ise, hadi birlikte yazalim ardisigi ne olur? 3x+1,
toplamlari ise 6x+1. Peki bu durumda bu 3 sayidan birisi 3'iin kat ¢iktt mi?

Selda: Evet 6gretmenim ilk aldigimiz sayr 3'in kati zaten.

Aragtirmact: 1. durumumuz ifadeyi dogruladi buraya bir tik atalim. Simdi ikinci durum, 2.
durum ne olabilir?

Berk: Bu sefer kalan 1 olsun ogretmenim. 3x+1 yazariz bu sefer.

[basarily 6grencilerden birisi olan Berk hemen atilarak cevap verir, ama simifin biiyiik
cogunlugu bu tartismaya aktif katilim sergilemez, bazilari sadece tahtay izlemekte,
bazilari ise tahta ile hig¢ ilgilenmemektedir]

Arastirmaci: [séylenen saywy tahtaya yazar] ardisigi ne olur? ... [smiftan birileri 3x+2
der] 3x+2, toplamlari ise ... 6x+3. Peki buradaki ii¢ sayidan birisi 3"iin kati mi?

[ogrenciler bir siire yazilan sayilara bakar, cevap veren olmaz, daha sonra Sidar séz alir]
Sidar: Evet bu sefer de toplamlar: 3'iin kati 6gretmenim, 6x+3 3'e tam béliiniir.

Arastirmaci: Bu 2. duruma da tik atabiliriz o zaman. Geldik son duruma, bunu kim
soyleyecek?

Selda: 3x+2 olur tuttugumuz sayi. 3'e boliindiigiinde 2 kalanmni verir yani.
Arastirmaci: Devamini da séyle Selda, ben de tahtaya yazayim soylediklerini.

Selda: Bir sonraki sayr 3x+3 olur. toplamlari ise 6x+5. uu ... Burada ise 3x+3 3'iin kat
olur.

Arastirmact: Bakin her 3 durumda da elimizdeki sayilardan birisi muhakkak 3'in kati ¢ikt1.
O zaman ne diyoruz? Ifade dogrudur. Ispatini da bu sekilde yapmus olduk. Bakin ne yapmis
olduk, cebir kullanarak ispat yapmaya ¢alistk ama bir yerde tikandik. Iste
ilerleyemedigimiz o noktada x olarak ele aldigimiz sayy durumlarina aywdik. Soruda bize
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3'e boliinebilme ile ilgili bir sey sorulmustu o yiizden igimizi kolaylagtirmak icin ele
aldigimiz saywyi 3'e boliindiigiinde kalan sayiya bakarak ii¢ ayri durumda inceledik.

ispatin anlasilip anlasiimadigini sorup, anlasiimayan yerleri tekrarladiktan sonra
arastirmaci ogrencilere yeni bir dnerme verdi. Yalniz sinifin 6nemli bir bolumu
ispatt  anlamadigini  belitmese de yapilanlarla pek ilgilenir  gibi
gozilkmemekteydiler. Arastirmaci égrencilerden "n tam sayi ise n>-n her zaman
2'ye béliinebilen bir sayidir.” dnermesini oncelikle defterlerinde ispatlamalarini
ister. O esnada su hatirlatmada bulunur; “Bakin bu soruda da su an n*-n 2’ye
béliiniir mii bilememekteyiz. iste ispati yaparken devam edemediginiz béyle
anlarda size verilen sayiyi durumlara ayirmayi distinin. Burada n tamsayisi hangi

sekilde durumlarina ayrilirsa iginize yarar, onu ddgtnin.”.

Ogrencilerin bir kismi arastirmaciya danisarak n sayisini tek ve cift sayi olarak iki
ayri durumda inceleyeceklerini fark eder. Yalniz bu o6grencilerin sayisi her iki
subede de az olmustur. Ogrencilerin dnemli bir bdlimi ise ispat ile ilgilenmemek
veya Ornek deneyerek onermenin dogru olup olmadigina kontrol etme
egilimindeydi. Bu 6nermenin ispatinda ogrencilerin cebirsel ifadeleri kullanmaktan
kacinmalarina ek olarak, 2x+1 ifadesinin karesini almakta da zorlandiklari
g6zlenmistir. Ogrenciler anlamadiklari veya zorlandiklari anlarda dersi dinlememe,
bagka seylerle ugragsma egilimi gostermektedir. Bu tum uygulama boyunca
arastirmacinin zaman zaman karsilastigi ve zorlandigi olumsuz anlar yaratmigtir.
Yalniz durum yolu ile ispat uygulamasinda bu durumla diger uygulamalara gore
daha sik kargilasiilmig, arastirmaci buyuk oranda dersi sadece ilgili 6grencilerle

devam ettirmek durumunda kalmigtir.

Boyle bir anda arastirmaci defterinde cebrisel ifadeleri kullanarak ispat yapmaya
calisan ilayda’yl (B subesi) tahtaya kaldirir ve tim sinifin kendilerini dinlemesini
ister. Bu 6nermenin ispatinda n sayisini tek ve ¢ift sayi olarak iki ayri durumda ayri
ayri inceleyeceklerini sinifa belirtir ve ilayda’dan tek tek bu durumlari yazarak
ispatt  devam ettirmesini ister. Takildigi noktada ilayda’'ya yardimci olan
arastirmaci 6zellikle de 2x+1 sayisinin karesini alirken, bu sayiyl parantez iginde
yan yana yazip terimleri tek tek carparak islemleri yapmasini séyler. ispat
tamamlandiktan sonra da kendisi 3x+2 teriminin karesini o6grencilere bu tur
islemleri nasil yapmalari gerektigini anlatarak gergeklestirir. Ders bu gsekilde

tamamlanir.
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13. ve 14. Hafta: Uygulamada ele alinacak ispat yontemleri tamamlanmigtir.
Bunun Uzerine son iki hafta bu yontemlere yonelik hatirlatmalarda bulunmaya
ayriimistir. 13. haftada uygulama 2 ders saatine yayiimistir ve dogrudan ispat ve

kargi ornek vererek ispat yontemleri ile ilgili su 6rnekler ele alinmigtir;

e “Ardisik iki tek sayinin toplami her zaman 4’Gn katidir.” (Dogrudan
ispat)

e “a ve b rakam olsun, bu durumda ab+ba sayisi her zaman 11’in
katidir” (Dogrudan ispat — bu ispat derste ele alinirken iki basamakl
sayllar Uzerinden sayilari basamak dedgerlerine gore ayristirma
alistirmalar da yapildi)

e “Bir tek sayi, iki ¢ift sayinin garpimina eklenirse sonug¢ daima gift sayi
olur.” (Karsi 6rnek vererek ispat)

e “Bir sayinin karesi o sayinin kendisinden daima buyuktir.” (Kargi

ornek vererek ispat)

Bu ispat uygulamalari sirasi ile sinifta uygulanmis ve bu sefer derste
gercgeklestirilen ispatlarin ardindan ispat yontemlerinin adlandirmalarindan da

bahsedilerek yapilan ispatlar isimlendirilmistir.

14. hafta da ise tiketerek ispat ve durum yolu ile ispat érneklerine yer verilerek bu
yontemlere dair hatirlatmalarda bulunulmustur. 14. hafta uygulama 1 ders saati
surmagtar. Yapilan ispatlarin ardindan bu yontemlere dair adlandirmalar da

ogrencilere verilmistir. Derste su uygulamalar yer almigtir;

e ‘nef-2-10,1}ise 0<2"<2 dir (tlketerek ispat 6rnegi).

o “Ardisik iki sayinin toplami 4’e bolundugunde her zaman ya 1 ya da 3
kalanini verir’ (durum yolu ile ispat érnegi).

e “a, btamsayive a>|blise a—b >0 ‘dir (durum yolu ile ispat

ornegi).
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3.5. Veri Toplama Araglari

Arastirmaci tarafindan veri toplama araclari olarak kullanilan basari testi, hazir
bulunugluk testi, ispat testi 1, ispat testi 2, ispat testi 3 ve yari yapilandiriimig
gorusme formu 6 Ogretim Uyesi ve 2 ortaokul matematik 6gretmeninden olusan
uzmanlara sunularak, onlarin elestiri ve Onerileri dogrultusunda son seklini

almigtir. Asagida veri toplama araglarina yonelik ayrintilar sunulmustur.

3.5.1. Basar Testi
Uygulamanin gerceklestigi subeleri daha iyi betimleyebilmek amaci ile her iki
subeye de 15 soruluk basari testi uygulanmistir. Uygulama 7. sinifin ilk aylarinda
baglayacagdi icin 6grencilere 6. sinif mufredatini igeren bir test hazirlamak uygun
bulunmustur. Bu dogrultuda 2008, 2009 ve 2010 yillarina ait 6. sinif SBS
sorularindan konu dagilimi dengesi dikkate alinarak, 15 soruluk segme bir sinav

olusturulmustur.

Basari testinin olusturulma surecinde ilk olarak Milli Egitim Bakanligi'na badli,
Yenilik ve Egitim Teknolojileri Genel Mudurlugu'nden 6. sinif seviye belirleme
sinavlari matematik testine yonelik analizler alinmigtir. 2008, 2009 ve 2010
yillarinda gergeklesmis olan 6. sinif seviye belirleme sinavlarinin matematik testi
madde analizleri, 6zellikle madde ayirt edicilik indeksi dikkate alinarak 15 maddelik
test olusturulmustur. Secilen sorularin yer aldiklari sinavlar igerisindeki madde

ayirt edicilik indeksleri su sekildedir;

l.soru 0,8 6.soru 0,67 11. soru 0,74
2.soru 0,38 7. soru 0,42 12. soru 0,43
3.soru 0,71 8. soru 0,28 13. soru 0,57
4.soru 0,44 9. soru 0,56 14. soru 0,65
5.soru 0,42 10.soru 0,40 15. soru 0,48

Soru segiminde sadece 8. soru madde ayirt edicilik indeksi dusuk olmasina

ragmen, dgrencilerin islem bilgisini 6lgmesi amaci ile sinava dahil edilmistir.

Basar testi A subesinde 25, B subesinde 23 olmak Uzere toplam 48 ogrenciye
uygulanmigtir. Testin analizi ITEMAN programi kullanilarak gergeklestirilmistir.
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Testin uygulandigi 6grenci sayisi az oldugu i¢cin madde analizlerinde, her bir
maddenin madde ayiricilik degerlerine gore agirliklandirldigi cift serili korelasyon

sayisina bakilacaktir (Birnbaum, 1968).

Basar testinde yer alan 15 sorunun biserial korelasyon katsayisi ( cift serili
korelasyon katsayisi) .42 ile .88 arasinda degismektedir. A subesinin 15 soru
Uzerinden basari ortalamasi 11.2 iken, B subesinde ortalama 9.47'de kalmistir.
Basar testi sonuglari icin hesaplanan Cronbach a guvenilirlik katsayisi 0,638
cikmistir. Yapilan madde analizi ile testin ortalama madde gugluk ve ayirt edicilik
endeksleri sirasiyla 0,692 ve 0,415 olarak hesaplanmigtir. Basari testinin

sonuglarinin madde analizine dair bazi istatistiki veriler Tablo 2'de sunulmustur.

Tablo 3.2. Basari Testi istatistikleri

Soru Sayisi 15

Uygulanan Kisi Sayisi 48

Ortalama 10,375
Standart Sapma 2,666
Cronbach Alpha 0,638
Ortalama Madde Gugligu 0,692
Ortalama Madde Ayirtediciligi 0,415

3.5.2. Hazir Bulunusluk Testi
2012-2013 egitim 6gretim yilinin Kasim ayinda, "ispat 6gretimi" uygulamasina
gecilmeden 6nce her iki subeye de 4 sorudan olugsan bir hazir bulunusluk testi
uygulanmigtir. Ogrenciler o sirece kadar ispat kavramiyla matematik dersi
bunyesinde hi¢c karsilagsmamiglardir. Bu verili durum isiginda bu test ile
Ogrencilerin ispata yonelik ilk algilarinin ve performanslarinin belirlenmesi
amaclanmistir. Ogrenciler icin herhangi bir matematiksel 6nermenin ispatini
yapmak yeni ve bilinmeyen bir durum oldugu igin sinav esnasinda 6grencilere,
onlardan istenilenin okuduklari matematiksel 6nermenin her zaman dogru ya da

yanlis oldugunu gostermeleri oldugu belirtiimistir.

Matematiksel dnermeler, 6grencilerin 6. sinifi yeni bitirmis olmalar da dikkate
alinarak secilmigtir. Bu segimde, sayilarla ilgili en temel ve basit yargilarin
iceriimesine ve literatirde benzer yas kusagina uygulanan matematiksel
onermelerle uyumlu olmasina dikkat edilmigtir. Sorular uzman goérustine sunularak

son seklini almigtir.
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ilk G¢ soruda &grencilere matematiksel bir énerme veriimis ve onlardan bu
onermelerin dogrulugunu / yanlishgini ispatlamalari istenmistir. 1. ve 3. soru dogru
bir onermenin ispatinin yapilmasini gerektirirken, 2. soruda 6grencilere yanls bir
onerme sunulmus ve ogrencilerden bu onermeyi karsi ornek vererek ispatlamalari
beklenmistir. 4. soruda ise ogrencilere dnerme ile birlikte bu 6nermenin ispati
oldugu savunulan 4 segenek sunulmustur. Ogrencilerden verilen bu
secgeneklerden hangisinin dnermenin ispati oldugunu segmeleri ve nedenlerini

aciklamalari istenmistir. Hazir bulunusluk testi Ek 2'de yer almaktadir.

3.5.3. Ispat Testi 1

Bu soru formunda dort soru bulunmaktadir. Ogrencilerin ispat kavramini algilayis
bicimlerini betimleyebilmek amaciyla duzenlenmistir. Her bir soru farkli birer amag

Uzerine kurgulanmistir. ispat testi 1, Ek 3'te yer almaktadir.

Birinci soru ile 6grencilerin ispat yapmak ile drnek vererek dogrulamak arasindaki
ayrimin farkinda olup olmayiglari betimlenmek istenmistir. Bu dogrultuda
ogrencilere matematiksel bir 6nerme (Ardigsik 3 sayinin toplami, ortadaki
sayminin 3 katidir.) ile bu onermenin ispati oldugu savunulan U¢ segenek
sunulmustur. Bu seceneklerden hangisinin dnermenin ispati oldugu sorulmaktadir.
Bu 6rneklerden birisinde dnerme tek bir 6rnek ile dogrulanirken (Ayse'nin cevabi),
bir digerinde bir, iki ve U¢ basamakl sayilar kullanilarak 3 gesit 6rnek ile 6nerme
dogrulanmistir (Belma'nin cevabi). Son cevapta ise sembolik ifadeler kullanilarak

ispat yapilimistir (Mert'in cevabi).
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Ayse’nin cevabi Mert’in cevabi

Bence dogru; ben su 6rnegdi denedim, 3, 4 | Bence dogru. Ug ardisik sayi alalim, bu

ve 5 sayllarini aldim. sayllar, a, (a + 1) ve (a + 2) olur. Sonra
toplayalim

3+4+5=12

12, ortadaki sayinin, yani 4’in 3 kati oldugu | a + (a+1) + (a + 2) = 3a + 3 olur

icin ifade dogrudur. 3a+3=3(@+1)

Sonugta toplayinca ortadaki sayinin 3 katini
elde ettim, bu nedenle dogru.

Belma’nin cevabi

Bence dogru; dnce 2, 3 ve 4 sayilarini alalim.
2+3+4=9

9=3.3

Yani ortadaki sayinin 3 kati.

Sonra 21, 22 ve 23 sayilarini alalim.
21 +22+23=66

66 =3. 22

Yine ortadaki sayinin 3 katina ulastim.

Daha buyuk sayilar denedigimde ise,

101 + 102 + 103 = 306

306 =3.102

Uc ayri deneme yaptim (iclinde de dogru cikti, bu nedenle ifade dogrudur.

Sekil 3.4. Ispat testi 1, 1. soruda yer alan cevaplar

Ornek vererek dogrulama egilimindeki 6grencilerin kullandigi érneklerin niceligi ve
niteligi  buglin literatirde farklh  adlandirmalar ve dizeyler altinda
degerlendirilebilmektedir (Balacheff, 1988; Waring, 2000). Bu nedenle bu
arastirma kapsaminda, ogrencilerin ornek vererek dogrulama egilimlerindeki
farkhliklar da ele alinmig, érnek vererek dogrulama egilimini igceren iki farkl yanit

bu soruya dahil edilmistir.

ikinci soruda ise 6grencilere verili énermenin (Herhangi bir tek sayiyr 3 ile
carpip, ¢carpima 6 eklerseniz 6’nin kati olan bir sayl elde edersiniz.) karsi
ornek verilerek ¢urataldugu bir ispati (Ceyhun'un yaniti), bir de sembolik ifadelerin
carpimi sirasinda yaptigi islem hatasi sonucunda yanlg bir sonuca ulagan ve bu
hatali sonuca bakarak dnermeyi ispatladigini savunan bir yanit (Canan'in yaniti)
sunulmustur. Cevaplardan birisi 6nermenin yanhs oldugunu savunurken, digeri
dogru oldugunu savunmaktadir ve bu soru ile 6grencilerin matematiksel bir
onermenin ayni anda dogru ve yanlis olamayacagina dair farkindaliklari dlgiimek

istenmektedir.
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Ceyhun’un yaniti;

Bu ifade yanhstir, cinki tek sayi olarak
17’yi alirsam ve verilen iglemi yaptigimda;

Canan’in yaniti;

Bu ifade dogudur; tek sayi olarak (2n + 1)
sayisini alirsan verilen islemleri yaptigimda;

(3.17)+ 6 =57 cikar 3.2n+1)+6=6n+6+6
=6n+12
57 sayisi 6’'nin kati olan bir sayi degildir. Bu =6(n+2)
nedenle de verilen ifade yanhstir
Gorluldugu uzere islemin sonunda elde
ettigim 6 (n + 2) sayisi 6’nin katidir. Bu

nedenle de ifade dogrudur.

Sekil 3.5. ispat testi , 2. soruda yer alan yanitlar

Uclincii soruda dgrencilere verili 6nermeye (fki tek sayinin toplami her zaman
cift sayidir.) yonelik 3 cevap sunulmustur. Bunlardan birisi cebir kullanarak
yapilan ispat (Cem’in cevabi), bir digeri anlatim yolu ile yapilan ispat (Buse) ve son
olarak da ornek vererek yapilan dogrulama (Mehmet'in cevabi) idi. Bu soruda
ogrencilere verili cevaplarin hangisi ya da hangilerinin ispat oldugu sorulmustur ve
bir 6nermenin birden fazla yolla ispatlanabileceginin ve ispat ile genellenebilir bir

yargl sunma arasindaki iligkinin farkinda olup olmadiklar dlgtiimeye ¢aligiimistir.

Buse’nin cevabi

Dogrudur, cunku tek sayilar ikiserli gruplandirdigimizda her zaman 1 kalanini veren
sayllardir. Ornegin 7 sayisini ikiserli gruplandirirsam;

seklinde bir tanesi gruplandirmamin diginda kalir.

Eger iki tek saylyl toplarsam, bu sayilarin sonunda agikta kalan 1’ler de bir ikili grup
olusturur ve bu iki saylyi topladigimda tum sayilar ikili gruplandirildigi igin agikta kalan 1
olmaz.

Bu nedenle de elde etigim sayi her zaman ¢ift sayi olur, ¢linki ikiserli gruplandirilabilen bir
say! elde etmis olurum.

Cem’in cevabi

Bence dogru; tum tek sayilar, 2n + 1 seklinde gosterilebilen sayilardir (n tam sayi olsun).
iki ayri tek sayi alirsam birisi 2n + 1, digeri ise 2m + 1 olur.
Bu iki sayiyi topladigimda
2n+1)+(@2m+1)=(2n+2m)+ (1 +1)
=2n+2m+ 2
=2(n+m+1)
Seklinde bir ¢ift sayl elde ederim.
Bu nedenle iki tek sayinin toplami her zaman c¢ift sayidir.
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Mehmet’in cevabi

Bence dogru; ben su ornekleri denedim, 11 ve 13 sayilarini aldim, daha sonra da 135 ve
379 sayilarini topladim.

11+ 13=24

135+ 379 =514

24 ve 514 sayilari ¢ift sayilar olduklari icin soruda verilen ifade dogrudur. iki sayi érnegi
denedim, ikisinde de cift saylya ulagtim.

Sekil 3.6. ispat testi 1, 3. Soruda yer alan cevaplar

Doérdincu soruda da 6grencilere verili Gnermeye (Her tek sayi ardisik iki sayinin
toplami seklinde yazilabilir.) yonelik 3 cevap sunulmustur. Bunlardan birisi cebir
kullanarak yapilan ispat (Sedat’in cevabi), bir digeri verili 6nermenin tersinin cebir
yolu ile ispati (Deniz) ve son olarak da érnek vererek yapilan dogrulama (Berk'in
cevabi) idi. Bu soruda Ogrencilere verili cevaplarin hangisinin ispat oldugu
sorulmustur ve 6rnek vererek dogrulama ile ispat arasindaki ayrimin farkindaligina
ek olarak, iki cebirsel ispat arasindaki ayrimi ortaya koyup koyamadiklarina

bakilmistir.

Sedat’in cevabi

Soruda tek sayi verilmig, bu nedenle bu sayiyi 2n + 1 olarak alabilirim.

2n + 1 sayisi 2 tane n ve 1 sayisinin toplamidir. Yani;

2n+1=n+n+1 olarak yazilabilir.

Bu durumda 2n + 1 sayisi nile (n + 1) in toplami olarak da yazilabilir.
2n+1=n+n+1=n+(n+l)

n ve (n+1) ise ardigik iki sayidir giinkd (n+1) sayisi n sayisindan 1 fazladir.

Bu durumda 2n + 1 ‘i yani tek bir sayiyi iki ardisik sayinin toplami seklinde yazmis oldum.
Bu nedenle ifade dogrudur.

Deniz’in cevabi

Ardisik iki sayi alalim, bu sayilar x ve (x+1) olur.

Bu iki sayiy! topladigimda;

X + (x+1) = 2x + 1 olur.

2x+1 ise tek sayilarin sembolik gosterimi oldugu icin verilen ifade dogrudur.
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Berk’in cevabi

ispatlamak icin birkag say! denerim.

1=0+1(0ve 1 ardisik sayilardir)

3=1+2 (1 ve 2 ardisik sayilardir)

17 =8 + 9 (8 ve 9 ardisik sayilardir)

3 tek sayi aldim, bu U¢ tek saylyl da ardisik iki sayinin toplami seklinde yazabildim. Bu
nedenle verilen ifade dogrudur.

Sekil 3.7. ispat testi 1, 4. soruda yer alan cevaplar

3.5.4. ispat Testi 2
Bu soru formunda dort grup bulunmaktadir. Her grupta iki matematiksel dnerme
verilmistir. Ogrenciden istenen bu dnermelerden sadece birini secerek, alti gizili
olarak belirtilen yontemle sectigi dnermeyi ispatlamalaridir. Bu soru grubunun
uygulanmasindaki amag, ogrencilerin 6gretilen ispat yontemlerini ne derece
uyguladiklarini élgmektir. Soru formunda yer alan énermelere ve soru formunun
sablonuna 8 6gretim Uyesi ve 2 ortaokul matematik 6gretmeninden olugsan uzman
go6riustine basvurularak (uzman goérist formu ve birebir yapilan gérismelerle) son

sekli verilmistir. Soru formu Ek 4'te yer almaktadir.

Birinci grupta yer alan matematiksel dnermeler dogrudan ispat yontemiyle, ikinci
grupta yer alan 6nermeler karsi 6rnek vererek ispat yontemiyle, dguncu gruptaki
onermeler tlketerek ispat yontemiyle, dérdincu gruptaki 6nermeler ise durum yolu
ile ispat yontemiyle ispatlanabilir 6nermelerdir. Soru formunda a sikkinda,
dgrenciler bu ispat ydontemlerini kullanmalari icin ydnlendiriimektedir. Ogrencileri
bu ispat yontemleri ile sinirlandirmamak ve urettikleri her turlG yaniti alabilmek
amaci ile soru formunda bir b sikki da olusturulmustur. b sikkinda égrencilerden
verili ispat yontemini kullanamamalari durumunda kendi gelistirecekleri ispat
yontemini kullanarak dnermeyi ispatlamalari istenmektedir. Bu sekilde 6grencinin

gelistirdigi her turlt yanitin toplandigi varsayilmigtir.
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Grup 1: Asagida verilen ifadelerden birisini seginiz.

1. Cift bir sayi tutun, daha sonra bu sayiya yarisini ekleyin. Buldugunuz say! her zaman
3’e bollinen bir sayidir.

2. ab, ba, aa ve bb iki basamakli sayilar olsun. Bu durumda ab + ba = aa + bb dir.

a. Sectiginiz ifadeyi dogrudan ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.

b. Ispati yaparken dogrudan ispat yéntemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?

Sekil 3.8. Ispat testi 2, soru ornegi

3.5.5. ispat Testi 3
Bu soru formunda 8 adet matematiksel dnermeye yer verilmistir. Ogrencilerden bu
Onermelerden sadece dort tanesini secerek ispatlamalari istenmistir. Her
matematiksel 6nermenin yaninda bu 6énermenin ispatinda kullanilabilecek bir ispat
yontemi parantez icinde verilmistir. ispat testi 3'Un uygulanmasindaki amagc
ogrencilerin ispat performanslarini betimleyebilmekle birlikte, onlarin tercih haklari
olduklarinda hangi ispat yontemlerini tercih ettiklerini de belirlemektedir. Soru
formunda yer alan dnermelere ve soru formunun sablonuna da son sekli 8 6gretim
uyesi ve 2 ortaokul matematik oOgretmeninden olusan uzman gorusune
bagvurularak (uzman gorusu formu ve birebir yapilan gérismelerle) verilmigtir.

Soru formu Ek 5'te yer almaktadir.

3.5.6. Yan Yapilandiriimig Gérusme Formu
Gergeklestirilen derinlemesine gorusme, 6grencilerin son testlerde verdikleri
yanitlari ayrintilandirmak, ne dusunduklerini betimleyebilmek, ispat ve ispat
yontemlerine yonelik duguncelerini almak ve sinavlarda ispatlayamadiklari bazi
onermeleri, gérusmecinin destedi ile yapip yapamayacaklarini ortaya koyabilmek
amaci ile kurgulanmigtir. Gérisme formu son testlere verilen yanitlarin analizinin
ardindan, ogrencilerin verdikleri yanit c¢esitliligini kapsayabilecek sekilde
arastirmaci ve doktora tez danigsmani tarafindan gelistiriimistir. Formda, tek tek
tum ispat testlerinde yer alan sorular Gzerinden kurgulanan gorisme sorularina ek
olarak, ispata ve gergeklestirilen uygulamaya yonelik genel sorular da
bulunmaktadir. Yari yapilandirimis derinlemesine goérisme formu Ek 6'da yer

almaktadir.
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3.6. Veri Analizi

Nitel arastirmalarda veri analizi arastirmanin basindan sonuna kadar tum surecini
kapsayan ve bu surecin veri toplama gibi diger basamaklarindan
ayrigtirilamayacak bir islem basamagidir (Creswell, 2005). Bir nevi veri olugturma
sureci ile birlikte ortlen bir suregtir (Kimbetoglu, 2005). Nitel arastirmalarda
aslolarak betimsel ve igerik analizi olmak tUzere iki veri analiz sureci bulunmaktadir
(Yildinnm ve Simsek, 2005). Bu arastirmada betimsel analiz kullaniimistir. Betimsel
analizde elde edilen veriler 6zgln bicimlerine sadik kalinarak duzenlenip,
dogrudan alintilar yapilarak sunulur. Daha 6nceden arastirma problemine uygun
olarak belirlenen temalar seklinde gruplandirilan veriler 6zetlenerek yorumlanir.
Bulgular arasinda neden- sonug¢ iligkisi kurulurken, olgular arasinda
kargilastirmalar veya benzetmeler de yapilir. Tanimlayici bir analiz yapilmaktadir
(Kimbetoglu, 2005).

Kullanilan Olgme araclariyla elde edilen veriler nitel yontemlere ek olarak nicel
yontemler kullanilarak da analiz edilmistir. Ornegin basari testinin analizinde
ITEMAN programi kullanilmig, uygulama sonrasi gerceklestirilen ispat testlerinde
ogrencilerin yanitlan kodlanarak, bu kodlarin ylzde ve frekans dagilimina

bakilmistir.

Hazir bulunugluk testi ve ispat testlerin analizinde her bir soru o6grencilerin
verdikleri yanitlar ve kullanilan ispat yonteminin 6zellikleri dikkate alinarak ayri ayri
kodlanmigtir. Bu nedenle birden fazla kod sistemi gelistirilerek kullaniimis ve bu
kodlar olusturulurken literatirde yer alan orneklerden yola c¢ikilmistir. Waring
(2000), Knuth vd. (2012) ve Kichemann vd. (2012) gergeklestirdikleri
calismalarinda o6grencilerin ispat performansini 6grencilerin verdikleri yanitlar
uzerinden c¢esitli duzeylere ayirmislardir. Miyazaki (2000) ise 0Ogrencilerin
tumevarimsal veya tumdengelimsel muhakeme sitilleri ile ispati gergeklestirirken

kullandiklari dil ve stratejilerini iceren bir dizey sistematigi gelistirmistir.

Bu calismada ise dgrencilerin verdikleri yanitlar ile dnermenin ispatinda kullanilan
ispat yontemi dogrultusunda bir kodlama sistemi gelistiriimis, kodlarin kapsam
gercerliginin  saglanmasi igin uzman gérisiine bagvurulmustur. Ogrenci
yanitlarinin kodlanmasinin guvenirligi agisindan ise, arastirmaciya bir ortaokul

matematik Ogretmeni, bir tane de ispat Uzerine c¢alismalari bulunan o6gretim
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elemani yardimci olmusg, tum kagitlarin % 20’si bu kisilerce ayri ayri okunarak
degerlendirilmigtir. Farklilagilan noktalar Gzerine yudrutulen tartismanin ardindan
kodlama sistemi ve degerlendirme kriterleri son seklini almis ve tum testlerin

degerlendirmesi tamamlanmistir.

Verilerin aktariminda ise yuzde ve frekans degerleri hesaplanmig, ylzde ve

frekans dagilimi tablolagtinlarak sunulmustur.

Bu calismada gerek hazir bulunugluk testinde, gerekse uygulama sonrasi
gerceklestirilen sinavlarda iki c¢esit soru formati yer almaktadir. ilkinde
ogrencilerden ispat yapmalari istenmemisg, verili yanitlardan hangisi / hangilerinin
ispat oldugunu degerlendirmeleri istenmistir. Diger formatta yer alan sorularda ise
ogrencilerden ispat yapmalari istenmektedir. Bu iki grupta yer alan sorular farkli tar

kod sistematikleri gelistirilerek incelenmisgtir.

Arastirmada kullanilan kod sistematigi su sekildedir:

3.6.1. Verili ispati Degerlendirme Sorularina iliskin Kodlar
Bu grupta 6grencilere verili bir 6nerme ile bu énermenin ispati oldugu savunulan
secgenekler sunulmus, dgrencilerden bu segeneklerden birisini dnermenin ispati
olarak segmeleri istenmistir. ispat testi 1’de yer alan sorular ile hazir bulunusluk
testinde yer alan 4. soru bu soru grubuna girmektedir. Bu sorular 6grencilerin verili
yanitlardaki segimlerine goére kodlanmistir. Kodlari soruda verilen yanitlar

olusturmaktadir.

Ornegin, ispat testi 1'de, 1. soruda ddrencilere matematiksel bir dnerme ile bu
onermenin olasi U¢ ispati (Ayse, Belma ve Mertin yanitlarl) sunulmus ve
ogrencilerin yanitlari segtikleri yanita bakarak; "tek bir érnek ile dogrulama", “cok
saylida ornek ile dogrulama” ve "cebirsel gdOsterim ile ispat" olarak Uc¢ ayri

tanimlama ile kodlanmistir.
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1. Bir 6gretmen matematik sinavinda égrencilerine su soruyu sorar;

“Ardigitk 3 sayinin toplami, ortadaki sayinin 3 katidir.” Sizce bu ifade dogru mudur?
Ifadenin dogrulugunu / yanhishidini nasil ispatlarsiniz?

Bu soruya karsilk t¢ 6grenci asagidaki cevaplari vermistir.

Ayse’nin cevabi Mert’in cevabi

Bence dogru; ben su 6érnedi denedim, 3, 4 | Bence dogru. Ug ardisik sayi alalim, bu

ve 5 sayilarini aldim. sayllar, a, (a + 1) ve (a + 2) olur. Sonra
toplayalim

3+4+5=12

12, ortadaki sayinin, yani 4’tin 3 kati oldugu | @ + (a+1) + (a+ 2) =3a + 3 olur

icin ifade dogrudur. 3a+3=3(@+1)

Sonugta toplayinca ortadaki sayinin 3 katini
elde ettim, bu nedenle dogru.

Belma’nin cevabi

Bence dogru; dnce 2, 3 ve 4 sayilarini alahm.
2+3+4=9

9=3.3

Yani ortadaki sayinin 3 kati.

Sonra 21, 22 ve 23 sayilarini alalim.
21 +22+23=66

66 = 3. 22

Yine ortadaki sayinin 3 katina ulastim.

Daha buyuk sayilar denedigimde ise,

101 + 102 + 103 = 306

306 =3.102

Ug ayri deneme yaptim tiglinde de dogru ¢ikti, bu nedenle ifade dogrudur.

Sizce verilen cevaplardan hangisi bu ifadenin ispatidir? Neden?

Sekil 3.9. ispat Testi 1, 1. soru

Yanitlardan da goruldugu uzere Ayse’nin dnermeyi tek bir ornek ile dogruladigi
yaniti segenler Kod 1 (Tek bir érnek ile dogrulama), Belma’nin bir, iki ve (¢
basamakli olmak tzere 3 farkli 6rnek ile dnermeyi dogruladigi yanitini segenler
Kod 2 (Cok sayida ornek ile dogrulama), Mert'in cebirsel ifadeler kullanarak
gerceklestirdigi ispati segenler Kod 3 (Cebirsel gosterim ile ispat) olarak
kodlanmistir. Bulgular kisminda yer alan tablolarda bu kodlar icerikleri ile birlikte
yer almaktadir.
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Diger sorularda da bu soruya benzer bir sekilde, 6grencilerin segtikleri yanitlar

iceren bir kodlama sistematigi kullanilimistir.

3.6.2. ispat Performansina iligskin Kodlar
Ispat testi 2 ve 3 ile hazir bulunusluk testinin ilk 3 sorusu 6grencilerin ispata
yonelik performanslarini belilemek amaciyla dizenlenmigtir ve bu sorularda
dgrencilerden ispat yapmalari istenmistir. Ogrencilerin bu sorulara verdigi yanitlar
her bir soruda isaret edilen ispat yonteminin 6zellikleri ve 6grencinin verdigi yanitin
icerigi dikkate alinarak kodlanmistir. Bu soru grubunda kullanilan kodlamalar ispat

yontemlerine gore ayrismaktadir ve bu nedenle 4 baslik altinda incelenebilir;

3.6.2.1. Dogrudan ispat Yéntemine iligkin Kodlama
Bu soru tudrinde ogdrencilerin  verdikleri yanitlarda asagidaki egilimler

g6zlenmektedir:

e Soru bos birakilmig ve ya soru ile alakasiz iglemler yapiimis.

e Soru sadece “dogru” diyerek gecistiriimis, bir aciklama sunulmamis.

e Soru ornek vererek dogrulanmis.

e Verilen yanitta bir genellemeye ulagsmak amaglanmis ama islem
hatasi gibi ¢esitli hatalar nedeni ile ispat tamamlanamamis.

e Dogrudan ispat yapiimis.

Ogrencilerin verdikleri bu yanitlar da dikkate alinarak asagidaki kod sistemi

geligtirilerek kullaniimigtir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekgce sunulmamis veya soru ile alakasiz
islemler yapiimis.

Kod 2: Ornek vererek énerme dogrulanmis. Bu kod kendi igerisinde ikiye
ayrilmaktadir; tek bir ornek ile 6nermeyi dogrulayanlar ve birden ¢ok oOrnek
kullanarak 6nermeyi dogrulayanlar.

Kod 3: ispat fikri var ama gesitli hatalar nedeniyle ispat tamamlanamamis.

Kod 4: Dogrudan ispat yapiimis.
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3.6.2.2. Karsi Ornek Vererek ispat Yontemine Sorulara iliskin
Kodlama

Bu ispat turinde ogrencilerin verdikleri yanitlar ise asagidaki egilimleri tasimakta
idi:

e Ogrenciler soruyu bos birakmis.

e ifadenin dogru oldugunu érnek vererek savunmuslar.

e Ifadeyi yanlis oldugunu gosteren bir drnek kullanarak &nermenin

yanlig oldugunu savunmuglar.

Ogrencilerin verdikleri yanitlar dikkate alinarak bu ispat tirli igin asagidaki kod

sistemi geligtirilerek kullanilmistir:

Kod 1: Soru bos birakiimig, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz
islemler yapiimis.
Kod 2: ifadenin dogru oldugu disiinilerek cesitli sekillerde savunulmus.

Kod 3: Karsi 6rnek vererek ispat yapiimis.

Yalniz hazir bulunusluk testinin ikinci sorusunda ogrencilerin hi¢ biri 6rnek yardimi
ile bnermenin dogrulugunu savunmamistir. Bu nedenle bu soruda, var olan bu kod
sisteminden Kod 2 cikarilarak, kodlama 2’li kod sistemine donusturilerek

kullaniimistir;

Kod1l: Soru bos birakilmis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz
islemler yapilimis.

Kod 2: ifade kargi 6rnek vererek ispatlanmis.

3.6.2.3. Tiiketerek ispat Yéntemine iligkin Kodlama
Bu ispat tirinde 6grencilerin verdikleri yanitlar agsagidaki egilimleri tagimaktadir:

e Ogrenciler soruyu bos birakmis.
e Soruyu sadece “dogru” diyerek gegistirmisler, gerekge sunmamiglar.

e Bir ya da iki sayl deneyerek dnermeyi dogrulamiglar.
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e Tuketilecek kimenin tim elemanlarini denemis, yalniz yaptigi islem
hatasi nedeniyle denemelerinin birisi 6nermeyi yanlislamakta.

o Tuketilecek kumenin tum elemanlarini denemis, yalniz Onermeyi
kagida yanhg aktardigr igin baska bir Onermenin ispatini
tamamlamis.

e Tuketerek ispati eksiksiz yapmis.

Ogrencilerin verdikleri yanitlar dikkate alinarak bu ispat tirli igin asagidaki kod

sistemi geligtirilerek kullaniimigtir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz,
yanlis islemler yapilmis.

Kod 2: Sadece birkag sayl denenmig, kimedeki tim elemanlar denenerek
tuketilmeyerek drnekle dogrulama yapilmis.

Kod 3: Tulketerek ispat yontemi uygulanmis ama 6nermenin hatal
gecirilmesi veya iglem hatasi gibi nedenlerle yanlhs sonuca ulasiimig, baska bir
Onerme ispatlanmis.

Kod 4: Tuketerek ispat yapilmis.

3.6.2.4. Durum Yolu ile ispat Yéntemine iliskin Kodlama
Bu soru tudrinde o&grencilerin verdikleri yanitlarda asagidaki egilimler

g6zlenmektedir:

e Soru bos birakilmig veya soru ile alakasiz iglemler yapilmis.

e Soruyu sadece “dogru” diyerek gecistirmisler, gerekge sunmamislar.

e Yapilan iglem hatalari veya bolim ile kalan kavramlarini
karigtirmalari nedeniyle dnermenin yanlis oldugu savunulmus.

o Ornek vererek 6nerme dogrulanmis.

e Durum yolu ile ispat yapilmis.

Ogrencilerin verdikleri yanitlar dikkate alinarak bu ispat tirii icin asagidaki kod

sistemi geligtirilerek kullaniimistir:
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Kod 1: Soru bos birakilimig, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz,

yanlis islemler yapilmis.

Kod 2: ifade’nin yanlis oldugu cesitli sekillerde savunulmus.

Kod 3: ifade 6rnek vererek dogrulanmis.

Kod 4: Durum yolu ile ispat yapiimis.

3.7. Gegerlik — Guvenirlik

Gecerlik ve guvenirlik nitel veya nicel tim olgumlerde etkin olan bir meseledir ama

farkh baglamlarda ele alinir. Nitel arastirmalarda arastirma sonuglarinin tekrar

edilebilirligi olarak ele alinabilecek olan guvenirlikten ziyade arastirma sonuglarinin

dogrulugunun yani gecerliginin 6nem kazandigi gértlmektedir (Topkaya, 2006).

Bu arastirma kapsaminda gecerlik ve guvenirligin saglanmasi acisindan

arastirmaci tarafindan alinan énlemler su sekildedir;

Tdm uygulama sureci video kaydina alinmistir.

Arastirma surecinde farkl veri toplama araglari yardimi ile farklh tirde
veriler (nitel & nicel) toplanarak veri ¢esitlemesi yapiimistir.

ispat sinavlarinin hazirlanmasinda 8 kisiden olusan uzman goériisiine
basvurulmus, uygulama suUrecinin ve gorugsme sorularinin
hazirlanmasinda ise birisi tez danigsmani olmak uUzere 2 alan uzmani
ogretim Uyesinin gorusu alinmistir.

Veri analizinde kullanilan kodlamalar yine birisi tez danigsmani olmak
Uzere 2 alan uzmani ogretim uyesinin katilimi ile birlikte gelistiriimis,
verilerin kodlanmasinda ise arastirmaci uggenlemesi ("Investigator
Triangulation" - Guion (2002) ) yontemi kullaniimistir. Tim sinav
kagitlarinin %20'si birisi arastirmaci, digerleri ortaokul matematik
ogretmeni ve ispat alaninda c¢alismasi bulunan bir akademisyen
tarafindan ayri ayri okunmus, yanitlara verdikleri kodlar birbirleri ile
karsilagtiriimis ve verilen farkl kodlar Gzerinde tartisma yurGtllerek
bu kodlarda ortaklagiimistir.

Bulgularin raporlastiriimasinda veriler acgik, net ve ayrintili bir

bicimde agiklanmistir.
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Verilerin  yorumlanmasinda kaynaklardan dogrudan alintilar

yapimigtir.

Farkli veri toplama araglarindan elde edilen veriler arasindaki

tutarlilik, benzerlik kontrol edilmistir.

Farkli veri toplama araglarindan elde edilen sonuglar birbirleriyle ve

ilgili literaturle iligkilendirilerek raporlastiriimigtir.
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4. BULGULAR VE YORUM

7. sinif dgrencilerinin formel ispata yakin bir baglamda, ispat kavramini ne oranda
kavrayabilecegi ile onlarin ispata yonelik performanslarinin betimlendigi bu
calismada, ispat testleri ve gorusme sonucu elde edilen veriler birlikte ele
alinmigtir. Bulgular ispat 6gretimi uygulamasi oncesi ve sonrasi olarak iki ana
baslik altinda sunulmustur. Uygulama oncesine iligkin bulgular hazir bulunusluk
testi ile, sonrasina iligkin bulgular ise ispat testleri ve gorugsme ile elde edilen

veriler 1s1ginda degerlendirilip yorumlanmigtir.

4.1. Uygulama Oncesinde ispat Algisi ve Becerisine iligkin Bulgular

Hazir bulunusluk testinde ilk U¢ soru ogrencilerin ispata yonelik becerilerini,
dordlncu soru ise ispata yonelik algilarini betimlemek amaci ile kurgulanmigtir.
Hazir bulunugluk testinin 1 ve 3. sorularinda ogrencilerden verilen dnermelerin
dogrulugunun ispatlanmasi, 2. soruda ise Onermenin yanhghgini gostermeleri
beklenmektedir. 4. soruda ise 6grencilere matematiksel bir 6nerme; “Ardigik 3
sayinin toplami, ortadaki sayinin 3 katidir.” ve bu 6nermenin ispati olarak
degerlendirilebilecek 4 segenek verilmistir. Ogrencilere verili bu segeneklerden
hangisinin dnermenin ispati oldugu sorulmustur. A subesinde 28, B subesinde 23

ogrenci bu teste dahil olmustur.

Ogrencilerin blylk kismi érnek vererek 6nermenin dogrulugunu veya yanlishgini
sinama egilimindeyken sadece A subesinden 1 0Ogrenci cebirsel gosterimleri
kullanmaya cgalismig, yine ayni subeden bagka bir 6grenci de s6zel anlatim yolu ile
onermenin dogrulugunu genellestirmeye c¢alisan bir anlatimda bulunmustur. Ne
var ki bu ogrencilerin genellemeye ulasma c¢abalar eksikli kalmig, verdikleri
yanitlar ispat olarak degerlendiriimemistir. Buna karsin hazir bulunusluk testinin 2.
sorusunda ogrencilerin dnemli bir kismi verilen onermeyi kargi ornek vererek

curutmuslerdir. Bu testte yer alan sorulari ayrintili incelemek gerekirse;
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Hazir bulunugluk testinin 1. ve 3. sorularinin analizinde agagidaki kod sistemi

kullaniimistir;

Kod1l: Soru bos birakilmis, gerek¢ce sunulmamis veya soru ile alakasiz

islemler yapiimis.

Kod 2: Ornek vererek dnerme dogrulanmis. Bu kod kendi igerisinde ikiye
ayrilmaktadir; tek bir 6rnek ile dnermeyi dogrulayanlar ve birden ¢ok 6rnek

kullanarak 6nermeyi dogrulayanlar.
Kod 3: Genel bir yargiya ulasiimaya ¢alisiimis ama eksik kalmis.

Kod 4: Ispat yapiimis.

Tablo 4.3. Hazir bulunusluk testi 1. soruya iligkin bulgular; "Bir tek ve bir ¢ift sayinin
toplami tek sayidir.”

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iliskin kodlar (n =28) (n=23) (n=51)
f % f % f %
Kod 1 10 35,7 9 39,1 19 37,3
Tek bir 6rnek 7 25 5 21,7 12 23,5
Kod 2 Cok drnek 11 39,3 9 39,1 20 39,2
Kod 3
Kod 4

Her iki subede de 6grencilerin buyudk bir kismi, % 62,7’si soruyu 0rnek vererek
dogrulama egilimindedir, tum ogrencilerin % 37,3'U ise soru ile ilgilenmek
istememis, ya yanit vermemigler ya da verdikleri yanitlarlar soru ile iligkili
olmamistir. Bu soruda Kod 2’de yer alan 6grenciler yogunluklu olarak birden ¢ok
sayida ornek kullanarak onermeyi dogrulamislardir. Bu soruda ispat yapan veya

herhangi bir sekilde genellenebilir bir yargi sunmaya c¢alisan 6grenci olmamistir.
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Tablo 4.4. Hazir bulunusluk testi 3. soruya iliskin bulgular; "Ugiin kati olan iki
sayinin farki lige boltindir."

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iliskin kodlar (n =28) (n =23) (n=51)
f % f % f %
Kod 1 15 53,6 15 65,2 30 58,8
Kod 2 Tek bir drnek 3 10,7 5 21,7 8 15,7
Cok 6rnek 8 28,6 3 13 11 21,6
Kod 3 2 7,1 - - 2 4

Kod 4 - - - - - -

Bu soruda ilk soruya gore ornek vererek dogrulama egiliminde bir dugus, verilen
yaniti gerekgelendirmeme (sadece dogru veya yanhs diye belirtme) ya da soruyu
bos birakma egiliminde bir artis yagsanmigstir. Buna karsin iki 6grenci, birisi cebirsel
ifadeleri kullanmaya calisarak, digeri de s6zel anlatim yolu ile bir genellemeye
ulasmaya calismis ama eksikli bir agiklama getirmislerdir. Berk , 3'Un kati olan
sayllari sembolik olarak goéstermeye calisirken, Gulin  3'Un kati olan iki sayi
arasinda yine 3'Un kati oraninda bir artis olacagini sézel olarak anlatmaya

calismistir. Bu gabalarina karsin ispati tamamlayamamislardir.

37Un kat1 olan iki sayinin farki da 3°e baliinir.
S ) oo 1 2. Lo~ 1
\ ,) & X \j N a2 {

ol Ly
Y (B

{ iV(' fit ) BIZEN.

Sekil 4.10: A Subesinden Berk - Kod 3

370n kat1 olan iki sayinin farki da 3°e bdliiniir.
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Hazir bulunusluk testinin 2. sorusunda ise 6grencilere yanlis bir nerme verilmis
ve onlardan bu dnermeyi ispatlamalari istenmigtir. Bu soru ile elde edilen verilerin

analizinde asagidaki kod sistemi kullanilmistir;

Kod1l: Soru bos birakilmis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz
islemler yapilmis.

Kod 2: ifade karsi dérnek vererek ispatlanmis.

Tablo 4.5. Hazir bulunusluk testi 2. soruya iligkin bulgular; " Ardisik iki sayinin
toplami ¢ift sayidir.”

A Subesi B Subesi Toplam

Coziime iligskin kodlar (n =28) (n =23) (n=51)
f % f % f %
Kod 1 10 35,7 14 60,9 24 47
Kod 2 18 64,3 9 39,1 27 53

Bu soruda tim o6grencilerin % 53'U dnermeyi kargi bir 6rnek vererek ¢urutmustar.
B subesindeki ogrencilerin énemli bir kismi soru ile ilgilenmezken onermeyi
ispatlayanlarin orani % 39,1'de kalmistir. Bu oran A subesinde ise % 64,3'e

cikmistir.

A subesinden Nilay diger sorularda cebrisel gosterimleri kullanmadigi halde, bu

soruda karsl 6rnek vermeden once dnermeyi cebirsel olarak da gostermistir.

H (. \n , v
W [ .1 & \ | 1 1 1 o t .
0)‘/!{ 4 \'V"‘)(\ if"") .,',"f)\'\\ji_':\/‘:'& o]} Ouh O 0 TO Alera e alc rRLF Ml ' \
e N /= fot ol

N A D WOy
§ ‘< \@ = 9 tvooa ) . e y
Ouwwv 1} e NS FOALY stk Yy (o N - \ |

- )+ 1384 )= 12 h " 0 s |

N_~ 1T DU necéql ¢ (g7 :w// ot (/1

Sekil 4.12: A Subesinden Nilay - Kod 2

Hazir bulunusluk testinde yer alan bu ilk 3 soru, 6grencilerin ispata yonelik hig bir
on bilgilerinin olmadi§i durumdaki egilimlerini ortaya koymaktadir. Ogrenciler bu
asamada cebirsel ifadeleri kullanamamakta, énermeleri 6rnek vererek dogrulama
veya bos birakma / gerekgelendirmeme egilimindedirler. Yanlis olan bir énerme

kendilerine sunuldugunda ise &grencilerin ¢ogu (% 53'U) karsi 6rnek vererek

91




Onermeyi c¢urltebilmislerdir. A subesinin %64,3'U, B subesinin ise %39,1'

onermenin yanlighgini ispatlayabilmigtir.

Hazir bulunugluk testinde ter alan son soruda ise ogrencilere matematiksel bir
onerme (Ardisik 3 sayinin toplami, ortadaki sayinin 3 katidir.) ve dort segenek
verilmistir. Ogrencilere bu segeneklerden hangisinin énermenin ispati oldugu

sorulmustur.

Verilen ilk segenekte Ayse oOnermeyi tek bir ornek deneyerek dogrulamis ve
dogrulamanin ispat oldugunu savunmustur. ikinci segenekte ise Belma iki ayri sayi
grubu denemis ve bu yolla 6nermeyi dogrulamig, bunun ispat oldugunu
savunmustur. BerK'in bulundugu segenekte ise cebirsel ifadeler kullaniimistir ve
onerme bu yolla ispatlanmistir. Son segenek olan Zeki'nin yanitinda ise Zeki islem
hatasi yaparak yanlis bir sonuca ulasmigtir. Bu yanhs sonucu dikkate alarak da
dnermenin yanlig oldugunu savunmustur. Ogrencilerin verdigi yanitlar ispat olarak
kabul ettikleri “6rnekle dogrulama” , “cebirsel gosterim” ve “karsi érnek verme”
yanitlarl baz alinarak kodlanmistir. Ornekle dogrulama ise kendi igerisinde “tekil
ornek” ve “cok sayida o6rnek” olarak ayrisarak iki alt grup olusturmaktadir. Ayse'nin
yanitini ispat olarak sec¢en ogrenciler Kod 1: "6rnekle dogrulama - tek bir érnek" ,
Belma'nin yanitini ispat olarak segen ogrenciler Kod 2: "6rnekle dogrulama - g¢ok
sayida 6rnek", Mert'in yanitini segenler Kod 3: "cebirsel gosterim ile ispat", Zeki'nin

yanitini segenler ise Kod 4: "karsi 6rnek verme" kodu altinda degerlendirilmistir.

Bu soruda ile ilgili elde edilen verilerin subelere gore dagilimi su sekildedir;

Tablo 4.6. Hazir bulunusgluk testi 4. soruya iligkin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Cevaplara dair kodlar (n=28) (n=23) (n=51)
f % f % f %
Kod 1 7 25 10 43,4 17 33,3
Kod 2 12 42,8 6 26 18 35,3
Kod 3 3 10,7 3 13 6 11,8
Kod 4 6 21,4 4 17,3 10 19,6

Uygulamanin en basinda her iki subede de o6grencilerin énemli bir bolima (A
subesi % 67,8 , B subesi % 69,4) oOrnekle dogrulamanin ispat oldugu

dusuncesindedir (kod 1 + Kod 2). A subesinde ¢ok sayida 6rnek vermenin ispat
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oldugunu savunan ogrenci sayisi daha ¢ok iken B subesinde tek bir 6rnek vererek
dogrulama ile yetinen 6grenci sayisi daha c¢oktur. Her iki subede de sadece 3’er

o6grenci dogru olan yaniti yani cebirsel gosterimi ispat olarak belirtmistir.

Tum ogrencileri dikkate aldigimizda &6grencilerin %68,6'si drnekle dogrulamayi
ispat olarak kabul ederken, sadece %11,8'i cebirsel gosterimi ispat olarak

degerlendirmiglerdir.

Bir butun olarak hazir bulunusluk testinde ogrencilerin verdikleri yanitlar dikkate
alindiginda, ogrencilerden dogru bir matematiksel 6Onermeyi ispatlamalari
istendiginde dgrenciler ya verilen soruyu yanitlarini gerekgelendirmeden dogru ya
da yanhs diyerek gecistirmis, soruyu bos birakmis ya da ornek vererek onermeyi
dogrulama egiliminde olmuslardir. Dogru bir 6nermenin ispatini yapamamiglardir.
4. soruda da ogrenciler ornek vererek dogrulamayi ispat olarak segme egilimini
surdirmusgleridir. Yanlis bir Oonermenin kendilerine sunuldugu durumda ise
ogrenciler karsi ornek vererek onermenin yanlishgini ispatlamislardir. Tum

ogrencilerde bu oran yuzde 53'tur.

4.2. Uygulama Sonrasinda ispat Algisi ve Becerisine iliskin Bulgular

4.2.1. Ogrencilerin ispat Kavramini Algilayislarina iliskin Bulgular
ispat Testi 1’de yer alan sorular égrencilerin ispat kavramini, ispat ile dogrulama
arasindaki farka yonelik farkindaliklarini betimleyebilmek amaci ile kurgulanmistir.
Elde edilen veriler soru formunda yer alan sorular bazinda analiz edilmistir. Bu
bolumde oncelikle bu sorular ile amacglanan anlatilmaya caligilacak, ardindan da
soru bazinda elde edilen verilere gegilecektir. Her bir soru gorugsme sirasinda elde

edilen verilerle de desteklenerek aktarilacaktir.

ispat testi 1'de bulunan dért soru 6grencilerin verdikleri cevaplar dikkate alinarak
kodlanmigtir ve &gdrencilerin verdikleri yanitlarin yizde ve frekans dagilimi

tablolastiriimigtir.
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4.2.1.1. ispat mi Dogrulama mi?
ispat testi 1'de yer alan ilk soru dgrencilerin ispat ile érnek vererek dogrulama
arasindaki ayrimin ne oranda farkinda olduklarini betimleyebilmek amaciyla
kurgulanmistir. Ogrencilerin verdigi yanitlar ispat olarak segtikleri yanitlar baz
alinarak kodlanmistir. Yanitlar Kod 1: "tek bir ornek ile dogrulama" - Ayse'nin
yaniti, Kod 2: “cok sayida o6rnek ile dogrulama” - Belma'nin yaniti ve Kod 3:
"cebirsel gosterim ile ispat” - Mert'in yaniti olmak Uzere U¢ ayri kod altinda

incelenmigtir. Bu soruya iligkin elde edilen bulgular su sekildedir:

Tablo 4.7. ispat testi 1, 1. soruya iligkin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Cevaplara dair kodlar (n=30) (n=24) (n =54)
F % f % f %
Kod 1 3 10 6 25 9 16,7
Kod 2 14 46,6 12 50 26 48,1
Kod 3 12 40 5 20,8 17 31,5

A ve B subelerinden birer 6drenci tek bir érnek verilen yanit ile ¢gok sayida 6rnek vererek gergeklestirilien dogrulama
arasinda tercihte bulunmamis, her ikisini de ispat olarak kabul etmiglerdir.

Ogrencilerin dnemli bir bélimi, % 68,5'i (B subesinde % 79,2, A subesinde % 60)
ornek vererek dogrulamayi (Kod 1 + Kod 2) ispat olarak kabul etmislerdir. Hazir
bulunusluk testinden farkli olarak her iki subede de tek bir 6rnek vermeyi degil de,
birden ¢ok sayida 6rnek vererek dnermeyi dogrulamayi ispat kabul edenlerin orani
bu sinavda daha yiiksek ¢ikmistir. Ogrencilerin sectikleri yanita sinavda getirdikleri
aciklamalar incelendiginde, tek bir ornek ile dogrulamayi ispat olarak kabul eden 9
ogrenciden 7'si gerekgesini belirtmistir. Bu 6grencilerin 4'G Ayse'nin verdigi yaniti
"anlasilir" veya "mantikh" bulduklarini belirtirken, 3 6grenci bu yaniti "kolay" oldugu
icin ispat olarak sectiklerini belirtmislerdir; "Bence Ayse'nin ifadesi dogrudur ¢linkii

tek rakamli sayilari kullanarak kolayca ispatlamistir.” (Ayse - B subesi)

Cok sayida o6rnek deneyerek gergeklestirilen dogrulamayi ispat kabul eden
Oogrenciler Onermenin ispatina daha supheci yaklasmig, tek bir drnek ile
yetinmemiglerdir. Denenen ornek sayisi arttikga ispatin "inandiriciliginin arttigini”,
"dogrulugun guglendirildigini" savunmuslardir. Belma'nin verdigi yaniti ispat olarak
kabul eden 26 o6grencinin 21'i gerekgesini belirtmis, bu 6grencilerin 4'G Belma'nin
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yanitini "anlagihr" bulurken, 17'si bu yaniti "daha kesin" veya "daha dogru" olarak

degerlendirmiglerdir.

“Bence Belma'nin cevabi dogrudur. Ciinkii birden fazla deneme yapmistir. Ayrica hem tek,
hem ¢ift hem de ii¢ basamakli érnekler vererek ispatini giiclendirmigtir.” (NUr - B subesi)

“Bana gére Belma'min cevabi ispattir, ¢iinkii Belma 3 deneme de kanitlamig ve sayilar
gittikge biiyiimiis. 1 basamakliyla Ayse de kanitlamig ama bence tek kanit yeterli degil. Ben
tek kanitla ispatlandigi zaman inanmiyorum ve 2 drnek daha yapiyorum. O yiizden bence
bir sey ispatlamada 3 drnek gerekiyor.” (Beyza - A subesi)

B subesindeki 6grencilerin %20,8'i dogru yaniti (Mert'in yanitini - Kod 3) ispat
olarak kabul ederlerken, A subesindeki o6grencilerde bu oran %40'a ¢ikmigtir.
Cebirsel ifadeyi ispat olarak segen 10 6grenci drnek vermenin tim sayilar igin
genellenebilecek bir gésterim olmadidina, cebirsel ifade ile "kesin" ve "evrensel"

yarglya ulasildigina deginmiglerdir.

"Mert'in cevabidir ¢iinkii cebirsel ifade daha evrenseldir.” (Berk - A subesi)

“Mert'in cevabt bence kesin ispattir. Ciinkii sayilart kullanmak bazen insanlart
yaniltabilir.” (Giilin - A subesi)

“Bence Mert'in cevabi dogru, ¢iinkii isterse 10 tane sayi denesin, yine de belki diger sayi
da ¢tkmayabilir. Emin olmamiz lazim. Mert'in cevabi kanitsal, bu yiizden Mert dedim.”
(Sultan - B subesi)

Ogrencilerle yapilan gérismelerde onlardan bu soruya verdikleri yaniti daha
ayrintili olarak gerekgelendirmeleri istenmistir. Ornek vererek dogrulamayi ispat
olarak kabul eden 6grencilere 6rnek vermenin genellemeye ulasmak icin yeterli
olup olmayigi da sorularak verdikleri yanitlar sorgulatiimaya c¢algiimigtir. B
subesinden Tuna, Belma'nin yanitini ispat olarak sectigi sinavda gerekgesini "Ben
Belma'nin cavabini dogru segerdim. Clinki ayni kurali Ayse de gergeklestirmigtir
ama Belma (¢ ayri deneme yapmistir. Hem bir basamakli, hem iki basamakli, hem
de (¢ basamakli sayilarla yapmis ve inandirici olmusg.” seklinde belirtmigtir.
Gorusmede ornek vererek gerceklestiriien dogrulamanin ispat olup olmayisi

n

sorgulatildiginda ise " ... Mertin cevabi sekillerle, 6rneklerle vermis, pek anlagilir
degil, herkes anlayamaz. Ayse ise tek bir 6rnek vermis, ama Belma baya 6rnek
vermis. Bu yiizden daha ikna edici geliyor bana ¢ok sayida olunca." agiklamasinda

bulunarak verdigi cevabin ispat oldugu noktasinda israr etmigtir. Buna karsin ayni
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subeden Yeliz asagida yasanan diyalogda goruldugu Uzere ispat ile ornekle

dogrulama arasindaki farka deginildiginde verdigi yaniti degistirebilmistir:

Arastirmaci: Sen "Bence Ayse'nin ifadesi dogrudur, ciinkii tek rakaml sayilart kullanarak
kolayca ispatlamistir” demigsin. Nigin Ayse'yi segtin, onu sormak istiyorum.

Yeliz: Hani ¢iinkii ¢ok sayilar kullanarak zorlanmak degil de kiigiik sayilarla yaparak
hemen ispatlayabiliriz, daha basit olur.

Arastirmaci: Mesela nigin Belma degil de Ayse'yi se¢tin?
Yeliz: Onun ki ¢ok uzundu, belki zaman kaybi olmasin diye diigtinmiistimdiir.
Arastirmacui: Peki simdi tekrar bakmani istesem su ii¢ yanita...

Yeliz: Ashinda en onemlisi cebirsel ifade, ¢iinkii o sekilde gosterim biitiin sayilar igin
gecerli. Mert'in ki aslinda biraz dogruydu ama Ayse'nin ki daha yakin geldi.

Aragtirmaci: Peki Mert'in yanitina bir baksan, Mert'in ne yaptigini anlayabiliyor musun?

Yeliz: Yani evet, ardisik 3 sayi olarak a, a+1, a+2 almis. 3a+3 olmus, onu da 3'e béliince
a+1 ¢ikinca o da kati oluyor. 3e béliiniir, sorunun dogru oldugunu gosterir.

Arastirmaci: Anladim, peki cebirsel ifadeleri anlamak ornege gére daha mi kolay ya da
zor geliyor sana?

Yeliz: Cebir... Cebir de kolay aslinda ama digeri daha yakin geliyor.

Arastirmaci: Bu soru ile ilgili son olarak sana bu ii¢ yanittan hangisi ispattir diye sorsam,
son kararin ne olur?

Yeliz: Bu sefer Mert'inki derim ¢iinkii cebirsel.

Gorusme sirasinda verdigi yaniti tekrar degerlendirmesi istendiginde Yeliz, Mert'in
cebirsel ifadeleri kullanarak gerceklestirdigi ispati da dogru bulduguna deginmisgtir.
Buna ragmen ornek vererek yapilan dogrulamayi kendine yakin buldugunu da
yinelemigtir. Bunun Gzerine arastirmaci kullanilan sembolik dili anlayip
anlamadigini sorgular. Mert'in gergeklestirdigi ispati basamak basamak anlatarak
ispati anladigini belirten Yeliz, arastirmacinin yonlendirmesi ile diyalogun sonunda
Mert'in yanitini ispat olarak belirtse de drnek vererek dogrulamayi kendisine yakin

buldugunu surekli tekrarlamigtir.

Sinav esnasinda Belma'nin yanitini segerek ornek vererek dogrulamayi ispat
olarak kabul eden 6grencilerden birisi de Sude'dir. A subesinde 6grenci olan Sude
de gérusme esnasinda, soruyu tekrar incelemis ve yanitini degistirmistir. Cebirsel

anlatimi anladigini da belirten Sude ile asagidaki diyalog yaganmigtir:

Aragtirmaci: Nigin Belma'yi sectin, su an yeniden se¢me sansin olsa yine Belma mi dersin?

Sude: Ashinda su an aymi diigiinmiiyorum, Mert'in cevabi bana daha kanitlayici geldi.
cebirsel ifade kullandigi i¢in a'nin yerine hangi saywyt koyarsaniz koyun dogru ¢ikacak.
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Arastirmaci: Su an Mert'in yaptigina baktiginda ne yaptigini, sembolik dili ne igin
kullandiginy anlyyor musun?

Sude: Evet, once bir sayt almig a, sonra ardisik olarak devam etmis. Toplami da 3a + 3
olmus. Onu da anladim. Bu da zaten 3 katina esit oluyor. Evet anladim.

Her ne kadar sinav esnasinda ogrencilerin sadece % 31,5'i, ispat iceren yaniti
secmis olsalar da gorusme yapilan 6grencilerin buyudk ¢ogunlugu verdikleri yanit
sorgulatildiginda dogru olan yanita, ispata ulasabilmistir. Ornekle dogrulamanin
ispat oldugunda i1srar eden ogrenciler ise genel olarak cebirin anlasilir olmadigini
diisinmektedir. Ogrenci ya kendisi cebiri anlamamakta ya da A subesinden
Dicle'de goruldigu Uzere cebirsel gosterimi acgiklayabilmesine ragmen anlasilir
olmamasi nedeni ile o yaniti segmemektedir. Bu ogrenciler bir sekilde cebirsel

ifadelerden kaginmaktadirlar.

Arastirmaci: Peki nicin Ayse degil de Belma'yi se¢tin?

Dicle: w1, [Ayse'nin yanitint okumakta] 3, 4, 5 denemis. Ama tek drnek denemis. Hani bunu
kanitlamak, ispatlamak icin tek bir érnek yeterli degil bence.

Aragtirmaci: O zaman ispat yapmak i¢in ¢ok sayida érnek mi denemeli?

Dicle: Evet. O yiizden Belma'min ki ispat. Ciinkii diyelim ki tek bir érnekle her seyi
anlatamayiz ama birden fazla érnekle karsimizdakini ikna edebiliriz bence.

Arastirmaci: Peki, Mert'in cevabina dair ne diigiiniiyorsun?

Dicle: Mert bir sayr vermis, bu saywyt bilmiyoruz. Ardisigi bu sayimn bir fazlasi, diger sayi
da bu sayimin iki fazlasi, dolayisiyla 3a+3 olmus. 3a+3'de bu a+1'in 3 kati. Bu da dogru
ama bence Belma daha iyi. Ciinkii bu sembollerde, Mert'in verdigi sembolleri herkes
anlayamiyor. Herkes bilmiyor. Dolayistyla ben Belma'y: segtim, o daha anlasilir.

4.2.1.2. Onerme Hem Dogru Hem de yanhs Olabilir mi?
Ikinci soruda dgrencilere yanhs bir énerme ile bu dnermenin kargi drnek verilerek
curGtuldagu ispati, bir de cebirsel ifadeler kullaniirken yapilan islem hatasi
nedeniyle dnermeyi dogrulayan bir yanit sunulmustur.  Ogrencilerden verili
Oonermenin ispati istenirken, sunulan yanitlara dair ayrn ayri degerlendirme

yapmalari da istenmisgtir.

Sunulan yanitlardan birisi énermenin yanhs oldugunu savunurken, digeri dogru
oldugunu savunmaktadir. Bu soru ile 6grencilerin matematiksel bir Snermenin ayni
anda dogru ve yanlis olamayacagina dair farkindaliklari dlgliimek istenmektedir.
Ayrica yanitlarin birisinde yapilan igslem hatasini ne oranda fark edeceklerine de

bakilacaktir. Ogrencilerin verdikleri yanitlar; Kod 1: "Ceyhun ispatlamis”, Kod 3:
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"Canan ispatlamig" ve Kod 2: "her ikisi de ispat" kodlari altinda incelenmigtir. Bu
soruya iligkin elde edilen bulgular su sekildedir; (Ceyhun; karsi ornek vererek
onermeyi dogru bir sekilde ispatlamistir. Canan; cebir kullanmis, islem hatasi

yaparak yanlis bir ispat yapmistir.)

Tablo 4.8. ispat testi 1, 2. soruya iligkin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Cevaplara dair kodlar (n=30) (n=24) (n=54)
f % f % f %
Kod 1 25 83,3 13 54,2 38 70,4
Kod 2 2 6,6 4 16,6 6 11,1
Kod 3 2 6,6 7 29,2 9 16,7

A Subesinden bir 6grenci soruya yanit vermemistir.

B subesindeki dgrencilerin % 54,2'si bu soruya dogru yanit (Kod 1) verirken, A
subesinde bu oran % 83,3'e yukselmistir. Bu soruya dogru yanit veren 38
ogrenciden 11'i Canan'in islem hatasi yaptigini fark ederek, onun yanitinin bu
nedenle yanlis oldugunu belirtmistir. Ceyhun'un yanitini ispat olarak kabul eden 38
ogrenciden 13'0 ise Canan'in yanitini anlamadiklarini belirtmiglerdir. Bu gruptan
sadece 5 ogrenci Canan'in yanitini degerlendirirken Ceyhun'un bu Onermeyi
ispatladigi gerekgesi Uzerinden, Canan'in yanls bir yanit verdigini belirtmiglerdir.
Onlara gore Ceyhun 6nermenin yanlis oldugunu zaten ispatlamistir, bu nedenle

Canan'in yaniti hatali olmalidir. Bu ifadeleri 6rneklendirmek gerekirse:

“Ceyhun yanls oldugunu kanitlamis, Canan'in yaniti yanhs ¢iinkii hep 6'min kati ¢ikmaz
bunu Ceyhun kanitlamisti.” (Eda Nur - A Subesi)

" Ceyhun'un cevabt dogrudur, ¢iinkii ne kadar érnekle sayr denesek de ¢tkmiyor. Canan'in
ne demek istedigini tam olarak anlayamadim.” (Giilin - A Subesi)

B subesindeki dgrencilerin % 16,6'si her iki ispati da dogru kabul ederek, verili
matematiksel 6nermenin hem dogru hem de yanhs oldugunu savunurken (Kod 2),
bu oran A subesinde % 6,6'ya dismustur. Cebirsel ifade ile yapilan dogrulamanin
genellenebilir bir yargi icerdigi bu nedenle de Canan'in yanitinin da dogru oldugu
gerekgesi, bu hatali yaniti veren ogrencilerin tamaminda gorilen bir egilimdir.

Ceyhun'un yanitini incelediklerinde o6nermenin yanlishgini kabul eden bu
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ogrenciler, Canan'in yanitindaki cebirsel anlatimi gorduklerinde bu yanitin da ispat
oldugunu digunmuslerdir. Soruda verilen 6nermenin ayni anda hem dogru hem de
yanlis oldugunu savunarak, dogrulugun ispati ile kargi ornek vererek ispatin ayni
onerme ig¢in bir arada olabilecegine yonelik bir kavram yanilgisina sahip
olmuslardir. Her iki subede de bu kavram yanilgisina sahip 6grencilerin sayisi
genele oranla dusuk c¢ikmistir. Bu hataya dusen B subesinin  basarih
dgrencilerinden olan ilayda her iki yanitin da dogrulugunu sinavda su ciimleler ile

aciklamistir:

"Ceyhun'un yamiti verdigi drnege gére dogrudur. Fakat Ceyhun'un verdigi ornegi Canan'in
yamitina gore uyarlarsak yanhs ¢ikar. Canan'in yamitu ise dogrudur. Ciinkii tiim tek sayilari
formiile gore uyarlarsak yamiti dogru ¢ikar.” (llayda - B subesi)

Gergeklestirilen goérisme sirasinda bu soruya verdigi yaniti ayrintilandirmasi
istendiginde ise;

Ilayda: Bence her ikisi de dogru gibi geliyordu bana, orada tam ifade edemedim sanirim
ama her ikisi de dogru geliyor. Ciinkii nasil diyeyim Canan’in verdigi yanit, genel olarak
gastermis, formiil gibi, ama Ceyhun’un verdigi yanit o formiile gore bile yaparsak yanlis
¢tkiyor. Ashinda Ceyhun daha yakin gibi bana ama her ikisi de dogru yapmus, ispatlamis.

aktariminda bulunmustur. Gériismenin devaminda ilayda'ya matematiksel bir
Onermenin ayni anda hem dogru hem de vyanlig olup olamayacagi

sorgulatildiginda ise;

Arastirmaci: Peki, soyle desem, Ceyhun diyor ki “bu matematiksel ifade yanhs”, Canan
ise dogru diyor. Verdikleri yanita hi¢ bakma simdi, bu matematiksel ifade sence dogru
mudur yanlis mi? Sen de deneyebilirsin, islem yapabilirsin...

[Tlayda kagit ve kaleme yonelir, 6rnek vererek ifadeyi sinar]

Ilayda: Evet dogru, o zaman 21 olsun, 21 ile 3 ii ¢arparsam, bir de 6 ekleyecegim 69 oldu.
69, 6’ya béliiniir mii? Mmm béliinmez. Ifade yanls o zaman.

Arastirmaci: Tekrar soruya bakalim Ceyhun ifadeye yanlhs demis, Canan dogru demis.
Ayni ifade hem dogru hem yanls olabilir mi?

Tlayda: Hem dogru hem yanls? ... Verdikleri ifadeye gore degisebilir ama nasil diyeyim
bu ifade bence yanis, bu ifade hem dogru hem de yanls olamaz.

Arastirmaci: Mesela tekrar bu soruya donersek, iki yanit var birisi dogru demis digeri
yanl, ikisi birden dogru olabilir mi?

Ilayda: Hayr, aslinda Ceyhun dogruyu séylemis gibi, ben de denemistim az énce.

aktariminda goruldugu Uzere yasadigi ikilemi bir miktar asmaya baglamistir. Bu
diyalogun ardindan daha ayrintili olarak Canan'in yanitini inceleyen ilayda

Canan'in igleminde yaptigi hatayi da fark etmigtir.
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Tlayda: Canan ne yapmus bir bakayim... [der ve elinde kalem islemleri tek tek incelemeye
baslar, birkag saniye sonra] aa, hayir dogru yapmamas.

Arastirmaci: Nerde hata yapmis?

ilayda: 3ile +1’i ¢arparken +6 yazmug, yanlis... Sinavda fark etmemistim.

Yine B subesinden Orhan ise “Bence Ceyhun yanlis cevap vermigtir, ¢unku
Ceyhun ornekleme yaparak cevap vermis ve ornekleme her zaman dogru
cikmayabilir. Canan dogru cevap vermigtir. CUnki Canan bu problem de
formullerden yola ¢ikmigtir ve formuller her zaman dogru yanit verir.” seklinde
gerekgesini agikladigr yanitinda, var olan dnermenin aksini gosteren bir ornegin,
onermenin yanlighgini ispatlamada yeterli olmadigina yonelik diguncesini ortaya
koymustur. Yapilan gérismede ise Orhan bu hatasini hemen farketmis, cebirsel
ifadeyi gordugu icin yanitlar ayrintili olarak incelemedigini ve cebirsel gosterimin

ispat oldugunu dugsunerek yanitini verdigini agiklamistir.

Ceyhun'un yanitinin degil de Canan'in yanitinin ispat oldugunu savunan 9
ogrenciden 4'G sinav kagidinda, Orhan'in ifade ettigine benzer bir sekilde, tek bir
ornegin onermenin yanlis oldugunu savunmada yetersiz olacagini belirtmislerdir.
Bu 6grenciler bir 6nermenin dogrulugunu ispat ederken kullanilan érneklerin ispat
icin yetersiz olacag! fikrinden yola c¢ikarak, Ceyhun'un kullandigi 06rnegi
deg@erlendirmiglerdir. Benzer bir icerikte yanit veren B subesinden Gizem'le
gérusme sirasinda bir dnermenin yanhshginin ispatlanmasi Uzerine konusulmus,
sinavda verdigi yanit sorgulatiimistir. Bunun Uzerine Gizem de verdigi yaniti

asagidaki diyalogda aktarildigi sekilde degistirmistir:

Aragtirmaci: Simdi, ikinci soruya gegersek, ikinci sorudaki ifade "herhangi bir sayiy 3 ile
carpip, ¢carpima 6 eklerseniz 6'min kati olan bir sayi elde edersiniz" idi. Simdi sen burada
Ceyhun'un yamitina yanhs demissin, Ceyhun nigin yanlis? Soruyu ve yanmitini bir incele
istersen.

[Gizem soruyu okumakta, sessizce inceliyor, kendisi de Ceyhun'un yaptigi islemi kagida
tekrarliyor]

Gizem: Ben de boldiim 6'min kati degil.

Arastirmaci: Evet, Ceyhun'da ayni islemi yapmis ve buldugu say1 senin de gordiigiin iizere
6'min kati degil. Bu nedenle bu ifade her zaman dogru degildir demis. Dogru mu, yanlis mi
soylemis sence?

Gizem: Bence bu yaptigina gore dogru soylemis. Bir iglem yapmis ve bu islem ile aslinda
ifadenin dogru olmadigini géstermis. Ceyhun sayilardan giderek genelleme yapmamistir
ama denedigi sayi dogru olmadigint gostermistir.

Arastirmaci: Peki yanlis oldugunu gostermek igin tek bir ornek kullanmis bu sence yeterli
olur mu?
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Gizem: Degil, mesela baska bir tek sayr bulabilirdi, bu sayt ile bu islemleri yaptiginda bu
sefer 6'min kati ¢ikabilirdi.

Arastirmaci: Ne olurdu o zaman? O denedigin ornek dogrulamis olurdu ama ifade de ne
diyor "her zaman 6'min kati olur" diyor. Iki ornek var mesela elimizde birisini denedin
dogru ¢ikti, digerinde yanlis. Ne olur o zaman? Her zaman dogru olur mu?

Gizem: Olmazdr ama ben olsaydim bir kag tane daha érnek yapardim.

Arastirmaci: Hadi bir ornek daha yaptin, ikisinde dogru ¢ikti birinde yanlis. O zaman ne
olurdu, ifade yanlis mi dogru mu olurdu?

Gizem: Ben sanirim yine yanlis derdim 6gretmenim, ¢iinkii 2 islem bile olsaydy biri 6'nin
kati ¢ikti, digeri ¢ikmady yanls gibi olur. ... Birisinde bile yanligsa, hepsi icin dogru olmaz.

Buradaki aktarimlardan da goruldigu uzere ogrencilerin bir bolimu karsi ornek
vererek bir dnermenin ispatlanmasinda, tek bir érnegin yeterli olacag fikrinin
kabullinde sorun yasamistir. Ogrencilerin bir kismi ise drnekle dogrulamanin ispat
olmadig fikri Gzerinden Ceyhun'un yanitina sipheci yaklasabilmis veya cebirsel
gOsterimin her zaman ispat olacagi genellemesi Uzerinden yanlis sonuca
ulasabilmigtir. Buna kargin gercgeklestirilen gorismede bu hatalar Uzerine de
durulmus, ogrencilerin yanilgilari verdikleri yanitlar kendilerine sorgulatilarak

blayUk oranda giderilebilmistir.

4.2.1.3. Onermenin Birden Fazla ispati Olabilir mi?
Uglincti soruda ogrencilere verili 6nermeye yonelik 3 secenek sunulmustur.
Bunlardan birisi cebir kullanarak yapilan ispat (Cem’in yaniti), bir digeri anlatim
yolu ile yapilan ispat (Buse) ve son olarak da ornek vererek yapilan dogrulama
(Mehmet’in yanit) idi. Bu soruda ogrencilere verili cevaplarin hangisi ya da
hangilerinin ispat oldugu sorulmustur. Bir ©Onermenin birden fazla yolla
ispatlanabileceginin ve ispat ile genellenebilir bir yargi sunma arasindaki iligkinin

farkinda olup olmadiklari dlgulmeye ¢aligiimigtir.

Bu soruda 6grenciler birden ¢ok sayida yaniti ispat olarak segebilmigtir. Mehmet'in
yaniti Kod 1, Buse'nin yaniti Kod 2, Cem'in yaniti Kod 3 ile kodlanmistir. Bu
soruda ulasiimak istenen yanit Kod 2 ve Kod 3, yani Cem ve Buse'nin yanitlarinin
ispat oldugudur. Buna karsin ogrencilerin verdikleri yanitlarin analizinde, sadece
ornekle dogrulamayi ispat olarak kabul edenler, 6rnekle dogrulamayi da verdikleri
yanit igerisine dahil eden 6grenciler ile verdikleri yanitta sadece ispatlara yer veren
ogrencilerin genele orani da tablo igerisinde sunulmustur. Bu soruya iligkin elde

edilen bulgular su sekildedir;
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Tablo 4.9. Ispat testi 1, 3. soruya iliskin bulgular

Cevaplara dair kodlar

B Subesi A Subesi Toplam

Kod 1; 6mek vererek dogrulama (n=24) (n=30) (n=54)
ispattir

Kod 2; sézel anlatim ispattir

Kod 3; cebirsel gésterim ispattir

Sadece 6rnekle 1 2 83 10 333 12 222

dogrulamayi segenler

ispat olarak dogru yanitlar
veya yanitlardan birini 13 4 16,6 3 10 7 13
segmesine ragmen !

ornekle dogrulamayi da
segenler 12,3 3 12,5 3 10 6 11,1

9 375 8 267 17 315

Toplam
2 3 125 1 33 4 74
Sadece verili ispatlan 5 208 6 20 1 204
segenler 3 ) ,
2.3 3 125 2 66 5 93
Toplam 11 458 9 30 20 37

B subesinden 1, A subesinden 3 6drenci soruya yanit vermemis, B subesinden 1 6grenci ise verilen tum yanitlarin yanhs
oldugunu belirttigi icin tabloda yer almamaktadir.

Bu soruda sadece 6rnek vererek dogrulamayi ispat olarak segen dgrencilerin orani
diger sorulara goére daha dusuk ¢ikmigtir. B subesinde bu oran % 8,3 'de kalirken,
A subesinde % 33,3'tlr. Buna karsin ispat olarak segtigi yanitlar icerisine var olan
ispatlarla birlikte, érnek vererek dogrulamayi da dahil eden 6gdrencilerin orani tim
ogrenciler dikkate alindiginda % 31,5'dir. Bu durum sadece 6rnek vererek yapilan
dogrulamay! ispat olarak kabul eden oOgrencilerle birlikte dusunuldigunde,
ogrencilerin yarisinin ispat ile dogrulama arasindaki ayrimin hala net olarak

farkinda olmadiklarini ortaya koymaktadirlar.

Buna karsin gerek cebirsel, gerekse anlatim yolu ile yapilan ispatlari yanit olarak
ileten 6grencilerin orani % 37 iken, her iki ispati da belirterek dogru yanit veren
ogrencilerin orani % 9,3'te kalmigtir. Bu 6grencilerden B subesinde okuyan Orhan
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gerekgesini “Bence Cem ve Buse dogru cevap vermistir, ¢linkii Cem problemde
formdillerden gitmis, Buse ise tek sayilarin ézelliklerinden yola ¢ikmistir.” ifadesi ile
aciklarken yine ayni subeden ilayda benzer bir aktarimsa bulunmustur; “Bu verilen
cevaplardan Buse ve Cem'in verdikleri yanitlar dogrudur. Bu &grenciler verdikleri
cevaplarda formiil ya da kanit olarak acgiklama yaptiklari i¢in her ikisinin yéntemini

kullandigimizda bu ifadenin dogru oldugunu gértiriiz.”.

ispat testi 1'de yer alan 1. ve 3. soru birlikte dikkate alindiginda, ik soruda érnek
vererek dogrulamayi ispat olarak kabul eden 6grencilerin dnemli bir bolumuntn bu
soruda genelleme igeren yanitlari da ispat olarak segctigi gézlenmistir. ilk soruda
Belma'nin yanitini (cok sayida ornekle dogrulama) ispat olarak secen Sude (A
subesi) ile Ayse'nin yanitini (tek bir érnek ile dogrulama) ispat olarak secen Yeliz
(B subesi) bu soruda Cem'in yaniti olan cebirsel gosterimi ispat olarak
secmislerdir. Gorusme sirasinda yanitlarindaki bu farkliigin gerekgesi kendilerine
sorulmus, her ikisi de benzer bir yaklasimla ilk soruda istenilene ¢ok dikkat

etmediklerini su sekilde belirtmiglerdir;

Arastirmaci: Ugiincii soruya geldigimizde ise bu sefer 3 yamit vardi, hangisi ispattir diye
sordugumda sen cebir kullanilan cevabi se¢migssin. 1lk soruda nigin cebiri secmedin de bu
soruda cebirsel ifadenin kullanildigi yaniti ispat olarak segtin?

Yeliz: Bilmem ilk soruydu ya sorulara alismamistim belki de. Daha ayrintili inceledim
diger sorulart.

Arastirmaci: Uciincii soruya gectigimizde ise su dikkatimi cekti, ilk soruda ornekle
dogrulamayr ispat olarak kabul ederken bu soruda cebirsel ifade kullanilan yaniti, Cem'i
se¢migsin. Bu bana ilging geldi, nigin iki soru arasinda bu fark var sence?

Sude: Bilmem digeri ilk soruydu ya orada hemen bana en anlasilir geleni se¢mistim
sanirim.

Gorusme sirasinda 6grencilere Buse'nin yanitinin nasil bir genelleme icerdigi de
sorulmustur. Gerek sinav esnasinda, gerekse gorisme sirasinda, 1. soru igin
Belma'nin yanitini ispat olarak degerlendiren ve cebirsel ifadelerin "anlagiimaz"
oldugunu belirten B subesinden Tuna, bu soruda Buse'nin yanitini segen
ogrencilerden birisidir. Bu soruda ornek vererek dogrulamanin ispat icin yeterli
olmadigina deginen Tuna, Buse'nin yanitinin ifadeyi tim sayilar igin dogruladigini

sOylemistir. Buna karsin ayni degerlendirmeyi ilk soruda yapmadigdi gorulmektedir.

Tuna: Ashnda sayilar sonsuzdur, belki oyle bir sayr ¢ikacaktir ki yanhs ¢ikacak sonug.
Buse ise ornek vermemis, sekil de ¢izmis, anlatmis. Daha anlasilir olmus bence. Tek sayiyt
anlatmig ikiserli gruplandwrdigimizda diyerek. Tiim sayilar icin tammlamis yani. Tiim
sayilar i¢in dogru olur dedigi.
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Buse ve Cem'in yanitlarinin verili Gnermenin ispatlari oldugunu soyleyen Beyza (A

subesi) ise Buse'nin aktariminin icerdigi genellemeyi su sekilde ifade etmigtir:

Beyza: Bu samirim digeriyle ayni, yani yine biitiin sayilar icin ispat [Cem'in yanitini
kastetmekte]. Bu ise cebir kullanmamis [Buse'vi kastetmekte], cebir kullanmak yerine onu
anlatmg gibi bir sey olmug. Sayilarla géstermemis, anlatarak cebirsel ifadeyi anlatmig gibi
bir sey.

Arastirmacu: Peki, Buse'nin yaptiginda da bir genelleme var mi sence?

Beyza: Bence, hmm, her zaman dogrudur ama burada yine bir érnek vermis ya, ... ama
onu da anlatmak i¢in kullanmuis. Yani genelleme yapmis ashinda, evet.

4.2.1.4. Hangi Cebirsel Gésterim Onermenin ispatidir?
Doérdincl soruda ogrencilere verili dnermeye yonelik 3 yanit sunulmustur.
Bunlardan birisi cebir kullanarak yapilan ispat (Sedat'in yaniti), bir digeri verili
onermenin tersinin ("Ardisik iki sayinin toplami tek sayidir") cebir yolu ile ispati
(Deniz) ve son olarak da 6rnek vererek yapilan dogrulama (Berk’in yaniti) idi. Bu
soruda 6grencilere verili cevaplarin hangisinin ispat oldugu sorulmustur. Ornek
vererek dogrulama ile ispat arasindaki ayrimin farkindalgina ek olarak, iki cebirsel

ispat arasindaki ayrimi ortaya koyup koyamadiklarina bakilacaktir.

Bu soruda ornek vererek yapilan dogrulama yanitt Kod 1, énermenin ispatini
iceren yanit (Sedat'in yanit1) Kod 2 ve diger cebirsel gosterimi iceren yanit
(Deniz'in yaniti) Kod 3 ile kodlanmistir. Soruya iliskin elde edilen bulgular su

sekildedir;

Tablo 4.10. ispat testi 1, 4. soruya iligskin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Cevaplara dair kodlar (n=30) (n=24) (n=54)
f % F % f %
Kod 1 7 23,3 8 33,3 15 27,8
Kod 2 12 40 9 37,5 21 38,9
Kod 3 8 26,6 6 20,8 14 25,9

A subesinden 2, B subesinden 1 8gdrenci soruya yanit vermemis, A subesinden 1 6grenci ise her ¢ yaniti da ispat olarak
degerlendirdigi icin tabloda yer alan degerlendirmeye dahil edilimemistir.

Bu soruya verilen yanitlar incelendiginde ornek vererek dogrulamay! ispat olarak

deg@erlendiren dgrencilerin oraninda diger sorulara gore dusis gozlenmektedir.
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Berk'in yanitini ispat olarak segen o6grenciler Berk'in yanitini basit ve anlasilir
bulurken, hepsinin sunduklari gerek¢cede gozlenen ortak egilim cebirsel ifadeleri

anlamamig olmalaridir. Sinav k&gidinda gerekgelerini su sekilde sunmuslardir;

"Berk’in cevabi hem anlatilmis hem de ispatlanmistir, daha detayli. Diger cevaplari
anlamadim."” (Deniz, A subesi)

"Berk’in cevabi dogrudur ¢iinkii basit ve agiklayicidir. Sedat’in cevqbl fazla karmagiktir,
Deniz’in cevabi yanlistir, ¢linkii x sayilart ile ispat fazla belli degil." (Unal, A subesi)

Yapilan gérusmelerde de 6rnek ile dogrulamayi ispat olarak kabul eden dgrenciler,

cebirsel ifadeleri anlama ve uygulamada zorlandiklarini belirtmiglerdir.

Bu soruya dogru yanit veren 6grencilerin orani her iki subede de en yuksek olandir
(Sedat'in yanit). Buna karsin diger cebirsel ifadeyi iceren yaniti (Deniz'in yaniti)
ispat olarak kabul eden o&grenciler Sedat'in yanitini uzun ve anlagiimaz
bulduklarini belirtmiglerdir. Yine de cebirsel gosterimin ispat oldugu dusuncesi
Uzerinden, Deniz’in yaptidi islemleri daha anlasilir bulduklari igin Deniz'in yanitini
Onermenin ispati olarak se¢mislerdir. Sinavda Ogrenciler su aktarimlarda

bulunmuslardir;

“Sedat'in cevabindan hi¢ bir sey anlamadim. Ama bir 6gretmen olsa idim Deniz'in cevabini
ispat olarak segerdim.” (Nur - B subesi)

“Deniz’in cevabi dogru ve gayet basit bir dille a¢iklamis. Sedat’in cevabini anlamadim ve
mantiksiz geldi.” (Selda - A subesi)

“Sedat’in cevabit ¢ok uzun dogru olmayabilir, Deniz’in cevabi ispattir islemleri dogru”
(Sidar - 4 subesi)

Gorusmede daha kisa ve anlagilir oldugu gerekgesi ile Deniz'in yanitini verilen
onermenin ispati olarak segen 6grencilere de yer verilmistir. Onlara bu sorudan
bagimsiz olarak, bagka bir kagitta Deniz'in yaptigi ispat sunulmus ve verili ispatin
hangi matematiksel onermenin ispati olabilecegi sorulmustur. Bu sorunun
yoneltildigi 6grencilerin hepsi verili ispatin "ardigik iki sayinin toplami her zaman
tek sayidir" Onermesinin ispati oldugunu belirtmislerdir. Verdikleri bu cevabin
ardindan soruyu tekrar incelemeleri istenen ogrenciler, segtikleri yanitin soruda
verilen dnermenin ispati olmadigini kolaylikla farketmiglerdir. B subesinden Orhan
yaptigl hatayi hizla farkederek, iki cebirsel gosterim (Sedat ve Deniz'in yanitlarr)

arasindaki farki asagidaki diyalogda gectigi sekilde ifade etmistir:
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Arastirmaci: Son soruya ge¢meden dnce, once suna bakmani istiyorum [sadece Deniz'in
yapmis oldugu cevap sunulur] Deniz'in yanitina bak, sence Deniz hangi matematiksel
ifadenin ispatini yapmis bu yaniti ile?

[Orhan Deniz'in yanitimi okumakta]

Orhan: Hmm... Ardisik iki sayimin toplami, toplamimin ... un her zaman tek sayt olacagni
bulmus.

Arastirmaci: Evet ¢cok dogru, soruda verilen ifadeye bakmani istesem. O ifade ne idi?
Orhan: Her tek sayr ardisik iki sayimin toplami seklinde yazilabilir.
Arastirmaci: Sence bu ikisi ayni sey mi?

Orhan: Hayir degil, bu tersten gibi.

Bu soruda dogru yaniti segen oOgrenciler ise A subesinden Berk'in; “Sedat'in
cevabi bence, ¢linkl tek sayinin formiliiyle ulasmis ve her sekilde dogrudur.”
cumlesiyle ifade ettigi sekliyle cebirsel ifadeyi, yani Sedat'in yanitini anladiklarini
belirtmiglerdir. Bazi 6grenciler de yine ayni subeden Recep'in "Sedat’'in cevabi
dogrudur, ¢linkii 30. sayida boyle bir sey oluyor, 4’te de ayni sekilde byle oluyor."”
diyerek gerekcelendirdigi sekilde Sedat'in yanitinin genellenebilir bir yargi
sunduguna da deginmislerdir. Sedat'in yanitini segen 21 &drencinin sinavda
secimine yonelik yazdigi degerlendirmeler incelendiginde; 2 6grenci gerekce
bildirmemistir. 7 6grencinin gerekcesinde ise Sedat ve Deniz'in yanitlarina yonelik
ayrintili de@erlendirmeler bulunmamakta, bu nedenle de sec¢imlerinde ispata
yonelik farkindaliklari net olarak godzlenememektedir. A subesinden Oyki bu
ogrencilerdendir ve gerekgesini "Daha bilimsel ve daha zor oldugu igcin Sedat'in
yaniti ispattir." seklinde ifade ederek Deniz'in yanitina yonelik bir degerlendirmede
bulunmamistir. 12 6grenci ise net bir sekilde Sedat'in ispatini dogru olan ispat,
Deniz'in yanitini ise ispat olarak yanhg bulduklarini belirtmiglerdir. Yine A
subesinden Aleyna "Sedat'in yaniti dogru ispattir ama Deniz’in ne yaptigini
anlamadim, soruya uymuyor gibi" seklinde bir gerekg¢e sunarak, Deniz'in ispatini
verili dnerme ile iligkilendirememistir. Yanitlar incelendiginde, dogru secenedgi
secen ogrencilerin % 57,1'inin segimlerini bilingli olarak yaptiklari net olarak

soylenebilmektedir.

4.2.1.5. Ozet
Her ne kadar ispat testi 1'in ilk sorusunda 6grencilerin 6nemli bir bolima, % 68, 5'i,
ornek vererek yapilan dogrulamayi ispat olarak kabul etmis olsa da bu egilim diger

sorularda disls g6stermistir. Ogrenciler gerceklestirilen gériismelerde de
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tumdengelimsel muhakemeleri iceren vyanitlara yonelmis, ispatin verilen
onermenin olasi tum durumlarini kapsamasi gerektigine yonelik vurgularda
bulunmuslardir. Sinavin ileriki sorularinda sadece cebirsel ifadelere degil,
tumdengelimsel muhakeme igeren diger temsillere de yonelebilmislerdir. Yanlhg bir
Onermenin ispatinda ise ogrenciler ¢gogunlukla (% 70,4'U) sunulan karsl ornegi
onermenin ispati olarak degerlendirmiglerdir. Bu baglamda ogrencilerin ispat ile bir
ka¢ durumun denendigi dogrulama arasindaki farki kavrayarak, yanlis
Onermelerde ise verilen karsi 6rnegin ispat oldugunu vurgulayarak, ispat
kavramina yonelik farkindaliklarinin geligtigi soylenebilir. Ayrica diguk oranlarda
da olsa su bulgulara ulasiimigtir; ogrenciler tumdengelimsel yaklagimlarin
muhakkak ispat oldugu dusuncesi Uzerinden hatali yanitlari ispat olarak
degerlendirebilmigtir, dnermenin dogrulugunun ispati ile karsi ornek verilerek
yanhglandigi ispatin birlikte gegerli oldugunu savunabilmistir, yanhs bir Gnermenin
ispatinda tek bir 6érnegdin verilmesinin yeterli olmadigini dugtnebilmiglerdir. Sonug¢
olarak; uygulamaya dahil edilen 7. sinif 6grencilerinin ispata yénelik algilarinda bir

ilerleme yasanmistir.

4.2.2. Ogrencilerin ispat Becerilerine iliskin Bulgular
ispat 6gretimi uygulamasi sirasinda derslerde dogrudan ispat, karsi érnek vererek
ispat, tliketerek ispat ve durum yolu ile ispat yontemleri ele alinmistir. Ogrencilerin
bu ispat yontemlerinden hangilerini yapabildikleri, hangi noktalarda zorlandiklarini
ve ispat yapmaya yonelik becerilerini belirleyebilmek amaci ile ispat testi 2 ve ispat
testi 3 olmak lizere iki tane ispat testi gelistiriimistir. ispat testi 2'de dért soru grubu
altinda ogrencilerden bu ispat yontemlerini iceren ispatlar yapmalari istenmistir.
ispat testi 3'te ise dgrencilere kullanabilecekleri ispat ydntemleri ile birlikte 8
matematiksel dnerme verilmis ve dordinU secgerek ispatlamalari istenmistir. Bu
ikinci testte dgrencilerin ispat performanslarina ek olarak hangi ispat yontemlerini
tercih ederek ispatlamaya calistiklarina da bakilmigtir. Daha sonra gerceklestirilen

gorusmelerde 6grencilere bu tercihlerinin nedeni ayrintili olarak da sorulmustur.

ispat Testi 2’de dért grup soru bulunmaktadir. Her grupta iki matematiksel dnerme
verilmistir. Ogrencilerden bu énermelerden sadece birini secerek, alti ¢izili olarak
belirtilen yontemle veya bu yontemi bilmiyorsa kendi sectigi bir yontemle, sectigi
onermeyi ispatlamalari istenmistir. Bu soru formundaki sorular soru bazinda degil,

her bir grup bazinda analiz edilmigtir. Gruplar, o grupta yer alan ispat yonteminin
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Ozellikleri ve oOgrencilerin verdikleri cevaplar dikkate alinarak kodlanmis ve

ogrencilerin verdikleri cevaplarin yuzde ve frekans dagilimi tablolastiriimistir.

ispat Testi 3'de ise 6grencilerden sekiz matematiksel énermeden dérdiinii secerek
ispatlamalari istenmigtir. Her Onermenin ispati icin Onerilen ispat yontemleri
parantez iginde belirtiimistir. Bu testte amaclanan, o6grencilerin ispata yonelik
performanslari ile 6grencilere ispat yontemlerini se¢gme sansi verildiginde hangi
ispat ydntemlerini sececeklerini belirlemektir. ispat testi 3'de yer alan sorular ve

sorulari segen ogrenci sayisinin gubelere gore dagilimi su sekildedir:

Tablo 4.11. ispat testi 3'de yer alan sorular ve 6grencilerin bu sorulari segme
oranlari

Ogrenci Sayisi

A B Toplam
Subesi  Subesi  (n=47)
(n=25) (n=22)

1. Herhangi bir tek sayiyi 3 ile garpip bu garpima 3 eklerseniz 6'nin 21 18 39
kati olan bir sayi elde edersiniz. (Dogrudan Ispat)

2. Bir tek ve bir Gift sayiyi topladiginizda her zaman tek sayi elde 23 20 43
edersiniz. (Dogrudan Ispat)

3. n, {1,2,3,4} kiimesinin bir elemanidir, bu durumda her zaman (n + 6 9 15
2)?> >32 dir. (Tiiketerek ispat)

4. n,{4,6,8,10,12} kiimesinin bir elemani olsun, bu kosulu saglayan 6 6 12
tim n sayilan iki asal sayinin toplami gseklinde yazilabilir. (Tuketerek
Ispat)

5. Iki sayinin karelerinin toplami her zaman gift sayidir. (Karsi Ornek 21 20 41

Vererek Ispat)

6. asayisl (b +c)yi tam bdlen bir sayi olsun. Bu durumda a sayisi 2 8 10
hem b, hem de c sayisini tam olarak bdlen bir sayidir. (Karsi
Ornek Vererek Ispat)

7. Bir tam sayi tutun ve daha sonra bu sayinin karesini alin, elde 15 5 20
ettiginiz sayinin 4’e béliminden kalan her zaman 0 veya 1°dir.
(Durum Yolu ile Ispat)

8. x tam sayi olsun. Bu durumda x - |x| = odr. (Durum Yolu ile
Ispat)

Uygulama oOncesinde ogrencilerin ele alinan ispat yontemlerinden karsi ornek
verme ile tuketerek ispati kolay bulacaklari, bu sinavdaki soru segimlerinde de bu
yontemlerin belirtildigi onermeleri sececekleri dusunulmekteydi. Elde edilen
bulgular, sasirtici bir sonu¢ ortaya ¢ikarmistir. Tablodan ogrencilerin yogunluklu
olarak 1, 2 ve 5. ve 7. sorulan sectikleri gdozlenmigtir. sadece 5. sorunun segimi
arastirmacinin beklentisi ile uyumludur. Ogrencilerle yapilan gériismede onlara bu

tercihlerinde neye dikkat ettikleri de sorulmustur. Ogrencilerin blyik bir kismi soru
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tercininde ispat yonteminden ziyade verilen matematiksel ifadeyi anlayip
anlamadiklarina ve ifadenin kolay olup olmayisina dikkat ettiklerini sGylemiglerdir.
Gorusulen 16 dgrenciden 11'i segimlerinde 6nermeye dikkat ettiklerini belirtirken
sadece 2 oOgrenci verili ispat yontemlerine bakarak sec¢imlerini yaptiklarini, 3
Oogrenci ise verilen dnermeyle birlikte ispat yontemlerine de bakarak secimlerini
yaptigini belirtmistir. Ogrenciler 6zellikle matematiksel sembolleri (cebirsel ifadeler,
blylk / kigUk isaretleri, kime isareti vb.) iceren dnermeleri segmemis, yapilan
gérismede bu tercihlerini de acik olarak belirtmiglerdir. Ogrencilerin ispat testi
2'deki soru segimleri de bu egilime uygundur. ispat testi 2'de de bilinmeyen terim
ve matematiksel sembollerin yogunluklu oldugu sorular yerine, diz anlatimlari

iceren sorular daha ¢ok tercih edilmistir.

Gergeklestirilen gérismede B subesinden Derya ile segimini etkileyen faktorler

sectigi sorular Uzerinden konugulmustur:
Derya: Ben burada segerken suna dikkat ettim, daha ¢ok mesela ... Su tir sorularda
zorlandigimi diistiniiyorum. [8. soruyu gostermekte]

Arastirmaci: Ha anladim bilinmeyen ifadeleri iceren sorularda zorlaniyorsun yani. Bu
sorulardaki sembolik gosterimler mi zor geldi sana?

Derya: Evet hem x'ler, hem de biiyiik kiiciik isaretleri var ya o zor geldi. Bir de karisik bir
ifade gibi.

Arastirmaci: Uciincii soruya bir bakalim, o da mi sana zor geldi, o yiizden mi onu
secmedin?

Derya: Evet, soru basit aslinda ama bu ifade [esitsizlik] biraz karisik geliyor.

Arastirmaci: Peki, nigin 7. soruyu segtin, verilen ispat yontemine degil de ifadeye mi dikkat
ettin?

Derya: Soruyu okudum, ifade kolay geldi, yontemi diisiinmedim o an, ifadeyi okudum ve bir
sekilde yapabilecegimi diisiindiim, ifade kolay geldi, yaparim diye diistindiim.

Verili ispat yontemlerine dikkat ederek soruyu segen 6grenciler ise gerekgelerini su
sekilde belirtmistir:

Beyza: Ifadeler de kolay geldi ama ispat yontemini gériince ne yapacagimi bildim, mesela
tiiketerek ispat, ne yapacagimi biliyordum o yiizden onu tercih ettim. Yontemi biliyordum
ctinkii.

Berk: Hig¢ bir yontem bana zor gelmedi ve hepsini denemek istedim. En kolay gelenleri
segebilirdim ya da daha hizli yaparim diye karsi ornekleri secebilirdim sadece ama hepsini
denemek istedim.
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ispat testi 2 ve 3'de yer alan sorular, icerdikleri ispat yontemleri ile ilgili bagliklar

altinda incelenecektir.

4.2.2.1. Ogrencilerin Dogrudan ispat Yéntemine iliskin Beceri ve
Performanslari

Bu baslik altinda ispat testi 2 Grup 1’de yer alan soru ile ispat testi 3'de yer alan 1

ve 2. sorular incelenecektir.

ispat Testi 2’de, Grup 1 basligi altinda &gdrenciler énermeyi dogrudan ispat
yontemi ile ispatlamalari dogrultusunda yoénlendirilmistir. Ogrencilerin verdikleri

yanitlar asagidaki kod sistemi kullanilarak degerlendirilmistir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekgce sunulmamis veya soru ile alakasiz

islemler yapiimis.

Kod 2: Ornek vererek énerme dogrulanmis. Bu kod kendi igerisinde ikiye
ayrilmaktadir; tek bir drnek ile dnermeyi dogrulayanlar ve birden ¢ok 6rnek

kullanarak 6nermeyi dogrulayanlar.
Kod 3: ispat fikri var ama cesitli hatalar nedeniyle ispat tamamlanamamis.

Kod 4: Dogrudan ispat yapilimis.

Tablo 4.12. ispat testi 2, 1. Gruba iligkin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam

Coziime iliskin kodlar (n=27) (n=21) (n=48)
f % F % f %
Kod 1 - - 10 47,6 10 20,8
Kod 2  Tek bir érnek 7 25,9 2 9,5 9 18,8
Cok érnek 11 40,7 4 19 15 31,2
Kod 3 3 11,1 - - 3 6,2
Kod 4 6 22,2 5 23,8 11 23

Her iki subede de &grencilerin buaylk bir kismi 1. soruyu secerek ispatlamaya
calismistir. Verili sorular igerisinden A subesinden 23 6grenci 1. soruyu, 4 6grenci
2. soruyu; B subesinden ise 14 6grenci 1. soruyu, 5 6grenci 2. soruyu se¢gmis, 2

ogrenci de se¢im yapmayarak soruyu bos birakmigtir.
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Bu gruptaki sorulari ispatlayan o6grencilerin tamaminin cebirsel gosterimleri
kullanarak dogrudan ispat yontemi ile sectigi onermeyi ispatladigi gézlenmistir.
ispat yapan égrencilerin (Kod 4) yiizdesi her iki subede de birbirine yakindir ve
tim 6grencilerin % 23'Uni olusturmaktadirlar. Ornegin B subesinden bir 6grenci
sectigi onermeyi (Cift bir sayi tutun, daha sonra bu sayiya yarisini ekleyin.
Buldugunuz sayir her zaman 3’e béliinen bir sayidir.) asagidaki sekilde

ispatlamistir:
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3 Lo %

a. Se¢tiginiz ifadeyi dogrudan ispat yontemini kullanarak ispatlayiniy.

55 : foWN .
CGift same 2% 2b (28 =k |
N = =2
2k vl = 3k
3 23=L

Sekil 4.13. B subesinden llayda - Kod 4

Buna ek olarak A subesinde ogrencilerin % 11,1’i ispat fikrine sahip olarak yanit
uretmeye baslamis ama c¢esitli hatalar nedeni ile ispati tamamlayamamigtir. Kod 3
ve Kod 4’U bir arada disundugumuzde, A subesindeki 6grencilerin % 33,3’Unde
dogrudan ispat yodntemine iliskin bir farkindaligin oldudu sdylenebilir. Bu
ogrencilerden birisi olan A subesinden Selda yine ayni dnermeyi se¢gmis, cebirsel
ifadeleri kullanarak ispat yapmaya c¢alismis ama yaptidi islem hatasi nedeniyle

ispatl tamamlayamamistir:

a. Sectiginiz ifadeyi dogrudan ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.

) < ,) < (,/,( N

£ —_—

1 > =

Sekil 4.14. A Subesinden Selda - Kod 3
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ispat yapan 6grencilerin gerek bu grupta yer alan sorularda, gerekse diger
sorularda ortaya koydugu ortak bir egilim cebir kullanarak yaptiklari ispata ek
olarak, verili dnermeyi ornekle de dogrulamalaridir. B subesinden Derya sectigi
Onermeyi (Cift bir sayir tutun, daha sonra bu sayiya yarisini ekleyin.
Buldugunuz sayi1 her zaman 3’e béliinen bir sayidir.) once ornek vererek
dogrulamig, ardindan cebir kullanarak ispati tamamlamistir. Ornek vermesinin
nedenini ise; "Oncelikle 6rnek verme ihtiyaci duyuyorum. Once onu kendi kafamda
canlandirabilmek istiyorum. Onu yaptiktan sonra dogru ya da yanlis olduguna
karar veriyorum ve ondan sonra ispatlama yoluna gegiyorum." seklinde ifade

etmigtir.

a. Seeliginiz itadeyi dogrudan ispat yontemini kullanarak ispatiayini.

Sekil 4.15. B Subesinden Derya - Kod 4 _

B subesindeki 6grencilerin yariya yakini (% 47,6) soruyu ya bos birakmis, ya
sadece onermenin dogru oldugunu belirtip bagska bir agiklama getirmemis ya da
soru ile alakasiz gosterimlerde bulunmusglardir. Buna karsin A subesindeki
ogrencilerin hepsi verili dnermelerden birisini segerek yanitlarini gerekgeleri ile
sunmuglardir. Bu subedeki 6grencilerin édnemli bir bolimi (% 66,6) dnermeyi

ornek vererek dogrulamislardir.

Tam o6grenciler dikkate alindiginda ogrencilerin % 50'si (% 18,8'i tek bir 6rnek, %
31,2'si birden fazla sayida Ornek deneyerek) Oonermeyi Ornek vererek
dogrulamistir. Bu 6grencilerden birisi olan ve A subesinde okuyan Sude, sinavda
sectigi 6nermeyi (Cift bir sayi tutun, daha sonra bu sayiya yarisini ekleyin.
Buldugunuz sayir her zaman 3’e béliinen bir sayidir.) ¢cok sayida Ornek

deneyerek dogrulamistir.
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b. Ispati yaparken dogrudan ispat yontemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?
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Sekil 4.16. A Subesinden Sude - Kod 2

Daha sonra kendisi ile yapilan goérismede bu soru uUzerinde de durulmustur.
Gergeklestirilen gorismede sinavlar sirasi ile ele alinmig, bu nedenle de ispat testi
2'den 6nce ispat testi 1'de yer alan sorular (zerine konusulmustur. ispat testi 1 ile
ilgili gecen diyaloglarda, ornekle dogrulamanin ispat olup olmayisi sorgulanmisti.
Bu tartismalarin i1sidinda Sude bu soruyu tartismaya érnekle dogrulamanin ispat
olmadigi kanaati ile baslamigtir. Dogrudan ispati "Dogrudan ispat deyince benim
aklima ilk olarak, net olarak ispatlamak geliyor. Mesela cebirsel ifade geliyor. Hani
o ilk sinavda Mert'in yaptigi ya da Sedat'in yaptigi gibi. Verilen ifadeye uygun
olarak, o siraya uygun olarak cebirle yapilan ispat.”" olarak tanimlayan Sude,
sorunun ispati icin sembolik gdsterimleri kullanmak istedigini belirtir. Cift sayinin
sembollinu kolaylikla hatirladiktan sonra arastirmacinin ufak yonlendirmeleri ile
ispati tamamlayabilmistir. Gérismede yasananlar ve Sude'nin verdigi cevap su

sekildedir;

Arastirmaci: Peki, soruya tekrar dénelim, 1'i segmissin ya bu ifadeyi birlikte ispatlamaya
calissak. Mesela soruda da verilmis ya ¢ift say, tek sayi. Bu gdsterimleri birlikte
hatirlayalim énce. Sana sunu sorsam ¢ift sayiyi biz cebirsel olarak nasil gosteriyorduk?

Sude: 2x
Arastirmaci: Peki, tek sayiyr?
Sude: 2x+1

Arastirmaci: Tamam, bunlari hatirliyorsun, peki simdi kalemi eline alsan bu ilk soruyu
bana nasil ispatlarsin, ¢iinkii sen burada ispat yapmamuissin degil mi?

Sude: Evet ornek vermisim.
Arastirmaci: Simdi ispat yapmani istesem. Soruyu tekrar oku istersen...

[Sude soruyu okuyor]
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Sude: 2x 'in yarisim eklememiz lazim. Istenileni yazayim ben. Sayiyi sembolik olarak
yazarsam 2x arti 2x bolii 2 olacak. Bunun her zaman 3e béliinebilen bir sayi olmasi gerek.
Her zaman 3'e béliinen bir say ... [bir miiddet diigiiniir]

Arastirmacu: Istersen su yazdigin islemi bir tamamla, bakalum ne ¢ikacak?
[Yazdigi islemi devam ettirir]

Sude: 2x i ikiye boliicem. 2 tane x yani. Bolersem sadece x olur. O zaman bu da 2x + x
olur yani 3 tane x.

Arastirmac: Islemi yapinca sen ne buldun?
Sude: 3x

Arastirmaci: Peki, ifade de ne diyordu, buldugunuz sayr her zaman 3'e boliinebilen bir
sayidir. Dogru mu sence bu bulduguna gére?

Sude: Evet, ¢iinkii 3x. 3x deyince diiz mantik yapayim, 2x deyince genelde 2nin kati
oluyordu. 3x'de 3'iin kati olur. 3 ¢arpi bir say1. Bunun yerine sayi koyarak da gorebiliriz.
Ama 3 ¢arpt x oldugu i¢in 3'in katidur.

Gorusmelerde ornek vererek dogrulamanin ispat olup olmayisi Uzerine
gergeklestirilen tartismalarin ardindan, 6grencilerden drnek vererek dogruladiklari
onermeleri yeniden ispatlamalari da istenmistir. Bazilari yaptiklari dogrulamanin
ispat oldugu noktasinda israrci olurken, bazilari da Sude gibi ufak destek ve

yonlendirmelerle ispati tamamlayabilmigtir.

B subesinden Omer goriisme boyunca cebirsel ifadeleri anlamadigini ve
sevmedigini belirten, uygulama boyunca da dersle ¢ok ilgili olmayan bir 6grencidir.
ik sinavda yer alan cebir iceren yanitlara yonelik yaklagsimini "Bu cebirli yanitlara
hi¢ bakmadim, baksam belki anlardim ama cebiri gériince hi¢ bakmiyorum. Cebiri
gérdim, oObdrlerine baktim, Obdrlerinde cevabi bulunca cebire hi¢ bakmadim
zaten." seklinde agiklayarak cebirden kagindigini belirtmektedir. Omer ile de ayni
onerme uzerinde durulmug, Onermenin ispatini yapmadan once cebirsel

gOsterimlere yonelik ayrintili bir tartisma yaratalmesi gerekmistir.
Arastirmaci: Simdi ilk gruptaki yamtina bakalim. Bir ifade se¢missin ve ornek vererek
dogrulamigsin. Ama bu yaptigin sence ispat mi?

Omer: 1w, samrm degil, ciinkii benim yaptigim tim sayiar icin dogru oldugunu
gostermiyor.

Aragtirmaci: Peki, bu ifade nasil ispatlanir sence?

Omer: Ya tiim sayilart deniycez ki o miimkiin degil sanirim, ya da harfli kullanicaz.
Arastirmaci: Gel cebir kullanarak bu ifadeyi birlikte ispatlayalim.

Omer: Bir ¢ifi sayi tutalim. a + 2 mi olur?

Aragtirmaci: Sence?

Omer: Olabilir.

Arastirmacu: Cift sayi ne idi?
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Omer: 2, 4,6, 8 diye gider.

Arastirmaci: Ben suraya yazayim, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 diye sayilar gidiyor. Cift sayilar
hangileri, yuvarlak i¢ine alabilir misin?

Omer: 2,0 davar, 4, 6

Arastirmaci: Peki, bu sayilar nigin ¢ift say1?

Omer: 2 béliinebiliyor, 4 de béliinebiliyor, 6 da béliinebiliyor.
Arastirmaci: Neye béliinebiliyor?

Omer: Baska sayilara béliiniiyor. 6, 3'e béliiniiyor, 4, 2've béliiniiyor.
Arastirmacu: 9 da 3'e béliiniiyor. 9 da mu ¢ift say1?

Omer: Yok degil.

Arastirmaci: O zaman 2, 4, 6 sayilarimin ortak 6zelligi ne? Nigin bu sayilara ¢ift say
diyoruz?

Omer: Kendisine béliiniiyorlar.

Arastirmaci: Her sayi kendisine béliiniir. Tek sayilar da. Bak bu sayilar iizerinden diigiin 2,
4, 6, 8, bu sayilarin ortak 6zelligi ne olabilir?

Omer: 2 olabilir. 2've boliiniiyor. Hut hepsi 2've boliinebildigi icin ¢ift sayt diyoruz.

Arastirmaci: Gel birlikte yazalim. 2, 2 ¢carpt 1; 4, 2 ¢carp1 2; 6, 2 ¢arpt 3, 0, 2 ¢arpt 0. O
Zaman ¢ift sayilarin ortak ozelligi ne?

Omer: 2'nin kati olmalart.

Arastirmacu: Cift sayilara tekrar bakalim, 2'yvi 0'la ¢carpmissin. 2'yi 2 ile carpmigsin. 2'yi 3
ile ¢carpmugsin. Bu béyle gidiyor. Simdi sembolik gosterim formiil gibi idi. Ben dyle bir
formiil bulayim ki biitiin ¢ift sayilart kapsasin. Nasil bulabiliriz?

[Omer yanit vermez]

Arastirmaci: Cift sayilarin ortak ozelligine bakabiliriz. Ondan yola ¢ikalim. Ortak
ozellikleri ne idi?

Omer: 2'nin kati olmalart.

Arastirmaci: Tamam dedigini yazalim o zaman. Hangi sembolii kullanalim, 2'nin kati
demissen 2k olur mu?

Omer: Olur.

Aragtirmaci: Bak yukarida yazdigimizi buluruz yine, k yerine 0 koy, k yerine 1 koy, k yerine
2 koy. k yerine hangi sayyi koyarsan koy c¢ift say1 ¢ikryor. Tamam mi?

Omer: Tamam.

Arastirmacu: Peki, tek sayilara bakalim bir de. Tek sayilar hangileri?
Omer: 1,3,5,7

Arastirmaci: Bunlarin ortak 6zelligi ne sence?

Omer: Bunlar da 3'e mi boliiniiyor? Yok béliinmiiyor.

Arastirmaci: Cift sayiyr nasil gosterecegimizi bulduk ya, ¢ift sayilar iizerinden diisiinelim
bunu da mesela.

Omer: Bunlar 2've béliinemiyorlar.

Arastirmaci: Evet, dogru 2've béliinemeyen sayilar tek sayilar, bir de su dikkatimi ¢ekti.
Sayilar tek ¢ift tek ¢ift diye ilerliyor. Yani tek sayilar ¢ift sayilardan 1 sonra geliyor bu
dizilise gore. O zaman tek sayilar icin ¢ift sayilardan 1 fazla olan sayilar da diyebiliriz.
Simdi ben ¢ift sayilara 2k demissem, tek sayilar da onlardan bir sonra gelen sayilar oldugu
icin 2k+1 olur mu?

Omer: Evet olur.
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Arastirmacu: k yerine istedigin sayyi koy simdi, 1 koy, 2k 2 olur, 2k+1 3. Simdi de 4 koy
mesela, 2k 4, 2ktl 5 olur. Yani k'va hangi saywi verirsen ver 2k hep ¢ift, 2k+1 hep tek
ctkar. Tek ve ¢ift saymmin gosteriminde bir sorun var mi simdi?

Omer: Yok. Formiilleri bu imis anladim simdi.

Tek ve c¢ift sayilarin gerek ozelliklerine, gerekse sembolik gosterimlerine yonelik
ylrttilen bu tartismanin ardindan Omer ifadede verilenleri takip ederek ispati
tamamlamistir. Gergeklestirilen uygulamada cebirsel gosterimlerin sik sik tekrar
edilmesine karsin dersi dinlemeyip, derse katihm gostermeyen ogrenciler
sinavlarda ve gorusme sirasinda da cebirsel ifadeleri kullanmada zorlanmaya
devam etmiglerdir. Gergeklestirilen birebir gérismede cebirsel ifadelere yonelik bir
anlatim gergeklestirildigi takdirde, bu anlatimin ardindan o6grenciler ispati
yapabilmis ama goérismenin ilerleyen kisimlarinda bagka sorular Uzerine
konugulurken  cebirsel ifadelerde  tekrar  zorlanabilmig,  gOsterimleri

unutabilmislerdir.

ispat testi 3’'de yer alan 1 ve 2. sorularda da égrenciler dogrudan ispat ydntemini
kullanmalari dogrultusunda yonlendirilmislerdir, bu sorulara verilen yanitlarin

analizinde asagidaki kod sistemi kullaniimistir:

Kod 1. Soru bos birakimis, gerekge sunulmamis veya soru ile

alakasiz/yanhsg olan islemler yapilmis.

Kod 2: Ornek vererek 6énerme dogrulanmis. Bu kod kendi igerisinde ikiye
ayrilmaktadir; tek bir 6rnek ile 6nermeyi dogrulayanlar ve birden ¢ok ornek

kullanarak 6nermeyi dogrulayanlar.
Kod 3: ispat fikri var ama cesitli hatalar nedeniyle ispat tamamlanamamis.

Kod 4: Dogrudan ispat yapilimis.
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Tablo 4.13. ispat testi 3, 1. soruya iliskin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=21) (n =18) (n=39)
f % f % f %
Kod 1 2 9,5 1 55 3 7,7
Kod 2  Tek bir drnek 10 47,6 7 38,8 17 43,6
Cok 6rnek 3 14,3 6 33,3 23,1
Kod 3 1 4,8 2 11,1 3 7,7
Kod 4 5 23,8 2 11,1 17,9

Tablodan da goruldugua Uzere 1. soruyu segen oOgrenciler arasindan A
23,8, 11,71

tamamlamistir. A subesinden % 28,6, B subesinden % 22,2’sinde ise dnermenin

subesindekilerin % B subesinin % ispati eksiksiz olarak

ispatinin nasil yapilacagina dair fikir ve uygulama goérilmektedir (Kod 3 + Kod 4).

B subesinden Derya dnce 6rnek vererek dogruladigi énermeyi (Herhangi bir tek
saylyr 3 ile garpip bu carpima 3 eklerseniz 6’nin kati olan bir sayi elde
edersiniz.) cebirsel

ispatlamaya c¢alismis, olarak tek sayinin gosterimini

yazabilmesine ragmen asagida goruldugu uzere ispati devam ettirememigtir.
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Sekil 4.17. B Subesinden Derya - Kod 3

Gorisme sirasinda ayni énermeyi yeniden ispatlayan Derya daha sonra sinav

kagidinda yer alan eksigi de fark eder:

Arastirmact: Simdi nasil yaptigina bakalim birlikte, dnce érnek vermissin, sonra cebirsel
gosterime ge¢missin ama burada ufak bir hata var. Yaptigin hatay: fark edebiliyor musun?

[Derya cevabini incelemekte]

Arastirmaci: Ben senden bu ifadeyi yeniden ispatlamani istesem suraya [beyaz bir kagid:
gostermekte], bana yeniden ispatlar misin?

Derya: Cebrisel olarak tek saywn, 2k+1 olarak gosteriyorduk.
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Arastirmacu: Evet, dogru, bu dedigini yaz istersen.

Derya: Bunu 3 ile carpicam, bir de +3. ... Once sunlart ¢carparim 3 ¢arpi, 6k olur, +3, bir
de + 3. Once sunlari toplarim, 6k+6 olur.

Arastirmaci: Simdi bu buldugun sayr 6'min kati mi? Yani bu say1 6'va béliiniir mii?
Derya: Evet

Arastirmaci: Nigin?

Derya: 6k, ¢ift sayi ve 6'va boliiniir, +6 var o da 6'va boliiniir. [sonra kendi yaptigina, asil
soru formuna bakar] Aaa burada devam etmemisim, 2k+1 i 3 ile ¢carpip devam etmem
gerekirdi, yapmamigim.

A subesinden Beyza ise 1. sorunun cevabina oncelikle cebirsel gosterimle
baglamis, tek sayiyl x olarak alarak verili iglemi yazmis ama bu sekilde devam
edememigtir. Daha sonra dnermeyi 6rnekle sinama yoluna gecen Beyza cift bir

sayl (12) deneyerek dnermenin yanlis olduguna kanaat getirmistir.

Iispatiarimiz:
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Sekil 4.18. A Subesinden Beyza - Kod 1

Gergeklestirilen gérisme sirasinda kendisine bu soru sorulmus ve vermis oldugu
yaniti tekrar incelemesi istenmigtir. Yapmis oldugu hatay fark eden Beyza

asagidaki diyalogda gectigi Uzere, onermenin ispatini da su sekilde tamamlamistir:

Arastirmaci: Simdi sorulara biraz ayrintili bakarsak, 1. soruda takilmisiz. Birlikte bir

inceleyelim istersen; soruyu ve cevabini bir incele, nerede takildigini gorebilecek misin
bakalim?

[Beyza kdagidini inceler]

Beyza: Ben burada sanirim karsi érnek vermeye ¢calismisim.
Arastirmaci: Kullandigin ornekleri bir incele

Beyza: 3 demigim, I ve 12 demisim.

Arastirmaci: Aldigin érnekler uygun mu ifadeye? Ifade ne diyor, nasil bashyor? "her hangi
bir tek sayy ..."

Beyza: Ama ben ¢ift almisim, bu da kati olmadig icin yanls olmus.

Arastirmaci: Peki, bu birinci soruyu simdi senden ispatlamani istesem, yapar misin?
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Beyza: Tabii, dogrudan ispat yontemini kullanicam. [der ve kagida yazmaya baslar] Her
hangi bir tek sayi, o zaman 2n+1 derim. 3 ile ¢carpip, 3 ¢arpt 2n+1, bu ¢arpima 3 ekle...
Esittir 6'min kati olan bir sey, 6n gibi mi olur? Sanirim.

Arastirmaci: Sana séylenen islemi bir yap bakalim.

Beyza: 6n+ 3 yine +3 oluyor, 6n + 6 oldu.

Arastirmac: Ifade bu buldugun sayimn 6 'min kati oldugunu iddia ediyor, 6'nin kati mi?
Beyza: Evet.

Arastirmaci: Nigin?

Beyza: Ciinkii hem 6n var, hem de ona 6 eklemisiz. Tamam, ikisi de 6'min kati, o yiizden
ifade dogru.

Arastirmaci: Evet, iste dogrudan ispati yapmis oldun bu sekilde. Peki, ashinda burada
cebir kullanmaya calismigsin ama devam edememissin, bir yerde ufak bir hata olmus,
sonra oérnege gecmissin. Yaptigini bir incele istersen, nerede hata yapmissin?

Beyza: Tek sayiyi gosterememigim, o yiizden de devam edemedim. 3x+3 ¢ikmisti o da 6'va
boliiniir mii belli degildi.

Ispat testi 3, 2. soruda da 6grencilerin drnek vererek dogrulama egilimleri devam

etmistir.

Tablo 4.14. ispat testi 3, 2. soruya iliskin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=23) (n =20) (n=43)
f % f % f %
Kod 1 2 8,7 - - 2 4.7
Kod 2  Tek bir 6rnek 7 30,4 5 25 12 27,9
Cok 6rnek 5 21,7 8 40 13 30,2
Kod 3 - - 3 15 3 7
Kod 4 9 39,1 4 20 13 30,2

Bu soruyu secen ve drnek vererek dogrulayan dgrencilerle yapilan gérismede bu
ogrencilerin 6nemli bir kisminin drnek vererek dogrulamayi ispat olarak kabul
ettikleri ve cebiri anlama ve uygulamada sorun yasadiklari gézlenmistir. Ornegin B
subesinden Aynur, tek bir 6rnek vererek dogruladigi dnermeyi cebirsel olarak da
ifade etmeye c¢alismis ama dogru sembolik gosterimleri segemedigi igin sadece

kullandigi 6rnege bagh kalarak 6nermenin dogrulugunu savunmustur.
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Sekil 4.19. B Subesinden Aynur - Kod 2

Bu soruyu secgen 43 o6grencinin % 30,2'si dnermenin ispatini eksiksiz olarak
yaparken, ispat fikrine sahip (Kod 4 ve Kod 3) d6grencilerin orani % 37,2'ye
cikmaktadir. A subesinden ispati eksiksiz gergeklestiren 6grencilerden birisi olan
Deniz tek ve cift sayilarin cebirsel gosterimini animsayabilmek igin sayilari
siralayarak tek ve c¢ift sayilar arasindaki iligskiyi oncelikle dugsinmus ardindan da

ispatl asagidaki sekilde tamamlamistir.
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Sekil 4.20. A Subesinden Deniz - Kod 4

Sinavda 6rnek vererek dogrulama yapan ve yaniti Kod 2'de yer alan Gizem (B
subesi) ile 6rnekle dogrulama ve ispat arasindaki fark gérismenin ilk kisimlarinda
tartisiimisti. Bu soruya gelindiginde Gizem oOnceki tartismalarin etkisi ile soruya

genellenebilir bir yargiya ulagmak Uzerinden yaklagmistir:
Gizem: Yine genellestirmeden gideriz cebirsel olarak. Mesela bir tek ve bir ¢ift sayy
topladigimizda her zaman tek sayi elde ederiz. Tek sayt dedigimizde mesela, 3a olsa, yok...
Aragtirmaci: Nasil gosteriyorduk tek sayilari? Cift sayilar iizerinden diisiin.
Gizem: Cift sayilardan her zaman 1 fazla olan sayilar olabilir.

Arastirmaci: Evet. 3a demistin ya, onu bir diisiinelim mesela. a yerine 2 verelim, ne oldu 3
carpi 2, 6 eder, ¢ift sayt oldu.

Gizem: Hu, evet olmaz. 2a ¢ift olur, bir fazlast da 2a+1. Buraya oyle mi yazayim?
Arastirmaci: Evet, yaz bakalim.

Gizem: 2a [kagida da yazar]
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Arastirmacu: Peki, bu yazdigin ne oldu?

Gizem: Cift say.

Arastirmaci: Bir de senden tek sayi yazmanzi istiyor degil mi?
Gizem: O da 2a+1 olur [yazar].

Arastirmaci: Soru bize bir tek sayt bir de ¢ift sayi al diyor, sen bu sayilart aldin, bunlari
topla diyor, bir topla bakalim.

Gizem: 3a, yok ne yaptim ben...

Arastirmaci: Aldigin tek ve ¢ift sayiyr yan yana diizgiince yazarak topla istersen. Nasil
topluyorduk benzer terimleri toplayip, benzemeyenleri yan yana yaziyorduk arti isareti ile
degil mi?

Gizem: 4a arti 1 olur.

Aragtirmaci: Tamam, peki bu sayi sence tek sayr midir? Cift sayr midir?

Gizem: Tek.

Arastirmacu: Nigin?

Gizem: [ verdim mesela 5 ¢ikiyor.

Arastirmaci: [fadenin savundugu seyi bulmus olduk mu?

Gizem: Evet her zaman tek sayidir diyordu, tek sayr bulduk biz de.

Cebirsel gosterimleri kullanmakta ilk etapta bir miktar bocalayan Gizem ufak bir
yonlendirme ile ispati tamamlayabilmistir. Buna karsin 4a+1 sayisinin tek ya da gift

say! olup olmadigini yine a sembollne sayisal 6érnek verip deneyerek bulmustur.

ispat testi 2 Grup 1'de yer alan sorular ile ispat testi 3'te yer alan 1. ve 2. sorular
birlikte degerlendirildiginde 6grencilerin 6nemli bir bolimundn o6rnek vererek
dogrulama egiliminde oldugu godzlenmektedir. Bu 6grenciler cebiri anlama ve
uygulamada sorun yasamaktadirlar. Bu egilime kargin 6grenciler % 17,9 ile % 30,2
arasinda degisen bir oranda verilen onermeleri eksiksiz olarak ispatlayabilmigtir.
Bu oran cesitli hatalar nedeniyle ispati tamamlayamayan ama dogrudan ispata
yonelik fikri olan 6grencileri de hesaba kattigimizda % 25,6 ile % 37,2 duzeylerine

cikabilmigtir.

4.2.2.2. Ogrencilerin Karsi Ornek Vererek ispat Yéntemine iligkin
Beceri ve Performanslari

Bu baslik altinda ispat testi 2 Grup 2'de yer alan soru ile ispat testi 3'de yer alan 5

ve 6. sorular incelenecektir.
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ispat Testi 2'de, Grup 2 bashigi altinda 6grenciler énermeyi karsi érnek vererek
ispatlamalari  dogrultusunda yonlendirilmistir. Ogrencilerin  verdikleri yanitlar

asagidaki kod sistemi kullanilarak degerlendirilmigtir:

Kod 1: Soru bos birakiimig, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz

islemler yapilmis.
Kod 2: ifadenin dogru oldugu disinilerek gesitli sekillerde savunulmus.

Kod 3: Karsi 6rnek vererek ispat yapiimis.

Tablo 4.15. ispat testi 2, 2. Gruba iliskin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=27) (n=21) (n =48)
f % f % f %
Kod 1 5 18,5 7 33,3 12 25
Kod 2 4 14,8 4 19 8 16,7
Kod 3 18 66,6 10 47,6 28 58,3

Her iki subede de o6grencilerin buyuk bir kismi 2. soruyu secgerek ispatlamaya
calismistir. Verili sorular igerisinden A subesinden 21 6grenci 2. soruyu, 5 6grenci
1. soruyu sec¢mis, bir 6grenci soruyu bos birakmistir. B subesinden ise 16 dgrenci

2. soruyu, 4 6grenci 1. soruyu segmis, bir 6grenci ise soruyu bos birakmigtir.

Ogrencilerin verdikleri yanitlar incelendiginde, her iki subede de &grencilerin
onemli bir bolumunun kargi o6rnek vererek segtikleri dnermeyi ispatladiklar
gOrulmektedir, bu oran tum o6grenciler dikkate alindiginda % 58,3'dur. Yalniz bu

oran A subesinde kayda deger bir sekilde daha yuksektir.

Diger taraftan bazi 6grenciler (her iki subede de dérder 6grenci) denedikleri tek bir
ornek 6nermeyi dogruladidi igin sectikleri Gnermenin dogru oldugunu savunmuslar,
soruda sectikleri dnermeyi kargl 6rnek vererek ispatlamalari istendigi halde bu
yonteme yonelik bir uygulama gerceklestirmemislerdir. Ornegin B subesinden
Tuna sectigi dnermenin (Tidm n tamsayilan igin, n° 2 n? dir.) dogru oldugunu

asagidaki gibi savunmaktadir:
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b. Ispat yaparken karg: Srnek vercerelk ispat yontemini kullanmalta
zorlaniyorsaniz, segtiginiz ifadeyi kendinizcece nasil ispatlarsiniz?

o

N

oz

Sekil 4.21. B Subesinden Tuna - Kod 2

Sinavda tek bir 6rnek deneyerek dnermeyi dogrulayan Tuna gorisme sirasinda ilk
anda verdigi yanitin dogru oldugunu savunmus, ardindan da bagka bir ornek
denemesi dogrultusunda yonlendirilmistir. Bu ydnlendirme ile soruda ifade edilen

ispat yontemi kendisine asagidaki sekilde sorgulatiimistir:
Arastirmaci: Simdi baska bir say1 daha denesen, mesela -1. -1'in tigtincii kuvvetini alsan,
nasil yaparsin?
Tuna: Ug tane -1 ¢arparim. -1 olur.
Arastirmaci: -1'in ikinci kuvvetini alsan bir de, ne olur?
Tuna: 1 olur.
Aragtirmaci: Peki, bu yaptigina gére ifade dogru mu?
Tuna: Yok, yanls.

Aragtirmaci: Sen sinavda 3'i denemigsin ifade dogru ¢itkmis, simdi -1'i denedin yanlis ¢ikti.
Bu durumda ifade dogru mu yanls mi sence?

Tuna: Yanlis, bu son ornek her zaman dogru olmadigini gésterdi.

Arastirmaci: Peki, sana en basta karst ornek vermek ne demek diye sormustum, sen de o
dogru diyorsa yanls oldugunu gésteren bir drnek vermek demistin. Bu soruyu yaparken
bunun farkinda miydin? Ciinkii yanls oldugunu gostermeye ¢alismamigsin.

Tuna: Yok o an aklima gelmedi. O yiizden b sikkina yaptim sanirim.

Genel olarak sinav esnasinda soruda verilen ispat yontemlerine yonelik bir
farkindallk ortaya koymayan Tuna, goérisme sirasinda daha basarili bir
performans ortaya koymus, gorismeci ile tartisarak yukaridaki 6rnekte goéruldagu
uzere dogru sonuca ulasabilmistir. Gerek uygulama sonrasi girdikleri sinavlar,
gerekse gergeklestirilen bu goérismeler de ispat 6gretim slrecinin birer bileseni

seklinde etki yaratmistir.
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Karsl ornek vererek yapilan ispatlarda bazi 6grencilerin segtikleri Gnermeyi 6nce
cebirsel olarak ifade ettikleri, onermede yer alan ifadeyi bu sekilde gosterdikten
sonra drnek vererek énermeyi cirittiikleri de gdézlenmistir. B subesinden ilayda bu

ogrencilerden birisidir:
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Sekil 4.22. B Subesinden llayda - Kod 3

Bu egilimde olan dgrencilerde de sinav esnasinda ispat yonteminin adina yonelik
bir farkindalik olmadigi goézlenmektedir. Gorisme sirasinda kendisine ispat
yaparken nigin ilk énce cebir kullandigi sorulan ilayda, “Cebirle denedim, ¢iinkii
cebirle biitiin sayilar icin genel bir yargiya ulasiyorduk. Ornek ¢ok da dogru olmaz
diye cebir kullandim. Ama buldugum sonucu 4’e bbélemedim. Sonra &rnek
tizerinden disindim ve yanlis oldugunu gérdim.” seklinde bir acgiklamada
bulunmustur. ilk olarak énermenin dogrulugunu ispatlayacagini disiinen ilayda,
cebir kullanarak ispata baslamig, ilerleyememis, daha sonra denedigi ornek
Uzerinden 6nermenin yanlis oldugunu fark etmistir. Soruda "karsi 6rnek vererek
ispat yontemi" adlandirmasini gordugunde onermenin yanlis olacagi ¢ikariminda
bulunmamig, 6nermeyi dogru ya da yanhs oldugunu gormek igin ispata
baslamigtir. Sinavlar sirasinda 6grencilerin ispat yontemlerinin adlarina yonelik
farkindaliklarinin disuk oldugu gdézlenmistir. Bu da ispat yontemlerine ydnelik
adlandirmanin uygulamanin son haftalarinda, yontemlere yonelik hatirlatmalarda
bulunulurken yapilmis olmasinin etkili ve &gretici bir tercih olmadigini
gOstermektedir. Yontemlere yonelik adlandirma daha erken sureglerde, ispat

yontemleri sinifta ilk ele alindig1 anlarda yapilabilirdi.

ispat testi 3'de yer alan 5 ve 6. sorularda da &grenciler karsi érnek vererek ispat
yontemini kullanmalari dogrultusunda yonlendirilmislerdir. Bu sorular i¢in asagidaki

kod sistemi kullaniimigtir:

124



Kod 1: Soru bos birakilmig, gerek¢ce sunulmamig veya soru ile alakasiz

islemler yapilmis.
Kod 2: ifadenin dogru oldugu diisiiniilerek cesitli sekillerde savunulmus.

Kod 3: Karsi 6rnek vererek ispat yapiimis.

Tablo 4.16. ispat testi 3, 5. soruya iliskin bulgular; " iki sayinin karelerinin toplami
her zaman ¢ift sayidir."”

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=21) (n =20) (n =41)
f % f % f %
Kod 1 1 4,8 2 10 3 7,3
Kod 2 4 20 4 9,8
Kod 3 20 95,2 14 70 34 82,9

Tablo 4.17. ispat testi 3, 6. soruya iliskin bulgular; " a sayisi (b + ¢)’yi tam bdlen bir
sayl olsun. Bu durumda a sayisi hem b, hem de ¢ sayisini tam
olarak bolen bir sayidir."

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=2) (n=28) (n =10)
f % f % f %
Kod 1 - - 1 12,5 1 10
Kod 2
Kod 3 2 100 7 87,5 9 90

Her iki subenin karsi érnek vererek yapilan ispatlardaki basari diuzeyi oldukca
yUksektir. Bu oran bu sorulari segen tum &grencilerde 5. soruda % 82,9, 6.
soruda % 90'dir. Ayni ispat yontemi ile ispatlanacak bu iki soru igerisinden
ogrenciler 5. soruyu yogunluklu olarak seg¢mis, buna karsin 6. soruyu segen
dgrenci sayisi oldukca az olmustur. Ogrencilerle yapilan gériismelerde onlara bu
sekiz Onermeden dordunu secgerken neye dikkat ettikleri de sorulmustur.
Ogrencilerin ¢ogu sorulari segerken énermenin kolay ve anlasilir olusuna, Usli
sayllar, esitsizlik gibi 6onermeyi zorlastirdigini duastndikleri matematiksel
gOsterimleri icerip icermedigine dikkat ettiklerini soylemiglerdir. Bu iki sorunun
secimini belirleyen temel etken de ispatlanacagi yontem degil, onermenin

ogrencilere kolay ve anlasilir gelip gelmeyisi olmustur.
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B subesinden 5. soruda verilen dnermenin dogruluk degerinin yanlis olmasina
ragmen, onermeyi dogru olarak kabul eden 4 6grenci 6nermeyi tek bir drnekle
deneyerek dogrulamiglardir. Ayse denedigi tek bir 6rnegin genellenebilir bir yargi

sunacagini dugtnerek bu hataya dusen ogrencilerden birisidir.
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Sekil 4.23. B Subesinden Ayse - Kod 2, 5. soru

A Subesinden Sude ise ayni dnermeyi once cebirsel olarak ifade ederek, su

sekilde ispatlamistir:
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Sekil 4.24. A Subesinden Sude - Kod 3, 5. soru

Sude'nin bu yanitinda da goézlendigi Uzere hazir bulunusluk testinde sembolik
gOsterimleri  kullanmayan o6grenciler, gerceklestiriien uygulamanin ardindan

cebirsel ifadeleri daha ¢ok kullanmaya basglamistir.

Kargi ornek vererek ispat yonteminin kullanildigi sorularda o6grencilerin ispati
yapma oranlari oldukca yuksektir. Buna karsin bazi sorularda, soruda kullanilacak
ispat yonteminin verilmesine ragmen oOgrenciler kargi ornek verme egiliminde
bulunmamig, denedikleri bir drnegin ifadeyi dogrulamasiyla yetinerek dnermenin
dogru oldugunu savunmuslardir. Bu oran oldukga dusuktir, % 0 ile % 16,7
arasinda degismektedir. Bu oOgrencilerde ispat yonteminin ismine yonelik bir

farkindalik olmadidi1 gdzlenmektedir.
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4.2.2.3. Ogrencilerin Tiiketerek ispat Yoéntemine iliskin Beceri ve
Performanslari

Bu baglik altinda ispat testi 2 Grup 3’te yer alan soru ile ispat testi 3'te yer alan 3

ve 4. sorular incelenecektir.

ispat testi 2’de, Grup 3 basligi altinda 6grenciler dnermeyi tiiketerek ispat
yontemini kullanarak ispatlamalari dogrultusunda ydnlendirilmistir. Ogrencilerin

verdikleri yanitlar asagidaki kod sistemi kullanilarak degerlendirilmigtir:

Kod 1: Soru bos birakiimig, gerekge sunulmamig veya soru ile alakasiz,

yanlis islemler yapilmis.

Kod 2: Sadece birka¢ sayl denenmis, kimedeki tim elemanlar denenip

tuketilmemis, 6érnekle dogrulama yapilmis.

Kod 3: Tulketerek ispat yontemi uygulanmigs ama 6onermenin hatali
gecirilmesi veya islem hatasi gibi nedenlerle yanlis sonuca ulagilimis, bagka

bir onerme ispatlanmis.

Kod 4: Tuketerek ispat yapilmis.

Tablo 4.18. ispat testi 2, 3. Gruba iligkin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligskin kodlar (n=27) (n=21) (n=48)
f % f % f %
Kod 1 4 13,8 10 47,5 14 29,2
Kod 2 13 48,1 7 33,3 20 41,7
Kod 3 4 14,8 - - 4 8,3
Kod 4 6 22,2 4 19 10 20,8

Grup 3 icerisinde yer alan sorulardan A subesinden 17 6grenci 1. dnermeyi, 8
ogrenci 2. dnermeyi segmis, 2 6grenci soruyu bos birakmigstir. B subesinde ise 11
ogrenci 1. onermeyi, 7 ogrenci 2. onermeyi se¢mis, 3 ogrenci soruyu bos

birakmigtir.

Kodlarin frekans dagilimina bakildiginda, tiketerek ispat ydntemini uygulamis
ama cesitli nedenlerle ispati tamamlayamamis &grencileri de (Kod 3) danhil
ettigimizde, A Subesi dgrencilerinin B Subedeki 6drencilere oranla tuketerek ispat

mantigini daha ¢ok uyguladiklari gézlenmektedir. A subesindeki dgrencilerin %
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37'si, B subesindeki ogrencilerin % 19'G tuketerek ispat yontemi mantigini

uygulamiglardir.

A subesinden Berk, 2. énermeyi (Bir sayinin karesinin birler basamagindaki
rakam, her zaman {0,1,4,5,6,9} kiimesinin bir elemanidir.) secgerek ispatlayan
tek 6grenci olmustur. Gorusme sirasinda gergeklestirdigi ispati anlatmasi istenmis,
bu anlatim sirasinda her hangi bir sayinin karesinin birler basamagini, o sayinin

birler basamaginin karesinin belirleyecegdini su sekilde belirtmigtir:

Berk: Soyle bir diisiinceye sahiptim ashinda, bir sayimn birler basamagi zaten bu
rakamlardan olusur. Tek tek onlarda denesem, 1028'in karesini alsam zaten oradaki 8
rakami ona etki edecek, sonucun birler basamagina yani. O yiizden sadece birler
basamagina baktim.

Berk’in birler basamagini olusturan rakamlarin karelerini tek tek inceleyerek

gerceklestirdigi tuketerek ispat su sekildedir:

a. Sectiginiz ifadeyi tiiketerek ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.
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Sekil 4.25. A Subesinden Berk - Kod 4

Yine A subesinden Eylem ise tuketerek ispat yontemi mantigina uygun olarak
kimedeki elemanlar tek tek denemis, buna karsin sectigi onermede (A =
{1,2,3,4,5} ve n sayisi A kiimesinin bir elemani ise, n’>-n+ 11 sayisi her
zaman asal sayidir.) yer alan matematiksel gosterimi kendi yanitina yanls
aktardigi icin ( "n® — n + 11" yerine "n®> — 1 + 11" yazmistir) ispati dogru olarak

tamamlayamamig, 6nermenin yanls oldugunu savunmustur.
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b. Ispati yaparken tiiketerek ispat yontemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?

Sekil 4.26. A Subesinden Eylem - Kod 3

Yapilan gorusmede bu soruya gecilmeden Once 6grencilere "tUketerek ispat"
denildiginde akillarina ne geldigi de sorulmustur. Bu soruya verdigi cevap dikkate
alindiginda, sinav esnasinda da adi gecgen ispat yontemine yonelik bir farkindalik
tagimadigini ifade eden A subesinden Omer sectigi dnermenin (A ={1,2,3,4,5} ve
n sayisi A kiimesinin bir elemani ise, n° — n + 11 sayisi her zaman asal
sayidir.) ispatini eksiksiz olarak tamamlamistir. Buna karsin verdigi yanitin
tuketerek ispat olup olmadigindan emin olmadigi i¢in yanitini b gsikkina yapmistir.

Gorusme sirasinda bu durum da kendisine sorulmustur:

Omer: Hocam ben burada, hani siz tiiketerek ispat demissiniz ya onu ¢ok bilemeden
yaptim. O yiizden b sikkina yaptim.

Arastirmaci: Ama acaba senin burada yaptigin tiiketerek ispat olabilir mi? Evet sen
tiiketerek ispati bilmeden yapmissin ama gel birlikte yaptigini inceleyelim. Soruda bir A
kiimesi verilmis ve n sayisi bu kiimenin bir elemani demis.

Omer: Ben de o yiizden o kiimedeki sayilart denedim. n sayisi bu kiimedekiler olabilirdi
ancak. Tek tek o sayilari denedim ben de. Ashinda evet deneyerek tiiketmis oldum bu
kiimeyi. Ama bu da biraz érnekleme gibi ben o yiizden emin olamadim ispat mi diye.

Aragtirmaci: Evet, ama bu soruda kullanacagin kiime sana verilmis zaten. Artik ifadede
iddia edilen sey tiim sayilar i¢in dogru olmak durumunda degil. Soru ne diyor bu kiime i¢in
dogru diyor. O yiizden tiim sayilar genellemeye ulasmamiza gerek yok.

Omer: Dogru. O zaman bu da ispat.

Omer’in sectigi 6nerme icin gerceklestirdigi ispat su sekildedir;
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b. Ispati yaparken tiiketerek ispat yéntemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sec¢tiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?
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Sekil 4.27. A Subesinden Omer - Kod 4

Ogrencilerin 6nemli bir bolimi (% 41, 7’si) dnermeyi kiime igerisinden 1 ya da 2
ornek deneyerek (Kod 2) dogrulama egilimi gostermigtir. Gorusmede bu
ogrencilerle verdikleri yanit Gzerine konusulmus, yonteme yonelik bir farkindalik
gorusme sirasinda geligtirimeye calisiimistir. B subesinden Derya verdigi yanitta
sadece 3 sayl 6rnedi deneyerek dnermenin dogru oldugunu savunmustur. Bu soru
disinda, sinavlarda yer alan higbir tiketerek ispat sorusunu yanitlama tercihinde
bulunmayan Derya ile 6nermenin (A = {1,2,3,4,5} ve n sayisi A kiimesinin bir
elemani ise, n°>— n + 11 sayisi her zaman asal sayidir.) ispatina gecilmeden
once yonteme ve dnermenin igerdigi anlama ydnelik bir tartisma yaratalmustar. Bu
tartisma ve tartismanin ardindan Derya’nin yonteme iligkin gelistirdigi yaklasim su

sekildedir:
Aragtirmaci: n sayisi A kiimesinin bir elemani olsun deniyor soruda. A kiimesi nelerden
olusuyor?
Derya: 1,2,3,4,5
Arastirmacu: Peki, bu durumda sence n sayist 10 olabilir mi?
Derya: Hayrr.
Arastirmaci: Nigin?
Derya: Ciinkii burada [A kiimesini gésteriyor] 10 yok.
Arastirmacu: Evet, dogru, peki bu durumda n hangi sayilar olabilir?
Derya: A kiimesindeki, 1 - 5 arasindaki sayilardan olabilir.

Arastirmacit: Tamam, ne demis olduk, n bu kiimenin bir elemani olsun. Daha sonra su
islemi yaptirtyor; n'in karesini al, kendisini ¢ikar ve 11 ekle. Bu iglemi yaptiginda buldugun
sayt her zaman asal sayidr demis. Sanirim soruyu anladik.

Derya: Evet.
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Arastirmaci: Peki, bu ifade icin tiiketerek ispat ne demek olabilir? Biz neyi tiiketebiliriz
ispat yaparken?

Derya: Bu soruda sadece 1 - 5 arasindaki sayilart deneyecegim. Her zaman dedigi i¢in n
yerine A kiimesindeki tiim sayilari koyacagim. Oyle yapacagim ispati. Simdi anladim.

Yine ayni subeden Gizem ise tek bir 6érnek deneyerek 6nermenin dogrulugunu
savunmustur. Soruya iliskin tartismaya gecmeden 6nce kendisine tlketerek
ispatin ne demek oldugu soruldugunda, yontemin adindan ve Grup 3’de yer alan
sorulardan yola c¢ikarak “Sirayla giden, yani sirayla elenen, biten... Sinirli bir
kiimemiz var, o kiimeyi sirayla deniyoruz. Hani buradaki soruda da kiime verilmig
mesela.” tanimlamasinda bulunmustur. Onunla da verdigi yanit Uzerinden bir
tartisma yuratalmastar:

Arastirmaci: Senin yaptigina bakiyorum da sen sadece bu kiime icerisinden 3'ii denemissin

burada. 1, 2, 4 veya 5'i niye denemedin?

Gizem: O an tek bir ornegin yetecegini diisiindiim. Sorunun dogrulugunu bu sekilde ortaya
ctkarmaya ¢alistim.

Arastirmaci: Peki, simdi bu ispati yapmani istesem, sen yine 1 ya da 2 drnek mi denerdin?

Gizem: Yok tiiketerek ispat dedik ya, o yiizden hepsini denerdim.

Gorusme sirasinda yukaridaki érneklerden de gorildiugu tzere Kod 2’de yer alan
bazi ogrenciler kolaylikla yonteme iliskin dogru yanitlar Uretebilmis ve ispati
tamamlayabilmigtir. Sinavda nigin bu performansi gostermedikleri soruldugunda
ise 0 an ¢ok ayrintili dusunmedikleri gerekgesini sunmuslardir. Buna kargin bu
grupta yer alan 6grencilerin bazilarinda ise yonteme iliskin farkindaliga daha zor
ulasilabilmistir. Bu sorudan dnce gerek ispat Testi 1, gerekse daha dnceki sorulara
dair gerceklestirilen tartismalarin etkisi ile Tuna (B subesi) tek bir ornek
kullanmaya en basta supheci yaklasmigs ama daha sonra bagka bir yaklagsim
gelistiremediqi icin ornekle dogrulama israrini surdirmeye devam etmistir:

Arastirmact: Grup 3'te 1. ifadeyi segmigsin, burada hangi sayilar vermis sana?

Tuna: 1, 2, 3, 4,5.

Arastirmact: Tamam, bu kiimeye gore n sayist 6 olabilir mi mesela?

Tuna: Yok olmaz, kiimede yok.

Arastirmaci: Sen bu ifadenin ispatinda kiimede yer alan tek bir érnegi denemigsin. 2'yi
denemissin. Bu denemene gore ifade dogrudur demigsin. Bu tek bir deneme ispat igin
yeterli mi sence?

Tuna: Bence degil. Belki tek sayida yanls ¢ikabilirdi.
Arastirmacu: Peki, bu ifadeyi simdi ispatlamani istesem senden, nasil yaparsin?

Tuna: Bu yaptigim gibi, ya da 2 degil de 3'ii denerdim.
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Arastirmacu: 3'%i denemen yeterli olur mu peki?

Tuna: Yeterli bence.

Arastirmaci: Peki ya 5'i denediginde dogru ¢ikmazsa, ya da 4'i...
Tuna: O zaman bir ¢ift bir de tek say: denerim. Yeterli olur.

Arastirmaci: Ama yine hep ayni noktaya geliyoruz, elimizde icinde sonlu sayida eleman
bulunan bir kiime var ve verilen ifadedeki iddia bu kiimenin tiim elemanlari icin gegerli
olmali diyor. Sen kiimenin hepsini degil de birkag elemanini denersen tiim kiime icin bir
genellemeye ulagmis olur musun?

Tuna: Bilmem, belki olur.

Arastirmaci: Ama bu durumda da belki ifadeyi yanlhslayacak rnegi denememis olma
ihtimalin kaliyor geride. Yani tiim kiime i¢in bir genellemeye ulagmis olmuyorsun aslinda
¢linkii senin denemedigin elemanlar i¢in ne sonug ¢ikacak bilmiyorsun.

Tuna: Dogru.

Arastirmaci: Bu yiizden tiiketerek ispatta aslolarak yapimasi gereken sey tek tek tiim
elemanlar: denemek, deneyerek kiimeyi tiiketmek...

Tuna: Deneyeyim mi simdi?

Arastirmacu: Olur.

[Tuna tek tek denemeye baslar ve hepsinde ifade dogrulanir]
Aragtirmaci: Peki, emin olmak icin sence hepsini denemek gerekir mi?

Tuna: Gerekli, yapilabilirmis ashinda.

Tlketerek ispati daha sonra “sorunun verdigi sayilari, kiimede olanlari eleyerek,
azaltarak” yapilan ispat olarak tanimlayan Tuna 6rneginde goéruldagu Gzere, bazi
ogrencilerde ispat ve ispat yontemlerine yonelik farkindalik daha yavas ve zor

gelisebilmigtir.

ispat testi 3'de yer alan 3 ve 4. sorularda da égrenciler tiiketerek ispat yéntemini
kullanmalari dogrultusunda yonlendirilmislerdir. Bu sorularin analizinde asagidaki

kod sistemi kullaniimistir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz,

yanlis islemler yapiimis.

Kod 2: Sadece birka¢ sayl denenmis, kimedeki tim elemanlar denenerek

tuketilmemis.

Kod 3: Tuketerek ispat yontemi uygulanmig ama O©nermenin hatali
gecirilmesi veya islem hatasi gibi nedenlerle yanlis sonuca ulasiimig, baska

bir Gnerme ispatlanmis.

Kod 4: Tuketerek ispat yapilmis.
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Tablo 4.19. ispat testi 3, 3. soruya iligkin bulgular; " n, {1,2,3,4} kiimesinin bir

elemanidir, bu durumda her zaman (n + 2)2 = 32 dir."

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iligkin (n =6) (n=9) (n=15)
kodlar t % f % T %
Kod 1 1 16,6 2 22,2 3 20
Kod 2 2 22,2 2 13,3
Kod 3 2 22,2 2 13,3
Kod 4 5 83,3 3 33,3 8 53,3

Tablo 4.20. ispat testi 3, 4. soruya iligkin bulgular; " n, {4,6,8,10,12} kiimesinin bir
elemani olsun, bu kosulu saglayan tiim n sayilan iki asal sayinin
toplami seklinde yazilabilir."”

Coziime iligkin A Subesi B Subesi Toplam
kodlar (n=6) (n=6) (n=12)
f % f % f %
Kod 1 1 16,6 3 50 4 33,3
Kod 2
Kod 3 - - 1 16,6 1 8,3
Kod 4 5 83,3 2 33,3 7 58,3

Tuketerek ispat yonteminin yer aldigi sorular genel olarak az sayida ogrenci
tarafindan secilmistir. Buna karsin A subesindeki 6grencilerin gerek 3, gerekse 4.
sorudaki ispat yapma duzeyleri oldukga yuksektir (% 83,3). B subesinde ise

tuketerek ispat fikrinin kullanildigi yanitlar %50'ye ulasmaktadir.

ispat testi 2'deki tiiketerek ispatin yer aldigi sorulara benzer bir sekilde Kod 2'de
yer alan dgrenciler, bir ve ya iki sayl 6rnegi deneyerek, kimedeki tim elemanlari
denemeden 6nermenin dogruluguna ulastiklarini disunmuslerdir. B subesinden

Tuna bu 6grencilerden birisidir:
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Sekil 4.28. B Subesinden Tuna - Kod 2, 3. soru

Kod 3'te yer alan 6grenciler ise tiketerek ispat mantigini kullanmalarina ragmen
ya 3. sorudaki onermeyi kagida yanlis gegcirdikleri igin bagka bir dnermenin ispatini
yapmislardir, ya da 4. soruda kimedeki sayilari asal iki sayinin toplami seklinde
yazmakta zorlandiklari igin ispati tamamlayamamiglardir. Ozer ispati bu nedenle

tamamlayamayan 6grencilerden birisidir;
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Sekil 4.29. B Subesinden Ozer - Kod 3, 4. soru

B subesinden Yeliz ise ayni kiimede gecerli olmak iizere (n + 2)> > 32
esitsizliginin  degil, (n+ 2% >3 esitsizliginin dogrulugunu ispatlamistir.
Gergeklestirilen gorismede yanitini inceleyen Yeliz, dnermeyi sayfaya aktarirken
yaptigr hatayi fark etmis ve hemen ardindan dogru olan Onermenin ispatini

gerceklestirmistir.
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Sekil 4.30. B Subesinden Yeliz - Kod 3, 3. Soru

Tuketerek ispati eksiksiz olarak tamamlayan Beyza ise 4. soruya asagidaki gibi bir

yanit Uretmistir:
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Sekil 4.31. A Sﬁlh)es'indien

Tuketerek ispat yontemi

Ia:éyza -

Kod 4, 4. soru

kullanilarak  ispat yapilan  sorular birlikte

degerlendirildiginde 6grencilerin tuketerek ispat yontemi ile ilgili sorularn tercih

etme ve ispatlama oranlar disiik oldugu gozlenmistir. ilk soruda tiiketerek ispat

mantigini kullanan 6égrencilerin orani (Kod 3 + Kod 4) % 29,1 iken bu oran diger

sorularda artsa da bu mantiga sahip d6grencilerde sayica bir artis yasanmamisgtir.

4.2.2.4. Ogrencilerin Durum Yolu ile ispat Yéntemine iligkin Beceri

ve Performanslari

Bu baslik altinda ispat testi 2 Grup 4’te yer alan soru ile ispat testi 3'te yer alan 7

ve 8. sorular incelenecektir.
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ispat testi 2'de, Grup 4 basligi altinda égrenciler dnermeyi durum yolu ile ispat
yontemini kullanarak ispatlamalari dogrultusunda yénlendirilmistir. Ogrencilerin

verdikleri yanitlarin degerlendiriimesinde kullanilan kod sistemi su sekildedir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz,

yanlhs iglemler yapilmis.
Kod 2: ifade’nin yanlis oldudu gesitli sekillerde savunulmus.
Kod 3: ifade 6érnek vererek dogrulanmis.

Kod 4: Durum yolu ile ispat yapilmis.

Tablo 4.21. ispat testi 2, 4. Gruba iliskin bulgular

A Subesi B Subesi Toplam

Coziime iligskin kodlar (n=27) (n=21) (n=48)
f % f % f %
Kod 1 13 48,1 11 52,3 24 50
Kod 2 3 11,1 4 19 7 14,6
Kod 3 Tek bir 6rnek 2 7,4 3 14,3 5 10,4
Cok dérnek 8 29,6 3 14,3 11 22,9
Kod 4 1 3,7 - -- 1 2,1

Grup 4 igerisinde yer alan sorulardan A subesinde 13 6grenci 1. soruyu, 7 6grenci
2. soruyu sec¢mis, 7 6grenci ise soruyu bos birakmistir. B subesinde ise 9 dgrenci
1. soruyu, 6 6grenci 2. soruyu secmis, 6 6grenci soruyu bos birakmistir. Bu soruda
ogrencilerin bu soruyu bos birakma orani (toplamda 13 6drenci) diger sorulara

gOre daha c¢oktur.

Son test 2 igerisinde 6grencilerin en ¢ok zorlandigi soru bu olmustur. Her iki
subede de 6grencilerin dnemli bir béluma, tim égdrencilerin % 50'si bu soruyu ya
bos birakmis, ya énermeyle ilgisi olmayan islemler yapip soruyu gegcistirmis, ya da
sectikleri dGnermenin neden dogru olduguna yonelik bir gerekge sunamamiglardir

(Kod 1). B subesinden Bahar bu 6grencilerden birisidir. " a ve b tam sayi olsun.

Bu durumda a.b<al.[o| dir." 6nermesini segen Bahar verilen ifade ile iligkil

olmayan iglemler yapmig, onermenin dogru ya da yanlis olduguna yonelik bir yargi

bildirmemistir.
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a. ch(iginiz ifadeyi durum vyolu ile ispat yontemini kullanarak
ispatlaymiz.
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Sekil 4.32. B Subesinden Bahar - Kod 1

Buna ek olarak o6grencilerin bir kismi ornek vererek dogrulama yolunu kullanirken
yaptiklari igslem hatalari veya A subesinden Mehmet'te goruldigu Gzere kalan ve
bolim kavramlarini  karigtirmalari nedeni ile Onermenin yanlis oldugunu
savunmuslardir (Kod 2). "Tum n tamsayillar igin, 6n+2 sayisinin 4'e
boliminden kalan her zaman ya 0'dir ya da 2’dir." dnermesinin ispati igin

Mehmet'in verdigi yanit su sekildedir:

b. Ispati1 yaparken durum yolu ile ispat ydntemini kullanmalkta
zorlamiyorsaniz, se¢tiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsimiz?
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Sekil 4.33. A Subesinden Mehmet - Kod 2

Uygulama sonrasi gercgeklestirilen tum sinavlarda basarili bir performans
sergileyen ilayda (B subesi), Mehmet ile ayni énermeyi se¢mistir. ilayda yanitinda
ispati cebirsel olarak devam ettirmeye c¢alismis ama devam edemeyip yanitini
tamamlamadan birakmistir (Kod 1). ispati nasil yapacagina dair bir fikrinin
olmadigini belirten ilayda ile gerceklestirilen gériismede 6n+2 ifadesini 4'e
bdlemeyisi Uzerinden ispat tartisiimaya baglanmis ve devam edemedigi noktadan
yola gikarak yonteme iligkin yonlendirmelerde bulunulmustur. Bu yonlendirmelerin

sonunda ilayda ispati kolaylikla tamamlayabilmistir.

Arastirmaci: Senin yaptigina bir bakalim, sen énce cebir ile géstermeye ¢alismigsin. Ama
6n+2 sayisini 4’e bolmeye ¢aligsan bolebilir misin?
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Tlayda: Bélemenm.

Arastirmaci: Cebir kullanarak dogrudan ispat yapmaya ¢alisirken burada tikandik degil
mi? O zaman gel senle bu n sayismin durumlarini inceleyelim. n bir tamsay: idi, bir
tamsayinin ka¢ durumu olabilir sence?

layda: Birden ¢ok basamakli olabilir, basamak sayilari farkli olabilir yani.
Arastirmaci: Tamam peki bu durumu bu ispatta kullanabilir misin?

Tlayda: Sanirim zor olur, yani nasil gésterebilirim bilmiyorum.

Arastirmaci: Zorlaniyorsak onu bir kenara birakalim. Bagka hangi durumlar olabilir?
Tlayda: Tek ya da cift olabilir.

Arastirmaci: Mesela evet basamak sayisi farkli olabilir de demistin ama onu da
strlandiramayiz degil mi? Bu sectigin soruda isimizi kolaylastirmaz gibi ama tek ve ¢ift
sayt olma durumlart incelenebilir mi ayrt ayri?

Tlayda: Evet onu rahat gosteririm sembolik olarak hem sadece iki ayri durumu incelemis
olurum.

Aragtirmaci: Simdi bir toparlayalim konustuklarimizi, bu soruda dogrudan ispati denedik
ama ilerleyemedik, simdi kalemi sana versem ve tek, cift demigtin bu iki ayri durumda
soruyu incelesek.

Tlayda: 6n + 2 sayimiz. n tek olsa [bu esnada kagida yazmakta] 6 ¢arpt (2n+1) olur arti 2.
12n art1 6 art1 2. Topladigimda 12n + 8 ¢ikar.

Aragtirmaci: Peki, sence bu say1 4’e boliiniir mii?
[Tlayda bir miktar diisiiniir]

Ilayda: Béliiniir ¢iinkii n hangi tek sayt olursa olsun 12 ile ¢carpiliyor bir de 8 ekleniyor, bu
iki say1 da 4’iin kati. O ytizden béltiniir.

Arastirmaci: Kalan ne olur bu durumda?

Ilayda: Sifir olur.

Arastirmaci: Ikinci durum, n ¢ift olsa ne olur?

Tlayda: 2n yazarim bu durumda, 6 carpi 2n arti 2. 12n+2 olur.
Aragtirmaci: Ayni soruyu sorucam, 12n+2 dorde boliintir mii?

Tlayda: 4’e ... bu boliniir [12n’i kastetmekte] bolim 3 olur ama burast bélinmez kalir.
[+2'yi kastetmekte]

Aragtirmaci: Peki, bu sayi demek ki tam béliinmeyecek dorde, kalanin ne olur bu
durumda?

Ilayda: Iste 2 kalir.

Arastirmaci: Soruda sana verilenlere ulagmig olduk bu sekilde, o zaman bu ifade dogru
muymus?

Ilayda: Dogruymus.

Sinavda 6nermeyi ispatlayamayan, gérismenin basinda da ispata yonelik adim
atamayan ilayda, arastirmacinin yénlendirmesi ile derste yaptiklari uygulamalara
benzer bir sekilde ispati gergeklestirmistir. Yaniti Kod 2'de yer alan Beyza (A
subesi) ise 2, 3, 20 ve 33 sayilarini deneyerek Onermenin dogrulugunu
savunmustur. Gorismede verdigi érnekler ile elde ettigi kalan say arasindaki iligki

Uzerinden bir sorgulama yaratilarak, durum yolu ile ispat manti§i kendisine
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kazandiriimaya c¢alisiimistir. Asagida gerceklesen diyalogun ardindan Beyza da
llayda gibi ispati tamamlayabilmistir.
Arastirmact: Ornek vermissin, érneklerine baktigimda 2, 3, 20 ve 33. Niye bu sayilar
denedin?

Beyza: Bir bakabilir miyim? [yaptiklarina bakar ve bir miktar diigiiniir] Sanirim dylesine
aklima gelmis.

Arastirmaci: Benim dikkatimi ise su ¢ekti, iki tek iki tane de ¢ift say1 denemissin.

Beyza: Ya ashinda, tiim n tamsayilarinda demis ya, ben de biiyiiklii kii¢iiklii tek ve ¢ift
sayilart deneyeyim demigtim.

Arastirmaci: Bu dort 6rnege bakip genelleme yapabilir miyiz?
Beyza: Yok yapamayiz.

Arastirmaci: Peki, bu sayilari denediginde, tekleri denediginde ve ciftleri denediginde ne
ctkmis kalan olarak? Bir yorum yapabiliyor musun?

[Beyza kagidini incelemekte]

Beyza: Sey galiba, tekleri béliince kalansiz ¢ikmus, ¢iftleri boliince kalanli ¢ikmas.
Arastirmaci: Kalansiz ¢ctkmak demek ne demek?

Beyza: Kalan 0 yani, teklerde kalan 0 ¢ikmus.

Arastirmaci: Ciftlerde kalan kag?

Beyza: 2 bulmusum. Teklerde 0, ¢iftlerde 2 gibi.

Arastirmaci: Acaba durum dedigimiz seyler bunlar olabilir mi sence? Saywin durumlari,
¢cift olma durumu ve tek olma durumu...

Beyza: Haa... Evet, olabilir aslinda. Peki, bunu cebirsel mi deniycez, ¢ift ve teki?

Her iki sube igerisinden sadece tek bir 6grenci, A subesinden Berk gosteriminde
eksiklikler ve hatalar olsa da durum yolu ile ispat yontemini kullanarak sectigi
onermeyi (a ve b tam sayir olsun. Budurumda a.b < |a|.|b| dir)

ispatlamistir.

a. Sectiginiz ifadeyi durum volu ile ispat yvomtemini kullanarak
ispatlayimniz.

a ve b 1<) D

— 7 oC
= ks > = S s
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Sekil 4.34. A Subesinden Berk — Kod 4
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Gorusme sirasinda gercgeklestirdigi bu ispati Berk su sekilde anlatmistir:

Berk: Burada a ve b tam sayi olsun demis. Tam sayt oldugu i¢in eksi de arti da olabilirler.
Bu durumda eksi ile artyn ¢arptigimizda sifirdan kiiciik veya esitligine bakicaz. Ya iste
zaten kafadan diisiindiigiimiiz zaman mutlak degerde iki arti isaretlinin ¢arpimi olacak,
burada ise [esitsizligin ilk kismint kastetmekte] ya eksi eksi ya da arti arti oldugunda esit
olabilir. Diger durumlarda kiigiik olacag: kesin. Ben de burada bunu gésterdim, eksi arti
verdim tiim durumlari yazdim.

Goérusmenin devaminda kendisine bu grupta yer alan ilk dnerme de sorulmus, bu
dnermeyi ispatlamasi istenmistir. Ispati yaparken ilk etapta dogrudan, cebir
kullanmaya devam ederek 6n+2'yi 4'e bolmeye calisan Berk, bir muddet bu
Israrinda devam etmistir. 6n+2 ifadesini farkli sekillerde ele almaya calisarak ispati
devam ettirmeye calismistir. Daha sonra bu ydntem ile devam edemedigini
gordugu anda onceden bu 6nermede kullanilabilecegini belirttigi ¢ift ve tek sayi
olma durumlarini deneyerek donermeyi ispatlamistir. Sorunun ¢ézumine yonelik
diyalog su sekilde yasanmistir:

Arastirmact: Mesela senin sectigin soruda mutlak deger vard: ve sen pozitiflik negatiflik

durumlarini denedin sayilarin. Bu soruda saymin hangi durumlarina bakasin?

Berk: Burada nasil bir durumda incelerim? n'in hem arti hem de eksi durumu olma
durumu var. Ama ...

Arastirmaci: Bu sekilde sayimin isaretlerini incelemen soruda sana yardimct olur mu? Seni
bir yere gétiiriir mii?

Berk: Gotiirmez aslinda.

Arastirmaci: Peki tam sayilar: baska nasi ayirabiliviz? Hangi durumlar: incelemek bu
soruda isimize yarar sence?

Berk: Tam sayilari ... Tek sayt olarak ¢ift sayr olarak ayirabiliriz.
Arastirmaci: Evet olabilir.

Berk: Simdi 6n+2 sayisimin 4 ile béliimiinden kalan ya 0 ya 2 demis. Aslinda duruma hig
gitmeden de... Soyle biraz diisiiniirsem. Bu 6n dedigi 2've boliiniir, biz n e hangi saywyi
verirsek verelim c¢ift bir sayr olacak bu. 2 eklenmis o da c¢ift bir sayt olur. Onun 4'e
béliimiinden kalan ya 0 dir ya da 2 demis. O zaman séyle gosterebilirim, bir ¢ift sayinin 2
ile toplanip 4'e boliimiinden kalan 0 ya da 2dir. Onu géstermeye ¢alisabiliriz. Ashnda bu
sayi yerine 2x desek de olur. Cift bir sayinin 4'e boliimiinden kalanin 0 ya da 2 olmasi bu
durum.

Arastirmaci: Tamam onu nasil gésterirsin ispatlarsin peki?
Berk: Bunu, 2x'i 4'e bolersek ... [islem yapmaya ¢alisiyor] kalan ... bolemedim.

Arastirmaci: Tamam cebir kullanarak ilerlemeye ¢alistin ama burada o sayiyr 4'e
bélemedin ve tikandin degil mi? Devam edemedin. Iste bu noktada o sayiyt x'i veya n'i
oldugu gibi ele almasak da durumlara ayirsak, bu soru igin tek sayr ve ¢ift sayr olma
durumu mesela. Mesela soruda n verilmis, n sayisim biz ¢ift sayi olarak ele alsak nasil
yazariz?

Berk: Cift say1 ise 2x olarak yazarim.
Arastirmact: Tamam oyle yazip islemi devam ettirmeye ¢alis.

Berk: 12x olur bir de arti 2'si var, 12x + 2 olur.
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Arastirmaci: Peki bu sayiyi 4'e bolsen, tam mi boliiniir, boliinmiiyor ise kalan ne olur?

Berk: Evet simdi islemi daha rahat yapiyorum, bolersem 3x olur buradan ama arti 2 kalir.
Kalanimiz 2 olur.

Arastirmaci: Tamam n tek olsaydi ne olurdu?

Berk: Tek olsa idi 2x+1 olarak verecektim. 12 x + 6 olacakti, arti 2 de var. 12x + 8 olacak.
Bunu 4'e béldiigiimiizde 3x + 2 olur, kalan olmaz. 0 yani. Hem kalan 2 bulduk ya da 0
bulduk simdi.

Arastirmaci: Basta ne olmugtu 6n+2 sayisi iizerinden ilerleyememistik, daha sonra n
Sayisuin ¢ift ve tek sayr olma durumlarmi ayri ayrt inceledik ve elde ettigimiz sayilari 4'e
bélme islemini rahat¢a yapabildik ve bu sekilde ispati tamamladik.

Sinav sirasinda sadece tek bir 6grenci ispati gergeklestirmis olsa da gorisme

sirasinda 9 ogrenci ile bu grupta yer alan 6nermeler Uzerine konusulmustur ve

gorusmecinin gesitli yonlendirmeleri ile tUm ogrenciler ispati durum yolu ile ispat

yontemini kullanarak tamamlayabilmistir.

ispat testi 3'de yer alan 7 ve 8. sorularda da 6grenciler durum yolu ile ispat

yontemini kullanmalar dogrultusunda yonlendirilmiglerdir. Bu sorularin analizinde

de asagidaki kod sistemi kullaniimistir:

Kod 1: Soru bos birakiimis, gerekge sunulmamis veya soru ile alakasiz,

yanls iglemler yapilmis.
Kod 2: ifade’nin yanlis oldugu cesitli sekillerde savunulmus.
Kod 3: ifade 6érnek vererek dogrulanmis.

Kod 4: Durum yolu ile ispat yapilmis.

Tablo 4.22. ispat testi 3, 7. soruya iliskin bulgular; " Bir tam sayi tutun ve daha

sonra bu sayinin karesini alin, elde ettiginiz sayinin 4’e béliimiinden
kalan her zaman 0 veya 1°dir."

A Subesi B Subesi Toplam

Coziime iliskin kodlar (n =15) (n=5) (n=20)
f % f % f %
Kod 1 4 26,7 1 20 5 25
Kod 2 4 26,7 - - 4 20
Tek bir 6rnek 3 20 2 40 5 25
Kod3 Cok ornek 4 26,6 2 40 6 30
Kod 4 - - - - - -
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Tablo 4.23. ispat testi 3, 8. soruya iligskin bulgular; " x tam sayi olsun. Bu durumda
X -|x| < 0dr."

A Subesi B Subesi Toplam
Coziime iliskin kodlar (n=3) (n=1) (n=4)
f % F % f %
Kod 1 - - 1 100 1 25
Kod 2
Kod 3 (birden gok 6rnek deneyenler) 3 100 - - 3 75
Kod 4

7. ve 8. sorularin segiminde de o6grenciler verili ispat yontemini temel alarak degil
(sadece A subesinden Berk 7. soruyu segcme nedenini, tim ispat yontemlerinden
birer tane yapmak istedigini ve buna gore sorulari segtigini belirterek agiklamigtir)
Oonermenin kolay ve anlasilir olmasina dikkat ederek segimlerini yaptiklarini
belirtmislerdir. iki subede de sinav esnasinda hic bir dgrenci durum yolu ile ispat

yapamamistir.

A subesinden 7. soruyu segen 4 6grenci sorunun ispati igin érnek denemis, bolim
ve bolen kavramlarini karistirdiklari igin yaptiklari iglemin sonunda 6nermenin
yanlis oldugunu savunmuslardir. Tum ogrencilerden 5 tanesi ise Kod 1'de yer
almigtir. Bu o6grencilerin bir kismi soruyu sadece dogru veya yanlis diyerek
gecistirmigtir. Diger kismi ise soru ile alakasiz islem ve aciklamalarda

bulunmustur.

Birden c¢ok 6rnekle onermeyi dogrulayan ogrenciler her ne kadar onermenin
ispatinda yer alan durumlar orneklendirmis olsalar da kullandiklari ornekler
Uzerinden de bir genellemeye varamamislardir. Bu égrencilerden birisi olan Dicle
7. soruyu se¢mis ve dnermenin ispati igin ¢gok sayida 6rnek denemistir. Denedigi
sayllardan tek sayl olanlarinin bdéliminden kalan sayinin 1, cift sayilarin
bolumunden kalaninin 0 oldugu genellemesine denedigi ornekler Uzerinden
ulasamamig, sadece Orneklerin sonucuna bakarak onermenin dogru olduguna

kanaat getirmistir.

142




?3 /711: 35 \Jﬂ ﬁ:‘: K1 | a - Narin
N 8 2 \ o
Fan i )™, \ =)
2 3”}:«\1:(

Sekil 4.35. A Subesinden Dicle - Kod 3, 7. soru

Durum yolu ile ispat yonteminin kullanildigi tum sorular birlikte dikkate alindiginda
ogrencilerin en basarisiz oldugu yontem bu olmustur. Diger yontemlerin yer aldigi
sorulara gore bu sorularda o6grenciler soru ile ilgilenmeme, soruyu bos birakma
egiliminde daha ¢ok olmuslardir. Tim 6grenciler icerisinde sadece tek bir 6grenci
durum yolu ile ispat mantigini sinaviarda uygulayabilmigtir. Gergeklestirilen
gérismelerde 9 dgrenci ile bu ydntem Uzerinde durulmustur. Ogretim stirecinin bir
bileseni olarak ele alinabilecek bu goérismelerde dgrenciler bazen kolaylikla bazen
de zorlanarak ama arastirmacinin yonlendirmeleri ile bu yontemi kullanarak ispati
tamamlamiglardir.  Ogrencilerin  bu yontemi kullanirken zorlandiklari nokta

onermeyi hangi durumlarda inceleneceklerini bulmak olmustur.

4.2.2.5. Ozet
Ogrenciler dogru bir dnermenin ispatinda yogunluklu olarak 6rnek vererek
dogrulama egiliminde olmusglardir. Yapilan gorusmelerde dgrencilerin bu egiliminin
ya ispat kavraminin mantigini anlamamis olmalarindan ya da oOrnekle
dogrulamanin ispat olmadigini  bilmelerine karsin baska bir yontem
gelistrememelerinden kaynakli oldugu gérilmistir. Ornekle dogrulamanin ispat
olmadidinin farkinda olan yine de 6rnek vererek énermeyi dogrulayan 6grenciler
cebiri anlama ve uygulamada sorun yasamis, cebirsel gosterim diginda baska
tumdengelimsel muhakeme igeren temsiller de gelistirememiglerdir. Bu egilime
karsin 6grenciler dogrudan ispat yontemini iceren sorularda % 20 ile % 30
arasinda degisen bir oranda verilen 6nermeleri eksiksiz olarak ispatlayabilmistir.

Bu oran dogrudan ispat yontemi mantigini uygulayan ama gesitli hatalar nedeniyle
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ispati tamamlayamayan ogrenciler de dahil edildiginde % 40'a yaklasabilmektedir.
Tuketerek ispat yontemi ile ilgili sorularda da benzer bir egilim gozlenmis tiketerek
ispat mantiginin kullanan égrencilerin orani % 30'u gegebilmistir. Ogrencilerin en
basarisiz oldugu ispat yontemi ise durum yolu ile ispat yontemi olmus, sadece 1
Oogrenci yapilan sinavda durum yolu ile ispati gergeklestirebilmigtir. Yapilan
gorusmelerde ogrencilerin dnermeyi hangi durumlara goére inceleyeceklerini
bulmakta zorlandiklari gdzlenmistir. Ogrencilerin en basarili oldugu ispat yontemi

kargi ornek vererek ispat yontemi olmustur.
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5. SONUG ve ONERILER

Bu bdlimde arastirmanin bulgu ve yorumlarina dayali olarak ulagilan sonuglarin

Ozetine ve bu sonuglardan yola ¢ikarak gelistirilen onerilere yer verilmistir.

5.1. Sonuglar

5.1.1. Uygulama Oncesi Ogrencilerin ispat Algisi ve Becerisine iligkin
Sonuglar

Matematiksel ispat matematigin ileri diuzeyde matematik bilgisi gerektiren bir
konusu olarak gorulmekten ¢ikmig, anaokulundan itibaren her yas kusaginin bir
duzeyde gercgeklestirebilecegi, matematik ogretimine katki saglayan bir ara¢ olarak
gorulmeye baslanmistir. Bu dogrultuda bazi ulkelerde lise 6ncesi mufredatlarinda
ispata yonelik vurgu artmakta, lise gagindan kiguk dgrencilerin ispata yonelik algi
ve performanslari pek ¢ok ¢alismaya konu edilmektedir. Bu arastirmada da 7. sinif
ogrencilerinin matematik dersi kapsaminda yabanci olduklari ispat kavramina
yonelik algr ve performanslarinin ne oranda gelistirilebilecegi sorusuna
odaklaniimigtir. Bu baglamda 6rneklem olarak segilen siniflara toplamda 14 hafta

suren bir ispat o6gretimi uygulanmigtir.

Bu uygulamanin 6ncesinde 6grencilerin ispat performanslarina bakildiginda, dogru
bir dnermenin ispatinda 6grenciler soruyu ya bos birakmis, soru ile ugrasmama
egiliminde olmus ya da onermeyi ornek vererek dogrulamiglardir. Bu sonug
literatlirde yer alan pek ¢cok calisma (Chazan, 1993; Cooper vd., 2011; Caligkan,
2012; Healy ve Hoyles, 2000; Harel ve Sowder, 1998, Knuth vd., 2012) ile
uyumludur. Buna ek olarak arastirmada ispat performansina yonelik literattrle
uyumlu olmayan bir sonuca da ulasiimistir. Hazir bulunugluk testinde yer alan
yanlig bir Gnermenin ispatinda 6grencilerin basari dizeyi oldukga yuksek gikmistir.
Tdm &grencilerin % 53'0  verilen O©Onermeyi kargi bir 6rnek sunarak
curltebilmislerdir. Bu sonu¢ Zaimoglu'nun (2012) 8. sinif o6grencileri ile
gerceklestirdigi calismanin, "6grenciler yanlhs bir ifadeyi ¢lritmede basarisizdirlar”
bulgusuyla celismektedir. ispata yonelik algilarinin degderlendirildigi soruda da

ogrenciler ornek vererek vyapilan dogrulamanin ispat oldugu dusuncesini
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surdurmuslerdir, 6grencilerin sadece % 11,8'i ispat iceren segenegi dogru yanit

olarak segmistir.

5.1.2. Uyulama Sonrasi Ogrencilerin ispat Algisina iliskin Sonuglar
Ogrencilerin ispat yapma becerilerini gelistirmek lzere uygulanan &gretimin
ardindan ogrencilerin bir bolumunde ispata yonelik algilarinda bir gelisme
gézlenmistir. ispat dgretimi sadece 6gretime yonelik surdirilen derslerle sinirli
kalmamig, ogrencilerle yapilan birebir gorugmelerde de oOgrencilerin algi ve
performansini gelistirmeye yonelik mudahalelerde bulunulmustur. Bu slrecin
sonunda bazi 6grenciler érnekle dogrulama ile ispat arasindaki farki algilayabilmisg,
ispat icin tUmdengelimsel muhakemeyi iceren yanitlara yonelmis, yanlis bir
onermenin ispatinda karsit bir ornegin sunulmasini ispat igin yeterli gormaus,
kendilerine sunulan tumdengelimsel muhakemeleri 6nerme ile iligkilendirerek

onermenin ispatini ayirt edebilmiglerdir.

Ogrencilerin ispata yonelik algilarini betimlemek amaciyla diizenlenen sinavda,
ispat testi 1, dért soru bulunmaktadir. ik soruda égrencilerin biyik cogunlugu (%
68,5'i) ornek verilerek yapilan dogrulamay! ispat olarak degerlendirirken, bu oran
sinavin ileriki sorularinda dusmus, 6grenciler tumdengelimsel muhakemeyi igeren
yanitlara daha c¢ok yonelmiglerdir. Yine de tum sinav dikkate alindiginda
ogrencilerin  onemli bir bolumu birkag durumu denemenin ispat oldugunu
disunmeye devam etmiglerdir. Buna karsin sinav sonrasi gergeklestirilen
gorusmelerde bu egilimdeki d6grencilere de yer verilmistir. Bu 6grencilerle yapilan
gorusmede, ogrencilerin bazen zorlanarak ve uzunca tartisarak, bazen de
kolaylikla ispat ile o&rnekle dogrulama arasindaki farki algilayabildikleri

go6zlenmisgtir.

Ogrencilere hatali cebirsel islemler iceren, bu nedenle de yanlis bir sonuca ulagan
bir cevap ispat olarak sunuldugunda o6grenciler bu cevabi ispat olarak kabul
edebilmektedirler. Bu arastirmada o6grencilerin sadece % 16,7'si hatal
timdengelimsel bir yaklagimi ispat olarak kabul etmislerdir. Soruda 6grencilere
yanlis bir dnerme ile bu dnermenin ispati olarak 2 ayri segenek sunulmustur. Bu
segeneklerden birisinde dnerme karsi 6rnek verilerek gurttulmustar. Digerinde ise
cebirsel ifadeler kullanilarak baglanan ispatta islem hatasi yapilmis, sonug olarak

da 6nermenin dogru oldugu savunulmustur. Ogrencilerin % 16,7'si sembolik
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gOsterimin daha matematiksel oldugu ve ispat gibi gérinmesi nedeniyle bu soruya
yanit verirken hemen bu secenege yonelmislerdir. Martin ve Harel (1989) ile
Healy ve Hoyles'un (2000) gercgeklestirdigi calismalarda da bu egilime
deginilmektedir. Yalniz bu arastirmada bu egilim bahsedilen ¢aligmalara oranla

dusuk gikmistir.

Ayni soruda ogrencilerin % 11,1'i ise benzer bir yaklagim sergilemis, ek olarak
kargi ornek verilerek yapilan ispati da mantikli bulduklari i¢in her iki segenegin de
ispat oldugunu savunmuslardir. Ogrenciler bu yanitlari ile énermenin ayni anda
hem dogru, hem de yanlig oldugunu savunmus, ayni dnerme icin dogrudan ispat
ile, kargi drnek vererek yapilan ispatin birlikte gecerli olabilecegini savunmuslardir.
Stylianides ve Al-Murani (2010), gerceklestirdikleri bir calismada o6grencilerin
dogrulugun ispati ile guritme arasindaki iligkiye yonelik algilarina deginmislerdir.
Calismalarinda ispat testi 1'de yer alan 2. soruya benzer nitelikte bir soru ve bu
sorunun analizine yer vermiglerdir. Uygulamalarinda o6grencilerin % 45,6'sinin bu
kavram yanilgisina sahip olduklari ortaya ¢ikmistir. Bu arastirmada 6grencilerin bu
yanilgiya disme oranlari, Stylianides ve Al-Murani'nin bulgusuna oranla daha
dusuk cikmistir. Yine de 6grencilerin ispat 6grenimi surecinde bu yanilgiya disme
ihtimalleri mumkundur ve dikkate alinmalidir. Sinav esnasinda gelisen bu hatali
yaklagim, gorismede de ele alinmis, ogrencilerle birebir kurulan diyaloglarla

giderilebilmigtir.

Arastirmada dikkati gceken bir diger bulgu ise bazi 6grencilerin yanlis bir 5nermenin
ispatinda tek bir 6rnegin yeterli olmayacagini savunmalaridir. Galbraith (1981), 12-
17 arasi yas kusagindaki égrencilerle yaptigi ¢calismasinda 6grencilerin % 18'inin
tek bir kargi ornegin onermeyi curutmede yeterli olmadigini dusundukleri
sonucuna ulagsmistir. Bu calismada ise ogrencilerin bu dogrultudaki egilimi daha
az olmakla birlikte (Canan'in yanitinin ispat oldugunu vurgulayan 4 6grenci, tim
ogrencilerin % 7,4'Unu olusturmakta), bu egilim 6grencilerin yanlis bir 6nermenin

ispatinda cebirsel ifadelere yénlenmesine neden olabilmistir.

Bu calisma kapsaminda ogrencilerle bir Gnermenin karsitinin nasil kurulacagi veya
onerme dogdru ise karsitinin dogru olmak durumunda olmadigi seklindeki mantik
kurallar paylagilmamigtir. Buna ragmen arastirma sonunda uygulanan sinavda bir
dénermenin karsitinin ispatina da yer verilmistir. Ogrencilere cebirsel gdsterim

iceren iki ayri timdengelimsel yaklasim sunulmus (6nermenin ispati ile dnermenin
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karsitinin ispati), gerek sinavda gerekse gorugsme sirasinda verili iki cebirsel
g6sterim arasindaki farka yonelik distnceleri sorgulanmistir. Ogrencilerin %
38,9'u dogru yaniti ispat olarak secgerken kendilerine sunulan tumdengelimsel
muhakemeleri ayirt edebilmislerdir. Gdérlisme sirasinda gerek bu d6grencilere,
gerekse diger tumdengelimsel muhakeme iceren yaniti ispat olarak secen
ogrencilere onermenin kargitinin ispati ayri bir kagida yazi olarak sunulmus, bu
ispatin hangi onermenin ispati oldugu sorulmustur. Bu ogrencilerin hepsi kagitta
ispatlanan énermeyi dogru ifade edebilmistir. ifade ettikleri bu énerme ile soruda
verilen onermeyi karsilagtirmalari istendiginde ise ogrenciler iki 6nermenin farkli
oldugunu belirtmis, hatta "ifadenin tersi gibi" seklindeki tanimlamalarla énermeler

arsindaki karsit olma iligkisinin farkina varabilmiglerdir.

5.1.3. Uygulama Sonrasi Ogrencilerin ispat Beceri ve Performanslarina
lliskin Sonuglar

Ogrencilerin ispata yodnelik performanslarinda dikkati geken ilk nokta dgrencilerin
% 20 ile 50 arasinda degisen bir oranda soruyu yanitlamama egiliminde
olduklaridir. Bu oran dogrudan ispat yontemi ile ilgili sorularda en az iken, durum
yolu ile ispatla ilgili sorularda yiksek cikmistir. Bu durum sinif icerisindeki
ogrencelerin bazilarinda ispata yonelik kayda deger bir ilerleme yasanirken,
bazilarinin ispat yapmaya yonelik ortaya koymus oldugu isteksizlik sinifin

batinunde ispat yapmaya yonelik bir ilginin yaratilamadigini gdstermektedir.

Ogrencilerin ispat testi 2 ile elde edilen bulgular i1sinda yontemlere gore ispati
eksiksiz yapma oranlari su sekildedir; dogrudan ispat yontemini égdrencilerin %
23'U; karsi ornek vererek ispati % 58,3'U; tuketerek ispati % 20,8'i; durum yolu ile
ispati ise tum 6grencilerin ancak % 2,1'i yapabilmistir. Uygulanan ispat yonteminin
mantiginin uygulandigr tum yanitlar dikkate alindiginda dogrudan ispat ile
tiketerek ispat yontemlerinde bu oran yaklasik % 29'a cikmigtir. Ogrenciler
beklendigi Uzere karsi Ornek vererek ispat yonteminde basarih olmustur.
Arastirmanin basinda Ogrencilerin tuketerek ispat yodnteminde de basaril
olacaklari beklenmekteydi. Ne var ki 6grenciler tiketerek ispat ile ilgi sorularda,
kime igerisinde verilen tUm elemanlari denememis, bir ka¢ ornek ile dogrulama

egiliminde olmuglardir.

Ogrencilerin ispata yonelik performanslarinda da érnek vererek dogrulama egilimi

baskindir. Onermeyi baskin olarak tek bir drnek ile mi, yoksa birden gok sayida
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ornek deneyerek mi dogruladiklari sorulara gore degismektedir. Bazi sorularda
yogunluklu olarak tek 6rnek denenirken (ispat testi 3, 1. soru gibi), bazi sorularda
da ¢ok sayida drnek denenerek (ispat testi 2, grup 1 gibi) dogrulama yapilmistir.
Ogrencilerin ispat yaparken érnek vererek dogrulamayi tercih etme oranlari, sinifin

onemli bir bolimunun tercih ettigi sorularda % 30 ile 70 arasinda degismektedir.

Ogrencilerle gergeklestirilen goriismelerde onlarin 6rnek vererek dogrulamayi
ispat olarak kabul etme egilimleri de sorgulanmigtir. Onlarla ispatin ne oldugu,
denenen ornekler ile genellemeye ulasilip ulasiimayacagi ve ispat yontemlerine
yonelik tartismalar yuratulmastir. Gergeklestirilien bu tartismalarda ogrenciler
gerektiginde yonlendirilerek, ufak yonlendirmeler ile dogru bir ispata ulastiriimaya
calisiimistir. Gértsullen 16 6grencinin sadece 2 tanesi bu yonlendirmelere ragmen,
ispatlari tamamlayamamistir. Geri kalan tim o6grenciler sinavlarda yapamadiklari
ispatlari, arastirmacinin yonlendirmesi ile tamamlayabilmigtir. Vygotsky (1978)
bireyin kendi bagina problem c¢ézmesi ile belirlenen gercek gelisim dizeyi ile
yetiskin veya kendisinden daha basarili olan bir akraninin destegi yardimiyla
problem ¢dzmesi ile belirlenen gelisim dizeyi arasinda fark oldugunu vurgular.
Cocugun mevcut duzeyinin hemen Ustlindeki bu gelisim dizeyini yakinsal gelisim
duzeyi (ZPD - Zone of Proximal Development) olarak adlandirir. Tudge (1990)
burada yetiskin destegini, bilgisi ve rehberligi sayesinde c¢ocugun 6grenme
potansiyelini artiran bir bilesen olarak tanimlar. Gergeklestirilen gorismede
arastirmacinin roll bu islevi tasimig, 6grencilerin ders uygulamasi ve sinavlar
sonrasinda ulastiklari gelisim duzeyini ilerleten bir etki yaratmistir. Bu durum
Ogrencilerin ispata yonelik algi ve performanslarinin sinifta gergeklestirilen
uygulama sonrasi ulagtiklari duzey ile sinirli olmadigini, daha da ilerletilebilecegini

ortaya koymaktadir.

Arastirmada elde dilen tim bulgular 6grencilerin cebirsel ifadeleri anlama ve
uygulamada sorun yasadigini ortaya koymaktadir. ispata yoénelik performanslarini
olumsuz etkileyen faktorlerden birisi de budur. Arslan (2007) 6grencilerin cebir
kullanarak genellemeye ulasma egiliminin dusik oldugunu ortaya koyarken,
Zaimoglu (2012) 6grencilerin cebirsel ispati tercih etmedigini belirtmistir. Cooper
ve digerlerinin (2011) gercgeklestirdikleri bir c¢alismanin sonucuna goére ise
ogrenciler ispat yaparken oncelikle gorsel ve anlatimsal yontemleri, en son olarak
da cebirsel ifadeleri kullanmaktadirlar. Buna karsin o6grencilerin sinif dizeyi
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ilerledikge (6. siniftan 8'e dogru) cebir kullanarak dogru sonuca ulagsma egiliminde,
beklenen dizeyde olmasa da bir artis yasanmaktadir (Arslan, 20007; Caliskan,
2012). Tum bu calismalar cebir 6grenme alanina yeni giris yapan bu yas

kusaginin bu alanla ilgili yasadiklari sorunu ortaya koymustur.

Bu arastirmada da o&grenciler anlagilir bulmadiklari i¢in cebirsel ifadelerden
kaginmiglardir. Cebirsel gosterimler yerine drnek vererek dogrulamayi ispat olarak
kabul eden 6grencilerle yapilan gorusmelerde ornek vererek dogrulamanin ispat
olup olmayigi da sorgulatilmistir. Ayrica bu ogrencilerden 0Ornek vererek
dogruladiklari 6nermeleri yeniden ispatlamalari da istenmistir. Az sayidaki 6grenci
yaptiklari dogrulamanin ispat oldugu noktasinda israrci olurken, 6grencilerin buyuk

kismi ufak destek ve yonlendirmelerle ispati tamamlayabilmistir.

Ogrencilerin algilayip uygulamakta en ¢ok zorlandidi ispat yontemi durum yolu ile
ispat yontemi olmustur. Sinavlarda bu ispat yontemine iligkin sorularda sadece bir
dgrencinin ispat ydntemini anlayarak uyguladi§yi gériimektedir. Ogrencilerle
yapilan gorismelerde bu ydntemi iceren sorular da ele alinmistir. Ogrenciler
arastirmacinin  yonlendirmesiyle bu ispatlari da yapabilmistir. Yalniz ispati
yaparken diger ispat yontemlerine gbére daha ¢ok zorlandiklari da gozlenmistir.

Ogrenciler durum yolu ile ispat ydntemini zorlansalar da yapabilmislerdir.

Arastirma kapsaminda gergeklestirilen uygulamada ispat yontemlerine yonelik
adlandirma, uygulamanin sonunda ele alinmisti. Elde edilen bulgular 6grencilerin
ispat  yontemlerinin  adlandirmasina  yonelik  farkindaliklarinin  yeterince
gelismedigini ortaya koymustur. Sinav sirasinda bir 6grenci "karsi ornek vererek
ispat" ifadesini gérdugunde karsi 6rnek sunarak dnermeyi ¢lritecegini, "tiketerek
ispat" adlandirmasini gordugunde ise kimedeki tum elemanlari tek tek deneyerek
tiketecegini fark edememistir. Ogrenciler bu durumu gérismede ifade etmislerdir.
Gorismede bu yontemler UGzerine yuratilen tartismalarin  ardindan ise
farkindaliklarinin arttigr gézlenmistir. Tum bu veriler ispat yontemine yonelik
adlandirmanin, uygulamanin son haftalarinda 6grencilere sunulmasinin yanlis ve
Ogretici olmayan bir tercih oldugunu ortaya koymustur. Goérismede ispat testi 3'de
yer alan sorulara gegilmeden 6nce 6grencilere, bu testteki soru tercihlerini neye
gore yaptiklari sorulmustur. Belki de ispat yontemlerinin adlandirmasina yodnelik

sahip olduklar eksikliklerin de etkisiyle segimlerinde yonteme yonelik
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adlandirmadan ziyade, matematiksel ifadenin kolay ve anlasilir olmasina dikkat

ettiklerini belirtmislerdir.

5.2. Oneriler

Bu calisma ile elde edilen bulgular 1s1ginda agsagidaki 6neriler sunulmaktadir:

Bu arastirmada dgrencilerle formel ispat uygulamalari yapilmig, égrencilerin
ispatl  algilaylp  uygulayabildikleri gozlenmigtir. Ele alinan ispat
yontemlerinden durum yolu ile ispat yonteminde diger yontemlere gore
daha ¢ok zorlanmis olsalar da, 6grenciler dogrudan ispat, kargi Ornek
vererek ispat, tuketerek ispat ve durum vyolu ile ispat yodntemlerini
yapabilmiglerdir. Bu yontemler ve bu yontemleri igeren akil yurutme
sureclerinin mifredata dahil edilebilmesi amaciyla, bu yontemlere ydnelik
sorgulamalari iceren etkinlik ve uygulamalarin gelistiriimesine yodnelik

arastirmalar yapilabilir.

7. sinif 6grencileri somut duisunceden soyut disunceye gecis asamasinda,
sembolik goOsterimleri 6. sinif ©grencilerine goére daha yogdun
kullanmaktadirlar. Buna ragmen ogrencilerin dnemli bir bolumuntn cebirsel
ifadeleri kullanma ve anlamada zorlandiklari gorilmustir. Cebir alanina
yonelik yasadiklari bu zorluk onlarin ispata yonelik algilarini ve ispat
becerilerinin gelisimini de etkilemistir. Bu baglamda bu arastirmada cebir ve
ispat iligkisine odaklanilmamakla birlikte aralarinda birbirlerinin geligimini
etkileyen diyalektik bir iligkinin var oldugu gozlenmistir. Bu iligki daha
derinlemesine arastirilabilir, 6, 7 ve 8. sinif 6grencilerinin cebir konu alanina
iliskin yeterlikleri ile ispat becerileri arasindaki iligkinin kargilastiriimasi yeni

arastirmalarin konusu olabilir.

Bu arastirma kapsamina geliski yoluyla ispat yontemi bir dizi nedenle dahil
edilememigtir. Ne var ki 7. sinif 6grencilerinin bu ispat yontemine yonelik
becerilerinin gelistirilebilecegi dusunulmektedir. Bagka c¢alismalarda bu

ispat yontemini iceren uygulamalar, calisma kapsamina alinabilir.

Bu arastirmanin ispat ogretimi uygulama surecine yonelik gozlemler, ispat

ogretimi uygulamalarina yonelik bir dizi onerinin gelistiriimesine kaynakhk
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edebilmektedir. Arastirmacinin sinifin matematik ogretmeni olmayisi ve
gOrece sinif igin yabanci birisi olusu, sinirli sureg igerisinde gergeklestirilen
uygulamada tim sinifin ispat uygulamasina aktif bir sekilde dahil
edilemeyisinde énemli bir etken olmustur. Okuldaki matematik 6gretmenleri
ile gerceklestirilecek calismalar daha etkili sonuglar ortaya koyabilecektir.
Ayrica uygulama surecinde vyapilan ara degerlendirmeler ve bu
degerlendirmelerin 6grencilerle de paylasiimasi 6gretim surecini daha etkin
kilacaktir. Ornegin uygulanan sinavlar ogretici birer sitre¢ olarak ele
alinabilir, uygulanan sinavin sonuglari 6grencilerle paylasilarak, ispata
yonelik eksiklikleri veya yanlis 6grenmeleri bu sinavlarin sonuglarinin

ogrencilerle birlikte degerlendiriimesi ile gideriimeye c¢alisilabilir.

Bu arastirmada uygulanan 6gretim surecinin etkililigi arastirlmamig, daha
temel bir mesele olan 7. sinif 6grencilerinin ispat yapip yapamayacagi
sorusuna yanit aranmistir. ispat 6gretiminin nasil gerceklestirilebilecegi
veya ispat ogretiminde etkin stratejilerin belirlenmesi baska bir galismanin

konusu olarak ele alinabilir.
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EK 1: ispat Ogretim Dersinde Kullanilan Akil ve ispat Oyunlari

Tatile Giderken

Ahmet tatile giderken yolda, klguk bir kasabada otomobili arizalanir. Otomobilinin
tamir edilmesini beklerken Ahmet sag trasi olmaya karar verir.

Kasabada yalniz iki berber dikké&ni oldugunu ogrenir; Berber Nuri ve Berber
Nihat'in dukkanlari.

Ahmet en yakininda bulunan Berber Nuri’'nin dukkanindan igeri baktiginda
gorduklerine inanamaz. “ Ne kadar kirli bir dikkan. Aynanin temizlenmesi gerek.
Yerler sag killari ile dolu. Berberin ise hem sakal tragina ihtiyaci var hem de sagclari
¢cok kotu kesilmis.” diye dusunur. Hizla oradan uzaklasir ve Berber Nihat'in
dukkanina gider.

Nihat'in dikkaninin penceresinden igeri baktiginda ise, “ Burasi ne kadar da farkli.
Ayna, yerler tertemiz. Berberin saclari ise ne kadar duzgun kesilmis.” der. Fakat
Ahmet iceri girmez ve “Bu kasabanin en iyi berberi Nuri'dir” diyerek Berber Nuri’nin
dukkanina gider.

Sizce Ahmet dogru karar mi verdi? Neden?

Do6n Dolas Ayni Yerdeyim

Aradidim arsayi bulmak icin elimdeki yol tarifi ile yola koyuldum.

Tarifte bulundugum noktadan 100 metre guneye gitmem, daha sonra 200 metre
dogu yonunde ilerlemem, son olarak da 100 metre kuzeye ¢ikmam sdyleniyordu.
Denileni aynen uyguladigimda basladigim noktada oldugumu gordum.

Sizce bu mimkin mi? Mimkinse nasil mimkin olur?

Cember ve Nokta

Bir cember ¢izin ve bu g¢emberin Uzerinde farkli sayida nokta alin. Cember
uzerindeki her iki noktay! bir dogru ile birlestirin. Bu dogrularin ¢gemberi en fazla

ka¢ bagimsiz bdlgeye ayirdigini sayin ve bu saylyl not edin. Cember Uzerindeki
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nokta sayisi ile gizilen dogrularin ardindan olusan bdlge sayisi arasinda sizce

nasil bir iligki vardir?

Cember Gzerinde 15 nokta alindiginda, bu noktalarin birlestiriimesinin ardindan

olusan bagimsiz bolge sayisini bulmanin kolay bir yolu var mi sizce? Nasil?

Guresgiler

Gures se¢cme kampinda 200 guresci, her birinde 20 sandalye bulunan 10 sira
halinde oturmaktadirlar.

Once her siranin en agir giiresgisi secilip, bu secilen 10 giiresci arasindan en hafif
olani belirleniyor. Bu gurescinin adi Ali olsun.

Sonra da her kolonun en hafif guresgisi secilip, bu segilen 20 hafif guresginin en
agir olani belirleniyor. Bu gurescinin adi da Mehmet olsun.

Belirlenen iki guresci kiyaslandigimda Ali’nin, Mehmet'ten daha agir oldugunu

iddia ediyorum. Sizce bu iddiam dogru mu? Neden?

5 Kart Oyunu

1-2,3-4,5-6,7-8,9-10 ardisik sayilar sirasi ile 5 kartin 6n ve arka
yuzlerine yaziliyor.

Daha sonra bu kartlar havaya atilarak kartlarin bos bir zemine dusmesi saglaniyor.
Yerdeki kartlarin gérinen yuazlerinden ikisi cift sayl ise, tim gérinen yuzlerin
toplaminin 27 oldugunu iddia ediyorum.

Sizce bu iddiam dogru mu? Neden?
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EK 2: Hazir Bulunusluk Testi

Asagidaki matematiksel ifadeler sizce her zaman dogru mudur? Cevabinizi

aciklayin.

1. Bir tek ve bir ¢ift sayinin toplami tek sayidir.

2. Ardisik iki sayinin toplami gift sayidir.

3. 3’Un kati olan iki sayinin farki da 3’e boélundar.

4. Bir 6gretmen matematik sinavinda égrencilerine su soruyu sorar;

“Ardigtk 3 sayinin toplami, ortadaki sayinin 3 katidir.” Sizce bu ifade dogru mudur?
Ifadenin dogrulugunu / yanhighidini nasil ispatlarsiniz?

Bu soruya karslilik dort 6grenci asagidaki cevaplari vermigtir.

Ayse’nin cevabi

Bence dogru; ben su 6rnegi denedim, 3, 4 ve 5
sayilarini aldim.

3+4+5=12

12, ortadaki sayinin, yani 4’tin 3 kati oldugu icin
ifade dogrudur.

Mert’in cevabi

Bence dogru. Ug ardisik sayi alalim, bu sayilar,
a, (a+ 1) ve (a+ 2)olur. Sonra toplayalim

a+(a+l)+(a+2)=3a+3olur
3a+3=3(a+1)

Sonugta toplayinca ortadaki sayinin 3 katini
elde ettim, bu nedenle dogru.

Zeki’nin cevabi
Bence yanlis, 15, 16 ve 17 sayilarini alalim.
15+16+17=47

47, 16’nin 3 kati degil. Bu ylizden ifade yanlistir.

Belma’nin cevabi
Bence dogru; 6nce 2, 3 ve 4 sayilarini alalim.

2+3+4=9
9=3.3

Yani ortadaki sayinin 3 kati.
Sonra 21, 22 ve 23 sayilarini alalim.

21+22+23=66
66 =3.22

Yine ortadaki sayinin 3 katina ulastim.
iki ayri deneme yaptim ikisi de dogru cikti, bu
nedenle ifade dogrudur.

Hangi 6grencinin cevabi sizce bu soruya verilecek en uygun ispattir? Neden?
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EK 3: ispat Testi 1

1. Bir 6gretmen matematik sinavinda 6grencilerine su soruyu sorar;

“Ardigik 3 sayinin toplami, ortadaki sayimin 3 katidir.” Sizce bu ifade dogru mudur?
Ifadenin dogrulugunu / yanhishgini nasil ispatlarsiniz?

Bu soruya karsilik G¢ dgrenci asagidaki cevaplari vermistir.

Ayse’nin cevabi Mert’in cevabi

Bence dogru; ben su érnegi denedim, 3, 4 | Bence dogru. Uc¢ ardisik sayi alalim, bu
ve 5 sayilarini aldim. sayllar, a, (a + 1) ve (a + 2) olur. Sonra
toplayalim

3+4+5=12
a+(at+tl)+(a+2)=3a+ 3olur
12, ortadaki sayinin, yani 4’tn 3 kati oldugu
icin ifade dogrudur. 3a+3=3(a+1)

Sonugta toplayinca ortadaki sayinin 3 katini
elde ettim, bu nedenle dogru.

Belma’nin cevabi

Bence dogru; 6nce 2, 3 ve 4 sayilarini alalim.
2+3+4=9

9=3.3

Yani ortadaki sayinin 3 kati.

Sonra 21, 22 ve 23 sayilarini alalim.
21 +22 +23 =66

66 = 3. 22

Yine ortadaki sayinin 3 katina ulastim.

Daha buyuk sayilar denedigimde ise,

101 + 102 + 103 = 306

306 =3.102

Ug ayri deneme yaptim liglinde de dogru ¢ikti, bu nedenle ifade dogrudur.

Sizce verilen cevaplardan hangisi bu ifadenin ispatidir? Neden?
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2. ‘“Herhangi bir tek sayiyi 3 ile ¢arpip, ¢arpima 6 eklerseniz 6’nin kati olan bir sayi
elde edersiniz .” ifadesi her zaman dogru mudur? Nigin?

Ceyhun ve Canan 6gretmenlerinin sinavda sordugu bu soruya asagidaki yanitlari

vermiglerdir.

Ceyhun’un yaniti;

Bu ifade yanhstir, ¢cinkl tek say! olarak
17’yi alirsam ve verilen islemi yaptigimda;

(3.17)+6 =57 cikar

57 sayisi 6’nin kati olan bir sayi degildir. Bu
nedenle de verilen ifade yanhstir

Canan’in yanit;

Bu ifade dogudur; tek sayi olarak (2n + 1)
sayisini alirsan verilen iglemleri yaptigimda;

3.2n+1)+6=6n+6+6
=6n+ 12
=6 (nN+2)

Goraldugu Gzere islemin sonunda elde
ettigim 6 (n + 2) sayisi 6'nin katidir. Bu
nedenle de ifade dogrudur.

Ogrencilerin verdikleri bu cevaplara dair ne sdyleyebilirsiniz, siz 6gretmen olsa idiniz bu
cevaplari nasil degerlendirirdiniz? (Dogru mu yanlhis mi? Neden?)

Ceyhun’un cevabi:

Canan’in cevabi:
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3. Ayni 6gretmen asagidaki soruyu da sinavda 6grencilerine sorar;

“ jki tek sayinin toplami her zaman gift sayidir.” Sizce bu ifade dogru mudur? ifadenin

dogrulugunu / yanhshgini nasil ispatlarsiniz?

Bu soruya karsilik ¢ 6grenci asagidaki yanitlari vermistir.

Buse’nin cevabi

Dogrudur;, ¢unki tek sayilar ikiserli
gruplandirdigimizda her zaman 1 kalanini
veren sayilardir. Ornegin 7 sayisini ikigerli
gruplandirirsam;

seklinde bir tanesi gruplandirmamin digsinda
kalir.

Eger iki tek sayiyi toplarsam, bu sayilarin
sonunda acikta kalan 1’ler de bir ikili grup
olusturur ve bu iki saylyl topladigimda tim
sayilar ikili gruplandinldigi icin acikta kalan 1
olmaz.

Bu nedenle de elde etigim sayl her zaman
¢ift sayi olur, ¢lnku ikiserli gruplandirilabilen
bir sayi elde etmis olurum.

Mehmet’nin cevabi

Bence dogru; ben su érnekleri denedim, 11
ve 13 sayilarini aldim, daha sonra da 135 ve
379 sayilarini topladim.

11+ 13 =24

135+ 379 =514

24 ve 514 sayilan cift sayillar olduklari icin

soruda verilen ifade dogrudur. iki say1 érnegi
denedim, ikisinde de c¢ift sayiya ulastim.

Cem’in cevabi

Bence dogru; tum tek sayilar, 2n + 1 seklinde gosterilebilen sayilardir (n tam sayi olsun).
Iki ayri tek sayi alirsam birisi 2n + 1, digeri ise 2m + 1 olur.

Bu iki sayiyi topladigimda

2n+1)+(@2m+1)=2n+2m)+ (1 +1)
=2n+2m+2
=2(h+m+1)

Seklinde bir ¢ift sayl elde ederim.

Bu nedenle iki tek sayinin toplami her zaman gift sayidir.

Bu verilen cevaplardan hangisi / hangileri verilen ifadeyi sizce ispatlar? Nedeninizi

aciklayn.
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4. Ug arkadas sinavdan ciktiktan sonra sinavdaki bir soru tizerine konusurlar. Ugli de
soruya farkl cevap vermistir. Soru ve 6grencilerin verdikleri cevaplar su sekildedir:

“Her tek sayi ardisik iki sayinin toplami seklinde yazilabilir” Sizce bu ifade dogru
mudur? Ifadenin dogrulugunu / yanlighdini ispatlayiniz?

Sedat’in cevabi

Soruda tek sayi verilmis, bu nedenle bu
saylyl 2n + 1 olarak alabilirim.

2n + 1 sayisi 2 tane n ve 1 sayisinin
toplamidir. Yani;

2n+1=n+n+1 olarak yazilabilir.

Bu durumda 2n + 1 sayisi nile (n + 1) in
toplami olarak da yazilabilir.

2n+l1=n+n+1=n+(n+l)

n ve (n+1) ise ardisik iki sayidir ¢ginki (n+1)
sayisi n sayisindan 1 fazladir.

Bu durumda 2n + 1 ‘i yani tek bir sayiyi iki
ardisik sayinin toplami seklinde yazmis
oldum.

Bu nedenle ifade dogrudur.

Deniz’in cevabi

Ardisik iki sayi alahm, bu sayilar x ve (x+1)
olur.

Bu iki sayiyi topladigimda;
X + (x+1) = 2x + 1 olur.

2x+1 ise tek sayilarin sembolik gosterimi
oldugu igin verilen ifade dogrudur.

Berk’in cevabi
ispatlamak igin birkag sayi denerim.
1=0+1(0ve 1 ardisik sayilardir)

3=1+2 (1ve 2 ardigik sayilardir)
17 =8 + 9 (8 ve 9 ardisik sayilardir)

3 tek sayi aldim, bu U¢ tek saylyl da ardisik iki sayinin toplami seklinde yazabildim. Bu

nedenle verilen ifade dogrudur.

Hangi 6grencinin verdigi cevap sizce bir ispattir? Siz dgretmen olsa idiniz bu cevaplari

nasil degerlendirirdiniz? Nigin?

Sedat'in cevabi
Deniz'in cevabi

Berk'in cevabi
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Ek 4: ispat Testi 2

Ad Soyad:

Grup 1: Asagida verilen ifadelerden birisini seginiz.

1. Cift bir sayi tutun, daha sonra bu sayiya yarisini ekleyin. Buldugunuz sayi1 her zaman
3’e bollnen bir sayidir.

2. ab, ba, aa ve bb iki basamakli sayilar olsun. Bu durumda ab + ba =aa + bb dir.

a. Sectiginiz ifadeyi dogrudan ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.

b. ispati yaparken dogrudan ispat ydntemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?
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Grup 2: Asagida verilen ifadelerden birisini seginiz.

1. Tim ntamsayilariigin, n®2n? dir.

2. Ardisik iki sayinin toplami 4’e bélindigiinde her zaman 3 kalanini verir.

a. Sectiginiz ifadeyi karsi 6rnek vererek ispatlayiniz.

b. Ispati yaparken karsi érnek vererek ispat yéntemini kullanmakta
zorlaniyorsaniz, sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?

170




Grup 3: Asagida verilen ifadelerden birisini seginiz.

1. A={1,2,3,4,5} ve nsayisi A kiimesinin bir elemani ise, n‘—n+11 sayisi her zaman
asal sayidir.

2. Bir sayinin karesinin birler basamagindaki rakam, her zaman {0,1,4,5,6,9} kiimesinin
bir elemanidir.

a. Sectiginiz ifadeyi tuketerek ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.

b. ispati yaparken tiiketerek ispat ydntemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?
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Grup 4: Asagida verilen ifadelerden birisini seginiz.

1. Tim ntamsayilariigin, 6n+2 sayisinin 4'e boliminden kalan her zaman ya 0'dir ya da
2'dir.

2. avebtamsayiolsun.Budurumda a.b < |a]|.|b] dir.

a. Sectiginiz ifadeyi durum yolu ile ispat yontemini kullanarak ispatlayiniz.

b. ispati yaparken durum yolu ile ispat yéntemini kullanmakta zorlaniyorsaniz,
sectiginiz ifadeyi kendinizce nasil ispatlarsiniz?
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EK 5: ispat Testi 3

Ad Soyad:

Asagida sekiz adet matematiksel ifade verilmistir. Her ifadenin ispati icin énerilen ispat
yontemi parantez iginde belirtiimigtir.

Verilen ifadelerden sadece dort tanesini secerek ispatlayiniz.

1. Herhangi bir tek sayiyi 3 ile ¢arpip bu ¢arpima 3 eklerseniz 6’nin kati olan bir sayi
elde edersiniz. (Dogrudan ispat yontemi)

2. Bir tek ve bir ¢ift saylyi topladiginizda her zaman tek sayi elde edersiniz.
(Dogrudan ispat yontemi)

3. n, {1,2,3,4} kiimesinin bir elemanidir, bu durumda her zaman (n + 2)* > 3%dir.
(Tuketerek ispat yontemi)

4. n, {4,6,8,10,12} kiimesinin bir elemani olsun, bu kosulu saglayan tim n sayilari iKi
asal sayinin toplami seklinde yazilabilir. (Tliketerek ispat yontemi)

5. iki sayinin karelerinin toplami her zaman cift sayidir. (Karsi érnek vererek ispat
yontemi)

6. asayisi (b + c)yi tam bdlen bir sayi olsun. Bu durumda a sayisi hem b, hemde ¢
sayisini tam olarak bdlen bir sayidir. (Karsi1 6rnek vererek ispat yontemi)

7. Bir tam say tutun ve daha sonra bu sayinin karesini alin, elde ettiginiz sayinin 4’e
bélimunden kalan her zaman 0 veya 1’dir. (Durum yolu ile ispat yontemi)

8. x tam sayi olsun. Bu durumda x - |x| < 0 dir. (Durum yolu ile ispat yontemi)

ispatlariniz:
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EK 6: Gorisme Formu

Gorusmede ilk olarak soru formlarina dair sorular sorulur, en sonunda genel
sorulara gegilir.

Test 1
1. soru

(Ayse'yi secenlere)
e Ayse'nin yanitini nigin segtin?
e Peki sence bu yanitin BelIma'ninkinden farki ne?
e Ayse bu kullandigi tek 6rnek ile verilen ifadeyi tim say1 kiimesi i¢,n
dogrulamis midir sence?

e Ayse'nin verdigi tek bir drnegi ispat olarak kabul etmigsin, peki karsi drnekle
curUtulebilecek bir soru versem sana ( o sirada bdyle bir soru 6grenciye
verilir - Ardigik iki sayinin toplami 4’e bolinduginde her zaman 3 kalanini
verir.), bu soruda 6nce sayi olarak 3 ve 4'U alsan sonug ne olur? (islemi
yaptiktan sonra) peki simdi de 4 ve 5'i alsan sonug ne olur? Bu durumda
karsi ornekle ispatlanabilecek bir soruda tek bir 6rnek ile, yani ilk denedigin
ornek ile yetinsek ne olurdu?

(Belma'yi segenler)
¢ Nicin Belma'nin yanitini segtin?
e Bu yanitin Ayse'nin yanitindan farki ne?
e Belma bu cevabi ile verilen ifadeyi tim sayi kimesi i¢,n dogrulamis midir
sence?

2.soru

(1. soruda Mert'i secip, 2. soruda da Canan'i segenler)
e Bu soruda ni¢in Canan'in yanitini ispat olarak kabul ettin? Sence her
cebirsel ifade ispat midir?

(Ceyhun yanlis diyen ama Canan'in cevabina dair yorum yapmayanlar)
e Bu soruda Canan'in yanitina dair bir agiklamada bulunmamigsin. Soruya
tekrar bakmani istesem sence Canan'in yaniti da ispat midir?

(Ceyhun ve Canan'in yanitlarinin ikisini de ispat olarak degerlendirenler)
e Bu soruda her iki yaniti da ispat olarak degerlendirmigsin. Ceyhun ifadenin
yanls oldugunu, Canan ise dogru oldugunu sdylemis. peki bu durumda
matematiksel bir ifade ayni zamanda hem dogru hem de yanlis olabilir mi?
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3. soru

(Buse'nin yanitini da ispat olarak belirtenler)
e Buse'nin yanitini da ispat olarak belirtmissin. Buse sence bu yanitinda nasil
bir genelleme yapmig?

4. soru

ogrencinin onune ayri bir kagitta yazili olarak Deniz'in cevabi konulur ve "sana bu
ispati versem, sence kagitta yazili olan bu ispat nasil bir matematiksel ifadenin
ispatidir?”

Test 2
Grup 1

1. gruptaki sorularda dogrudan ispat yontemini kullanmaniz istenmisti. Dogrudan
ispat yontemi deyince ne geliyor aklina?

(6rnek vererek dogrulayanlar)

e Bu soruda ornek vererek verilen ifadeyi dogrulamigsin. Sence 6rnekle
dogrulamak ispat mi?

o Pekiispat yaparken tum sayi kimesi i¢in bir genellemeye ulagiyor idik, sen
verdigin bu drnek / drnekler ile bu ifadenin tim say1 kimesi igin dogru
oldugunu soéyleyebilir misin?

e (yaniti hayir ise) peki genellemeye ulasmak icin yani ispat yapmak igin ne
yapmak / neleri kullanmak gerekir bu durumda?

(dogrudan ispati b sikkina yapanlar)
e bu yaptigin ispat yonteminin bir adi var mi?
e (dogrudan ispat der ise) peki bu ispati nigin b sikkina yaptin, yaptigin
ispattan emin degil misin?

Grup 2

Bu soruda kargi 6rnek vererek ispat yapmaniz istenmis. Kargi 6rnek vererek ispat
yapmak ne demek sence?

Dogru bir ifade sence bu ydntemle ispatlanir mi? (karsi d6rnek vererek ispat
dedigimizde bu ifadenin yanhsg bir ifade oldugu anlagiliyor mu?)

(tek bir 6rnekle ifadeyi dogrulayanlar)
e birkag 6rnek daha deneyebilir misin bu soruda?
e (ifadeyi yanhglayan bir 6rnek buldugunda) peki bu son yaptigini da dikkate
alirsan bu soruyu dogru mu yapmissin sence?
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Grup 3

Bu soruda tuketerek ispat yontemini kullanman istenmig, sence tuketerek ispat
yontemi ne tur sorularda / ifadelerde kullanilir?

(sadece kume igerisindeki birkac¢ saylyr deneyenler)
e ispat yapmak icin verilen kimeden bir ka¢ saylyr denemek sence yeterli mi?
o (yeterli derse) peki ya diger sayilar ifadeyi dogrulamasaydi?
e emin olmak i¢in kimedeki tim elemanlari denemeyi dislinmez misin?

Grup 4

Bu soruda durum yolu ile ispat yontemini kullanman istenmis, durum yolu ile ispat
denince aklina ne geliyor?

(soruyu yapamayanlara)
e Bu yontem digerlerine gére daha mi zor geldi sana?
e Soruyu verilen ispat yontemi yuzinden mi yoksa matematiksel ifadeler sana
zor geldigi icin mi yapamadin?

(soruyu bir ya da iki 6rnek vererek dogrulayanlar)

e bu soruda 6rnek vererek dogrulamigsin. Sence bu sorunun 1. gruptaki
sorulardan bir farki var m1? Oradaki sorulari da drnek vererek
dogrulamissin.

o (fark yok diyorsa) peki sence niye bu soruyu dogrudan ispat yontemi ile
degil de durum yolu ile ispat yontemi ile ispatlaman istenmis olabilir?

(soruda incelenecek durumlara uygun orneklerle deneme yapanlar)
e nicin bu drnekleri, 6rnegin bir tek ve bir ¢ift sayiy1 denedin?
e (tek ve cift sayilar olarak iki durumdan bahsederse) peki drnek vererek degil
de cebirsel ifadeleri kullanmani istesem bu durumlari nasil ifade edersin ve
ispati nasil yaparsin?

Test 3

e Bu soru formunda en kolay ispat yontemi sence hangisi idi?

o (bahsettigi yontemden sadece 1ini segmis ise) nicin bu yontemle ispatlanan
diger ifadeyi se¢gmedin?

e Peki sence en zor ispat yontemi hangisi?

e (bu yontemi secmis ise) zor buldugun bu yéntemi nigin segtin?

e bu verilen dort ispat yontemini kolaydan zora siralamani istesem nasil
siralarsin?

e peki sorulari segerken neye dikkat ettin? verilen yontemlerin isimleri mi
yoksa verili sorularin igerigi mi segiminde etkili oldu?

daha sonra bu soru formu ile ilgili dgrencilerin ispat uygulamalarina gegilecek.
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Gorusmenin en sonunda da genel sorulara gegilir
Genel Sorular

ispat yapmak sana zor geldi mi?

Nerde zorlandin?

Sembolik dili kullanmak zor mu?

Peki sence nigin ispat yapiyoruz?

Ispat matematikte gerekli mi sence?

ispat yapmaktan zevk aldin mi?

Son olarak ispatlanmasi istenen her matematiksel ifade dogru mudur?
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