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RUNGE-KUTTA METOTLARININ YAKINSAKLIK
MERTEBELERININ TESBITI

KABLAN Abdullah
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Ali thsan HASCELIK
Agustos 2003, 89 sayfa

Klasik yontemle adi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢c deger problemlerinin
¢oziimiinde kullamlan niimerik metotlarin mertebelerinin belirlenmesi ¢ok uzun ve
karigik islemler gerektirmektedir. Grafik yontemi ile bu islemler olduk¢a kisalmakta

ve basitlesmektedir.

Bu caligmada grafik yontemi ile ilgili temel bilgiler verildikten sonra, bu

yontemle genel Runge-Kutta metotlarinin mertebeleri incelenmigtir.

Ayrica son zamanlarda gelistirilen ¢ok adimli Rosenbrock tipi bir metodun grafik
yontemi ile mertebesi belirlenerek kararlilik analizi yapilmig ve daha sonra da aymi

mertebeden klasik Runge-Kutta metotlar ile karsilagtirtlmigtir.

Anahtar kelimeler: Niimerik metotlarin mertebe sartlar, grafik teorisi,

Runge-Kutta metotlari, Rosenbrock metotlar



ABSTRACT

DETERMINATION OF THE ORDER OF CONVERGENCE
OF RUNGE-KUTTA METHODS

KABLAN, Abdullah
M.Sc. in Department of Mathematics.
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Ali Thsan HASCELIK
August 2003, 89 pages

With classical methods, determination of orders of numerical methods that are
used in the solution of initial value problems for the ordinary differential equations
requires very long and complex processes. This processes are shortened and

simplified by the graph method.

In this study, after basic information related to graph method is given, the orders
of general Runge-Kutta methods are investigated by this method.

In addition, using the graph method, the order of a recently derived multistep-
Rosenbrock type method is determined and the stability analysis of this method is
investigated. Furthermore the new method is compared with the classical Runge-

Kutta methods of the same order.

Key words: Order conditions of numerical methods, graph theory,

Runge-Kutta methods,Rosenbrock methods.
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1. BOLUM
GIRIS

Basta mithendislik ve fizik olmak tizere bir ¢ok bilim dalinda ¢ogu problem
diferansiyel denklemlerle agiklanmaktadir. Karsilagtlan bu diferansiyel denklemler
genel olarak kismi tiirevler iceren kismi diferansiyel denklemler ve sadece adi
tiirevleri iceren adi diferansiyel denklemler olmak iizere iki gruba ayrilir. Ancak bu
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimiini bulmak genel olarak miimkiin
olmayabilir. Ozellikle giintimiizde kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri iizerine

halen ¢aligmalar siirdiiriilmektedir.

Bu c¢alismada ozellikle analitik ¢oziimii bulunamayan, baglangi¢ kosullarim
saglayan adi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini bulmakta kullanilan
niimerik metotlarin mertebesi ve bu mertebeyi belirlemekte kolaylik saglayan grafik

yontemi tizerinde durulmaktadir.

V=1, y(x) (1.1)

seklindeki baglangi¢ deger problemi igin s basamakli Runge-Kutta metodu asagidaki
formdadir [1].

k= f(x,+ehy, +hzaijkj) (i=1...s)
=)

Yot = Vo +hY B, (1.2)
i=]

Bu metodun mertebesi ¢;,a; ve b, katsayilarinin se¢imine gore degismektedir. Genel

olarak bu katsayilar bulunup metotlar olugturulurken asagidaki adimlar izlenir.

Admm 1: Metodun % = 0°da Taylor seri agilim1 yapilir.



Admm 2: y(x), (1.1) probleminin gercek ¢oziimii olmak iizere y(x)'in 2=0da

Taylor seri agilim1 yapilir.

Adim 3: 1’inci ve 2’nci adimlarda elde edilen denklemlerdeki karsilikli katsayilar

esitlenerek ¢;,a, ve b, katsayilari bulunur ve metotlar olusturulur.

3’lincii adimda mertebe sartlarn1 diye adlandirilan lineer olmayan bir denklem
sistemi elde edilir ve daha sonra bu sistem ¢oziilerek metotlar olusturulur. Bu
denklem sistemindeki denklem sayisi metodun mertebe sayisina gore degisir.
Mertebe sayis1 arttikga denklem sayist daha da hizli bir sekilde artar. Ornegin,
mertebe sayis1 4 iken 8 tane denklem elde edilirken, mertebe sayis1 6 oldugunda bu
deger 37’ye, mertebe sayis1 8 oldugunda 200’¢, 10 oldugunda ise 1205°e
yiikselmektedir [1].

Goriildiigii tizere 6zellikle 6’1nct mertebeden sonra denklem sayisi ¢ok hizli bir
sekilde artmaktadir. Ciinkii yliksek mertebeli metotlarda 1’inci adimi yapmak
olduk¢a zor, zahmetli ve hatta icinden ¢ikilmaz bir hal alabilir. iste bu nedenle

1960’1ardan sonra yapilan ¢alismalar sonucunda bu zorlugun iistesinden gelinmistir.

Metotlarin mertebe sartlan tizerine bir ¢ok ¢aligmalar yapan Butcher’in bu konuya
getirdigi en biiylik yenilik 1987 de olmustur. Butcher, metotlarin Taylor seri
agilimlarini yaparken grafik teorisinden faydalanmugtir. S6yle ki; gerek metotlarin ve
gerekse gercek ¢oziimiin Taylor agilimlarini yaparken karsilagilan ¢ok uzun, kismi
tiirevler igeren denklemleri agag olarak adlandirilan gesitli grafiklerle simgelemis ve
daha sonra bu agaclara yeni dallar eklemek suretiyle metotlarin ardil tlirevlerini elde
etmigtir [2]. Boylelikle gok uzun ve karigik cebirsel denklem sitemleri daha kisa ve
basit hale getirilmis ve yiiksek mertebeli metotlarinda mertebe analizleri

yapilabilmigtir.

Yine aym yillarda Wanner ve Hairer’in ¢aligmalari ile bu yéntem daha da

gelistirilmis ve bagska tip metotlara da uygulanmstir [1,3].

Ozellikle son yillarda grafik yontemi mertebe analizinde daha da énemli bir yer
tutmustur. Bilgisayar teknolojisinin gelisimi ile birlikte daha iyi sonuglar veren
yiiksek mertebeli metotlar daha ¢ok kullanilmigtir. Bu sebeple bu yonde ¢aligmalar
arttirlmus ve grafik yontemi kullanilarak cesitli sekilde yiiksek mertebeli metotlar



olusturulmugtur. Yine son yillarda Hairer’in olugturdugu Hamilton sistemleri i¢in
kullanilan symplectic metotlar, manifoldlar lizerinde baz: fiziksel 6zellikleri koruyan

(invaryant birakan) metotlarda da yine grafik yontemi kullanimigtir[4].

Giiniimiizde yiiksek mertebeli metotlara duyulan ihtiyacin giin gegtikge arttigi
diigtiniiliirse, bulunan bu metotlarin mertebe analizinde grafik y6nteminin ne kadar
O6nemli oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Aksi halde bu metotlarin mertebelerini klasik

yontemle belirlemek ¢ok zor hatta imkansiz olabilirdi.

Bu yiizden grafik yontemi yiiksek mertebeli metotlarin elde edilmesi ve bunlarin

mertebe analizlerinin yapilabilmesi bakimindan ¢ok 6nemli bir kolayliktir.

Bu ¢aligmanin ikinci bsliimiinde niimerik metotlar tek ve ¢ok adimli olmak tizere
iki grupta incelenmistir. Tek adimli metotlarda oncelikle niimerik metotlarin nasil
olusturulduguna dair bilgiler verilmis ve daha sonra da metotlar tiirlerine gore
incelenmistir. Cok adimli metotlarda ise yine metotlarin nasil elde edildigi anlatilmig
ve burada da metotlar tiirlerine gore siniflandirilmistir. Bu béliimde ayrica bahsedilen

tiim tek ve gok adimli metotlarin kararlilik analizleri yapilmistir.

Bu sekilde metotlar tamitildiktan sonra iigiincii b6liimde metotlarin yakinsaklik
mertebelerinin  belirlenmesinde grafik yonteminin &neminden bahsedilmigtir.
Oncelikle mertebenin tanimi yapilarak bu kavramin metotlar igin ne anlama geldigi
anlatilmigtir. Daha sonra metotlarin mertebelerini bulma yontemlerinden bahsedilmis
ve klasik yontem ile grafik yontemi anlatiimistir. Once metotlarin mertebeleri klasik
yontemle bulunmus, ancak bu noktada klasik y6ntemin zorluklarindan bahsedilip,
grafik yontemine gegilmistir. Grafik yontemi ile ilgili baz: tanim ve agiklamalar
yapildiktan sonra bu yontem Runge-Kutta ve Rosenbrock tipi metotlara

uygulanmistir.

Doérdiincii béliimde ise grafik yontemi ile ilgili edinilen bilgiler 1s18inda David
Geoken ve Olin Johnson’a ait ¢ok adimli Rosenbrock tipi bir metodun grafik
yontemi ile mertebe analizi yapilmigtir. Ayrica bu metodun kararlilik bolgesi
belirlenmis ve bu bolgeler bagka metotlarin kararlihik bélgeleri ile kargilagtinlmigtir.
Son olarak aym metodun sayisal bazi sonuglar1 ayn1 mertebeden klasik Runge-Kutta

metotlan ile karsilagtirilarak bu degerler grafiklerle sunulmusgtur.



2. BOLUM

TEK VE COK ADIMLI METOTLAR

2.1. TEK ADIMLI METOTLAR
2.1.1. Giris

Uygulamali matematikte bir ¢ok problem cesitli tipte diferansiyel denklemlerle
ifade edilir. Bu diferansiyel denklemler igerisinde en basit denklem ¢esidi x bagimli

degisken ve y(x) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere y'= f(x,y(x))
tipindeki denklemlerdir. Bu tiir denklemlere adi diferansiyel denklemler denir. Bu

problemi saglayan sonsuz tane ¢6ziim vardir. Bu ¢oziimler igerisinde (x,,y,)

noktasindan gegen ¢Oziimiin bulunmasina baslangic deger problemi denir ve

baslangi¢ sartlar1 da y(x,) = y, formundadir. $imdi daha genel olarak asagidaki gibi

n boyutlu diferansiyel denklem sistemi ele alinsin.

Y (%)= £1G6 3 (%);005 3, (%))
V() = 1,069, (5)seees (X))

V' (x) = £,(69,4x), .., ¥, (%))
V() =y, i=0,1,...,n
Bu sistem agagidaki vektor formlart kullamlarak y'= f(x,y) formuna getirilebilir.
y; »fl‘(x’yl(x)""5yn(x)) le

y'=fy, y'=|i|, fey)= : . V(%) =Y, =
y;lz f;z(xayl(x)a"wyn(x)) ynO



~Diferansiyel denklemler sadece birinci mertebeden tiirevleri degil aym1 zamanda

daha yiiksek mertebeden tiirevleri de igerebilirler. Ornegin,

YO 0x) = £, 30, yO (1), V(1))

seklindeki »’inci mertebeden bir diferansiyel denklem
z,(x) = y(x)
2,(x)= YO (x)

z,(x) =y (x)

esitlikleri kurularak asagidaki sekilde birinci mertebeden » boyutlu bir sistem haline

getirilebilir.
Z Z
Z’ = .: = :
Zn~1 Zn
z, f(x,2,2,,...,2,)

2.1.2. Tek Adimh Metotlar

Diferansiyel denklemler igin olusturulan niimerik metotlarin esas amaci,

y'=1(xy) y(x)=y (1.2.1)

seklindeki baglangig deger problemlerinin analitik yollarla elde edilemeyen

¢oziimiiniin, herhangi bir noktadaki yaklagik degerinin hesaplanmasidir. Yani y(x),

(1.2.1) probleminin analitik yollarla bulunamayan gergek ¢6ziimii ve a € R herhangi

bir reel say1 olmak lizere y(a) degerinin yaklagik hesabimn yapilmasidir. (1.2.1)

baslangi¢c deger problemi birinci dereceden bir denklemdir ve gelistirilen niimerik
metotlar bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde kullanilir. Eger problem daha yiiksek
mertebeden ise, o zaman denklem daha once de anlatildig: gibi birinci mertebeden
sisteme g¢evrilir ve daha sonra niimerik metot uygulanabilir. Yani anlatilacak olan
‘metotlar birinci mertebeden » boyutlu sistemler igin de gecerlidir. Ancak burada

n=1 alinarak anlatim yapilacaktir.



~ Simdi problem, (1.2.1) deki baslangi¢ deger problemi i¢in a € R ve y(x) gercek
¢0ziim olmak lizere, y(a) yaklagsik degerinin bulunmasi olsun. Ik olarak [x,,a]
araligt x, <x <..<x,=a seklinde alt araliklara boliiniir. Burada A =x,, —x,,
i=1,2,...,n degerleri her bir alt aralifin uzunlugudur ve bu degerlere adim uzunlugu
denir. Her bir adim uzunlugu farkl: segilebilecegi gibi 4 = geklinde sabit bir deger
de alinabilir. y(x), (1.2.1) deki baslangi¢ deger probleminin ger¢ek ¢6ziimii olsun. O

zaman y'(x) egimi i¢in agagidaki bagint1 yazilabilir.

oy Yx+HR) = y(x)
y'(x)= P

Simdi probleme tekrar doniiliirse

y'(x)=f(xy)

A DY) i)

y(x+h)~ y(x) +hf (x, y(x))

denklemi elde edilir. Bu denkleme y(x,) =y, baslangi¢ degeri uygulanirsa

V(%o +h) = y(X%o)+ Bf (%4, ¥5)
ifadesi elde edilir. Boylelikle y(x) gercek ¢6ziimiinlin x, + /4 =x, noktasindaki
yaklagik degeri bulunmus olur. Bu islemler aym sekilde x,,x,,...,x, degerleri i¢in
yapilir ve en sonunda y(x,)~ y(a) yaklasik degeri elde edilir. Gergek deger ile
yaklagik degeri kanigtirmamak amaciyla bundan sonra x, noktasindaki gergek deger
y(x,) scklinde yaklagik deger ise 3, seklinde gosterilecektir. Tiim bunlar
genellgstirilirse (1.2.1) deki baslangi¢ deger problemi icin

yn+1 =yn+hf(xnsyn)
X, =%,+h, n=01,.. (1.2.2)

seklinde bir niimerik metot elde edilmig olur. Bu metoda Euler metodu denir. Burada

x, noktalarindaki teget dogrular1 birleserek Euler poligonu denilen asafidaki kink

¢izgiyi olusturur.



Sekil 1.2.1. Euler Metodu

Euler metodu tipik bir tek adimli metottur. Genel olarak metotlar, ®(x,,y,,h)

fonksiyonu ile verilir. Ornegin Euler metodu igin ®(x,,y,,5) = f(x,,,) dir.
Tanmm 1.2.1. (1.2.1) deki baslangig deger problemi i¢in tek adimli metot

Vo =¥, +hO(x,,y,,h) (1.2.3)
seklinde tanimlanir. Burada ®(x,,y,,%) fonksiyonu metodu belirleyen fonksiyondur

ve bu fonksiyonun farkli segimleri ile farkli metotlar elde edilir.

(1.2.1) deki baglangi¢ deger problemi i¢in (1.2.3) deki metot uygulansin. Ayrica

bu problemin gercek ¢oziimii y(x) olsun. Farzedelim ki x, noktasindaki gercek

deger i¢in, y(x,)=y, olsun. O zaman

yn+1 =yn +hq)(xn’yn’h)
yn+l = y(xn)+hq)(xn’y(xn)’h)

olur. Genel olarak y,,, noktasindaki hata y(x,,,)—,,, scklinde gercek ¢oziim ile

niimerik ¢6ziim arasindaki fark olarak alinir. Buradan hata degeri asagidaki sekilde
elde edilir.

hata = y(xn+l) - yn+l

hata = y(x,,,) ~ ¥(x,) - hO(x,, y(x,), 1) (1.2.4)



. Tanmm 1.2.2. (1.2.4) deki hata degerine yerel kesme hatasi (local truncation error

(l.t.e)) denir ve ¢, ile gosterilir.

to = V(%) — ¥(x,) = hD(x,,,, k) (1.2.5)

Bu hata 6l¢limii bir anlamda metodun yaklasim hizi ile alakalidir. $S6yle ki iyi bir

metot i¢in

lim¢, , =0
h—0

n+l

olmas1 gerekir. Ancak burada 6nemli olan #— 0 iken ¢,,, degerinin ne kadar hizla
sifira yaklastifidir. Bagka bir ifade ile niimerik metottan elde edilen yaklasik deger
ile gergek deger arasindaki hatanin ne kadar hizla azaldigidir. Bu da metotlarin

mertebeleri ile alakalidir ve genel olarak, eger bir metot i¢in

t,. =0MH") (lim o) var} (1.2.6)

B0 Pt

ise 0 zaman bu metoda p’ninci mertebedendir denilecektir [5]. Burada, metodun

mertebesi biiylidiik¢e yaklasimda o kadar hizli olacaktir.

Tamm 1.2.3. (1.2.1) deki baslangig deger probleminin y(x) gergek ¢oziimii ile
Vs DUmerik ¢dziimii arasindaki farka genel hata (global error (g.e)) denir ve e,,,

ile gosterilir.

€1 = Vo1 — y(xn+1)

Ornek 1.2.4. Euler metodu igin O(x,,y,.n) = f(x,,y,) oldugu belirtilmisti.
Burada f fonksiyonu yeter derecede kismi tiirevlienebilir olsun. Acaba Euler metodu

i¢in #— 0 iken ¢,,, degeri hangi mertebede (hangi hizla) sifira yaklagmaktadir. Eger

»'(x) = f(x,y) probleminin ger¢ek ¢ozlimii y(x) ise o zaman tiim x degerleri i¢in

y'(x) = f (x,y(x))

dir. Farzedelim ki x, noktasindaki gercek deger de y(x,)=y, olsun. $imdi Euler
metodu, adim uzunlugu # alinarak uygulandiginda

yn+] = yn +hf(xn3yn)



olur ve burada y(x,) =y, oldugundan

yn+1 = y(xn) + hf(xnay(xn))

olur. Ayrica y'(x) = f(x,y(x)) oldugundan son denklem

Y = V(%) +hy'(x,) (1.2.7,a)

seklini alir. Burada ayrica y(x) ger¢ek ¢oziimiin x, noktasinda Taylor seri agilimi
yapilirsa
W K

Y, + k)= y(5,) + hy'(x,) + 7y, +§y“’(xn) +... (1.2.7,b)

denklemi elde edilir. Daha 6nce y,,, deki yerel hatanin ¢, = y(x,,,) — ¥,,; seklinde
oldugu belirtilmigti. O zaman, (1.2.7,a) ve (1.2.7,b) denklemlerinden, hata

tn+l = y(xm-l) - yn+1

2

3
o =[ye)+ hy'(x,,>+%y"(x,,)+f’3-,y<”(xn) Fo]= D)+ ')

=—p"(x)+— ¥ ) +...
2!y(,,) 3w (x,)

W’ "
!
seklindedir. Sonug olarak bu metot igin ¢, =O(k*) oldugundan, Euler metodu

birinci mertebedendir denir. Yani ger¢ek ¢oziimiin Taylor agilimi ile Euler

metodunun Taylor agilimi yalnizca ilk iki terimde uyugmaktadr.

Daha 6nce bir metodun mertebesi biiyiidiikkge, gercek ¢oziime yaklagimin o kadar
iyi oldugundan bahsedilmisti. O zaman yukandaki Ornekten hareketle, acaba
mertebesi 1’den daha biiyiik bir metot olugturulabilir mi? Bu soruya verilecek ilk
cevap ®(x,,y,,n) fonksiyonu olarak, (1.2.7,b) deki Taylor agiliminda ilk {i¢ terimi

almak seklinde olacaktir. Yani ®(x,,y,,#) fonksiyonu

D(x,y,h)=y'(x)+ gy"(x) (1.2.8)

seklinde segilirse ve burada da



y'(x)=f(x,)
y'(x) =160+ 1,(60)y'(x) = £ (6 0)+ 1,06 1) F (%, )

kismi tiirevleri (1.2.8) de yerlerine yerlestirilirse
h
d)(x:ysh) = f(x,y)'I'E(f;(x,y)'l'f;,(x,y)f)

Vo = 90+ BOCy.H) = y, + H(F(5,7) +—§-(Jz )+ L)

seklinde bir metot elde edilir. Bu segimle olusturulmus bir metodun Taylor agilimi
gercek ¢oziimiin Taylor agilimi ile {i¢ terimde uyusmaktadir. Yani ¢ ,, = O(4’)

oldugundan bu metodun mertebesi 2’dir. O zaman bu yolla daha da yiksek

mertebeden metotlar elde edilebilecegi agiktir. Ancak bu tiir metotlarda her

Yy = Vnn admminda sadece f degil, ayn1 zamanda f, f,,... gibi kismi tiirevlerde

gerek olacaktir. Bu da hesaplamayi oldukga zorlagtirmaktadir. Yiiksek mertebeden
daha basit metotlar agagidaki sekilde elde edilebilir.

D(x, y, 1) = b f (%, y) + b, f (x + &1,y + ay, 1f (%, ) (1.2.9)
Burada b,,b,,c,,a,, degerleri sabittir ve bu degerler ¢,,;, de #’nin kuvveti miimkiin
oldugunca biiyiik olacak sekilde segilir. Simdi (1.2.9) daki ®(x, y,/) fonksiyonu ile

olusturulan metodun x, noktasinda Taylor seri a¢ilim1 yapilirsa

Y =Y(%,) + (b +D)Hf (x,,3,) + b, %[szx(xn,yn) a1, 5 V) £ (5, ¥,)1 + O()

seklinde bir denklem elde edilir. Bu denklem (1.2.7,b) deki gergek ¢oziimiin Taylor
acilim ile karsilagtinlirsa, ilk {i¢ terimin uyusmast i¢in, yani metodun 2’inci

mertebeden olmasi i¢in agagidaki denklemlerin saglanmasi gerekir.

b+b=1 by, =-;- b,a, =% (1.2.10)

Bu denklem sistemi 4 bilinmeyene, 3 denkleme sahiptir. Dolayisiyla bir bilinmeyen

keyfi olacaktir. Bu denklem sisteminin bir ¢6ziimii

10



1 1
b1=5 b2='5 CZ=1 a21=1

seklindedir. Buradan (1.2.9) daki metot yukaridaki degerlerle

CD(x,y,h)=%[f(x,y)+f(x+h,y+hf(x,y)] (1.2.11)

seklinde bir metot halini alir. Artik bu metot 2°nci mertebedendir. Yani ilk iig
terimde uyusma vardir. Bu metoda Heun metodu denir ve her bir adimda f nin iki

degerinin hesaplanmasi gerekir. (1.2.10) denkleminin bir bagka ¢6ziimii ise

1 1
b=0 b =1 Cz=5 0’21=5
seklindedir ve buradan elde edilen metot
1 1
q)(xayah)=[f(x+_2—h’y+§hf(x>y)] (1212)

formundadir. Bu metoda Modife Euler metodu denir ve 2’nci mertebedendir. Ayrica

her bir adimda yine f’nin iki degeri gerekir.

Son olarak su ana kadar ki basit yaklagimlarla elde edilen metotlardan daha
karmagik bir yapiya sahip ve belli bir mertebeye kadar yukaridaki 6rneklerin
genellestirilmis hali sayilabilecek olan Runge-Kutta metodundan bahsedilecektir. Bu

metot agagidaki formdadir. [1,2,5,6]
kl = f(x’ y)
k,= f(x+lh +—1—hk,)
2 2 >y 2

1 1
k3 =f(x+§hay+_2_hk2)

k,=f(x+hy+hk,)
h
Yui1 = Vn +g[k1 +2k, +2k; + k] (1.2.13)

Yukarida yapildigs gibi yine Taylor seri agilimlan karsilagtirtlirsa ¢,,, = O(%’) elde

edilir. Yani agilimlarda ilk beg terimde uyusma vardir. Bu da bu metodun 4’lincii

11



mertebeden oldugunu gosterir. Ilerleyen boliimlerde Runge-Kutta metotlarindan daha

ayrintil bir sekilde bahsedileceginden burada sadece formiil vermekle yetinilecektir.

Eger f(x,y) fonksiyonu y’ye baglt degil ise o zaman problem

y'=10), y(x)=y,

seklinde olur. O zaman bu baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii

Y@=y, + [f@)
X0

seklinde bir integral denklemidir. Bu durumda Heun metodu niimerik integrasyonda
kullanilan yamuk kuralina [2], modife Euler metodu orta nokta kuralina [2], ve

Runge-Kutta metodu da Simpson kuralina [2] karsilik gelir.

2.1.3. Runge-Kutta Metotlar:
b
Tamm 1.3.1. s tamsayl ve a,,,d;,,05,.-,81,85550-s0, 15 B,..b, €,,..c, "de

reel sabit katsayilar olmak iizere
k] = f (xn 2 y n)

k, = f(x, +ch,y, +hay k)

ky = f(x, +c;h, y, + h(ay k +ay,k,))

k,=f(x,tchy,+h(a,k+..+a,, k_))
yn+l=yn+h(blkl+"'+bsks) (1.3.1)

seklindeki denklem sistemine s basamakli agik tip Runge-Kutta metodu denir.

Burada
=0y 5, C=0y+ay , ..., =0 +F...+a (1.3.2)

veya genel olarak

12



kabulleri vardir. Bu kabuller o6zellikle yiikksek mertebeden metotlarin ileride

bahsedilecek olan mertebe sartlar1 analizinde biiyiik oranda kolaylik saglamaktadir.

Metotlar genelde (1.3.1) deki denklem tipinden ziyade daha farkli sekillerde
gosterilmektedir. Butcher (1.3.1) deki metodu tablo seklinde asagidaki gibi

gostermistir. Bu gosterime Butcher gosterimi denir. [1,2]

Tablo 1.3.1. Metotlarin Butcher gosterimi

0
6 ay
4 dy Oy
cs ! asl asZ e as,s—l
bl b2 bs—l bs

Omegin (1.2.13) deki 4 basamakhi 4’iincii mertebeden klasik Runge-Kutta

metodunun Butcher gosterimi agagidaki gibidir.

Tabloe 1.3.2. Dért basamakl: dérdiincii mertebeden klasik Runge-Kutta metodu

0

12y2

120%

o o 1
o % % %

Butcher agik tip Runge-Kutta metotlarinin 's' basamak sayis1 ile 'p

mertebesi arasinda Butcher bariyerleri denilen agagidaki bagintiy: kurmustur [2,5].

13



p<s-2 §28

Tablo 1.3.3. Ug basamakl {igiincii mertebeden optimal ve bes basamakl

dordiincii mertebeden Kutta Merson metotlari

b
o% Y oo - 2

% 5% s 0 0 % )

NI N
[\

2.1.4. Agik ve Kapah Tip Metotlar

Tanm 1.4.1. b,,a; (i=1,...,s) reel sayilar olmak lizere
k= f(x+chy,+h) ak) (i=1,..,s)
=

Yot = Yo +h) bk, (1.4.1)
i=]

seklindeki metoda s basamakli Runge-Kutta (RK) metodu denir. Eger i> j igin

a; =0 ise metoda agik tip RK metodu (Explicit Runge-Kutta (ERK)) denir. Eger

i>j igin a; =0 ve en az bir i igin a; #0 ise metoda kosegensel kapali tip RK

metodu (Diagonaly implicit Runge-Kutta (DIRK)) denir. Eger tiim kogegen

elemenlar1 birbirine esit ise yani a, =y , i=1,...,5 ise metoda tek tip kdsegensel

kapali RK metodu (Singly Diagonaly implicit Runge-Kutta (SDIRK)) denir. Tim

bunlarin digindaki metotlara da kapali tip RK metotlar1 (implicit Runge-Kutta (IRK))

denir [1].

14



Tablo 1.4.1. ERK, DIRK ve IRK metotlarinin tablo gésterimi

i2j, a;,=0 i>j,a;,=0ve3i,a=0 di>j igin a, #0

Acik RK Metodu Kosegensel Kapalt RK Metodu  Kapali RK Metodu

(ERK) (DIRK) (IRK)
| 0 G| 9 G | 9y 4y a9,
¢, | ay 0 Gl Gy dp C | @y Oy ay
Cs a s] asz O C’S asl asz ass CA a_sl as 2 ass
b b b, b b, b, b b b,

Tablo 1.4.2. Baz1 kapal: Runge-Kutta metotlar:

Kapal1 orta nokta metodu

h h 1 1
k = f(x, +§,yo+§k1) 513
N =y0_+hkl 1
Hammer&Hollingsworth
k, = f(x4,¥0)
5 P 0 0 0
k= fOo+3hy+3k+k) 211 1
3 3 3
h 1 3
y1=J’o+Z(k1+3k2) 1 2

Metot kapali oldugu zaman (1.4.1) deki denklem %, (i=1,..,5) degerlerine bagl

kapali bir denklem olugturur. Bu denklemin ¢dziimiintin varhik ve tekligi Butcher

tarafindan gosterilmistir [1,2].
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Teorem 1.4.2. f siirekli ve baglangi¢ noktas1 komsulugunda L Lipschitz sabiti

olmak iizere Lipschitz gartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Eger 4 adim uzunlugu

h<____1_
Lm?xZ’aijl
J

olacak sekilde secilirse, o zaman (1.4.1) deki denklemin tek bir ¢6ziimii vardir ve bu

iterasyon yoluyla elde edilir. [2]
Ornek 1.4.3. 2 basamakli 3’{incii mertebeden
k= f(x, +ch,y, +h(ak +a,k,))
ky, = f(x, +c,h, y, + Wa, k, +ayk,)
Y =y, +h(bk +b,k,)

kapali tip RK metodunun mertebe sartlan agagidaki gibidir.

b+b,=1 (1.4.2,a)
1
b, +byc, = 5 (1.4.2,b)
2,5 2_1
bel +b,c, = 3 (1.4.2,c)
1
b(ay,c, +a,c,) +b,(ayc +ayc,)= ra (1.4.2,d)

Ay

Bu degerler daha 6nce yapildig1 gibi Taylor seri agihimlarn kargilastirilarak elde
edilmisgtir. (1.4.2,a)-(1.4.2,a) denklemlerinden b, ve b, yok edilerek ¢, vec, ye bagh

_2-3¢
3-6c

193

denklemi elde edilir. Bu ¢ degeri de (1.42,a) ve (1.4.2,b) denklemlerinde

kullanilarak b, ve b, nin

blzcz‘l/z, b2=;—

(q# 12 , G #EC,)
¢, —¢ ¢ —c,

16



degerleri bulunur. Bulunan tiim bu degerler ve a,, =c, —a,, , a,, =¢, —a,, esitlikleri

birlikte kullanilarak dérdiincii denklemden

_Y6-b(a,(c,~¢)+¢))
# b,(c,—¢)

degeri elde edilir. Burada g, vec, serbest paremetrelerdir. Biitiin bunlarin sonucu
olarak yukaridaki bagintilara gére eger g, =0 aliursa kapali tip RK metotlarinin
(DIRK metotlart) 3’iincli mertebeden tek paremetreli ailesi elde edilir. Eger a,, =0

ve a;, = a,, denirse SDIRK metotlar elde edilir.

Tablo 1.4.3. Ugiincii mertebeden SDIRK metodu

4’lincii mertebeden metotlarda ise mertebe gartlarinda yukandakilerle birlikte 4
denklem daha vardir. Bunun da yine 2 paremetreye bagh tek ¢6ziimii vardir. (Tablo

1.4.4)

Tablo 1.4.4. Dordiincii mertebeden Hammer&Hollingsworth metodu

1.3 1 1 V3
2 6 4 4 6
1

1,301, 1
2 6 |4 6 4
1 1

2 2
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Tablo 1.4.5. Altinci1 mertebeden Kuntzmann&Butcher metodu

15| 5 2 5 5 IS
210 36 9 15 36 30
1 | 5,95 2 5 15
2 36 24 9 36 24
1 V15 | 5 15 2 15 5
—t— | —+— —+—
10 |3 30 9 15 36
S 4 3
18 9 18

2.1.5. Diizenlenmis Metotlar

Tanmm 1.5.1. s pozitif bir tamsay1 ve c,,...,c, ayrik reel sayilar (0 ile 1 arasinda)

olsun. Bu sayilara karsilik gelen's’ninci dereceden diizenlenmis polinom asagidaki

sekilde tanimlanir. [4]
u(x,) =y, (baslangig degeri) (1.5.1.a)
u'(xy+ch)= f(xy+chulx, +ch) i=1...s (1.5.1.b)
ve niimerik ¢6ziim de asagidaki sekildedir.
v, =u(x, +h) (1.5.2)
Omegin s =1 i¢in polinom asagidaki gibidir.
u(x) =y, +(x—xy)k (1.5.3,a)
k= f(x,+ch,y, +hck) (1.5.3,b)

(1.5.3,b) denkleminde ¢, =0 alimirsa Euler metodu, ¢, =1 alimirsa kapali tip Euler

metodu ve ¢, =1/2 alinirsa orta nokta kurali olusmaktadir. Ayrica s=2 igin de

¢ =0 ve c,=1 almirsa kapali tip yamuk metodu, c, =1/2i\/§/6 alinirsa

Hammer&Hollingsworth metodu elde edilir.
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Teorem 1.5.2. (1.5.1) deki diizenlenmis polinom agagidaki se¢imlerle IRK
metoduna esdegerdir.

G 1
a,=[L,d  b=[l,00d ij=1..,s (1.5.4)
0 0

Burada /,(¢) ler

lj(t)=H(t—ck)/H(cj -c,) (1.5.5)

k=j k#j

seklindeki Lagrange polinomlaridir. [1,2,4]

Gauss-Lobatto Diizenlenmis Metotlar

Yukarida bahsedilen diizenlenmis metotlarda c,,...,c, sayilar s’ninci dereceden

dS
dxs

(x*(x-1))

seklindeki Legendre polinomlarinin kokleri alinirsa Gauss metotlar1 elde edilir. [4]

Bu metotlara Kuntzmann-Butcher metotlar1 da denir. s basamakli Gauss metodu 2s
mertebedendir.

Tablo 1.5.1. Altinci mertebeden Gauss metodu

15| 5 245 5 S
210 36 9 15 36 30
1 5 V15 2 5 15
2 36 24 9 36 24
1 V15 | 5 V15 2 15 S
AN 2N LR AL
2 10 |36 30 9 15 36
5 4 5
18 9 18
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Gelisgtirilen diger metot tiirleri ise yine c,...,c, sayilarinn segimine gére cesitli
isimlerle adlandirilmis olan asagidaki metot tiirleridir. Burada yine c,,...,c, sayilan

asagida verilen denklemlerin kokleri olarak alinir.

s-1

I: Fs (x° (x-D Radau IA
s~1
II: = (x ' (x=1)%) Radau ITA
52
I11: (x"'(x-1)") Lobatto

dxs—Z

Radau formundaki s basamakli metotlar 25 —1 mertebeli ve Lobatto formundaki s

basamakli metotlar ise 2s—2 mertebelidir. Ayrica Radau IIA metotlarinda s =1

alinirsa kapali tip Euler metodu olusur.

Table 1.5.2. Besinci mertebeden Radau IA metodu

1 ~1-+/6 ~1+/6
0 9 18 18
6-v6 | 1 88+7V6  88-43V6
10 | 9 360 360
6+v6 | 1 88+43J6  88-76
10 9 360 360
1 16++6 166
9 36 36

Tablo 1.5.3. Ikinci ve dordiincii mertebeden Lobatto IIIA metotlan

o] o o 0
. s o1 1
0 0 2| 24 3 24
11 1 2 1
11 = = 2
1 2 2 6 3 6
11 r 2 1
2 2 6 3 6
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Tablo 1.5.4. Ikinci ve dordiincii mertebeden Lobatto IIIB metotlari

1 1 0
0 |6 6

ol L o 191 1 0
2 2 6 3
1 1 | L S

1 1 2 1

2 2 6 3 6

Tablo 1.5.5. Ikinci ve dordiincii mertebeden Lobatto IIIC metotlar

1 1 1
0 6 3 6
o] 1 _1 hr s 1
> 2 2l 6 12 12

1 1 1 2 1
- = = ~
> 2 6 3 6

r 1 2 1

2 2 6 3 6

2.1.6. Rosenbrock Tipi Metotlar

Daha once kapali tip metotlar i¢in her adimda ortaya g¢ikan, lineer olmayan
denklemler igin iterasyon metodunun kullanmilmasi gerektifinden bahsedilmisti.

Rosenbrock metotlar1 hesaplanmasi zor, lineer olmayan bu denklemleri lineer bir

denklem dizisine ¢evirir.

Kosegensel kapali tip Runge-Kutta metodunun otonom diferansiyel denklemler

icin uygulanan formunun genel gosterimi agagidaki gibidir. [3]

i-1
k=hf (3o + D ak,+ak) (i=1,...,s)
j=1
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Yi=Yo+ ) bk, 1.6.1)

i=1

Burada problem

y'=5(» (1.6.2)

seklinde otonom bir diferansiyel denklemdir. $imdi (1.6.1) denklemi lineerlestirilirse

ki =hf(gi)+hf,(gi)aiiki

i-1

=¥, +Z a,k, (1.6.3)

seklinde denklem elde edilir. Dolayisiyla (1.6.1) kapal: denklemi (1.6.3) agik
denklemine doniistiirilmiis olur. Burada daha once her adimda £ =0 baslangig

degeri alinarak Newton iterasyon metodunun uygulanmas: gerekirdi. Ancak (1.6.3)
denkleminde buna hi¢ gerek yoktur. Ayrca (1.6.3) de f'(g,) yerine J= f( Vo)

Jakobiyeni kullanilir.

Tamm 1.6.1. s basamakl1 Rosenbrock metodu agagidaki sekildedir.

k= hf(y0+z Q; j)+hJ27y L i=l..,s

Y=Y, +ijkj (1.6.4)
i=1

Burada ¢,y ,b, degerleri belirli katsayilardir ve J = f'(y,) dir. Bu metodun her
bir adiminda £, bilinmeyenlerine gore, [ —hy,J seklindeki bir lineer sistem

matrisinin ¢6ziilmesi gerekir. Eger problem

y'=f(x) (1.6.2.a)

seklinde otonom olmayan bir diferansiyel denklem ise o zaman x'=1 esitligi
denklemi otonom sisteme déniigtiirir. Bu durumda (1.6.4) metodu bu sisteme

uygulanirsa,

o

Y (xosyo)z7y '

k, = hf (x, +a.h, y0+z a,k)+yh f(xo,y0)+h
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=+ Y bk, (1.6.4,2)
J=1

metodu elde edilir. Buradaki yeni katsayilar ise

i-1 i~1

o =)o, 7 =Zyi. (1.6.5)

)
J=1 J=1

seklindedir. Eger problem, M sabit ve tekil olmayan bir matris olmak iizere

My'= f(x,y) (1.6.2,b)
seklinde kapali diferansiyel denklem ise (1.6.2,b) nin her iki tarafi M ™' ile garpilir ve
problem (1.6.2,a) formuna getirilerek (1.6.4,a) metodu uygulanir. Daha sonra da elde
edilen formiiliin her iki tarafi M ile ¢arpilarak asagidaki metot elde edilir.

i-1 a a i
Mk, = hf (x, + o1, y, +Zal.jkj)+;/ih2a—];(xo,yo)+h-5y£(xo,yo)zyykj
J=1 j=1

V=Y +ijkj (1.6.4,b)
=

2.1.7. Metotlarin Kararhlik Analizleri

p(x), y'= f(x,y) diferansiyel denkleminin yeteri kadar diizglin bir ¢6ziimi

olsun. f fonksiyonu gergek ¢dzlim etrafinda lineerlestirilirse
. o ‘
y'(x)=f(x,0(x))+ o (%, (Y (x) = p(x)) +... (1.7.1)
seklinde olur. Burada y(x)—¢@(x) = y(x) denilirse
: i
y'®) =0'(x) +5(x, P(N(Y(X) = p(x)) +...

Y'(x)-p'(x) = %(x, PN~ () +...

F09= 2 (5 pNE) 00 .= S .
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denklemi elde edilir. Burada J Jakobiyen matrisi sabit diisliniiliip hata terimi ihmal
edilmigtir. Simdi y(x), y(x) olarak degistirilirse
y'=Jy (1.7.2)
esitligi elde edilir. (1.7.2) denklemi &rnek olarak Euler metoduna uygulanirsa
ym+1 =ym +hf(xm’ym)
Y m+l = y m + h‘]y m

Y =A+RT)y, (1.7.3)

olur. 4J =z (z kompleks say1) ve R(z)=1+z denilirse (1.7.3) denklemi

Vst = R(2),, (1.7.4)
R(z)=1+z2 (1.7.5)

seklinde olur. Burada J kosegenlestirilebilir bir matris ve v,,v,,...,v, seklinde
ozvektorlere sahip olsun. O zaman y, baslangic degeri bu v,,v,,..,v, taban

vektorlerinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir.

W = Z ay;
j=1
Bu baslangi¢ degeri de (1.7.4) denkleminde yerine yazilirsa

Ymu1 = R(WT)y,, (1.7.6)
Y =R(M)y,

¥, =(R"H))y,

Y = (RAT)" y,

Yo = > (RA) 177
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olur. Buradaki A4, degerleri J nin Ozdegerleridir. Aynca agik bir sekilde
goriilmektedir ki m — o iken y, degerinin sinirli olmasi igin z =44 kompleks

sayilarinin asagidaki kiimeye ait olmasi gerekir.
S={zel :|R@)| <1} ={zeD :|z-(-1)|<1}
Tanmm 1.7.1. Herhangi bir metodun

y'=A4y Yo =1 (z=hA) (1.7.8)

problemine uygulanmasindan sonra elde edilen R(z) fonksiyonuna kararlilik

fonksiyonu denir. Yukaridaki (1.7.8) problemine Dahlquist test problemi,
S={zeD :lR(z)[ Sl}
bélgesine de kararlilik bélgesi denir. [1,2,5]

Kararlilik, bir metodun uygulanan adimlar sonrasinda niimerik ¢6ziimiiniin
devamli suretle gergek ¢6ziime yakin degerler almasidir. Yani belirli adimlardan
sonra niimerik ¢oOziimle gercek ¢Oziimiin birbirinden ayrilip uzaklagmamasidir.
Meydana gelen bu uzaklagmanin engellenebilmesi i¢in 4 adim uzunlugunun yukarida
anlatilan metodun kendi kararlilik bolgesi igerisinde alinmasi gerekir. Ornegin Euler

metodunda

y'=-=50(y — Cosx)

denklemi i¢in A=-50 dir. A4 €S olmas: igin / degerinin Osth% araliginda

alinmasi gerekir ve bu aralik metodun kararlilif: i¢in en uygun araliktir.

Acik Runge-Kutta metotlar: i¢in kararlihk

(1.3.1) de verilen ve otonom problemler igin uygulanan agik tip Runge-Kutta

metotlarinin genel gosterimi asagidaki sekilde yazilabilir.

i-1
g,.=ym+Zaijhf(gj) i=1,..,s
=1
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Vit =V + 2.0, (g)) (1.7.9)
J=1

Bu formiile ( 1.7.8) deki y'= Ay test problemi uygulanirsa

i-1

g =V, +hi) a,g, (1.7.10)
J=1

Yt =V +HAY b8, (1.7.11)
J=l

denklemleri elde edilir. (1.7.10) denklemi (1.7.11) denkleminde yerine yerlestirilirse

ym+l = R(Z)ym
R(2)=1+z).b,+2° ) ba, +2' Y ba,a, +.. (1.7.12)
J J J
seklinde derecesi s’den kiigiik R(z) polinomu olusur.
Teorem 1.7.2. Eger herhangi bir RK metodu p’ninci mertebeden ise, kararlilik
fonksiyonu asagidaki gibidir. [3]

z z?
R(Z2)=1+z4+—+..+— (1.7.13)
2! p!
Ispat: (1.7.8) probleminin gergek ¢oziimli e* ve niimerik ¢6ziimii de y, = R(z)

dir. O zaman
e’ —R(z)= oy =0(z"") (1.7.14)

olmak zorundadir. Oyle ise R(z) fonksiyonunun derecesi p’den kiigiik tiim terimleri

ile ¢® nin Taylor agilimindaki derecesi p’den kiigiik tiim terimleri ayn: olmahdir. Bu
da (1.7.13) ifadesi demektir. Sonug olarak p =s 6zelligini tagiyan tiim RK metotlan

icin kararlilik fonksiyonu agagidaki sekilde yazilabilir.

5

R(z)=1+z+...+z—' (1.7.15)
S!

5 £ 4 i¢in agik RK metotlarin kararlilik bolgeleri Sekil 1.7.1 de gosterilmistir.
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Sekil 1.7.1. s <4 i¢in agik RK metotlarinin kararlilik bolgeleri

Kapali Runge-Kutta metotlar i¢in kararhhk

s basamakli IRK metodunun genel formu agagidaki sekilde yazilabilir.
g,.=y0+Za,.jhf(xo+cjh,gj) i=1..,s (1.7.16,a)
j=1

Y =Yo+hy b, f(x%+c;hg)) (1.7.16,5)

j1

Burada yine (1.7.16,a) denklemi y'= Ay problemine uygulanirsa
&=t Zaijhf(xo + cjha gj)
j=1

8=t Zaijhflgj
=1
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i-1
g =Y+z) a8,
=1
olur. Bu denklem agilirsa

g =y,+z(a,8 +0a,8, +...+a,8,)

8 =Y, +2(a,8 +0a,8,+...+a,.&,)

gs = yo +Z(aslg1 +as2g2 +"'+assgs)

seklinde bir denklem sistemi elde edilir. Burada bazi diizenlemeler yapildiginda

denklem

(l_zall)gl - 20,8, —...— 20,8, = Y,

—za, g —(1-zay,)g, —...—2a,,8, =,

—za,8, — 20,8, —...—(1-za,)g, =¥,

sekline gelir. Bu denklem sistemi 1=(l,...,1)" olmak iizere matris formunda

asagidaki gibi yazilabilir.
1 0 a, ... a,||lg i
S N T A R N
O 1 asl ass gs
Burada A=(a,)],,, & =(&,...,&,) denirse denklem
(I-z4)g = y,1 (1.7.17)
seklinde olur. Simdi de »” =(4,,...,5,) olmak iizere (1.7.16,b) denklemi y'= Ay

problemine uygulanirsa,

W= +hzbjf(x0 +c;h,g;)
=0
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N=n+hi) beg,
J=0

W=y, +z(bg +...+bg,)
W=y +zb'g (1.7.18)

denklemi elde edilir. Burada (1.7.17) ve (1.7.18) denklemleri birlikte diisiintiliip yine

matris formunda yazilirsa agagidaki gibi bir denklem sistemi elde edilir.

SHEH

Bu denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in Cramer kurali kullamlarak y, in degeri

bulunabilir ve y, = R(z)y, dan R(z) kararlilik fonksiyonu elde edilir.

I—z4 1 I—zA+z1b" 0
det det r _
—zb 1| det(/-z4+z1b")

R(z) = —zb" 4
~[I-z4 0] det(] — zA4) det(I — zA)
det o1
—2Z

Sonug olarak kapali tip Runge-Kutta metotlarimin kararlilik fonksiyonlar

_det(I-z4+z1b")

ol =) (1.7.19)

R(2)

seklindedir [3]. Baz1 kapal1 tip metotlarin kararlilik fonksiyonlar1 Tablo1.7.1 de ve
kararlilik bolgeleri de Sekil 1.7.2 de verilmistir. Burada dikkati geken bir bagka olay
ise kapal1 metotlar i¢in R(z) kararlilik fonksiyonlari, pay ve paydasi s’den kiigiik

olan rasyonel fonksiyonlar olmaktadir.

R(z)= 2(2) der(PY=k, der(Q)=j, k,j<s (1.7.20)
q(2)

Eger metot p’ninci mertebeden ise, o zaman

e’ —R(z)=Cz"" +0(z"**) (20 igin)
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esitligi yazilabilir (Teorem 1.7.2). Burada genel olarak C #0 dir. Eger degil ise o
zaman C#0 olana kadar p’nin degeri arttiritlir. Bu durumda R(z) ye e nin

rasyonel yaklagimi denir. C degeri de yaklagimin hatasi olur.

Tamm 1.7.3. Eger bir metodun kararlilik fonksiyonu

§>50” ={z:Rez<0}

sartim1 sagliyor ise bu metoda A-kararli metot denir. Ornegin Tablo1.7.1 deki kapal
orta nokta kurali, yamuk kurali, Hamer&Holligsworth, Lobatto IIIA metotlar:

A-kararli metotlardir.

Kararlilik fonksiyonu (1.7.20) deki gibi olan metotlarda, eger tiim reel y ler i¢in

]R(iy)|$1 ve Rez<0 iken R(z) analitik ise o zaman bu metotlara A-kararlidir

denir.

A-kararlilik 6zelligi, o6zellikle 6zdegerleri ¢ok kiiciik olan denklemler (stiff
denklemler) i¢in 6nemli bir avantaj saglamaktadir. S6yle ki; problemin 6zdegeri
kiiciik oldugu takdirde, kararlilik i¢in 4 adim uzunlugunun biiyiik se¢ilmesi gerekir.
A-kararlt olmayan metotlarda bu se¢imi yapmak zordur. Ancak A-kararli olan
metotlarda kararlilik boélgesi ¢ok bliylik oldugundan % degeri istenen biiyiikliikte

secilebilmektedir.
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Tablo 1.7.1. Baz1 kapali metotlarin kararlilik fonksiyonlar

SDIRK (3. mertebe)

Kuntzmann-Butcher (6.mertebe)

Lobatto IITA (4. mertebe)

Metot R(z)
1

Kapal1 Euler 1-2
Kapal Kk 1+2/2
-Kapal1 orta nokta 1_2/2
Yamuk kurali 1+2/2

1-z/2
Hamer&Holligsworth (4. mertebe) 1+2/2+2°/12

1-z/2+2*/12
1+2z(1-2p)+ 2*(1/2 =2y + %)

(1-yz)’
1+2/2+2°/10+ 2° /120
1-2/2+2°/10-2/120
1+2/2+2%/12

1-z/2+2%/12

N X
-
Kapal1 Euler

1]

Sekil 1.7.2. Bazi1 kapali metotlarin kararlilik bélgeleri
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- 2.2. COK ADIMLI METOTLAR
* 2.2.1. Cok Adimh Metotlar

Cok adimli metotlar

V=1(xy) %)=y, (2.1.1)
seklindeki baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimiinde kullanihir. y(x) bu denklemin
gergek ¢ozimi olmak iizere, x;,, noktasindaki y(x,,) gercek degerinin 7 o
vaklagik degeri, y(x,) gergek degerlerinin 7, (k=j,j+L....j+7r-1) yaklasik

degerleri ile hesaplamir. Burada r 22 dir. » =1 almursa metot tek adiml hale gelir.

Tek adimli metotlarda oldugu gibi burada da araliklar x, = x, + k% seklinde alinir.

ﬂj:nj+13--°977j+,-_1 :>77j+,- (212)

Buradaki #,,7,,,---7,,,, baslangi¢ degerleri herhangi bir tek adimhi metottan elde

edilebilir. Simdi (2.1.1) denklemi dikkate alimirsa

y’=%=f(x,y)

dy = f(x,y)dx

Tar=T ree.vepa

Xp-y *p-j

Y)Y, )= [ FEY@) dr (2.13)

*p-i
formiilii elde edilir. Burada f(r,y(#)) ye Newton-Cotes metodu kullamlarak
agagidaki ozellikleri tagtyan bir F,(x) polinomu ile yaklagilabilir,
(1) der (F,(x))<q
@ P(x)= f(5.¥(%)), k=p,p-L..p—q

Daha sonra integral igerisindeki f(x,y(¢)) fonksiyonu yerine bulunan F,(x)
polinomu yazilir. Burada x; ler esit aralikli segilir. Yani hA=x,,; —x; dir. P,(x)
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polinomunu bulmak i¢in agagidaki Lagrange interpolasyonu kullanilir ve daha sonra
bu polinom (2.1.3) denkleminde f(¢, y(t)) fonksiyonunun yerine yazilirsa

X—X

q q
B =Y G by )L s L) =][——2
0 =0 Xpei = Xp-i

Y(%p) = VX, ) = Zﬂx V) [ L(x)dx

Fp-i

CAWESTCANTEY ) MACHNS N

L (2.1.4)
Pu=yy J L0
p-J
formiilleri elde edilir. Simdi de
p+k q x— x _
L b= T2
x p—l —1

1;=I
ifadesinde x =x, +A(s+ p) degisken degisikligi yapilirsa
x=xy+h(s+p)

dx = h.ds

Xy =X +hp+hk=x,+hs+hp=>s=k

X, =Xg+hp—h=x,+hs+hp=s5s=—j

bl s+ .
B, = ‘!‘E?I—H i=01,..,q

denklemi elde edilir. (2.1.4) deki y(x,,,) ve y(x, ;) degerleri yerine, bunlarm
yaklagik degerleri olan 7,,, ve 77,_; deZerleri yerlestirilip; ~ igareti de esit igareti ile

degistirilirse agsagidaki formiiller elde edilir.
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g .
Dok =Mp-j +hz ﬂqif;;-—i f/; = f(xk ;)
i=0

kot s+l .

By = IH i=0,L,..,q (2.1.5)
-J
I}

Bu formiillerdeki £ j ve g nun degisik segimleri ile degisik tipte ok adimli metotlar
elde edilir. Omegin k=1, j=0 ve ¢=0,1,2,... segilirse asagidaki gibi tamimlanan
Adams-Bashforth metotlari elde edilir. [1,2,5,6]

My =1, + 1 [:qufp B o et ﬂqqu_q:l

Ld s+

'qu:m—i+l

o0 /=0
{#i

ds  i=01l..q (2.1.6)

Ornegin k=1, j=0 ve g=2 almirsa Adams-Bashforth metotlarindan bir tanesi

asagidaki gibi elde edilir.

1 2
g=2i¢in B, = “ I S.+ ll ds olur. Buradan g, katsayilari i nin degerlerine gore
0 1=0 ~1 4+
l#i

s+l s +3s5+2 $ 3 | 23
i:() i in -—ds:—-}-—.}.s —
oin P = Oﬂl 1=~ I 2 6 4 | 12

10

s+1 Ls s
=1 i¢in s = |—.
i ¢in B, = Jﬂ"“’l I

2

s+1 s s+l s 5
j =2 ici ds =—+—|
F=2 igin fiy = Jg-zw I 1976 4,

seklinde elde edildikten sonra bunlar

Mpu1 =M+ h[ﬂzof >+ Butpa +1322fp-2:|

denkleminde yerine yazilarak

23 16 5
77p+1 = ﬂp + hl:Ef;; _Ef;;~l +1_2.j;7—2jl
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seklindeki Adams-Bashford metotlarindan birisi elde edilir. Eger ¢ =0 almirsa

”p+] = 77p + h.f;;

olur ki bu da agik Euler metodudur. Bazi Adams-Bashford metotlarindaki B,

katsayilarin1 g6steren tablo agagida verilmistir.

Tablo 2.1.1. Adams-Bashford metotlarinin katsayilar

B, | i=0 1 2 3 4
By, 1

28, 3 -1

12, 23 -16 5

24, 55 59 37 -9
7208, | 1901 2774 2616 -1274 251

Ayrnica k=0,j=1 ve ¢=0,1,2,... segilirse agagidaki Adams-Moulton formiilleri
elde edilir.

My =Mps+h[ Bo Sy + Byufys + ot By |

Burada p yerine p+1 yazilirsa

”p+1 = ”p +h[ﬂq0f(xp+l’”p+])+ﬂqlfp +°“'+ﬂqqﬂ+1_q]

%l s+l ,
ﬂq,.:jH_Hlds i=0,1,...,9 2.1.7)
—~1 I=0

2
denklemi elde edilir. (2.1.7) de ilk g6ze carpan farklilik (2.1.2) formunda
olmayigidir. Yani 7,,, degerinin (2.1.7) denkleminin her iki tarafinda olmasidir.
Burada verilen 77,,77, ,...,7,,1., degetleri i¢in (2.1.7) denklemi 7,,, degerine gore

genel olarak lineer olmayan bir denklem olur. Bu tiir metotlara kapali tip ¢ok adimhi

metotlar denir. Adams-Moulton metodu da kapali tip bir metottur. Lineer olmayan bu
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tip denklemlerde 7,,; degerinin bulunmas: icin asagidaki sekilde iteratif metotlar

olugturulur.

77;[:11) = 77p + h[ﬂqof(xpﬂaﬂg-i)»l) + ﬂqlf;z +...t ﬂqqﬂ-rl—q] (l = 0,1,2,...) (21 8)

Bu iterasyon igin 7)) baslangig degeri Adams-Bashforth gibi herhangi bir acik tip

metottan elde edilebilir. Bunun igin kullamlan Adams-Bashforth gibi agik tip
metotlara prediktér metotlar ve Adams-Moulton gibi kapali tip metotlara da
korrektor metotlar denir. (2.1.7) deki Adams-Moulton metodu igin bir ka¢ katsay:

asagida verilmigtir.

Tablo 2.1.2. Adams-Moulton metotlarinin katsayilari

B, | i=0 1 2 3 4
B, 1
28, 1 1
123, 5 8 -1
248, 9 19 -5 1
7208, | 251 646 | -264 106 | -19

Tiim bunlarin disinda eger £ =1, j =1 aliursa Nystrém metodu elde edilir.

Npss =Mt THLB S, + B S oot oot By S oyl

2 s+1 )
qui= J.H . lds 1:091)'“9q (2.19)

Bu metot (2.1.2) formundadir ve prediktdr bir metottur.

Diger bir metot ise Milne metodudur ve bu metotta korrektdr bir metottur.

Buradada k=0, =2 scgilir ve pile p+1 yer degistirilerek metot elde edilir.

77p+1 = 77p—1 + h[ﬂqof(xpﬂ ’ 77p+l) + qulf —~1 +...t ﬁqquﬂ—q]
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_0 i s+l ) |
B,=[[]==ds i=01,..q (2.1.10)

-2 1=0 —l +l
I

Bu metotta da (2.1.8) deki gibi iterasyon kullanilir. [1,2,5,6]
2.2.2. Cok Adimh Metotlarin Kararhhg
Genel r adiml1 bir ¢ok adimli metot
A1y + Oy ot Ot =S, +. By f}) (2.2.1)
seklinde yazilir. Daha 6nce yapildig gibi (2.2.1) denklemi
y'=J (2.2.2)
seklindeki otonom sisteme uygulanirsa
a1, + s+t A7, = A(b, I, +...+ B 7))
AN + O+t O, =R (B, +...+ By7,) 2.2.3)

seklinde denklem elde edilir. Burada da yine 7,,, katsayilar1 J nin taban olusturan

Ozvektorleri cinsinden yazilabilir ve (2.2.3) denklemi
an,,+a M, tetan, =hAbn,,, +...+by7,)

haline gelir. 24 = u denilirse

(ar _lubr)njw' +o..t (aO _#bo)”j = 0 (224)

seklinde bir fark denklemi elde edilir ki bu da y'=Ay Dahlquist denkleminin

uygulanmasi demektir.

Tamm 2.2.1. (2.2.4) denkleminde 7,,, =¢” denilirse

(a, —ub )™ +...+(a,— uby) =0 (2.2.5)

denklemine (2.2.1) deki gok adimli metodun karekteristik denklemi denir. [3]
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Tanim 2.2.2.

(2.2.5) denkleminin tiim & (x) kokleri igin |& (1)|<1
S={pel, (2.2.6)
(2.2.5) denkleminin tiim kath & (z) koékleri igin lfi ( ,u)l <1

kiimesine (2.2.1) metodunun kararlilik bélgesi denir.
Ornek 2.2.3.

55 59 37 9
7

77]+4 =77j+3 +h[ézfj+3 “ﬁf;’ﬂ +i]‘;’+l __22 J

seklindeki agik tip Adams metodu igin 6nce y'= Ay Dahlquist test denkleminden

ol s 37 9
77j+4_77j+3+ 2477/+3 2477]+2 2477j+1 54'77/

ifadesi elde edilir. Daha sonra A4 = u denilir ve 7,,, =¢ esitligi uygulanirsa

& -2 g > - 37 pt+ %n 0 2.2.7)

olur. Burada z=0 igin (2.2.7) denklemi, { =1 kokiine ve £ =0 ii¢ katli kokiine
sahiptir. Sekil 2.2.1a daki gibi g degeri —0.25+ 0.5/ noktasina tagindigi zaman,
buna kargilik gelen kéklerin hareketi Sekil 2.2.1b de gosterilmigtir.

0.75 @ T
0.5 0.5 ‘
0 / \
>

-0.3-0.2-0.1_| 0.1 0.2 0.3 0.4 -K 0.5 0.5 1

e

Sekil 2.2.1a. x4 niin izledigi yol Sekil 2.2.1b. (2.2.7) nin koklerinin izledigi yol
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Kararhlk i¢in (2.2.7) denkleminin, tim &(x) koklerinin birim ¢ember igerisinde
olmasi gerekir. Ancak $ekil 2.2.1b* de de goriildiigt tizere ikinci bolgedeki &,(u)

kéki, e’ (0 =37/4) noktasinda birim gemberin digina ¢ikan ilk koktiir. Buna karsilik

gelen u degeri (2.2.7) den elde edilen asagidaki denklemden bulunur.
g% _ gt
#7355 o 39 26 37 5 9
___e316’ +_e21€ _____6119 + =
24 24 24 24

(2.2.8)

Bu denklem 0<6# <2z aralifinda Sekil 2.2.1a daki egriyi ¢izer. Bu egri O

diizlemini ii¢ boliime ayirir. Daha 6nce —0.25+ 0.5/ noktasina hareket ettirilen 4
degeri 0.25+0.75i noktasina getirilerek tekrar bolge igerisine girdirilsin. Buna
karsihk £;(x) kokii birim ¢ember igerisine tekrar girmemektedir. (Sekil 2.2.1b).
Kararlilik i¢in g degerinin 0~ kisminda olmasi gerekir. O zaman u deferinin

belirledigi bélgelerden negatif yar1 diizlemde kalan kisim kararlilik bolgesi olacaktir.

Adams-Bashforth metotlarinda k=1 i¢in -1 merkezli 1 yarigaphh Euler
metodundaki daire elde edilir. k¥ =2,3,4 i¢in ise Sekil 2.2.2 de goriildiigii gibi 0 ~

bolgesindeki alan gittikge azalmaktadir.

F 7 & —
0.6f .

. 033\ %

/ 0.25 0.2 (

( [
1 0.8 -0.6 0.4 0.2 \-0.5 -0.4 03 -02 -0.1 0.1
\ N 0.2

N -0.25 !
-0.4
-0.5 \
L ——. -0.6
.75 T

-0.75 \__/)

Sekil 2.2.2. £ =2,3,4 i¢in Adams-Bashforth metotlarinin kararlilig:
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Adams-Moulton metotlarinda £ =1 i¢in kapalt yamuk kurali bulunur ve A-
kararhidir. £=2,3,4 i¢in ise Sekil 2.2.3 de goriildiigii gibi [~ bolgesindeki alan agik
Adams-Bashforth metotlarindan daha biiyiiktiir ancak bunlarda A-kararli degildir.

Sekil 2.2.3. £ =2,3,4 i¢in Adams-Moulton metotlarinin kararlilig
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3. BOLUM

METOTLARIN MERTEBELERININ BELIRLENMESINDE GRAFIK
YONTEMININ ONEMIi

3.1. METOTLARIN MERTEBELERININ BELIRLENMESINDE KLASIK
YONTEM

Metotlarin mertebeleri, o metodun gergek ¢oziime yaklagim derecesi ile alakalidir.
Metodun mertebesi arttikga yaklasim miktar1 da o derecede artmaktadir. Diigiik
mertebeli metotlarda her bir adimdaki fonksiyon hesabi az, yiiksek mertebeli
metotlarda ise her bir adimdaki fonksiyon hesabi daha fazladir. Ancak diigiik
mertebeli metotlarda ¢ok adimla elde edilecek olan yaklagim miktart, daha yiiksek
mertebeli metotlarda bir kag adimla elde edilebilir. O zaman miimkiin oldugunca az
fonksiyon hesapli ve miimkiin oldugunca yiiksek mertebeli bir metot en ¢ok istenen

metot olacaktir.

Daha nce 2’nci boliim, (1.2.6) da herbangi bir metot igin ¢,,, = O(h""') ise, bu

metoda p’ninci mertebedendir denilmisti. Asagida bu tanima egdeger olan bagka bir

tanim verilecek ve iglemler bu tanim tizerinden yapilacaktir.

Tanmm 1.1. Yeterince diizgiin y'= f(x,y), y(x,)=y, tipindeki bir baglangig

deger probleminin ¢oziimii i¢in kullanilan bir metot

Iy + 1) -y < K1

esitsizligini sagliyor ise bu metoda p’ninci mertebedendir denir. [1]

Yani bu, ger¢ek ¢oziim ile ntimerik ¢6ziimiin Taylor seri agtlimlarinin bastan A”

terimine kadar (/#” terimi de dahil) gakigmasi anlamina gelir. O zaman klasik
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yontemle bir metodun mertebesi bulunurken, énce metodun Taylor seri agilimi daha

sonra gergek ¢oziimiin Taylor seri agilim1 yapilarak gakisan terim sayist bulunur.

Ornek 1.2.

=Y+ (%5, %)

seklindeki Euler metodunun mertebesini bulmak icin 6ncelikle metodun Taylor seri

acilimi yapilir.
h2
Y=Y +h(f+hf'+§f"+...)
h2
N =Y +h(f +h(/, +fyf)+§f"+---)

y,=yo+hf+h2(ﬁ+fyf)+%}f"+..- (1.1)
Ardindan y(x) gergek goziimiiniin Taylor agilmi yapilir.

y'(x)=f(x,)

y'@®=f+ff

V'O =S+ fo f + U+ Ly D+ (L + £,)

2 3

Yxy +h>=y(xo)+hy'(x)+%y"(x>+%y"'(x>+...

V(% +h)=y(xo)+hf+%(ﬂ +fyf)+%(fn+2fxyf+fwf2 + o+ F )+ (1.2)

|

tanim geregince, ( 1.1) ve (1.2) denklemlerinin farki alinirsa

lyGeo + 1)~ n = [y(xo)+hf+h7(fx LD+ 1=+ B + B (fo+ £, +..]

< Kh?

s+ D=3l =| -2 + £+

olur. Buradan Euler metodunun mertebesinin 1 oldugu bulunur.
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~ Ornek 1.3.

k= f(x,,7,) (1.3,2)
2 2

k, = f(x, +§h,y,, +§th) (1.3,b)
h

Vst = Vo +Z(k‘ +3k,) (1.3,¢)

seklindeki 2 basamakli Heun metodu i¢in mertebe analizi asagidaki gibidir.

k, = f(x, +—§-h,yn +§th)

k=f,~ +f 2k - (ﬂ+fyf)

22, 2.2 2
kz—3(f,a3+f,‘y3f+(fyx3+fwf3)f)

—S(fur2hy 41, 7)

Bu degerler kullamilarak %, ve %, nin Taylor agilimlan asagidaki sekilde elde edilir.
k] = f (xn > y n)

ky=f+h= (f+ff) (f +2f,f + [, f)

Yukanidaki degerler (1.3,c) denkleminde yerlerine yazilirsa

Yui1 = Vu +%(k1 +3k,)
Yot = Va ¥ f+—(f+h (f.+ ff)+——(f +2f, f+ff)]

Yoa =0t (ot 1)+ (fu w201 4 1,7 (1.4

denklemi elde edilir. Son olarak da (1.2) ve (1.4) ifadelerinden
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[y,, +f+%(ﬂ+m>+%(fu+2fxyf+fwf2+fxy+fwf>J

Ily(xo +h) "y1” =

Tt s s 2,01,

<KW

%—(fxy+fyyf)+...

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak Heun metodunun mertebesi 2°dir.

Yukanidaki iki 6rnekte goriilmektedir ki, Ornek 1.3°de 2 basamakli bir metodun
mertebesi bulunurken yapilan islem miktari, Ornek 1.2°de 1 basamakli metot i¢in
yapilan islem miktarindan ¢ok g¢ok fazladir. Dolayisiyla 3 veya 4 basamaklir bir
metodun mertebesinin bulunmas: i¢in daha da uzun ve kansik ifadelerin
hesaplanmas: gerekecektir. Ozellikle diferansiyel denklem sistemlerine uygulanan
sistem seklindeki, yliksek basamakli metotlarda yukarida yapildig:r gibi kismi

tiirevleri almak olduk¢a zor ve karmagik bir istir.

Peki metotlarin mertebelerinin bulunmasinda daha kisa ve basit bir yol yok mu?
Iste bu soruya bir sonraki kisimda cevap verilecek ve metotlarin mertebelerinin daha
kisa ve daha basit bir sekilde nasil hesaplanacag: anlatilacaktir. Burada ¢ok uzun ve
karisik olan tiirevlerin bazi grafiksel g6sterimleri yapilacak ve bu grafikler tizerinden

tiirev islemleri gergeklestirilerek denklemler daha kisa hale getirilecektir.

3.2. METOTLARIN MERTEBELERININ BELIRLENMESINDE
GRAFIK YONTEMI

3.2.1. Ni¢in Grafik Yontemi ?

Bir 6nceki kisimda goriildiigii lizere metotlarin basamak sayilan arttikca
mertebe analizi zorlasmaktadir. Ozellikle yiiksek basamakli metotlarda tiirevler
alinirken olduk¢a uzun denklemlerle karsilasiimaktadir. Bu sebeple bu tiir uzun ve
kanigik kismi tiirevler igeren denklemlerin aga¢ olarak adlandirilan bazi -grafiksel
gosterimleri yapilacak ve daha sonra bu agaclara yeni dallar eklenerek denklemin

istenilen mertebeden tiirevleri alinmig olacaktir.
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_ Bu yolla uzun denklemler daha basit hale getirilerek tiirevleri alinacak ve

dolayisiyla metotlarn mertebe analizi ¢ok kolay bir sekilde yapilabilecektir.

3.2.2. Grafiklerle Iigili Bazs Tammlar

Burada bahsedilecek olan grafik yontemi, grafik teorisinin uygulama alanlaridan
sadece birisidir. Cok genis uygulama alanlarina sahip olan grafik teorisi burada
sadece uzun denklemleri kisaltmak amaciyla kullanilacaktir. O yiizden bu kisimda

sadece konu ile ilgili tamm ve gosterimlerden bahsedilecektir.[1,2,7,8]

Tamm 2.2.1. Sonlu bir ¥ kiimesi ve bu kiimenin farkli elemanlarinin olusturdugu
ciftlerden meydana gelen bir £ kiimesi olsun. V' kiimesinin elemanlarina nokta, £
kiimesinin elemanlarina dal denir. V' kiimesinin elemanlan ile E kiimesindeki ¢iftler

arasinda baglanti kurularak elde edilen diyagrama grafik denir. Omegin, V ={x, y, z}

ve E ={(x,y),(y,z)} olmak iizere (V,E) grafigi asagidaki sekilde gosterilir.

X z

{x,y} {v,2}

Tanm 2.2.2. '=(V,E) ve I"=(V",E") iki grafik olsun. Eger Vx,yeV igin
(x,y)e E iken (¢(x),¢(y)) € E' olacak sekilde bir ¢:¥ — V"’ bire-bir eslemesi var

ise, o zaman I'=(V,E) ve I''=(V', E") grafiklerine izomorfiktir denir.

Iki grafik izomorfik ise, bu iki grafigin diyagramlari aymdir, sadece noktalarimn

yerleri farklidir.

Tanm 2.2.3. I"'=W"E) ve I'=(V,E) iki grafik olsun. Eger V'cV ve
E'cEn(lV'xV') ise, o zaman ["'=(V',E") grafigine I' =(V,E) grafiginin alt

grafigidir denir.

‘Tanm 2.2.4. v,,V,,...v, €V olmak tizere i=1,2,...,n i¢in ¢, ={v,_;,v;} seklindeki
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farkli e,e,,...e, dallannin dizisine v,” dan v, ye bir zincir denir. Herhangi bir

noktadan kendisine olan zincire ise devir denir.

Tanim 2.2.5. Eger bir nokta ¢iftinde bir noktadan digerine zincir var ise, bu nokta
¢iftine baglantilidir denir. Eger grafik igerisindeki her nokta ¢ifti i¢in bir zincir var

ise, o zaman da grafige baglantilidir denir.
Tanim 2.2.6. Baglantili olup devirli olmayan grafiklere koksiiz aga¢ denir.
Omegin asagidaki grafikler koksiiz agaglardar.

® o o o— 9o 9o 0o o o o

SUSRINEIS

Asagidaki grafikler ise koksiiz aga¢ degildir. Ciinkii bunlarin bazilar1 baglantili

degildir, bazilar ise devirlidir.
/ Z . Ij . A ;
[ ]

Eger V nin noktalarindan birini digerlerinden ayirip buna kok denirse, o zaman koklii
agaclar elde edilmis olur ve bunlar (V,E,r) iglisi ile gosterilir. Burada (V,E)
koksiiz agag ve r’de koktir. (V,E,r) ve (V',E',r") iki koklii agag icin Tanim 2.2.2
deki sart saglamyor ve ayrica » den r' ne eslemesi var ise o zaman bu iki kokli

agaca izomorftur denir. [2,7,8]

Asagida koklii agaclarla ilgili 6rnekler verilmisgtir.
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AR b

3.2.3. Runge-Kutta Metotlarimn Grafik Yontemi ile Mertebesinin Bulunmas

Bu kisimda metotlarin mertebe sartlarindan daha sonra metotlarin mertebelerinin
bulunmasindan bahsedilecektir. Daha ©nce herhangi bir yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemin lineer bir sisteme doniistiiriilebilecegi gosterilmisti. Simdi
n’ninci dereceden otonom bir diferansiyel denklem asagidaki sekilde nxn denklem

sistemine gevrilmis olsun.
(') = /'™

() = £ sy

(") = £ sy 23.1)

Bu sistemin genel yazilimi

(¥') =Ny T=Luun (2.3.2)
seklinde olur. Bu diferansiyel denklem sisteminin ¢6z{imii igin kullanilacak Runge-
Kutta metodu ise, 2 nci Boliim (1.3.1) denkleminde tek boyutlu verilen Runge-Kutta
metodunun otonom denklemler i¢in uygulanmig olan ¢ok boyutlu hali olacaktir. Bu
da asagidaki sekildedir. [1]

i-1
g =yi+>.a,hf(gn8])  i=l..s
=

W=y + Db, f (g} 8)) (2.3.3)
j=1
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Burada denklemler arasinda simetri olabilmesi amaciyla k, = f(g,) denilmistir.

‘ 2’nci Boliimiin (2.1.8) kisminda metotlarin mertebelerini tespit ederken hem y!
niimerik ¢6ziimiiniin, hem de ger¢ek ¢Sziimiin tiirevlerinin alinmasi gerekiyordu.
Burada da niimerik ¢ziimiin tiirevi alinirken hem y; ve hem de g/ nin W’ye gore
h=0 da. tirevleri alinmalidir. Ancak yukaridaki iki denklem simetrik oldugundan
sadece g’ nin tiirevlerinin alinmasi yeterli olacaktir. (2.3.3) deki denklemler hg(h)

seklinde oldugundan tiirev alinirken Leibniz formiilii kullanilabilir. Bu formiil

(hp(m)@|,_ =g (2.34)

seklindedir. Simdi bu formiil kullanilarak g’ nin tiirevleri alinabilir.

q =0 i¢in (2.3.3) den

)"

g =1 i¢in (2.3.3) ve (2.3.4) den

=y (2.3.5,0)

h=0

&) ~Xar| (2.3.5,1)

y=Xo

g=2 igin (2.3.4) ve (2.3.5,1) den dolay1 f’(g ;) nin birinci tiirevi gerekecektir.

Oncelikle bu bulunursa
f (g N® =Zf1<J (g)e)P (2.3.6,1)
K

Burada f;/ ile 8f” /ay* tiirevi gosterilmistir. (2.3.5,1) formiiliinde i j,J harfleri j, & X
harfleri ile yer degistirilip (2.3.6,1) de yerine yazilir ve (2.3.4) formiilii kullanilirsa,

(&)

h

L, 22a(r(8))
=25a,3 £i(g5)"

=ZZ%ZfK’Zajka
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=2) 4,0, > fi
Jk K

= 2%:%%2 e (2.3.5,2)

Y=Yy

()"

g =3 i¢in (2.3.6,1) in tiirevi alinirsa

h=0

(f(gN? =X fiu(g) gV (g + 3 £ (g )(g5)® (2.3.6,2)

degeri elde edilir. (2.3.5,1) ve (2.3.5,2) de elde edilen (g5)® ve (g5)® degerleri

(2.3.6,2) de yerine yazilir ve bu da iigiincii tiirevde yerine yerlestirilir.

()’

, @
=0 =3§a"j (f (gf ))
= 32% (ZfKJL(gj)(gf)(l) g0+ f (gj)(gf)(z)]
=3Zaifzflgl~§ajkszaﬂfL +3Z%22f1gzafkauszf"
7 K.L ! J K kJ L

(g7)" ] =3Y 0,40, Y 41 432Y a0, Y FLFE S 2353)
h=0 Jed KL KL

Tk Y=
(2.3.3) deki denklemler simetrik oldugundan g/ nin elde edilen tiirevlerinde a;

degerleri b; degeriyle yer degistirilerek ¥ nin tiirevleri elde edilir.

Gergek Coziimiin Tiirevleri

Gergek ¢oziimiin tiirevleri (2.3.2) nin tiirevleri alinarak daha kolay bir sekilde elde
edilir. Oncelikle

COREN Y] (2.3.7,1)

dir. $imdi (2.3.2) nin ikinci tiirevi alinarak (2.3.7,1) degeri gerekli yere yazilirsa
CREDWH D REDW A OVRIC) (23.7,2)
K K

degeri elde edilir. Ardindan (1.7,2) nin tiirevi alinarak {i¢lincii tiirev bulunur.
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WP =2 LD O+ KDL ) (2.3.7.3)
3. Mertebe I¢in Sartlar

3’tincii mertebe igin (2.3.5,1-3) deki her bir tiirev (a, degerleri b ; degerleri ile

yer degistirilmek tizere) (2.3.7,1-3) deki tiirevlerle esit olmak zorundadir. Buradan
karsilikli tiirevlerin egitlenmesi sonucunda olusan katsayilar arasindaki bagintiy:

gOsteren agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.1. (2.3.3) deki Runge-Kutta metodu agagidaki sartlar1 saglar ise

3{incii mertebedendir denir.

Db =1
J
2) ba, =1
Jok

3) baa, =1

Jokd

6 ba,a, =1 (2.3.8)

J.k
Agaclar ve Elementer Diferansiyeller
Yukaridaki iglemlere devam edildigi takdirde ¢ok uzun ve karigik ifadelerin
gelecegi aciktir. Iste bu ifadeleri basitlestirmek igin burada grafiksel gosterime
gecilecektir.
Oncelikle j k! ve J KL gibi indisler arasinda a4,a,,... deki indis giftlerini baz
alarak bazi linkler kurulacak ve bu linklerin aymis1 f, f7 deki tist ve alt indisler

arasinda gergeklestirilecektir. Ornegin (2.3.5,3) deki f}, ve f; terimleri sirastyla

asagidaki sekilde gosterilecek ve bu objelere etiketlenmis agaglar denilecektir.
k (2.3.9)
Iy = \/ by =
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Bunlar, noktalart toplammn indisleri tarafindan belirlenen (etiketlenen) baglantih

agaclardir. Yukaridaki grafiksel gosterim agagidaki sekilde de yapilabilir.

I—> j k—> j I—> k k—>

Tanmm 2.3.2. Az{ j<k<l<m<~--} sirali bir zincir olsun ve 4, de 4

kiimesinin ilk ¢ tane teriminden olugan 4 mn bir alt kiimesi olsun.

t:4 —{j}—)Aq,Gyleki zeAq—{j} icin z <#(z)

q
eslemesine g (g >1) mertebeden koklii etiketlenmis aga¢ denir. ¢ mertebeden tiim
etiketlenmis agaclann kiimesi LT, ile gosterilir. Burada z ye #(z) nin oglu ve #(z)
ye de z nin babasi denilecek, j ise tiim noktalarin atasi olacak ve buna agacin kokii

denilecektir. Etiketlenmis agaglarin g mertebesi onun nokta sayisina esittir ve

q = p(¢) seklinde gosterilir.

Tanm 2.3.3. € LT, etiketlenmis agaca karsilik gelen elementer diferansiyel

asagidaki sekilde gosterilir.
FlO0= 2, K. DD L0)

Burada toplam, g-/ tane indise baglidir. (Bunlar J haricindeki K, L,... indisleridir
ve 4, —{ j} kiimesine karsilik gelirler.) Toplamin elemanlar ise g tane f dir ve

toplam bunlarin ¢arpimindan olusur. Yine burada st indisler ¢ agacinn tim

noktalarim igerirler, alt indisler ise bunlara kargilik gelen gocuklardir. Eger 4,

kiimesi
4, ={j <jp <<} (2.3.10)

seklinde yazilirsa, o zaman F(#) nin tiirevi agagidaki sekilde yazilabilir.

9
1 —_— "’i
Fif) = JZ, [llf,-l(m (2.3.11)

51



Burada herhangi bir indisin oglu onun ¢ doniigtimii altindaki ters goriintiisii olarak

gosterilmistir. Baz1 elementer diferansiyellere agagidaki drnekler verilebilir.
DI T AV YW
KL K.L
Bunlar t,, ve f, agaglari i¢in yazilmus elementer diferansiyellerdir ve (2.3.5,3) ile
(2.3.7,3) denklemlerinde var olan ifadelerdir.

Asagidaki ii¢ etiketlenmis aga¢ sekilsel olarak aymidir.
i m m
m\>k z\>k k\>z 23124
J J J

Bunlarin belirttigi elementer diferansiyeller ise agagidaki gibidir.
DS XS s D st (23.12b)
K.LM K,.LM K,LM

Bu ii¢ elementer diferansiyel aymdir. Bunlar arasindaki tek fark indislerin yerlerinin

degismesidir. O halde buradan hareketle asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 2.3.4. 4 kiimesinin elemanlar arasinda biiyiklik siralamas: géz éniine

alinarak herhangi bir ¢ afacimn, olusturulan tiim farkli tipteki etiketlenmeleri
birbirine denktir.

Ornegin;
q=4 i¢in A4, kiimesi 4, ={j >k >I>m} seklinde olsun. O zaman
Ja
J2 \ /3 h>J> ],
= 7> Ja
Ji

tipindeki agag J,,/,,/;.J, Un A4, kiimesindeki siralama g6z Oniine almarak

olusturulmus olan tiim farkli se¢imleriyle asagidaki gibi 3 farkli sekilde etiketlenir.

52



I m ' m

NI

J J J
j>k>1 j>k>m Jj>l>m
j>m j>1 j>k

Bu ii¢ agag birbirine denktir ve bunlar # agacinin denklik sinifini olusturur.

Tamm 2.3.5. g mertebeden tiim afaglarin kiimesi 7, ile gosterilir. Ayrica g

mertebeden bir # agacinin denklik sinifindaki eleman sayisi da «(¢) ile gosterilir.

Sifirinci dereceden agag ¢ seklinde gosterilip bos agag diye adlandirilir. Ayrica
birinci dereceden agagta 7 seklinde gosterilir. Tablo 2.3.1 de derecesi 5’den kii¢iik
olan tiim agaglar gosterilmistir. Tablo 2.3.2 de ise 1’den 10’a kadar olan

derecelerdeki agag sayist gosterilmigtir. [1]
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Tablo 2.3.1. Besinci dereceye kadar olan agaglar ve elementer diferansiyeller

t Grafik 7)) | a(t) F/ (H)() D,
0 ¢ 1)1 y’
T . 1 1 Nl 1
tZ! k 2 1 ZfJfK
j/ 7 K ;aﬂc
l k
gl 3|1 S rErt Ya,a,
KL PN
t32 > 6 1 ;fl.(].fl,KfL kZJ:ajkakl
"’ 4 1
fa Zf1<JLA4foLfM Zajkajlajm
/ . KLM kJd,m
Iy ”‘Dj 8 3 KLz,MfKJMfLKfoM klzajkaldajm
Iy Y 12 1 ZfKJfL[;szfM Zajka/dakm
KM kJm
t Z 24 1 ZflgfLKfMLfM Zajkaklalm
o KLM dm
i K pL oM pP
t51 M 5 1 KJ;/[;}{KLMPf f f f Zajkajl jm jp
!
J pK gL oM pP
ts, \\> 10 6 K’L%l;WPfL A Zalkakl Ajm
t 6/ 15 4 ZfKJPfAfoLfoP Z kaklakm P
53 K.LMP
t, \§ 30| 4 | XSl Ya,aa,a,
K.LM,P
ts v 20| 3 | DfaflSRT | Yaaa,a,
K.LM.P
L6 Y 20 1 Zfl'{]fLIIEJPfoMfP Zajkaklakmakp
K.LM.P
t 40 | 3 D ISEfaM T > a,a,a,a,
37 K.LMP
lsg >/ 60 | 1 Zf;fLKfnﬁprfP Zajkaklalmalp
K.LM,P
Lso 2 120 1 Zf,gfLKfAfozny Zajkaklalmamp
. K.LMP
J
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Table 2.3.2. 10’uncu dereceye kadar olan agaclarin sayilari

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ST) 1 1 2 4 9 20 48 115 286 719

Gergek Coziimiin Taylor A¢ihm

Teorem 2.3.6. (2.3.2) nin gergek ¢6ziimii asagidaki denklemi saglar. [1]

= > F/O) =Y. a)F (1)(v) 23.7.9)

telT, tel,

ispat: (2.3.1-3) denklemlerinden ¢ =1,2,3 i¢in denklemin dogru oldugu
goriilmektedir. Burada 4’iincti tiirev i¢in (2.3.7,3) iin tlirevinin alinmasi gerekir.
(2.3.7,3) iin olugturdugu iki agacin (bunlar (2.3.9) daki iki agagtir.) noktalarina yeni
dallar ekleyerek yeni agaglar olusturulur. Dolayisiyla her bir aga¢ tek basina 3 agag
olusturur. (2.3.7,3) tin Leibniz formiilii ile tiirevi alinirsa, bunlarin geometrik olarak
(2.3.9) daki agaglarin her bir noktasina yeni dallar eklenmis ve bunlara da yeni
harfler verilmis olan agaglara karsilik geldigi goriiliir. [1]

. 2.3.7,1)

l (2.3.7.2)
k

!
> k (2.3.7,3)
4 m
m k l
k k
(2.3.7,4)
J J

Sekil 2.3.1. Gergek ¢oziimiin tiirevleri

i .
/
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~ Bu yolla su s6ylenebilir ki ¢ mertebeden tiim etiketlenmis agaglar ¢ nuncu tiirevin
igerisinde yer alir ve bunlarin her biri sadece bir kez ortaya gikar. Bu da teoremdeki
ikinci esitligi gosterir. Eger bu asamada bir birine denk olan elementer diferansiyeller
birlikte gruplandirilirsa (2.3.7,q ) nun yeni bir a¢ilimu elde edilir ki bu da teoremdeki

ticlincli esitligi gosterir.
Faa di Bruno Formiilii

¥, niimerik ¢dziimiin ve g; nin ¢’nuncu tiirevini almak i¢in 6ncelikle f(g,) nin

tiirevlerinin bilinmesi gerekir. Bunun iginde oOncelikle (2.3.6,1) ve (2.3.6,2)
formiillerinin genellestirmesi gerekir. Bu genellestirme sekil 1.2 deki yéntemle elde

edilecektir. S6yle ki;

(2.3.6,2) deki formiil iki terim igerir. Bu iki terime k6k haricinde higbir yerde
dallanma olmayacak sekilde yeni dallar eklenirse yeni terimler elde edilir. Burada iki
terimden birincisi ti¢ terim, ikincisi ise iki terim olusturur. Boylelikle (2.3.6,2) nin
tiirevi bes terim igerir ve (2.3.6,3) olusur. Bu sekilde devam edilerek (2.3.6,3) iinde
tiirevi alinr. (Sekil 2.3.2)

Sekil 2.3.2 deki (2.3.6,3) satinnda bulunan agaglara karsilik gelen elementer

diferansiyeller gosterilmis ve dolayisiyla (f“(g))® tiirevi elde edilmistir.

@)= Y fan @€V (e")®
K,LM
+> [ (@€)P NP+ £ ()8 )P (gh)?
K.L K,L
+) [ (@(&)P @) + X ()" (2.3.6,3)
KM K
Normal yollarla tiirev alinirken her defasinda agagidakiler yapilmak zorundadir.

i) f¢ ilk teriminin tiirevi alimir.(Bu j kékiine yeni bir dal eklemek demektir.)

ii) Her bir g nin tiirev derecesi 1 arttirilir.(Bu da bu tiirevlere karsilik gelen dallara

yeni dallar eklemek demektir.)
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_ Bu sekilde elde edilen ve kok haricinde higbir sekilde dallanmayan bu tiir agaclara

ozel agaglar denilecektir.

e ‘ (23.6,1)

J

.
/ k S
k (23.62)
< \/ j> I

-~

m 1l k m m ) m
\V ! kl</k m k 5 (2.3.6,3)

k

\j J \j\‘ J J \

A A AL
r ™ N r Y

p p p m r m p
m p
I ml ®Nm\l kmll &\ p/l k& /m ! 1_~m
k 1 k1 k\p k
k
J J J J J J J J J

(2.3.6,4)

A A
r ™ r Y

p p
m p m m l p ! /
pl k pm k
k A k m km k
J J J J J J

Sekil 2.3.2. f/(g) nin tiirevleri

Tamm 2.3.7. K6k disinda higbir yerde dallanmayan g mertebeden agaglara 6zel

etiketlenmis afag denir ve LS, ile gosterilir.
Yardimei Teorem 2.3.8. (Faa di Bruno Formiilii) ¢ >1 i¢in;

S =3 D ik (@8 ..(g5)) (2.3.6,g-1)

uelS, K,.K,
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dir. Burada u € LS, igin m sayis1 kokten ayrilan kol sayisi, &,...5, ise her bir

koldaki nokta (diigtim) sayisidir. Oyleki g =1 + 6, +...+8,, dir. [1]

Ornegin Sekil 2.3.2 de, (2.3.6,3) deki

m [ k
J

agact i¢cin m=3,6=1,6,=1,8,=1 ve g=1+1+1+1=4 dir. Buradan buna

karsilik gelen elementer diferansiyel agagidaki sekildedir.

> fan(@-( (g ()

K,L.M

Yine Sekil 2.3.2 de (2.3.6,3) deki diger bir agag igin ise,
|
m
k
J

m=2,6,=2,6,=1 ve yine g=1+2+1=4 diir. Buradan da buna karsilik gelen

elementer diferansiyel
PIACICHRICON
K,L

seklindedir. Boyle devam edilerek (2.3.6,3) deki tiim aBacalarin elementer

diferansiyelleri yazilir ve (f7(g))® tiirevi elde edilmis olur.

Niimerik Coziimiin Tiirevleri
(2.3.5,1-3) formiillerini genellestirmek i¢in dncelikle agagidaki tanim gereklidir.

Tamm 2.3.9. 7, kokii j olan etiketlenmis bir agag olsun. k,I,... gibi g—1 tane

indis tizerinden tanimhi @ (¢) toplamu agagidaki sekilde tanimlansin.

D)= D aza
ki
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Burada toplam, g—1 tane &’ Ii terimden olugmugtur. (Tanum 2.3.3 gibi) Ayrica

burada tiim babalar kendine ait tiim ogullartyla ayr ayn ikiser ikiger @ mn alt indisi

olurlar. Eger indis kiimesi olarak (2.3.10) da tanimlanan A, kiimesi diisiiniiliirse

yukaridaki toplam asagidaki sekilde olur.

D, ()= DA, (2.3.13)
./2"'7.](]

Tamm 2.3.10. 7€ LT, igin, y(t), p(¢) lerin carpimi olarak tammlanacaktir.

Burada p(f) herhangi bir agagta alttan baslayarak kok silindiginde ortaya ¢ikan
agaclarin mertebeleridir.(Sekil 2.3.3 e veya (2.3.17) denklemine bakiniz.)

~
~ 4
I ~ 4
} N o,
v
4 1} 4
. ) ’
~o ’ ~o 7’
, .
S S
.

Y= 9 : 2 . 6 : 4 = 432

Sekil 2.3.3. y(¢) nin tammu ile ilgili 6rnek.

Teorem 2.3.11. g/ nin tiirevleri

@] = 2 (Y, 8,®,(F 1)) (2359

teLY}i J

seklindedir. Buradan da (2.3.3) deki y; niimerik ¢6ziimii asagidaki sekilde olur. [1]

ODY|,_ = X 7O.5,®,(OF 1)y,

=2 a2y 5, ,(OF 1)) (2.3.14)

Ispat: ¥, ve g, deki benzerlikten dolayr ((2.3.3) e bakimz) ilk denklemin

ispatlanmas1 yeterli olacaktir. Bu ispat da tiimevarnmdan yapilacaktir. Oncelikle

g=1,2,3 i¢in teoremin dogrulugu (2.3.5,1-3) ifadelerinden agikca goriilmektedir.
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. Simdi de g—1 igin dogru oldugu kabul edilsin. (2.3.4) deki Leibniz formiilii
(2.3.3) deki g, denklemine uygulanirsa agagidaki denklem elde edilir.

(&) =g a,(f (e N (1.15)

Burada (f(g;)“" yerine Fai di Bruno formiili (Yardime: Teorem 2.3.8)
kullanilirsa ve bu kullammdan sonra meydana ¢ikan (gf‘ )%) degerleri igin de
d; < g oldugundan (2.3.5,9-1) formiilii kullanilirsa

&), =2, Y X Sk @)EH . (g )™

uelS, Ki,..K,

=qzax‘j Z Z f1é’, X, (gj) Z 7 )Z ,k]q)kl(tl)Fkl(t])(yo)

uelS, K, yelTy

. 7, )Zajk @, (t)F " (1,) (7o)

tnelly

ifadesi elde edilir. Bu ifadedeki toplamlar yeniden diizenlenirse agagidaki sonug elde

edilir.

CARIETD YD SR S S (5 W7 ()

uelS, helTy twelT,  t,elT,
Z%Z a,, @, (8).. 2 a, D,_(2,). (2.3.16)
klll

Z Fonity GOF )W) F o (1, )(30)

Ky,
Burada her (,1,,...,1,), u€ LS, 1, € LT siralis1 igin buna karsilik gelen bir ¢ € LT,

etiketlenmis agaci vardir 6yleki;

r@®=qyt).. y,) (2.3.17)

F/ ()= Z Sk, OVF @) Fo (1, )(») (2.3.18)

D)= Y ay..a; D, ). D, (,) (2.3.19)
Kerkey
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dir. Bu ¢ agaci, u nun dallarmn ¢,,...,¢, agaglan ile yer degistirmesiyle elde edilir.
Bununla ilgili drek Sekil 2.3.4 de verilmistir. Bu yolla tiim ¢ € LT, agaglan yalmz

bir kez elde edilir. Buradan (2.3.17), (2.3.18) ve (2.3.19) denklemleri (2.3.16)
denkleminde yerlestirilirse (2.3.16) denklemi (2.3.5,q) olur ve ispat biter.

q
p
n
m
/ k
p
n m
J{ k
J
q
p
n m
! k
J
u [ L, t

Sekil 2.3.4. (u,1,,...,t,) <>t eslemesine 6rnek

Ayrica burada ¢ nin denklik siufi (Sekil 2.3.4 deki) yalmzca #,,...,¢, nin denklik

sinifina egittir. Buradan yinelemeli tanmim denilen asagidaki tanima gecig yapilacaktir.

Tanmm 2.3.12. ¢,,...,z, agaglarimin koéklerinin yeni dallar kullanilarak ortak bir

JERIIELF™

koke baglanmasiyla elde edilen yeni afag asagidaki sekilde gosterilir.

t=[t, ... th] (2.3.20)
t 53 t=[t.1]

Sekil 2.3.5. Agaglarin yinelemeli tanim
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(2.3.20) kullanilarak tiim agaglar z nun terimleri seklinde gdsterilebilir. Ornegin
agagidakiler gibi,

ty =z,  t3=[z7], tp=[z]] ..vs

Teorem 2.3.13. 2’nci bolim (1.3.1) de tanimlanan Runge-Kutta metoduna

p’ninéi mertebedendir denir. Ancak ve ancak

%:bjd)j(t)=7t—

esitligi, mertebesi p den kiiglik ve esit tiim agaclar i¢in saglaniyor ise [1,2,9]

Tablo 2.3.2 den her bir p mertebesi i¢in meydana gelecek mertebe sartlarinin
sayisi elde edilebilir. (Tablo 2.3.3’e bakiniz.)

Tablo 2.3.3. Mertebe sartlarinin sayisi

p mertebesi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

mertebe
sartlarinin sayis: |1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

Ornek 2.3.14. Daha 6nce Ornek 1.3 de 2 basamakli Heun metodunun mertebesi
incelenmisti. Simdi de bu metodun mertebesi grafik yontemi ile agagidaki sekilde

belirlenir. Heun metodunun katsayilart

2 1 3
22,21, .3 2322
ay; c, 3 | 4 ) 4 ( )

seklindedir. Tablo 2.3.1 den, derecesi 2 den kiigiik ve egit tlim agaglar i¢in

g=1,t=r igin ijcpj(r)=—(1—):>zbj.1=2bj=1:>b1+b2=1 (2.3.23.1)
J nr J j

. 1
g=2,t=tyi¢in > b, (121)_ Z 4, = :>b 2 =3 (2.3.23.2)
J

denklemleri elde edilir. Bu denklemler aynt zamanda bu metodun mertebe sartlaridir

ve (2.3.22) de verilen degerler bu denklemleri saglarlar.
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N | =

1 3 32
b1+b2 =Z+Z=1 b26121=z.§=

Sonug olarak Heun metodu, derecesi 2 ve 2 den kiigiik tiim agaglar i¢in Teorem
2.3.13 deki esitligi sagladigindan bu metot 2°nci mertebedendir. Goriildiigi gibi bu
b6limiin (3.1) kisminda uzun islemlerle elde edilen Heun metodunun mertebesi

burada daha kisa ve basit bir sekilde bulunmustur.

Ornek 2.3.15. 2’nci bslim (1.2.13) de acik sekli ve Tablo 1.3.2 de de tablo
gOsterimi verilen 4 basamakli klasik Runge-Kutta metodunun mertebe sartlar1 Tablo
2.3.1, Teorem 2.3.13 ve 2’nci boliimdeki (1.3.1) kabulleri kullanilarak asagidaki gibi
elde edilir.

q=1

t =T agac1 i¢in
b, (7) S TN >b,1=)b =b+b,+b+b,=1 (23.24.1)
j 7(7) J J
q=2
t =1, agac1 i¢in
Zb D, (ty) = ( Z =b,a,, +by(ay +ay,) +b,(a, +a, +a,)
=b,c, +bic, +b,c, = % (2.3.24.2)

q=3

t =t,, agac1 igin

1
Zb D, (1) = ) =Y b,a,a, =bc, +b,c; +bc; = 3 (2.3.24.3)
31 J
t =t,, agaci igin
1
Zb @, (132)_ ) =Y ba,a, = b3a3zcz+b4(a42c2+a43c3)=g (2.3.24.4)
32 J
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g=4

t=t, agacligin

1
b.CD.tM =
Z" ) r(t

41

=Y ba,a,a, =bc, +bc; +b,c; = % (2.3.24.5)
J
t=t,, agaciigin
1 1
Db® (1) =——= ) b,a,a,a,, =bca,c, +b,c,(a,0, +aue) ==  (2.3.24.6)
J rtn) 5 8
t =t,; agac1igin

L S ba,aua,, = bane +h,(ayc tagd) =~ (23247)
s 5 12

ijq)j (143) =
j
t=t,, agactigin

1
7 ()

1
ijq)j(tzm) = = Z b,a,a,a, =b,a,a,¢, = 24 (2.3.24.8)
J J

Ayrica 2°nci bolim (1.2.13) de gosterildigi gibi klasik Runge-Kutta metodunda
katsayilar agagidaki gibidir.

|

ay =-2—,a31 =0,a, =§aa41 =0,a,, =0,a, =1

¢ =0,c, =5,03 =%,c4 =14 =

1, 2, 2
oh= b =sb =

Bu katsayilar yukandaki (2.3.24.1-8) denklemlerini saglarlar. Ornegin (2.3.24.1)

denklemi i¢in
b1+b2+b3+b4=1:>_1.+_2_+2+l=1
6 6 6 6
veya (2.3.24.8) denklemi igin
b,a,.a,.c —i:llll__l_
4U4303709 24 6 Sy

saglandig1 goriilir.
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~ Buradan klasik Runge-Kutta metodu i¢in yine Teorem 2.3.13 deki esitlik, derecesi

4"den kiiciik ve esit tiim agaglar i¢in saglandigindan bu metodun mertebesi 4’tiir.

Ornek 2.3.16. 2’nci bliim Tablo 1.3.3 de verilen Kutta-Merson metodu, 5

basamakl1 bir metottur. Burada ornek olarak ¢ =1, agacina bakilirsa

2
Z /k akl alm mp 1 20

Z ; 59)-

esitliginin saglanmasi gerekir. Ancak gerekli islemler yapilirsa

1 1

11
63 144 120

2211
8

Ebaaaa =b.a.,a,,0,,0 ——1
jjlcldlmmp_554433221_6
j

esitligin saglanmadig1 goriiliir. O zaman Gill metodunun mertebesi 5’den kiigiiktiir.
Aynt seyler 4’iincti, 3’tincii, 2’nci ve 1’inci dereceden agaglar igin de yapilirsa, bu
agaclar igin esitliklerin saglandig: ve dolayisiyla bu metodun mertebesinin 4 oldugu

goriiliir. Zaten Butcher bariyerlerinden 5 basamakli bu metodun mertebesinin 5’den

kii¢iik olmas1 dogaldir.

3.2.4. Rosenbrock Tipi Metotlarin Grafik Yéntemi Ile Mertebesinin

Bulunmasi

2’inci boliim (1.6.4) deki Rosenbrok Tipi Metotlarn genel (tensor) gésterimi

agagidaki sekildedir. [3]
k) =hf(g)+ ), L )2 7k
K k
g,J = y({ +zaykJJ
Y @4.1)
J

Daha 6nce yapildigt gibi burada da (2.4.4) deki Leibniz kurali uygulanirsa,

&)@, =a(F @M +a2 K G2 7, O (2.4.2)
K k

h=0
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olur ve zincir kuralindan daha 6nce elde edilen (2.3.6,1), (2.3.6,2) degerleri
(&)= 1 (g)g))
K
(g N"=) fulg)Xe ) () + . f(g)gH)"
K.L K
seklinde elde edilir. Bu ifadeler (2.4.2) de kullanilirsa asagidaki tiirevler elde edilir.
()], =0 (2.4.3,0)
& =r (2.4.3,1)
KD =22 D auf 420 K v f*
X k K k
=23 e + 2 D
K k K k
=2> 5D @ +7,) (2.4.3,2)
K k
K| =30 (@ N®+3X K )2 7, (k)
K k
= 3Zf1<JLfoLzaﬂcaﬂ +3Zflcjzajk22fLKfLZ(akl + V)
K,L k] K k KL k
+3Zf1<127,~k22fffLZ(akz +74)
K k K,.L k
= 3Zf1<JLfoLZajkaﬂ +3-2Zf1<JfLKfLZ(a'jk +yp ey +7,) (24.3,3)
K,L kl K,L kil

Bu tiirevler kullanilarak ¢ >1 igin (2.4.1) deki y; niimerik ¢6ziimiiniin tiirevleri

agagidaki gibi olur.
COME ;b,. A 2.4.4)

(2.4.4) deki ntimerik ¢ozlimiin tiirevleri, daha &nce elde edilen (2.3.7,1), (2.3.7,2) ve
(2.3.7,3) formiillerindeki gercek ¢6ziim ile karsilastiritirsa asagidaki mertebe

sartlarina ulagilir.
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. Db =1

1
/ ij(ajk-'-yjk)za
J
) k
Zb'a'k}/'l zl
J IR 3
J
!
1
k ij(ajk +71k)(a1d+7k1)=g
J

Buradaki durum daha once bahsedilen Runge-Kutta metodundaki mertebe

sartlarindan farklidir. Bazi durumlarda o, degeri &y +y ;. ile yer degistirmektedir.

Peki hangi durumlarda bu yer degistirme olmaktadir? Bu asagidaki tamimia
aciklanacaktir.

Tamm 2.4.1. ¢, q mertebeden , kékii j olan bir etiketlenmis aga¢ olsun. %,/,...

gibi g —1 tane indis iizerinden tamml @ (¢) toplamu agafidaki gekilde tanimlansin.

Eger I, knmn bir tek ogluise a, +yy
Eger [/, kmn oglu ve k nin / disinda en az bir oglu daha var ise o,

Ayrica Tamm 2.3.12 deki agaglarin yinelemeli tanimi ve (2.3.19) ifadesi
kullamlarak @;(#) nin tanimi agagidaki gibi de verilebilir. Burada 1’inci mertebeden

agag icin @ ,(r) =1 dir.

t=[h..t,l,m22 ise Y @ ..o O, ¢)..0, (¢,)

® ()= Hio b 2.4.5
@ t=[t] ise Z(O«’ﬂc +7jkq)k)(tl) ( )

k
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. Ornek 2.4.2. Asapidaki agacin hem Tamm 2.4.1 hem de (2.4.5) ifadesi
kullanilarak elementer diferansiyeli agagidaki sekilde elde edilir.

Tanim 2.4.1 kullanilarak:
k, j nin tek oglu oldugundan «, +y,
I, k nin tek oglu oldugundan o, +y,
m, [ nin iki oglundan biri oldugundan ,,,
p, I nin iki oglundan biri oldugundan ¢,
olur. Simdi de bunlarin ¢arpimindan

Z (@ + 7y + 7)o,
elde edilir.

(2.4.5) ifadesi kullamlarak:

Agacin genel gosterimi [[[T,T]]] dir.
p \dm
Sk =[T,T] =(2.4.5) den = o1,

o
P = [T]= (24.5) den=> o, +7,

k =>[T]= 4.5)den=>a, +7,
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olur. Buradan da yine bunlar ¢arpilirsa

Z (ay +7u)oy +yye,,

elementer diferansiyeli elde edilir ki bu da daha 6nce Tarum 2.4.1 kullanilarak elde

edilen elementer diferansiyelle aymdir.

Teorem 2.4.3. (2.4.1) de verilen kf nin tiirevleri asagidaki ifadeyi saglar.

E)D|,_ = 2 rOD,OF O)(v,) (2439

telT,

ve y; niimerik ¢6ziim agagidaki denklemi saglar. [3]

o )("’lh ZJ/(t)Z D, (OF ()(3,) (2.4.6)

tsLT

Ispat: (2.4.4) den dolay: sadece ilk ifadenin ispatlanmas: yeterli olacaktir. Bu da

Teorem 2.3.11 in ispatina benzer gekilde tiimevarim y6ntemi ile yapilacaktir. Bunun
igin (24.2) deki f7(g,)" degeri yerine Fai di Bruno formiiliindeki ifade

(Yardimci Teorem 2.3.8) yazilirsa
&)|_ =a(r @N”| ONACH WA )("—”lhzo

=gy Z £k (8)E)P (8" )‘5""+quK27,k(k")\

uelS, K;.K

seklinde bir ifade elde edilir. Burada (g%)® degerleri yerine
(/) = e, ke)
k

ifadesi ve (£°)“™ degeri yerine de tiimevarimdan dolay1 teoremin ifadesi yazilirsa

CORINETDY Z Sk, <g,>z o () Zaﬂ, (A

uelS, K,..K,

+quK Z?’ﬂg Z (tl)(Dk(tl)Fk(tl)(yO)

nell,,
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degeri elde edilir. Buradaki tim (&) degerleri i¢in 0, <q oldugundan yine

tiimevarim geregince bunlarin yerine teoremin ifadesindeki esitlik kullanilabilir.

COXIET'DY Z fi.x, (g,)Z 0y D, YD, F (1)) ...

uelS, K,..K, 4elTy

...kZajkm Y, 7D, G)F™1,)(5,)

1yelly,

+q Y. 74 )qu’ , )ZfK ) FX (1))

telly

Son olarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

EDD] =g, Y Y ),

uelS, 4elly t,eLlTs,

> a,®, t).. ). 0 @ (@)
k Ky

. Z f/&,,...l(,,, (yo)FKI (tl)(yo)mFKm ) (o)

KKy

+q Y. 7, )Z o )Z FLGDFEt)(3,)

Helly,

olur. Buradan (2.4.5) deki yinelemeli tamm, (2.3.17), (2.3.18) ve (2.3.19) esitlikleri
kullanilarak elde edilen LT, ile {(u,tl,...,tm)lueLSq,tj eT5/} kiimesi arasindaki

bire-bir egleme sonucunu verir.

Teorem 2.44. J=f'(y,) olmak iizere 2’nci bélim (1.6.4) de tamimlanan

Rosenbrock metodu igin eger asagidaki esitlik saglamiyor ise, o zaman bu metoda

p’ninci mertebedendir denir. [3]

ijcp o) =$ (tim p(¢) < p i¢in) (2.4.7)

®,(¢) ifadelerini daha da basitlestirmek igin bundan sonra By=a,+y,

kisaltmas: kullamlacaktir. 5’inci mertebeye kadar olan mertebe sartlar1 Tablo 2.4.1

de verilmistir.
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Tablo 2.4.1. Besinci dereceye kadar olan agaglar ve elementer diferansiyeller

q |t Grafik 7(@®) D, (1)
1|7 . 1 1
ty k

2| " 2|3

t
3 3k \/1 3 kz;,ajkal
I3 !
>k 6 ;ﬂjkﬂkl

t4] k I
4 Wm 4 k[z ajkajl Jm
(A "
t
42 m Dk 8 Z kﬂklajm
Las 12 Z B 00,
k I kt.m
i !
t44 g Zﬂjkﬂk]ﬂ[m
k 24 klm

pMk 2 Zaﬂc Jm JP

d {
k

P\’? 10 Zaﬂcﬁkl Jm /p

l J
fss QZ ' 15 Z 00,0,

Y m
)

lsy p k30 z kﬂklﬂlm Jp

20 Z kﬂklajmﬂmp

J
! PN\ m /
56
k 20 Zﬂjkau“makp
m
; J
157 P
o\ ym 40 Z BBy,
; !
k

t
% ” 2” 60 Zﬂjkﬂklalmalp
J
Il
{
P | 1201 B..BuBrnBoy




4. BOLUM

COK ADIMLI ROSENBROCK TiPi BIR METODUN MERTEBE ve
KARARLILIK ANALIZi ve SAYISAL SONUCLARI

4.1. GI METODU
iki Fonksiyon Degerli Uciincii Mertebeden Metot

Bu bolimde y'= f(x,y) probleminin ¢6ziimii i¢in gok adimli, Rosenbrock tipi
yeni bir metottan bahsedilecektir. Oncelikle f ve f' degerlerinin hesaplanabildigi
kabul edilecektir. Buradaki yenilik Runge-Kutta metodundaki f degerini f' degeri
ile degistirip metodun mertebesini yiikseltmektir. /' degeri hem yaklagik olarak hem
de tam olarak bulunabilir. Bu ylizden eger f degeri f' niin yaklasik degeri ile

degistirilirse, metot ¢ok adimli olarak diisiinilebilir.

Runge-Kutta metotlarinin mertebelerini arttirmak i¢in Taylor seri agilimindaki
terim sayisim arttirmak, dolayisiyla metottaki fonksiyon sayisimi arttirmak gerekirdi.
Ancak bahsedilecek olan bu metot, Runge-Kutta metodundaki %, (i >1) degerlerinin

icine f nin tlrevini yerlestirerek fonksiyon sayisim arttirmadan mertebeyi
yiikseltmektedir. y'= f(y) seklindeki otonom problemler i¢in iki fonksiyon degerli
metodun genel formu asagidaki sekildedir. [10,11]

ko =hf(y,) ve ky =hf (3, +ayk +hay f,(¥,)k) (1.1,a)
yn+1 = yn +b1kl +b2k2 (11>b)

Bu metotlara GJ3 metotlar1 denir. Yukaridaki ifadelerde mevcut olan 5,,b,,a,,,a,,

parametrelerini bulmak i¢in yine bu ifadelerin Taylor seri agilimlart yapilip gergek
¢oziimiin agilimu ile kargilagtinlmalidir. Ancak kolaylik agisindan yukaridaki metot
asagidaki sekilde yazilip daha sonra tiirevleri alinacaktir.
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k=1(,) ve ky=f(y,+ayhf(y,)+ hzaZny(yn)f(yn)) (1.2,a)
Yt =Y, + h(bk, + byk,) (1.2,b)

Bu yazimin metotta herhangi bir degisiklik meydana getirmedigi agiktir. k,

ifadesinin Taylor agilimi

ko =) (1.3)

seklindedir. &, ifadesinin Taylor agilimi ise agagidaki gibidir.

ky = f, +ayhf (3,) + Ban f,(5,) f ()
Wl =7 (1.4)
KO| = £ (@S +2hanf, 1),
Lo, (1.5)
k2| =, (anf +2hanf, 1))
= (f,y (@ f +2han f, 1) + 1,2, £, _,

=@, f* 1,y +2a, 1, | (16)

(1.4), (1.5) ve (1.6) degerleri asagidaki ifadede yerlerine yazilirsa %, ifadesinin
Taylor agilimu elde edilmis olur.

2
k, =k + hk® +h7k§2> +o

s
ky = f +hay ff, + —z-—a;fzfyy +hza22ﬁfw +... 1.7

Bulunan (1.3) ve (1.7) ifadeleri (1.2,b) denkleminde yerlerine yazilirsa

h2
You =Yy T HIB [ +b,(f +hay, ff, +?a221f2fyy +h2022ﬂyy +...)]
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P,
Vi1 =V +hb f +hb, f + hzbzaZijy + -z'bzazzlfsz + h3b2a22ﬂyy +...
b 2
%m=%ﬁh@+@y4#@%ﬁﬁw%%ﬁﬁﬁﬁ%%%gg+m (1.8)

olur. Bu son ifade gergek ¢oziimiin Taylor agilimi olan

1 1 1
yn+1=yn+hf+h25ﬁ;+h3-6-f2fw+h3gﬂw+'" (1.9)

ifadesiyle karsilagtirilirsa asagidaki 4 bilinmeyenli 4 denklem elde edilir.

b+b =1 (1.10,2)
1

byay = (1.10,b)
, 1

by =3 (1.10,0)
1

by, = (1.10,d)

Bu denklemler ayni zamanda bu metodun mertebe sartlaridir. (1.10,b) ve (1.10,c)
degerleri oranlanip a,, degeri bulunur ve daha sonra bu degerden faydalanarak diger

parametreler bulunursa agagidaki degerler elde edilir.

2 2
a21=§‘ a22=§ (1.11)

Sonug olarak (1.1) de genel ifadesiyle verilen metottan, (1.11) deki parametrelerin

secilmesiyle asagidaki metot elde edilir.
2 2
k, =hf(y,) ve k, =hf(yn+§kl+h§fy(yn)kl) (1.12,a)

1 3
=y, +—k+—k 1.12,b
Vi1 = Vu 4 4 2 ( )

Bu metoda GJ3 metodu denilecektir. Burada verilen baslangic deger problemi

otonom oldugundan f, =0 ve y"=f'= f f dir. Aynca k, =hf (y,) ve

W,k =t ) f =R f )= f,=kf"
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oldugundan £, agagidaki gibi yazilabilir.

2 2 2 2 2 2

Burada ki f' degeri iki sekilde bulunur. Eger f' tiirevi biliniyor ise %, vektdriiniin
deger aldig1 nokta

2 2 2 2
+2k =Wk =y +=k +=hf
yn 3 1 9 _f;/ 1 yn 3kl 9 f;:

seklindedir. Eger f' tlirevi f nin bazi noktalanindan elde edilirse, o zaman da £,

vektoriintin deger aldigi nokta asagidaki sekilde olur.

2.2 2, 255 5 JSO)-f,.)
=k +=hfk =y, =k +=Wf , fl=2220 L
yn 3kl 9 f;/kl yn 3 1 9 f;) f;z h

Buradan metot asagidaki ¢ok adimli metoda doniisiir.
2 2
k=hf(y,) ve ky =hf(y, +§kl +h§(f(y,,) arAS )

1 3
=y +—k +2k 1.13
Y n+l Y n 4 k] 4 2 ( )
Uc Fonksiyon Degerli Dordiincii Mertebeden Metot

Dérdiincii mertebeden GJ metotlarinin genel formu asagidaki sekildedir. [10,11]

k= hf(y,)
k, =hf (y, +ayk +hay, f,(3,)k)
ky =hf (y, + as k; + apk, + hasy f,(y, )k + has, £,(9,)k,)

Vot = Yo + h(bik, + bk, +bik,)

Bu tiir metotlara 6zel olarak GJ4 metotlar1 denilecektir. Burada da yine Taylor seri

agtlimlan Kkargilagtirilarak bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin

¢oziimleri a,, =0 olmak lizere agagidaki tabloda verilmigtir.
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Tablo 1.1. GJ4 Metodunun Mertebe Sartlarinin Coziim Kiimesi

b b b a, a, a; a, ag
i1 r2 1 3 1,
6 6 3 2 8

t 2111 . 5 -
6 3 6 2 8 2
1211 -1 5 5 3
6 3 6 2 8 2
L1211 515 s
10 2 5 3 18 24 8 18
L1210 03 s
10 2 5 3 6 24 8 6

Otonom Olmayan Problemler Igin Metot

y'= f(x,y) tipindeki otonom olmayan denklem i¢in metot asagidaki sekilde olur.

Burada sadece f k; teriminin igine Af, yerlestirilir.

kl =hf(xn’yn)’
k, = hf (x, + hey, y, + ayky +ha22(fy(xnayn)k1 + 01 (%,,5,))
yn+1 = yn +b1k1 +b2k2

Yine daha Once yapildig: gibi Taylor seri agilimlar kargilagtirma tekniginden, metot
asagidaki sekilde elde edilir.

by =Hf (x,,9,)
2 2, .2
ko = Hf e, Ty, + S+ 5 AU 3+ 1 (5, 3,))

Voo =Y, + bk + bk,
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' 4.2. G} METODUNUN MERTEBE ANALIZI

* GJ metotlarinin genel gosterimi agagidaki sekilde yazilabilir.

i-1
g/ =yg+zayk;’ +hY a,fi (k]  (n=i+j-1) .1
J=l
kKl =n'(g)) (22)
=y +) bk (2.3)
Jj=1

Leibniz formiiltinden (2.2) denkleminin tiirevleri

/)], ,=a(f )"

seklinde yazilabilir. Ayrica daha 6nce elde edilen
T gN? = ;ij (g,)(g;)"
(f (g N = ;fK’L (g,)-(g)" ()P + ; fi (g)(g))?
degerleri yine burada kullanilacaktir. Simdi Leibniz formiiliinden
(k! )<0>|h=0 -0
&) =r'(e)
()", =2k + 2 i O0k;
Z S (g))
)], =20 (g )"
= 2; fi (g, )Y
= ZZfK (g, )Z S

—22 kaK’f"
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&7, o =20, +2F 0,17 000
- ;a,.,z; ajk;f,?fK +2§jj a, i1’
=22 a0, Y i S *22.afc S
&), =3 (g, )
- 3[; fa(g)er) (g + ;fle’ (g,)(gf )”}
- 3; 1 (g,);a,,,fKZaﬂfL
DN [z; axa IS 423 a,«mfffL} (m=j+k-1)
_ 3%: a,kajzg b 6kZJ ey +a,) Y ST

tiirevleri elde edilir. Buradan ¢ =1,2,3 i¢in tablo agagidaki sekilde elde edilir.

Tablo 2.1. Ugiincii dereceye kadar GJ Metodu igin agag ve elementer diferansiyeller

t Grafik 7@ | a() FI@®)(y) D, (1)
0] ¢ ¢ 1] 1 y
1 {7 o 1 1 /! !
In k

2 j/ 2 ! ;fKJfK Zaﬂc

I k
3 Lo \\/ 3 1 ZfKJLfoL Zajkajl
J K,L k]
!
Iy k ZflgfLKfL Zaﬂra/d t
6 1 o 7

Simdi ¢ =1,2,3 igin Zb (1) = ;/—27)- esitliginin saglanip saglanmadigina bakilirsa
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q=1
t = 7 agaci i¢in
1
bO® (1)=——=> ) b .1=) b =b+b,=1
; 5 7(1.) Z}: J zj: J 1 2
g=2
t =t, agaci i¢in

1 1
;bjcp, (ty) = P = ;bjajk =y =2

g=3
t =t; agac1igin

1
7(t)

}j:qu)j(tsx)z

1
r > 2
= ijajkaﬂ =ba,a, =ba, = ’3‘
J
t=t,, afac1 i¢in

1 1
;bj(pj (132) =~Rl:;‘2—5 = ;bjajkak] +bjajm =b2a22 =-6-

seklinde 3’tincli dereye kadar olan tiim agagclar i¢in saglandig: goriiliir. Burada ayrica
(1.10) daki mertebe gartlart da elde edilmis olur. Sonug olarak GJ3 metodu 3’iincii

mertebeden bir metottur.

4.3. G METODUNUN KARARLILIK ANALIiZi

Otonom problemler i¢in uygulanan (3.1.12) deki GJ3 metodun da f' degerini,

gercek tiirev degeri alip y'= Ay test problemi uygulanirsa
k=hiy, =2,

k, = hA(y, +—§—h/1yn +§hl.hﬂyn) =2(y, +—§~zy” +—§-zzy”)
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1 3 1 3 2 2 22 7
) =Y =k +=k =y +—zy +=2(y 4=z +=2'y )=+ z+—+—
Yot = Vo ¥l ¥ Ky = V0 + 2 2, 4Z(y,, 3D 9zyn) (1+z 5 6)yﬂ
' 2 7

Rz)=(+z+—+—
(2)=( > 6)

seklinde kararlilik fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon 3’iincii mertebeden RK

metodunun kararlilik fonksiyonu ile aymidir. (Sekil 3.1)

Sekil 3.1. GJ3 Metodunun kararlilik bélgesi

Eger f' tiirevi yaklasik deger olarak alinirsa o zaman metodun (3.1.13) deki gibi ¢ok
adimli bir metoda doniisecegi belirtilmigti. Buradan bu metodun kararlilik

fonksiyonu agagidaki gibi elde edilir.

kl =hf(yn)=hﬂ‘yn :Z:yn

2 2
k, =hf(y, +§k1 +h§(f(y,,)—f(yn_1)))
2 2 2
=hil(y, +=hAy +—hly ——hA
(yn 3 yn 9 yn 9 yn—l)
2 2 2
=Z(yn+_zyn+—zyn__zyn——l)

3 9 9

8 2. 2,
=Zyn+§Z yn —62 yn-l
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1 3
=y, +=k+-k
Vo1 =V 4k1 4

4

+§( By 2 )
4yn 4Zyn yn yn—l

=y +
In 9 9

2

2 z
=(+z+=2")y ~—
( 3 )Y, ¢

Burada » — n+1 doniigiimii yapilirsa

2

2 z
=(1+z+=2° -
yn+2 ( z 3 z )yn+l 6 yn
degeri elde edilir. Simdide y,,, =& denirse
2 2, z
& —(1+z+§z )§———6—=0 (3.1.14)

seklinde ki kararhilik fonksiyonu elde edilir. Buradan bu metodun kararlilik bélgesi

ve diger metotlarin kararlilik bolgesi asagidaki sekildedir.

RK3&GJ3 (Gergek f')
GI3 (Yaklagik f71)  wwooee

Adams-Bashforth 2 — =
Adams-Bashforth 3

Sekil 3.2. GJ3 Metodu ve diger metotlarin kararlilik bolgeleri
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Sekil 3.2 de de goriildiigli lizere hem gercek f' hem de yaklasik f' alinarak
olusturulan GJ3 metotlarimin  kararhilik  bolgeleri bazi  Adams-Bashforth
metotlarindan daha biiyiiktiir.

4.4. SAYISAL SONUCLAR

Bu kisimda GJ3 ve GJ4 metotlari, baz1 skaler otonom problemlere ve sistem
otonom problemliere uygulanacak ve daha sonra bunlar ayni1 dereceden RK metotlari
ile karsilastirilacaktir. Ayrica GJ metodunda f' degeri, hem gercek hem de yaklasik
deger alinarak bunlarin sonuglan karsilagtinlacak. Tiim karsilagtirmalarda adim
uzunlugunun degisimine karg1 goreceli hatanin degisimi incelenecektir. Kullamlacak

olan test problemleri ve baglangi¢ sartlar1 agagidaki tabloda gosterilmistir.

Tablo 4.1. Test problemleri

Fonksiyon Co6ziim Baslangi¢ Sarti
y'=y y=¢ y(0)=1
2
y 2
U — L = — 0 = 1
y 2 y=13 (0)

x'=y ROS4 metodundan | x(0)=2
) (Van Der Pol) e
y'=(1-x")y-1 elde edilmigtir. y(0)=-0.66

Ik olarak GJ3 metodunda f' degerini gercek ve yaklasik deger alarak elde edilen
‘sonug:lar karsilagtirilacaktir. Burada ¢=20’deki goreceli hatanin, adim uzunlugu

karsisindaki degerleri karsilastirilmigtir.
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10* Gergek f'degerli GI 3 °o--0
102 Yaklagik f'degerli GI3 o—e
10°
10*
10°
10°
107
10°
10°
107 1 | | | |

0.002 0.004 0.008 0.016 0.032

Sekil 4.1. y'=y problemi (¢ =20)

Simdi de GJ3 ve RK3 metotlar bir skaler denkleme uygulandiginda elde edilen
goreceli hatalar karsilastirilacaktir. Burada GJ3 metodu igin f' tiirevinin degeri

gercek deger olarak almmustir.

107 GI3 o—e
10% |rk3 ®--¢ e
10°
10*

10°

10°

107 /
10°
10°

10
1071 N | l :

----
-—

-
-——

0.002 0.004 0.008 0.016 0.032

2

Sekil 4.2. y'= —y? problemi (z = 20)
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~ Diger bir grafik ise Van Der Pol diferansiyel denklem sisteminin GJ3 ve RK3
m‘etotlan ile elde edilen sonuglarinin kargilagtirmasidir. Burada ¢ =2 noktasinda elde
edilen goreceli hata degerleri kargilagtirilmistir. Ayrica metotlarin goreceli hatalar
bulunurken gereken gergek deger ROS4 metodu kullanilarak elde edilmistir. Burada
da yine GJ3 metodu igin f' degeri ger¢ek deger alinmgtur.

10° [GI3 o—e
10*
107
10°
10*
10°
10°
10”7
10°
10°

| I | I I
0.002 0.004 0.008 0.016 0.032

Sekil 4.3. Van Der Pol denklemi (¢ =2)

Son olarak GJ4 metodunda f' degerini gercek ve yaklagik deger alarak elde

edilen sonuglar karsilasgtinlacaktir. Burada ¢=20’deki go6receli hatanin, adim

uzunlugu kargisindaki degerleri kargilastirilmgtir.
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10" | Gergek SldegerliGI4 o _g
10° Yaklagik f'degerliGJ 4 o—e

0.002 0.004 0.008 0.016 0.032

2

Sekil 4.4. y'= —:vz— denklemi (7 = 20)
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5. BOLUM
SONUCLAR

Bu caligmada oncelikle baslangic deger problemleri igin kullanilan niimerik
metotlar tamtilarak bunlara ait 6zellikler verildi ve daha sonra metotlarin mertebe
analizlerine gegildi. Metotlarin mertebelerini bulma yOntemlerinden bahsedildi ve
once klasik yontem daha sonra grafik yontemi anlatilarak bunlar arasindaki farklar
incelendi. Daha sonra grafik yontemi kullamilarak Runge-Kutta ve Rosenbrock
metotlarinin mertebeleri bulundu. Son boliimde ise ¢ok adimli Rosenbrock tipi bir
metodun grafik yontemi ile mertebe analizi yapildi. Tiim bu incelemelerden

asagidaki sonuglar elde edildi.

e Metotlarin mertebeleri iki yontemle tespit edilir. Birincisi klasik yontem digeri

ise grafik yontemidir.

e Klasik yontemde hem metodun hem de gergek ¢6ziimiin Taylor seri agilimlan
yapilir ve daha sonra bu agilimlarda uyusan terim sayisma bakilir. Bu say1 metodun
mertebesidir. Bu yontemde Taylor seri agilimlar yapilirken metodun tiirevierinin
alinmasi gerekir. Ancak bu her zaman kolay olmayabilir. Ozellikle yiiksek mertebeli

metotlarn tiirevlerini alip Taylor seri agtlimlarini olugturmak oldukg¢a zordur.

o Klasik yontemindeki zorlugu agmak icin grafik teorisinden faydalamlir ve gok
uzun kismi tiirevler igeren denklemler bazi grafiklerle sembolize edilerek bunlar
iizerinden tiirevler alimir. Adina aga¢ denilen bu grafiklere yeni dallar eklemek
suretiyle ¢ok uzun ve karigik denklemlerin istenilen dereceden tiirevleri alinabilir. Bu
tiirevler yardimiyla da hem metodun hem de gergek ¢6zlimiin ¢ok kolay bir sekilde

Taylor agilimlar: elde edilir.

“e Diigiik mertebeli metotlarin mertebelerini bulurken grafik yontemi ile klasik
yontem arasinda kolaylik agisindan ¢ok fazla fark yoktur. Ancak bu fark yiiksek

mertebeli metotlarin mertebelerini  bulurken ortaya ¢ikar. Yiiksek mertebeli
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metotlarda klasik yontemle ¢ok fazla iglem yaparak elde edilecek sonug grafik
yontemi ile oldukea kisa ve basit bir gekilde elde edilir. Bu sebeple grafik yontemi
metotlarin mertebelerinin belirlenmesinde ¢ok fazla kolaylik saglayan oldukga

faydali bir yontemdir.
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