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Bu calsmada, onemli bazi Sabit Nokta Teoremleri incelenme

sunulmutur.

ik olarak en eski Sabit Nokta Teoremlerinden bisisin Banach Teoremi adi
ile de bilinen Daraltma Dégumu Teoremi incelenrtir. Teoremin cgitli ispatlari
Uzerinde durulmadan 6nce gerekli tanimlar ve yardibigiler islenmistir. Ayrica
Banach Teoreminin adi diferensiyel denklemlere Ugguonasi tzerinde durulngtur.

Cekme dongimi tanimindan faydalanarak Sabit Nokta TeorisBaglangic

teoremlerinden Brouwer Sabit Nokta Teoremi ifadespat edilmgtir.

Son olarak Brouwer Teoreminin genetliglmis bicimi tartsiimis ve

Schauder’in sabit nokta teoremi ispatlasgtmn)

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, daraltma dogiimu, Lipsehitz keulu,

geriye dongum, biazulme...



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS

GUNDOGDU, Saziye
M. Sc.in Deparment of Mathematics.
Supervisor: Asst. Prof. Dr. SabriBLIK

In this thesis, some main fixed point theorems Hasen both analyzied and

proven.

At first, contraction Mapping Theorem which is oofethe oldest fixed point
theorem also known as Banach Fixed Point Theoream, deen searched. Before
mentioning the different proofs of the theorem,essary descriptions and source
information have been worked out. Besides, ordindifferantial equations of
Banach Fixed Point Theorem have been intensified.

By the help of retraction, Brouwer fixed Point Bhem which is the initial

theorem of Fixed Point Theory has been given andegr.

At last, we generalize of Brouwer's Theorem whids tbeen discused and

the proof of Schauder’'s Theorem has been given.
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1.BOLUM
1.1. RIS
Herhangi birX uzayinda tanimlh big: X — X fonksiyonu verilmg olsun.
Diyebiliriz ki; ¢(x)=x denklemini sglayan noktalarag fonksiyonunun sabit

noktalari denir. Boyle bir fonksiyonun sabit nokt@hin varlgini, nitelikleri ve
sayisi hakkinda bilgi veren c¢ok glgk teoremler vardir. Ve bu teoremler Sabit
Nokta Teoremleri olarak adlandirilir. Sabit nok&oremleri uygulama alani son
derece geniolan teoremlerdir. Biz bu ¢amada sabit noktanin vaglni veren bazi
teoremler Gzerinde duraga. Butin denklemlerin ¢6zimua aslinda bir sabiktao

problemi olarak dgiinulebilir.

(X,d) bir metrik uzay olsun ve
f : X - X fonksiyonu verilsin. Belli bir0 < r{ 1sayisi igin

d(f(x), f(y)) <r.d(xy) ssitsizligi X uzayindaki hex ve yicin gegerliyse,
f fonksiyonuna bir daraltma dogiimi denir. Boyle bir dordiimin X Uzerinde
dizgin sdrekli oldgu tanimdan bellidir. f : X - X seklinde bir daraltma
donsimu secgelim vex, O X ile baglayarak;

x,=f(x) . n=12..
seklinde bir dizi tanimlayalimy ile f déngUmunin bir sabit noktasini gosterelim.
f(y) =y ifadesini kabul etmgiolduk. Buna gore;

d(x,,y)=d(f(x.). F(y) < rd(x,.y)

esitsizligi elde edilir. Ardi ardina uygulanan bsitsizlik sonucunda



d(xn, y) < r“d(xo, y)
elde edilir.

0<r(1 oldugundan,x, ne olursa olsuim x, = yoldugunu gorduk. Sonucta

bir daraltma dongumanun bir ve yalniz bir sabit noktasi olabilg@oe gérmis olduk.

Ayrica herhangi birx, noktasina dongiimin ardgik olarak uygulanmasi sonucu

elde edilecek dizinin limiti de bize ayni sabit te verir. Banach’'in daraltma
donsimU teoremi olarak da adlandirilan ve 2. bolimde atgimiz bu teorem
gerezince sabit noktanin vagh ile yukarida bahsi gecen dizinin yakinsak olmasi
ayni anlama gelir. 2. bélimde Daraltma D§iima Teoreminin yani sira bu teoremin
uygulanmasi ile Adi Diferensiyel Denklemlerin ¢oziiméin olyturabilecgi ortaya
konulacaktir.

Matematikte topolojik kavramlari kullanarak isgetan daha genel sabit
nokta teoremlerinin vagh bilinmektedir. Bu Teoremlere sonlu boyutlu uzagta
Brouwer Teoremi, normlu uzaylarda Schauder teot@mek olarak gosterilebilir.

Suarekli olarak turevlenebilir bif ~ fonksiyonu verildginde

d, /d, = f(xy)y(x) =y
diferensiyel denkleminin ¢6zUmunun var ve tek @glduCauchy (1844) tarafindan
kanitlanmgtir.

Daha sonra Cauchy’in kanitinda kullagideeknik Lipschitz (1877) tarafindan
“Lipschitz kosulu™nu sa&layan fonksiyonlar kullanilarak genefteilmistir. Daha
sonra cgtli zamanlarda cajilan uzaylar ve fonksiyonlar @sikli giyle varlik ve
teklik teoremleri kanitlanngtir. Tezimizde dginilen Picard, (1890) bunlardan

biridir.



“D sonlu boyutluX normlu vektér uzayinin kapali,sdoiikey bir alt kimesi
olsun. A:D — X operatorii stirekli veA(D) 0 D ise, A nin D izerinde bir sabit

noktasi vardir'seklinde de ifade edilebilen Brouwer Sabit Nokta fBgoinin ¢aitli
kompleks ispatlari mevcuttur. Tezimizde bu teoreeknge dongimad tanimi ve
yardimiyla ifade ve ispat bulrgiur.

Ayrica bu caymada verilen sabit nokta teoremleri icin gerekéirotanim ve

kavramlar incelenerek, gerekli 6rneklendirmelemdiigiistir.

1.2. TANIMLAR VE GENEL KAVRAMLAR

Bu bélimde tezin angdabilirli gini kolaylastirmak amaciyla gerekli tanim ve
kavramlar tzerinde durulngtur.
Tanim1.2.1: Bir M kimesinin yineM kimesi i¢ine bir fonksiyonaM nin kendi
icine bir dongumu denir.

f fonksiyonuM nin kendi i¢ine bir dorgiimi olsun.M nin

f (X) = X kosulunu s&layan bir x elemaninaf nin bir sabit noktasidenir.



Ornek1.2.1.1:

A
X d
c  f
¢
a
i [ 2
a5 S
0 X* xt
s=[01]

f:s - s, f siirekli. a noktasindaf (x ) =x" oldugundana noktasi f nin
sabit noktasidirb ve ¢ noktalari da ayni 6zellikten sabit noktadir.
Fakat f(x') =x" ve x'#x" oldugundan d noktasi f fonksiyonunun bir

sabit noktasi dgldir.
Fonksiyonlarin sabit noktalarinin vainin iddia eden teoremler mevcuttur.

Ornek 1.2.1.2:f : 0 - [
f(x) = x? fonksiyonunun 0 ild olmak iizere iki sabit noktas|
vardir.

Ornek 1.2.1.3:f :0% - O

f(x, y) = x izdistimiiniin x ekseninin biitiin noktalari olmak

Uzere sonsuz sayida sabit noktasi vardir.



Sabit noktalarin ne kadar 6nemli bir yggal ettgini gérmek icin, her bir
bilinmeyenli, kat sayilari kompleks sayilar olarlipom denkleminin ¢ézimuni bir
sabit noktayl bulmaya indirgenebileéo@ gormek yeterlidir.

Ornek1.2.1.4:P(X) komplex katsayili bir polinom isé’(x) =0 denklemini gzmek

f(x) = P(x) + x fonksiyonun sabit noktalarini bulmaya denktir.

Bir M kimesinin f gibi kendi igine bir dongiimindn sabit noktalarinin
varhigini iddia eden teoremleM ve f ile ilgili su hipotezlerin sglanmasi ile
mumkundur:

1M £0

2) M ’nin bir kompakt veya tam topolojik uzay olmasi begsenir.

3) f ’nin surekli olmasi istenir.

Problem1.2.1.5: f(t) fonksiyonu [0,1] Uzerinde surekli ve DtD[O,l] icin

f(t)0[01] veya f(01])O[oa] olsun. Bu durumdaf nin sabit noktasi, yani

f(t,) =t, olacak bicimde en az b D[O,l] noktasi vardir. Gosteriniz. ,

Cozum:

[04] tzerinde siireklip(t) =t - f(t) fonksiyonunu goz dntine alalim.
#(0)=-1(0)<0 ve (1) =1- f(1) >0 oldusu agiktrr,

f(0)=0ise 0 f nin sabit noktasidir.
f(l)=1ise 1 f nin sabit noktasidir.

f(0))0 ve f(1)1 oldusu durumlarda



#(0X0 ve ¢(1))0 olduzundan
Ara deser teoremi dolayisiylag(t,)=0 veyat, = f(t,) olacak bicimde en az bir
t, 0(02) noktasi vardir.

Bdylece bu durumlarda d& nin sabit noktaya sahip olgu elde edilir.

Teoreml1.2.1.6. (Ara Dger Teoremi):

f :[0,1] — O sdrekli bir fonksiyon olsun.
Eger a,b0[01] ve f(a)c(f(b) ise f(x)=c olacaksekilde bir x(1(01) vardir.
Tanim1.2.2: X # ¢ bir kime olsun.
d: Xx X - O fonksiyonu verilsin.
Ux,y,z0 Xigin
I1d(x,y)=0
IId(x,y) =0 = x=y
ild(x, y) =d(y,x) (simetri 6zellgi )
Md(x,z)< d(x y)+d(y,2) (ticgen gtsizlizi)
oluyorsad 'ye X Uzerinde biMetrik, (X,d) ikilisine deMetrik Uzay denir.
Uyari1.2.2.1: i],iii],iV] metrik  aksiyomlarini  gdayan d:XxX - [
fonksiyonuna X tzerinde biryari metrik denir. Eger d fonksiyonu i],iii ],iv]
aksiyomlarini veii]’nin yalnizca yetewartini sgliyorsa , d metrigine X Uzerinde

bir pseudo metrik ( metrikimsi ) denir.



Ornek1.2.2.2: [x yOO igin d(X,y):‘X—y‘ seklinde tanimlanan bir

d:0Ox0O - O fonksiyonu O Uzerinde bir metrikti. Bu mette 0 'nin mutlak

deger (alisiimis, dogal, salt deger ) metrigi denir.

Ornek1.2.2.3: 0%x0% - O fonksiyonu, Ox = (x,, %) ve
y=(y.,y,)00%,d(x,y) =[x~ yi| +|x, — ;| seklinde tamimlansin. Bu taktirdel

fonksiyonud? tizerinde bir metriktir.

Omek1.2.2.4:d :0°x0% - O fonksiyonu,x = (x,,%,) ve y =(y,,y,)00? igin

1/2

d(x,y)= [(x1 -y, ) +(x, - yz)z] seklinde tanimlansin. Bu taktirde d

fonksiyonud*’nin ahsiimis ( dogal ) metrgi veyald >’deki 6klid metri gi denir.

Ornek1.2.2.5: X #0O kiumesi verilsin. d:XxX - O fonksiyonu, her
x,yOXicn x=y ise d(xy)=0 ve x#y ise d(x,y)=1 sekiinde
tanimlansin. Bu taktirdel fonksiyonu X Uzerinde bir metriktir. Bu mefte diskret

( discrete, noktasal, trivial ) metrik denir.

Tanim 1.2.3: (X,r) uzayi verilsin. ger X kimesinin acik ortistnin sonlu bir

alt 6rtisu varsaX uzayinakompakt uzay denir.



Al X iken (A,TA) alt uzayr kompakt iseA’'ya X'in bir kompakt alt

kiimesi denir.

Ornek1.2.3.1: 0, reel sayilar kiimesi, alimis topolojiye gére kompakt gédir.

Gergekten, {(—n,n)DD |nDN} acik araliklar ailesi, 0 ‘nin  bir acik

ortasududr, fakat bu ailedén’yi érten sonlu bir alt aile secilemez.

Ornek1.2.3.2: Sonsuz bir X kumesi, lzerinde tanimlanan her topolojiye gore,
kompakt bir kiimedir.

Cozum:

(A),, ailesi, X uzaymin bir agik értiisti olsurX ‘in bir A, acik alt kimesini

alam. Bu durumdaX — A, kiimesi sonludur. BuradaX - A, ={a,,...,a,} seklinde

gosterilebilir. Bu taktirdea, U A,...,a, U A, olacaksekilde sonlu taneA,,..., A,
acik kiimeleri vardir. BoyleceX = A, D(UnAj elde edilir. DolayisiylaX uzayini
i=1

sonlu tane acik kiimelerle orgiiimizden ,X bir kompakt uzaydir.

Uyari 1.2.3.3:Bir X uzayinin her ayrik kapal alt kimeler ailesinimlsoayrik bir

alt ailesi varsaX bir kompakt uzaydir.

Tanim 1.2.4: (X,T) ve (Y,U) topolojik uzaylar.



f:X =Y bir fonksiyon ve bir X1 X noktasi verilsin. Eer f(x)
noktasinin hel OY komsulugu icin, f(U) UV olacaksekilde x noktasinin bir
U O X komsulugu varsa,f fonksiyonunax noktasindaureklidir denir.

f,x0 X ' te stireklidir = OvOV(f(x)) icin CUOV(X)C fU)OV

f :(X,r) - (Y,U) bir fonksiyon olsun. Ber f fonksiyonu, X kimesinin
her noktasinda surekli isef fonksiyonuna X Uzerinde surekli veya kisacé
fonksiyonuna sureklidir denir.

Tanim1.2.5: (Xn ),(X,d) metrik uzayinda bir dizi vex[J X olsun. Eer Og) 0 igin,

CmON LCOn=m igin d(x,xn)<£ ya da X, U B(X,E) oluyorsa (Xn ),X’e

yakinsiyor denir.

Tanim1.2.6: X =(X,d) bir metrik uzay ve{x,} bu uzayda bir dizi olsun.
£)0 icin, m,nyN olmak lGzere
d(x,,x, K&

sartini sglayan bir N = N(g) varsa {x,} dizisineCauchy Dizisidenir.

Ornek1.2.6.1: O’nin mutlak de&er metrgine gore, dgal sayilardan okan

(X,)=(n) dizisi bir Cauchy Dizisi daldir. Cunkii OmnON igin m#n
oldugundan,d(m,n) =|jm-n|=1 olur.

Teoreml1.2.6.2Bir metrik uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy Bidir.

Ispat:



Bir (xn) dizisi bir xOX noktasina yakinsiyorsalle) ®&e her n=n, icin

d(x,,x)&/2 olacaksekilde, Ch, ON vardir. x, - x oldusundan , benzegekilde;

Oe)0 ve herm=n, igin d(xm,x)<£/2 yazabiliriz.
Dolayisiyla iv] metrik aksiyomu (lcgensisizligi) gerggince UOm,n=n,
icin d(x,,x,)<d(x,,x)+d(x,x Xe/2+£/2=¢ olur. O haldex, dizisi bir

Cauchy Dizisidir.

Ornek1.2.6.3: O lizerinde mutlak dgr metrigi verilsin. 0'deki  (X,)=(1/n)

dizisi 000 noktasina yakinsar. DolayisiyfX ,) dizisi bir Cauchy Dizisidir.

Tanim 1.2.7: Bir X uzayindaki her Cauchy Dizisi uzayin bir elamanina
yakinsiyorsa,X ‘e tam uzay denir.

Ozel oIarak;(X,d) metrik uzay icerisindekil Cauchy DizisiX iginde bir

noktaya yakinsiyorséX,d)'ye bir tam metrik uzay denir.

Ornek1.2.7.1: 0" kiimesi verilsin.

X = (X, Xy, X, ) VE Yy = (Y, Y,,...,y, )OO olmak Gizere;

d(xY) =404 = V)2 ...+ (X, — y,)? metrigi tam metrik uzaydir.

Ornek1.2.7.2: [m, n] aralginda surekli fonksiyonlar,

10



d(x,y)= mta>4x(t) - y(t) metrigine gére tam uzaydir.

Tanim1.2.8: (X,r) ve (v,v) iki topolojik uzay ve f : X - Y bir fonksiyon olsun.
Asagidaki dzellikler sglaniyorsaf fonksiyonunghomeomorfizmdenir.
1) f fonksiyonu birebir ve Orten

2) f ve f fonksiyonlari sireklidir.

Teoreml1.2.8.1: X,Y topolojik uzaylarn verilsin. Ber h:X =Y bir
homeomorfizma veX de sabit nokta Ozeffini sasliyorsa, Y de sabit nokta
Ozelligini saglar.

Ispat:

f : X - X surekli fonksiyon olsun.

X sabit nokta dzelfini sasladigindan;

X, O X igin f(x,)=x, olur.

h: X - Y homeomorfizma oldgundan;

Y h™ - X
A
g f
v
Y * h X
Sekil 1.2.8.1

Tabloyu incelersek g = hof oh™ elde edilir veg fonksiyonu sureklidir.

11



f(x,) = x, sartini sglayan x, noktasi igin,,
h(x,) =y, DY dir = x, =h™(y,)

(o) = (hofot™ (yo) = h(f (n™(y,))

:yo

a(y,) =y, gorilir. Buradary sabit nokta 6zelini saslar.

12



2. BOLUM

2.1. GEREKLI KAVRAMLAR VE DARALTMA DONU SUMU TEOREM i

Tanim2.1.1: Bir ( X,|| ) normlu uzaydaki her Cauchy dizi${ iginde bir limite
yakinsiyorsa, bL(X||||) normlu uzayina tam normlu uzay vejanach uzayidenir.
Yani bir (X||||) normlu uzayinin Banach uzayi offlinu ispatlamak igin,

X 'de keyfi bir (Xn) Cauchy dizisi alip bunuiX 'de yakinsak oldgunu gostermek
gerekir.

X Banach uzayl véA: X - X olmak Uzere;

X = AX (2.1)

denklemi verilsin.

A: X - X operatdriinin bir sabit noktasinin varlayni zamandz{ 2.1)
denkleminin bir gozimunun vaglidemektir.

Ardisik yaklasimlar y('jntemi(2.1) seklindeki denklemlerin ¢6zUmu icin en
cok kullanilan bir yéntemdir. Bu yonteme gore:

X, O X balangi¢ noktasi olmak tzere, terimleri:

X, = AX, , n=12 ... ( 22 )

seklinde olan(x, ) tahmini géztimler dizisi okiurulur.

Eger x, O X vektori (xn) dizisinin bir limiti ve A operatorix, noktasinda

surekli ise o zamar(22) ye gore x, de  (21) denkleminin bir ¢ozimiidir.

13



Dolayisiyla (x,) dizisinin yakinsaklik kgullari ayni zamanda(2.1)

denkleminin ¢6zUmunun vaginin kaullari olur.

Yaklasik ikibin yildan fazla tarihe sahip olan Atk yaklaggimlar yontemini
ilk kez Italyan matematik¢i Picard kullanarak adi difereabiylenklemler igin
Cauchy probleminin ¢ozumuna anamistir. Picard varlik teoremi ilerde verilecektir.
Bu sahada ilk teorik sonu¢ Polonya’li matematikg@d&hach’a aittir ve “Daraltma

DOonGsUmU Teoremi” veya “Banach Sabit nokta Teoremi” igbilinir.

Sabit nokta teoremleri icerisinde en iyi bilinenoremlerden biri olan

Daraltma dongiimi Teoremini vermeden dnce gerekli 6n bilgilerrimmge duralim.
Tanim2.1.2: (M,d) bir metrik uzay ve f fonksiyonu M nin kendjime bir dongiimu

olsun. M ’'deki herx, yigin
d (f(x), f(y)) skd(x,y)
ve 0< k(1 kosulunu sglayan bir k sayisi varsaf ye bir daraltma doéntstimi

denir.

Teorem2.1.3. (DARALTMA DONUSUMU TEOREM 1):

f, M #¢ olan tam metrik uzayinin kendi icine bir daralt@@niimi
olsun. f nin M nin iginde bir ve bir tek sabit noktasi vardir.
Ispat: Once sabit noktanin teglni gosterelim. Ber x ve y gibi f nin iki sabit

noktasl varsa,

x= f(X)

14



y=1(y)
d(x,y)=d(f(x), f(y) < kd(xy)
1-k X (x,y)<0 ve
dolayisiyla d (x,y)=0 olur.
Buradan  x=y elde edilir.

Sabit nokta tektir.

Simdi bir sabit noktanin vagini gosterelim:

(M,d) bir tam metrik uzay vef bunun Gzerinde bir daraltma d@fina olarak

verilsin. M de herhangi biix, segelim.
Xpn= F(X,) n=012..........
olmak GzereM iginde bir (x,) dizisi tamimlayalim. Once bu dizinin bir cauchy

dizisi olduzunu gosterelim. Bunun igin;

d(X,, X )= d (F (X ), (%)) SKA(X00 %)
Xk, n=12............ oldiguna dikkat edelim)
Bu sekilde devam ettirilerek;

d(X,,X,.;) < k"d(x,,X,) bulunur.

Egerq)p=0 tam sayilarise

dex, %) <> (X, %,)
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gq-1
< > k"d(%,%,)

n=p
<d(%y,%).K? +kPH+..... +KTY)
<d(X%,%)kP1=k""
1-k
dolayisiyla
d(xp,xq)<d(x0,xl)kp.(1—k)‘1
bulunur. P - wigin ssitsizligin sa tarafi 0 limitine yaklair. O halde (x, pir
Cauchy dizisidir. (M,d ) tam oldigundan (x, Jizisinin M icinde bir x limiti

vardir. M de bulunan bu limit noktd nin bir sabit noktasidir. Ctinku

d(f(x,), f (X)) < kd(x,,x)
dir. d(x,,x) - 0 oldugundan
d(f(x,.), f(x)) - Oolur. Uggen gitsizliginden
d(x, F(X) < (X X,) + (X, F(X)
< d (X, X,,, ) +d(f(x.), f(X)
<d(xx.,,) +kd(x ,X)

bulunur.

Sg tarafn - o icin sifira yaklatigindand(x, f(x))=0olur.

Dolayisiyla

16



x=f(x) bulunur.

Simdi de Buzulme D6ngiimi tanimindan faydalanilarak Banach Sabit nokta

teoreminin ifadesi ve ispati tizerinde duralim:

Tanim2.1.4: (X,d) bir metrik uzay olsun vef : X — X fonksiyonu verilsin.
Ox,yO X igin d(f(x), f(y))<kd(x,y) baglantisini sglayan bir k sabiti varsaf
ye Lipschitz kosulunu sgzlar denir.

Eger k(1lise bu durumdaf 'ye biuzulme dongiima denir.

Bu balantida gitsizlik mevcut vek = 1 ise zayif biztlme dégumu denir.

d(f(x), f(y ))

bUzUIm#dnEimu

Sekil 2.1.4.
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f dongUmUnitn X Gzerinde dizgtn sdrekli olgu gorilerek, f : X - X
daraltma dongiimund alalim. Ve herhangi bk, O X ile baglayarak
x, = f(x,,)n=12,...
seklinde bir(xn) dizisi tanimlayalim.y nin f nin bir sabit noktasi oldunu kabul
edelim. Yani f(y) = y olsun. Buradan daraltma déiinii tanimindan;
d(x,.y)=d(f (x,,). f(y)) < kd(x,..y)
esitsizligini elde ederiz. Bugtsizlik ard arda uygulangdinda;
d(x,, y)<k"d(x,, y)
bulunur.

0< k(1 oldugundan,x, ne olursa olsufimx, =y
oldugunu goérdik. Sonug olarak, bir daraltma dgimiitiniin en fazla bir sabit noktasi
olabileceini bulmus olduk. Ayrica boyle bir nokta varsa, herhangi kjr noktasina

f donkUmunG arduik olarak uygulayarak elde edilen dizinin limitizei ayni sabit

noktayi verir. dolayisiyla en énemli sonug; bu winte sabit noktanin vagliile

yukarida s6z konusu edilen dizinin yakinsak olnegsiezerdir.

Teorem 2.1.5: (X,d) bir tam metrik uzay vef :(X,d) - (X,d)bir buzilme

dénisimi olsun. Bu durumdd ’ nin bir X1 X  sabit ¢6ziim noktasi vardir ki,
herhangi birX, U X icin
x, = f"(%,) (n=12....... ) olarak tanimlanginda

i) lim X, = X,

18



i) x sabit noktasi tektir.

Ispat: Sabitnoktanin varigini argtiralim:

i) X, 0X olmak iizere(X,) dizisini;
X = F (%), % = F (%)= F2(X)eenenn X, = F"(X,) ...olarak tanimlarsak.
( X, ) bir cauchy dizisidir. Gergekten;
(%2 %) = d(F (%), f (%,2))
<kd(x,,X,,)
=kd(f(x,), f (%))

< K2d (X, 1, %, )

<k"d(x, %)
d(X,up, X,) < K"d (X%, %,) dir.
Simdi myn alalim. Uggen gtsizliginden;

d(x,,X,) <d(X,, X))+ d(xn+1, xn+2)+ ............ + d(xm_l, xm)

<(k"+Kk™ 4. +K™)d (%5, %)

1_ km—n
1-k

=k".

d(X,,%) bulunur.
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O(k(1 oldusundanl—k™"(1 dir.

n

T d0ex)  mm

d(xn, xm) <

b('jylece( X, ) cauchy dizisi olur.
X tam oldgundan lim X, = X olacak bicimde bix(OX vardir. f surekli

oldugundan,

X, - X= f(x,) - f(X) olur.

Bu durumda;

X = lim X, = lim X, = lim f(x,) = f(X)

Buradan f(x) =x olur. Yani X, f ‘nin sabit noktasidir. limX, =X oldusu

aciktir.

i) f’ nin sabit noktasinin teldini gosterelim.

f 'nin bagka bir sabit noktasy olsun:

d(x,y) =d(f (), f(y)) < kd(x,y)olur.

buradand(x, y) =0 olmasi ile mimkundir. Buradan=y dir.
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Teorem2.1.6(X,d) bir tam metrik uzay vef : X - X bir dongim olmak tzere

bir m tam sayisi igin;

f™ = fofo....... of bir blzulme dongiimi ise f, X de tek bir sabit noktaya
sahiptir.

Ispat:

fm blzilme dongimi oldgundan, Banach sabit nokta teoremi geree
f Mtek bir f ™(X,) = X, sabit noktasi vardir.

Buna gore;

f(%) = F(F™(%))= F™(f(x,))

olur. Fakat T ™ in tek bir sabit noktasi var ve o nokta gaoldugundan,
f(x,) = %, olur.

Bir tam metrik uzay Uzerinde tanimlanan, zayif ldiie dongumua bir sabit

noktaya sahip olmayabilir.

Ornek2.1.7: X ={x00°*} kimesinde tanimld(x, y) =[x - y| metrigini alalim.

f:X o X ve f(x)=+/x*+1 olsun.

d(f(x), f(y)kd(x,y) oldusundan zayif biizilme dégiimiidir. FakatOx O X igin

f(x) # x oldugundan f nin bir sabit noktasi yoktur.

2.2. DARALTMA DONU SUMU TEOREM iNIN UYGULAMASI :
Bu kisimda Daraltma Dogimi Teoreminin énemli bir uygulamasi olan adi

diferansiyel denklemlerin varlik teoreminispatini veregaz.
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2.2.1. Adi Diferensiyel Denklemlerin Cozimunun Vanginin Daraltma

Doniistimii Teoreminin Uygulanmasiile ispatlanmasi

d_y = yI aIaCEzZIZ-

dt
v, = (Y ¥n)
ynI = fn (t’ yl """"""""" 1yn)

adi diferensiyel denklem sistemini ele alalim.

Bu denklem kisaca
Y'(t) = F(t,Y(t)) seklinde yazahm.
Burada Y =(y,Y,......] , Jve

F=(f,f,.... f,) alinmstir.

X = (Xyyeeeeenn ,X,)OO"  olduguna gore

seklinde belirtebiliriz.

S kimesi OxO" nin bir acik alt kiimesi(a,B)0Sve F:S - [O"surekli bir

fonksiyon olsun.
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J 00 0,a noktasini iceren bir acik aralik ve
Y :J - 0" fonksiyonu surekli tirevi olan bir fonksiyon otsu

Ot0dJ icin (t,Y(t)OS ve

Y'(t)=FEYQ®)|,
Y(@a)=B

oluyorsaY ye [ denklem sisteminin bir ¢ozUmu denir.

Tanim 2.2.1.1.(Lipschitz Kagulu):

Bir T: [a, b] - [a, b] doniumi verilmi olsun. Ber L, yD[a, b] icin,

T, -T, [<kx-vy|

olacak sekilde bir k sabiti varsa, T donisimi k Lipschitz katsayili Lipschitz

kosulunu gercekler denir.

Teorem2.2.1.2Skiimesi OxO" nin bir aclk alt kimesi, (a,B)JS ve

F:S - 0O" surekli bir fonksiyon olsun.
k)O sabit bir say! oldguna gore F fonksiyonu
(t,X) ve (t,Y)OS igin

F(t,X)=F(@Y) [<KX-Y |

Lipschitz kaulunu sglasin. O zaman

Y'(t) =F(t,Y(t))
Y(@=B

sisteminin birY ¢ozdmda vardir.
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Ispat: Once(a,B )nin S iginde bir N gibi bir kompakt korgulugunu alalim.

F sirekli oldgundan N Gzerinde sinirhidir. O halde bi)O sayisi iled(t, X)ON
icin

F(tX) |<L

dir. N kiimesi (&, B) nin bir komyulugu oldusundan 6yleu)O,V)Osayilari vardir
ki[t-a|<u,X00" ve|[X-B|<Vise

t,X)ON dr.

d)0 sayisinikd(1l ve Ld{V,d < u olacaksekilde secelim. Ayrica

I :[a—d,a+d ]

s,(B)={xoo":

x-B <V }ve
H =C(l,S,(B)) olsun.

f,g0OH icin f ve g arasindaki uzaklll#f -g | seklinde tanimlanirsaH bu

metrik ile tam metrik uzay oluty O H igin
T(Y)() = B+fat F(S,Y(S))ds (t01) olarak tanimlayalim.

sO1 igin Y(S)OS,(B)oldugundan (S,Y(S))LIN olur. Dolayisiyla

F(s,Y(s) ) anlamhdir.F sdrekli oldgundanT (Y )de sureklidir.

Ayricatl ise
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ITN© -8 <l

F(s,Y(s)) |ds |
<ft-alLsldsV
olur.
DolayisiylaT(Y)OH dir. O haldeT fonksiyonu H nin kendi icine f bir
donlsUmudr.Simdi T nin bir daraltma déng@imi old@gunu gosterelim.

BununicinY,ZOH vetl alalim.

[TM® -T@)M) | <|l'a [F(sY(s) - F(s.2(5) |ds |

<

[a Kk [Y(s)=2Z(s) ||ds |
<[t-a K|y - Z]

<kd-2|

kd<1 oldugundan T bir daraltma déngumudur. Daraltma DOrgiimU Teoremi

dolayisiylaT doniumunidn bir sabily noktasi vardir. Bu sabN noktasi icin
Y(t)=B+[,'  F(S,Y(s)ds (tOl)
oldugundan
Y(a)=B
Y'(t) = F(t,Y(t),tO1) dir.
J=(a—-d,a+d) alinirsa Y fonksiyonunun J Uzerinde diferansiyel

denkleminin bir ¢c6zUmu oldiw goraldr.

Teeorem2.2.1.3. (Picard Varlik Teoremi):(X,, ¥, ) noktalarini f 'nin bazi
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R={(x,y):asx<bc<y<d }
kapall bolgesinde surekli fonksiyon ofgludurumda
Y(X) = Yo

baslangi¢ kaulu ile

dy
=2 = f(x,
™ (X, y)

adi diferensiyel denklemi icin bkangi¢c dger problemi oldgunu digtinelim. Eser

f baziK OO ler ve batan(x, y,)(x,y,) OO lericin

HENARMCAA NS
Lipschitz kgulunu sglarsa, bu durumda/(X,) = Y, ve % = f(xy)'nin y=¢@(x)
X

tek ¢c6zim mevcuttur.

ispat: g(x) =y, + [ 1 (t.#(t)ht
Xo
integral denkleminin her ¢ozumuiniw(x,) =y, ve %’: f(x,y)'u saladigini ve
X

tersini diguinelim. ¢([a, b)] izerinde

TAC) =yo+ [ F(t.@n)dt

X

ile tanimlanmy T operatorind diiinelim.
M = sup{| f(xy): (% y) O R}

olsun ves) Osegelim dyle kiKe( ve [x, — £,x, + £] O [a,b] olsun. Eer
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S={aX) 0@]x, —&.% + € ]):|¢(x)—y0| < Mg,
batin X [X, =& %, +£] }

olursa bu durumda

S,¢(x, — &, %, +£])

Banach Uzayinin

| = sup |¢(x)| alt normu ile kapali bir alt kiimesidir.

Ayrica, eser ¢ [0S ve xO[x, — £, x, + £] ise, 0 zaman

(TAC)-yol =|[ . @t)dt]< Me

X

olur ve bdyleceT, S'yi kendi kendi icine tasvir eder. Sonug olarak,

@, % USicin

X

[ (faa®)-feam)di<Kda-al

Xo

Ta-Te,| =

olur. BoyleceKeg( loldusundanT bir buzulmedir. Bu ylzden teoreiik = x g6z

oninin de bulundurularakT¢ = ¢ denkleminin ¢ ¢ozumi tektir. Orngn

¢ AN)Y, +1,0" f(t at))dt

nin tek ¢ozimaddr.
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3.BOLUM

3.1. GEREKLI KAVRAMLAR VE BROUWER SAB IT NOKTA TEOREM |

Bu boélimde 6nemli sonuglari olan Brouwer sabit tdokeoreminden
bahsedilecektir. Bu teorem ilk olarak 1886'da Hirfeare tarafindan kanitlangni
daha sonra 1912'de Brouwer tarafindan ispatlamv@ibu isimle adlandirilngtir.

Brouwer sabit nokta teoreminin pek cokgge ispati vardir. C.B. Garcia ve
J.W. Milnor’'un ispatlari bu teoremin aglamasi kolay elemanter ispatlarindandir.

Oncelikle bu teorem icin gerekli 6n bilgileri hdatalim:
Tanim3.1.1.: (X,d) herhangi bir metrik uzay olmak tzere, BjyJ X ve r) 0 gergel
sayisi verildginde;

B(x,,r)={x0X :d(x,,xkr} kimesi, merkezix ve yarigapir olan agik
yuvar;

B[x,.r]={x0 X :d(x,,x)< r} kiimesi, merkezix ve yarigapir olan kapali
yuvar;

x,.r] ={x0 X :d(x,,x) =r} kiimesi, merkezix ve yaricapir olan kiire

(yuvar yuzeyi) denir.

Tanim3.1.2: (X,7) topolojik uzayi ve birA X alt uzayi verilsin. Hem O A igin
r(a): a ile tanimlanan surekli bir : X —» A fonksiyonu varsa,A ya X in geriye
donislu (cekilmesi, retractl) denin.  fonksiyonuna daX den A vya bir geriye

donusim (cekme donigumd, retraction) denir.
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Teorem3.1.3: r: X - Y fonksiyonundaX uzayl sabit nokta 6zedii saglasin.

Y, X in bir geriye dongii iseY de sabit nokta 6zeflini sglar.

Ispat:
r
Xa > Y
g f
X < Yy

tabloyu incelersek;

g: X - X

x — g(x)= f(r(x)) olarak tanimlanabilir. Bu taktirdg siireklidir.
X sabit nokta dzelfini sasladigindan;

[, O X Og(x,) = x, dir.

Buradax, Y oldugu acikr ¢ekme donglimi oldigundan;

r(x,) = %, olur. Burdan;

a(x,) = f(r(x,)) = f(x,) = x, olur.

DolayisiylaY sabit nokta 0zeldini saslar.
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Teorem3.1.4. (BROUWER SAHBT NOKTA TEOREM 1):

Brouwer sabit nokta teoreminin birka¢ tanimindand sudur:
{x:|x|<1:x00"} den{x:|X =1:x00"fe stirekli olarak tiirevienebilir bir cekme
donisimU yoktur.

Ispat:

Olmayana ergi yontemi ile surekli olarak tUrevIeih'ebr(.) dénsumanin
varhgini kabul edelim.

r,: B"[01] - B"[01]

r,(x) = -r(x) seklinde tanimlarsak dégiim siireklidir.

r, in sabit noktasi bulunmagindan teoremin ifadesiyle csili.

Tersini diglinecek olursak;r : B”[O;L] - S“[O;L] biciminde surekli olarak

turevlenebilir birr cekme dongiimi olmasin.

Bu durumda
f:B"[01] - B"[01] icin xOB"[0l ve f(x)=x in salandgini
gdstermemiz yeterlidir.

Varsayalim bu durumdd (x) # x olsun.
x ve f(x) noktalarindan gegen gauyu {x||><]|:]} ile kestirirsek bu

keskimden bir nokta ortaya cikar.
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f(x)
g(x)

Sekil3.2.2.2

Bu noktag(x) olsun. HerxO{x:|x| =1} igin g(x)=x dir.
g'nin surekli olarak turevlenebilir oldiunu gostermeliyiz.x ve f(x) arasindaki
dogru

a(x)x+(1-a(x))f (x) bigimindedir.

a(x) in stirekli tiirevlenebilir oldgunu géstermeliyiz.

xO{x: ¥ =1 igin
(a(x)x+1-a(x)f (x),a(x)x+@-a(x))f (x)) =1 dir.

Bunu acalim:

a(xfP[x|* +2a(x)L-a(x)kx, f (x)) +@-a(x))’| f (x)" =1

bulunur.
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a(x), katsayilari surekli olarak ttrevienebilir bir déein ¢ozimi olagandan,

a(x) de siirekli olarak tiirevienebilirler. Dolayisiykabit nokta vardir.
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4. BOLUM
4.1. GEREKLI KAVRAMLAR VE SCHAUDER SAB iT NOKTA TOREM i
Schauder sabit nokta teoremi, sabit nokta teorgsiiiaemli bir yer tutmakla
birlikte Brouwer sabit nokta teoreminin Banach daaya bir genellemesieklinde
de digundlebilir.
Bu teorem uzerinde durmadan Once anlamayl kalaya tanim ve

kavramlari vereggz:

Tanim4.1.1. Normlu Uzay (Banach Uzay) | : B - [0,e0] fonksiyonu;
1) xO Bise |0

2)[x|=0 <= x=0

3) a U0 ve xO Bigin x| =|al]¥|

4) [x+ vl <[ +[y] dir.

Sartlarini sgliyorsa B uzayinormlu uzaydir. B uzayi tizerindeX,y Ll B
icin
d(x,y) =|x-y| seklinde tanimlanan fonksiyon yukarida belirtildrozellik

dolayisiyla bir metriktir.

B, bu metrge gore bir tam metrik uzay is®’ye bir Banach uzayidenir.
Ornek4.1.1: a(bgercek sayilar v = C([a,b]) olsun. f [ Bigin

|£]|= s[up] | f(X)| normu ile B bir Banach uzayidir.
xa,b
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Tanim 4.1.2: 0" 6klid uzayimnin birA alt kiimesi verilsin.x,y OA icin XY dogru

parcasiniA kimesi kapsiyors& konveksbir kiimedir.

Sekil 4.1.2

Tanim 4.1.3: (X,r) topolojik uzayl, A0 X alt kimesi ve birx[dX noktasl
verilsin. Bzer x noktasinin her kogulugu, A kimesinin x noktasindan farkh bir
noktasini icerirsex noktasinaA kimesinin biryigilma noktasi denir.
x, A nin ygilma noktasidir.- 0OV O8(x) igin AnV #¢ ve LyDDAnV Ly # x
Lemma4.1.4: B bir Banach uzayi vey,,Y,,-.-Y, bu Banach uzayinin noktalari
ve

C={8,yy +.coren... +6,y,:>.6, =106 20}
olsun. Bir m=> Qicin C kumesi" nin kompakt ve konveks bir alt kimesine

homeomorfdur.
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olarak tanimlayallm. ¢ bir cebirsel izomorfizma oldiundan 1-1 ve

Uzerindedir.g nin tersi

dir. a=(a;, oy A IVE B=(Lyreeveeainnnnsy £.)00" ise,

(@) -w(B)| =X (a - B)b]

<Xlfa: -4 b
< maxb > |a; - ]
<mafb [Vnja -4

oldugundang streklidir.

Sz{aDD“ D>’ :J}
koyalim.

M = infﬂ‘Zaibi H;a O S}
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olsun. M)0 dir. AksineM = Ooldugunu varsayalim. O zama® nin bir ™ dizisi
icin
ja."6] -~ 0

dir. SO O" kompakttir. O halder ™ nin yakinsak bir alt dizisi vardir. Genglli

kaybetmeksizina®™ nin @ L S ye yakinsadini varsayalimy sirekli oldgundan

limy(a®) =y(a)

dir. Fakat

pla)=[za 8] - o
oldugundang/(a) =0 bulunur. O haldex = @lir. Bu ise|a] =1
wla® ) =[Za ] - 0
oldugundang/(a) =0 bulunur. O haldex =0 dir. Bu ise|a| =1 olmas! ile celjir.

DolayisiylaM) O dir. a # S icin

[Xab -3 60| =X (@ -5

2fo- L 2|

|
2|a- A
=m[¢(Zan)-o(Z ab)

oldugundang surekli olur.
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Teorem 4.1.5. (SCHAUDER SARBT NOKTA TEOREM I):

X bir Banach uzayinin almayan konveks bir alt kimesi W X in kompakt bir
alt kimesi olsun.f : X - Y icine surekli bir fonksiyon isef nin bir sabit noktasi

vardir.

ispat:
&£)0 verilsin. Y nin sonlu bir{yl, ------ ,yn}
alt kimesi icin
Y=ngm)
dir. Burada
B.(2) ={yOY: ly - z||<£}

dir. Bu iddiamizi gorebilmek icirY nin bu 6zellgi olan hicbir sonlu alt kiimesi

olmadgini varsayalim. O zamaiiginde i # | icin
A
kosulunu sg&layan bir y, dizisi bulunabilir. Y kompakt oldgundan (y, )

dizisinin yOY gibi bir yigilma noktasi vardir. O halde bir igin

Iy = e
ve £)K icin

ly, =W (% dir. Buradan

&£
o<y -
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celiskisi elde edilir. O haldey iginde{yl, .......... Y } gibi bir sonlu kiime i¢in

n

Y=UB,(y,) di.

X, =6y, .t 6y, 136 =1 herg 20}
olarak tanimlayalimX,, X in bir konveks alt kimesidir. (Ber taraftanX, nunY
nin alt kimesi olmasi gerekmez. Cunktnin konveks oldgu varsayilmanstir.)
Simdi P.:Y - X surekli fonksiyonunusagidaki sekilde tanimlayalim.

1<i<nveyUY igin

oy, -¥|z¢e

¢.(y) =
{EWM‘WWM‘ﬁ@

olsun. Kolayca gorilege gibi ¢, 'Y — [0,00) surekli bir fonksiyondur. Ayrica
Y OY ise, biry, icin ¢,(y))0 olur.
S, = G.(Y)+ e +¢.(y))0

ve

a(y):%(lsi <ny0Oy)

koyalim. Heriigin 8,20 ve > 6 = 1dir. yOY igin

pg(y):gl(y)y1+ ................. +5n(y)yn

fonksiyonuY den X, icine surekli bir fonksiyondurg, lerin tanimi nedeni ile
ly; = Y(e degilse,

¢.(y)=0
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dir. O halde
P.(y) =Y =[2 6 - V)

<> 8|y, -yl

fe(3) = P.(T(x))

olarak tanimlansinispat éncesi verilen Lemma dolayisiyka bir micin O™ nin

kompakt ve konveks bir alt kiimesine homeomorfdurhalde f, nun X, 0 X,
gibi bir sabit noktasi vardir.
fe(X) =X,
oldugundan
P.(f (X)) =x,
ve dolayisiyla
|f (%) = xKe
elde edilir.

Y, = f(x%)DY

dir. Y kompakt bir metrik uzay oldiundan Yy, nin yakinsak bir ynk alt dizisi

vardir.Y = Ilim y  olsun.

k - o Ny
0

:‘f(x

Yo =Xy =T )Xy
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oIdugundan(X%k) diziside yakinsaktir, ve limitiy dir. O halde f nin de

surekliligi g6z 6nlne alinacak olursa,
fy)=y

elde edilir.
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5. BOLUM
5.1. SONUCLAR

Bu calgmada sabit nokta teorisindeki varlik teoremleri eleomi ve
sunulmuytur.

Sabit nokta tanimina istinaden her bir bilinmeyekhtsayilari kompleks
sayllar olan polinom denkleminin ¢6zimunin bir salioktayr bulmaya
indirgenebilecgi saptanmytir. 1. Boliumde bu yonde drnekler Gizerinde duruftuu
Sabit noktanin vagini iddia eden teoremlerin kompaktlik veya tam topk uzay
sartlarinin sglanmasiyla gerceklenglivurgulanmstir. Ilerki boliimlerdeki ifadelerin
anlasilmasi sebebiyle ilk bolimde metrik, kompaktlikreslilik, yakinsama, Cauchy
Dizisi, Tam Uzay ve homeomorfizm gibi tanimlar venéklendirmeler Uzerinde
durulmugtur.

ilk olarak 2. bélimde en eski sabit nokta teorembian birisi olan Banach’
In Daraltma DongiimiU Teoremi incelenrstir.

Banach Uzayinda, verilen bix = A denkleminin ¢ozimindn agdd
yaklagimlar yontemi ile ¢ozulege gibi bu ¢c6ziminA: X - X donuminin bir
sabit noktasinin vagi ile denk oldgu incelenmgtir.

Adi diferensiyel denklemler icin Cauchy problenmng6zimu Picard varlik
Teoreminde irdelenmi ve bunun teorik sonucu olarak da Banach teoremi
belirtilmistir.

Ele alinanf : X - X daraltma déndiimtnde,
X, O X ile balayan x, = f(xn_l) dizisi tanimlanarakf dongimadndn tek

bir sabit noktaya sahip ol@u gosterilmgtir.
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Daraltma dongiima tanimiyla , f (y) =y sonucunda elde edilen;
d, (%, y) =d(f (x,), f(y) < kd(X,0, )
esitsizligi ard arda uygulangdinda;
d(x,,y)< k"d(x,,y) oldusu gosterilmitir.
0< k(1 oldugundanx, ne olursa olsun
limx, =y oldugu gortlmitir. Buradamsu sonuc cikarilntir ki; her hangi birx,
noktasinaf donkUmuuni ardyik olarak uygulayarak elde edilen dizinin limitizlei

ayni sabit noktay! verir. dolayisiyla s6z konusairdn yakinsak olmasi ile sabit
noktasinin olmasisdegerdir sonucuna varilngtir.

Ayrica bu cahmada Banach Teoreminin adi diferensiyel denklemlere
uygulamasi irdelenngiir.

Matematikte sonlu boyutlu uzaylarda Brouwer tedréwpolojik kavramlari
kullanarak ispatlanan genel teoremlerden biri d&ar@nimlanmgtir. Sadece
matematikte dgl ayni zamanda ekonomide ve oyunlar teorisindendn®ir arac
olan sekillerde ifadesi ve ¢cok g#li ispatlari bulundgu belirtiimistir. Garsia’nin ve

Milnor'un ispatlari elemanter ispatlara 6érnek olaverilebilir.

Brouwer teoremi, [1" ' nin kapali birim yuvariB"[03] olmak Gzere ger,
f:B"[01] - B"[04]
surekli bir fonksiyon ise

[k, OB"[02] Of (x,) = x, dir”
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olarak Brouwer tarafindan verilgjyidaha sonra da gaik yontemlerle farkh kgiler
tarafindan verilmitir. Bu calsmamizda geriye dogim (cekme dongiimi) tanimi
kullanilarak bir ifade ve ispat Gzerinde duruktuu.

r: X - Y verilsin. Sabit nokta 6zeflini sagglayan X i¢in Y, X'in bir geriye
donisl iseY de sabit nokta 6zeflini tagir ifadesi ispat bulmgiur.

Brouwer Sabit Nokta Teoreminin Banach uzaylahimayenellemesseklinde
ifade edilerek Schauder Sabit Nokta Teoremi inaelgtir.

Bu teoremde Banach uzayindstam farkli konveks ve¥  gibi bir kompakt
alt kimeye sahip olarX icin; f: X - Y surekli f icin bir sabit noktanin vag

irdelenmitir.
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