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 Bu  çalışmada, önemli bazı Sabit Nokta Teoremleri incelenmiş ve 

sunulmuştur.  

  

Đlk olarak en eski Sabit Nokta Teoremlerinden birisi olan Banach Teoremi adı 

ile de bilinen Daraltma Dönüşümü Teoremi incelenmiştir. Teoremin çeşitli ispatları 

üzerinde durulmadan önce gerekli tanımlar ve yardımcı bilgiler işlenmiştir. Ayrıca 

Banach Teoreminin adi diferensiyel denklemlere uygulanması üzerinde durulmuştur.  

  

Çekme dönüşümü tanımından faydalanarak Sabit Nokta Teorisinin Başlangıç 

teoremlerinden Brouwer Sabit Nokta Teoremi ifade ve ispat edilmiştir.  

  

Son olarak Brouwer Teoreminin genelleştirilmi ş biçimi tartışılmış ve 

Schauder’in sabit nokta teoremi ispatlanmıştır.   

 

 Anahtar kelimeler:  Sabit Nokta, daraltma dönüşümü, Lipsehitz koşulu, 

geriye dönüşüm, büzülme… 

 

 

 

 

 

 

i 



ABSTRACT 

FĐXED POĐNT THEOREMS 

 

GÜNDOĞDU, Şaziye 
M. Sc. Đn Deparment of Mathematics. 

Süpervisor: Asst. Prof. Dr. Sabri BĐRLĐK 
  

 

In this thesis, some main fixed point theorems have been both analyzied and 

proven. 

  

At first, contraction Mapping Theorem which is one of the oldest fixed point 

theorem also known as Banach Fixed Point Theorem, has been searched. Before 

mentioning the different proofs of the theorem, necessary  descriptions and source 

information have been worked out. Besides, ordinary differantial equations of 

Banach Fixed Point Theorem have been intensified.  

 By the help of retraction, Brouwer fixed Point Theorem which is the initial 

theorem of Fixed Point Theory has been given and proven.  

  

At last, we generalize of Brouwer’s Theorem which has been discused and 

the proof of Schauder’s Theorem has been given.   
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1.BÖLÜM 

1.1. GĐRĐŞ  

 Herhangi bir X   uzayında tanımlı bir XX →:ϕ  fonksiyonu verilmiş olsun. 

Diyebiliriz ki; ( ) xx =ϕ  denklemini sağlayan noktalara ϕ  fonksiyonunun sabit 

noktaları denir. Böyle bir fonksiyonun sabit noktalarının varlığını, nitelikleri ve 

sayısı hakkında bilgi veren çok değişik teoremler vardır. Ve bu teoremler Sabit 

Nokta Teoremleri olarak adlandırılır. Sabit nokta teoremleri uygulama alanı son 

derece geniş olan teoremlerdir. Biz bu çalışmada sabit noktanın varlığını veren bazı 

teoremler üzerinde duracağız.  Bütün denklemlerin çözümü aslında bir sabit nokta 

problemi olarak düşünülebilir.  

 

 ( )dX ,    bir metrik uzay olsun ve  

  XXf →:  fonksiyonu verilsin. Belli bir 10 〈≤ r  sayısı için 

 ( ) ( )( ) ( )yxdryfxfd ,., ≤  eşitsizliği X  uzayındaki her x  ve y için geçerliyse, 

f  fonksiyonuna bir daraltma dönüşümü denir. Böyle bir dönüşümün X  üzerinde 

düzgün sürekli olduğu tanımdan bellidir. XXf →:  şeklinde bir daraltma 

dönüşümü seçelim ve Xx ∈0  ile başlayarak; 

 ( )1−= nn xfx     ,    ...2,1=n  

şeklinde bir dizi tanımlayalım. y  ile f  dönüşümünün bir sabit noktasını gösterelim. 

( ) yyf =  ifadesini kabul etmiş olduk. Buna göre; 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )yxrdyfxfdyxd nxn ,,, 11 −− ≤=  

eşitsizliği elde edilir. Ardı ardına uygulanan bu eşitsizlik sonucunda 
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   ( ) ( )yxdryxd n
n ,, 0≤   

elde edilir.  

 10 〈≤ r  olduğundan, 0x  ne olursa olsun yxn =lim olduğunu gördük. Sonuçta 

bir daraltma dönüşümünün bir ve yalnız bir sabit noktası olabileceğini görmüş olduk. 

Ayrıca herhangi bir 0x  noktasına dönüşümün ardışık olarak uygulanması sonucu 

elde edilecek dizinin limiti de bize aynı sabit noktayı verir. Banach’ın daraltma 

dönüşümü teoremi olarak da adlandırılan ve 2. bölümde ele aldığımız bu teorem 

gereğince sabit noktanın varlığı ile yukarıda bahsi geçen dizinin yakınsak olması 

aynı anlama gelir. 2. bölümde Daraltma Dönüşümü Teoreminin yanı sıra bu teoremin 

uygulanması ile Adi Diferensiyel Denklemlerin çözümünün oluşturabileceği ortaya 

konulacaktır.  

 Matematikte topolojik kavramları kullanarak ispatlanan daha genel sabit 

nokta teoremlerinin varlığı bilinmektedir. Bu Teoremlere sonlu boyutlu uzaylarda  

Brouwer Teoremi, normlu uzaylarda Schauder teoremi örnek olarak gösterilebilir. 

 Sürekli olarak türevlenebilir bir f    fonksiyonu verildiğinde 

 ( ) ( ) 00,,/ yxyyxfdd xy ==  

diferensiyel denkleminin çözümünün var ve tek olduğu Cauchy (1844) tarafından 

kanıtlanmıştır.  

 Daha sonra Cauchy’in kanıtında kullandığı teknik Lipschitz (1877) tarafından 

“Lipschitz koşulu”nu sağlayan fonksiyonlar kullanılarak genelleştirilmi ştir. Daha 

sonra çeşitli zamanlarda çalışılan uzaylar ve fonksiyonlar değişikli ğiyle varlık ve 

teklik teoremleri kanıtlanmıştır. Tezimizde değinilen Picard, (1890) bunlardan 

biridir. 
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 “ D  sonlu boyutlu X  normlu vektör uzayının kapalı, dış bükey bir alt kümesi 

olsun. XDA →:   operatörü sürekli ve ( ) DDA ⊂  ise, A  nın D  üzerinde bir sabit 

noktası vardır” şeklinde de ifade edilebilen Brouwer Sabit Nokta Teoreminin çeşitli 

kompleks ispatları mevcuttur. Tezimizde bu teorem çekme dönüşümü tanımı ve 

yardımıyla ifade ve ispat bulmuştur.  

 Ayrıca bu çalışmada verilen sabit nokta teoremleri için gerekli olan tanım ve 

kavramlar incelenerek, gerekli örneklendirmelere gidilmiştir.   

     

1.2. TANIMLAR VE GENEL KAVRAMLAR 

 Bu bölümde tezin anlaşılabilirli ğini kolaylaştırmak amacıyla gerekli tanım ve 

kavramlar üzerinde durulmuştur.  

Tanım1.2.1: Bir M  kümesinin yine M  kümesi içine bir fonksiyona M  nin kendi 

içine bir dönüşümü denir. 

 f  fonksiyonu M  nin kendi içine bir dönüşümü olsun. M  nin 

f  xx =)(  koşulunu sağlayan bir x  elemanına f nin bir sabit noktası denir.  
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Örnek1.2.1.1:   

                       

 

]1,0[=s  

ssf →: , f sürekli. a  noktasında *(xf  *) x=  olduğundan a  noktası f nin 

sabit noktasıdır. b  ve c  noktaları da aynı özellikten sabit noktadır. 

 Fakat ııı xxf =)(  ve ıx ııx≠  olduğundan d noktası f  fonksiyonunun bir 

sabit noktası değildir.  

 Fonksiyonların sabit noktalarının varlığının iddia eden teoremler mevcuttur. 

Örnek 1.2.1.2: ℜ→ℜ:f  

( ) 2xxf =  fonksiyonunun 0  ile 1 olmak üzere iki sabit noktası 

   vardır. 

Örnek 1.2.1.3: ℜ→ℜ2:f  

( ) xyxf =,  izdüşümünün x ekseninin bütün noktaları olmak     

üzere sonsuz sayıda sabit noktası vardır. 

X*  
 

 

d 

c
  

b 
a 

0 

045  

X*         X1         
x              

X 11 

f 



 

 5 

 Sabit noktaların ne kadar önemli bir yer işgal ettiğini görmek için, her bir 

bilinmeyenli, kat sayıları kompleks sayılar olan polinom denkleminin çözümünü bir 

sabit noktayı bulmaya indirgenebileceğini görmek yeterlidir.  

Örnek1.2.1.4: ( )xP  komplex katsayılı bir polinom ise ( )xP = 0  denklemini çözmek 

( ) ( ) xxPxf +=  fonksiyonun sabit noktalarını bulmaya denktir. 

 

Bir M  kümesinin f  gibi kendi içine bir dönüşümünün sabit noktalarının 

varlığını iddia eden teoremler M  ve f  ile ilgili şu hipotezlerin sağlanması ile 

mümkündür: 

1) M 0/≠/  

2) M ’nin bir kompakt veya tam topolojik uzay olması benimsenir. 

3) f  ’nin sürekli olması istenir. 

Problem1.2.1.5: )(tf  fonksiyonu [ ]1,0  üzerinde sürekli ve [ ]1,0∈∀t  için 

( ) [ ]1,0∈tf  veya [ ]( ) [ ]1,01,0 ⊂f  olsun. Bu durumda f  nin sabit noktası, yani 

( ) 00 ttf =  olacak biçimde en az bir [ ]1,00 ∈t  noktası vardır. Gösteriniz. , 

 

Çözüm:  

[ ]1,0  üzerinde sürekli ( ) ( )tftt −=ϕ   fonksiyonunu göz önüne alalım.  

( ) ( ) 000 ≤−= fϕ  ve ( ) ( ) 0111 ≥−= fϕ  olduğu açıktır.  

( ) 00 =f ise 0    f  nin sabit noktasıdır.  

( ) 11 =f  ise  1   f  nin sabit noktasıdır.  

( ) 00 〉f  ve ( ) 11 〈f   olduğu durumlarda  
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( ) 00 〈ϕ   ve ( ) 01 〉ϕ  olduğundan 

Ara değer teoremi dolayısıyla ( ) 00 =tϕ  veya ( )00 tft =  olacak biçimde en az bir 

( )1,00 ∈t  noktası vardır.  

Böylece bu durumlarda da f  nin sabit noktaya sahip olduğu elde edilir.  

 

Teorem1.2.1.6. (Ara Değer Teoremi): 

[ ] ℜ→1,0:f  sürekli bir fonksiyon olsun.  

Eğer [ ]1,0, ∈ba  ve ( ) ( )bfcaf 〈〈  ise ( ) cxf =  olacak şekilde bir ( )1,0∈x  vardır.  

Tanım1.2.2: φ≠X  bir küme olsun. 

ℜ→× XXd :  fonksiyonu verilsin. 

Xzyx ∈∀ ,, için  

0),(] ≥yxdĐ  

yxyxdĐĐ =⇔= 0),(]  

] ( ) ( )xydyxdĐĐĐ ,, =   ( simetri özelliği ) 

] ( ) ( ) ( )zydyxdzxdĐv ,,, +≤   ( üçgen eşitsizliği ) 

oluyorsa d ’ye X üzerinde bir Metrik,  ( )dX ,  ikilisine de Metrik Uzay  denir. 

 Uyarı1.2.2.1: ] ] ]iviiii ,,  metrik aksiyomlarını sağlayan ℜ→× XXd :  

fonksiyonuna X üzerinde bir yarı metrik  denir. Eğer d fonksiyonu ] ] ]iviiii ,,  

aksiyomlarını ve ]ii ’nin yalnızca yeter şartını sağlıyorsa , d metriğine X  üzerinde 

bir pseudo metrik ( metrikimsi ) denir. 
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Örnek1.2.2.2: ℜ∈∀ yx,  için ( ) yxyxd −=,  şeklinde tanımlanan bir 

ℜ→ℜℜxd :  fonksiyonu ℜ  üzerinde bir metriktir. Bu metriğe ℜ ’nin mutlak 

değer  ( alışılmış, doğal, salt değer ) metriği denir. 

 

 

Örnek1.2.2.3: ℜ→ℜℜ 22x  fonksiyonu, ( )21, xxx =∀  ve 

( ) ( ) 2211
2

21 ,,, yxyxyxdyyy −+−=ℜ∈=  şeklinde tanımlansın. Bu taktirde d  

fonksiyonu 2ℜ  üzerinde bir metriktir. 

 

Örnek1.2.2.4: ℜ→ℜℜ 22: xd  fonksiyonu, ( )21, xxx =∀  ve ( ) 2
21, ℜ∈= yyy  için 

( ) ( ) ( )[ ] 2/12
22

2
11, yxyxyxd −+−=  şeklinde tanımlansın. Bu taktirde d  

fonksiyonu 2ℜ ’nin alışılmış ( doğal ) metriği veya 2ℜ ’deki öklid metri ği denir. 

 

Örnek1.2.2.5: ∅≠X  kümesi verilsin. ℜ→× XXd :  fonksiyonu, her 

Xyx ∈, için yx =  ise ( ) 0, =yxd  ve yx ≠  ise ( ) 1, =yxd  şeklinde 

tanımlansın. Bu taktirde d  fonksiyonu X  üzerinde bir metriktir. Bu metriğe diskret 

( discrete, noktasal, trivial ) metrik denir. 

 

Tanım 1.2.3: ( )τ,X  uzayı verilsin. Eğer X  kümesinin ∀  açık örtüsünün sonlu bir 

alt örtüsü varsa, X  uzayına kompakt uzay denir. 
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XA ⊂  iken ( )AA τ,  alt uzayı kompakt ise A ’ya X ’in bir kompakt alt 

kümesi denir. 

Örnek1.2.3.1: ℜ , reel sayılar kümesi, alışılmış topolojiye göre kompakt değildir. 

Gerçekten, ( ){ }Nnnn ∈ℜ⊂− ,  açık aralıklar ailesi, ℜ ‘nin bir açık 

örtüsüdür, fakat bu ailedenℜ ’yi örten sonlu bir alt aile seçilemez. 

 

Örnek1.2.3.2: Sonsuz bir X  kümesi, üzerinde tanımlanan her topolojiye göre, 

kompakt bir kümedir. 

Çözüm: 

 ( ) ıiiA ∈  ailesi , X  uzayının bir açık örtüsü olsun. X  ‘in bir jA  açık alt kümesini 

alalım. Bu durumda jAX −  kümesi sonludur. Buradan { }nj aaAX ,...,1=−  şeklinde 

gösterilebilir. Bu taktirde nn AaAa ∈∈ ,...,11  olacak şekilde sonlu tane nAA ,...,1  

açık kümeleri vardır. Böylece 





∪=

=

n

i
ij UAAX

1

 elde edilir. Dolayısıyla X  uzayını 

sonlu tane açık kümelerle örttüğümüzden , X  bir kompakt uzaydır. 

 

Uyarı 1.2.3.3: Bir X  uzayının her ayrık kapalı alt kümeler ailesinin sonlu ayrık bir 

alt ailesi varsa, X  bir kompakt uzaydır. 

 

 

Tanım 1.2.4: ( )τ,X  ve ( )υ,Y  topolojik uzaylar. 
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YXf →:  bir fonksiyon ve bir Xx∈  noktası verilsin. Eğer ( )xf  

noktasının her YV ⊂  komşuluğu için, ( ) VUf ⊂  olacak şekilde x  noktasının bir 

XU ⊂  komşuluğu varsa, f  fonksiyonuna x  noktasında süreklidir  denir. 

Xxf ∈, ’ te süreklidir ( )( )xfVv∈∀⇔  için ( ) ( ) VUfxVU ⊂∋∈∃  

( ) ( )υτ ,,: YXf →  bir fonksiyon olsun. Eğer f  fonksiyonu, X  kümesinin 

her noktasında sürekli ise, f  fonksiyonuna X  üzerinde sürekli veya kısaca f  

fonksiyonuna süreklidir denir. 

Tanım1.2.5: ( ) ( )dXxn ,,  metrik uzayında bir dizi ve Xx∈  olsun. Eğer 0〉∀ε  için, 

 mnNm ≥∀∋∈∃  için ( ) ε〈nxxd ,  ya da  ( )ε,xBxn ∈  oluyorsa  ( ) xxn , ’e  

yakınsıyor denir. 

Tanım1.2.6: ( )dXX ,=  bir metrik uzay ve { }nx  bu uzayda bir dizi olsun. 

0〉ε  için , Nnm 〉,  olmak üzere  

 ( ) ε〈nm xxd ,  

şartını sağlayan bir ( )εNN =  varsa { }nx  dizisine Cauchy Dizisi denir. 

 

 Örnek1.2.6.1: ℜ ’nin mutlak değer metriğine göre, doğal sayılardan oluşan 

( ) ( )nX n =  dizisi bir Cauchy Dizisi değildir. Çünkü Nnm ∈∀ ,  için nm ≠  

olduğundan, ( ) 1, ≥−= nmnmd  olur. 

Teorem1.2.6.2: Bir metrik uzayda yakınsak her dizi bir Cauchy Dizisidir. 

 

Đspat:  
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Bir ( )nx  dizisi bir Xx∈  noktasına yakınsıyorsa, 0〉∀ε  ve her 0nn ≥  için 

( ) 2/, ε〈xxd n  olacak şekilde, Nn ∈∃ 0  vardır. xxn →  olduğundan , benzer şekilde; 

 

0〉∀ε   ve her 0nm ≥  için ( ) 2/, ε〈xxd m  yazabiliriz. 

Dolayısıyla ]iv   metrik aksiyomu (üçgen eşitsizliği) gereğince  0, nnm ≥∀  

için ( ) ( ) ( ) εεε =+〈+≤ 2/2/,,, nmnm xxdxxdxxd  olur. O halde nx  dizisi bir 

Cauchy Dizisidir. 

 

 Örnek1.2.6.3: ℜ üzerinde  mutlak değer  metriği verilsin. ℜ ’deki  ( )nX = ( )n/1  

dizisi 0 ℜ∈  noktasına yakınsar. Dolayısıyla ( )nX  dizisi bir Cauchy Dizisidir. 

 

Tanım 1.2.7: Bir X  uzayındaki her Cauchy Dizisi uzayın bir elamanına 

yakınsıyorsa, X ’e tam uzay denir. 

 Özel olarak; ( )dX ,  metrik uzayı  içerisindeki ∀  Cauchy Dizisi X  içinde bir 

noktaya yakınsıyorsa ( )dX , ’ye bir tam metrik uzay denir. 

 

Örnek1.2.7.1: nℜ  kümesi verilsin. 

 ( )nxxxx ,...,, 21=  ve ( ) n
nyyyy ℜ∈= ,...,21  olmak üzere; 

 22
11 )(...)(),( nn yxyxyxd −++−=  metriği tam metrik uzaydır.  

 

Örnek1.2.7.2: [ ]nm,  aralığında sürekli fonksiyonlar, 
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( ) )()(max, tytxyxd
ntm

−=
≤≤

 metriğine göre tam uzaydır.  

 

Tanım1.2.8: ( )τ,X  ve ( )υ,Y  iki topolojik uzay ve YXf →:  bir fonksiyon olsun. 

Aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa f  fonksiyonuna homeomorfizm denir.  

 1) f  fonksiyonu birebir ve örten 

 2) f  ve 1−f   fonksiyonları süreklidir.  

 

Teorem1.2.8.1: YX ,  topolojik uzayları verilsin. Eğer YXh →:  bir 

homeomorfizma  ve X  de sabit nokta özelliğini sağlıyorsa, Y  de sabit nokta 

özelliğini sağlar.  

Đspat: 

XXf →:  sürekli fonksiyon olsun.  

X  sabit nokta özelliğini sağladığından; 

Xx ∈∃ 0  için  ( ) 00 xxf =  olur.  

YXh →: homeomorfizma olduğundan; 

 Y  1−h  X 

 

g f 

  

  Y             h              X    

Şekil 1.2.8.1     

Tabloyu incelersek ; 1−= ohhofg  elde edilir ve g  fonksiyonu süreklidir.   
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( ) 00 xxf =  şartını sağlayan 0x  noktası için,, 

( ) Yyxh ∈= 00 dir ( )0
1

0 yhx −=⇒  

( ) ( )( ) ( )( )( )0
1

0
1

0 yhfhyhofohyg −− ==  

   ( )( )0xfh=  

   ( )0xh=  

   0y=  

( ) 00 yyg =  görülür. Buradan Y  sabit nokta özelliğini sağlar.  
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2. BÖLÜM 

2.1.  GEREKLĐ KAVRAMLAR VE DARALTMA DÖNÜ ŞÜMÜ TEOREM Đ 

 

Tanım2.1.1: Bir ( ).,X  normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X  içinde bir limite 

yakınsıyorsa, bu ( ).,X  normlu uzayına tam normlu uzay veya Banach uzayı denir. 

Yani bir ( ).,X   normlu uzayının Banach uzayı olduğunu ispatlamak için, 

X ’de keyfi bir ( )nX  Cauchy dizisi alıp bunun X ’de yakınsak olduğunu göstermek 

gerekir.  

X Banach uzayı ve XXA →:  olmak üzere; 

Axx =                 ( )1.2   

denklemi verilsin. 

XXA →:  operatörünün bir sabit noktasının varlığı aynı zamanda ( )1.2  

denkleminin bir çözümünün varlığı demektir.  

Ardışık yaklaşımlar yöntemi ( )1.2  şeklindeki denklemlerin çözümü için en 

çok kullanılan bir yöntemdir. Bu yönteme göre: 

Xx ∈0    başlangıç noktası olmak üzere, terimleri:  

1−= nn Axx          ,     ......2,1=n                       ( )2.2  

şeklinde olan ( )nx  tahmini çözümler dizisi oluşturulur. 

Eğer Xx ∈1   vektörü ( )nx   dizisinin bir limiti ve A  operatörü 1x noktasında 

sürekli ise o zaman ( ).2.2  ye göre 1x  de   ( )1.2  denkleminin bir çözümüdür.                      
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 Dolayısıyla ( )nx  dizisinin yakınsaklık koşulları aynı zamanda ( )1.2  

denkleminin çözümünün varlığının koşulları olur.  

Yaklaşık ikibin yıldan fazla tarihe sahip olan Ardışık yaklaşımlar yöntemini 

ilk kez Đtalyan matematikçi Picard kullanarak adi diferensiyel denklemler için 

Cauchy probleminin çözümünü araştırmıştır. Picard varlık teoremi ilerde verilecektir. 

Bu sahada ilk teorik sonuç Polonya’lı matematikçi S.Banach’a aittir ve “Daraltma 

Dönüşümü Teoremi” veya “Banach Sabit nokta Teoremi” adı ile bilinir.     

 

Sabit nokta teoremleri içerisinde en iyi bilinen teoremlerden biri olan 

Daraltma dönüşümü Teoremini vermeden önce gerekli ön bilgiler üzerinde duralım. 

Tanım2.1.2: (M,d) bir metrik uzay ve f fonksiyonu M nin kendi içine bir dönüşümü 

olsun. M ’deki her x , y için 

 d  ),())(),(( yxkdyfxf ≤  

ve 10 〈≤ k  koşulunu sağlayan bir k  sayısı varsa 'f ye bir daraltma dönüşümü 

denir. 

 

Teorem2.1.3. (DARALTMA DÖNÜŞÜMÜ TEOREM Đ): 

 ,f  φ≠M  olan tam metrik uzayının kendi içine bir daraltma dönüşümü 

olsun. f nin M nin içinde bir ve bir tek sabit noktası vardır.  

Đspat: Önce sabit noktanın tekliğini gösterelim. Eğer x  ve y  gibi f nin iki sabit 

noktası varsa,   

 =x )(xf  
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 y = )(yf  

 ),( yxd = ),(( xfd ≤))(yf  ),(. yxdk  

                          )1( k−  d 0),( ≤yx  ve 

dolayısıyla   d  ),( yx =0  olur. 

Buradan       x= y elde edilir. 

Sabit nokta tektir. 

 

 Şimdi bir sabit noktanın varlığını gösterelim: 

),( dM  bir tam metrik uzay ve f  bunun üzerinde bir daraltma dönüşümü olarak 

verilsin. M  de herhangi bir 0x  seçelim. 

 1+nx = nxf ( )             n= ............2,1,0   

olmak üzere M  içinde bir nx( )  dizisi tanımlayalım. Önce bu dizinin bir cauchy 

dizisi olduğunu gösterelim. Bunun için; 

 

 nxd( , 1+nx ) = d 1(( −nxf nxf (), 1.(.)) −≤ nxdk nx, )  

,10( 〈〈k  n= .............2,1  olduğuna dikkat edelim )   

Bu şekilde devam ettirilerek; 

),(),( 101 xxdkxxd n
nn ≤+ bulunur.  

 

 Eğer q 0≥〉 p tam sayılar ise  

 ),(),(
1

1∑
−

=
+≤

q

pn
nnqp xxdxxd  
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        )( 10

1

xxdk
q

pn

n∑
−

=

≤  

          )........).(,( 11
10

−+ +++≤ qpp kkkxxd                     

               pqp kkxxd −−≤ 1.),( 10  

                                     k−1  

dolayısıyla  

 1
10 )1.(),(),( −−〈 kkxxdxxd p

qp  

bulunur. ∞→Ρ için eşitsizliğin sağ tarafı 0  limitine yaklaşır. O halde )( nx bir 

Cauchy dizisidir. ),( dM  tam olduğundan )( nx dizisinin M  içinde bir x  limiti 

vardır. M de bulunan bu limit nokta f  nin bir sabit noktasıdır. Çünkü  

 

 ),())(),(( xxkdxfxfd nn ≤  

dır.  0),( →xxd n  olduğundan  

       →))(),,(( xfxfd n 0 olur. Üçgen eşitsizliğinden  

))(,(),())(,( 11 xfxdxxdxfxd nn ++ +≤  

                 1,( +≤ nxxd ))(),(() xfxfd n+  

      ),(),( 1 xxkdxxd nn +≤ +  

bulunur. 

 

Sağ taraf ∞→n  için sıfıra yaklaştığından ))(,( xfxd = 0 olur. 

Dolayısıyla 
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  x= )(xf  bulunur. 

Şimdi de Büzülme Dönüşümü tanımından faydalanılarak Banach Sabit nokta 

teoreminin ifadesi ve ispatı üzerinde duralım: 

Tanım2.1.4: ( )dX ,   bir metrik uzay olsun ve XXf →:  fonksiyonu verilsin. 

Xyx ∈∀ ,  için ( ) ( )yxdkyfxfd ,.)(),( ≤  bağlantısını sağlayan bir k  sabiti varsa f  

ye Lipschitz koşulunu sağlar denir.  

Eğer 1〈k  ise bu durumda f ’ye büzülme dönüşümü denir.  

Bu bağlantıda eşitsizlik mevcut ve 1=k  ise zayıf büzülme dönüşümü denir. 

                

 

               X                               ),( yxd                                   Y  

   

 

 

 

  )(xf                      ))(),(( yfxfd                       
)(yf
 

 

 

                                                                                              büzülme   dönüşümü  

                                                   Şekil 2.1.4. 
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f  dönüşümünün X  üzerinde düzgün sürekli olduğu görülerek, XXf →:  

daraltma dönüşümünü alalım. Ve herhangi bir Xx ∈0  ile başlayarak  

 ( ) ,...2,1,1 == − nxfx nn  

şeklinde bir ( )nx  dizisi tanımlayalım. y  nin f  nin bir sabit noktası olduğunu kabul 

edelim. Yani ( ) yyf =  olsun. Buradan daraltma dönüşümü tanımından; 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )yxdkyfxfdyxd nnn ,.,, 11 −− ≤=  

eşitsizliğini elde ederiz. Bu eşitsizlik ard arda uygulandığında; 

 ( ) ( )yxdkyxd n
n ,, 0≤  

bulunur.  

10 〈≤ k  olduğundan, 0x  ne olursa  olsun yxn =lim  

olduğunu gördük. Sonuç olarak, bir daraltma dönüşümünün en fazla bir sabit noktası 

olabileceğini bulmuş olduk. Ayrıca böyle bir nokta varsa, herhangi bir 0x  noktasına 

f  dönüşümünü ardışık olarak uygulayarak elde edilen dizinin limiti bize aynı sabit 

noktayı verir. dolayısıyla en önemli sonuç; bu yöntemde sabit noktanın varlığı ile 

yukarıda söz konusu edilen dizinin yakınsak olması eş değerdir.   

 

Teorem 2.1.5: ),( dX  bir tam metrik uzay ve ),(),(: dXdXf → bir büzülme 

dönüşümü olsun. Bu durumda f ’ nin bir Xx∈    sabit çözüm noktası vardır ki, 

herhangi bir Xx ∈0  için 

)( 0xfx n
n =                      ........)2,1( =n      olarak tanımlandığında  

i) lim 0xxn =   
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ii)  x    sabit noktası tektir.  

 

Đspat:  Sabit noktanın varlığını  araştıralım: 

 

 i) Xx ∈0  olmak üzere, )( nx   dizisini; 

 )(.,),........()(),( 00
2

1201 xfxxfxfxxfx n
n ==== …olarak tanımlarsak. 

 ( )nx    bir cauchy dizisidir. Gerçekten; 

 ),( 1 nn xxd + = ( ))(),( 1−nn xfxfd    

         ),(. 1−≤ nn xxdk  

         ( ))(),(. 21 −−= nn xfxfdk   

         ),( 21
2

−−≤ nn xxdk  

        . 

                             . 

                             . 

         ( )01, xxdkn≤  

 ),(),( 011 xxdkxxd n
nn ≤+ dir. 

Şimdi nm〉  alalım. Üçgen eşitsizliğinden; 

 ),( mn xxd ( ) ( )mmnnnn xxdxxdxxd ,.............,),( 1211 −+++ +++≤  

 

    ( ) ( )10
11 ,.......... xxdkkk mnn −+ +++≤     

),(.
1

1
. 10 xxd

k

k
k

nm
n

−
−=

−

bulunur.       
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  10 〈〈k    olduğundan 11 〈− −nmk    dir. 

( ) ( )10,.
1

, xxd
k

k
xxd

n

mn −
≤      mn〉   

böylece ( )nx     cauchy dizisi olur.  

X     tam olduğundan lim  xxn =   olacak biçimde bir Xx∈    vardır. f   sürekli 

olduğundan,   

 

 )()( xfxfxx nn →⇒→  olur. 

 Bu durumda; 

 

=x  lim =nx  lim =+1nx    lim )()( xfxf n =                                                                                                       

 

 

Buradan xxf =)(  olur. Yani fx,  ‘nin sabit noktasıdır. lim xxn =   olduğu 

açıktır.  

 

ii) f ’ nin sabit noktasının tekliğini gösterelim.  

  f ’nin başka bir sabit noktası y  olsun: 

( ) ),(.)(),(),( yxdkyfxfdyxd ≤= olur.  

buradan 0),( =yxd  olması ile mümkündür. Buradan yx = dir.  
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 Teorem2.1.6: ),( dX  bir tam metrik uzay ve XXf →:  bir dönüşüm olmak üzere 

bir m  tam sayısı için; 

 offofof m .........=  bir büzülme dönüşümü ise Xf ,  de tek bir sabit noktaya 

sahiptir. 

Đspat:  

mf   büzülme dönüşümü olduğundan, Banach sabit nokta teoremi gereğince 

mf tek bir 00 )( xxf m =  sabit noktası vardır.  

Buna göre; 

( ) ( ))()()( 000 xffxffxf mm ==  

olur. Fakat 
mf  in tek bir sabit noktası var ve o nokta da 0x  olduğundan, 

( ) 00 xxf =  olur.  

 Bir tam metrik uzay üzerinde tanımlanan, zayıf büzülme dönüşümü bir sabit 

noktaya sahip olmayabilir.  

Örnek2.1.7: { }+ℜ∈= xX  kümesinde tanımlı ( ) yxyxd −=,  metriğini alalım.  

XXf →:           ve     ( ) 12 += xxf  olsun.  

( ) ( )( ) ( )yxdyfxfd ,, 〈  olduğundan zayıf büzülme dönüşümüdür. Fakat Xx∈∀  için 

( ) xxf ≠  olduğundan f  nin bir sabit noktası yoktur.  

 

2.2. DARALTMA DÖNÜ ŞÜMÜ TEOREM ĐNĐN UYGULAMASI : 

 Bu  kısımda Daraltma Dönüşümü Teoreminin önemli bir uygulaması olan adi 

diferansiyel denklemlerin varlık teoreminin Đspatını vereceğiz. 
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2.2.1. Adi Diferensiyel Denklemlerin Çözümünün Varlığının Daraltma 

Dönüşümü Teoreminin Uygulanması Đle Đspatlanması 

              
dt

dy
     =  ıy    alacağız. 

ıy1   = ).....,..........,( 11 nyytf  

  . 

  . 

  . 

ı
ny = nf  ( ).....,.........., 1 nyyt  

 adi diferensiyel denklem sistemini ele alalım.  

 

Bu denklem kısaca 

))(,()( tYtFtY ı =  şeklinde yazalım. 

Burada     ).......( 21 nyyyY =  ve 

     )........,( 21 nfffF =   alınmıştır. 

n
nxxx ℜ∈= ).,,.........( 1  olduğuna göre 

∑
=

=
n

i
ixx

1

2  

şeklinde belirtebiliriz.  

 

S kümesi  nxℜℜ  nin bir açık alt kümesi SBa ∈),( ve nSF ℜ→: sürekli bir 

fonksiyon olsun. 
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aJ ,ℜ⊆  noktasını içeren bir açık aralık ve 

nJY ℜ→:  fonksiyonu sürekli türevi olan bir fonksiyon olsun. 

Jt ∈∀  için StYt ∈))(,(  ve 

 *
)(

))(,()(





=
=

BaY

tYtFtY ı

 

oluyorsa Y  ye ∗  denklem sisteminin bir çözümü denir. 

 

Tanım 2.2.1.1.(Lipschitz  Koşulu):     

Bir [ ] [ ]babaT ,,: →  dönüşümü verilmiş olsun. Eğer [ ]bayx ,, ∈∀  için, 

yxkTT yx −≤−   

olacak şekilde bir k  sabiti varsa, T dönüşümü k  Lipschitz katsayılı Lipschitz 

koşulunu gerçekler denir.  

 

Teorem2.2.1.2:Skümesi nxℜℜ  nin bir açık alt kümesi, SBa ∈),(  ve 

nSF ℜ→:    sürekli bir fonksiyon olsun. 

0〉k  sabit bir sayı olduğuna göre  F  fonksiyonu  

 ),( Xt  ve SYt ∈),(  için 

YXkYtFXtF −≤− ),(),(  

Lipschitz koşulunu sağlasın. O zaman   

BaY

tYtFtYı

=
=

)(

))(,()(
 

sisteminin bir Y  çözümü vardır.  
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Đspat: Önce ),( Ba  nın S  içinde bir N  gibi bir kompakt komşuluğunu alalım. 

F  sürekli olduğundan N üzerinde sınırlıdır. O halde bir 0〉L  sayısı ile NXt ∈∀ ),(  

için 

LXtF ≤),(  

dir. N kümesi ),( Ba  nin bir komşuluğu olduğundan öyle 0,0 〉〉 vu sayıları vardır 

ki nXuat ℜ∈≤− ,  ve VBX ≤− ise  

NXt ∈),(  dır. 

0〉d  sayısını 1〈kd  ve udVLd ≤〈 ,  olacak şekilde seçelim. Ayrıca 

][ dadaI +−= , , 

{ }VBxxBS n
v ≤−ℜ∈= :)(  ve 

))(,( BSICH v=  olsun. 

Hgf ∈,  için f  ve g  arasındaki uzaklık gf −  şeklinde tanımlanırsa, H  bu 

metrik ile tam metrik uzay olur. HY ∈  için 

 )(,))(,())(( ItdsSYSFBtYT t
a ∈∫+=  olarak tanımlayalım. 

 Is∈  için )()( BSsY v∈ olduğundan NsYs ∈))(,(  olur. Dolayısıyla 

))(,( sYsF  anlamlıdır. F  sürekli olduğundan )(YT  de süreklidir.  

 

Ayrıca It ∈  ise 
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))(( tYT B− dssYsF
t

a ))(,(∫≤   

  VLdLat ≤≤−≤  

olur. 

 Dolayısıyla HYT ∈)(  dir. O halde T  fonksiyonu H nin kendi içine f bir 

dönüşümüdür. Şimdi T  nin bir daraltma dönüşümü olduğunu gösterelim.  

Bunun için HZY ∈,   ve It ∈  alalım. 

dssZsFsYsFtZTtYT a
t ))(,())(,())(())(( −∫≤−  

   ≤ dssZsYkt
a )()( −∫  

 ZYkat −−≤  

  ZYkd −≤  

 

1≤kd  olduğundan T  bir daraltma dönüşümüdür. Daraltma Dönüşümü Teoremi 

dolayısıyla T  dönüşümünün bir sabit Y noktası vardır. Bu sabit Y  noktası için 

 )(,))(,()( ItdssYSFBtY t
a ∈∫+=  

olduğundan  

 BaY =)(  

)(),(,()(1 IttYtFtY ∈=  dır.  

),( dadaJ +−=  alınırsa Y  fonksiyonunun J  üzerinde diferansiyel 

denkleminin bir çözümü olduğu görülür.  

Teeorem2.2.1.3. (Picard Varlık Teoremi): ),( 00 yx noktalarını 'f  nin bazı 
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           }{ dycbxayxR ≤≤≤≤= ,:),(  

kapalı bölgesinde sürekli fonksiyon olduğu durumda  

 00 )( yxy =  

başlangıç koşulu ile  

  ),( yxf
dx

dy =         

 

adi diferensiyel denklemi için başlangıç değer problemi olduğunu düşünelim. Eğer 

f   bazı ℜ∈K  ler ve bütün ℜ∈),)(,( 21 yxyx  ler için 

   2121 ),(),( yyKyxfyxf −≤−            

Lipschitz koşulunu sağlarsa, bu durumda 00 )( yxy = ve ),( yxf
dx

dy = ’nin )(xy ϕ=  

tek çözüm mevcuttur.  

Đspat: ( )( )dtttfyx
x

x
∫+=
0

,)( 0 ϕϕ  

integral denkleminin her çözümünün 00 )( yxy =  ve )',( yxf
dx

dy = u sağladığını ve 

tersini düşünelim. [ ]),( baϕ  üzerinde  

  dtttfyxT
x

x

))(,())((
0

0 φφ ∫+=  

ile tanımlanmış T  operatörünü düşünelim. 

=M sup{ }Ryxyxf ∈),(:),(  

olsun ve 0〉ε  seçelim öyle ki 1〈εK  ve [ ] [ ]baxx ,, 00 ⊂+− εε  olsun. Eğer  
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[{ ] ,)(:),()( 000 εφεεφφ MyxxxxS ≤−+−∈=  

 bütün [ ] }εε +−∈ 00 , xxx  

olursa bu durumda  

[ ]( )εεϕ +− 00 ,, xxS   

Banach Uzayının 

=φ
[ ]εε −− 00 ,

sup
xx

 )(xφ    alt normu ile kapalı bir alt kümesidir. 

Ayrıca, eğer S∈φ  ve [ ]εε +−∈ 00 , xxx  ise, o zaman 

εφφ MdtttfyxT
x

x

≤=− ∫ )(,())((
0

0     

olur ve böylece  ST, ’yi kendi kendi içine tasvir eder. Sonuç olarak,  

S∈21,φφ için  

=− 21 φφ TT  
[ ]εε −− 00 ,

sup
xx

 ( ) 2121 ))(,1()(,1(
0

φφεφφ −≤−∫ Kdttftf
x

x

 

   olur. Böylece 1〈εK  olduğundan T  bir büzülmedir. Bu yüzden teorem xTx =  göz 

önünün de bulundurularak φφ =T  denkleminin φ  çözümü tektir. Örneğin 

,φ dtttfyx x
x ))(,()( 00 φφ ∫+  

nin tek çözümüdür.  
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3.BÖLÜM 

3.1. GEREKLĐ KAVRAMLAR VE BROUWER SAB ĐT NOKTA TEOREM Đ 

 Bu bölümde önemli sonuçları olan Brouwer sabit Nokta Teoreminden 

bahsedilecektir. Bu  teorem ilk olarak 1886’da H. Poincare tarafından kanıtlanmış, 

daha sonra 1912’de Brouwer tarafından ispatlanmış ve bu isimle adlandırılmıştır.  

  Brouwer sabit nokta teoreminin pek çok değişik ispatı vardır. C.B. Garcia ve 

J.W. Milnor’un ispatları bu teoremin anlaşılması kolay elemanter ispatlarındandır.  

 Öncelikle bu teorem için gerekli ön bilgileri hatırlatalım: 

Tanım3.1.1.: ( )dX ,  herhangi bir metrik uzay olmak üzere, bir Xx ∈0 ve 0〉r  gerçel 

sayısı verildiğinde; 

( ) ( ){ }rxxdXxrxB 〈∈= ,:, 00  kümesi, merkezi x  ve yarıçapı r  olan açık 

yuvar; 

 [ ] ( ){ }rxxdXxrxB ≤∈= ,:, 00  kümesi, merkezi x  ve yarıçapı r  olan kapalı 

yuvar; 

 [ ] ( ){ }rxxdXxrxS =∈= ,:, 00  kümesi, merkezi x  ve yarıçapı r  olan küre 

(yuvar yüzeyi) denir.  

 

Tanım3.1.2: ( )τ,X  topolojik uzayı ve bir XA ⊂  alt uzayı verilsin. Her Aa∈  için 

( ) aar =  ile tanımlanan sürekli bir AXr →:  fonksiyonu varsa, A  ya X in geriye 

dönüşü (çekilmesi, retractı) denir. r fonksiyonuna da X  den A ya bir geriye 

dönüşüm (çekme dönüşümü, retraction) denir. 
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Teorem3.1.3: YXr →:   fonksiyonunda X  uzayı sabit nokta özelliği sağlasın. 

XY,  in bir geriye dönüşü ise Y  de sabit nokta özelliğini sağlar.  

Đspat:  

                        r  

    X                                      Y  

 

g                                            f    

    X                                       Y  

                    1−r  

tabloyu incelersek; 

XXg →:  

( ) ( )( )xrfxgx =→  olarak tanımlanabilir. Bu taktirde g  süreklidir.  

X  sabit nokta özelliğini sağladığından;  

( ) 000 xxgXx =∋∈∃  dir.  

Burada Yx ∈0 olduğu açık r  çekme dönüşümü olduğundan; 

( ) 00 xxr =  olur. Burdan; 

( ) ( )( ) ( ) 0000 xxfxrfxg ===  olur. 

Dolayısıyla Y  sabit nokta özelliğini sağlar. 
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Teorem3.1.4. (BROUWER SABĐT NOKTA TEOREM Đ):  

 Brouwer sabit nokta teoreminin birkaç tanımından biri de şudur:  

{ }nxxx ℜ∈≤ :1:  den { }exxx nℜ∈= :1:  sürekli olarak türevlenebilir bir çekme 

dönüşümü yoktur. 

Đspat: 

Olmayana ergi yöntemi ile sürekli olarak türevlenebilir ( ).r  dönüşümünün 

varlığını kabul edelim.  

[ ] [ ]1,01,0:1
nn BBr →  

( ) ( )xrxr −=1  şeklinde tanımlarsak dönüşüm süreklidir.  

1r  in sabit noktası bulunmadığından teoremin ifadesiyle çelişir. 

Tersini düşünecek olursak; [ ] [ ]1,01,0: nn SBr →  biçiminde sürekli olarak 

türevlenebilir bir r  çekme dönüşümü olmasın. 

Bu durumda  

[ ] [ ]1,01,0: nn BBf →  için [ ]1,0nBx∈  ve ( ) xxf =  in sağlandığını 

göstermemiz yeterlidir.  

Varsayalım bu durumda ( ) xxf ≠  olsun. 

x  ve ( )xf  noktalarından geçen doğruyu { }1: =xx  ile kestirirsek bu 

kesişimden bir nokta ortaya çıkar.  
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x 
                           f(x) 

 

 

 

 

           g(x) 

 

 

                                               Şekil3.2.2.2 

 

 

Bu nokta ( )xg  olsun. Her { }1: =∈ xxx  için ( ) xxg =  dir. 

g ’nin sürekli olarak türevlenebilir olduğunu göstermeliyiz. x  ve ( )xf  arasındaki 

doğru 

 ( ) ( )( ) ( )xfxxx αα −+ 1  biçimindedir.  

( )xα  in sürekli türevlenebilir olduğunu göstermeliyiz.  

 

{ }1: =∈∀ xxx  için 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 11,1 =〉−+−+〈 xfxxxxfxxx αααα  dir. 

Bunu açalım: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 11,12
2222 =−+〉〈−+ xfxxfxxxxx αααα  

bulunur. 



 

 32 

( ),xα  katsayıları sürekli olarak türevlenebilir bir denklemin çözümü olacağından, 

( )xα  de sürekli olarak türevlenebilirler. Dolayısıyla sabit nokta vardır.  
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4. BÖLÜM 

4.1. GEREKLĐ KAVRAMLAR VE SCHAUDER  SAB ĐT NOKTA TOREM Đ 

 Schauder sabit nokta teoremi, sabit nokta teorisinde önemli bir yer tutmakla 

birlikte Brouwer sabit nokta teoreminin Banach uzaylarına bir genellemesi şeklinde 

de düşünülebilir.  

 Bu teorem üzerinde durmadan önce anlamayı kolaylaştırıcı tanım ve 

kavramları vereceğiz: 

Tanım4.1.1. Normlu Uzay (Banach Uzayı) : [ ]∞→ ,0:. B  fonksiyonu; 

1) Bx∈ ise 0〉x  

2) 00 =⇔= xx  

3) ℜ∈α  ve Bx ∈ için xx .αα =  

4) yxyx +≤+  dir.  

 

 Şartlarını sağlıyorsa B  uzayı normlu  uzaydır. B  uzayı üzerinde, Byx ∈,  

için  

 yxyxd −=),(  şeklinde tanımlanan fonksiyon yukarıda belirtilen 4özellik 

dolayısıyla bir metriktir.  

 ,B  bu metriğe göre bir tam metrik uzay ise, B ’ye bir Banach uzayı denir.  

Örnek4.1.1: ba〈 gerçek sayılar ve [ ]( )baCB ,=  olsun. Bf ∈ için 

[ ]bax

f
,

sup
∈

= )(xf  normu ile B  bir Banach uzayıdır.  
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.x                                      .y                            

Tanım 4.1.2: nℜ  öklid uzayının bir Α  alt kümesi verilsin. Α∈yx,  için xy  doğru 

parçasını Α  kümesi kapsıyorsa Α  konveks bir kümedir.  

 

 

 

 

          A       

 

                       

 

                                  Şekil 4.1.2 

Tanım 4.1.3: ( )τ,X  topolojik uzayı, XA ⊂  alt kümesi ve bir Xx∈  noktası 

verilsin. Eğer x  noktasının her komşuluğu, A  kümesinin x  noktasından farklı bir 

noktasını içerirse, x  noktasına A  kümesinin bir yığılma noktası denir.  

Ax,  nın yığılma noktasıdır. ( )xV ϑ∈∀⇔  için φ≠∩VA  ve xyVAy ≠∋∩∈∃  

Lemma4.1.4: B bir Banach uzayı ve 0y nyy ,...., 1  bu Banach uzayının noktaları 

ve  

{ }0,1:............00 ≥∀=++= ∑ iinn yyC θθθθ  

olsun. Bir 0≥m  için  C  kümesi nℜ  nin kompakt ve konveks bir alt kümesine 

homeomorfdur.  
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 Đspat:  

nyyy .,..........,........., 21  nin B  içinde doğurduğu alt uzay L  olsun. L  olsun. L  

sonlu boyutludur.  L nin boyutu mve L nin bir bazı { }mbb ,........,1  olsun. 

 mL ℜ→:ϕ  fonksiyonunu 

  ( )m

m

i
i ccbC ..,,.........1

1
1 =







∑

=

ϕ    

olarak tanımlayalım. ϕ  bir cebirsel izomorfizma olduğundan 11−  ve 

üzerindedir. ϕ nin tersi 

( ) i

n

i
in bccc ∑

=

=
1

1 .,,.........ϕ  

dir. )........,,.........( 1 nααα = ve m
n ℜ∈= ).......,,.........( 1 βββ  ise, 

 

∑ −=− iii b)()()( βαβψαψ  

     ii b∑ −≤ βα1  

    ∑ −≤ iiib βαmax  

    βα −≤ nbimax  

olduğundan ψ  süreklidir.  

 { }∑ =ℜ∈= 1: 2
i

nS αα  

koyalım. 

 { }SbM ii ∈= ∑ αα ;inf  
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olsun. 0〉M  dır. Aksine 0=M  olduğunu varsayalım. O zaman S  nin bir )(kα  dizisi 

için 

 0)( →i
k

i bα  

dır. 
nS ℜ⊆  kompakttır. O halde 

)(kα  nin yakınsak bir alt dizisi vardır. Genelliği 

kaybetmeksizin  )(kα   nın s∈α  ye yakınsadığını varsayalım. ψ sürekli olduğundan 

)()(lim )( αψαψ =k  

dır. Fakat  

 

 ( ) 0
)( →= ∑ i

k

i
k bααψ  

olduğundan ( ) 0=αψ  bulunur. O halde 0=α  dır. Bu ise 1=α  

( ) 0)()( →= ∑ i
k

i
k bααψ  

olduğundan ( ) 0=αψ  bulunur. O halde 0=α  dır. Bu ise 1=α  olması ile çelişir. 

Dolayısıyla 0〉M   dır. βα ≠  için 

 ( )∑∑ ∑ −=− iiiiiii bbb βαβα  

         ∑ −
−

−≥ i
ii b

βα
βαβα  

         Mβα −≥  

         ( ) ( )∑∑ −= iiii bbM βϕαϕ  

olduğundan ϕ  sürekli olur.  
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Teorem 4.1.5. (SCHAUDER SABĐT NOKTA TEOREM Đ): 

X  bir Banach uzayının boş olmayan konveks bir alt kümesi ve XY,  in kompakt bir 

alt kümesi olsun. YXf →:  içine sürekli bir fonksiyon ise, f nin bir sabit noktası 

vardır.  

Đspat:  

0〉ε  verilsin. Y nin sonlu bir { }nyy ,......,1  

alt kümesi için 

   )(
1

i

n

i
yBUY ε=

=  

dir. Burada  

  { }εε 〈−∈= zyYyzB :)(  

dır. Bu iddiamızı görebilmek için Y nin bu özelliği olan hiçbir sonlu alt kümesi 

olmadığını varsayalım. O zaman Y içinde ji ≠ için 

  ε≥− jyy1  

koşulunu sağlayan bir ny   dizisi bulunabilir. Y  kompakt olduğundan )( ny  

dizisinin Yy∈  gibi bir yığılma noktası vardır. O halde bir k  için 

  
4

ε
〈− yyk  

ve k〉l için  

  yy −
l 4

ε
〈  dir. Buradan  

  
2
εε 〈−≤ yyk  



 

 38 

çelişkisi elde edilir. O halde Y  içinde { }nyy ..,,.........1 gibi bir sonlu küme için 

 )(
1

i

n

i
yBUY ε=

=  dir.  

 { }∑ ≥=++= 0,1:........11 iinn heryyx θθθθε  

olarak tanımlayalım. XX ,ε  in bir konveks alt kümesidir. (Diğer taraftan εX  nun Y  

nin alt kümesi olması gerekmez. Çünkü Y nin konveks olduğu varsayılmamıştır.) 

Şimdi XYP →:ε   sürekli fonksiyonunu aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

 ni ≤≤1  ve Yy ∈  için 

 






〈−−−

≥−
=

εε
ε

ϕ
yyyy

yyo
y

ii

i

i
,

,
)(  

 

olsun. Kolayca görüleceği gibi [ )∞→ ,0:Yiϕ  sürekli bir fonksiyondur. Ayrıca 

YY ∈  ise, bir iy  için 0)( 〉yiϕ  olur.  

 0)(................)(1 〉++= yyS ny ϕϕ  

ve 

 ),1(
)(

)(
)( Yyni

yS

y
y i

i ∈≤≤=
ϕθ  

koyalım. Her i için 0;≥θ  ve 1=∑ iθ  dir. Yy∈  için 

  nn yyyyyP )(..................)()( 11 θθε ++=  

fonksiyonu Y den εX içine sürekli bir fonksiyondur. iϕ  lerin tanımı nedeni ile  

  ε〈− yyi  değilse, 

 0)( =yiϕ  
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dır. O halde 

 ∑ −=− ))(()( yyyyyP iiθε  

       εθ 〈−≤∑ )()( yyy ii  

olur.  

εεε xxf −:  

   ))(()( xfPxf εε =  

olarak tanımlansın. Đspat öncesi verilen Lemma dolayısıyla ,εx  bir m için mℜ  nin 

kompakt ve konveks bir alt kümesine homeomorfdur. O halde εf  nun εε Xx ∈  

gibi bir sabit noktası vardır. 

   εεε xxf =)(   

olduğundan  

   εεε xxfP =))((  

ve dolayısıyla 

   εεε 〈− xxf )(  

elde edilir.  

   Yxfy
n

n ∈= )( 1  

dir. Y  kompakt bir metrik uzay olduğundan ny  nin yakınsak bir 
kny alt dizisi 

vardır. 
knk

yY
∞→

= lim   olsun.  

knnn
n nxxfxy

kkk
k

1)( 111 〈−=−  
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olduğundan )( 1
kn

x  diziside yakınsaktır, ve limiti  y  dir. O halde f  nin de 

sürekliliği göz önüne alınacak olursa,  

  yyf =)(  

elde edilir.  
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5. BÖLÜM 

5.1. SONUÇLAR 

 Bu çalışmada sabit nokta teorisindeki varlık teoremleri incelenmiş ve 

sunulmuştur.  

 Sabit nokta tanımına istinaden her bir bilinmeyenli, katsayıları kompleks 

sayılar olan polinom denkleminin çözümünün bir sabit noktayı bulmaya 

indirgenebileceği saptanmıştır. 1. Bölümde bu yönde örnekler üzerinde durulmuştur. 

Sabit noktanın varlığını iddia eden teoremlerin kompaktlık veya tam topolojik uzay 

şartlarının sağlanmasıyla gerçeklendiği vurgulanmıştır. Đlerki bölümlerdeki ifadelerin 

anlaşılması sebebiyle ilk bölümde metrik, kompaktlık, süreklilik, yakınsama, Cauchy 

Dizisi, Tam Uzay ve homeomorfizm gibi tanımlar ve örneklendirmeler üzerinde 

durulmuştur.  

 Đlk olarak 2. bölümde en eski sabit nokta teoremlerinden birisi olan Banach’ 

ın Daraltma Dönüşümü Teoremi incelenmiştir. 

 Banach Uzayında, verilen bir xAx =      denkleminin çözümünün ardışık 

yaklaşımlar yöntemi ile çözüleceği gibi bu çözümün XXA →:  dönüşümünün bir 

sabit noktasının varlığı ile denk olduğu incelenmiştir.  

 Adi diferensiyel denklemler için Cauchy probleminin çözümü Picard varlık 

Teoreminde irdelenmiş ve bunun teorik sonucu olarak da Banach teoremi 

belirtilmiştir.  

 Ele alınan XXf →:   daraltma dönüşümünde, 

 Xx ∈0  ile başlayan ( )1−= nn xfx  dizisi tanımlanarak f  dönüşümünün tek 

bir sabit noktaya sahip olduğu gösterilmiştir.  
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 Daraltma dönüşümü tanımıyla , ( ) yyf =  sonucunda elde edilen; 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )yxdkyfxfdyxd nnn ,.,,, 11 −− ≤=   

eşitsizliği ard arda uygulandığında; 

( ) ( )yxdkyxd n
n ,, 0≤  olduğu gösterilmiştir.  

10 〈≤ k  olduğundan 0x  ne olursa olsun  

yxn =lim  olduğu görülmüştür. Buradan şu sonuç çıkarılmıştır ki; her hangi bir 0x  

noktasına f  dönüşümünü ardışık olarak uygulayarak elde edilen dizinin limiti bize 

aynı sabit noktayı verir. dolayısıyla söz konusu dizinin yakınsak olması ile sabit 

noktasının olması eşdeğerdir sonucuna varılmıştır.  

 Ayrıca bu çalışmada Banach Teoreminin adi diferensiyel denklemlere 

uygulaması irdelenmiştir.  

 Matematikte sonlu boyutlu uzaylarda Brouwer teoremi topolojik kavramları 

kullanarak ispatlanan genel teoremlerden biri olarak tanımlanmıştır. Sadece 

matematikte değil aynı zamanda ekonomide ve oyunlar teorisinde önemli bir araç 

olan şekillerde ifadesi ve çok çeşitli ispatları bulunduğu belirtilmiştir. Garsia’nın ve 

Milnor’un ispatları elemanter ispatlara örnek olarak verilebilir.  

 Brouwer teoremi, " 'nℜ    nin kapalı birim yuvarı [ ]1,0nB  olmak üzere eğer, 

[ ] [ ]1,01,0: nn BBf →  

sürekli bir fonksiyon ise 

[ ] ( ) 000 1,0 xxfBx n =∋∈∃  dir” 
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olarak Brouwer tarafından verilmiş, daha sonra da değişik yöntemlerle farklı kişiler 

tarafından verilmiştir. Bu çalışmamızda geriye dönüşüm (çekme dönüşümü) tanımı 

kullanılarak bir ifade ve ispat üzerinde durulmuştur. 

 YXr →:   verilsin. Sabit nokta özelliğini sağlayan X için ', XY in bir geriye 

dönüşü ise Y de sabit nokta özelliğini taşır ifadesi ispat bulmuştur.  

 Brouwer Sabit  Nokta Teoreminin Banach uzaylarına bir genellemesi şeklinde 

ifade edilerek Schauder Sabit Nokta Teoremi incelenmiştir.  

 Bu teoremde Banach uzayında boştan farklı konveks ve Y    gibi bir kompakt 

alt kümeye sahip olan X   için; YXf →:  sürekli f  için bir sabit noktanın varlığı 

irdelenmiştir.  
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