1. BOLUM
GIRIiS

Integral hesabi bir ¢ok alanda siklikla karsimiza cikmaktadir. Ancak
integralin tam degeri maalesef her zaman analitik olarak bulunamamaktadir. Bu
ylizden integralin gergek degerini tam ya da yaklasik olarak hesaplayan g¢esitli

nlimerik integrasyon metotlar1 tiretilmistir.

Niimerik integrasyon metotlar1 integrali alinacak olan fonksiyonun bazi
noktalardaki degerleri kullanilarak olusturulur. Ancak iyi bir yaklasim i¢in bu

fonksiyonun hangi noktalardaki degerlerinin kullanilacagi ve kag¢ nokta secilmesi

b
gerektigi disiiniiliir. Genel olarak J.f(x)dx seklindeki bir integral icin niimerik

integrasyon metodu nkullanilan nokta sayisi olmak iizere Q,(f)= ZW, f(x)
i=1

seklinde ifade edilir. Burada X integrasyon noktalarmmi ve W ise integrasyon
agirhiklarinin - gosterir.  [a,b] integrasyon araligini esit uzunlukta parcalayarak
fonksiyonun hangi noktalardaki degerinin alinacagina karar verilebilir. Polinomsal

interpolasyon ile f(X) fonksiyonunun bu noktalardaki degerleri kullanilarak bir
polinom olusturulur. Polinomlar tam olarak integrallenebildigi i¢in f(x) yerine bu
polinomun integrali alinir. Boylece integral degerine yaklasik bir sonug elde edilir.
Kullanilan nokta sayisi artirilarak daha iyi sonuclar elde edilebilir. Bu sekilde
olusturulan integrasyon metotlart Newton-Cotes formiilleri olarak adlandirilir. Daha
iyi bir yaklagim i¢in [a,b] araligi parcalanarak her bir parcaya ayri ayr1 Newton-
Cotes formiilleri uygulanir. Bu sekilde olusturulan integrasyon metotlarina da
Kompozit Newton-Cotes formiilleri adi verilir. Boliim 2.1 ve 2.2 de bu konular

tanitilmastir.

n nokta kullanilarak Newton-Cotes formiilleriyle derecesi en fazla n—1 olan

polinomlar tam olarak integrallenebilir. Daha yiiksek dereceden polinomlarin tam



olarak integrallenebilmesi i¢in Newton-Cotes formiilleri yeterli gelmemistir. Bunun
icin ortogonal polinomlar baz alinarak Gauss integrasyon metotlari olusturulur. n-
noktal1 Gauss integrasyon metodu i¢in n. dereceden ortogonal polinomun kokleri
integrasyon noktalarini, ortogonal polinomlarin c¢esitli degerleri kullanilarak
olusturulan bir lineer denklem sisteminin ¢oziimii ise agirliklart verir. Ancak
integrasyon noktalar1 ve agirliklar pratikte burada belirtildigi gibi hesaplanmaz.
Kolaylig1 agisindan Jacobi matrisi olarak bilinen simetrik, ti¢ kosegenli matrisin
0zdegerleri ve 6zvektorleri kullanilarak hesaplanir. Gauss integrasyon metodu ile n
nokta kullanilarak derecesi en fazla 2n-—1lolan bir polinom tam olarak
integrallenmektedir. Boliim 2.4 de Gauss integrasyon metotlar1 etraflica islenmis
ilgili bir ¢cok teorem verilerek, cesitli 6zel agirlik fonksiyonlarina gore olusturulmus
ortogonal polinomlarin Gauss integrasyon metotlar1 verilmistir: Gauss-Legendre,
Gauss-Hermite, Gauss-Laguerre, Gauss-Chebyshev gibi... Gauss integrasyon
metotlarindan ¢ok iyi yaklasimlar elde etmemize ragmen hatasimi pratik olarak
hesaplamak olduk¢a zordur. Ciinkii hatanin hesab1 icin integrali alinan

fonksiyonunun 2n. tlirevinin hesaplanmasi gerekir.

Hatanin yaklasik hesabi icin c¢esitli ¢alismalar yapilmistir. Farkli bir
integrasyon metodu daha olusturularak bu iki metottan elde edilen sonuglar
arasindaki fark, integrasyon hatasma bir yaklasim olarak kabul edilmistir. Ikinci
metot icin en az N+1 nokta gerekir. Ciinkii n nokta ile en yiiksek yaklagim

derecesine sahip tek integrasyon metodu Gauss integrasyon metodudur.

n Gauss integrasyon noktasi ile birlikte yeni Nn+1 integrasyon noktas1 daha
alarak olusturulan 2n+1 noktali, yaklasim derecesi 3n+1 olan bir integrasyon
metodu iretilmistir(Kronrod,1964). Kronrod bu c¢alismasinda [-1,1] araliginda
Legendre polinomlarin1 kullanmis ve bu c¢aligmasinin sonucunda tiim integrasyon
noktalarinin reel ve bunlara karsilik gelen tiim agirhiklarin pozitif oldugunu
ispatlamistir. Ancak bu durum genellestirilemez. Ciinkii derecesi birden biiyiik tiim
klasik Laguerre polinomlar1 ( =0) i¢in olusturulacak yeni integrasyon noktalarinin

bir kism1 kompleks degerler alir. Ayni durum n=1,2,4 dereceli Hermite polinomlar1

kulanildiginda da ortaya cikar. Gauss-Kronrod metotlarinin ilk ortaya cikisi 1964

olmasia ragmen degisik agirlik fonksiyonlarma gore Gauss-Kronrod metotlarinin



varhig1 ve tekligi, Kronrod noktalarinin reel olup olmadigi, ilgili agirliklarin pozitif
olup olmadiklari, Kronrod noktalar1 ve agirliklarinin hesaplanmasi gibi konular
heniiz tam olarak aydinliga kavusmamis problemlerdir. Béliim 3.3 de Gauss-Kronrod
integrasyon metotlar1 tanitilarak cesitli Ornekler verilecektir. Gauss-Kronrod
metotlarinin integrasyon noktalarinin ve agirliklarinin hesaplanmasi i¢in kullanilan
ortogonal polinomlarin yineleme katsayilarin1 kullanmak en pratik yoldur. Boliim

3.3.2 de bu katsayilarin hesabi icin kullanilacak olan Laurie algoritmasi verilmistir.

Gauss-Kronrod metotlarinin her zaman mevcut olmamasi farkli metotlarin
tiretilmesini saglamistir. Laurie(1996) Anti-Gauss kurallar1 olarak adlandirilan yeni
bir metot onermistir. Derecesi 2N+ 2 den kiiclik tiim reel katsayili polinomlar igin
bu metodun hatas1 Gauss integrasyon metodundaki hata ile ayni biiyiikliikte ama ters
isarettedir. N+1 yeni nokta ile elde edilen bu yeni metodun yaklasim derecesini
artirmak icin Ehrich(2002) yaptig1 ¢alismada klasik Hermite polinomlar1 kullanildigi
zaman yaklasim derecesi 2n+ 3, Laguerre polinomlar1 i¢in 2n+2 elde etmistir.
Hascelik(2005) bu o6zelligi genel-Hermite polinomlarina genisletmis, yaklagim
derecesi olarak 2n+ 3 elde etmistir. Boliim 3.4.de Anti-Gauss kurallar1 incelenecek,
Gauss ve Anti-Gauss integrasyon metotlar1 kullanilarak olusturulan Averaj

integrasyon metodu tanitilacaktir.

Su ana kadar bahsedilen tiim integrasyon kurallarinin hesabr i¢in gerekli olan
en onemli sey kullanilan ortogonal polinomlarin ii¢ terimli yineleme bagintisindaki
katsayilardir. Ancak her agirlik fonksiyonu i¢in yineleme katsayilarinin taniminda
kullanilan integralleri kolayca hesaplamak miimkiin olmamaktadir. Ozellikle biiyiik
n degerleri i¢in polinomlar bilgisayarin hafizasinda fazla yer kapladigi icin bu

katsayilar hizli bir sekilde elde edilmemektedir.

Yineleme katsayilarinin hesabi icin bu integralleri kullanmayan Boliim 4.1.
de moment tabanli metotlar verilmistir. Bu metot temel olarak determinant hesabina
dayanmaktadir. Moment tabanli metotlar niimerik kararli degildir. Ancak hassaslik
derecesi artirilirsa iyi sonuglar vermektedir. Moment tabanli metotlarin niimerik

kararli olmamasi katsayilarin farkli bir yoldan hesaplanmasini gerektirir.



Yineleme katsayilarinin elde edilmesi i¢in kullanilan integrallere sonlu bir

toplamla yaklasma fikri ortaya atilmistir. Boliim 4.2.3.1 de Stieltjes algoritmasi

verilmistir. Stieltjes algoritmasi, ilk katsayilar kullanilarak ( Py =1 kabul edildigi i¢in
ag, Py yineleme katsayilari elde edilebilir) Gi¢ terimli yineleme bagintisindan sirayla

diger katsayilarin elde edilmesi temeline dayanmaktadir. Sadece son katsayilarda
hata kabul edilmeyecek sekilde biiyiik degerler vermektedir. Bununla birlikte, elde
edilmek istenen yineleme katsayilarinin sayisi basta segilen sayidan kiiglik segilerek
ve gerekli normalizasyon islemleri yapilarak bu problem ortadan kaldirilabilir.
Boliim 4.2.3.2 de Stieltjes algoritmasina alternatif olarak Lanczos tipi algoritma
verilmigtir. Bu algoritma niimerik kararli degildir. Ancak Gragg ve Harrod(1984)
tarafindan  Givens rotasyonlar1 kullanilarak niimerik kararli  bir gekle

doniistlirilmiistir.

Hermite, Legendre, Laguerre, Chebyshev gibi klasik polinomlarin ii¢ terimli
yineleme bagintisindaki katsayilar bilinmektedir. Ama yeni bir agirlik fonksiyonu
kullanilarak olusturulacak ortogonal polinomlarin bu yineleme katsayilari her zaman

kolaylikla hesaplanamamaktadir. Boliim 5 de
W(x) =[x exp[—xzjcosz(x) xeR a>-1

ve benzeri agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak olusturulmus ortogonal polinomlarin
yineleme bagintilarindaki katsayilar Lanczos tipi algoritmayr kullanan bir metotla
yaklasik olarak hesaplanarak, ilgili Gauss integrasyon metotlar1 olusturulmustur. o
nin farkli degerleri i¢in bu metotla elde edilen yineleme katsayilar1 tablolarda
gosterilmis ve bu katsayilar kullanilarak integrasyon metotlar1 elde edilmistir. Bu
metot ve farkli metotlar kullanilarak elde edilen hata degerleri bir tabloda verilerek
aralarinda en iyi sonucun yukarda belittigimiz algoritma ile bulunan degerden elde

edildigi gozlenmistir. Bu metot farkli tipteki her agirlik fonksiyonu icin de
kullanilabilir. Bu algoritma disinda W(X) =|x—b|" exp(-x*), be R, @ > -1 tipi bir
agirlik fonksiyonu ile olusturulacak ortogonal polinomlarinin yineleme katsayilarini

Milonovic ve Cvetkovic(2003) asimptotik acilimlar veya lineer olmayan denklem

sistemlerinin ¢dziimiinii kullanarak hesaplamistir.



2. BOLUM

NUMERIK INTEGRASYON
b
|(f)=j f (x)dx 2.1)

integralini ele alalim. Niimerik integrasyon metotlari, verilen bu integralin degerini
tam ya da yaklagik olarak hesaplayan metotlardir. Bu metotlar genellikle integralin
analitik olarak hesaplanmadigi durumlarda kullanilir. integralin gercek degeri ile

nlimerik metotla bulunan deger arasindaki fark integrasyon hatasini verir.

R(F)=1(F)-Q,(f) (2.2)

Buradaki Q,(f) niimerik metotla bulunan degerdir.

R(P)— 0, VPell,
(P)= #0, 3IPell_,

[1,, derecesi en fazla m olan polinomlar kiimesi olmak tizere, Q,(f) integrasyon

metodunun yaklagim derecesi m dir, denir. Asagidaki boliimlerde ¢esitli integrasyon

metotlar1 incelenecektir.
2.1 NEWTON-COTES FORMULLERI

f(x) fonksiyonu [a,b] integrasyon araliginda tanimli olsun. Bu metodun

kullanilabilmesi i¢in [a,b] araliginin sonlu olmast gerekir. Newton-Cotes
formiillerinde verilen f (x) fonksiyonu uygun bir P(X) polinomu ile degistirilir ve

bu polinomun integrali alinarak orijinal integralin degerine yaklasik bir sonug¢ elde

edilir.



Newton-Cotes formiillerinde esit uzakliktaki noktalarin fonksiyon degerleri

kullanilir. Bunun igin [a,b] araligi asagidaki gibi pargalanacaktir:

X =a+ih i=0,1,...,nNn h=——

P(x)="f(x) i=0,1,..,n

sartlartm1  saglayan P, e[l polinomu g6z oOniine alinsin. P, polinomsal

interpolasyon kullanilarak elde edilir. Bu interpolasyonla n noktadan derecesi en

fazla n—1 olan bir polinom olusturulur. L(X), i =0,1,...,n Lagrange polinomlar

kullanilarak P, polinomu

Li(x):ﬁ

ki

:__Xxkk  R(=2L00T00) =Y L0

seklinde bulunur. Newton-Cotes formiiliinde kullanilan polinom i¢in interpolasyon

uygulanirsa, X =a+ih oldugu igin

X tyt-k
. gl—k (1)

PO=YL00E  Le=]]

[R.(0ax= Z fi [ L(odx = hzn: fi_rfgo(t)dt = hzn: fo

a

elde edilir. Dikkat edilirse «; degerleri sadece kullanilan nokta sayisina baghdir.
Ozellikle integrali alinan f(x) fonksiyonuna ve integralin sinirlart olan a,b

degerlerine bagli olmadig goriiliir.

Ornek 2.1. N=2 icin ¢, agirhiklart Lagrange interpolasyon polinomu kullamlarak

asagidaki gibi bulunur:
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Bu degerler integrasyon formiiliinde yerlestirilirse
; 1
jPz(x)dx:gh( fo+4f +f,)
elde edilir. Bu metot Simpson kurali olarak adlandirilir.

Newton-Cotes formiillerindeki ¢; sayilariin her biri bir rasyonel sayidir ve

bu rasyonel sayilarin paydasi ortaktir. Bu rasyonel sayilar

da =n
i=0
0zelligini saglar. Newton-Cotes formiilleri i¢in integrasyon hatasi
b b
[R.ax—[ Fodx=hP'KE (&) Ee(ab)

seklinde ifade edilir. p ve K degeri sadece ndegerine baghdir. Kullanilan nokta

sayisina gore Newton-Cotes formiillerine c¢esitli isimler verilmistir. Bunlar soyle

siralanabilir;

n=1 i¢in Newton-Cotes formiilii yamuk kurali olarak bilinir. (X, f,),(X,, f,)

noktalarindan olusan Lagrange interpolasyon polinomu

R
X —X% X=X

2



seklindedir. Yamuk kuralinin hatasi éh3 f'(&), £e(a,b) ile verilir. Bu kuralin

yaklagim derecesi birdir.

3 noktal1 Newton-Cotes formiilii Simpson kurali olarak adlandirilir. Simpson

kuralinin yaklasim derecesi lctiir. Yaklasim derecesinin yiliksek olmasi nedeniyle

siklikla kullanilir.

4 noktali Newton-Cotes formiilii Simpson’s 3/8 kuralidir ve

b
Ia(x)dx=§h(f] +3f,+3f,+ f,)

formiiliiyle belirtilir. Hatas1 ise % h’ (&), £ e(a,b) ile verilir.

5 noktali Newton-Cotes formiilii
B 2 8 7 £ (6)
{ FOOdX=Zh(71, 4326, 41264321, + 7)) - -0 ()
seklindedir ve Milne kurali olarak bilinir.
7 noktal1 Newton-Cotes formiili
’ 1 9
_ _ 9 £ (8)
.!: f(x)dx = 120 h(41f +216f,+27f,+272f, +27f,+216f, +41f,) 1200 h' (&)

seklindedir ve Weddle kurali olarak adlandirilir. Daha detayli bilgi icin

http://mwww.mathwor|d.com internet adresine bakilabilir.

n eger biylik deger secilirse baz1 «; degerleri negatif ¢ikar. Bu durumda

formiil niimerik amag¢ bakimindan uygun degildir.


http://www.mathworld.com/

2.2. KOMPOZIT METOTLAR

Newton-Cotes formiillerini [a,b] araligmin tiimiine uygulamak yerine bu

aralik esit pargalara ayrilip her bir pargaya ayri ayri uygulanilarak elde edilen
metotlardir. Bu metodun Newton-Cotes formiillerine gére avantaji hatanin daha az
olmasidir. Verilen integral asagidaki gibi pargalanir sonra her bir araliga Newton-

Cotes integrasyon kurali uygulanir:

b X % X,=h
[foodk= [ foodx+ [ foodx+...+ [ F(dx 2.2.1)
a X

a=X Xn-1

Yamuk kurali i¢in hata % f?(&) iken kompozit yamuk igin hata

_bl—za(_b—a)z f®(&) seklindedir. Kompozit yamuk i¢in hatanin daha az oldugu
n

buradan goriilir. Hata hakkinda daha detayli bilgi i¢in Bulirsch(2000, s 123)
bakilabilir.

2.3. ORTOGONAL POLINOMLAR

A(X), X—>—00 , X—> o0 i¢in sonlu limitlere sahip, azalmayan bir fonksiyon

ve dA dreteg pozitif 6l¢iim olsun. Uygulamalarda goriilen dl¢timlerin ¢ogu mutlak

stireklidir. Bu yiizden dA(X) =w(Xx)dx seklinde yazilabilir. Agirlik fonksiyonu olarak
adlandirilan W negatif olmayan, integrallenebilir bir fonksiyondur. Integral araligi

sonlu, yar1 sonlu, sonsuz olabilecegi gibi sonlu veya sayilamaz ¢oklukta A nin W,

pozitif atlamalara sahip oldugu ayrik X, noktalarindan olusabilir.

Karesi integrallenebilen fonksiyonlar uzay1

Lz[a,b]={f

Iw(x)[f (X)Fdx< oo}

uzerinde

(f,g)= jw(x) f (X)g(X)dx (2.3.1)



seklinde bir i¢ ¢arpim tanimlarsa f =g i¢in

[f]|=y(f. )= (j fz(x)w(x)de (2.3.2)

f fonksiyonunun normu elde edilir. || f || >0 oldugu agiktir.

[1, < II derecesi k ya esit ya da daha kiigiik olan polinomlar kiimesi olsun.

Her mertebeden
s, = 4, (dA) = j XdA(x) k=0,1,2,..., (2.3.3)
R

momentler tanimli olmak tizere herhangi p,qe[]i¢in <p, q> =0 ise p polinomu

polinomuna ortogonal(diktir) denir. Sayilabilir bir kiimenin tiim elemanlarinin
birbiriyle i¢ carpimi1 0 ise bu kiimeye ortogonal denir. Eger ortogonal polinomlarin

bagkatsayis1 bire esitse bu polinomlara monik ortogonal polinomlar denir.

Normlar1 bire esit olan ortoganal elemanlardan olusan kiimeye ortonormal
kiime denir. Ortogonal bir kiimeden ortonormal bir kiime elde etmek icin ortogonal
polinomlar, normlarina boliiniir. Yani
R

—  k=0,12,...,
IR

R

seklinde ortonormal polinomlar olusturulur. Bu polinomlar asagidaki 6zelligi saglar:

< 0 k=l
(R(’F?):aklz{l kil

2.3.1. Uc Terimli Yineleme Bagintisi

Uc terimli yineleme bagintis1 kullanilarak ortogonal polinomlar kolaylikla
olusturulabilir. Bu bagint1 ortogonal polinomlar1 ve tiirevlerini bulmak igin

kullanilmas1 disinda yineleme katsayilarindan ortogonal polinomlarin kokleri ve

10



Gauss integrasyon kuralinda kullanilan agirliklar bulunabilir. Ayrica monik
ortogonal polinomlardan ortonormal polinomlar1 olustururken de kullanilabilir. Ug

terimli yineleme bagintisi agagidaki 6zelligi saglayan

(rp.9)=(p.ar) Vp.a,rell igin (2.3.4)

i¢ carpimlarda tanimlidir.

Teorem 2.3.1. [a,b] araliginda w(X) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal yani
<R, R(> =0 i#Kk sartin1 saglayan P, e[l;, j=0,l,... polinomlari vardir ve tektir.

Bu polinomlar Gram-Schmidt yontemi ile

P,(0=0, R(x)=1

Fi)+1(X):(X_ai)Fi)(X)_th?—l(X) i:1525'--5n
a :<<X§§>> i=0.,1,...,n
b= <F<)R’E>> i=1,2,...,n (2.3.5)

seklinde ifade edilir. Buradaki polinomlar monik ortogonal polinomlardir. Yani
polinomlarin bas katsayilar1 bire esittir.
2.4. GAUSS INTEGRASYON METODU

b
w(x) agirhik fonksiyonu olmak iizere I(f)= J-W(X) f (X)dx integrali goz

Oniine alinsin. [a,b] aralig1 sonlu, yar1 sonlu veya sonsuz olabilir. Agirlik fonksiyonu

asagidaki sartlari saglasin:

a) W(X)=>0, VX e[a,b] araliginda 6lgiilebilir.

b
b) 4, >0 olmak {izere tiim momentler g, = J. X*W(X)dx var ve smirhdir.

a

¢) [ab]araliginda negatif olmayan tiim P(X) polinomlari igin

11



jw(x)P(x)dx:O = P(X)=0 (2.4.1)

b
saglanir veya buna denk olarak Iw(x)dx >0 kullanilabilir.

Pratikte sik kullanilan agirlik fonksiyonlar1 asagidaki tabloda gosterilmistir:

[a,b] aralig1 Agirlik fonksiyonlari Ortogonal polinomlar

[-1,1] 1 P.(X) : Legendre polinomlari
[-1,1] 1/ ﬂ T.(X) : Chebyshev polinomlari
[0,0) e’ T.(X) : Laguerre polinomlari
(—o0,00) g* H . (X) : Hermite polinomlart

n-noktal1 Gauss integrasyon metodu

Q=Y w, F(x,) (242

seklinde ifade edilir. Burada X; integrasyon noktalari W, integrasyon agirliklar
olarak adlandirilir. X; ve W, ifadelerinde goriilen n indisleri kolaylik agisindan

anlasildig1 siirece sonraki kisimlarda kullanilmayacaktir. Daha onceki boliimde

bahsedilen Newton-Cotes formiillerinde X apsis degerleri [a,b] aralig1 esit parcalara

boliinerek se¢ilmisti. Ancak araliklarin esit olarak parcalanmasi metodun yaklagim
derecesi dikkate alindiginda en iyi se¢im degildir. Bu boliimde yaklasim derecesinin

maksimum olmasini saglayan metot verilmistir.

Asagida integrasyon metotlar1 icin siklikla kullanilan bir ka¢ tanim
verilmistir:
1)Eger metodun yapisinda kullanilan denklemler (kompleks de olabilir) bir ¢éziime
sahipse integrasyon formiilii mevcuttur denir.
2) Eger tiim noktalar ve agirliklar reel ise formiil reeldir denir.

3) Eger tiim agirliklar pozitifse formiil pozitiftir denir.

12




Gauss formiilleri yukarda verilen sartlar altinda her n i¢in mevcuttur ve
pozitiftir. Ayn1 zamanda integrasyon noktalarinin hepsi ayrik ve integrasyon araligi

i¢erisindedir.

Teorem 2.4.1. Pe][] :><P, Pn> =0
Ispat: Sifir elemanini iginde bulundurmayan bir ortogonal kiime lineer bagimsiz

oldugundan {P (X), i =0,L...,n} kimesi [], vektor uzay1 i¢in bir taban olusturur.
[, kiimesine ait herhangi bir polinom {P (X), I =0,1,...,n} polinomlarinin bir
lineer kombinasyonu seklinde yazilabilir. Bu yiizden P e[]

n 16In

P(X)=GR(X)+CR(X)+...+ R (X)

seklinde ifade edilebilir. Her iki tarafin W(X) ile carpilarak integrali alinirsa

{R(x), i=0,1,...,n} polinomlarinin ortogonal olmasindan istenen elde edilir.

Teorem 2.4.2. P, polinomlarinin kokleri basittir ve hepsi (a, b) araligindadir.
Ispat: P, polinomunun (a, b) actk araliginda isaret degistiren kokleri

a<x, < X, <...<X, <b olsun. Bu kokler katli kokler ise kat1 tek olmak zorundadr,

aksi halde P, isaret degistirmez. Eger

ax)=][(x-%) m<n
k=1

seklinde tanimlanirsa P, (X)q(X) polinomu [a,b] araliginda negatif olmaz.

Dolayisiyla (2.4.1) sartindan dolay1
(R0} = [ WP, (0G()dx % 0

saglanir. Bu ise ancak deg(g)=m=nolmast durumunda mimkiindir; c¢linki

der(q)<n olmast durumunda q(X)= ) GP(X) seklinde yazilabileceginden

>
—_

Il
(=]



yukaridaki integralin degeri sifira esittir. deg(q) =m=nolmas1 da koklerin basit

olmasini gerektirir.

Teorem 2.4.3. a<Xx <X, <..<X, <b rasgele verilen noktalar olsun. O zaman her

Pell,, i¢in
b n b
j W(X)P(x)dx=>" P(x) j L, (X)W(x)clx (2.4.3)
a i=1 a

esitligi saglanmir. Burada L;(X), i=1,2,...,n verilen apsis noktalarina karsilik gelen

Lagrange polinomlaridir.

Ispat: deg(P)<n-1 oldugundan

P() = POOL (%) + P )L, () +...+ P(% )L, (X)

saglanir. Her iki taraf w(x) agirlik fonksiyonu ile ¢arpilip [a,b] araliginda integrali

alinirsa istenen elde edilir.

Yukaridaki teoremde integrasyon noktalari rasgele alinmigti. Simdi bu
noktalarin daha uygun yani daha yiiksek dereceden polinomlar1 hatasiz

integralleyebilecek sekilde nasil segilecegi gosterilecektir.

Teorem 2.4.4. a<X <X, <..<X <b noktalar1 Gram-Schmidt veya baska yolla
elde edilen n. dereceden P,(X) ortogonal polinomunun kokleri ise her Pell,, |

i¢in
J.W(X)P(x)dx: Zn:wipog) W= j W(X)L, (x)dx (2.4.4)

esitligi saglanir.

Ispat: Pe[l,, , oldugu icin

PX)=R()ax)+r(x  qrell,,

14



seklinde yazilabilir. r e[l oldugundan Xx,X,,...,X, degerleri i¢in Lagrange

polinomu kullanilarak

n

r(X):Zr()ﬁ)Li(X)

i=l

seklinde yazilabilir. Teorem (2.4.1) ve P(X), r(X) polinomlarinin tanimi dikkate

alinirsa

[WOOP)aX=[ WO [P, ()00 + (3] dx = [ wOr (x)clx
b n n b n
aww{Zuuwmﬂ=meﬂummmm=Zme

elde edilir.

Teorem 2.4.5. Eger her Pell,, , igin
b n
[wooP(ax=>" wP(x)
2 i=1

esitligi saglanirsa W agirliklar pozitiftir.

ispat: R.(x)=|L (0| €Il,,, k=12,..,n-1 polinomlar icin (2.4.4) esitligi

saglanir. Lagrange polinomlarinin L (x;) = &; 6zelliginden

0< [woo[L 0] dx:i[Lkog)]zwi —w, k=1,2,..,n

i=l

elde edilir.

15



Teorem 2.4.6.

[R(Xx) R(X) . . R((X)]

R(%) R®X) . . R(Xx.)
A:[R(xj)]mz . : . (2.4.5)

| P(%) B(x) P (%)

matrisi tekil degildir; burada {R,P,...,P

.} ortogonal polinomlar kiimesidir.
Ispat: Herhangi bir kare matrisin determinant1 ile transpozunun determinant1 esit

oldugundan A tekil degilse bu matrisin transpozu A’ de tekil degildir. A’

matrisinin tekil oldugu varsayilsin. O zaman

(R(x) RX) . . Pxy)][c] [0]

P(x) PR(X) . . Rx)||q]| |0
Alc= -

[ PL(%) Pi(%) P.(x.)] 6] 0]

sartini saglayan sifirdan farkli bir ¢" =[c, ¢ .. ¢, ] R vektorii vardir. Simdi

40)=2 GRM <l

polinomu goz oniine alinsin. Yukaridaki matris esitliginden dolayr X, X,...,X,, bu
polinomun kokleridir. Yani qell, , polinomu n tane kdke sahiptir; bu ise ancak

d(x) = 0 olmasi durumunda miimkiindiir. Bu da matrisinin tekil olmasiyla ¢elisir.

Sonug 2.4.7. Farkli X,,X,...,X,, noktalariigin f =f(x)=P(x), i=0,1,..,n-1

sartlarimi saglayan bir P €[], polinomu vardir ve tektir.

Ispat: {P,P,..,P_} ortogonal polinomlar kiimesi [l _, uzay1 igin bir taban

olusturdugundan herhangi bir P €[], polinomu {R,PR,....P, ,} polinomlarinin bir

16



n-1
lineer kombinasyonu olarak P(X)= Z ¢ R.(X) seklinde yazilabilir. X, X,...,X,
k=0

n-1

noktalar1 kullanilirsa P(X) = ch B(x)=f, i=0,1..,n—-1 elde edilir. Bu sistemin
k=0

katsay1 determinanti det[l?(xj)]nxn sifirdan farkli oldugundan sistemin ¢6ziimii var

ve tektir dolayisiyla interpolasyon sartlarini saglayan bir P(X) polinomu var ve tek

sekilde belirlenir.

Teorem 2.4.8.

n

a) X,%,...,X,, N. dereceden ortogonal polinomun kokleri ve {Wl,Wz,...,W}

[R(Xx) R . . . R [w]| [(R.R)]
R(x) R&) . . . R ||W 0
= ’ (2.4.6)
Pa(x) Ra) - o o B Iw] [ 0]
sisteminin ¢oziimii olsun. O zaman i =1,2,...,n igin
b n
[wooP(dx =Y wP(x) VPer,,, (2.4.7)

b) Eger X ,W  yukaridaki lineer denklem sistemini saglarsa X degerleri P

1 n

polinomunun koékleri, W degerleri de (2.4.6) sistemini saglar.

¢) (2.4.7) esitligini her P e[l,, i¢in saglayan X,w, i=1,2,...,.n degerleri yoktur.

Not: (2.4.7) esitliginden Gauss integrasyon metodunun yaklasim derecesinin 2n—1

oldugu goriiliir. Yani

R.(f)=0 fell,,,

Bu, n nokta ile elde edilebilecek en biiylik derecedir.

17



Ispat:
a) (2.4.7) esitliginin saglandigin1 goérelim: X, X,,...,X,, P, polinomunun kokleri

oldugundan farkli degerlerdir. Dolayisiyla (2.4.6) sistemi tek ¢Oziime sahiptir.

Herhangi bir P[], , polinomu
PX)=R(ax)+r(x)  orell,,

seklinde yazilabilir. {Fi}::) kiimesi [, , i¢in bir taban olugturdugundan q ve r

polinomlar1

0= aR0 . ()= LBR(X)

seklinde yazilabilir. P, (X) =1 oldugu da g6z Oniinde tutularak

JWOOPOOAX = [WOILR, ()a(x)+ T (x)]dx = (R, 0) + (R, 1)

elde edilir. Diger taraftan (2.4.6) sistemi Y WR(x)=(P,R), k=0,1,..,n-1,

i=0

seklinde yazilabilecegi igin

n

S WP() = SWIR (A0 1)1 3wr(x) = 5 SwR 0 =b ()

i=0

elde edilir. Dolayisiyla (2.4.7) esitligi saglanir.

b)i=]j=>x=#X (24.7)esitligi P=R, k=0,1,..,n—1 polinomlarina uygulanirsa

b
WR.(x) = [WOOR(x)dx=(R,R),  k=0,,,..,n-1

a

n
i=1

elde edilir, dolayistyla W agirliklar: (2.4.6) sistemini saglar.

Eger (2.4.4) esitligi Q. (X)=P,(X)R.(X), k=0,1,..,n—1 polinomlarina

uygulanirsa

18



0=(R,R)= n WP (%)R.(x), k=0,1,..n—1

n
i=1

ya da matris seklinde

[ R(X) R . . . RO |[wR(x)] [0]
Rx) RO . . . R [|[WROy)| |0
|P(x) BL,(x) . . . BL()[WR(x)] [0

elde edilir. Katsayr matrisinin determinant1 2.4.6 teoreminden dolay1 sifirdan farkl

oldugundan bu sistemin tek ¢oziimii “asikar ¢Oziim” yani sifir ¢oziimdiir, yani

WiPn()g ) =0, i=12,..,n saglanir. W degerlerinin her biri pozitif oldugundan

P ()g ) =0, I =1,2,...,n saglanir, boylece X degerleri P, ortogonal polinomunun

n n

kokleri olmak zorundadir.

¢) (2.4.7) esitliginin teoremin aksine her Pe[l,, icin saglandigini varsayalim. O

zaman negatif olmayan P(X)=H(X—)§)2 polinomu i¢in de saglanir. Ancak bu,
i=0

(2.4.1) sartindan dolay1

b n
0<jw(x)f(x)dx=zwp(>g)=0

celiskisini verir.

Teorem 2.4.9. f € C*"[a,b] ise Gauss integrasyon kurali i¢in hata

: ” T e 2
jw(x)f(x)dx—Zw,f(m:W”a” £e(ab) (2.4.8)

esitligi ile verilir.
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Ispat: Pell,, |, {P()g): f(x), P(x)="f(x), i:l,2,...,n} sartlarin1 saglayan

Hermite interpolasyon polinomu olsun. der ( P) <2n oldugundan

b n n

[wWOPO9dx =Y wP(x) =Y w (%)

a i=1 i=l
saglanir. Dolayisiyla

[ w00 f dx— [ W) POodx = [ wix) f (x)dx—zn:wi F (%) =[WOILF (0 - PO Jdx

esitligi saglanir.Hermite interpolasyonu icin hata formiilii kullanilirsa her xe [a, b]

icinbir £=¢(X) el [Xl, Xy yeees X0y X] degeri vardir dyle ki

fe7 () 2 T2V 2
f(X)-P(X)=——22(X—X ) ..... X— =—|P/(X
(0=POO == B2 (X% ) (X1, == S [R(X)]
esitligi  saglanir. Pn(x) polinomlarmin  kokleri  basit  oldugu igin

P(x)=0, i=L2,..,n saglanir. L’Hospital kural kullanilirsa

f(¥)-P(X)

g(x) = (¢ (x) = :
[P.(]

(2n)!

f ®"(£(x)) fonksiyonunun [a,b] araliginda siirekli oldugu gosterilebilir. Integraller

icin Ortalama Deger Teoremi kullanilirsa dyle bir £ = {(X) € (a,b) degeri vardir ki

FE 4 - F57D
(2n)! = (2n)! (F-F)

WO f (0= POOYdX = [WOQIR, (0T
esitligi saglanir.

Bu boliimdeki tiim teoremler ve ispatlar Bulisch(2000) kitabindaki {igiincii

tiniteden alinmustir.
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Not: (2.4.10) teoreminde kullanilan polinomlar Gram-Schmidt yontemiyle elde

edilen monik ortogonal polinomlardi. Eger monik olmayan polinomlar kullanilirsa

R

teoremde =P (X) kullanilabilir (P(x) monik olmayan ortogonal polinom).

A, P(X) polinomlarinin bas katsayisidir.

Sonu¢ 2.4.10. R, ( f ) hata terimi i¢in f (2n) , [a,b] araliginda siirekli olmak sartiyla

B L) A LG

RO IR

—=Dhb..b (2.4.9)

saglanir.

Ispat: b, sadece P, =0 da bir carpan olarak kullanilir. Bu yiizden herhangi bir say1

b
secilebilir. Genelde Gautschi(1988) izlenerek b, = IW(X)dX = ||F})||2 segilir. Bu se¢im

_IrRIE

sayesinde b,
R

> oldugu da dikkate alinarak

IR IRl

bb..b =|P[
T

=|P, || (2.4.10)

elde edilir. Bu 6zellik (2.4.8) esitliginde yerlestirilirse istenen elde edilir.

Sonu¢ 2.4.11. Eger f®" integrasyon araliginda siirekli ve isareti bu aralikta

degismiyorsa
R(f)>0 eger sign f@V =1 (2.4.11)

R (f)<0 eger  signf®" =-1 (2.4.12)

saglanir.
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2.4.1. Agirhiklarin hesaplanmasi

Bundan 6nceki bolimde agirliklar igin

b 8 X=X
= [wooL (9ax= | Wwoo[ —H)dx (2.4.13)

1= ]
j#i

esitligi verilmisti. Agirliklarin bu yolla veya (2.4.6) sistemi kullanilarak bulunmasi n
nokta sayisimin biiyiikk degerleri i¢in kullanigh degildir. Bu yiizden agirliklarin
hesaplanmasini kolaylagtiran bagka bir yol tanitilacaktir. (2.4.13) esitligiyle birlikte

P.(X) .
X _TTx-x 2.4.14
A (X—%) 1;[(x X;) ( )

j#

bagintisi kullanilarak i =1,2,...,n igin

p P.(x) P.(X)
| = _ n dx = dx 2.4.15
" QW(X){FL'(m(x—m} X (x)I M9 x) (24.15)

elde edilir. X,X,...,X,, P, polinomunun kokleri olmak iizere genel boliinmiis

farklar1 kullanarak herhangi bir f EC(Z")[a, b] fonksiyonu igin X,X,,...,X apsis

noktalarinda fonksiyonunun kendisini ve birinci tiirevini kullanarak olusturulan

Hermite interpolasyon polinomu, hata terimini de ekleyerek yazilirsa

() =P, 00+ F1X, %00 X, X T [ (X=%)

i=1

D6 X0 X X (X= ) [ [ (x= %)

DG X0 X X ] (X=X (X=X ) [ [ (X= %)

 F X X0 X X, X[ | (X= %)

i=l
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elde edilir. Bu ifadenin son terimi hata terimidir.

§
f[xl,...,@,xl,...,&,x]zﬁ (2.4.16)

esitligini saglayan bir &(X) € (min{X,,..., X ,X},max {X,,...,X.,X}) degeri vardir.
Simdi (2.4.16) esitliginin her iki tarafi W(X) agirlik fonksiyonu ile carpilip [a,Db]

araliginda integral alinirsa

b b
jw(x) f (X)dx = _[W(X)Pn_l(x)dx+0+...+
b n
Jrjw(x)f[)(0,xl,...,xn,x]l_[(x—xj )de (2.4.17)

elde edilir. Aradaki terimler <P, I5n>=0, VP ell,, ozelliginden dolayr sifirdir.

Yukaridaki ifadenin en son terimi i¢in Ortalama Deger Teoremi kullanilir ve (2.4.17)

ile polinomlarin normu dikkate alinirsa

13

_ %7 (

- A o)

b n
Iw(x) F[Xys X eres Xs Xy oo xn,x]H(x— X, )zdx

elde edilir. L (x), k=12,..,n polinomlar1 P,(X) ortogonal polinomunun kokleri

ile olusturulan Lagrange polinomlar1 ve (n+ 1) . dereceden ortogonal polinom P

n+l

olmak lizere

f(x)=P_, (X)L (%) :{% X" +} k=1,2,..,n (2.4.18)

fonksiyonunun [a,b] araliginda W( X) agirlik fonksiyonu ile carpiminin integrali

alinirsa
<I5n+l > Lk> =0

olur. (2.4.18) de tanimlanan fonksiyonun 2n. tiirevi alinirsa
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emppy = O L AGA on |
f (X)_dxz”Lo,;(xk)X +..}—AH1A1

elde edilir. Asagidaki esitlikten

[W0B,, 0L, (0 =3B 0L O+ ) (5 )
) n+1 k = n+1 k I A?(zn)' n>'n

b gy + o (PP (2.4.19)

>
S

W, agirliklarinin hesaplanmasina yarayan

_Am _ <I5“’F:)”>
A, PLi(X%)R (%)

2

W, =

P

n

_(AHIJ~ I k=1,2,..n (2.4.20)
A, ) R.(X)F, (%)

(2.4.20) formiilii elde edilir.

Teorem 2.4.12. a #0, ¢, >0, k=0,1,...,n (N>1) olmak tizere

p,()=0, @(X)=A=0

Pren (X) = (A X=B)@, (X) = o, (X), k=0,1,...,n (2.4.21)

yineleme bagtisindan elde edilen {¢,(X),®,(X),...,@,(X)} ortogonal polinomlari ile

olusturulan n- noktali Gauss integrasyon metodunun agirliklar

W, =— [ AHI j ||¢n|| : — i <¢n’ (Dnl> (2422)
A1 ¢n+1(xk)(0n (Xk) Cn (Dn—l()g )(Dn (X)

esitliginden elde edilebilir.
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Ispat: A =a A oldugu yineleme bagmtisindan hemen ¢ikar. (2.4.21) bagntist

k =n igin yazilir ve bu bagintida X=X, X,,..., X, alnirsa

0., (X)=—Co._(x) i=12,.n

elde edilir. Bu degerler (2.4.20) esitliginde yerlestirilirse istenen elde edilir.

Teorem 2.4.13.

T = L (2.4.23)

olsun. Bu matrisin a0, k=0,L...,n elemanlar1 Teorem 2.3.1 de belirtilen
ortogonal polinomlarin yineleme katsayilari olmak tizere det(xl —T,)= P, (X)elde

edilir. Burada P,(X), n. dereceden monik ortogonal polinomdur. T, matrisine n-

noktali Gauss integrasyon metodunun Jacobi matrisi ad1 verilir.

ispat: k=1 icin det(xl =T )=(x—a,)P,(X)=P(X)
k=2 igin det(xl ~T,) = (x~a)R(X)~b = B,(X)
k=3 igin det(x ~T,)=(x-a,)R,(\)~b,R(X) = R(¥)

Bu sekilde devam edilirse ortogonal polinomlarin bilinen ii¢ terimli yineleme

bagintisi olusur. Dolayisiyla det(xl —T,) = P,(X) elde edilir.

Not: Simetrik li¢ kdsegenli T, matrisi asagidaki 6zelligi saglar:

T, =WAW, A, =diagi4, 4. dy], WW =
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b katsayilarinin pozitifliginden A; 6zdegerleri ayrik ve W, matrisinin ilk satir

elemanlarinin tiimii sifirdan farklidir. integrasyon noktalar1 ve agirliklart
T 2 ;
x=4, w=(egWg), I<i<n (2.4.24)
seklinde verilir.

Teorem 2.4.14. X integrasyon noktalar1 T, matrisinin 6zdegerleridir (Bulirsch,

2000).

Teorem 2.4.15. V:[V V., ..V ]T, i=1,2,..,n T matrisinin X 6zdegerine karsilik

i il Yi2 ***Vin

gelen V'V, =1 esitligini saglayan 6zvektorii olsun. O zaman

b
w =V, [woodx =, R (2.4.25)

a

bagintist saglanir (Bulirsch, 2000).

(2.4.14) ve (2.4.15) teoremleri Gauss integrasyon kurali ile cebirsel 6zdeger
problemleri arasindaki bagmtiy1 verir. Integrasyon noktasi ile 6zdeger iliskisi ii¢
terimli yineleme bagintisindan kolaylikla ¢ikarilabilir. Ancak agirliklarin  (2.4.25)

karekterizasyonu daha karisiktir.

Teorem 2.4.16.

jmmumm=iwum+&ﬁ) (2.4.26)

integrasyon toplami diizglin f fonksiyonlar1 i¢in J, Jacobi matrisi kullanilarak

n

wf(x)=ueg f(T)e € =[0,..,0eR

seklinde ifade edilebilir.

26



Newton-Cotes formiilii ile kiyaslandiginda Gauss integrasyon metodu c¢ok iyi
sonuglar vermektedir. Verilen herhangi bir integral i¢cin hesaplama siiresini de g6z
Oniinde tutarak ka¢ N nokta sayisi ile daha avantajli sonug¢ alinacagi bilinseydi o
zaman Gauss integrasyon metodu ¢ok kullaniglt olacakti. Gauss formiiliiniin hatasi
teorik olarak bilinmesine ragmen pratikte bu degeri hesaplamak olduk¢a giictiir.
Ciinkii 2n. tiirevi bulmak kolay degildir. Simdi ¢ok sik kullanilan bir takim 6zel

Gauss integrasyon metotlar1 tanitilacaktir.

2.4.2. Gauss-Legendre Integrasyon Metodu

[-1,1] araliginda W( X)=1 agirlik fonksiyonuna gore olusturulan Gauss

integrasyon metodudur. Integrasyon noktalar1 n. dereceden P (X) Legendre

n

polinomunun kokleridir. Legendre polinomlarinin
(M+1)P,.,(X) =(2m+1)xP, (x)—mP,_, (X) (2.4.27)
(x> 1) B, (x) = mxB, ()~ MR, (X) (2.4.28)
bagintilarin1 sagladig1 gosterilebilir. Legendre polinomlarinin normu

2 1 2 2
IRI = [(ROOFdx ="~ (2.4.29)

esitligi verilir. (2.4.27), (2.4.28) bagintilar1 kullanilarak

(% =1)Ri%)

Rwl()ﬁ): n+l

(2.4.30)

saglanir. (2.4.30) ile norm kullanilarak (2.4.20) deki agirligit veren esitlikte

yerlestirilirse Legendre integrasyon metodunun agirliklari i¢in

= i=1,2,..,n (2.4.31)

(¢-0[R )T [P ()T

formiili elde edilir. Hata terimi ise

27



2

_ (2n)
= GG V(&) (2.4.32)

R[f]
seklindedir.

2.4.3. Gauss-Hermite Integrasyon Metodu

Gauss-Hermite integrasyon kurali

T e* f(x)dx

seklindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in kullanilir.  (—o0,0) araliginda

W(X) =¥ agirhik fonksiyonuna gore olusturulan bir Gauss integrasyon kuralinin

noktalar1 n. dereceden H,(X) Hermite polinomunun kokleridir. Hermite

polinomlar1 X* polinomlarinin toplami olarak

[m/2]

H, (x)= % (—1)kk!(n”flzk)!(zx)”‘2k (2.4.33)

seklinde yazilir. | x| =max {k| ke N,k< X} tam deger fonksiyonunu gosterir.

(2.4.32) esitligi  kullanilarak %=2 oldugu goriiliir.

[H.J" = [ e H, (0dx=2"nz (2.4.34)
oldugu g6z 6niinde bulundurularak Gauss-Hermite integrasyon kurali i¢in agirliklar

Aa ML 2nim

W, =— — = _, k=1,2,..,n  (2.4.35)
A, Hoa(XOH(%)  n*[H, (%]

seklinde elde edilir. Hata terimi

AN

o fOM (&) (2.4.36)

R[f]

ile belirtilir.
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Yukaridaki formiilii kullanmak igin Jr sayisinin niimerik degerine

gereksinim vardir. Ancak Jr degerini tam olarak hatasiz ifade etmemiz miimkiin
degildir. Islemler sembolik de yapilabilir. Ama bu her zaman miimkiin degildir. Bu
ylizden yineleme bagintis1 ile ortogonal kiime elde etmek yerine asagidaki yineleme

bagintis1 kullanilarak ortonormal bir kiime elde etmek ve bu kiimeyi kullanarak islem

1~ 2~ K -~
0= Hk+l=X,/mHk—,/mHk_l (2.4.37)

bu polinomlar kullanilarak  Gauss-Hermite integrasyon kurali i¢in agirliklar

yapmak daha uygundur.

Il
(@]
I

asagidaki esitlikten elde edilir:

2 ! k=1,2,..,n (2.4.38)

W =7= ~ 20
[H.x] n[H,,x)]

2.4.4. Gauss-Laguerre Integrasyon Metodu

[0,00) araliginda W(X) =€ agirlik fonksiyonuna gore olusturulan Gauss
integrasyon metodudur. Integrasyon noktalari n. dereceden L (X) Laguerre

polinomunun k&kleridir. integrasyon agirliklari ise

Vvi - _ : A‘H—l — A1 ] ”Lﬂ(x)y” (2439)
A}Ln()q)l—nﬂ(xl) A]—l Ln—l()q)Ln(X)

seklindedir. Burada A, L, (X) polinomunun baskatsayisidir. Laguerre polinomlari

i¢in
A = Sl (2.4.40)
n!
saglanir. Dolayisiyla A = ! , A =_—1 olur. Ayrica
n+1 A,
(L,(%), L, (X)) = j wW(X)[L, (x)]Pdx =1 (2.4.41)
0
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esitligi saglanir. Boylece
1 1
\[\[I = - = — - ,
(n+1)|—n(Xi)Ln+1()§) nLn—l(Xi)Ln()g)

o Ligoeey

elde edilir. Laguerre polinomlarinin
XL, (x)=nL, (x)—nL,_,(X) =(X-n-1L, (X)+(n+1)L,,,(X) (2.4.42)

yineleme bagintist kullanilarak X, i =1,2,...,n degerleri L, (X) polinomunun kdkleri

olmak iizere
nL (X)=(X-n-1L,(X)=0
elde edilir. (2.4.41) den
XL (%) =-nL,, (%) =(n+DL,(X)

saglanir. Boylece agirliklar

W=t - X (2.4.43)
X[L,OOI (n+D)7[L.,(X)]

seklinde elde edilir. Hata terimi ise

(m)z fen
RIfl= o )' €3] (2.4.44)

seklindedir. W(X)=x“€ ™ agirhk fonksiyonuna gore genellestirilmis Laguerre

polinomu L7 (X) i¢in

'n+a+1)
n!

A = (G 1) ve [[Le (0] H _jx e *[L% ()P dx = (2.4.45)

olmak uzere
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W = I'n+a) B '(n+a+1)x (2.4.46)

nin+a)[ L, 00 ] nin+ D[ L, 00

ve hata terimi

niC(n+a+1)

an £V (&) (2.4.47)

R[f]=
ile ifade edilir.
2.4.5 Gauss-Chebyshev Integrasyon Metodu

Gauss-Cheyshev integrasyon kurali

0

J

f (x)dx
ToA1=X

seklindeki integrallerin hesaplanmasi i¢in kullanilir. n-noktali Gauss-Cheyshev

integrasyon kuralinin noktalar1 n. dereceden Tn(X) Cheyshev polinomunun

kokleridir.

T.0==> kZ(;( D" S( lizi?)'( x)" (2.4.48)
(Te-To) IT\(/T)_T—(X)d _‘/2;(5kn+5n0) (2.4.49)

oldugu goz 6niinde bulundurularak Gauss-Cheyshev integrasyon kurali i¢in agirliklar

W= 2 k=L2,..n (2.4.50)
T (X T (%)
seklinde elde edilir.
Tk(X)=cos(karccos X) k=0,1,... (2.4.51)
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esitligi kullanilarak T, (X) polinomunun kokleri

2k -1)z

}, k=12,...n (2.4.52)
2n

X, = cos{
olarak elde edilir. Bu degerler (2.4.48) polinomunda yerlestirilerek

' 1 k+1 _
T06)= % T (60 = (1) sin[z‘;n 14 (24.53)
sin

T
2n

elde edilir. Gauss-Cheyshev integrasyon kuralinin agirliklari ise birbirine esit olmak

luzere

W, =2, k=1,2,..,n (2.4.54)
n

ile verilir.
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3. BOLUM

GAUSS INTEGRASYON METODUNUN HATASINI YAKLASIK
OLARAK HESAPLAMAK iCiN KULLANILAN METOTLAR

3.1. GAUSS-RADAU ve GAUSS-LOBATTO INTEGRASYON METOTLARI

Eger aralik sonlu (en azindan Radau i¢in yar1 sonlu aralik) ise sinir (ug
noktalardan) biri veya ikisi Gauss integrasyon noktasi olarak alinarak Gauss

integrasyon metodundan yeni bir integrasyon metodu olusturulabilir.

[a,b] integrasyon araliginin u¢ noktalarindan birisi integrasyon noktasi

olarak alinir kalan diger interpolasyon noktalar1 metodun yaklasim derecesi miimkiin
oldugu kadar biiyiikk olacak sekilde secilirse boyle bir metoda Gauss-Radau
integrasyon metodu denir. Eger her iki u¢ da integrasyon noktasi olarak alinir diger
noktalar metodun yaklasim derecesi maksimum olacak sekilde segilirse boyle bir

metoda da Gauss-Lobatto integrasyon metodu denir.

Gauss-Radau metotlar1 agirlik fonksiyonu (b—x)w(x) veya (x—a)w(x)

alinarak elde edilen Gauss integrasyon metotlari, Gauss-Lobatto metotlar1 da agirlik

fonksiyonu (b—x)(x—a)w(x) almarak olusturulan Gauss integrasyon metotlari

gibi diisiiniilebilir.

3.1.1 Gauss-Radau integrasyon Metodu
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Gauss-Radau noktalarinin biri ilk siir noktasi olan a segilirse buna gore

(n+1) -noktali Gauss-Radau integrasyon formiilii

b n
[ f00dx=2,f @)+ AF(z2)+ RA(T) (3.1.1)
a v=1
seklinde verilir. Burada z°, i=1,2,..,n Gauss-Radau integrasyon noktalarini,
A%, 1=0,1,...,n ise agirhklari gosterir. Jacobi matrisi ise

J,fif=b% . ‘/Ffe”] (3.1.2)
HQ"I an
al =a—’:;;(§) (3.1.3)

ile verilir. % matrisinin 6zdegerleri integrasyon noktalarini, bu 6zdegerlere karsilik

gelen normlari bir yapilmig 6zvektorlerin birinci bilesenlerinin karesi de agirliklar

tanimlarken kullanilir.

a yerine b yazilarak da Gauss-Radau integrasyon metodu olusturulabilir. Bu

durumda Gauss-Radau formila

.Tf(x)dx=zn:ﬂff(rf)+if+,f(b)+ R°(f) (3.1.4)
. v
seklinde ifade edilir.
R?, R® hatalar1 igin
R(f)>0, R(f)<0, eger [ab]de  signf™ =1 (3.1.5)
R} (f)<0,R(f)>0, eger [ab] de sign f*™ =-1 (3.1.6)

ozellikleri saglanir. Buradan Gauss-Radau yaklasimlarindan birisi integralin tam
degeri icin iist siir iken digerinin alt sinir oldugunu gosterir. Gauss-Radau

integrasyon formiillerinin yaklagim derecesi 2n dir.

34



3.1.2. Gauss-Lobatto Integrasyon Metodu
N+ 2 nokta kullanilarak Gauss-Lobatto integrasyon kurali

b n
[ f00dx= 12, F(@+ Y 4, f(r,)+ 4, f (0)+ R(F) (3.1.7)

seklinde verilir. Jacobi matrisi

n+2
L AT L
ﬂml en+1 an+1

J L
JL { n+l1 ﬂml%ﬂ] (318)

L L - . - [T . . e o
olur. Burada «,,,, f3,., asagidaki asagidaki lineer sistemin ¢6ziimiinden bulunur:

|:7Z.n+1 (a) ﬂ’-n (a):| |:arl1_+1:| — |:aﬂ-n+1(a)j| (319)
ﬂ.n+l (b) ﬂ.n (b) ,BnL+1 bﬂ-m—l (b)

Gauss-Lobatto metodunun yaklasim derecesi 2n+1 dir. Gauss-Radau fomiiliinde

oldugu gibi Gauss-Lobatto integrasyon kuralinda da hata i¢in asagidaki ozellik

verilmigtir:
RP(f)<0 eger [ab]de  signf’™? =1 (3.1.10)
R*(f)>0 eger [ab]de sign f2"? =1 (3.1.11)

3.2. GAUSS-KRONROD INTEGRASYON METODU

Su ana kadar bahsettigimiz metotlar 19.yy. da yapilan ¢alismalarla ilgiliydi.
20. yy. da ise Gauss-Kronrod integrasyon metodu ortaya atilmistir. Kronrod(1964)

w(X)=1 ve [ab]=[-1,1] alarak n-noktali Gauss-Legendre integrasyon kuralinin

hatasini hesaplamak i¢in ekonomik bir yol sunmustur.
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Amacimiz n— o i¢in bir niimerik integrasyon kuralindan bulunan sonucun

integralin tam degerine yakinsadig1 farzedilerek herhangi bir n i¢in

1 f-Q,(f)

degerini hesaplamaktir. Bunun i¢in ortak yaklastm m>n olmak iizere ikinci bir

integrasyon metodu kullanilarak

1 -Q,(H)]=]Qu()-Q.(1)]

bagintis1 yardimiyla hata hakkinda fikir sahibi olmaktir.

Gauss-Kronrod metotlar1 bir bakima Gauss-Radau ya da Gauss-Lobatto
metotlarmin genellestirilmis seklidir. Onceki boliimde belirtildigi gibi Gauss-Radau
integrasyon metodunda u¢ noktalarin birisi Gauss-Lobatto integrasyon metodunda
ise her iki ug¢ nokta integrasyon noktasit alinmisg, diger noktalar ise metodun yaklagim
derecesini maksimum yapacak sekilde secilmisti. Gauss-Kronrod metotlarinda ise

Gauss integrasyon metodunda kullanilan w(X) agirlik fonksiyonuna gore olusturulan

2.0 =A]J(x=%) (3.2.1)
k=1
ortogonal polinomunun kékleri ve bu noktalara ek olarak (n+1) tane

K K K
T 3Ty oo Ty

Kronrod noktasi daha belirlenecektir.

b
(2n+1) -noktali  Gauss-Kronrod integrasyon kurali: If = J.W(X) f(x)dx
integrali i¢in w, [a,b] araliginda negatif olmayan agirlik fonksiyonu olmak iizere

n+1

Qi ()= XA T+ LA () (3.22)

seklinde ifade edilir.

X° = n-noktali Gauss integrasyon metodunun noktalari
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TJK =n+1tane yeni Kronrod noktasi
A", 2, =Gauss- Kronrod integrasyon metodunun agrliklari
Metodun yaklasim derecesinin maksimum olmasi i¢in 7,7} ,...,z\, integrasyon

*> ' n+l

noktalar1 ile /LK J.ZK ,...,ﬂ,nK ; /11*'( ,ﬂ; KoLAK integrasyon agirliklar1 sdyle belirlenir:

>+l

Stieltjes polinomu olarak bilinen

n+1

Vou () =] [ (x=7[) (3.2.3)
j=1

ile genelde isaret degistiren

W00 =w(o[ [ (x-X0) = Wx), () (3.24)
j=1

agirlik fonksiyonu tanimlansin. Buna gore Z'J.K degerleri

b
(0¥ b = [WOW,., (0 p(X)dX =0, Vpell, (3.2.5)
ya da buna denk olan
b .
(P )y = J‘W(x)l//ml(x)x’dx =0, j=0,L..,n (3.2.6)

esitligini saglayacak sekilde segilir. Kronrod /. (X) polinomunun katsayilarini

(3.2.6) esitliginden elde edilen i kdsegenli matris olusturan lineer denklem
sistemini ¢ozerek bulmustur. Gauss-Kronrod metotlarimin agirliklart  Gauss
integrasyon kurallarinda oldugu gibi integrasyon noktalari ile olusturulan Lagrange
polinomlariin integralleri alinarak hesaplanabilir. Biiyilk n degerleri igin
integrasyon noktalarinin ve agirliklarin daha az hata ile (nlimerik olarak kararli bir
sekilde) hesaplanabilmesi icin Gauss integrasyon kurallarinda oldugu gibi iig
kosegenli bir matris olusturmak miimkiindiir. Gauss-Kronrod integrasyon metodunda
da benzer sekilde bir 6zdeger—o6zvektor iliskisi vardir. Bu iligki Laurie(1997)
tarafindan bulunmustur. Bu matrisin 6zdegerleri Kronrod noktalarini, normlar1 bir

yapilmis 6zvektorlerinin birinci bilesenlerinin kareleri de agirliklar: verir.
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Gauss-Kronrod integrasyon kuralinin yaklasim derecesi N nin ¢ift degerleri

icin 3n+1, n nin tek degerleri i¢in ise 3N+ 2 olur. Yani

RY(f)=0 fell,,., n cift ise
R‘(f)=0  fell,,, ntekise (3.2.7)

ozelligini saglar.

Laurie A< >0, /1;'( >0, z'; € R kabul edip (2n+1). mertebeden simetrik {i¢

kosegenli Jacobi matrisini olugturmustur. Bu Jacobi matrisi

3, Jbe 0
f2n+l = Jan+1 = \/Ee: a, 6n+1 QT (3.2.8)
O 6n+]el ‘]*

n

veya daha acik olarak

=
o

—

(3.2.9)

Jb, &, |

seklinde gosterilir. Simetrik ii¢ kosegenli Gauss-Kronrod T, . matrisi

2n+1

Tt :\NanAZN,\NszH Azm = diag [ZI’ZZ""’ZZnH:' Vv2n+1w ;n+]: I

ozelligini saglar.

Onerme 3.2.1. Jacobi —Kronrod matrisi var ve reel <> uygun Kronrod formiilii var,

reel ve pozitiftir.

Bu Onermeden Kronrod formiiliiniin integrasyon araligi disinda nokta

icermedigi sonucu ¢ikarilmaz. Monegato(1982) bu yeni noktalarin agirliklarinin
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pozitif olmasinin Kronrod noktalarinin, Gauss noktalar1 arasinda yer almasina bagl
oldugunu bulmustur. Bu durumda integrasyon araligi disinda en fazla iki nokta

olabilir ki onlar da u¢ noktalaridir.

Onerme 3.3.2. Eger uygun Kronrod formiilii var, reel ve pozitifse Boliim 3.2.2.deki

algoritma rahatlikla kullanilabilir.

Bu Gauss-Kronrod formiilii reel ve pozitif degilse algoritmanin islemeyecegi

anlamma gelmez. Hala iyi calisabilir. Ancak bu durumda yukaridaki 6nermeden
dolay1 Jacobi—Kronrod matrisi reel olmaz. Boylece Bj yineleme katsayilarinin en

azindan biri negatif olur.

Negatif agirliklar ve reel olmayan noktalar arasindaki farki ayirmanin kolay
bir yolu yoktur. Ornegin 3-noktal1 Gauss-Hermite formiiliiniin 7 noktal1 Kronrod

acilimin1  olusturmaya calisirken (bunun imkansiz oldugu ispatlanmistir)
66 =—loldugu goriiliir. Uygun Kronrod formiilii kompleks noktalidir. 4 noktali
Gauss-Hermite formiiliiniin 9 noktali Kronrod acilimini elde etmeye calisirken
(bunun imkansiz oldugu heniiz ispatlanmamaistir). 66 =—1/4 68 =—1/4 elde edilir
ve formiil reel noktali ama Gauss noktalarinin ikisi negatif agirliga sahip olur.

Onerme 3.3.3. T.

»ny Matrisinin bas ve son nxn boyutundaki alt matrisleri 'fn, T,

olsun. 'fn ve fn aym 6zdegerlere sahiptir. Yani karekteristik polinomlar1 esittir. Ek

olarak
ntekise &, =a ., Bb=b 1<j<o! (3.2.10)
2
a, =4 0< S3_n
n cift ise 32 (3.2.11)
5] =b, 1< 2N
2

Bu o6nermede 'I:n ve T, (3.2.8) matrisinde verilen J ve J= matrislerine karsilik

gelir. (Laurie,1997)
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Sonug 3.3.4. 'lin nin ilk N—1 eleman1 n tek ise (3.2.10) dan n ¢ift ise (3.2.11) den
bulunur. 'I:n ile ayn1 6zdegerlere sahip reel simetrik ti¢ kdsegenli bir 'I:n matrisi vardir

< (2n+1) noktal1 Gauss-Kronrod kurali reel noktalara ve pozitif agirliklara

sahiptir.

7., her zaman tek olarak belirlenir ancak koklerin integrasyon araliginin

icinde olup olmadigi hatta reel olup olmadigi bile belli degildir.

T ve fn matrislerinin 6zdegerleri ayni1 ise noktalar reel ve agirliklar pozitiftir.

3.2.1. Ornekler

Ornek 3.1. [a,b]=[-1,1], W(X)=1 i¢in n=1 alnarak Gauss-Kronrod integrasyon
metodu olusturulacaktir. @(X)=Xx birinci dereceden Legendre polinomudur.
Dolayisiyla W(X)=1.x=X olur. Buna gére w,(X)=(X-7/)(X—7y) seklinde

olacaktir. 7, , 7% degerleri

1

<xi,z//2>w = .fx(x—rlK)(x—rzK)xjdx:O, j=0,1

-1

esitliklerinden elde edilebilir. Bu esitliklerden

XIGZO’ TIK:_\/ga TZK:\/g

bulunur. Agirliklar ise L;(X), j=0,1,2 Lagrange polinomlari kullanilarak

ilszo(x)dx /ll*:j.Li(x)dx i=1,2

integrallerinden
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olarak elde edilir.Yukarda bulunan integrasyon noktalar1 ve agirliklar1 kullanilarak

derecesi bese esit veya daha kiiciik integraller tam olarak integrallenebilir.

Ornek 3.2. [a,b]=[-1,1], W(X)=1, n=2 alarak yukardakine benzer baska bir

Ornek verilsin:

1
Dolayistyla W(X) = 1.(X2 _EJ olur. Buna gore ,(X)=(X—1,)(X—1y (X—17})
seklinde olacaktir. 7/, 7., 75 , X°, X degerleri

1

<xj,z//2>w = J.(x2 —%)(x—rlK)(x—rf)(x—rf)xjdx: 0, j=0,1,2

-1

esitliklerinden elde edilebilir. Bu esitliklerden

G 1 G 1 K K f6 K /6
=——, =—, :O’ ===, = |—
X \/5 X \/g 7 7 7 73 7

bulunur. Agirliklar ise Lj (x), j=0,1,2,3,4 Lagrange polinomlar1 kullanilarak
1 1
A =L, (0dx i=12 A =L,k i=1,2,3
—1 -1

integrallerinden  bulunur.

Genel olarak Kronrod noktalarinin hesaplanmasi lineer olmayan cebirsel
sistemlerin ¢oziimiinii gerektirdigi icin bu yontemle Gauss-Kronrod integrasyon
metodunun elde edilmesi giictiir. Bu yiizden matrisler kullanilarak elde edilmeye

calisilacaktir.
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Ornek 3.3. n=I olsun. '1:3 Gauss-Kronrod matrisinin ortogonal polinomlar igin
yineleme katsayilari {é.j}lj 0 {5]}21 olsun. * ile belirtilen eleman
= j=
bilinmemektedir.
a b o0
T-[yb & b
0 b =
Ancak Onerme 3.3.3 den &, =&, oldugu bilinmektedir. Ozellikle 1-noktali Gauss
kurali ile baglantili 3-noktali Gauss-Kronrod kurali reel noktalara ve pozitif
agirliklara sahiptir. '|:3 matrisinin 6zdegerleri integrasyon noktalarini ve normlar1 bir

yapilmis Ozvektorlarinin birinci bilesenlerinin karesi de integrasyon agirliklarini

Verir.

Ornek 3.4. n=2 olsun. 'I:S Gauss-Kronrod matrisinin ortogonal polinomlar i¢in

yineleme katsayilari {é.j }3]_70

, {5]}3 1 olsun. &,, b, elemanlari bilinmemektedir.

j=
Onerme 3.3.3 den 'I:S matrisinin bas ve son 2X2 lik matrisleri ayn1 kosegen
toplamina (bu matrislerin izleri esittir) sahiptir.

8, +a, =38, +4, (3.2.12)

Buradan &, hesaplamir. T,  matrisinin bas ve son 2x2 lik  matrislerinin

determinantlar1 aynidir. Bu 6zellikten

&8 -0 =43, -b, (3.2.13)
elde edilir. Buradan b, hesaplanr.
Ornek 3.5. [a,b]=[-1,1] ve W(X) =£(1—X2 )1/2 olsun. Gauss-Kronrod matrisinin
T

elemanlar

0 1/2
172 0 1/2
I, = /2 0 1/2
172 0 *
% %
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(3.2.12) ve (3.2.13) denklemlerinden &,=0 ve 54:1/ 2 olur. Bu matrisin

0zdegerleri ve 6zvektorleri

seklindedir.
3.2.2. Laurie Algoritmasi

Verilen bir pozitif 6l¢iim i¢in (2n+1)-noktali Gauss-Kronrod integrasyon

kuralinin Jacobi—Kronrod matrisi bes terimli bir yineleme bagintis1 kullanilarak

bulunur.

iki farkli monik ortogonal polinom sistem olsun. Birincisi: n noktali Gauss

integrasyon metodunda kullanilan w(X) agirlik fonksiyonuna gore olusturulmus

P, (X) polinomlar1 olsun. Bu polinomlarin ii¢ terimli yineleme bagintisi

P.(x)=0, FR(X)=1
P,.(0)=(Xx-a)P(X)-bP_(x) j=0,L..,n (3.2.14)
seklinde verilir. ikincisi: fn Jacobi matrisini olusturmak i¢in kullanilan ortogonal

polinomlar olsun. Bu polinomlarin  agirhk fonksiyonunun ne oldugu

bilinmemektedir. Bu agirlik fonksiyonu W(X) ile gosterilsin. Bu polinomlarin ii¢

terimli yineleme bagintisi

7.,(X)=0, 7, (X)=1

T (X)=X-a)r,-Bix;, ]=01..n (3.2.15)
seklinde yazilsin. W(X) agirlik fonksiyonuna gore olusturulan i¢ carpim

(f, gh)W =(fg, h)W ozelligini saglasin. Salzer(1973), asagidaki gibi P, polinomlarini

7, polinomlarinin sonlu bir toplam1 seklinde ifade etmistir:
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|
R=Y el p (3.2.16)

o =(mR), (3.2.17)

Bes terimli bagintiy1 olusturmak i¢in (3.2.14) bagintisinda j =1 yazip W(X) agirhik
fonksiyonuna gore (3.2.14) sonundaki esitligin 7, ile i¢ ¢arpimu alinsin ve (3.2.15)
bagmtisinda j=Kk yazip W(X) agirlik fonksiyonuna gore (3.2.15) sonundaki

esitligin P ile i¢ ¢arpimi alinsin. Bu iki ifade birbirinden ¢ikarilirsa

Oy T80y, + ho_k,l—l - (o-k+1,l +a 0+ ﬂkak—l,l )=0 (3.2.18)

elde edilir. o, igin asagidaki ozellikler verilebilir:

o0 =(70: B )y = (3.2.19)
o, =0, | =0,1,...,n (3.2.20)
o, =0, k=0,1,...,Nn (3.2.21)
o, =0, 1 =0,1,...k—1 (3.2.22)

7, =P, =0o0ldugundan (3.2.20) ve (3.2.21) kolaylikla goriiliir. 7, kendisinden
daha kiiciik dereceden polinomlara W(X) agirlik fonksiyonuna goére ortogonal

oldugu igin (3.2.22) saglanir. Onerme (3.2.3) den 7, = P, olur. Dolayisiyla

o, =0, k=0,1,.,n—1 (3.2.23)

,n

elde edilir. (3.2.18) den

Ok

B = (3.2.24)
Ok k-1
o =a + Ok — PO 1
r
Ok (3.2.25)
—a + Okt Ok

Ok Okoik-1

44



c¢ikarilabilir.

Gauss-Kronrod metotlarinin ilk ortaya ¢ikist 1964 olmasina ragmen degisik
agirlik fonksiyonlarina gore Gauss-Kronrod metotlarinin varligr ve tekligi, Kronrod
noktalarinin reel olup olmadig, ilgili agirliklarin pozitif olup olmadiklari, Kronrod
noktalar1 ve agirliklarinin hesaplanmasi gibi konular halen giincelligini koruyan

arastirma konularidir.

3.3. ANTI-GAUSS INTEGRASYON METODU

3.2 bolimiinde de belirtildigi gibi 1(f)—QF(f) hatasni tam olarak

hesaplamak kolay degildir. Genel metot A(f)—Q;3 (f) hatasin1 kullanmaktir.
Burada A, yaklagim derecesi 2n—1 den biiyiik olan bir integrasyon kuralidir. Boyle
bir A integrasyon formiili en azindan n+1 ek noktaya sahiptir. Eger Q°

metodunda n keyfi nokta eklersek yeni noktalarin agirliklar1 sifir olur. Ciinkii 2n
noktali bir formiiliin yaklasim derecesi en azindan 2n—1 olmalidir. Zaten derecesi

2n—1 olan tek formiul Gauss formulidiir.

N+1 ek noktali bir A formiilii olusturmak i¢in ¢esitli olasiliklar mevcuttur:
1) (n+1) noktali Gauss formiiliiniin yaklasim derecesi 2n+1 dir. Bu yiizdenQ®,,
A formiilii gibi kabul edilebilir ama bu islem ¢ok gilivenilir degildir.

2) Bazi agirlik fonksiyonlari igin (2n+1) -noktali orijinal N noktay1 iceren derecesi

en azindan 3Nn+1 olan bir formiil bulmak miimkiindiir. Ama siklikla Q° bir reel

Kronrod a¢ilima sahip degildir. Gauss-Hermite, Gauss-Laguerre gibi...
3) Hig reel Kronrod agilimi olmadigi durumlarda yaklasim derecesi 2n den biiyiik
3n+1 den kiigiik bir niimerik integrasyon metodu arastirilir. Bunun i¢in Anti-Gauss

integrasyon formiili

n+1

Q?G(f)=zi.f(§i) (3.3.1)
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seklinde verilsin. Bu formiiliin en 6nemli 6zelligi derecesi 2n+2 den kiigiik olan

tiim reel polinomlar i¢in uygulandiginda hatasinin G, Gauss integrasyon metodunun

hatasi ile ayni1 biiytikliikte ama ters isaretli olmasidir:

1(P)-Q:°(P)=-{1(P)-Q7 (P)] pell,., (3.3.2)

(3.2.2)  esitligi  kullanilarak I(f)-Q®(f)  hatast  yaklasik  olarak

[QFC(f)- Qf (f)]/2 formiilinden hesaplanir. Bunun disinda Averaj integrasyon

n

metodu olarak adlandirilan Q.Y Z(Q,? + AG)/2 metodu da hata hesab1 igin

2n+1 n+1

kullanilabilir. Averaj integrasyon metodunun yaklasim derecesi (2n + 1) dir.

Bu formiil her zaman mevcuttur ve kolaylikla olusturulabilir. Pozitif
agirliklara ve reel noktalara sahiptir. En fazla iki nokta integrasyon araliginin disinda

kalabilir.

3.3.1. Anti-Gauss Integrasyon Formiiliiniin Yapisi

(P =21(p)-Q7(p) pell,,, (3.3.3)

Q'® integrasyon formiiliiniin integrasyon noktalar1 ve agirhiklari asagidaki gibi

+1

bulunur:

1) {aj, j= 0,1,...,n} , { B j=12,.., n} katsayilar1 agagidaki bagintidan bulunabilir:

7, (=0, m,(x)=1

Tia(X)=(X-a)z;-p;z;, ]=01.,n (3.3.4)

7; polinomlari QI =21-Q° lineer fonksiyoneline gore diktir. S,

n+l1

katsayisi herhangi bir sonlu say1 olabilir. Burada A, = (21 —Q°)z, kabul edilmistir.

46



2) : : : (3.3.5)

simetrik ii¢c kosegenli matrisinin 6zdegerleri integrasyon formiiliiniin noktalar1 ve
normlar1 bir yapilmig 6zvektorlerinin ilk bilesenlerinin karesi agirliklarla orantilidir.

Katsayilar asagidaki formiillerle verilir.

. _{21-Q7)0x)) o
ba-Qt)Eh T T T
_@-Qf)Eh
B —<2| —fo>(ﬂf_1)’ j=12,..n (3.3.6)

{P. 1=0,1...} integrasyon metodunda kullanilan W(x) agirlik fonksiyona gore

olusturulmus ortogonal polinomlar dizisi olsun. Bu polinomlar asagidaki

P,(0=0, R()=1

P,.()=(X-a)P(X)-bP_(x) j=0,1,.. (3.3.7)
q = 1OF) i=0,1,..
] I(F)lz)
G
hEry T (3.3.8)

ti¢ terimli yineleme bagintisini saglar.
(21-QF)p=1p pell,,, (33.9)

bagintisindan dolay1 (bu baginti Gauss integrasyon metodunu mertebesinin yaklagim

derecesinin 2N—1 olmasindan hemen ¢ikar)
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a] =al J=O,1,..,n_l
B;=b, j=0,1,..,n-1
7, =P j=01..,n (3.3.10)

elde edilir. Bu durumda sadece «, , £, katsayilar1 bilinmemektedir. X, i =1,2,...,n

saytlari P, =7, polinomunun kokleri oldugu igin bu sonu¢ Q°F metoduna

uygulanirsa

QP Oemy) = 2 WX (%) =0
i=1
QT () =D W (%) =0 (3.3.11)
i=1
elde edilir. Bu 6zellik ¢, bulunmasi i¢in uygulanirsa

o _(2I —QS)(Xﬂz)_ZI(mg)_m(xpnz)_ -
. (2| _Qr?)(”ﬁ) S 202 21(P?) =4 3.

elde edilir.

(21 =G,)(x}) ~ 21(7)) B 21(x2) _2|(7z§)_2b
(21-G,) (7)) 21(z)-G,(7r) 2G,(72)-G,(zr) I(z)

By =

(3.3.13)

x’ €ll,, , oldugu ve Gauss integrasyon metodu derecesi 2n den kiiciik tiim
polinomlar1 tam olarak integralleyebildigi icin A, katsayisinin hesaplanmasinda

kullanilan | (7> ,)=Q°(x ) elde edilir.

Ehrich(2002), Laurie’nin bu algoritmasini genellestirerek

.1
oo =m((l+y)Qn+Q,f‘ﬁ) y>-1 (3.3.14)

seklinde ifade etmistir. Bu durumda hata
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Re(H=-(1+7)R7(f), fell,, (3.3.15)

olarak verilir. Hatirlanacagi gibi Laurie’nin algoritmasinda y =0 olarak alinmist.

Onerme 3.3.1 W, (—oo,00) araliginda integrallenebilir bir agirlik fonksiyonu

olsun ve {P

“}neN , W(X) agirlik fonksiyonuna goére olusturulmus monik ortogonal

polinomlar dizisi olsun. Buna gore olusturulacak Anti-gauss formiilii

5 _p _andhl 33.16
nil nil (+7)||P ”2 n-1 (3.3.16)
n-1

polinomunun koklerini integrasyon noktasi olarak kabul eder. Tiim y > —1 i¢in P

n+1

polinomunun kokleri reel ve P,polinomunun kokleri arasinda ardisik olarak

yerlesmistir. (Ehrich,2002)
Sven Ehrich, Laguerre ve klasik Hermite polinomlar: i¢in kulanilan Anti-

Gauss ve Averaj integrasyon metotlarinda daha yiiksek yaklagim derecesi

olusturacak y degerlerini bulmustur.

Onerme 3.3.2. Miimkiin en yiiksek yaklasim derecesine sahip Gauss-Lagurre

integrasyon kurali i¢in kullanilan averaj formiilii tektir ve bunun i¢in

_2n+a+l

=l a) (3.3.17)

olarak belirlenir. Yaklagim derecesi 2n+2 olur. (Ehrich, 2002)

Onerme 3.3.3. Miimkiin en yiiksek yaklasim derecesine sahip klasik Gauss-Hermite

integrasyon kurali i¢in kullanilan averaj formiilii tektir ve bunun i¢in

y=— (3.3.18)
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olarak belirlenir. Yaklasim derecesi 2n+3 olur. (Ehrich, 2002)

Onerme 3.3.4 Genel Gauss-Hermite integrasyon kurali icin en yiiksek dereceli

averaj formiilii tektir ve

1—2047 n tek
20+ n
’y:
2a+1, n ¢ift
n

degeri i¢in elde edilir. Bu degerle elde edilen averaj formiiliiniin yaklasim derecesi

2n + 3 olur. (Hascelik)
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4. BOLUM

GENEL BiR AGIRLIK FONKSIiYONUNA GORE ORTOGONAL
POLINOMLARI OLUSTURMAKTA KULLANILAN YiNELEME
KATSAYILARININ ELDE EDILMESI

Bu boliimde ortogonal polinomlar1 olusturmakta kullanilan {i¢ terimli
yineleme bagmntisinin katsayilarinin hesaplanmast i¢in kullanilabilecek ¢esitli
metotlar tanitilacaktir. Daha sonraki boliimde ise ¢esitli 6rnekler ile bu metotlardan
elde edilen sonuglar karsilagtirilacaktir.

4.1 MOMENT TABANLI METOTLAR

Ortogonal polinomlar, dolayisiyla bu polinomlart olusturmakta kullanilan
yineleme katsayilari, momentlerin determinant formuyla ifade edilebilir. Gergekten,
ortogonal polinomlarin klasik teorisi momentlerle kurulmustur. Ancak ortogonal
polinomlar1 olusturmak i¢in momentlerin kullanimi yazik ki niimerik olarak kararli
degildir.

4.1.1. Momentlerin Determinant Formuyla Klasik Yaklasim

o= (A= [XdAX)  1=012,00,  p>0 4.1.1)
R

momentleri kullanilarak n. mertebeden Hankel determinanti
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:un—l

seklinde tanimlanir. Ek olarak

Ay=0, A=y
i Hy H
H W,

A, = det
| Mot M

H,

lun—z
/un—l

Honz

lun—l

Hyq

Hon-

My

ﬂn+1

Hon-t |

(4.1.2)

2

(4.1.3)

tanimlansin. Boylece A, , A, (n+1). mertebeden Hankel determinantinin sondan

bir 6nceki siitununun ¢ikarilmasiyla olusur.

Teorem 4.1.1. dA Slgiimiine gore K. dereceden monik ortogonal polinom 7, olsun.

O halde

Hy H
H o H

1

7 (X) = —

«(X) A,
Hi .
1 X

Hy
:uk+1

(4.1.4)

Teorem 4.1.2. 7, monik ortogonal polinomlart i¢in 8, ve b yineleme katsayilari
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A Ay
a =—--——= k=0,12,....
A, A (4.1.5)

k=1,2,3,.... (4.1.6)

seklinde verilir.

Eger A | =lolarak tanimlanirsa (4.1.6) esitligi k=0 igin de saglanir. Bu

yiuzden A, = g, =b, olur.

Not: (4.1.5), (4.1.6) formiilleri a, ve b, yineleme katsayilarini hesaplamak i¢in

tavsiye edilmez. (4.1.5), (4.1.6) ile ¢oziilen problemler niimerik kararli olmayabilir.

Bununla birlikte yiiksek duyarlilikla ¢alisildiginda iyi sonuglar verebilir.
4.2. DISKRITiZASYON METODU

Diskritizasyon metodundaki ana fikir verilen dA dl¢timiine bir N -noktali

dA, diskritizasyon 6l¢iimiiyle yaklagsmaktir. Bu 6l¢iim kullanilarak elde edilen yeni
a N =3 (dAy), b =B\ (d4,) katsayilar1 eger diskritizasyon metodu basarili bir
sekilde uygulanirsa herhangi bir K igin %im AN =& %im by =D Ozellikleri

saglanir. Yani olusturmak istenilen ortogonal polinomlarin yineleme katsayilarina

yakinsama saglanir.
Metot uygulanirken metodun yakinsamasi, diskrit(ayrik) Ol¢iime gore
olusturulan yineleme katsayilarinin hesabi1 ve diskritizasyon —metodundaki

pargalamanin nasil yapilacagi ¢oziilmesi gereken sorulardir.

Integrasyon aralign [-1,1] secilsin. Bilindigi gibi her aralik uygun degisken

degisimi ile [—1,1] araligina doniistiiriilebilir. Bu, asagidaki formiillerle gosterilebilir:
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%(b—a)r+%(b+a) —o<a<b<ow
b—i_—f —o—a<h<owo
+
p=1 7
-7
a+—— —w<a<b=w
1+7
2'2 —o=a<b=w
1-7

dA, diskrit 6l¢timil ile i¢ carpimi olustururken kullanilan noktalarin [—1,1] araligina

dahil oldugu kabul edilsin. p ve ¢ polinom olmak {izere
N
(p.a)y, = [ POOAIAR, (0 =D W, p(X,)a(X,) 4.2.1)
R i=1

ic carpimi (X, , W, N ’e baghdir) seklinde tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim N — o i¢in
<p, q> 4, 1¢ carpimina yakinsarsa, diskrit ortogonal B, polinomlarimin N — « i¢in

stirekli ortogonal P, polinomlarina yakinsamasini diisinmek mantiklidir. Bu

asagidaki teoremden ¢ikarilabilir:

Teorem 4.2.1. dA, [-1,1] ilizerinde pozitif bir 6l¢lim ve her mertebeden tiim

momentler simrl olsun. dA, diskrit 6l¢im, X, [-1,1] araliginda diskrit integrasyon

noktalar1 ve W, diskrit integrasyon agirliklari olmak tizere

lim(p,a)y,, =(P.Q)g, Pell.qell (4.2.2)

(IT: reel polinomlar sinifi) saglansin. O halde herhangi bir kK i¢in dA, ol¢iimiine
gore @, b\ yineleme katsayilart N — oo igin siirekli ortogonal polinomlarin {i¢

terimli yineleme bagintisindaki katsayilarina yakinsar:
I1‘im A N = & &lim by =B, (4.2.3)

Ek olarak P (X), N — « igin xe[-11] i¢in P (X) polinomuna diizgiin yaknsar.

Ispat icin (Gautschi, 2004, s 91) bakilabilir.
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Sonu¢ 4.2.2 n sabit P, ortogonal polinomunun kokleri azalan siraya gore

7,,7,,..,7, v€ B, diskrit ortogonal polinomunun kokleri yine azalan siraya gore

TinsTon - T Olsun. O halde (4.2.1) teoreminin varsayimlari altinda

&lim T,N=T, &lim Pn(@.)=P.(z) v=12,.,n m=n (4.2.4)
saglanir.

Bu boliimde [-1,1] araliginda bir takim sartlar saglanirsa bu metotla

ortogonal polinomlarinin ii¢ terimli bagintisindaki yineleme katsayilarinin elde

edilecegi goriiliir. Teorem inceleme kolayligi acisindan [—1,1] aralifi i¢in verilmis

olmasina ragmen kullanilan her aralikta bu 6zellik saglanir.

4.2.1 Diskritizasyon Isleminin Genel Amaci

w(X) mutlak siirekli olsun. Bu yiizden dA(X)=w(X)dx seklinde yazilabilir. (4.2.1)
esitligi ile tanimlanan (p,q)y, diskrit i¢ ¢arpimi uygun bir integrasyon formiili

kullanilarak elde edilebilir. Bu i¢ ¢arpim kullanilarak bir f(X) fonksiyonunun

(—1,1) araligindaki integralinin degeri diskritizasyon metodu kullanilarak

1 N

J. fOOWO)dX = D w, f (X, )W(X,) (4.2.5)
veya
j f (X)W(X)dX = iwvf (X)) (4.2.6)

seklinde yazilabilir. Ancak (4.2.6) formu W(X) agirlik fonksiyonuna baghdir. (4.2.5)

se¢imi her zaman kullanilabilir.
(4.2.5) formuna Ornek olarak Chebyshev noktalar1 kullanilarak olusturulan

Fejer integrasyon kurali verilebilir. Bu metodun yaklasim derecesi>n—1 dir. Bu

metodun integrasyon noktalari
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2i—-1

X =cosd, O =oN " i=1,2,..,N (4.2.7)
ve agirliklart
2 R cos2nt9 .
1-2> ———— 1 i=1,2,..,N (4.2.8)
n=1 -

seklinde verilmistir. Her i degeri icin W~ >0 ve Fejer integrasyon kuralmin siirekli
fonksiyonlar icin yakinsak oldugu bilinir. Ozellikle f bir polinom ve W(X)agirlik
fonksiyonu [-1,1] araliginda siirekli ise N — o0 igin X = X" =W yakinsamasi

gerceklesir. Ilging olarak w fonkiyonunun monoton olmasi sartiyla wW(X), =1

noktalarinda tekilliklere sahip olsa bile yakinsama saglanir. Boyle durumlarda
yakinsama hiz1 hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir. Yakinsama ¢ok yavas da olabilir.
Fejer integrasyon metodunun noktalar1 ve agiliklar1 kolaylikla bulundugu ve her
integral i¢in uygulanabilecegi icin yukarida verilmistir. Ancak biz 6rneklerimizde
(—o0,0) araliginda ¢alistigimiz i¢in aralik degistirme isi ile ugrasmamak i¢in Gauss-

Hermite integrasyon metodunu kullandik.

[a,b] araligin1 herhangi bir sayida pargalayip her parcaya Fejer integrasyon
kurali veya herhangi uygun bir integrasyon metodu uygulanarak diskritizasyon iglemi
yapilir. Ama bu pargalama ne dikkate alinarak yapilacaktir? Bunun i¢in Onerilen
sistematik yol sudur: Eger tekillik varsa a u¢ noktasmnin solunda kalsin ve b

diizenli bir nokta olsun. Amag, hatanin belli bir ¢ degerinden kiiciik olacak sekilde

bir sonug elde edilmesidir. a<x <b olacak sekilde a ya yakin bir X secilsin.
[a,X’] araligina n-noktali uygun integrasyon kurali uygulansin. n=2,3,... olabilir.
[a,b] araligina uygulanarak bulunan sonug ile [a,X'] araligina uygulanarak bulunan

sonug arasindaki fark n<N__ icin & dan kiiciik kalabiliyorsa X’ a gére a dan biraz

max

daha uzak olan bir X noktast X’ ile degistirilir. Aym islemler X igin yapilir. Aksi

halde yani iki yaklagim arasindaki fark n<N__ i¢in & dan biiyiik kaliyorsa hata

sart1 saglanana kadar a ya daha yakin noktalar se¢erek isleme devam edilir. Sonug

olarak X noktas1 bulunur ki [, X ] araligina n=N_,_sayis1 civarinda noktaya sahip

max
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uygun integrasyon kurali uygulanirsa istenen sonug elde edilir. X diskritizasyon

isleminin ilk noktasi olarak segilir. X, <X, <b olmak {izere [X,X) ] araliginda [a,X,]

araliginin bulunmast i¢in yapilan tiim islemler aynen uygulanir.
4.2.2. Cok Kath Diskritizasyon Metodu

Cok kathh diskirtizasyon metodunu kullanmaktaki amaci bir Ornekle
gosterelim. W(X,C) =v1-X* +c, ¢>0 olsun. W(x,C) nin diskritizasyonu i¢in hangi
integrasyon kurali uygulanmalidir? Bu soruya cevap aranacaktir. [—1,1] araliginin

tiimiine bir tek integrasyon kuralini uygulayarak basarili olmak zordur. Hizli bir

yakisama elde edilmez. Omegin c=1 icin W(.,l) agirlik fonksiyonuna goére 690

noktali Fejer integrasyon kurali uygulandiginda ancak 10~ biiyiikliigiinde bir hata

elde edilmistir.

Cok katl diskritizasyon metodu asagidaki gibi ifade edilir:

j f (Ow(x)dx = j £, oW, (X)dx (4.2.9)

u=la,

Burada [a,b] araligi m alt araliga pargalanir:

[a,b]:LmJ[aﬂ,bﬂ] m>1 (4.2.10)

u=1

Bu araliklarin ayrik olmasi gerekmez. Her alt arlikta w, agirlik fonksiyonu
olusturulur ( W,, W ye esit olmayabilir). (4.2.9) esitliginde f,, u ye baghdir ve

f fonksiyonundan farkli olabilir. (4.2.9) ile tanimlanan diskritizasyon i¢in sagdaki
her integral bilesenine bir integrayon kurali uygulanir. Uygulanacak kural w, agirlik

fonksiyonuna bagli olarak segilir.
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4.2.3. Diskrit Olciime Gore Yineleme Katsayilarinin Hesabi
4.2.3.1. Stieltjes yontemi

Diskrit ortogonal polinomlarinin yineleme katsayilari

BBl (B Bay wan)
Y (BwBa), T (B Bow ),

formiilleriyle verilir. Bu formiillerde goriilen tiim i¢ ¢carpimlar
N
(P. 0y, = [ POOG(IAL, () = D W, P(X,)0I(X,) (4.2.12)
R i=1

sonlu toplam seklinde ifade edilebildigi i¢in hesaplamasi gayet kolaydir. Tek

problem R\ ,R_ , polinomlarini olusturabilmektir. Ancak bunlar da ii¢ terimli

yineleme bagintis1 kullanilarak elde edilebilir:

R<+1,N(X)=(X_ak,N)R<,N(X)_h<,N R(—I,N(X) (4'2-13)

P\ =1 oldugu icin @, katsayis1 (4.2.11) da k=0 alinarak elde edilebilir. (4.2.13)
bagintisinda k=0 alinarak tiim X, noktalar1 i¢in B polinomunun degerleri elde
edilir. B (X,) ve B \(x,) degerleri (4.2.11) formiillerinde yerlestirilirse @ ,, b
yineleme katsayilart bulunur. (4.2.13) bagintisinda k=1 alinarak tiim X, noktalar
i¢in P, polinomunun degerleri bulunur. Bu sekilde devam edilerek istenildigi kadar

yineleme katsayilar1 hesaplanir.

k, N sayisina yaklasirken yineleme katsayilarinin niimerik kararsiz olmaya
egilimli olmast 6nemli bir problemdir. Bununla birlikte NV, elde edilmek istenen
yineleme katsayillarmin sayisindan biliyiik secilerek ve gerekli normalizasyon

islemleri yapilarak bu problem ortadan kaldirilabilir.
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4.2.3.2. Lanczos tipi algoritma

A verilen reel simetrik bir matris olmak iizere Q'AQ =T esitligi
saglanacak sekilde bir Q ortogonal matrisi ile {i¢ kdsegenli, simetrik bir 7' matrisi
vardir. Lanczos algoritmasi, verilen A matrisinden ) ve T matrislerini tek olarak

ureten bir metottur.

Diskrit(ayrik) i¢ ¢arpimin z, noktalar1 ve w, agirliklar1 kullanilarak ~/w

vektorii ve Dy kosegen matrisi asagidaki gibi tanimlanirsa
Jw = [(Jw;, W, ,....,Jw, ] D, = diagz, ,z,,...,z,] (4.2.14)

N. mertebeden bir (), ortogonal matrisi ve (N +1). mertebeden bir T matrisi

T T T 1 \
[1 OT} 1 Jw {1 o}z by v & . 42.15)
0 Q' jlyw b, |0 Q] |b,e i)

esitligi saglanacak sekilde Lanczos algoritmasi kullanilarak elde edilebilir. (4.2.15)
esitliginde € =[1,0,...,0]' €R" ve d\, diskrit(ayrik) olgiimiin J, (d),), N.

mertebeden Jacobi matrisinin sifirdan farkli elemanlar1 tam olarak diskrit

polinomlarin yineleme bagintisindaki elde etmek istedigimiz ay , ,b , katsayilardr.

Algoritma niimerik kararli degildir, ancak kararli versiyonu Rutishauser(1963) in
fikirleri izlenerek Gragg ve Harrod(1984) tarafindan, (4.2.15) deki ortogonal

benzerlik doniisiimii inga edilirken Givens rotasyonlari kullanilarak gelistirilmistir.

http://www.cs.purdue.edu/ar chieves/2001/wxg/codes  internet  adresinden
Stieltjes ve Lanczos algoritmalari i¢cin  matlab programi bulunabilir. Biz bu
calismamizda Stieltjes algoritmasinda karsilasilan sorunlardan dolayr Lanczos tipi

algoritmay1 kullandik.
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5. BOLUM

HERMITE TiPi AGIRLIK FONKSiYONLARINA GORE GAUSS
INTEGRASYON METODUNUN OLUSTURULMASI

W(X) = |X|a exp(—x*)cos’(X), XxeR a>-1 (5.1)

agirlik fonksiyonuna gdére Gauss integrasyon metodunu olusturmak icin oncelikle
integrasyon noktalar1 ile agirliklarinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun ig¢in
ortogonal polinomlar1 olusturmakta kullanilan {i¢ terimli yineleme bagintisinda

goriilen a,,b, katsayilarinin hesaplanmasi1 gerekmektedir. Bu katsayilari (2.3.9) da

verilen i¢ ¢arpimi kullanarak hesaplamak nnokta sayis1 biiylik deger alindiginda
oldukea giigtiir. Ornegin Matematica 5.0 kullanilarak yapilan programda bir saatte

sadece 10 tane katsay1 degeri hesaplanmustir.

Bu yiizden bu katsayilarin hesabi icin farkli bir yontem uygulanmalidir.
Moment tabanli metotlar1 uygulamak diisiiniilebilir. Ancak bu metot niimerik olarak
kararli olmadi81 i¢in pek giivenilir degildir. Ayn1 zamanda ¢ok biiylik n degerleri
icin bu metodu kullanmak da bayagi zahmetlidir. Ciinkii nxn boyutundaki bir ¢ok
matrisin yanlis yapilmadan olusturulmasi ve bu matrislerin determinantlarinin

minimum hata ile hesaplanmas giictiir.
Katsayilarin hesab1 icin diskritizasyon metodu uygulanabilir. Gautschi-

Stieltjes veya Lanczos tipi algoritma kullanilarak uygulanan asagidaki algoritma ile

bu katsayilar yaklasik olarak hesaplanabilir.
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Algoritma *

1) Oncelikle integrasyon hatasi icin verilecek tolerans miktar1 ¢ ve

tol
kullanilabilecek maksimum nokta sayis1 N, _belirlenir.

2) Gauss-Hermite integrasyon metodunda kullanilan integrasyon noktalar1 ve
agirliklar  belirlenerek bu noktalar ve agirliklar Lanczos algoritmasinda

kullanilarak n, n < N tane diskrit yineleme katsayilari elde edilir.

3) Diskrit katsayilart kullanilarak Gauss integrasyon metodundan integrale

, G |G - 4G,
yaklasik bir sonu¢ elde edilir. Eger <€, veya
G,(f)
G o GA’U
) - 271+1(f)‘§5ml saglanmazsa n  artinilarak algoritma tekrar
‘GQnJrl(f)‘
uygulanir.

Not: Bu algoritma sayesinde diskrit katsayilar bir kere hesaplandiktan sonra
olusturulan her Gauss integrasyon metodu i¢in kullanilabilir. Her Gauss kurali i¢in

tekrar hesaplama yapilmamasi bu algoritmanin kullanighiligint gosterir.

Eger agirlik fonksiyonu w(z)= |z|* exp[—(z +b)’], @« > -1, b€ R veya

benzer sekilde w(z) = |z|* exp[—(z + b)’] seklinde segilirse ortogonal polinomlar
olusturmakta kullanilan {i¢ terimli yineleme bagintisindaki katsayilar niimerik kararl
bir sekilde Milonovic ve Cvetkovic(2003) in Onerdigi asimptotik agilimlara veya
lineer olmayan denklem sistem ¢oziimlerine dayanan metotla hesaplanabilir. Son

ornekte bununla ilgili bir 6rnek verilmistir.

Not: Tablolarda e+ m = 10" gostermektedir. Bu tablolarin olusturulmasinda

kullanilan hassaslik derecesi 16 dir.

Ornek 5.1.

()= ]E exp(—x*)cos’(X) f (X)dx (5.2)
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integrali g6z oniline alinsin. Bu integrallerin degerleri Mathematica 5.0 programinda

‘Nintegrate’ komutu WP — 32 ile  asagidaki  gibi  bulunmustur:
1(1)=1.2122515915394041051787 , 1 ([(x+1)/2]°)=0.4011251463321418901594 ,
| (BesselJ[2, x]) = 0.03255099879761009034117 ,

1
I
(4+

—)=0.28821811503255384620286834083578308. Tablo 1 de wverilen,
X

Algoritma* ile bulunan yineleme katsayilar1 kullanilarak bu integral hesaplanabilir.
Bu integral icin ¢esitli metotlar kullanilarak elde edilen hatalar Tablo 2 de verilmistir.

Tablo 2 de kullanilan ifadelerin aciklamasi asagida verilmistir:

R, [f]= Integralin gergek degeri ile W(X) =exp(—X’) agirlik fonksiyonu kullanilarak
ve F(X)= f(X)cos’(X) segilerek n-noktali Gauss-Hermite integrasyon metodu ile
elde edilen sonug arasindaki fark

R, [f]= Integralin gercek degeri ile W(X)=exp(—X")cos’(X) agirhik fonksiyonuna
gore Lanczos tipi algoritma yardimiyla olusturulan Algoritma*dan elde edilen sonug
arasindaki fark

R [f],.. . =integralin gercek degeri ile W(X)=exp(—X’)cos’(X) agirlik
fonksiyonuna gore moment tabanli metot kullanilarak olusturulan yineleme

katsayilar1 ile olusturulacak integrasyon metodundan elde edilen sonug¢ arasindaki

fark

Tablo 2: (5.2) i¢in elde edilen hatalar

f (X) n Rn [f] Rn [f] Rn[f]moment
1 1 -5.6e-001 1.1e-015 1.1e+00
[(x+1)/2]° |6 500002 | -2.4e-015 | 3.6-002
BesselJ[2,x] | 10 -1.7¢-007 -1.3e-016 2.9e-003

1 40 4.1e-013 9.1e-015 2.6e-003
4+ X
Ornek 5.2.

1(f)= j|x| exp(=x*) cos’(X) f (xX)dx (5.3)
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integrali

g0z

onune

alinsin.

L([(x+1)/2]°) = 0.8774384913838016146212,,
| (BesselJ[2, x]) = 0.02533087322803560840217

1
44X

I

)=0.1043881367169479917418976815467522 .

[(1)=0.4619204930872315808636 ,

Bu integral igin cesitli

metotlar kullanilarak elde edilen hatalar Tablo 3 de verilmistir:

Tablo 3: (5.3) i¢in elde edilen hatalar

f (X) n Rn [f] Rn [f] Rn [f]mom(znt
1 1 -0.5e-001 2.2e-016 4.6e-001
[(X+ 1)/2]10 6 -0.1e-001 7.5¢-015 8.1e-002
BesselJ[2,x] | 10 -3.6e-007 -2.0e-016 2.5e-003

1 40 6.6e-013 1.3e-014 1.5e-002
4+ X
Ornek 5.3.

1(f)= [} exp(=x")cos (x) f (x)clx (5.4)

integrali goz Oniine alnsin. Burada 1(1)=0.2801011296830559610598,

| ([(x+1)/2]°) = 2.119852028742681302073,
| (BesselJ[2, x]) = 0.02568816700509031075,

1
+x°

I(4 )=0.0593791314091887203671896. Bu integral igin ¢esitli metotlar

kullanilarak elde edilen hatalar Tablo 4 de verilmistir:

Tablo 4: (5.4) i¢in elde edilen hatalar

f(x) n R,[f] R [f] R[S Loment
1 1 -0.4¢-001 -5.5¢-017 4.6e-001
[(x+1)/2]° |6 -0.1e-001 1.2¢-014 | 2.0e-001
BesselJ[2,x] | 10 -7.8e-007 -4.8e-016 2.3e-003

1 40 1.1e-012 2.1e-014 5.4e-003
4+ X
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Ornek 5.4.

1(f)= T|x|”2 exp(=x*) cos>(X) f (X)dx (5.5)

integrali g0z oniine alinsin. I (1)=0.6891181718840644203066 ,

L ([(x+1)/2]) = 0.5829320808986866903755 ,
| (BessdlJ[2, X]) = 0.02779767314486145269247 ,

1
I
(4+

-) =0.1598373442179260008279122443199488872 . Tablo 5 de Algoritma*
X

kullanilarak elde edilen yineleme katsayilarinin degerleri verilmistir. Bu integral

i¢in ¢esitli metotlar kullanilarak elde edilen hatalar Tablo 6 da verilmistir:

Tablo 6: (5.6) i¢in elde edilen hatalar

f(x) n R,[f] R [f] R[S oment
1 1 -0.5e-001 1.1e-016 6.8e-001
[(x+1)/2]° |6 0.0e-001 | -1.3e-015 | 5.3¢-002
BesselJ[2,x] | 10 -2.5e-017 -1.9e-016 2.8e-003

1 40 -5.2e-013 1.2e-014 3.7e-002
4+ X

Bu algoritma (5.1) agirlik fonksiyonu disinda diger agirlik fonksiyonlar: icin de
uygulanabilir. Mesela agirlik fonksiyonu Milonovic ve Cvetkovic(2003) in inceledigi
gibi w(z) = |71* exp[—(z +b)’] veya benzer sekilde w(z)=|zI* exp[—(z +b)’]

secelim. Bununla ilgili agagidaki 6rnek incelenmistir.

Ornek 5.5.

0

1(f)= j exp[—(x+26)*]|X

—00

1/2

f (x)dx (5.6)
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integrali goz &niine alinsin. 1[1]=0.34770337003.... ve I[(x + 25)’]=111.1204354....

Bu integral icin ¢esitli metotlar kullanilarak elde edilen hatalar Tablo 7 de verilmistir.

Tablo 7 de kullanilan ifadelerin aciklamasi asagida verilmistir:

R [f]= Integralin tam degeri ile W(X) =exp(—X’) agirlik fonksiyonu kullanilarak
F(x)= |X|a exp(—2bx—Db*) f(x) fonksiyonuna Gauss-Hertmite integrasyon metodu

uygulanmasi ile elde edilen deger arasindaki farki belirtir.

R, [f]= Integralin tam degeri ile t = 2 — b degisken degisimi yapildiktan sonra

W(X) = exp(—X’) agirlik fonksiyonu kullanilarak F(x) = |X—b|a f(x) fonksiyonuna
Gauss-Hermite integrasyon metodu uygulanmasi ile elde edilen deger arasindaki
farki belirtir.

R [f],,= Integralin gercek degeri ile Milonovic ve Cvetkovic(2003) de verilen
yontemle elde edilen sonug arasindaki fark: belirtir.

R [f].= Integralin gercek degeri ile Algoritma* la bulunan deger arasindaki farki

belirtir.

Tablo 7: (5.6) i¢in elde edilen hatalar

1 3.5e-001 9.7¢-005 -1.0e-016 -1.1e-016
(z + 25)9 1.1e+002 4.3e+000 6.8e-013 3.8e-013
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Tablo 1: W(X) = exp(—X>)cos’(X) agirlik fonksiyonuna gére Algoritma* kullanilarak

elde edilen ¢, B, katsayilari

o, katsayilari

B, katsayilar

O 00U WN— O o

(GO NS T NS T NG T NS T NS T N0 T N0 I N T N0 T N T e e e e e N e T o W
SOOI UNPHAWNNRLOOUOINWM P WND—O

98
99
100

199
200

1.232741449803027¢-016
4.351215953067217e-017
3.123466443789786¢e-015
2.830856951258504¢-015
3.339041862502020e-016
-3.677832437724272e-015
-3.715390588966452e-015
8.828085658461809¢-016
4.249360218087673¢e-015
1.257250995646205e-014
-5.929271597257004e-015
-1.146642129830572¢-014
-2.135682183803728e-015
6.821602902206911e-016
-1.317395155575871e-015
-2.219880409917253e-016
3.851111681070184e-015
1.797853119863363¢-014
4.894612243929447¢-015
-2.314560509830965¢-014
-1.640562296415852¢-014
7.217769568245913e-015
1.830452288946646¢-014
7.828675105917323e-015
-8.382069968886279¢-015
-1.086383172248903¢-014
1.970429526380927¢-014
4.368530904574543e-014
1.228589451055778e-015
-2.366323386617825¢-014
-4.669556411293712e-014

-1.924379883088209¢-013
-4.664951890954490e-014
3.360980972862513e-014

-1.094188663259730e-013
-1.056394563658011e-013

1.212251591539403e+000
2.310585786300053¢e-001

6.869647145006693¢-001

2.537655548724934¢+000
2.794862839020809¢+000
1.906969305992230e+000
3.672845071577098e+000
3.633870332682200e+000
3.062215393663627¢+000
4.899505423377805e+000
3.983653437783731e+000
4.414926594667138e+000
5.751715119741059¢+000
5.077190186565195¢+000
8.271225689356246¢e+000
9.373407247647256e+000
9.478963098982318e+000
9.002670623395042¢+000
7.563837804397767e¢+000
1.114550235846500e+001
1.096686292865722e+001
1.095558377516631e+001
1.013042842748381e+001
1.111617193840645e+001
1.391924630181286¢e+001
1.111822146599663e+001
1.237303472205406e+001
1.283689255556898e+001
1.437155771830255e+001
1.289521697596426e+001
1.276972591512300e+001

4.673724670355544e+001
4.712032125211145e+001
4.640028686649814e+001

9.692081156411248e+001
9.666260927709189¢+001
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Tablo 5: W(X):|X|1/2 exp(—x*)cos’(X) agrhk fonksiyonuna gore Algoritma*

kullanilarak elde edilen ¢, , S, katsayilart

o, katsayilari

B, katsayilari

O 001NV A WN— O o

(SO T NS T NG I NG T NS T NS T NG T NG T N N 0 T N T e e e S N e G
SOOI UNPA, WD, OOV WUM P WN—=O

98
99
100

199
200

3.233308720410205¢-016
3.735242317231354e-016
1.163349978566453¢-015
-3.753214462925855e-015
-2.263097883367255e-015
-4.661007072031554e-015
-2.055277050784289¢-015
-4.191516766282360e-015
3.357013861387249¢-015
7.618052218805332¢-015
-2.174927089143351e-015
-4.432440123244982¢-015
-4.398230519538279¢-015
-1.401055971290932¢-014
-7.992122558258521e-015
-3.026273632010612e-015
1.972129040215906e-014
1.776364504093290e-014
-1.317451791447051e-014
-1.528680176458050e-015
3.910149078785695e-015
1.716401938074332¢-014
-5.797044958590291e-015
-2.123483616784812¢-014
8.868145565911109¢e-015
6.197478140916911e-015
-2.588685604065660e-015
1.058154193817066¢e-014
-5.450541326281024¢e-016
-3.553363694606598¢-014
-2.605524600645244¢-014

-1.671233283894033e-013
5.098380774261263e-014
4.971340881278426e-015

-7.593106736452344¢-014
3.920499242824957¢-013

6.891181718840643¢-001

3.558099189055250e-001

8.835018076309857e-001

3.128016258375786e+000
2.294819245376246¢+000
2.218990118107498e+000
3.957658885997895e+000
3.340571235790546e+000
3.350820240295168e+000
5.088711560482480e+000
3.650969611712423e+000
5.069557118664134e+000
5.420425281454653e+000
5.572405998243514e+000
8.986269746864096e+000
9.244193093789598e+000
9.651388920132735e+000
8.403770771761732e+000
8.059932835926777¢+000
1.178737473272136e+001
1.054781749529423e+001
1.118125263074876e+001
9.701890415907309¢+000
1.234308393311991e+001
1.323902773743283e+001
1.112388764991676e+001
1.263163892139305e+001
1.309499787757256e+001
1.445669548767967e+001
1.230231500888141e+001
1.369802873818456e+001

4.665428339162560e+001
4.693144520395063¢+001
4.694308869883511e+001

9.617623356698012¢+001
9.773920912587613e+001
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SONUCLAR

Bu ¢alismada oncelikle verilen bir integralin degerini tam veya yaklasik
olarak hesaplamak i¢in kullanilan niimerik integrasyon metotlar: tanitilarak bunlarla
ilgili ozellikler ayrintili bir sekilde incelenmistir. Ayrica Gauss integrasyon
metotlarinin Hermite, Legendre, Laguerre, Chebyshev polinomlar1 kullanilarak

olusturulan tiirleri verilmistir.

Gauss integrasyon metodunu kullanarak en iyi yaklasimi kag nokta ile elde
edecegimizi bilmemekteyiz. Ciinkii bu metodun hatasini pratik olarak hesaplamak
olduke¢a zordur. Bu yiizden hatanin yaklasik hesabi i¢in farkli bir integrasyon metodu
kullanilarak bu iki integrasyon ile bulunan sonuglar arasindaki fark yaklasik hata
olarak kabul edilir. Bu ikinci metot i¢in bu ¢alismada Gauss-Kronrod ve Anti-Gauss
integrasyon kurallar1 verilmistir. Gauss-Kronrod her agirlik fonksiyonu i¢in mevcut

degildir. Bu durumda Anti-Gauss kurallar1 kullanilir.

Bu c¢alismanin asil amaci farkli tiirden agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak
olusturulacak ortogonal polinomlarin ii¢ terimli yineleme bagintisindaki katsayilarin
elde edilmesiydi. Bu katsayilarin hesaplanmasi her agirlik fonksiyonu icin kolay
degildir. Bu yilizden 4. boliimde bu katsayilarin hesabi igin farkli algoritmalar
verilmistir. Bu metotlar arasinda diskritizasyon metodunun daha iyi sonuglar verdigi

orneklerden goriiliir.

5. boliimde ise ozel olarak (5.1) ile verilen agirlik fonksiyonuna gore
olusturulacak ortogonal polinomlarinin ii¢ terimli yineleme bagintisindaki katsayilar
hesaplanmis ve bu degerler kullanilarak Gauss integrasyon metotlart olusturulmustur.
Cesitli fonksiyonlar ile Gauss integrasyon metotlarindan elde edilen sonuglar
diskritizasyon metodunun yeterince iyi sonuglar verdigini gdostermistir. Bu sadece
(5.1) de verilen agirlik fonksiyonu i¢in degil farkli agirlik fonksiyonlart icin de

kullanilabilir.
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