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0=k, <k <..<k, birer tam say1 ve |||| normu da bilinen Chebyshev normu

olmak iizere derecesi en cok n olan polinomlarla tiirevlenebilir f fonksiyonuna

I£1, = max 17|

i=0,1,...,p
normu ile yaklagima ayni anda yaklasim denir. f fonksiyonuna hem cebirsel hem

de trigonometrik polinomlarla yaklasilabilir.

Bu calismada, her iki yaklasimda da aym sekilde tanimlanan uc¢ kiimeler
incelendi. Benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya konuldu. Ayrica en iyi aymi anda
yaklasimin tekligi incelendi ve uygun kosullar altinda cebirsel polinomlarla ayni
anda yaklasimin tek olup olmadig: arastirildi.

Haar uzaymmda aym: anda yaklasimin ug¢ kiimelerini ve en 1yi yaklasim
polinomlar1 kullanilarak bir incidence matris olusturuldu. Bu matris icin
belirlenen Birkhoff interpolasyon problemi; matris {izerinde yapilan c¢esitli
degisiklikler ve Birkhoff kosullar1 olarak da bilinen Polya kosullarinin 15181

altinda ¢oziildii.

Anahtar Kelimeler — Aym1 Anda Yaklasim, Uc¢ Kiime, Incidence Matris,
Birkhoff interpolasyonu



ABSTRACT

SIMULTANEOUS APPROXIMATION ON BIRKHOFF SYSTEMS
AND
RELATION WITH INTERPOLATION
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By simultaneous approximation we mean the approximation of a differentiable

function f by polinomials with respect to the semi-norm |||| . given by

71, = max £

i=0,1,...p

b

where the k; are integers satisfying 0=k, <k <..<k,. |||| is the uniform

norm.We can approximate to f with algebraic and trigonometric polynomials.

In this study, the extremal sets which have the same definations in algebraic and
trigonometric approximation are examined. Then the differences and the similarities
are discovered. Moreover, the uniqueness of best simultaneous approximation is
investigated and the question ‘under sufficient condition, it can be unique?’ is
answered.

In Haar space, an incidence matrice is existed by using the extremal sets and the
best approximation polynomials. The Birkhoff interpolation problem which is
decided for this incidence matrice, is solved by changing the matrice and using the

Polya conditions which is known as the Birkhoff conditions.

Key Words — Simultaneous Approximation, Extremal Sets, Incidence

Matrice, Birkhoff Interpolations.



TESEKKUR

Bu calismada benden yardimlarini esirgemeyen, bana her konuda hicbir
fedakarliktan kacinmadan destek olan kiymetli hocam sayin Yrd.Dog¢.Dr.Mehmet
ACIKGOZ e, katkilarindan dolay1 degerli esime, cok sevdigim kardeslerim Ebru ve
Bahadir’a, golgelerini her zaman arkamda hissettigim aileme en icten sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.



ICINDEKILER

OZ. e i
ABSTRACT ... il
TESEKKUR. ...ttt iii
LBOLUM:GIRIS. ... 1
1.1 Temel Tanimlar ve Amac........co.eiiiiniiiii i 1
1.2 Kaynak Ozetleri.. ... ....oiuneieeei e, 4
2.BOLUM:AYNI ANDA YAKLASIM.......oiiiiiiiiiiieie e, 6
2.1 Trigonometrik Polinomlarla Ayn1 Anda Yaklasim.....................c.oooiat. 6
2.2 Cebirsel Polinomlarla Ayn1 Anda Yaklagim..................ooooine.. 21
3.BOLUM: HAAR UZAYINDA AYNI ANDA YAKLASIM VE BIRKHOFF
INTERPOLASYONU. ...ttt 27
3.1 Haar Uzayinda Ayni1 Anda Yaklagim.............ccooiiiiiiiiiiiiiiiin 27
3.2 Ayn1 Anda Yaklasimda Birkhoff Interpolasyon Problemi....................... 32
4 BOLUM: SONUCLAR.. ... ..ottt e, 42

KAYNAKLAR. ., 44



L.LBOLUM
GIRIS

1.1.Temel Tanimlar ve Amaclar
k <n ve n-tek olmak lizere k ve n pozitif tamsayilariile 1<i<k ve 0< j<oo
olacak sekilde n-tane (i, j) sirali ikililerinin bir / kiimesi verilsin.
0<x, <x,<..<x, <27 olacak sekilde k-tane x,x,,...,x, noktalar1 ve (i,j)e [
icin i ler satirlar1, j ler siitunlart belirtmek iizere
PY(x,)=0
sartina interpolasyon sarti denir.

Bu sart1 saglayan P(x); derecesi en ¢ok nT—l olan gergel ya da trigonometrik

polinomlar uzayini ve bunun bir alt uzayim belirler.

Interpolasyon sarti genellikle (kxoo) tipinde yari-sonsuz matris tarafindan

belirlenir.

¢ =

0, (i,))el ise

{1, (i,j)e ise

olmak tizere

koo
Bl

i=1, j=0
seklinde gosterilen bu E matrisine, verilen Hermite-Birkhoff interpolasyon problemi
ile belirlenen 7 -incidence matris denir[1].

Tamm 1.1.1: E matrisinin zorunlu(essential) siitunlar ile; i¢inde sifirdan farkli
eleman bulunan siitunlarla onlardan onceki siitunlar1 kastediyoruz. Yani, E nin q
nuncu siitunu £ nin i¢inde bir tane 1 e sahip olan siitun ise 0 zaman E matrisinin

zorunlu(essential) siitunlar1 ilk ¢ +1 tane siitundur.



Tamm 1.1.2: F = Hel., jH matrisi, k -tane satir ve ¢ tane zorunlu(essential) siituna

sahip bir n incidence matris olup v =0,1,...,g —1 olmak iizere

ve

sayilarin1 tantmlayalim. Bu durumda

)m,=M,>0 ise E ye zayif Polya kosulunu

ii)M, 2v+1 (v=0,1,..,9-1) ise E ye Poyla kosullarini,

iii)M, >v+2 (v=0,1,..,g—2) ise E ye kuvvetli Polya kosulunu saglar
denir[1].

Burada, k -tane satir ve ¢ -tane zorunlu(essential) siituna sahip E n-incidence

matrisi

€o €1 € - - - €

€x €y €n - - . €

e e e N 4

30 €31 €3 3g-1
-l -
sJ

€o € €2 - - - €rug

seklindedir.

Tanim 1.1.3: Bir E = Hei, jH incidence matrisinde, E nin herhangi bir satirindaki

ardisik 1 lerin en biiyiigiine (uzunluga bagh olarak) dizi denir.
Es deger olarak eger e, =1 (v =], ...,p) iken
e;,=0=¢ .,
ise E, i-inci satirinda
p=(-D=p-j+l
uzunlugunda bir diziye sahiptir. Bu dizi

€ s,

dir. e, ;,...,e; , dizisine kisaca E nin (i, j) dizisi denir. Eger p—j+1 tek ise bu

diziye tek dizi, aksi halde cift dizi denir.



Tanmm 1.1.4: £ #1 ve v<j olmak iizere E nin bir e, elemanmin 1 olmasi

durumunda (i, j) dizisine trigonometrik olarak destekli denir.
Eger; u<i< j ve v,7 < j olmak iizere

€y, =€,, = 1

olacak sekilde E nin iki tane e,, ve e, eleman varsa bu (i, j) dizisine cebirsel

e
olarak destekli denir.

Tamm 1.1.5: Bir (2n+1) - incidence matrisinin alt uzayinin boyutu sifir ise bu
matrise dengeli matris (poised) denir.

Bagska bir sekilde ifade edecek olursak;

Derecesi en ¢ok n olan trigonometrik polinomlardan interpolasyon kosullarini
saglayan tek trigonometrik polinom sifir polinomu ise (27 +1) - incidence matrisine
dengeli metris (poised) denir.

Tamm 1.1.6: Eger dim H =n olmak iizere; sifirdan farkli her A€ H nin [a,b]

tizerinde en c¢ok "n—1" sifin var ise veya buna denk olarak, H nin her

{h,,h,, ... ,h, } bazive [a,b] de farkll ¢,t,, ... ¢, n lisii¢in

h(t) h(t) . . . k()

h(t) hy(t,) . . . hy(,)
#0

() b)) ... k(@)

ise H < Cl[a,b] alt uzayr Haar Sartin1 sagliyor denir[2].

Yaklasim teorisi, cok genis uygulama alanlar1 olan bir aralik {izerinde tanimli
siirekli fonksiyonlara, daha basit yapidaki polinomlarla yaklagsma iizerine kurulan bir
konudur. Analizden de bilindigi iizere; Taylor serisi var olan bir fonksiyonun
yaklasimi olarak, bu serinin kismi toplamlar1 alinabilir.

Bu calismada Yaklasim teorisinin uygulama alanlarindan biri olan ayni anda
yaklasim incelenecektir. Calismanin amaci verilen tanimlarin 15181 altinda aynm1 anda
yaklasimin karakterize edilerek, Birkhoff sistemleri ve interpolasyonla olan iliskisini

ortaya cikartmaktir.



1.2. Kaynak Ozetleri
K. Atkinson ve A.Sharma [1], 1969 yilinda yaptiklar1 calismada Hermite-Birkhoff

interpolasyon probleminde;

1, (G, j)el
€; = ..
/ 0, (i, ))el

olmak uizere

k o0

£=e

Glliey o
seklinde tanimlanan E incidence matrisine Polya sartlarini saglatarak dengeli
oldugunu gostermistir.

Y. Ikebe [2], 1973 yilinda Haar Sartin1 farkli acilardan ele alarak Haar uzaylarini
ve Hermite-Birkhoff interpolasyon probleminin bu uzaylar {izerindeki degisimlerini
incelemistir.

Darell JJohnson [3], 1975 yilinda cebirsel polinomlarin Hermite-Birkhoff

interpolasyon problemini trigonometrik polinomlar icin incelemistir. Yaptig

calismada, k ve n pozitif tam sayilari icin 1<i<k ve 0< j <o olacak sekilde n

i eqe e ) -1
tane (i, j) siral ikilisi verildiginde derecesi en ¢ok nT olan ve

pY )(x,) =0
konumunu saglayan tek trigonometrik polinom uzayinmin sifir uzayr oldugunu
gostermistir.
R.A.Lorentz [5], 1975 yilinda yaptigi calismasinda; F ={k0,k1,...,kp} ve
0=k <k,<..<k, olmak iizere [a,D] araligi lizerinde tanimh olan ||||—

Chebyshev normunu ele alarak tanimladigi

= max
171l = max,

f(ki)H
normuyla II, cebirsel polinomlariyla tiirevlenebilir fonksiyonlara yaklagim

incelemistir. Elde ettigi temel sonug, F - normunda en iyi yaklasik polinomlarinin

belirlenmesi olmustur. Bu belirleme
G={ke F:V,(f)#0}

veE



q= rkr’_leig{k,-}
olmak iizere ¢ nun karakterizasyonu ile yapilmstir.
Darell J. Jonhnson [4], 1976 yilinda da tiirevlenebilen fonksiyonlara ayni anda
yaklasimi derecesi en ¢ok n olan T, trigonometrik polinomlariyla incelemis ve bir
en iyl yaklasik trigonometrik polinomun var olmasi durumunda diger en 1iyi

yaklasiklarin bilindigi gerceginden hareket ederek en iyi yaklasik trigonometrik

polinomlarin kiimesini belirlemistir.

L.L. Keener [7], 1980 yilinda yaptig1 ¢alismada Haar uzayindaki elemanlarla
Hermite ve Hermite-Birkhoff interpolasyonu iizerine bazi temel sonuglara ulagmistir
ve bu sonuglari bir fonksiyon ve tiirevlerine yaklagim problemine uygulamistir.

R.A.Lorentz [9],1983 yilinda Haar uzaylari iizerinde aym anda yaklagimi
incelemistir. Bir fonksiyona aymi anda yaklagim kiimesinin hi¢bir zaman bos
olmadig1 ve her zaman birden fazla elemani kapsadigindan yola cikarak bu kiimenin
boyutunu arastirmig ve HHF normu ile yaklasim probleminin daha basit yari
normlarla yaklasim ile degistirilip degistirilemeyecegini bulmaya calismistir.Bunu

yaparken de Birkhoff Sistemlerinden yararlanmustir.



2.BOLUM
AYNI ANDA YAKLASIM

2.1. Trigonometrik Polinomlarla Aym Anda Yaklasim

Derecesi en ¢ok n olan 7, trigonometrik polinomlariyla tiirevlenebilir

fonksiyonlara

_

= max
171 = max

normu ile yaklagima ayni anda yaklagim denir.Burada 0=k, <k, <..<k, birer

tamsayl ve |||| normu da, T =[-7,7] olmak iizere C(T) iizerinde bilinen

Chebyshev normu olup

||f|| = max ‘f(x)‘

xe[-7,7)

seklindedir. O halde

| /], = max ( max_|f® (x)D

i=0,1,...,p \ xe[-7.7]
seklinde ifade edilebilir.
0=k, <k <..<k, ve F=1k,.k,, ...k, | olmak iizere; B, ; [-7, 7 | birim gemberi
tizerinde, yukarida tanimlanan || . ||F normunda k, kere siirekli tiirevlenebilen gergel

degerli fonksiyonlarin bir Banach uzayidir.

Tamm 2.1.1: (X , H) normlu bir uzay ve (xn) bu uzayda bir dizi olsun.

Ve >0 sayisina karsilik;

n,<n,m 1¢in ||x, —x, (<€

olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa (xn) bir Cauchy dizisidir.
Ayrica normlu uzayda yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

Tamm 2.1.2: Bir (X o - H ) normlu uzayi i¢inde olan her dizi yine bu uzay i¢inde

: H ) uzayina tam uzay denir.

bir elemana yakinsiyor ise (X ,



Tamm 2.1.3: Bir (X S - H ) normlu uzayi tam ise yani bu uzay i¢inde alinan her

Cauchy dizisi norma gore yakinsak ise bu uzaya Banach uzay: denir.

Yukarda verilen tamimlarin 15181 altinda B, nin bir Banach uzayr oldugunu
gostermek zor degildir.
Bu durumda efer fe B, ise f*e Cl-zx] olur fe B, verildiginde
VgeT, icin
|7 =4, <lf -,
olacak sekilde her zaman en az bir ¢* € T, vardir. Weierstrass temel teoremine gore,

belli araliktaki siirekli fonksiyonlarin yakininda daima bir polinom bulunur. Yani

polinom uzayr bu uzay icinde yogundur. Bu durumda f :[a,b]—R, siirekli bir
fonksiyon ve her £ > 0 sayis1 i¢in

lr=rl<e
olacak sekilde p(x) polinomu bulunabilir.

Tamm 2.1.4: f € B,. fonksiyonuna g€ 7, polinomlari ile H . HF normunda en iyi

yaklagiklarin kiimesi Q(f) ile gosterilir ve
o(f)={ pet,: 7=l =inflr - ol, |

={ pet,: |f-pl, <|f-dl,.vqeT, }

seklinde tanimlanir.Ayrica Vf € B, igin Q(f)#0 dir.

Diger bir deyisle bu Q(f) kiimesi; f, ", ..., f (k) fonksiyonlarina geT,

polinomlar1 ile Chebyshev normunda en iyi aym: anda yaklagimlarin kiimesidir.

Buradan

Af)=|r-4],. 4 Qr)
A(f)=inf |f—q

qeT,

’

iyl tammmhidir ve eger;

feT, ise A(f)=0
feT, ise A(f)>0

dir.



Tamm 2.1.5: ‘( f- p)(k’) (x)‘ fonksiyonunun maksimum degerleri aldigi

noktalarin kiimesine u¢(extremal) kiime denir ve
) (k) _
v, (p)={xel-z.2):|( 7= p)" ()] -1l )
seklinde tanimlanir.
U,(g) ug kiimelerinin baz1 6zelliklerini inceleyelim. Once VU,(g) kiimesinin

kompakt oldugunu gosterelim. Kompaktlik tanimini hatirlayacak olursak; kiimedeki
her bir dizi yakinsak bir alt diziye sahipse bu kiime kompakttir. Ayrica kompakt bir

kiime kapali ve smirlidir. U, (¢) kiimesini

(k)
U (@) frel-77)(7-9) (| =If -4l ]
seklinde tammlamisnk. Bu tanimda da goriildigi gibi; U,(g) kiimesi,

{|| f—d|, } kiimesinin siirekli ‘( f—q)® (x)‘ fonksiyonu altindaki ters goriintiisiidiir.

{If-dl.} =&
tek elemanli bir kiime olup R de kapalidir. ‘Kapali bir kiimenin siirekli bir fonksiyon
altindaki ters goriintiisii de kapali” olacagindan U, (q) kapalidur.
T =[-x, 7] kiimesi kompakt olup U,(g) =T dir."Kompakt bir kiimenin kapali
alt kiimeleri de kompakt’ olacagindan U, (g) kompakttir.
Simdi Lindel6f Teoremini hatirlayarak bu teoremin U,(g) u¢ kiimelerine

uyarlanigin inceleyelim.
Teorem 2.1.1(Lindelof): E, reel sayilarin acik kiimelerinin bir koleksiyonu

olsun. Bu durumda

UO:OQ

oeE i
olacak sekilde. E nin bir {0} sayilabilir alt koleksiyonu vardur.

Sonu¢ 2.1.1: Herhangi iki reel say1 arasi; x<y iken x<r<y olacak sekilde

uygun bir » nin varlig1 i¢in uygundur.

Bu teoremi U, (g) ug kiimelerine uyarlayalim.

U, =({U.(g): g€ Qf)}

olsun.Bu durumda V, =0,1,...p i¢in



U, =V, @.1)

olacak sekilde bir {¢,}" < Q(f) dizisi vardur.
Soyle ki;

U, (q) lar kapali olup, kapali kiimelerin sonlu kesisimi de kapali olacagindan;

U, = ﬂ Ui(q)

qeQ(f)

kapalidir. Her iki tarafin da tiimleyeni alinirsa

ui= U U@ 2.2)

qeQ(f)

acik kiimesi elde edilir.Lindel6f teoreminden;

U vi@=Uvr @)

qeQ(f)

dir. Bu esitlik (2.2) de yerine yazilirsa
u; =Jus )
v=I
elde edilir. Tekrar her iki tarafin tiimleyeni alinirsa
Ui = n Ui (QV )
v=I
olur ve bu da (2.1) esitliginin kendisidir.
Lemma 2.1.1: Vge Q(f) ve Vi=0,1,..,p icin
Uq)cU(q9)
ve
xe U, (g%
ise 0 zaman
(@) (x0)=q""(x)
olacak sekilde bir ¢" € Q(f) vardur.

Lemmayi ispatlamak i¢in

. - 1 1 1
q ZZZ q, =§ql+?q2+...+2—nqn +...



olarak tanimlayalim ve ¢ wn T, nin eleman olup olmadigim arastiralim. Once

g m diizgiin yakinsakligini inceleyelim. Diizgiin yakinsaklik igcin Weierstrass M-

Testini hatirlayalim.

ZU , bir E kiimesi iizerinde reel degerli fonksiyonlarin bir serisi olsun. Eger,

n=l1

Vxe E ve Vn2 N, icin

U, (0| <,

ve

Dty <o
n=1
olacak sekilde bir N,e N dogal sayis1 ve bir (x,) pozitif reel sayilar dizisi varsa

ZUn serisi E tizerinde diizgiin yakinsaktir.

n=1

q,€T, icin A ,B, € R olmak lizere

q,=A4A, + Z (A, coskt+ B, sinkt)

k=1
esitligini yazabiliriz. Ayrica;

27q,=U,(x)
dersek

2.2"4,=2.U,(
v=I1 v=I
olup, buradan

A + Zn: (A,, coskt+ B, sinkt)
UAMFP”%F‘ = ‘

2V

olur. Siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin en biiyiik degerini alip liggen esitsizligini

uygularsak

1 n
Luﬂsyﬁahzw%hMM} @3
k=1
esitsizligi elde edilir. Buradan

p=la. s 1], <

q, qv—f||F+||f||F

olup



< sabit

QV F
oldugundan en az bir g sabiti vardir 6yle ki
|Akv| <H ve |Bkv| <H,

dir. Bu durumda

{MJ+ZKM”+B”ﬂ<a&wﬁ 2.4)
k=1
olmaldir. Aksi halde |q, , normu sabit olmazdi. (2.4) ifadesini (2.3) de yerine
yazarsak
Si.a
2V
olur. Eger
u =2
n 2v

olarak alirsak

(2.5)

esitsizligi elde edilir. Boylece Weierstrass M-Testinin birinci sartin1 saglamis olur.

Buradan

z,u Z——aeR<oo

elde edilir. Boylece
q=272"q,
v=I1

serisi i¢in

veE

z,un =a sabit < oo

v=1

olacak sekilde bir ae R ve bir (u,) pozitif reel sayillar dizisi oldugundan
Weierstrass M-Testinden dolayr ¢  serisi diizgiin yakimsaktir. ¢ 1n diizgiin

yakinsakligini gosterdikten sonra simdi ¢" € T, oldugunu gosterebiliriz.



A+ i (A, coskt+ B, sinkt)
k=1

q =§§=z X

i +2KZ ]COSkt+(g%jsinkt}

q =c, +2Ck coskt + D, sin kt

k=1
esitligi elde edilir. Boylece ¢ € T, dir.

Simdi ¢ € Q(f) oldugunu gosterelim. Bunun icin 6nce Q(f) nin konveks olup
olmadigini inceleyelim.

Eger

ql’qZE Q(f):>||q1_f||F S||q_f||F (2.6)
la. = 71, <lla =11
dir.
Buradan
|erg, +(1-2)q —fH :Haql (1-a)q, - (a+(1-)) pr
< ala = /], +(1=a)]a. - 1],

elde edilir. (2.6) esitsizliklerini yerine yazarsak

g, +(1=a) g, = ], <lla =11,
olup Q(f) nin tanimindan
ag, +(1-a)g, € Q(f)
dir.Bu durumda Q(f) konvekstir.

Buradan, Q(f) nin konveksliginden ve her bir g € Q(f) olmasindan dolay:

g € Q(f) dir ciinkii

| 1], =

>

<N
22 !
_f”F

-1l @)

dir. g, € Q(f) oldugundan dolay1

Sl sla=71l, - vaer,




esitsizligi saglanir. (2.7) de bunu kullanirsak
|la" =1, <lla= 71,
olur.Bu durumda ¢" € Q(f) dir.
Sonuc 2.1.2: Eger p* ve ¢ polinomlarinin her ikisi de bir f fonksiyonun en iyi
minimal yaklagim polinomlari ise Vi =0,1,...,p i¢in
U(p)=U,(q")
ve VxeU.(p)=U,(q) igin
P (=9 (x)
dir. Notasyonlar1 gozardi ederek; her bir i =0,1,..., 0 icin ¢' 1 f fonksiyonunun
en iyi minimal yaklasig1 ve
U,(f)=U,(q)
oldugunu kabul edelim. Ister istemez en az bir j € {0,1,..., p} icin
u,+9
dir. Bundan sonra eger ¢, f ye en iyi minimal yaklasim polinomu ise
U ()=U,(q")
esitligini kullanacagiz.
Tamm 2.1.6: Vge Q(f), Vi=0,1,...,p ve bir g € Q(f) polinomu igin
U,(¢)cU,(q)

ve xe U,(q") igin

sartlar1 saglaniyorsa bu ¢  polinomuna f ye bir en iyi minimal yaklasim polinomu
denir.
Lemma 2.1.2: Bir ¢ fonksiyonunun bir fe B, -7, fonksiyonuna en iyi

minimal yaklasim polinomu olmasi icin gerek ve yeter kosul

max {sup[(f—q* )(ki) . q(k")}(x) :xe U, (q*), k e F} <0 (2.8)

i=0,1,....p
olacak sekilde bir ge T, polinomunun bulunmamasi ve bazi je{0,1,..., p} ve bazi

x,€U,(q) igin



[(f —q )(kf) q(kf)jl( | <0 (2.9)

kesin esitsizliginin saglanmasidir.
Lemmanin ispatint  Kolmogoroff Karakterizasyon teoreminin ispatindan
faydalanarak yapalim.

Gerek Sart: ¢ bir fe B,.|T, fonksiyonu en iyi minimal yaklastm polinomu

olsun. Bu durumda

A =|f-4

F

dir. V¢ polinomu icin

max { sup [(f—¢)™. ¢*] (x)} <0

i:(),l,...,p xe U,(f)

olsun. (Olmayana Ergi Metodu ) Bu durumda

max { sup [(f =g ¢*] (x)} = -2¢

iZO,l ..... P xe U/- (f)

olacak sekilde ¢ (x) vardir. Fonksiyonun siirekliliginden
* (kl) (k)
(f(x)—q (x)) q " (x)|<-€, xeG
ve U,(f) € G olacak sekilde T =[-7z,7] ninbir G acik alt kiimesi vardr.
A >0 igin ¢,=q — A¢q olsunve

M= ma lo o]

xe [-z.7]
alalim.
xe G igin
la+ B[ Ha| +2aB+B[
esitligi kullanilarak
[r@@=-a@] =] - + g% W [
< N2le+A*M’
esitsizligi elde edilir. Eger
A<M?¢

alirsak



|7 =g @ <A =[f* @ -g "
| £ =g | <[ £ (0-¢"* )|
|£=a:ll <7 =a*1;
olup g,.f ye ¢ dan daha yakindir (veya f ye ¢ dan daha az bir hata ile
yaklagir) Buda kabuliimiizle gelisir.
x€ G igin F =T|G olup F kapaldir. F iizerinde [f*' (x)=¢"* (x)|<A kalr.
Bir 4 >0 igin | f*’ (x)— g™ (x)| ve A gergel sayilan arasinda kalacak sekilde
bir & bulabiliriz. Soyle ki;
H £ (x) = ¢ (x) H <A-8 <A , xeF
dir. A< (2M)™ & olacak sekilde segilirse
| £ =g | = | F9w-a" @+ 24" W |
S A=8+AM<A=|f*@)-q" )|
olur ve buradan
| = a <l -l
olup g, ., ¢ dan f ye daha yakindir. Buda bir celiskidir.

Yeter Sart: Vge T, icin

max{ sup [f(k")(x)—q*(k")(x)]q(k")(x)}ZO, je{ol, ...p}

i=0,1,...,p xe U,(f)
olsun. Keyfi bir ¢ = ¢ — g, olmak iizere x;e U,(f) icin

dir. Buradan

dir ve



|£=a. 1.2 =4,
olup, ¢" ; f ye eniyi minimal yaklasim polinomudur.

Lemma 2.1.3: Eger fe B,.|T, ; [—7[,7[] tizerinde (kl. + 1) kere tiirevlenebilir ise

pe Q(f) ve xeU,(p) igin
(f=p)"" (=0
esitligi saglanir. Ayrica
k+l=k, =>U,(p)nU,(p) =2
dir.
ispat:
xeU,(p)={xe[-z.z}| (F - @ =] £ - p|,]

olmast; (f — p)*’ nin xde bir minimum yada maximuma sahip olmasini gerektirir.

Extremum noktalarinda birinci tiirev sifir olacagindan

(f =)= (f-p)* (0] =0
olur.
Ayricaeger k, +1=k,,, ise xe U,(p)NU

.1 (p) olmasi

AHE F=p |, =| (F=p) @ | =|(f = p) 5 ()]0
olmasim gerektirir. f ¢ 7, oldugundan A(f)>0 olmaldir. Bu da bir ¢eliskidir. O
halde x& U, (p) NU,,,(p) olup U,(p)nU,,,(p)=0 dir.
Simdi
G={keF:U/(f)#2]
kiimesini ve
g =min{ k,;: ke G}
polinomunu ele alalim.

Teorem 2.1.2: f € B,

T, , k, +1 kere tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger

i) ¢ =0 ise f fonksiyonu F - normunda bir tek en iyi yaklasia sahiptir. Yani
Q (f) tek elemanlhidir.

ii) ¢ > 0ise Q (f) bir boyutlu konveks kiimedir.



iii) F - normunda bir en iyi yaklasim tiirevi daima tektir. Yani, Q (f)nin
elemanlarinin tiirevi daima tektir.
Ispat: p'eQ(f): f ye bir en iyi minimal yaklasim polinomu olsun ve peQ(f)
elemanini alalim.
Lemma 2.1.1 den, her bir k,e G ve xe U,(f) i¢in
P (0)=p™" (x)
dir. Lemma 2.1.3 de; xeU,(f)ve k;€ G igin
P (0 =p T (x)
olmasini gerektirir.
r=(p-p)eT,
olsun. O zaman r ; xeU,(f) ve k,e G i¢in
r (x0)=r""" (x)=0 (2.10)
ozelligini saglar. Lemma 2.1.2 den k,e G i¢in U,(f) en az n+1 nokta icermek
zorundadir.(Bir noktas1 bir diger U,(f) tarafindan iceriliyorsa tekrar saglayacak.)
Bu durumda
rx)=r“"x)=0, xeU,(f), keG
icin
r (x)=r“""(x)=0

r(k,') (.X2 ):V(k'H) (xz ):0

r(x,)=r'"" (x,)=0
r(x,)=r" (x,) =0
esitlikleri en az n+1 nokta i¢in saglanir.
Eger k., =k+1 ise U,(f)nU,, (f)=& olacagindan, Lemma 2.1.3 den dolay1
sinirlama sayisi en az 2n+ 2 olur. Ciinkil i yerine i+1 yazarsak (2.10) esitligi;
r (xy=rf (') =0 (2.11)

esitligine doniisiir. Bu durumda U, (f) kiimesi de en az n+1 nokta igereceginden



r (x) =0

r (x) =0

XeU,(f), 1=1,2, ...n+1

r (3, = 0
olur. k,,, =k;+1 olmasi ile birlikte Lemma 2.1.3 den dolay1
U, (f)"U, (f) =D
olacagindan (2.11) i saglayan U, (f) nin elemanlar1 U,(f) nin (2.11)i saglayan

elamanlar1 olamaz.

Boylece (2.10) u saglayan n+1 tane U,(f) nin eleman: ve (2.11)1 saglayan n +1
tane U,,,(f) nin elamani olmak lizere 2n+ 2 tane denklem olusur.
(=1,2,..,n+1 icin
i) r (x)=r'"*"(x)=0, x,€ U,(f)
i) r“M(x)=0, x' eU,,(f) [=1,2,...,n+1
Buradan, bir x €U, (f) secerek ve r9(x ,)=0 simrlamasinda yerine koyarak
(r'*Y(x,) = Osiirlamasim atlayarak ) ve sonra
r(x,)=r"""(x)=0
x,eU(f), ke G (2.12)
seklindeki sinirlamalarin diger n ciftlerini segerek bir E’, (2n+1) incidence matrisi
olusturabiliriz [3].
Simdi bu ciftlerin n+1 tanesini yukarida soylendigi gibi x, € U (f), q€G

olacak sekilde secelim. Bu ¢iftler
1,9),(2.9), ....(n,q),(n+1,q)
seklinde olsun. Geriye kalan
(2n+1)—(n+D=n
tane ¢ifti ise k,€ G ve x,e€ U,(f) olacak sekilde
(1,k,),(2,k;),....(n,k;)

seklinde olusturalim. Bu durumda / nin toplam eleman sayisi



(n+D)+n=(2n+1)
olur.

Simdi E’ matrisini, n+1 satirl, (2n+1) incidence matris olacak sekilde

olusturalim
0 0 01 0O 01 0O
0 0 01 0O 01 0O
E =|.
oo0...010O0O0...0T1TTO0PO
oo0...010O0O0...00O0OO0

Eger E’ niin ilk ¢ siitunu silinirse asagidaki E (2n+1) incidence matrisi elde

edilir.

1 00 01 00

1 00 01 00
E =

1 00 01 00

1 00 00 0O

matrisi zayif Polya kosulunu saglar Ciinkii

n+l
m,= z €,0=€ote,t.te,
=1

=1+1+...+1
=n+1
ve
M, =m,=n+1>0
dir.

E matrisi kuvvetli konservativedir ciinkii dizi sifirinc siitunla bagliyor[3].

E matrisi derecesi en ¢cok n olan trigonometrik polinoma gore dengelidir[3]



Diger taraftan
5= }"(q) = Tn
polinomu, E incidence matrisini saglayan bir polinom oldugundan dengelilik

tanimina gore

[
Il
(e)

olmalidir.

Derecesi en ¢ok n olan trigonometrik polinomun ¢ nuncu tiirevi bir sifir
polinomu ise (veya herhangi bir tiirevi ) polinomun kendisi sabittir. Bu durumda
reT ,n inci dereceden bir sabit trigonometrik polinomdur.

Eger ¢ =0 ise

r=r'” =0=s
ve
r=p-p =0=p=p
olarak bulunur. Boylece f ye F normunda en iyi yaklasik tektir ve bu durumda bu

minimal en iyi yaklasiktir.
Eger g >0 ise
r=p-p
sabit polinom olup sifirinct dereceden bir trigonometrik polinomdur. p ve p* da r
ile aym dereceden olduklarindan p ve p° da sabit polinomdurlar.(yani sifirinci
dereceden) Boylece
p (sbt)—p (stb)=a
olup Q(f), sifir dahil biitiin sabitlerden olusan bir boyutlu konveks bir

kiimedir [4] .



2.2 Cebirsel Polinomlarla Aym1 Anda Yaklasim

Trigonometrik polinomlarla aym anda yaklasimi inceledik. Simdi ise

0=k, < k,<..<k, ve || ) || normu, [ a,b] iizerinden Chebyshev normu olmak iizere
— ki
|71, = max [5]

normu ile 7, -cebirsel polinomlariyla tiirevlenebilir fonksiyonlara yaklasimi

inceleyecegiz. Amacimiz; trigonometrik ve cebirsel polinomlarla ayn1 anda
yaklasimi karsilastirarak benzerliklerini ve farkliliklarini ortaya koymak ve Birkhoff
interpolasyonu ile ilgili bazi teoremleri incelemektir. Burada bir en iyi yaklasim
polinomunun varligin1 gosterecegiz. Eger boyle bir polinom yoksa en iyi yaklasim

polinomlarinin hepsini karakterize edecegiz[5].

Q(f), 7, den fe B ye en iyi yaklasiklarin kiimesi ve
A, ()= ;gg{” f-r ||F}

kiimesi de sifirdan farkli bir kiime olsun. Bu durumda Q (f) kiimesini

Qf)y={p|lpex, .| f-rl,=A.. )

seklinde ve U, (p) ug kiimelerini

U(p)=U,(p. f)={xe [ab] /]| f* )= p* (0)|=A, . ()}
seklinde tanimlayabiliriz. U¢ kiimelerin kompakt oldugu acikca goriilmektedir.
Konveks €Q (f) nin cebirsel i¢ noktalar1 olan minimal polinomlardan

yararlanarak asagidaki lemmalar1 verelim.

Lemma 2.2.1: VpeQ(f) ve i=0,1,...,p i¢in
Up, f)cUp.f)
p(x)=px), xcU, (p,f)
sartlarini saglayan bir pe Q ( f) minimal polinomu vardir.
Burada U,(p,f) kiimeleri p nin se¢ciminden bagimsiz olduklarindan bu kiimeleri
U.(f) seklinde gosterecegiz.
Lemma 2.2.2: Bir peQ(f) polinomunun feB fonksiyonuna en iyi minimal

yaklasim polinomu olmasi i¢in gerek ve yeter sart

max - sup {f* (x)=p"(0}Q" (x)<0

i:(),l,..,, P xe Ul (f)



olacak sekilde bir QelIl polinomunun bulunmamasi ve bazi 0<i,<p seklinde

iplarve x, eU, (f) lerigin

{ £ G)=p" (x )} 0" (x,)<0

esitsizliginin saglanmasidir.
Lemmanin ispati; Lemma 2.1.2 de oldugu gibi Kolmogoroff Karakterizasyon
teoreminden faydalanilarak yapilabilir.

Tamm 2.2.1:
G={ k |k, e F . U.(f)#2)
ve

g=max {k, }

ke G
olmak tizere G — ¢ kiimesi

G —qz{ k., —q ‘kl.e G}
seklinde tanimlanir. Buradan 0e G—¢q oldugu kolayca goriilebilir.

Verilen bir fe B,. icin

A =min {max H f(k")— Q“‘”H} 2.13)

0ell, | req

esitligini goz Oniinde tutarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2.1: (2.13) te tamimlanan A sayis1 A(f) ye esittir ve bu her
Qe Q(f) ileelde edilebilir.

Ispat: A <A(f) oldugu acgiktir. Geriye sadece (2.13) te verilen maksimumun
VQeQ(f) i¢cin en azindan A(f) ye esit oldugunu gostermek kalir. Aksi halde bazi
0 >0 ve baz1 Qe Q(f) i¢in

| £ - 0% |<A(f)-6, keG
olur. Biitiin k;eF i¢in

max Hf”‘” M

olacak sekilde M >0 sayisin1 alalim. Eger p bir minimal polinom ise

|5 -5 |=A(). keG
Hf(k') ‘P(k’)HSA(f)—s,kie F|G



olacak sekilde bir £ >0 vardir.

0</1<% olacak sekilde yeteri kadar kiicik A <&(4M)™ sayisim alalim.

0,=40+(1-A)p polinomu ile f fonksiyonuna yaklagimin derecesini bulmaya

caligalim.

Eger keG ise

Hf(k,») _ 1(k,~>” :Hfum _;tQ(k,») _(1_/1)1309)”
<y 0" -] -7
<A(A(H)=6)+ (=2 )A(f)=A(f)=A I <A(f)

olup
|r4-o <A (2.14)
elde edilir.
Diger taraftan eger k€ F |G ise
lr4 = 0| <2m A+(0-2)(A(f)-¢€)
<§+A(f)—(1—/l)g <A(f)

olup
|£% -0 |<Ach) (2.15)

elde edilir. Ozdes olan (2.14) ve (2.15) esitsizliklerinin her iki tarafinda maksimum

alirsak
| =@l -<Ach)
olur ve boylece ispat tamamlanir.

Simdi verecegimiz teorem,

||F normunda f ye yaklasimin tekligi konusunda

bize yeterli sart1 saglayacaktir.
Teorem 2.2.2: Eger k,+1 kere tirevlenebilir f fonksiyonu i¢in U,(f)# D

olacak sekilde ¢ =0 varsa f,

. HF normunda bir tek en iyi yaklasim polinomuna

sahiptir.

Ispat: peQ(f) ve p, p = p olacak sekilde bir minimal polinom olsun. Minimal

polinomun tanimindan dolay1r xe U, ve i =0,1,...,p i¢in



ﬁ(k')(.X) — p(k,)(x)
dir. Buradan
ﬁ(k,+l)(x) — f(k,+1) :p(km)(x) , X€ Ui(f)m( a,b) 5 ] =0,1,...,,0

yazilabilir.

Boylece sifira 6zdes bir R polinomunun

R"(x)=0, xeU.(f), i=0,,..,p (2.16)
R (x)=0, xcU,(f)n(ab) (2.17)

sartlarini sagladigini gostermek yeterli olacaktir.

Teorem 2.1.2 nin ispatindan ve Birkhoff Interpolasyon problemi hakkinda bilinen
teoremlerden yararlanarak ispat yapilabilir.

Simdi, Lemma 2.2.3 te kullanacagimiz bazi1 notasyonlari verelim[6].

U, =U,(f) kiimeleri sonsuz olabilir. Bunun saglandig: her bir i i¢in baz1 xeU,

elemanlarin1 ithmal edip iclerinden keyfi n+2 tanesini alacagiz ve yeni olusan
kiimeleri de yine U, ile gosterecegiz.

¢, ile U, deki noktalarin sayisin

1

e; ile U, de a veya b olan elemanlarin sayisini ve

E ile de (2.16) ve (2.17) de verilen Birkhoff Interpolasyon problemine karsilik

gelen incidence matrisi gosterecegiz.

Lemma 2.2.3: E matrisi
0
N+1=) (2, —¢,)
i=0
tane terime sahiptir ve derecesi N olan polinomlarin Birkhoff Interpolasyon
problemi i¢in bagimsiz bir matristir. Ayrica N=n+1 dir.
Ispat: Eger bir incidence matris, destekli tek dizilere sahip degilse ve kuvvetli

Polya sartin1 sagliyorsa bu bagimsiz bir matristir. Bununla beraber (2.16) ve (2.17)

deki biitiin kosullar1 [a,b] icinde ¢akismayan ciftlerden gelen noktalar ihtiva eder.

Bununla sunu kastediyoruz; eger E deki 1 lerden olusan herhangi bir dizi £ nin ilk
ya da son satirinda degil ise bu dizi ¢ifttir.
Boylece geriye sadece E nin kuvvetli Polya kosulunu sagladigin1 gostermek

kalir. Bu kosul



k
dm 2k+2,  0<ks<N (2.18)

5=0
seklinde ifade edilebilir. Burada m_ , E nin s -ninci siitunundaki birlerin sayisidir. Ya
da baska bir degisle m_; (2.16) esitliginde k;, < s seklindeki sayilarn ve (2.17)
esitliginde de k, +1 < s seklindeki sayilar1 gostermektedir.

k =0 i¢in (2.18) saglanir bu m, =2 demektir. Kabuliimiizden dolay1r U, #J ve
bu ylizden

|f=Pl=A0H)

dir. ¢ bir sabit olmak lizere p+c, p ile aym tiirevlere sahiptir ve p+c, polinomu
f fonksiyonuna p den daha iyi bir Chebyshev yaklasimi olamaz. Ciinkii p +c, p

den daha kii¢iik u¢ kiimelere sahip olmalidir.

| f ()= p(x)

, maksimuma en az iki noktada ulagir ve bu yiizden m, =22 dir.

(2.18) esitsizligi baz1 k lar icin ihlal edilsin ve k, k larin en kiiciigii olsun.

Buradan 1<k <n dir ve

k+1
Z m_ >k+1

s=0

olur fakat

idi. Bu da

olmasini gerektirir ve boylece m- =0 olur.

E, E nin ilk k+1 siitunundan olusan incidence matris olsun. E de E gibi
destekli tek diziye sahip degildir. (2.18) den dolayr E kuvveli Polya kosullarini
saglar ve bu yiizden derecesi k yi gecmeyen polinomlar icin bagimsizdir. Buradan
derecesi en fazla k olan ve

R® (x)=—0[ f*(0)-p"' ()|, xe U, , k, <k
R*Y(x)=0, xeU, Nn(ab),k +1<k



kosullarimi saglayan bir R polinomu bulunabilir. Burada o (& ), isaretini belirtir.

En son bunlara ek olarak

R* (x)=0, k >k

olur. Bu Lemma 2.2.2 ye tezat teskil eder. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdiye kadar verdigimiz teorem ve lemmalar asagida verecegimiz teoreme
zemin hazirlamak ic¢indi. Bu teorem, trigonometrik ve cebirsel polinomlarla ayni
anda yaklasim arasindaki 6nemli bir farki gostermesi agisindan biiyiik bir 6nem teskil
etmektedir.

Teorem 2.2.3: f, k,+1 kere tirevlenebilen bir fonksiyon, G ve g da
Tanim2.2.1 deki gibi tanimlansin. Bu durumda Q (f), ¢ boyutlu bir konveks

kiimedir ve ek olarak pe Q(f) icin p'? tiirevi tektir.

ispat:
|f=pl, <ACH
kosulu
lr& = p® | <A .k <q (2.19)
ve
|r% = p* | <A, K 2q (2.20)

kosullarina denktir. Teorem 2.2.1 den; (2.20) kosulu bize p'? nun || ) ||G_ , normunda

£ ya en iyi yaklasim polinomu oldugunu gosterir. Bu p yu en iyi sekilde

tanimlar.

p, derecesi g yu gecmeyen polinomlar olarak tanimlandigindan
dimQ (f)<gq
olur. Diger taraftan peQ(f) bir minimal polinom olsun. Bu durumda
lr® = <A, ko<q

olur. Eger Q, yeteri kadar kii¢iik katsayilar1 olan, derecesi ¢ yu ge¢gmeyen herhangi

bir polinom ise (2.19) ve (2.20) kosullar1 p = p + Q icin saglanir.



IN.BOLUM
HAAR UZAYINDA AYNI ANDA YAKLASIM
VE
BIRKHOFF iNTERPOLASYONU

3.1 Haar Uzayinda Ayn1 Anda Yaklasim

f € C"’[a,b] fonksiyonuna sonlu boyutlu H < C"*’[a,b] alt uzayinda derecesi
en ¢ok n olan 7, cebirsel polinomlariyla ve
|1, = max|

kieF

seklinde tanimlanan |||| » yart normu ile yaklagimi inceleyecegiz.

Burada
F ={k.ky,...k,}
dir, k; ler
0<k <k, <..<k,
sartin1 saglayan tamsayilardir ve |||| normu da C|[a,b] iizerinde bilinen Chebyshev
norm olup
”f”F = r{g{(%ﬁ(}‘ﬂk,)(ﬂo

dir.

H"“ [a,b] iizerinde yukarida tammlanan F normunda k, kere siirekli

tiirevlenebilir, gercel degerli fonksiyonlarin bir Haar uzay1 ve fe H"’ olsun. Bu
durumda

o pl) el
tiirevleri mevcuttur ve

f(ki) = C(kﬂ) [a,b]



dir. fe H" verildiginde her zaman en az bir ¢* € 7z, vardir 6yle ki Vqe 7, igin

|7 =] <17 ~al,

dir. fe H" fonksiyonuna ge 7, polinomlart ile | .| normunda en iyi ayni anda

yaklasim olup

|7 =Pl = intls ~al,
dir ve Vf € H* icin Q(f) # @ dir. Burada

AP =|F-q],. e

.
1yl tanimlidir ve eger

fer ise A(f) pozitif,

ferm, ise A(f)=0
dir.

f ye en iyi ayn1 anda yaklasim kiimesi olan Q( f) hi¢bir zaman bos olamaz ve
her zaman birden fazla elemam kapsar. Biz bu kiimenin kesin boyutunu bulmak ve
ayni zamanda || || . 1le yaklagim probleminin daha basit yar1 normlarla yaklasim ile
degistirilip degistirilemeyecegini 6grenmek istiyoruz.

H nin elemanlarimn tiirevlerinden olusan H '’ uzaylarinin tamaminin i < m igin
Haar uzaylar1 olduklar kabul edilir.

Keener [7], en iyi aym anda yaklasimin m inci tiirevinin kiimesi olan Q" (f)
kiimesinin sadece bir elemandan olustugunu sdyler veya zayif bir tahmine gore

dimH"™ =n-m+1
olup Q" (f) en fazla iki boyutludur.
Fakat Q(f) nin boyutu, genellikle bu sonucun gosterdiginden ¢ok daha kiiciiktiir.

Gercektende ayni anda en iyi yaklagim tek olabilir.

Eger H, yukaridaki boyutsal durumlari saglayan bir Birkhoff sistemi ise Q(f),
H 1n cebirsel polinomlarin kiimesi olmasit durumunda sagladig 6zelliklerin aynisi
saglar.

Ispatlar agirlikli olarak Birkhoff interpolasyonu icin varlik teoremlerine dayanir.

Bizim yaklasacagimiz kiimeler olduk¢a somut yapiya sahiptirler. 7z, , derecesi n yi

gecmeyen cebirsel polinomlarin kiimesi olmak iizere



dimH® =n—i
ise
T, CH

1

dir.Bununla birlikte eger
dimH" =n—i
ve H'" bir Haar uzayi ise H', biitiin 0< j <i icinde bir Haar uzayidur.
Lemma 3.1.1: H" bir Haar uzay1 ve dimH" =n—-m olacak sekilde H,
C"™ [a,b] nin n boyutlu bir alt uzay: olsun. Bu durumda i =0,1,...,m igin eger H,

yukaridaki varsayimlari sagliyorsa {hi('")} geren uzayinin bir Haar alt uzay1 olmasi ve

P _, € x, , olmasi durumunda

dir.
Simdi;
E, (F:H)=inf | ~ ],
olarak alalim. Bu durumda
Q(f)=Qf:H)=the Hf ~h|, = En(f)}
dir. Kolaylikla goriiliiyor ki Q(f) konvekstir ve bos degildir.
f ye yaklasimin u¢ kiimeleri olan U, (f,h) kiimeleri

U,(f.h)={xe[ab}f* @) -h* |=|f -], }

seklinde tamimlanir ve bu ug¢ kiimeler 2.1 de inceledigimiz u¢ kiimelerle ayni
ozellikleri gosterir.

Lemma 3.1.2: Vge Q(f) vetim i =1,2,..., p icin

Uz(f’h)CUz(f’g)

ve xeU,(f,h) igin

n ()= g (x)



ozelliklerini saglayan bir tane he Q(f) vardir.

Yukaridaki Ozellikleri saglayan herhangi bir he Q(f) en iyl yaklasim

polinomuna f ye en iyi minimal yaklasim polinomu denir.

Konveks Q(f) kiimesinin her cebirsel i¢ noktasi zorunlu olarak bir en iyi

minimal yaklagimdir.

h nin her se¢enegi icin en 1yi minimal yaklasimda U, (f,h) kiimeleri aymdir ve

biz bu ortak kiimelere U, (f) diyecegiz.
g =min{ k,:U,(f) =D}
seklinde tanimlanan g, F ye bagh olsun. F —¢g yardimiyla
k, —q:i=12,...p:k —q=0}

kiimesini tanimlayalim. Buradan O € F — ¢ oldugundan H . HF_q bir normdur.

Kolaylikla goriiliiyor ki

he Q. (f.H)ise h'"eQ,_ (f(q),H')

dir.

Lemma 3.1.3: fe c’ icin

G={k :keF,U(f)+D}
ve
g =min{k;}

olsun. Bu durumda

E;(f.H)=E.(f.H)
Qs (f)2Q:(f)

ve
QY (f H)cQq ,(f(q),H)
olur.

Ispat : G c F oldugundan



£ ) g |/ ], =g fmax] -
sinf {max | " [}
= EF (f’ H)

dir. Eger he Q,(f) ise her k, € F|G igin
|4 =n®| <Ep(f . H)
olur. Bu nedenle e Q,(f) icin
E,(f.H) =|f =], = max]f* =]

= max | £~

kieG
=|r-dl
dir.Simdi 4 1n Q;(f) ye ait olmadigim kabul edelim. Bu durumda
|f =g <If =hls = Ep(F. H)
olacak sekilde bir ve H vardir. Aym1 zamanda 0< A <1 seklindeki her A4 ve

k€ G icin
[0 =la=n+av]®| <||r* =n*| = B, (£, H)
dir. Ayrica yeterince kiigik VA> 0 icin
lre =la=n+ v <a= )& =n“ |+ 2| % —v | < E, (f . H)
dir. Boylece VA > 0 igin
| =[a=Dr+av]|, <||lf -4,
oldugundan bu bir celiskidir. Bu yiizden he Q(f) olmaldir.

Bu durumda
E;(f.H)=E.(f.H)
dir.
Eger he Q. (f,H) ise Vk, € G i¢in
|4 =v®| < Ep(f H)
esitsizligini saglayan ve H yoktur. Bu durumda, Vk,—ge G—¢g Ornegin;
K e Qg (fH'?) igin

[[£ @140 — o <[ £ — B | = E, (, H)



esitsizligini saglayan we H'? yoktur.

Bu lemmada sunu gostermeye calisuk Eger Q,_ (f”,H'”) bir elemandan

olusuyor ise herhangi bir he Q,(f,H) igin h'” bu elemandir. Ornegin; eger

H . HG_q ya gore H” den f' yaen iyi aym anda yaklasim tek ise, bu, Hj ye gore
H dan f ye herhangi en iyi aym anda yaklasimin ¢ uncu tiirevidir. Bilhassa,
herhangi g ve he H i¢in

g @ =p@
dur.

Lemma 3.1.4: he Q(f) olsun.

a) Eger h ve f , k,, +1 den daha yiiksek derecede siirekli tiirevlere
sahipse Vxe U,(f,h) N (a,b) ve i =1,2,..., p icin

W @) = 4 ()

dir.

b) Eger baz1 i lerigin k,,, =k, +1 ise

U.(f.h)nU,, (f.hn(a,b)=2

dir.

3.2 Aym Anda Yaklasimda Birkhoff interpolasyon Problemi

i=1.,M,j=0,1,...N—1 olmak iizere E=(elj); sadece kokleri ve 1 leri olan
M xN tipinde bir matris olsun. H, C""[a,b] nin bir alt uzayr olsun. E igin
Birkhoff interpolasyon problemi verilen b; ve i=1L...,M icin x, dugimleri ile
e; =1 i saglayan biitiin (i, ) ler i¢in
hD (x,) = b,

esitligini saglayacak he H ; bulmaktir. E ye problemin incidence matrisi ve
X ={x,x,,....x,, } kiimesine de diigiimlerin kiimesi denir.

Eger verilen bir Eincidence matrisi i¢in, interpolasyon problemi, her bir {blj}
kiimesi ve a <x, <x, <..<x, <b digimleri i¢in tek bir ¢dziime sahip ise E’ye

diizenlidir, aksi halde tekildir denir. Verilen X - diiglimler kiimesi i¢in, her bir {blj}



kiimesinin tek bir ¢oziimii varsa, (E,X) dizenlidir. Eger k <i , k, >i ve

LI, < j+1ig¢in

€t = €y, =1
esitligini saglayan (k,,/,) ve (k,,l,) bulunabiliyorsa;

=e =..=e =1

e; =0, e ij+2 T T g

i, j+l
ve
=0

€, jrq+l

ile verilen 1 lerin bir dizisi, ‘destekli’ olarak adlandirilir. Eger ¢ cift ise dizi ¢ift, tek
ise dizi tektir. Eger her bir k =1,2,..., N i¢in, ilk k siitunda bulunan 1 lerin sayis1 en
az k 1ise E incidence matrisi Polya Kosullarin1 sagliyor denir. Eger her bir
k=12,..,N—1 icin ilk k siitunda bulunan 1 lerin sayisi en az k +1 ise E, Birkhoff

kosullarin1 sagliyor denir.

Karismamas: icin, sunu vurgulayalim; E nin siitunlart 0 dan N -1 e dogru
numaralandirilmistir. Bu durumda E nin ilk k& siitunu, O dan k-1 e kadar
numaralandirilmig siitunlardir.

Atkinson ve Sharma nin iyi bilinen teoremi sunu vurgular: Eger £ n tane 1 e

sahipse Polya sartim1 saglar ve eger hi¢ destekli tek dizisi yoksa derecesi n—1" 1
gecmeyen cebirsel polinomlarin alt uzay: olan 7, icin E dﬁzenlidir[l].

Bu tamimlart kullanarak, asli Keener’a ait olan fakat ispati icin Haussmann’ nin
orjinal teoreminin bazi fikirlerine ihtiya¢ duyulan asagidaki teoremi Birkhoff

interpolasyonu iizerine kurabiliriz[8] .

Teorem 3.2.1: H,C"[a,b] nin n boyutlu bir alt uzay1 ve m, 0<m<k
seklinde bir tamsay1 olsun.
dim H"™ =n—m ve H" nin Haar uzay1 oldugunu kabul edelim. Eger m < k ise

H'" uzaylarinin m <i <k icin Haar uzay1 olduklarim farz edelim. E, M x (k +1)
tipinde N tane 1 li bir inidence matris ve X ={x,,...x,,} diiglimlerin bir kiimesi

olsun. Bunlardan baska asagidakilerin sagladiginm farz edelim;

a) E, Polya kosulunu saglar. Eger N <k +1 ise E’nin ilk N siitununun Polya
sartin1 sagladigini kabul edelim.

b) E nin destekli tek dizisi yoktur.



¢) j2m+1 ve ¢; =1oldugunda ¢, ; , =1 dir

d)Eger m<k ise A k:{x/xe X,e, = 1} oldugunda A, < (a,b)oldugunu farz
edelim.

Bu durumda eger N=n ise (E,X) H ye gore diizenlidir. Eger N <n ise
birlesik interpolasyon problemi, herhangi bir {bij} kiimesi ve herhangi bir
diizenlenmis diigiim kiimesi i¢in (tek olmasi gerekmeyen) bir ¢oziime sahiptir.

Simdi ilk ana teoremimizi verelim.

Teorem 3.2.2: H*” ve H"“"*" uzaylarinin Haar Uzaylar ve dimH“” =n—kp
oldugu durumlar i¢in H nin C***"[a,b] nin n boyutlu bir alt uzayr oldugunu kabul
edelim. fe C“*[a,b] olsun ve F yi k =0 olacak sekilde alalim. Eger

U (f)#D ise |||, normuile H den f yeen iyi aym anda yaklagim tektir.
Ispat: Herhangi bir /& en kiiciik en iyi yaklagimi icin
U,(f)=U,(f.h)
oldugunu biliyoruz. Herhangi bir g € Q(f) icin
g—h=0
oldugunu gosterecegiz.

Lemma 3.1.4 (a) ve en iyi minimal yaklasimin tanimindan i =1,2,..., p icin
g (x)=n"(x), xeU,(f)
g ) = 4 =" (x), xe U, (f)—{a,b}
dir.

(E, X), bu esitliklerle birlestirilmis bir incidence matris olsun. Simdi (£, X) in
k =k, i¢in Teorem 3.2.1 in tiim varsayimlar sagladigini gosterelim.

Lemma 3.1.4 (b) den dolay1 (a,b) esitlikleri iist iiste gelmeyen ciftlerden
olusmustur. Boylece, (a,b) deki diigiimlere denk gelen diziler cifttir. Acikca
gortliiyor ki sadece (a,b) igindeki digiimler igin e, ., =1 dir ve eger ¢;, ., =1 ise
e, =1dir

k tane siituna sahip olan E nin, ilk k, siitunu i¢in Birkhoff sartlarin

p+2

sagladigini gosterelim. U, (f) # & olmasi ve sabitlerin H iginde ihtiva edilmesinden

dolayr U,(f) =2 dir.



Eger varsa, ilk / siitunundaki 1 lerin sayis1 / + 1 den kii¢iik olacak sekilde / nin en
kii¢iik tamsay1 oldugunu kabul edelim. / =2 oldugunu gostermistik. / <k, oldugunu
kabul edelim. / nin se¢ciminden dolay, ilk /—1 siitun en az [ tane 1 e sahiptir. Ayni
zamanda ilk [/ siitun, / tane birden daha fazlasina sahip degildir. Boylece, E nin ilk

[ siitunu tam olarak / tane 1 den olusur ve [ inci siitun sadece sifirlar ihtiva eder.
E, E nin ilk [ siitunundan olusan incidence matris olsun. Bu durumda E, tam

olarak / tane 1 igerir, destekli tek dizileri yoktur ve Polya (aym1 zamanda-es deger

olarak Birkhoff) kosulunu saglar. Bdylece; Atkinson-Sharma([l] teoremine gore E,
derecesi [—1 i ge¢cmeyen cebirsel polinomlara gore diizenlidir. Bu durumda
xeU,(f) ve 0<k, <[-1 igin

P ={f* - (0}
olacak sekilde bir pe 7z, , bulmak mimkiindiir. / <k, oldugundan 7z, , c H dir.

Yeteri kadar kiicik VA >0 i¢in
max £ —(h+Ap)*| <[ £ - H],

0<k,<I-1
dir.
j=1 icin pY =0 oldugundan, VA>0 icin h+Ap, f ye bir aym anda
yaklagimdir. Fakat U, (f,h+Ap)=D ve U,(f)#< olmast h nin en kiigiik
olusuyla celisir. Sonu¢ olarak E, ilk k, stitunu i¢in Birkhoff sartin1 saglar ve bu
sebepten dolayi da ilk &, +1 siitunu iginde Polya sartin saglar.

E nin N tane 1 iolsun. N2k, +1 oldugunu gostermistik. Eger N 2k, +2 ise
E, k,+?2 siitununun tamami igin Polya sartini saglar. N 2n+1 oldugunu iddia

ediyoruz. Eger N <n ise (E,X), Teorem 3.2.1. in biitiin sartlarin1 saglayan

incidence matris olur ve boylece xe U,(f), i=0,...,[ i¢in

V@ 0 ={f" @ =1 ()
esitligini saglayan bir ve H bulunabilir. Fakat yeteri kadar kiicik VA >0 igin
h+Av f ye h den daha iyi aym anda yaklasik olacaktir. Bu imkansiz olup
N >=n+1 dir. O halde h—g, diizenli bir Birkhoff Interpolasyon probleminin

homojen ¢oziimiidiir. Boylece & = g dir ve en iyi ayn1 anda yaklasim tektir.



Teorem 3.2.3: H“’ ve H""" uzaylar1 Haar Uzay ve dim H %) = n—kp olacak

sekilde H, C“**"(a,b) nin n —boyutlu bir alt uzay
fec™ (a,b)
ve
g=min{k,}/U,(f)+ D,
olsun. Buradan dimQ(f)=¢ ve herhangi g,he Q(f) icin g =h'? dur. Bu
durumda H . HF ye gore H den f ye en iyi ayn1 anda yaklasimlarin tek olan ¢ nuncu
tiirevi
G={k —qlk e F.U,(f)+ D}

olacak sekilde |.|. ye gére H'” dan f‘“ ya tek olan en iyi aym ana yaklagimin

kendisidir.

Ispat: ilk iddia Teorem 3.2.2. ve Lemma3.1.3. iin sonucudur. Biitiin

geQ(f), pen,, ve VA>0 igin z,_, < H oldugundan g+ Ape Q(f) dir.
Bu yiizden dim Q(f) = ¢g olur. Diger yandan herhangi g,he Q(f) i¢in
g(q) = h9
olmast dim Q( f) < g oldugunu gosterir. Buda ispati tamamlar.
Teorem 3.2.4: f e C“"[a,b] olsun.
dim H*™ = n—k,+1
ve
H(kp—l) H(kp) ve H(kP'H) in
Haar uzaylar olduklarimt kabul edelim. Boylece dimQ(f) <k, olur. Sonug olarak
U.(f)# D olacak sekilde eger ¢, k, lerin en kii¢iigii ise
a) g <dimQ(f)<qg+2, 0<g<k,—-2 igin
b) k,-1<dimQ(f)<k,, g=k,—1 igin
o dimQ(f)=k, -1, g=k, icinve dimH" =n—k, +1

d) dimQ(f)=k,, g=k, icinve dimH"" =n—k,

p°



Ispat: k, =0 ve U, #D olsun. Lemma 3.1.4 ten biliyoruz ki en kiigiik h—g

farki ve f ye keyfi bir en iyi anda yaklasim; i =1,...,p i¢in

v (x)=0, xeU.(f)
Vi () =0, xeU,(f)-{a,b}

esitliklerini saglayan (E, X ) incidence matrisinin iizerinde kaybolurlar. Bunlara ek
olarak; H nin k, —2 den biiyiik derecede cebirsel polinomlar icermesinden dolay1
E nin ilk k, —1 sutunu i¢in Birkhoff sartin1 sagladigi sonucuna varabiliriz ve bu
yiizden de ilk k, siitunu icin Polya kosulunu saglar diyebiliriz. Eger E, k , Olarak
numaralandirilmus siitunda hi¢ 1 e sahip degilse k, uncu E' nin sifir olmayan biitiin
elemanlari ilk &, satirda yogunlasir ve bdylece Teorem 3.2.3 iin sonuglar1 saglanmis

olur. Eger E, k » numarali siitununda bir tane 1 e sahipse; k =k » +1vem=k » -1

ile Teorem 3.2.1 1 kullanmayr tercih ederiz. Bunu kullanabilmek icin E yi
degistirmeliyiz. E nin M tane satir ve N tane 1 e sahip oldugunu farz edelim.

ey, =0, ¢, =lvee, =1Iiken E matrisinde (i,k, 1) pozisyonuna bir tane 1
ekleyerek ve (i,k,+1) pozisyonundaki I i ¢ikartarak M x(k,+2) tipinde E

incidence matrisini olusturalim. Ek olarak, eger

€k, =0, e, =1 ve €., =0
ise ve ayrica

ey, =0, e, =lveey,, =0

ise sirasiyla (1,k, —1) ve (M,k, —1) pozisyonlarina birer tane 1 ekleyelim.

Bu durumda E incidence matrisi asagidaki ozellikleri saglar.
(1) Eger N, E deki 1 lerin sayisl ise N< N +2 dir.

(2) Eger N <k , t1ise E ,ilk k,+1 siitunu i¢in Polya sartin1 saglar. Aksi halde
E , biitiin & , +2 siitunlari igin Polya sartini saglar.

Q)E, [a,b] nin i¢indeki diigiimlere karsilik gelen satirlarda sadece cift dizilere

sahiptir.



@A +1 :{xi Ix. € X, . = 1} olsun. Bu durumda 4, ,, = (a,b) dir.

(5) Eger j 2k, icin ¢; =1 ise e, ,=1dir

N <noldugunu kabul edelim. Teorem 3.2.1 den dolayr eger h bazi en iyi

minimal yaklasim ise, xe U,(f), i=1,..,p i¢in

V(k;) (X) — f(k;) (X) _ h(k;) (X)
esitligini saglayan bir ve H 1n varoldugu sonucuna varabiliriz. Bunlar f -4 1
biitiin extremum noktalar1 oldugundan yeteri kadar kiigiik biitin A > OQigin, A+ Av
f ye h den daha iyi yaklasimdir. Boylece N >n+1 dir.
Simdi, E nin degistirilmis bir hali olan E" incidence matrisini

tanimlayalim. E” incidence matrisi; ey, =0, ¢, =0 iken (I,k, —1) pozisyonuna
bir tane 1 ekleyerek ve ¢, , , =0, ¢,, =1 iken (M k, —1) pozisyonuna bir tane
1 ekleyerek E den elde edilen M x(k,+2) tipinde bir matris olsun. E', E deki
gibi bircok 1 e sahiptir. Yani N >n+1 dir

Simdi 4, f ye bir en kiiciik ve g de f ye herhangi bir en iyi yaklasim olsun.
Biz h—g nin (E,X) izerinde kayboldugunu biliyoruz.E nin (Lk,—1)
pozisyonuna E elde etmek igin bir tane 1 in eklendigi durumda v, in (E,X)
tizerinde kayboldugunu ve vl(k'”_l) (a) # 0 olacak sekilde v, € H nin var oldugunu
kabul edelim. Aym sekilde £ (M ,k, —1) pozisyonuna E " elde etmek icin bir tane 1
ekledigimiz durumda vz(k"_” (b)#0 haric (E,X) iizerinde kaybolacak sekilde
v,€ H oldugunu kabul edelim. Sonra; A , A4, nin uygun secilmesi icin
h—g—-Av,—Av,, (E,X) tzerinde kaybolur. Ardindan

h—g=Av, +4,v,

olur. Yani dimQ(f)=2 dir. Su da olabilir; E* olusturmak icin E ye ikiden az 1
eklenmistir ya da istenilen Ozelliklerde V, ,V, bulunamaz. Baska bir durumda

Q(f) nin boyutu kii¢iik olabilir.Boylece Q(f) <2 dir.



Genel olarak; dimQ' (f)<2 sonucunu bulmadan 6nce ¢ =1 uygulanabilir.
Eger g<k,—2ise h+Ap, 4 ve pe x__, icin yine en iyi yaklagimdir. Béylece

q<dimQ(f) <g+2<k,

olur.

k,—1 k,-1) . .
™ e H"™™ in elemanlari vasitasiyla |||| , ormuna gore

Eger g=k,—1ise f
G ={0,1} veya G ={0} ile yaklasim problemine sahip oluruz.
Eger G={01} ise dimQ,(f“",H“™")<1 den dimQ," ™ <1 oldugu
Keener tarafindan gosterilmistir[7].
T, CH oldugundan
k,—1<dimQ(f) <k,
olur.
Eger =k, ise G = {0} olur ve boylece Haar uzayinin elemanlar ile siirekli bir
fonksiyona siradan Chebyshev yaklagimini elde ederiz. Boylece
dimQ, (", H")=0
dimQ,“’ (f)=0
dir.
Buradan eger dimH"% = n—k,+1 ise dimQ(f)=k,—-1 ve eger
dimH" =n—k, ise dimQ(f) =k, dur.
dimQ(f) <k,
sonucuna varabiliriz.

Birkhoff sistemlerinin icerdigi ve polinom olmayan uzaylar icin Birkhoff
interpolasyon probleminin diizenliligi ile baglantisi [9] da Lorentz tarafindan
sunulmugtur. Bir Birkhoff sistemi, eger a <x, <b olacak sekilde herhangi x, ve
i=0,1,..,n-1 i¢in

b (x,)=0
olacak sekilde be B varsa b =0 zelligine sahip C"™"[a,b] nin n boyutu bir B alt

uzayidir. Polya kosullarimi saglayan, hi¢ destekli tek dizisi olmayan n tane 1 li



herhangi incidence matrisin bir Birkhoff sistemi i¢in diizenli oldugu gosterilebilir [9] .
Birkhoff sistemlerinin ©rnekleri cebirsel polinomlar ve herhangi a<In2 i¢in
[1,1+ a] iizerindeki {ex,ez"} gerenidir.

Haar kiimeleriyle birlikte eger B, dim B”” =n—m olacak sekilde C"™" [a,b] nin
n boyutlu bir alt uzay1 ve bu B bir Birkhoff sistemi ise biitin i =0,1,...,m igin
B, n—i boyutlu bir Birkhoff sistemidir. Eger B, n boyutlu bir Birkhoff sistemi

(m)

ve dimB™ =n-m ise i=0,,...m icin her bir B”,n—i boyutlu bir Birkhoff

sistemidir. Bu Lorentz tarafindan [9] da belirtilmistir.

Teorem 3.2.5: feC “* ve B, dimB"“ =n—k , olacak sekilde n boyutlu bir
Birkhoff sistemi olsun. Eger ¢, U, # < igin en kiicik k, ise dimQ(f)=gq ve
herhangi g,he Q(f) i¢in

@ =p@

dur. Ozel olarak dimQ(f) <k, olur.

Teorem3.2.6: f e C™" [a,b] ve
dimB“ ™ =dimB" =n—k, +1
ve B“’ bir Haar kiimesi olacak sekilde n boyutlu bir Birkhoff sistemi olsun. Eger
U, #< igin g, k; lerin en kiigiigii ise ¢ <k, —1 i¢in dimQ(f)=g olur ve eger

g=k, ise dimQ(f)<k,-1 dir. Bunlara ek olarak eger g,heQ(f) ise

o

k,—1 k,—1 .
g(” b =% dir.

Ispat: Teorem 3.2.2 de oldugu gibi, en kiiciik #—g farkim1 ve f ye keyfi bir en

iyi yaklagimin; en az n+1 tane 1 i olan, destekli tek dizisi olmayan ve Polya

kosullarim saglayan (E, X ) incidence matrisi iizerinde kayboldugunu gosterebiliriz.

Bu yilizden (E,X), B ye gore diizenlenir. g(k")(a)zO formunun kosullarinda

zorluklar olmaz ciinkii bu, Birkhoff sistemine gore E nin diizenliligini etkilemez.Bu

da bizim, Teorem 3.2.5 ve 3.2.6 da; eger kq Skp —1 ise dimQ(f):kq oldugu
sonucuna varmamizi saglar. Eger k, =g ise B“’ bir Haar kiimesidir ve bu yiizden

. (k,) _ - . . (ky) _ : : —
dimQ™'(f)=0 dir. Eger yine dimB"” =n—k,+1 ise dimQ(f)=k, -1



olmalidir. Teorem 3.2.5 ve 3.2.6 nmin diger sonuglar1 bu gozlemleri takip eder.Keener

[1,1+In2] lizerinde H = {e ,ez"} geren uzayr i¢in aym anda yaklasimi

incelemistir[S]. || f || P = max(“ flIf '||) normu i¢in, U,(f) # < olmasina ragmen en

9

iyi aym1 anda yaklasimlarin tek olmayabilecegini gostermistir. Bu durumda goz
Oniinde tutulan uzay bir Birkhoff sistemi degildir. Hatta, eger tanim aralig1 herhangi

1<b<In2 igin [1,b] olarak alinir ise H , bir Birkhoff sistemi olur ve U,(f)# <

olmasi en iyi ayn1 anda yaklagimin tek olmasini gerektirir.



IV. BOLUM
SONUCLAR

1. H . HF normundaki yaklasim; reel degerli bir f fonksiyonu ve bunun f %’

tiirevlerine p ve p'’ polinomlariyla Chebyshev normunda ayni anda yaklasimdir.

2. Cebirsel polinomlarla ayni anda yaklasimda Q(f) nin boyutu her zaman ¢
dur. Trigonometrik polinomlarda ise Q(f) nin boyutu, g nun herhangi bir degeri
icin en ¢ok 1 dir.

3. Cebirsel polinomlarda f belli kosullar altinda bir tek en 1yi ayn1 anda yaklagim
polinomuna sahiptir. Fakat || . ||F normunda bir en iyi trigonometrik yaklasik tek
olmayabilir. Bunu bir 6rnekle gorebiliriz.

Ornek 2.3.1: feC ’[—7[,7[) , [—71',%’) tizerinde bir kere tiirevlenebilir, siirekli

gercel degerli bir fonksiyon olsun ve

X+ R T <x<—=
(——)xz—x+— , inSi
fx)=2\ 7 2 2 4
(—Q)xz—Sx , iéx<0
T
—f(=x) , 0 <x<r&

seklinde tanimlansin.

Tl’E< sinx,cos x>=j sinx cosx dx

fonksiyonuna, f’ yaklasigmim ele alalim. f’eC [—JZ',ﬂ') bir cift fonksiyon

oldugundan f” niin en iyi tek yaklasimi, Chebyshev normunda bir ¢ift trigonometrik
polinom olmalidir. Bu da Va €IR igin

O cos X
formundadir.

Ornegin @ =—3 alalim. Buradan elde edilen

—3coso



fonksiyonu, T, den f ye 2 sapma ile en iyi yaklagimi verir. Bagka bir deyisle

q(x)=—3sinx
kesin olarak 2 den kiiciik olan 3 —% (yaklasik olarak) maksimum sapmaya sahiptir.

Bu durumda, bu 6rnekte g=1 dir.

Ayrica sunu da belirtmeliyiz ki

icin
|| <e
olmak iizere
p (x)=—23sin x+c
formundaki herhangi bir polinom, F ={0,1} icin F' normunda f ye bir en iyi

yaklagiktir.
4. Teorem 2.2.3 den de anlasilacagr gibi, cebirsel polinomlarda ayni anda

yaklasimin tek olmasi icin feB, ve U,(f)z<d olmas: yeterlidir. Ayrica bu

teoremden su sonucu da ¢ikarabiliriz; 0<k,<k,<..<k » olmak iizere eger f ve Q,
max ﬂ P (k’)‘} yart normuna gore baz1 f fonksiyonlarina en iyi yaklasim polinomlari

iseler

pl =gt

olur.



KAYNAKLAR

[1] K.Atkinson and A.Sharma, (1969). A partial characterization of poised Hermite
Birkhoff interpolation problems, SIAM J.Numer. Anal. 6,230-235.

[2] Y.Ikebe,(1973). Hermite-Birkhoff Interpolation problems in Haar subspaces,
J.Approx. Theory 8, 142-149.

[3] D.J.Johnson,(1975). The Trigonometric Hermite-Birkhoff interpolation problem,
365-369.

[4] D..Johanson,(1976). Nonuniqueness of simultaneous aproximation by
trigonometric polynomials, in “Approximation Theory II”’ (G.G.Lorentz, C.K.Chui
and L.L.Scumaker, Eds), pp. 411-415, Academic Press, New york.

[5] R.A.Lorentz,(1975) .Nonuniqueness of simultaneous approximation by algebraic
polynomials, J.Approx. Theory, 17-23.

[6] G.G.Lorentz, G.D.Birkhoff’s theory, preprint.

[7] G.G.Lorentz,(1972). Birkhoff interpolation and problem of free matrices,
J.Approximation Theory 6, 283-290.

[8] L.L.Keener,(1980). Hermite-Birkhoff interpolation and approximation of a
function and its derivatives, J.Approx. Theory 30, 129-38.

[9] G.G.Lorentz,(1980). Independent sets of knots and singularity of interpolation
matrices, J.Approx. Theory 30, 208-225.

[10] W.Hausmann,(1978/1979). Differentiable Tchebycheff subspaces and Hermite
interpolation, Ann.Acad.Sci.Fenn.Ser. A I Math. 4, 75-83.

[11] G.G.Lorentz,(1980). Independent sets of knots and singularity of interpolation
matrices, J.Approx. Theory 30, 208-225.

[12] R.A.Lorentz,(1983). Simultaneous Approximation Int. and B.S.

[13] D.G.Moursund,(1964). Chebyshev approximation of a function and its
derivatives, Math. Comp., 18, pp, 382-389.

[14] F.J.Schuurman,(1969). Uniqueness in the uniform approximation of a function
and derivatives, SIAM J.Numer. Anal. G. 6, 305-315.



[15] H.Windhauer,(1974). On Birkhoff interpolation : Free Birkhoff nodes, SIAM J.
Numer. Anal. 11, 173-175.

[16] G.G.Lorentz,(1979). Recent progress in Birkhoff interpolation, in
“Approximation Theory and Functional Analysis“ (J.B.Prolla, Ed), pp, 187-236,
North-Holland, Amsterdam.

[17] R.A.Lorentz,(1983). Simultaneous approximation, interpolation and Birkhoff
Systems, J.Approx. Theory 37, 125-136.

[18] R.A.Lorentz.(1985). Simultaneous approximation and Birkhoff interpolation II :
The Periodic Case, J.Approx. Theory 44, 21-29.

[19] S.Giilsan,(1996).Stone-Weierstrass Yaklasim Teoremi Uzerine, Yiiksek Lisans
Tezi,7-11.

[20] M.Ac¢1kgoz,(1997). Trigonometrik Polinomlarda Ayn1 Anda Yaklasim,Doktora
Tezi.

[21] U.Coskun,(2004). Cebirsel ve Trigonometrik Polinomlarda Hermite-Birkhoff
Interpolasyon Problemi, Yiiksek Lisans Tezi.



