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OZET

TOPOLOJIK VE FUZZY TOPOLOJIiK UZAYLARDA YAKINSAKLIK

BULU Sedat
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Sabri BIRLIK
Aralik 2006, 64 sayfa

Bu calisma bes boliim halinde diizenlenmistir. Birinci ve ikinci boliimlerde
topolojik onbilgiler ve topolojik uzaylardaki dizi, ag ve filtre kavramlari ile bunlarin
yakinsakliklarina yer verilmistir.

Uciincii boliimde Fuzzy nokta, Fuzzy kiime ve Fuzzy topolojisi incelenmis ve
bu kavramlarla ilgili detaylara inilmistir.

Dordiincii boliimde Fuzzy topolojik uzaylardaki Fuzzy dizi, Fuzzy ag ve
Fuzzy filtre kavramlar1 ele alinmis ve bu kavramlarin yakinsakliklar1 ayrintili bir
bicimde incelenmistir.

Son boliimde ise Fuzzy aglar ile Fuzzy filtrelerin yakinsakliklar1 arasindaki

iliski incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Fuzzy nokta, Fuzzy kiime, Q- komsuluk, Fuzzy dizi, Fuzzy ag,

Fuzzy filtre, adherent nokta, limit, Fuzzy Yakinsaklik.



ABSTRACT

CONVERGENCE IN TOPOLOGICAL AND FUZZY TOPOLOGICAL
SPACES

BULU Sedat
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Sabri BIRLIK
December 2006, 64 page

This study includes five chapters. The first and second chapters present
topological preliminaries and sequences, nets, and filters concepts in topological
spaces, and their convergence.

In the third chapter, detailed information about Fuzzy point, Fuzzy set, and
Fuzzy topology was given.

In the fourth chapter, Fuzzy sequence, Fuzzy nets, and Fuzzy filters concepts
in Fuzzy topological spaces were handled, and their convergences were analyzed in
details.

In the last chapter, the relation between the convergence of Fuzzy nets and

the convergence of Fuzzy filters was analyzed.

Keywords: Fuzzy point, Fuzzy set, Q- neighbourhood, Fuzzy sequences, Fuzzy nets,

Fuzzy filters, adherent point, limit, Fuzzy convergence.
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GIRIS

Komplike sistemlerin kontrol problemleri {izerinde calismalar yapmak isteyen
Azeri elektrik-elektronik miihendisi L.A. Zadeh, 1879 yilinda Cantor tarafindan
tamimlanan kiime kavraminin gercek hayattaki olaylart agiklamaya yetmedigini
gorlip, 1965 yilinda Fuzzy (bulanik) kiime kavramini tanimlayarak klasik kiime
kavramini genisletmistir. Ornegin 24 saati gece ve giindiiz olarak ikiye ayirirsak bu
kati olmaz, ¢iinkii aksam karanligi tam karanlik degil, sabah aydinligi da tam
aydinlik degildir. Bunlar 15181n yogunluguna gore derecelendirilebilirler. Ya da uzun
boylu insanlarin kiimesini olusturmak istersek bu kiimenin elemanlarini tam olarak
belirleyemeyiz. Ciinkii bir bolgeye gore uzun sayilabilen bir insan baska bir bolgeye
gore uzun olmayabilir. Bu durumda uzun boylu insanlarin kiimesi farkli bolgelerde
farkli olarak tanimlanabilir. Ancak Fuzzy kiime kavraminda, uzun boylu insanlarin
kiimeye ait olma derecelerine gore deger kiimesi [0,1] aralifindaki reel sayilar olan
tiyelik fonksiyonlar1 ile her yerde ayni olacak sekilde uzun boylu insanlarin kiimesi
olusturulur. Fuzzy mantig1 iizerine yapilan ¢alismalar Japonya’da oldukca fazladir.
Ozellikle fuzzy process controller olarak adlandirilan 6zel amagh mikroislemci ¢ipin
tiretilmesine calisilmaktadir. Bu teknoloji fotograf makineleri, bulasik makineleri,
klimalar ve otomatik iletim hatlar1 gibi uygulamalarda kullanilmaktadir. Diinyanin en
gelismis metrosu olarak kabul edilen Japonya’daki Senday Metrosu’nun calisma
prensibi fuzzy mantigina dayanmaktadir. Yaklasik 14 km. boyunca 16 istasyonda
duran bu metro o kadar yumusak hareket etmektedir ki ayakta higbir yere
tutunmadan kahvenizi igebilirsiniz. Bundan bagka uzay arastirmalar1 ve havacilik

endistrisinde de kullanilmaktadir.

16. ylizyildan beri olasilik teorisi belirsizligin bir ¢esidi olarak calisilmistir.
Belirsizlik bir olayin meydana gelip gelmemesidir, fakat olayin kendisi tamamen
kesindir, tek belirsiz sey olayin olup olmayacagidir, nedensellik net degildir. Bununla
beraber bazi olaylar icin, belirsizligin bir baska cesidi de mevcuttur, fuzzy. Bu
olaylarin baglh oldugu durumlar tamamen belirlenemez. Onlar siyah ya da beyaz

olmayan bir statiidedirler.



Matematikte bir A kiimesi kendi karakteristik fonksiyonuyla temsil edilebilir.

Soyle ki; X evrensel kiimesinden iki degerli {0,1} kiimesine, A’y1 igeren bir X,
doniisiimiinii diigiinelim; bunun anlami xe A< X, (x)=1ve x¢ A< X, (x)=0dur.

Fakat fuzzy kiimelerinde A ile x arasindaki aitlik iliskisi sadece O ya da 1 degildir.

Aitligin bir derecesi vardir-iiyelik derecesi. Mesela 0,7 gibi. Bu nedenle deger

kiimesi {0,1} "den [0,1]’e genisletilmistir. 1965 yilinda L.A. Zadeh [33] tarafindan,

bostan farkli bir kiitmeden [0,1] araligina tamimlanan fonksiyonlar olarak ele alinan
fuzzy kiime kavrami 1967 yilinda J.A. Goguen [11] tarafindan [0,1] aralig1 yerine L
latis kullanilarak fuzzy kiime kavrami genisletilmis ve L-fuzzy kiimeleri olarak

adlandirlmistir.

Ciinkii biitiin iiyelik dereceleri, matematiksel gosterimde, bir sirali yapi
formundadir, yani latisdir. X’ten bir L latisine olan bir A doniisiimii bir kiimenin
belirtisizligini genellestirilmis karakteristik fonksiyon olarak tanimlar. Yani bir L-
fuzzy kiimesi X’ten bir L latisine olan bir doniisiimdiir. Bu sekilde fuzzy kiimesi
temel matematik kavramini genisletmistir. 1989°da N. Nakajima [20] ve 2005’de
Mehmet Sahin [26], [27] {iyelik fonksiyonuna bagli olmaksizin fuzzy kiimelerin elde

edilisi iizerine ¢alismalar ortaya koyarak fuzzy kiime kavramini genellestirmislerdir.

Fuzzy matematigi gelistirilmis bir c¢esit matematik ve fuzzy topolojisi de
fuzzy kiimeleri iizerinde gelistirilmis bir cesit topolojidir. Fuzzy topolojisi iizerine ilk
caligmalar 1968’de C. L. Chang [4] tarafindan yapilmistir. Daha sonra cesitli
matematikgiler tarafindan fuzzy topolojisi lizerine calismalar ortaya koyulmustur.
1974’de C. K. Wong [29], 1980°de Y. M. Liu [23], 1985’de A. P. Sostak [25] ve T.
Kubiak [13], 1991°de Mingsheng-Ying [18].

Yakinsaklik konusu ise analizin temel kavramlarindan biridir. Genel
topolojide iki farkli yakinsaklik teorisi kullanilir. Bunlardan birincisi 1922°de Moore
ve Smith’e [19] kadar uzanan ve bir ag kavramindan elde edilen yakinsakliktir.
Digeri ise, 1937°de Cartan [3] ve 1940’da Bourbaki’ye [2] kadar uzanan ve bir
filtreden elde edilen yakinsakliktir. 1955°de Bartle [1] filtre ve aglarin yakinsakligi
arasindaki iligki iizerine calisti ve ikisinin birbirine denk oldugunu ispatladi. 1979°da

Lowen [15] fuzzy topolojik uzaylardaki fuzzy filtrelerin yakinsakligi iizerine calisti



ve sonuglarini fuzzy kompaktlik ve fuzzy siirekliligin tanimlanmasinda uyguladi. Bu
calisma, daha genisletilmis bir sekilde cesitli matematikciler tarafindan farkli
noktalardan hareketle takip edildi, [17], [7-10], [16], [24], [5], [6], [10]. Ancak bu
yaklasimlarda Q-bagintis1 ve Q-komsuluk kavramlar1 kullanilmamisti. 1980°de Pu ve
Liu [23], bir fuzzy topolojik uzaydaki bir fuzzy noktanin Q-komsulugu kavramim

kullanarak fuzzy aglar i¢in yakinsaklik tanimini verdi.

Bu tezde fuzzy filtrelerin ve fuzzy aglarin yakinsakligi ve adherent noktasi
kavramlar1 genis bir sekilde ele alinacak ve bu iki yapmin yakinsakliklar arasindaki
iliskinin, topolojik uzaylardaki ag ve filtrelerin yakinsaklifina benzer oldugu

gosterilecek.



1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR
1.1 Topolojik Bilgiler

1.1.1 Tanmm. X #J ve7, X’in alt kiimelerinin bir ailesi olmak iizere;
T-1.Xve @ 7 ’yaaittir
T- 2. 7’nun elemanlarinin keyfi birlesimleri 7 ’ya aittir.
T- 3. 7’nun elemanlarinin sonlu kesisimi 7 ’ya aittir.
Yukaridaki aksiyomlar1 saglayan 7 ’nun her bir elemanina X’de bir agik
kiime, bu acik kiimelerin tiimleyenlerine de X‘de bir kapali kiime ve (X, 7)) ikilisine

de bir topolojik uzay denir.

1.1.2 Tamim. (X, 7) bir topolojik uzay ve A — X olsun. A kiimesinin X teki kapanisi
A =N{KcX: K kapalidir ve A cK}

Tanimdan anlasilacagl gibi A kapalidir ve A, A’y1 kapsayan en kiiciik

kapal1 kiimedir.

1.1.3 Teorem.[32] (X, 7)) bir topolojik uzay ve A,B c X alt kiimesi verilsin.

A kiimesi kapahidir & A=A

1.1.4 Tamim. (X, 7 ) bir topolojik uzay ve A — X olsun. Eger,
A=X

ise, A kiimesine (X,7) uzayi i¢inde her yerde yogundur denir.

1.1.5 Tanmm. Bir (X, 7) topolojik uzayimnin sayilabilir yogun bir alt kiimesi varsa, bu

uzaya ayrilabilir uzay denir.



1.1.6 Tammm. (X, 7) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A kiimesinin i¢i
A°=U {GcX: Gagiktir ve G A}

1.1.1. Tanimdaki T-2 aksiyomundan A° kiimesi aciktir. A° kiimesi A’y1

kapsayan en genis kiimedir.

1.1.7 Teorem.[32] (X, 7)) bir topolojik uzay ve A,B — X alt kiimesi verilsin.
A kiimesi aciktir & A=A°
Ispat: A kiimesi acik olsun. O halde Ae 7’dur.2.1.5. Tanimdan Ac A°olur. A° cA
oldugundan A= A" elde edilir.
Tersine, A=A° olsun. A°agik oldugundan A’nin da acik oldugu elde edilir.

1.2 Komsuluk

1.2.1 Tammm.[32] (X, 7) bir topolojik uzay ve xe X olsun. x noktasini i¢eren bir agik
kiimeyi kapsayan her U c X alt kiimesine x noktasinin bir komgulugu denir.

U, x noktasinin bir komsulugudur< 3 Ae 753 xe AcU

Bir x noktasinin biitiin komsuluklarindan olusan aileyi U(x) simgesi ile

gosterip buna x noktasinin komsuluklar ailesi diyecegiz.

1.2.2 Teorem.[28] (X,7) bir topolojik uzay ve xe X olsun. x noktasinin U(x)

komsuluklar ailesi asagidaki ozelliklere sahiptir:

N-1. Ue U(x) ise xe U’dur.

N-2.U, SeU(x)ise UNn Se U(x) dir.

N-3. Ue U(x) ve U S ise Se U(x) dir.

N—4. Her Ue U(x) icin en az bir Se U(x) vardir dyle ki her ye S i¢in
Ue U(y) dir.

Ispat: N-1. 1.2.1. Tamimdan her Ue U(x) komsulugu icin, xe AcU oldugundan

xe U olur.



N-2. U, Se U(x) verilsin. O halde xe U°vexe S°, bdylece xe U° N S*=(UNS)"
ve buradan U Se U(x) elde edilir.

N-3. Ue U(x) ise xe U°’dir. Uc S ise U° < S°, boylece xe S° olur. Buradan Se U°

elde edilir.
N—4. Ue U° olsun ve S=U" secelim. O halde her ye S i¢in ye U’ olur ve bdylece
Ue U(y) elde edilir.

1.2.3. Tammm. (X,7) bir topolojik uzay, AcX ve xe X olsun. x noktasinin her
komsulugunda, A’nin en az bir elemani varsa, x noktasina A kiimesinin bir kapanis

noktas1 denir.

X, A’nin bir kapanis noktasidir & V Ue U(X) i¢in, AnU= &

1.2.4.Tammm. (X, 7) bir topolojik uzay, AcX ve xe X olsun. Eger x noktasinin her
komsulugu, A kiimesinin x’ten farkli bir noktasini iceriyorsa, x noktasina A

kiimesinin bir y1g1lma noktasi denir.
X, A’nin bir yigilma noktasidir & V Ue U(x) icin, An (U-{x})# &
A kiimesinin biitiin yi1gilma noktalarinin kiimesini bundan sonra A ile
gosterecegiz.

Yukarida verilen iki tanim karsilastirildiginda AcA oldugu aciktir. Bunun
anlamu bir topolojik uzayda her yigilma noktas: kapanis noktasidir fakat bunun tersi

genellikle dogru degildir.

1.2.5. Teorem.[28] (X, 7) bir topolojik uzay ve A c X alt kiimesi icin;
A=AU A
Ispat: AcA veAcA oldugundan, birlesme isleminden dolay1
AUACA (1)
elde edilir. Diger taraftan x in biitiin komsuluklar1 A ile kesisir ise yani xe A ise o

halde ya xe A’dir ya da x in her komsulugu x ten farkli bir noktada A ile kesisir,

boylece



xe AU A yani A cAU A )

elde edilir. (1) ve (2)’den A=AU A olur.
1.3. Topoloji Tabam

1.3.1. Tammm. (X, 7) bir topolojik uzay ve B < P(X) olsun.

r={Ac X: A=|JB, ve VieI icin, B,ef }

iel
oluyorsa P’ya 7 icin bir tabandir denir. Yani 7’nun her elemani [}’ nin

elemanlarinin keyfi birlesimleri seklinde yazilabiliyorsa [, 7 i¢in bir taban olur.

1.3.2. Teorem.[28] X bos olmayan bir kiime ve 3 < P(X) olsun. B ’nin X iizerindeki

bir topolojiye taban olmasi icin gerek ve yeter kosul;

(i X=JB

Bep
(i) Her B,, B,e B ve her xe B NB, icin 3B, vardir oyle ki

xe B,c B, NB,

1.3.3. Tammm. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger 7 topolojisinin sayilabilir bir

tabani varsa, (X, 7)) uzayina ikinci sayilabilir uzay denir.

1.3.4. Teorem.[32] Bir (X,7) topolojik uzayi, ikinci sayilabilir ise (X,7) uzay1
ayrilabilir bir uzaydir.

Ispat: B ailesi 7 topolojisinin sayilabilir bir tabani olsun.p ailesinin bos olmayan her

kiimesinden bir nokta secerek, A kiimesini olusturalim. 1.3.3. Tanimdan dolayi, B

ailesi sayilabilir oldugundan, A kiimesi de sayilabilirdir. Simdi A =X oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki A #X olsun. Tiimleme isleminden X-A)= D ve
dolayisiyla (X—K) = (X-A)’ # O olur. Bir xe (X-A)? secelim. Ayrica (X-A)° = (X-
A) kiimesi aciktir. B < 7 oldugundan, 1.3.1. Tanim geregi xe Bc(X-A) olacak
sekilde bir Be B vardir. Boylece, xe Bc(X-A)° c(X-A) olup, dolayisiyla

x¢ A’dir. Bu ise, A kiimesinin se¢imiyle celisir. O halde, A =Xdur. Sonug olarak, A

kiimesi 1.1.4. Tanim gere8i (X,7) uzayinda her yerde yogundur. (X,7) uzayi



sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahip oldugundan 1.1.5. Tanim geregi bir ayrilabilir

uzaydir.

1.3.5. Tanim. (X,7) bir topolojik uzay ve xe X olmak iizere, eger her Ue U(x)
komsulugu icin, VcU olacak sekilde bir Ve V(x) kiimesi varsa, V(x) ailesine, x

noktasinin bir komsuluklar tabani denir.

1.3.6. Tanim. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Her xe X noktasinin sayilabilir bir

komsuluklar tabani varsa, (X, 7 ) uzayina birinci sayilabilir uzay denir.

1.3.7.Teorem.[32] (X, 7 ) bir topolojik uzay ve xe X olmak iizere, { U, U,,...,U_,...}

ailesi, x noktasinin sayilabilir bir komsuluklar tabani ise, xe X noktasinin i¢ ice

azalan bir {V,,V,,...,V_,...} komsuluklar taban1 vardir.
Ispat: I¢ ice azalan demek, her neN igin, V., <V,  olmast demektir.
{U,,U,,...,U_,... } sayilabilir komsuluklar tabanindan

v,=U,, V,=UnU,,..., V.=UnNU,N.NnU_, ...

elde edilen {V,V,,...,V,,...} kilmeler dizisi istenileni saglar.

1.3.8. Teorem.[32] ikinci sayilabilir her (X, 7) uzayi, birinci sayilabilirdir.
Ispat: (X,7) topolojik uzay1 ve B < 7 topoloji tabani verilsin. (X, 7) uzay: ikinci

sayilabilir oldugundan, 7 tabam sayilabilirdir. Her xe X noktasi i¢in

V(x)={BcX:xeBe B}
ailesi, x noktasinin bir komsuluklar tabanidir. Buradan V(x)c B oldugundan V(x)

ailesi de sayilabilirdir. Sonu¢ olarak 1.3.7. Tamim geregi, (X,7) uzayr birinci

sayilabilirdir.

1.3.9 Tammm. X ve Y birer topolojik uzay ve f :X—Y bir fonksiyon olsun.
f, xe X noktasinda siireklidir< f (x)’in her VcY komsulugu i¢in, f(U)cV

olacak sekilde x noktasinin bir U ¢ X komsulugu vardir.



2.BOLUM
TOPOLOJIK UZAYLARDA YAKINSAKLIK

2.1. Dizilerin Yakinsakhgi

2.1.1. Tamm.[28] (X, 7) bir topolojik uzay ve (x,) X bir dizi olsun.
(x,) dizisi bir xe X’e yakinsar < x’in her U komsulugu i¢in, dyle bir n, pozitif

tamsayist vardir kin>n_ i¢in x, € U'dur. Bu durum x| —x ile gosterilir.

2.1.2. Teorem.[28] X birinci sayilabilir bir uzay ve A — X olsun. O halde;

xe A & x, —> X olacak sekilde bir x, < A vardir
ispat. xe A ise, X’te bir sayilabilir { U : n=1, 2, ...} komsuluk tabani secelim.
Gerektiginde, U, ’in yerine ﬂzzl U, alarak;
UoUu,o...
oldugunu kabul edebiliriz. Her n icin U, n A# < dir. Bundan dolay1 x, e U NA
segebiliriz. Sonug olarak A’daki bir (x,) dizisinin x’e yakinsadig1 agiktur.
Tersine, (x,) A’da bir dizi ve x, —x olsun. O halde; x’in her komsulugu (X, )

dizisinin bir uzantisin1 kapsar ve bu yiizden A ile kesisir, boylece xe A olur.

2.1.3. Sonug. X ve Y birinci sayilabilir uzaylar olsunlar. O halde;

a) Uc X kiimesi agiktir < x, —x € U oldugunda (x,) c A’dir

b) K = X kiimesi kapahdir & (x,) cK ve x, —x oldugunda xe K’dr.

c) f:X—Y fonksiyonu siireklidir< X’de  x, —x oldugunda, Y’de
f(x,)— f(x) dir.

2.1.3. Sonu¢’tan anlasilacagi gibi birinci sayilabilir bir X uzayr {izerinde

diziler yardimiyla bir topoloji kurulabilir. Ancak her uzay birinci sayilabilir



olmadigindan diziler burada yetersiz kalmaktadir. Bu sebeple dizilerin
genellestirilmis bir hali olan ve ilk kez 1915°te E. H. Moore’un bahsettigi ag kavrami

ortaya cikmuistir.
2.2. Aglar ve Aglarin Yakinsakhg

En basit yakinsaklik R"-Oklit uzayindaki bilinen dizisel yakinsakliktir. Ag
yakinsakliginin ~ kavram ve yontemi dizisel yakinsakligin sadece bir

genellestirilmesidir.

2.2.1. Tanim.[28] Bir Akiimesi yonlendirilmis bir kiimedir < Akiimesi {izerinde
asagidaki ozellikleri saglayan bir “<” bagintist vardir.

a)Her Ae Aigin, A< A
b) A<A ved <Aise, <A
c) A, A € Aise 4, <A, ve 4, <A, olacak sekilde bir A, € A vardir.

2.2.2. Tanim. Herhangi bir X kiimesi ve f : A — X fonksiyonu verilsin. Bu durumda

her Ae Aigin f(A)=x, seklinde tanimlanan (x ) ., Kimesine X kiimesi iginde

bir ag denir ve (X, ) seklinde gosterilir.

2.2.3. Tamm.[28] (x,), X uzayinda bir ag olsun. x’in her U komsulugu icin en az
bir A, € A var 8yle ki 4> 4, i¢in x, € U oluyorsa(x, ), xe X’e yakinstyor denir.
Yani, (x,)’in x’e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul x’in her komsulugu
(x, ) 'nin bir uzantisim igermesidir. Diger bir ifadeyle;

(x, ), x’in her komsulugunda sonunda kaliyorsa(x, ), x’e yakinstyor denir.

2.2.4. Tamm.[28] (x,) agmin, bir yigilma noktasi olarak bir x noktasmna sahip
olmasi igin gerek ve yeter kosul, x’in her U komsulugu ve her 4 € A i¢in, en az bir

A 2 A, vardir 6yle ki x, € U dur.



Diger bir ifadeyle;
(x,), bir x y1g1lma noktasina sahiptir < (x, ), x’in her komsulugunda sik¢a

kalir.

2.2.5. Teorem.[28] Bir agin, bir y yi1gilma noktasina sahip olmasi icin gerek ve yeter

kosul y’ye yakinsayan bir alt aga sahip olmasidir.

Ispat. y, (x,) nin bir y1gilma noktast olsun. M={(4, U): 1€ A ve U, x, € U olacak

sekilde y’nin bir komsulugudur} tanimlayalim ve M’yi asagidaki gibi siralayalim:
(4, US4, U))e 4 <A ve U, cU,.
Bu siralama M’nin bir yonlendirme oldugunu dogrular.

o:M—> A, (A, U)=A tamimlayalim. O halde ¢ sonunda A ’dadir, boylece
@, (x,) nin bir alt agin1 tammlar. U_, y’nin herhangi bir komsulugu ve A, € A olsun
oyle ki x, € U,. O halde (4,,U,)eM ve ayrica (4,U)2(4,,U,), Uc U,
oldugunu gosterir, dyle ki x,e Uc U . Bu da gosteriri ki ¢ ile tammlanan alt ag
y’ye yakinsar.

@: M— A ’nin, y’ye yakinsayan (x, ) ’nin bir alt a§ tanimladiin1 varsayalim.
O halde y’nin her U komsulugu i¢in, M’de baz1 u, elemanlar1 vardir 6yle ki, u = u,
olmast x,,, € U oldugunu gosterir. Simdi y’nin bir U komsulugunun ve A ’da bir A,
noktasinin verildigini kabul edelim. ¢ (M) sonunda A ’da oldugundan bir u,e M

vardir 6yle ki @ (u,)> A, ’dir. Fakat bir de u;, € M vardir 6yle ki u > u,, eU

X o)
olmasini gerektirir.u” >u, ve u" >u, olacak sekilde bir u" € M secelim. O halde,
@ (u")2 ¢ (u,)oldugundan ¢ (u")=4"2 4, ve u" 2 u; oldugundan x . = X € U

dur. Boylece y’nin herhangi bir U komsulugu ve 4 € Aigin, x - € U olacak sekilde

bir A*> A vardir. Bu da gosterir ki y, (x, ) 'nin bir yigilma noktasidir.

2.2.6. Teorem.[28] E — X verilsin.

xe E & E’de, x, —x olacak sekilde bir (x,) ag1 vardir.

Ispat: xe E ise, x’in her U komsulugu E ile en az bir x,; noktasinda kesisir. O halde

(Xy ), E igerisinde, x’e yakinsayan bir agdir.



Tersine (xn), E icerinde x’e yakinsayan bir ag ise, o halde y’nin her

komsulugu ((x, ) "nin bir uzantisindaki) E ile kesisir ve buradan xe E *dr.

2.2.7. Teorem.[28] f :X — Y fonksiyonu verilsin.
f» x,eX’de siireklidir < X’de x, — x_ ise Y’de f(x,)— f(x, ) dir.

Ispat: f ’nin x_’da siirekli oldugunu ve x_  — x_ oldugunu kabul edelim. f (x_)m
bir V komsulugu verilsin, £~ (V) x_’in bir komsulugudur, béylece 4 igin, 4 >4,
olmasi, x, € f~' (V)i gerektirir. Buradan A >4 olmasi, f(x,)e V’yi gerektirir,
bu da gosteriyor ki, f (x,)— f(x,)dur.

Diger taraftan, eger f, x ’da siirekli degilse, o halde, f (x,)in baz1 V
komsuluklar1 ve x_’mn herhangi bir U komsulugu icin, f (U)&V olur. Buradan,
X, ’1n her U komsulugu i¢in, f (x, )¢ V olacak sekilde bir x;, € U secebiliriz. Fakat

Xy, X'de bir agdir ve f (x,) -+ f(x,)iken x; — x_’dir.

2.2.8. Tamim. (x, ), X’de bir ag olsun.
(x, ), bir ultra agdir & X’in her E alt kiimesi i¢in, (x,) ya E’de ya da X-E’dedir.

Yani, eger bir ultra ag sikca E’de ise, o halde kalanli E’dedir. Ozellikle bir
topolojik uzaydaki bir ultra ag kendisinin her yigilma noktasina yakinsamak
zorundadir.

Herhangi bir A y6nlenmis kiimesi ve her A € A i¢in, P(A)=x ile tanimlanan
P: A — X doniisiimii X iizerinde bir ultra agdir ve trivial ultra ag olarak adlandirilir.
Trivial olmayan ultra aglarin varlig1 ispat edilebilir fakat hicbiri simdiye kadar agik
bir sekilde yapilandirilmadi. Ultra aglarla ilgili gerceklerin ¢ogunun en iyi sekilde

gelistirilmesi filtreler kullanilarak yapilmistir.

2.2.9. Teorem.[28] (x,), X’de bir ultra ag ve f:X —Y fonksiyonu verilsin. O

halde f (x,), Y’de bir ultra agdir.



Ispat: AcYise f'(A)=X- f'(Y-A), boylece(x, ), sonunda ya f~'(A)’dadir ya da
f7'(Y-A)dadir, buradan f (x,) nin sonunda ya A’da ya da Y-A’da oldugu ¢ikar.

Bundan dolay1 f (x, ) bir ultra agdir.

2.3 Filtreler ve Filtrelerin Yakinsakhg

2.3.1. Tamim. X iizerinde tanimlanan bir F filtresi, asagidaki ozellikleri saglayan ve

X’in bos olmayan alt kiimelerinin bos olmayan bir ailesidir.

a) F|,F,e Fise F;NF,e F dir.
b) FeFve F c F’ise F' cF ‘dir.

F, veF, , X iizerinde taniml filtreler olsun. Bu takdirde;

F, F,’den daha incedir< F, c F

X tizerinde taniml bir F filtresi verilsin. Bu takdirde,

F sabittir & NF #J ve F serbesttir & NF =O

2.3.2. Tammm. F ’nin bir £ alt ailesi F ’ye bir filtre taban1 olmasi igin gerek ve yeter

kosul F ’nin her elemaninin £ ’nin en az bir elemanini kapsamasidir.

Aciktir ki, X’in bos olmayan alt kiimelerinin, bos olmayan bir £ ailesinin, X
tizerindeki bir filtreye taban olmasi i¢in gerek ve yeter kosul:

B,, B,e B ise B, c B, N B, olacak sekilde bir B,€ £ bulunmasidir.

2.3.3. Tamm. Bir X topolojik uzay1 iizerinde tanimli bir F filtresinin x’e yakinsamasi
icin gerek ve yeter kosul F ’nin, x’in komsuluklar filtresini kapsamasidir, diger bir

ifadeyle F, x’in komsuluk filtresinden daha incedir.

2.3.4. Tanim. F ‘nin bir x yi1gilma noktasina sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul

her Fe F ‘nin her Ue U, ile kesismesidir. Bu nedenle;



X, F ’nin bir y1g1lma noktasidir < xe ﬂ{f . Fe F }

Aciktir ki; F—x ise, X, F ’nin y18ilma noktasidir.

2.3.5. Teorem.[28] E c X verilsin.

xe E < Ee Folacak sekilde bir F filtresi vardir ve F—x

Ispat: ye Eise, & ={UNE: Ue U, } bir filtre tabanidir. Bu tabanla tiretilen filtre E
kapsar ve y’ye yakinsar.

Tersine, Ee F —x ise y, F ‘nin bir yigilma noktasidir ve buradan da ye E

2.3.6. Tammm. F, X lizerinde bir filtre olsun ve f:X —Y fonksiyonu verilsin.

f (F), Y lizerinde ve Fe F olacak sekilde, f (F) kiimelerinden olusan bir tabana

sahip olan bir filtredir.

2.3.7. Teorem.[28] f :X — Y fonksiyonu verilsin.

f» x,€ X’de siireklidir & X’de F— x ise Y'de f(F)— f(x,)dur.
Ispat: f,x_’da siirekli ve F — x_ olsun. Y’de f (x_)’m herhangi bir V komsulugu

verilsin. Bu durumda, X’de x_’in baz1 U komsuluklart i¢in, f (U)c V’dir. O halde,

Ue Foldugundan Ve f (F) olur.
Tersine, X’de F— x_, oldugunda, Y’de f (F)— f(x,) olsun. X’de x ’mn
biitiin komsuluklarinin F filtresi verilsin. Bu durumda, f (x_ ) in her V komsulugu

f (F)’e aittir, boylece x_’1n bazi U komsuluklar i¢in f (U) <V olur. Bundan dolay:

da f, x_’da siireklidir.

2.3.8. Tanmm. X kiimesi lizerindeki bir F filtresinde daha ince bir filtre yoksa F

filtresine ultra filtre denir.



2.3.9. Teorem.[28]X iizerindeki bir F filtresinin ultra filtre olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul her Ec X i¢in, ya Ee F ya da X-Ee F ’dir.
Ispat: F bir ultra filtre ve Ec X olsun. F ’nin her F eleman ya E ile ya da X-E ile
kesisir. Diyelim ki, F ‘nin her F elemani icin F NE# & olsun. O halde,

{F NnE: Fe F}
kiimesi, E’yi kapsayan F ‘den daha ince olan bir G filtresi i¢in bir filtre tabanidir. G,
F ’den kesin olarak daha ince olamayacagindan, G =JF ’dir ve buradan Ee F ’dir.
Tersine, her Ec X icin F, E’yi veya X-E’yi kapsasin. Eger, G kesin olarak F ’den
daha ince ise baz1 Ae G i¢in Ae¢ F ’dir. Fakat sarttan dolayr X-Ae F ve Fc @G
oldugundan imkansiz bir durum elde ederiz ki, A ve X-A’nin ikisi de G ’ye ait olur.

Bu sebeple, F ultra filtre olmalidir.

2.3.10. Tanim. (x, ), X'de bir ag olsun. 4, € Aigin, B, ={x,:4>4,} kiimelerini

iceren G filtre tabani tarafindan iiretilen filtreye, (x| ) tarafindan iiretilen filtre denir.

2.3.11. Tammm. F, X iizerinde bir filtre ve A, ={(x, F): xe Fe F } olsun. O halde;
A;, (x,,F)<(x,,F,) bagintistyla yonlendirilmistir<> F, c F; olmasidir.
Boylece, P(x, F)=x ile tanimlanan P: A; — X doniisiimii, X tizerinde bir agdir ve F

tizerindeki ag tabani olarak adlandirilir.

2.3.12. Teorem.[28] X = & ve F, X iizerinde bir filtre olmak tizere,

a) Bir F filtresinin xe X’e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul F iizerindeki

ag tabaninin x’e yakinsamasidir.
b) Bir (x,) agmin xe X’e yakinsamas: i¢in gerek ve yeter kosul (x,)

tarafindan iiretilen filtrenin x’e yakinsamasidir.



Ispat: a) F—x olsun. U, x’in bir komsulugu ise Ue F ’dir. pe U secelim. O halde,

(p,U)e A, dir ve (q,F)2(p,U) ise, qe F'c U’dur. Bu sebeple F iizerindeki ag tabani

x’e yakinsar.

Tersine, F lizerindeki ag tabani x’e yakinsasin. U, x’in bir komsulugu olsun.

O halde, (p,.F,)e A, icin, pe U olmasmi gerektiren, (p, F)= (p,,F,) vardir.
Bununla birlikte F, < U’dur; aksi takdirde, bir qe F,-U vardir ve (q, F,) = (p,.F,)

dir, fakat q¢ U’dur. Buradan Ue F ve boylece F—x’dir.

b) Bir (x, ) agimin x’e yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul x’in her komsulugunun,
(x,)’'nmn bir uzantisin1 igermesidir. (X, )’nin uzantisi, (X, ) tarafindan Uretilen filtre

icin bir taban oldugundan sonug cikar.
Benzer sonuglar yigilma noktalari, alt aglar ve ince filtreler arasindaki

iliskiler ve ultra aglar ve ultra filtreler arasindaki iliskiler icin de dogrudur.



3. BOLUM

FUZYY TOPOLOJiK UZAYLARI

3.1. Latis
Bos olmayan bir kiime iizerinde degisik bagintilar tantmlamak miimkiindiir, iizerinde
tanimlanan bu bagintilara gére de kiimeye degisik isimler verilir. Simdi bazi 6nemli

bagintilar1 inceleyelim:

3.1.1. Tanim. X# & olsun. XxX’in bos olmayan her alt kiimesine X’de bir baginti

denir.

3.1.2. Tanim.[30] X# & ve “<” X iizerinde bir bagint1 olsun.
(1) VxeXicinx<xise “<*“bagintist yansiyandir.
(1) Vx,ye X i¢in x <y ve y<x iken x=y ise “ <" bagntisi ters-simetriktir.

(1) V x,y,ze X icin x <y ve y<z iken x <z ise “<“ bagintis1 geciskendir.

3.1.3. Tanim.[30] X# & ve “<” X iizerinde bir bagint1 olsun. Eger < bagintis1 X
tizerinde yansiyan ve gecisken ise < bagintisina X kiimesi {izerinde bir 0n siralama
bagintisi, X kiimesine de 6n sirali kiime denir. On sirali bir kiimede x, y iki elemani
icin x<y ya da y<x ise x ve y ye Kkarsilastirilabilir denir aksi halde
karsilastirilamaz denir ve x Ly ile gosterilir.

(X, =< ) 0n sirali bir kiime ve “<" de X iizerinde On siralama bagintis1 olsun.
Eger < bagmtist X lizerinde ters-simetrik ise < bagintisina X {izerinde kismi
siralama bagintisi, X’e de kismi sirali kiime denir.

(X, =) kismi sirali bir kiime olsun. X kiimesinin biitiin elemanlar1 birbiriyle
karsilagtirilabilir ise x kiimesine tam sirali kiime veya zincir denir.

(X, <) kismi siral1 bir kilme, AcX ve A# olsun.V a € A i¢in a,< a

olacak sekilde bir a, € A varsa X kiimesine 1yi siral1 kiime denir.



3.1.4. Tanim.[30] X On siral1 bir kiilme, A < X ve a € A olsun.

(1) b< a ve b# a olacak sekilde bir b€ A yoksa a’ya A’nin bir minimum
elemani denir.

(1) VbE A igin b= a ise a’ya A’nin en kiiciik eleman1 denir ve minA=a ile
gosterilir.

(i1i1)) a <b ve b# a olacak sekilde bir b€ A yoksa a’ya A’nin bir maksimum
elemani denir.

(iv) Vb€ A icin b< a ise a’ya A’nin en biiyiik elemani denir ve maksA=a

ile gosterilir.

3.1.5. Onerme.[30] X # & olsun. O halde;
X 1yi siralidir= X zincirdir= X kismi siralidir = X 6n siralidir

ispat: 1yi strali, zincir, kismi sirali ve 6n sirali kiime tanimlarindan aciktir.

3.1.6. Tanim.[30] X On siral1 bir kiime ve A — X olsun.
(1) YV a€ Aigin a <bise b’ye A’nin bir iist sinirt,

(i) V a € Aigin b< a ise b’ye A’nin bir alt sinir1 denir.

3.1.7. Tanim.[30] X kismi siral1 bir kiime, A c X ve xe X olsun. Eger;
(1) x, A’nin bir iist sinir1
(11) y, A i¢in bir iist sinir ise x <y
sartlar1 saglaniyor ise x’e A’nin en kiiciik iist sinir1 veya supremumu denir ve supA

ile gosterilir.

3.1.8. Tanim.[30] X kismi siral1 bir kiime, A € X ve xe X olsun. Eger;
(1) X, A’nin bir alt sinir1
(i1) y, A icin bir alt sinir ise y < x
sartlar1 saglaniyor ise x’ € A’ nin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve infA ile

gosterilir.

3.1.9. Tanim.[30] X kismi siral1 bir kiime olsun. X’in infimumu ve supremumu X’in

icinde ise X kiimesine latis denir. Bundan bdyle latis L ile gosterilecektir.



3.1.10. Ornek.
(1) [0,1] reel birim araligi kendi kismi siralama bagmtisina (aslinda tam
siralama bagintis1 Onerme.3.1.5.) gore tipik bir latis drnegidir.
(i) L={0,x,y,I} alalim ve L iizerinde asagidaki gibi bir kismi siralama

tamimlayalim:

0
X, ye L i¢in sup{x,y}=1€ L ve inf{x,y}=0€ L oldugundan L kiimesi latisdir. Bu latis

diamond tipi latis olarak adlandirilir ve L-fuzzy topolojide sik¢a kullanilir.

3.1.11. Tanim.[30] L bir latis ve xe L olsun. Bu takdirde;

(1) x <l vehery,zeLicin x=2yAz =x2y veya x>z ise x asaldir denir.

(i)x <1 ve hery, ze L i¢in X = yAz=>X =y veya X = z ise x indirgenemezdir
denir.

(i11) L’nin bir birlesik indirgenemez elemanina L.’de bir molekiil denir.

(iv) L-{0} daki bir minimal elemana L’de bir atom denir.

L’deki biitiin molekiillerin kiimesi M(L) ile gosterilir.

3.1.12. Onerme.[30] L bir latis olsun. Bu takdirde,

(1) L’nin her atomu bir molekiildiir.

(i1) L’nin her asal eleman1 indirgenemezdir.
Ispat:(i): x, L’de bir atom ve x = yvz olsun. x#Yy ise x >y, z'dir. y, z# 0 oldugu
kesindir. O halde, bu L-{0} 1n minimalligi ile ¢elisir.
(i1): x, L’nin asal eleman1 ve x = y Az olsun, bu durumda x>y veya x>z olur. Fakat
X = yAz<y, z buradan da X =y veya x = z’'dir. X, L’nin asal elemanm ve x# 1

oldugundan x indirgenemezdir.



3.2. Fuzzy Kiimeleri ve Fuzzy Kiimeleri Uzerinde islemler

3.2.1. Tanmm.[22] X# I olsun. X’den I = [0,1] kapali araligina tanimlanan her bir

fonksiyona X’de bir fuzzy kiimesi ya da kisaca F-kiimesi denir ve bu fonksiyonlarin
kiimesi I* ile gosterilir. Yani V xe X i¢in, f, :X — I iiyelik fonksiyonu ile karakterize
edilen,

A={(x, f, (x)) : xe X }
siralr 1kili kiimesine X’de bir A fuzzy kiimesi denir. f, (x) degerine x’in A’daki
tiyelik derecesi (uygunluk derecesi ya da gerceklik derecesi) denir.

Bir ikiliden olusan A F-kiimesi bir fonksiyon oldugundan ( f, : X —I= [0, 1]) bundan

boyle kimi zaman f, yerine A, f, (x) yerinede A(x) alabiliriz.

3.2.2. Tamm.[30] Ae I* olsun. A’nin sifir degeri almadig X’in alt kiimesine A F-
kiimesinin destegi denir ve suppA={xe X: A(x)>0} ile gosterilir.
Yukarida yaptigimiz tanimlar 1s18inda X ve & kiimeleri iiyelik fonksiyonu asagidaki
gibi tamimlanan F-kiimeleridir:

Vx e Xigin fy (x)=1, V xe Xi¢in f(x)=0
Kiimeler cebirinde kullandigimiz alt kiime, esitlik, birlesim, kesisim sembolleri
yerine F-kiimeleri i¢in sirast ile <, =, v, A sembolleri kullanilacaktir.[33]

Yukarida yaptigimiz tanimlar1 simdide L-fuzzy kiime kavramina genisletelim.

3.2.3. Tamm.[30] X# & ve siral1 bir kiime, L bir latis olsun. X’den L’ye tanimlanan
biitiin fonksiyonlar X iizerinde bir L-fuzzy kiimesidir ve bu fonksiyonlarin kiimesi
L* ile gosterilir.  Yani V xe X igin,
fi: X—L
iyelik fonksiyonu ile karakterize edilen
A={(x, f,(x)):xeX}
stral ikili kiimesine X de bir L-fuzzy kiimesi denir. Ileriki boliimlerde zaman zaman

Latis Fuzzy topolojik uzaylardaki bazi tanim ve teoremlere yer verecegiz.



3.24. Tanm.[33] X ve ABe I* olsun. A ve B kiimeleri icin asagidaki

islemleri tanimlayabiliriz

1.
2.
3.

4.
5.

V xe X i¢in (A A B)(x)=min{ A(x), B(x)}

V xe X icin (A v B)(x)=maks{A(x), B(x)}

VxeXicin A<B& f,(x) < f3 %)

Vv xe X igin A°(x)=1-A(x)

VxeXicinf:X—=Y, AeI*, BeI" olsun. Bu durumda f (A), Y'de

asagidaki gibi tanimlanan bir kiimedir;

F (=0

F(AXy) = {S"p{‘“"”‘ef Tw) e
e

ve f'(B), X’de agagidaki gibi tanimlanr;

FB)x)=B( f (x)), xe X

6. AeI*, Bel' olsun. Bu durumda XxY’de AxB ile gosterilen fuzzy

kiimesi

VX, ye XXYicin (AXB)(x,y)=min{A(x), B(x)} seklindedir.

{ A,: iel} F-kiimeler ailesi olmak iizere A A =inf{ A, (x)} ve v B, =sup{ B, (x)}

dir.

3.2.5. Ornek. X={x,y,z,t} ve X’deki iki alt fuzzy kiimesi,
A={(x/0, 4), (y/0,9), (z/0, 3), (t/0, 0)}
B={(x/0, 6), (y/0, 5), (z/0, 2), (d/1, 0)}
olarak verilsin. Simdi A ve B F-kiimelerinin kesisim ve birlesim kiimelerini verelim:
A AB={(x/0, 4), (y/0, 5), (z/0, 2), (t/0, 0)}
AvB={(x/0, 6), (y/0,9), (z/0, 3), (d/1, 0)}
A°=1-A={(x/0, 6), (y/0, 1), (z/0, 7), (z/1, 0)}
B°=1-B={(x/0, 4), (y/0, 5), (z/0, 8), (t/0, 0)}

3.2.6. Ozellik.[33] X# T ve A, Be I* olsun. Asagidaki 6zellikler vardir:

1.

A<B& B <AC

2. (AAB)'=A°Vv B ve(AVB) =A° A B

3. (A%)=A



4., A< A veya A°<A
5. X°= ve O°=X

6. (/\Ai)C:vAiC

iel iel

7 (yA) =aa
3.2.7. Teorem.[14] X# & ve Ae ¥ olsun. AAA = & ve Av A°=X olmak zorunda
degildir.
Ispat: A A A =@ oldugunu gosterelim:
Ae I olmak iizere A°=1-A ve A°e I* oldugunu biliyoruz. O halde;
(1) A=X olsun. Bu durumda A=X={(x,1):xe X} olur. A°=X"=J={(x,0): xe X}
olur. O halde AAA*=AAD = olur.
(i) A= olsun. O halde AAA =D AA =0
(iii)) A #J ve A # X olsun. Kabul edelim ki A AA° = olsun. Bu durumda tiyelik
fonksiyonu Vxe Xicin f, . (x)=f; =0=min{f,(x),f,.(x)} elde edilir. Burada
iki durum s6z konusudur;

a. VxeX igin f,(x)=0 ise A= olur ki bu da kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde

AAA® # olmalidir.
b. VxeX igin f,.(x)=0 A°=Q olur ki bu ise kabuliimiiz ile gelisir. O halde

AAA° = olmahdir.

AV A® =X olmak zorunda olmadig1 da benzer sekilde ispat edilebilir.

3.2.8. Ornek. 3.2.5. Ornekten,
AV A°={(x/0, 6), (y/0,9), (z/0, 7), (t/1,0)} # X
AAAC ={(x/0, 4), (y/0, 1), (z/0, 3), (t/0, 0)} # @ oldugu goriilmektedir.

3.2.9. Teorem.[16] X# & ve A, Be I* olsun.
(1) AAB F-kiimesi, A ve B F-kiimeleri tarafindan kapsanan en biiyiikk F-
kiimesidir.

(i) A v B F-kiimesi, A ve B F-kiimelerini kapsayan en kii¢iik F-kiimesidir.



Ispat: (i): A ve B kiimelerini temsil eden iiyelik fonksiyonlari sirastyla f, ve f,
olsun.
AAB=K& VxeXigin fi (x)=min{ f, (x), f; (X)} oldugundan K<A ve K<B’dir.
Kabul edelim ki, A ve B tarafindan kapsanan en biiyiik F-kiime D olsun. O halde,
Vv xe Xi¢in, fi(x) < f X)< £, (X), fx(X) < f,(X)< f; (x) olur. Bu durumda
S X)=f, s X)=min{ f, (x), f; (X)} = f, (x)’dir. Yani, VxeX i¢in f (X) 2 f,(X)
dir. O halde, K=D=A A B olur.

(ii): Ispat (i) sikkina benzer sekilde yapilir.

3.2.10. Ozellik.[14] X# @ ve A, Be I* icin asagidakiler dogrudur.
(1) Av O=A, AN D=0, Av X=X, ArX=X
(i) AvB=BVA, AAB=BAA, AvA=AAA=A
(i) Av(BvCO)=(AvB)VC,AABAC)=AAB)AC
AV AABVO)=(AAB)V(AAC),Av(BAC)=(AvB)A(Av ()
(v) AKB=AvB=B,A<B=AAB=A

3.2.11. Tamm.[22] X# D olsun. X’in bir F-kiimesi, eger xe X noktasi hari¢ her
ye X’de sifir degerini aliyorsa bu F-kiimesine X’de bir Fuzzy nokta veya kisaca F-

nokta denir. Yani; O<A <1 olmak iizere X’de bir x, noktasi, iiyelik fonksiyonu
asagidaki gibi tanimlanan bir F-kiimesidir:
x, ={3 2
X’in biitiin x ; F-noktalarimin kiimesi y ile gosterilir.
x , F-noktas1 bir A F-kiimesi tarafindan kapsanir veya A’ya aittir & A <A(x)

Acikur ki; her A F-kiimesi A’ya ait olan biitiin F-noktalarinin birlesimi olarak
ifade edilebilir.

F-noktasinin sifir degeri almadigi xe X noktasina F-noktasinin destegi denir.

3.2.12. Tamm.[30] X# & olsun. X’in bir L-Fuzzy kiimesi, eger xe X noktasi hari¢
her ye X’de sifir degerini aliyorsa bu L-Fuzzy kiimesine X’de bir L-Fuzzy nokta

veya kisaca LF-nokta denir. Yani; O<A <1 olmak iizere X de bir x, noktasi, iiyelik

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanan bir L-Fuzzy kiimesidir:



x, (=152

X in biitiin x; LF-noktalarinin kiimesi L( y ) ile gosterilir.

3.3 Fuzzy Topolojisi

Fuzzy topolojik uzaylarla ilgili ilk tanim1 1968 yilinda C.L. Chang vermistir.
Chang’a gore bir fuzzy topolojik uzay, X bir kiime ve 7 onun iizerinde bir fuzzy

topolojisi olan (X, 7 ) seklindeki bir ikilidir.

3.3.1. Tanim.[4] X# D ve 7 < I* olmak iizere;
(FT, )6 e 7.0,1ile swrastyla ¥, , ¥y karakteristik fonksiyonlar kastediliyor.
(FT,) A, Be t=AABe7
(FT,) {A;:jel}<t=v{A sjel}er
aksiyomlarini saglayan (X, 7 ) ikilisine bir fuzzy topolojik uzay denir. Bundan sonra
fuzzy topolojik uzay1 kisaca f.t.u. ile gosterecegiz.

Burada 7 ’nun her elemanina F-acik kiimesi ve tiimleyeni F-acik olan kiimeye de F-

kapal1 kiime denir.

3.3.2. Ornek. X={a, b} olsun. X iizerinde bir A F-kiimesi A={a/(0, 5), b/(0, 4)}

olarak tanimlansin. Bu takdirde 7 ={ 0,1, A} bir fuzzy topolojisidir ve (X, 7 ) ikilisi
de bir fuzzy topolojik uzaydir.

3.3.3. Ornek. (X, T) bir f.t.u., g e I* ve AcX olsun. O halde;

T, ={X,J} bir fuzzy topolojisidir ve (X,T,) ayrik olmayan f.t.u. olarak
adlandirilir

T, =1 bir fuzzy topolojisidir ve (X, T, ) ayrik f.t.u. olarak adlandirilir

T,={ s € I*: supp( 4 )e T)

T,={1,: Ae T} kiimeleri birer fuzzy topolojisidir.

AcXig¢in 1, , X’in {0, 1} iizerine olan karakteristik fonksiyonudur.



3.3.4. Ornek. X bir sonsuz kiime olmak iizere;
7. ={ e I*: supp(u°) sonludur}v {J} kiimesi X iizerinde bir fuzzy

topolojisidir ve X iizerinde sonlu tiimleyenler fuzzy topolojisi olarak adlandirilir.

3.3.5. Ornek. X={a, b, c} olsun.
A={(a/0, 2), (b/0, 1), (c/0, 4)}
B={(a/0, 5), (b/0, 3), (c/0, 7)}
C={(a/0, 5), (b/0, 7), (c/0, 8)}
D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)}
kiimeleri X’de F-kiimeleri olsun. Bu durumda 7={ X, &, A, B, C, D} ailesinin X
izerinde bir Fuzzy topolojik yap1 meydana getirdigini gosterelim.
(FT)) X, D e 7 oldugu agiktir.
(FT,)Jde 7 F-kiimesinin 7 ’ya ait F-kiimeleri ile arakesiti &; Xe 7 F-kiimesinin
7’ya ait F-kiimeleri ile arakesiti ise arakesite giren F-kiimenin kendisini verecegi
aciktir.
A AB={(a/0, 2), (b/0,1), (c/0, 4)}=Ae T
AAC={(a/0, 2), (b/0,1), (c/0,4)} =Ae T
AAD={(a/0, 2), (b/0,1), (c/0,4)} =Ae T
B A C={(a/0, 5), (b/0, 3), (c/0, 7)}=Be 7
B AD={(a/0, 5), (b/0, 3), (c/0,7)} =Be ©
CAD={(a/0, 5), (b/0, 7), (c/0, 8)}=Ce T
AABAC={(a/0, 2), (b/0, 1), (c/0,4)} =Ae T
AABAD={(a/0, 2), (b/0, 1), (c/0,4)} =Ae T
B A CAD={(a/0, 5), (b/0, 3), (c/0,7)} =Be T
AABACAD={(a/0, 2), (b/0, 1), (c/0,4)} =Ae T
(FT,)de 7 F-kiimesinin7 ’ya ait F-kiimeleri ile birlesimi, birlesime giren F-
kiimeyi; Xe 7 F-kiimesinin7’ya ait F-kiimeler ile birlesimi de X F-kiimesini
verecegi agiktir.
A v B={(a/0, 5), (b/0, 3), (c/0, 7)}=Be 7
Av C={(a/0, 5), (b/0,7), (c/0, 8)}=Ce T
A v D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)}=De 7
B v C={(a/0, 5), (b/0, 7), (c/0, 8)}=Ce T



B v D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)} =De 7
Cv D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)} =De 7
Av BvC={(a/0, 5), (b/0, 7), (c/0, 8)}=Ce T
Av Bv D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)} =De 7
B v Cv D={(a/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)} =De 7
Av Bv CvD={(@/0, 6), (b/0, 8), (c/0,9)} =De 7
Bu durumda 7 ailesi X iizerinde bir Fuzzy topolojik yap1 meydana getirir. O
halde (X, 7) ikilisi bir f. t. u.’dur.
X tizerinde sayilabilir ¢oklukta topoloji kurulabilir iken sonsuz sayida Fuzzy

topolojisi kurulabilir. Ciinkii a, b, ce X olmak iizere f, tyelik fonksiyonu I’da

sonsuz ¢oklukta deger alir.

3.3.6. Tamm.[22] (X, 7 ) bir f.t.u. ve A, Be I* olsun. Bu takdirde;
(1) Ax)>B°(x) ya da A(x) + B(x) > 1 olacak sekilde bir xe X varsa A ve B
F-kiimeleri ¢akisimsidir denir ve AgB ile gosterilir.

(i) Ae I* ve x, e y olsun. Bu takdirde;

A>A‘(x)yada 4 + AKX) > 1ise A ve A F-kiimesi ¢akisimsidir denir ve AqA ile

gosterilir.

3.3.7. Teorem.[22] X# T, A, Be I* ve x , € X olsun. Bu takdirde;
(i) A<B ©Ag B
(i) x,e A & x, g A°

Ispat: (i) A<B= her xe X icin A(x)<B(x)

= 1+ A(x) <B®x) +1

=1+ AX)-B®x)<1

= AX)+ B°(x) £1

= Agq B°

Tersine, A g B® = A(x) + B°(x) <1

= AX)<1 - B(x)

= AX)<B(X)

= A<B



(i1): (1)’deki gibi yapilir.

3.3.8. Tanim.[22] (X, 7) bir f.t.u. ve Ae I* olsun. Bu takdirde;

(i) A F-kiimesinin kapanisi A ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:
A=inf{B: A<B, B‘e 7}

(i1) A F-kiimesinin i¢i A° ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

A°=sup{B: B<A,Be 7}

3.3.9. Ornek. A, B ve C I* "de asagidaki gibi tanimlanan fuzzy kiimeleri olsun:

1
0 0<x<—
2
AX) = 1
2x-1 —<x<1
2
1
1 0<x<—
4
1 1
B(X): —4x+2 —<x<—
4 2
1
0 —<x<1
2
1
0 0<x<—
4
Cx)=
1
4x-1))3 —<x<1
4

Bu takdirde, 7 = {0, 1, A, B, Av B} bir topolojidir. A= B°, AvB=1, (A°)°=B,

(B)°=Ave [(A v B)“]O = 0 oldugunu kolayhkla gérebiliriz.

3.3.10. Teorem.[23] (X, 7) bir f.t.u. ve Ae I* olsun. O halde,

Her ye 7 icin yqA & ,qu

3.3.11. Tanim. (X,7) bir f.tu. ve B <7 olsun. Her Ae 7 icin A:A\/JBj olacak
€

sekilde B; < /8 alt ailesi varsa, §’ya 7 igin bir taban denir.



3.3.12. Teorem.[14] (X, 7) bir f.t.u. ve S <7 olsun.
B, T icin bir tabandir & (i) X= v B,
jE
(ii)Her B,, B, € S veher x, <B, A B, i¢in
X, <B< B, A B, olacak sekilde bir Be £ vardir.

Ispat: 3.3.10 Tanimdan agiktir.

3.3.13. Tammm. (X, 7) bir f.t.u. ve A< 7 olsun. Eger A’nin elemanlarinin her sonlu
kesisiminin meydana getirdigi aile, 7 icin bir taban tegkil ediyorsa A’ya 7 i¢in bir alt

taban denir.

3.3.14. Tamm. (X, 7) bir f.t.u. ve x, € y olsun. Bu takdirde, x,F-noktasini iceren
her Ae 7 F-kiimesini kapsayan V F-kiimesine x,F-noktasinin Fuzzy komsulugu

denir.

V, x,’'nin F-komsulugudur < JAe 75 x, SA<V

X, ‘nin tiim F-komsuluklarinin ailesi V(x ;) ile gosterilir.

3.3.15. Tammm. (X, 7) bir f.tu. ve Ae I* olsun. A F-kiimesini iceren her Ae 7 F-

kiimesini kapsayan V F-kiimesine, A F-kiimesinin F-komsulugu denir.

3.3.16. Teorem.[16] (X,7) bir f.t.u. ve Ae 7 olsun.

A F-aciktir & B <A olacak sekilde her Be I* "nin F-komsulugu olmasidir
Ispat: 3.3.14. Tanimdan agiktir.

3.3.17.Teorem.[16] (X,7) bir f.tu. ve Xx,€ yolsun. Bu durumda x,’nin F-

komsuluklar ailesi V(x ;) asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(1) Her Ve V(x ;) i¢in x, <V
(i) Her V,,V,e V(x,)i¢in V, A V,e V(X,)

(11)Ve U(x ;) ve VSK=Ke V(x,)



(iv) Ve V(x,) olsun. T<V olacak sekilde bir Te V(x ;) vardir dyle ki, her
v, <T F-noktas1 icin Ve V (y, )’dr.
Ispat: (i) Her Ve V (x ,) olsun. Bu durumda x; <A<V olacak sekilde Ae 7 vardur.
O halde x, <V olur.
(i1) Her V,V, € W(x, ) olsun. Bu takdirde x, <A <V, ve x; <A, <V,
olacak sekilde A,,A,e 7 vardir. Buradan x,<A A A, ve A AA,e 7’dur
X, SA AA,<V AV, olupburadan V, A V,e V( X,) olur.
(1) Ve V(x;) ve V<K olsun. Bu durumda x, <A<V<K olacak sekilde Ae 7

vardir. Buradan x, <A<K olacak sekilde Ae 7 bulunmus olur. Bu durumda

Be V(x,) olur.
(iv) Ve V(x ;) olsun. Bu durumda x, <T<V olacak sekilde Te 7 vardir. y, <T ve

Te 7 oldugundan Te V(y, ) olur. T<V oldugundan (iii)’den Ve V(y, ) olur.

3.3.18. Tanim.[23] (X, 7) bir f.t.u. ve Ae I* olsun. Bu takdirde;

x,qV ve V<A olacak sekilde Ve 7 varsa A, x,F-noktasinin ¢akisimsi1 F-
komsulugudur ya da kisaca Q-komsulugudur denir. x,’min Q-komsuluklarinin
kiimesi N ile gosterilir.

X, € Ao x , mn her Q-komsulugu A ile ¢akisimsidir.

X, € A’ & x,, A tarafindan kapsanan bir V komsuluguna sahiptir.

3.3.19. Teorem.[23] (X, 7 ) bir f.t.u. ve Ae I* ve X ; € x olsun. Bu takdirde;
A aciktir < Her X, A i¢cin B <A olacak sekilde 3Be N g vardir.

Bir F-noktasinin Q-komsulugunun bu F-noktasini icermesi gerekmez. Secilen
noktayr disarida birakabilen benzer bir komsuluk yapist 1916’da M. Frechet
tarafindan incelendi ve W. Sierpinski tarafindan (V)-uzay1 teorisine 6zetlendi. Fakat
temel bir bilgi olan bir kiimenin kendi tiimleyeni ile kesismemesi oOzelligi F-

kiimelerinde korunmaz.



3.3.20. Tamm.[21] (X, 7 ) bir f.t.u., X,,y, € ¥ ve x #y olsun. Bu takdirde,
1 A =D olacak sekilde Jue N) ve 3pe N varsa bu f.tu’a bir fuzzy

Hausdorff uzay1 veya kisaca FT, denir.

3.3.21. Tanm.[30] (X,7) bir ftu., Ae I*ve X, € g olsun. Bu takdirde, her

U E N,‘i icin, 4 qA ise x, A’nin bir adherent noktasidir ve A oo X, ile gosterilir.

3.3.22. Tamm.[23] (X,7) bir f.t.u. , V(X;), x, nn F-komsuluklar ailesi ve E(x ),

V(X ;) nin bir alt ailesi olsun. Bu takdirde, V(x ;) nin her V elemanina karsihik ESV

olacak sekilde bir E€ E(x ;) varsa, E(x,) ailesine x, F-noktasinin F-komsuluklar

tabani ya da F-yerel taban1 denir.

3.3.23. Teorem.[14] (X, 7) bir f.t.u. ve £,7 'nun alt ailesi olsun. Bu takdirde, £ ’nin
7 ’ya taban olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x, e X i¢in E(x,)={Ee f:x,€E}

ailesinin x, F-noktasi i¢cin komsuluklar F-taban1 olmasidir.

3.3.24 Tanim.[14] (X, 7) bir f.t.u. olsun. Eger her x , € ¥ F-noktasinin sayilabilir bir

komsuluklar tabani varsa (X, 7 ) f.t.u.’na birinci sayilabilirdir denir.

3.3.25. Teorem.[23] (X, 7) birinci sayilabilir f.t.u. ise X deki her x, F-noktasi i¢-ige

azalan komsuluklar tabanina sahiptir.
Ispat: (X, 7) birinci sayilabilir f.t.u. oldugundan x,’nin B (x,)={B,:ie N} sekline
sayilabilir F-komsuluklar taban1 vardir. Kabul edelim ki bunlar i¢-ige azalan olmasin.
Bu takdirde;

E_B

1=""1

E, B, AB,



seklinde tanimlanirsa elde edilen { E,, E,, ... ,E, } kiimesi istenileni saglar.

3.3.26. Tammm.[14] (X, 7) birinci sayilabilir f.t.u. olsun. (X, 7) f. t. u. sayilabilir bir

tabana sahip ise, bu uzaya ikinci sayilabilir f. t. u. uzaydir denir.

3.3.27. Teorem.[14] Ikinci sayilabilir her Fuzzy topolojik uzay1, birinci sayilabilir
Fuzzy topolojik uzayidir.

Ispat: (X, 7) ikinci sayilabilir bir f.t.u ve f < 7 tabam verilsin. (X,7) f.t.u. ikinci
sayilabilir oldugundan f sayilabilirdir. Her x, e X noktas1 i¢in

E(x,)={BcX: xeBe S}
ailesi, X noktasinin bir komsuluklar tabanidir. Buradan E(x)c  oldugundan E(x)

ailesi de sayilabilirdir. Sonu¢ olarak 3.3.24. Tamim geregi (X,7) uzay1 birinci

sayilabilirdir.

3.3.28. Tamm.[14] (X,7)birf.tu., x,€ ¥ ve Ae I* olsun. Bu takdirde;
X,;, A’min kapanig F-noktasidir< Her Be 7 ve her x,eB i¢in

(AAB)(y,)# D olacak sekilde bir y, € y vardir.

3.3.29. Tamm.[14] (X,7) bir f.t.u., X, € ¥ ve Ae I* olsun. Bu takdirde;
X, A’nin yigilma F-noktasidir < Her Be 7, x, e B ve iiyelik fonksiyonu,

her y, € y olmak iizere;

f _{0 ,  x=y
Ay, T LA ., x#y

ile tammh A =~ F-kimesi i¢in BA A # olmasidir. A’nin biitiin yigilma F-

noktalarinin kiimesi cl(A) ile gosterilir.

3.3.30. Teorem.[14] Her yigilma F-noktasi kapanis F-noktasidir fakat bunun tersi
dogru degildir.
Ispat: X#@, Ae I* ve A’nin yigilma F-noktalarinin kiimesi cl(A) olsun. Her

yigilma F-noktasinin kapanis F-noktasi oldugunu gosterelim:



Her x,ecl(A) olsun. Bu durumda x,eB olacak sekilde her Be 7 igin iiyelik

fonksiyonu her y, € y olmak iizere;

0 ,  x=

fAu = { Lo ey
olan A = F-kiimesiicin A, AB#J’dir. A  F-kiimesinin iiyelik fonksiyonu tanimi
geregince A, <A’dir. O halde A, AB#J ve A <A oldugundan AAB#J

olur. Boylece x ;, A’nin bir kapanis F-noktasidir.
Fakat bu ifadenin tersi dogru degildir. Gergekten, X# & olmak iizere, X deki
F-kiimelerinin ailesini 7" ile gosterirsek (X,7") ikilsinin bir f.t.u oldugu agiktir.

Simdi X’in bos olmayan A alt F-kiimesini ve A’nin x, F-noktasin1 alalim. Bu
takdirde, x,e B olacak sekilde her Be 7" icin AAB#’dir. x,F-noktas1 ayn
zamanda F-kiime ve x,e€ B oldugundanx,, X’in a¢ik F-kiimesidir. Diger taraftan
A< A oldugundan x,<x,, yani x, kendisinin bir a¢ik F-komsulugudur. A, F-
kiimesini, her y, € ¥ olmak iizere;

fao =Uhon
tiyelik fonksiyonu ile tanimlayalim. Eger x,, A’nin kapams F-noktas1 iken ayni
zamanda A’nin yigilma F-noktasi oluyorsa x,e B olacak sekilde her Be 7'
icinA, AB# & olmalidir. x,; kendisinin bir a¢ik F-komsulugu oldugundan B=x,
alimirsa her y, € y i¢in,

Jaony M=min{ f,(y)f, }=0= A A x;=C
olur ki, A, AB=@ olacak sekilde bir B=x, € 7° vardir. Bu ise kabuliimiiz ile

celisir. O halde x ;, A’nin bir y181lma F-noktas1 degildir.



4. BOLUM
FUZZY TOPOLOJIiK UZAYLARDA YAKINSAKLIK
4.1. Fuzzy Diziler ve Fuzzy Dizilerin Yakinsakhgi

4.1.1. Tanmm. (X, 7 ) bir f. t. u. x, € ¥ olsun. Bu takdirde,
N>y
n—fn) = (x,)
seklinde tanimlanan fonksiyona X’de bir fuzzy dizi denir ve (x, ) ile gosterilir.

Simdi bu tanim1 L-fuzzy topolojik uzayma goére yeniden verelim.

4.1.1'. Tanmm. (X, 7, ) L-f. t. u. x, € L( ) olsun. Bu takdirde,
N —>L(y)
n— fin) = (x,)

seklinde tanimlanan fonksiyona X’de bir L-fuzzy dizi denir (x, ) ile gosterilir.

4.1.2. Tamm. (X, 7 ) bir . t. u. , (x, ) X de bir F-dizi ve Ae I* olsun. Bu takdirde,

(1) (x,) F-dizisi sonunda A’dadir< Vn2m i¢cin 3 me N > x <A

(i1) (x,) F-dizisi sikca A’dadir< Vme Nigin n2m olacak sekilde
dne N>x, <A

(u1) (x,) F-dizisi x, F-noktasina yakinsar < (x, ) F-dizisi sonunda X, ’nin

her komsulugundadir.
4.1.2.Tanim fuzzy komsuluklart i¢in yapilmistir. Simdi bu tanimi Q-fuzzy

komsuluklarina gore ifade edelim.



4.1.2'. Tanmm. (X, 7 ) bir f. t. u. , (x, ) X de bir F-dizi ve Ae I* olsun. Bu takdirde,

(1) (x,) F-dizisi A F-kiimesi ile sonunda cakisimsidir<> Vn2>m igin
dme N 5 x, qA

(1) (x,) F-dizisi A F-kiimesi ile sik¢a cakisimsidir< Vme Nigin n=>m
olacak sekilde 3ne N 5 x, qA

(i) (x,) F-dizisi x, F-noktasina yakinsar < (x,) F-dizisi x,’nin her Q-

fuzzy komsuluguyla sonunda ¢akigimsidir.

4.1.3. Tanm. (X,7) bir f. t. u., (x, ) n=1, 2, ... destekli F-noktalarinin bir F-dizisi
ve X,, n, herhangi bir say1r olmak iizere Vn2n, i¢in destegi x# x, olan bir F-
nokta olsun. Bu takdirde (x, ) F-dizisi x; F-noktasina yakinsiyor denir ve X, — X,
seklinde gosterilir<s x, € A olacak sekilde 7’nun her A elemam ig¢in
dme N>Vn2m igin x, € A.

Eger x,, A'nin bir yifilma F-noktast ise aym x, destekli ve &2 A,

€ € (0,1] degerli tim x, € ¥ da A'nin y1gilma noktasidur.

4.1.4. Teorem.[14] (X,7) birf. t. u., x,€ ¥ ve Ae I olsun. (x,)<A ve x, > X,

olacak sekilde (x, ) F-dizisi var ise x ,, A’min y1g1lma noktasidir.

Ispat: x,eB ve Be 7 olsun. Bu durumda Be V(x,) ve x, — x, = Vn >migin
dme N>x,eB. 412, Tamm geregi x,€A vex,, Vn2n, i¢in X, nin
desteginden farkli bir destege sahip oldugundan Vn2n, i¢in x,€ A olup
n=maks{n,, m} i¢cin x,€ A AB olur ki buda A AB# < anlammna gelir. Bu

durumda x;, A’nin bir y181lma noktasidir.

4.1.5. Teorem.[14] (X, 7) birinci sayilabilir f. t. u. , Ae I* ve X, € x olsun. Bu
takdirde,

x,ecl(A) & (x,) <Ave x, &X,



Ispat: X birinci sayilabilir oldugundan 3.3.22. Teorem geregi x,, {B,: ie N}
seklinde i¢-ige azalan komsuluklar tabanina sahiptir. Ayrica x; € cl(A) oldugundan
Vie Ni¢in BA A # . Jo.na,, (X;) >0 olacak sekilde x; € X olsun.

l/z'fBi/\Au (x) x= X
fx’*(X)_ 0 X#X,

tyelik fonksiyonu ile tanimli x, F-noktasini alahm. Bu takdirde x, € B;A A ve
X, » her 1 igin x,’mn desteginden farkli destege sahiptir. Diger taraftan Te 7 ve
X, € T alahm.

Bu takdirde, Vme N icin x, € B, < T. Ancak Vizm i¢in B, <B_
oldugundan sonu¢ olarak Vizm i¢in x, € B, <T olur. Buradan da x, —x,

sonucu cikar.

Tersine, (x,)<A ve X, =X, olsun. Bu takdirde, 4.1.4.Teoremden

X, € cl(A).

4.1.6. Tamm. (X,7) bir f. t. u. olsun. A# & ve Ae 7 olmak iizere X, € A olacak
sekilde X’de x, F-noktalarimn sayilabilir bir F-dizisi var ise X’e ayrilabilir fuzzy

topolojik uzay1 denir.

4.1.7. Teorem.[14] (X, 7) f. t. u. ikinci sayilabilir ise (X, 7) f. t. u. ayrilabilirdir.
Ispat: (X,7) f. t. u. ikinci sayilabilir oldugundan 7, 8 = {B,: ie N} seklinde

sayilabilir bir tabana sahiptir. B, # & i¢in J3, (x;)> 0 olacak sekilde x, € X vardur.

1/2'fBi/\Ax (x) x= X,
fo (0= :
0 X#X,
tyelik fonksiyonu ile tammli x, F-noktasmi alalm. x, € B; oldugu aciktir. x,

sayilabilir F-dizisi (X, 7) f. t. u.’nin ayrilabilir f. t. u. olmasi icin gerekli olan F-dizi

degildir, ¢iinkii 7’nun her A elemant fS’nin bir elemanini kapsar, yani B, <A.

Sonug olarak x, € A.



4.1.8. Tanmm. (X, 7) f. t. u., (x,) ve (x, ) X de birer F-dizi olsun. Bu takdirde,

N—<3N-“L5y
i—gli) ofigd) = x, =x,

olup (x, N ) F-dizisi (X, ) F-dizisinin alt F-dizisidir.

4.1.9. Tanim. (X, 7) f. t. u. ve Ae I* olmak iizere,
f:N—>I*
n—f(n)= A,
seklinde tanimlanan fonksiyona X’de F-kiimelerinin olusturdugu fuzzy dizisi denir

ve (A, ) ile gosterilir.

4.1.10. Tanim. (X,7) f. t. u., (x,) X de bir F-dizi ve x, € y olsun. Bu takdirde,
(x,) F-dizisi x, nin her komsulugunda sik¢a ise x,’ya (X, )’nin kapanis F-noktasi

veya limit noktas1 denir.

Her F-noktasinin ayni zamanda bir F-kiimesi oldugunu biliyoruz. O halde
4.1.10. Tanima gore eger F-kiimeler dizisi, A’nin her komsulugunda sik¢a ise A F-

kiimesine, F-kiimeler dizisinin kapanis F-kiimesi denir.

4.1.11. Teorem.[14] (X, 7 ) birinci sayilabilir f. t. u. ve Ae I* olsun. Bu takdirde;
(1) A, F-aciktir A F-kiimesinin kapsadigt B F-kiimesine yakinsayan

(A, )ie . F-kiimelerinin bir F-dizisi sonunda A’dadur.

(ii) A F-kiimesi, (A,)_, F-dizisinin kapams F-kiimesi ise A’ya yakinsayan
(A;)._,, F-dizisinin bir alt F-dizisi vardr.
Ispat: (i) Ae 7 olsun. BSA oldugundan A, B’nin bir agik F-komsulugudur
ve(A,)._, . B’ye yakinsadigindan (A,)_ . F-dizisi sonunda A’dadur.

Tersine, (X,7) birinci sayilabilir f. t. u. olsun. Bu takdirde, her B<A i¢in
U,2U,2..2U_ 2>.. olacak sekilde U,,U,,...,U_,... B’'nin F-komsuluklar tabani

olsun.



V= /n\{Ui}

i=1
alalim. V,,V,,...,V_,... bir F-dizi olup B’nin F- komguluklar dizisidir, ayrica B’ye
yakinsar ve i¢-ice azalandir. Boylece bir me N var > Vn2m i¢in V, <A, yani

V, ’ler B’nin F-komsuluklar tabanidir. V. <A oldugundan F-komsuluk aksiyomlari

gereginde A’da B’nin F-komsulugudur. Bu ifade her Be I* icin gecerli oldugundan
A F-aciktir.
(1) K,K,,...,K,,... A'nin F- komsuluklar taban1 olsun.

Tn = \/ {KI}
i=1
alalm. Bu takdirde, T,T,,...,T ,... bir F-dizisi olup Vne N i¢in T <T , olur.
g(i)=i ve A ; <T olacak sekilde ie Nigin g(i) secelim. Bu takdirde, ( Ag(i))' NF-

dizisi (An )neN F-dizisini bir alt F-dizisi olup bu F-dizinin A’ya yakinsadigi agiktir.

4.1.12. Teorem.[14] (X,7) birinci sayilabilir f. t. u. , Ae I* ve x,€ y olsun. Bu
takdirde;
(1) x,e A & A'da x , F-noktasina yakinsayan bir F-dizisi vardir.

(i1) A F-kapalidir & A’daki yakinsak her F-dizinin limiti A’dadir.

(1) x, ecl(A) & (A-x,)’de x, ya yakinsamayan bir F-dizi vardur.
Ispat: (i) x, e A olsun. (X, 7) birinci sayilabilir f. t. u. oldugundan x,’nin i¢-ice
azalan E(x,;) ={ V, : ne N } F-komsuluklar taban1 vardir. Ayrica x,;, A’nin kapanis
oldugundan Vne N i¢cin AAV, # . Bu durumda Vne N igin x, e AAV,
segerek (x,; )<A F-dizisi olusturulur. Vne N i¢in x, <V, oldugundan x, —x,.
Tersine, x, — x, oldugundan Ime N>Vn2m ve VVeW(x;) icin x,€V.

(x, )<A oldugundan x; € AAV. Bu durumda VVeV( x,) i¢cin AAV=D ve

buradan x, € A.

(i1) A F-kapal1 olsun. Bu durumda A=A. (1)’den dolay1 A’nin elemanlarindan

olusan ve x, F-noktasina yakinsayan her F-dizini limiti A ’dadir. Yani x L€ A=A



Tersine, (x; )<A ve x, — X, oldugundan ve (i)’den dolay1 x,e€ A. X LEA

varsayimindan dolay1 A <A. Diger taraftan A<A oldugundan A=A yani A F-
kapalidir.
(iii) x,€cl(A) olsun. Bu durumda, VBe 7 ve x,eBigin BA A # .0

halde Vne N i¢in x, € BA A secersek x, € A ve x, —=X,.
Tersine, x, €(A-x,) ve x, —>x, olsun. x, — x, oldugundan VBe 7 ve x,€B
icin 3me N> Vn2m i¢in x, €B. x,; €(A-x,) oldugundan n,= maks{m, n} i¢in
Vn2n, iken x, eBA A olurburadan da x, € cl(A) elde edilir.

2. Boliimde inceledigimiz topolojik uzaylardaki dizilerin yakinsakligi ile ilgili
yetersizligin aymis1 fuzzy topolojik uzaylardaki F-dizilerin yakinsakliginda da
gorilmistiir.

4.1.11. ve 4.1.12. Teoremlerde goriildiigii gibi F-dizilerin yakinsaklig: ile bir
X kiimesinin F-acik ya da F-kapali kiimelerini tanimlamak miimkiindiir. Ancak bu
tanimlama i¢in X uzayinin birinci sayilabilir fuzzy topolojik uzay olmasi gereklidir.
Fakat biitiin fuzzy topolojik uzaylar birinci sayilabilir olmadigindan F-dizilerin
yakinsaklig1 fuzzy topolojik yapilarin kurulmasinda yeterli degildir. Bu yetersizligin
ortadan kalkmasi i¢in F-dizilerin genellestirilmis hali olan F-ag kavrami ortaya

konulmustur.
4.2. Fuzzy Aglar ve Fuzzy Aglarda Yakinsakhk

1980’de Pu ve Liu fuzzy aglarn kavramim ortaya atti ve fuzzy topolojik
uzaylardaki komsuluk yapisinin 6zelliklerini yansitabilen Q-komsulugu diye yeni bir
kavram verildi. Bu yeni komsuluk yapisiyla Moore-Smith yakinsaklik teorisi
kanitlandi.

Bu béliimde fuzzy aglar i¢cin Pu ve Liu tarafindan ilk verilenden farkli olarak
yakinsakligin yeni bir kavrami verilecek. Bu yeni kavrama gore fuzzy filtreler ve
fuzzy aglarla bunlarin yakinsakligi arasindaki iliski, topolojik uzaylardaki filtreler ve
aglarla bunlarin yakinsakliklar1 arasindaki iliski aymidir.

Ayrica yine bu boliimde fuzzy molekiil ag1 kavrami verilecek ve bu kavramla

ilgili teoremlere deginilecek.



4.2.1. Tanim.[23] X # < ve D yonlendirilmis bir kiime olsun. Bu takdirde,

N: D— y doniisiimiine X iizerinde bir Fuzzy ag ya da kisaca F-ag denir ve
N={S(n): ne D} olarak ifade edilir. xe X, ne D ve A e (0, 1] olmak iizere her ne D

i¢in S(n)=x ise, NF-ag { x; :ne D} ya da basitge x“j“ ile gosterilir.

4.2.2. Tanm.[23] Xz ve N ={x} : ne D} X iizerinde bir F-a§ olsun. Bu
durumda, X iizerindeki bir 7={y; : me E} F-aginin N F-agma ait bir alt F-ag

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f; E— D i¢in asagidaki kosullar1 saglamasidir.
(D) T=N-of

(i) Her ne D icin me E vardir dyle ki, eger p=>m olacak sekilde pe E ise

flp)zm.
f(m) |

Bir {x} : ne D} F-agin bir alt F-agim {x hy - ME E} gosterilebilecegi

tanimdan agiktir.

4.2.3. Tamm.[23] (X,7) bir f.t.u.,, N ={x: ne D} X iizerinde bir F-ag ve u e I*

olsun. Bu takdirde:

(i) N, p’dedir & V ne Diginx) <u.
(i) V, sonunda u ’dedir < V ne D igin n>m olacak sekilde
dmeD >x; <u.
(iii) AV, sik stk g ’dedir < Vme Digin 3neD > X} < u.
(@iv) A, tiniversaldir < V 7,0 € I* icin N sonunda 7v o ise N sonunda 7

veya o ’dadir.

4.2.4. Ornek. (i) X=(0, 1] ve 7, X iizerinde {a,,: xeX ve ael} tabaniyla

iretilmis fuzzy topoloji olsun. Bu takdirde, (X, 7 ) bir fuzzy topolojik uzaydir.

D, (0,1) araligindaki biitiin rasyonel sayilarin kiimesi olsun. Her re (0, 1)

rasyonel sayisi =1 seklinde azaltilmis uygun bir kesir olarak ifade edilebildiginden
n



her re D i¢in S(r)=r , alabiliriz. Bu durumda AV: D— y (X,7)’da bir F-agdir ve

n+l

N-1.
Carpim kismi siralamayla diizenlenmis E =(0, 1)x N alalim ve her (t,n)e E
.. .. I m 1 .
icin N(t,r) = min{ —: me {1, ... , n}, |[tt——<|— } olacak sekilde N: E—D
n+1 n+1| |n+l

alalim. Bu durumda E yonlendirilmis bir kiimedir, 7 = No N, A/ ’nin bir alt F-agidir

ve T ’de 1’e yakinsar.

(ii) (X, 7) f.t.u ve N’yi (i) de ki gibi alalm fakat E =N olsun. Her ne N igin
N(n) = Ll olacak sekilde N: E— D tanimlayalim. Bu takdirde, T= NoN: E — ¥y
n+

N ’nin bir alt F-agidir ve T ‘de 1’e yakinsar. Ger¢ekten, Her ne N igin,

T(n) = (Lj e y dir.
n+l)n

n+l
Yukarida gosterilen iki ornekte her iki alt F-aglar da iist F-aglarinin ayni limit

noktasina yakinsiyor.

4.2.5. Tamm.[21] (X,7) bir f.tu. N={x}: ne D} X iizerinde bir F-ag ve x,€

olsun. Bu takdirde,

Vne N,‘i icin Ime D ve VneD i¢in n2m olacak sekilde x; <7 =N,
X ,’ya yakinsar ve N'= x ; seklinde yazilir.

N F-aginin limiti im(N)=v { x, € y: N— x, } ile tamimlanir.

4.2.6. Yardimar Teorem.[21] (X, 7) bir f.tu. ve N ={ xjh: ne D } X’de bir F-ag

olsun. Bu takdirde;

() x, <lim\)e N>,
(ii) lim(N) kapali F-kiimesidir.

Ispat: (i) 4.2.5. Tamimdan ¢ikar.



(ii) lim(A)<cl(lim(N)) oldugundan cl(lim(NV))<lim(N) oldugunu gostermek
yeterlidir.  x, <cl(lim(N)) vene Nfi olsun. Bu durumda,n7qlim(N) yani
7 (y)+im(N)(y)>1 olacak sekilde ye X vardir. t = lim(N)(y) alalim. Bu durumda,
y,qn ve y, <lim(N) ve boylecex; <7 olmasim gerektirenVo e NS( icin Ime D
ve Vne D i¢in n>m olacak sekilde x) <o vardir. Boylece x, <lim(N). Buradan

cl(lim(NV)) <lim(N). Boylece lim(N) kapali F-kiimesidir.

4.2.7. Teorem.[21] (X,7) birf.t.u., X, € ¥y ve L e I* olsun. Bu takdirde;

X, <cl(¢)< VneD icin XZ} qu olacak sekilde x,’ya yakinsayan bir
N={x,:ne D} F-ag mevcuttur.

Ispat: N'— x, ve her nigin x} qu olsun. 7€ N? ise bazi nigin x; <7 ve boylece
nqu. Buradan x, <cl(u). Tersine, x, <cl(x) olsun. Bu durumda, her 7e Ng
icin nqu. Soyle ki y?ﬂ <n ve y?ﬂ qu olacak sekilde ye supp(n7) ve 0<t, <77(y)
olacak sekilde bir t, reel sayisi vardir. D= Ng olsun. Bu durumda (D, <) ikilisi

kapsama bagintis1 altinda yonlendirilmistir. Bu durumda,

N={y! <n:y{ qu. neD} bir F-agdir 6yle ki N— x,.

4.2.8. Yardima Teorem.[21] (X, 7) bir f.tu. x,€ ¥ ve N'={x] :ne D} verilsin.

N— x, ise N "nin her F-alt ag1 da x ,’a yakinsar.

Ispat: V' ={ x; :ne D } X’de bir F-ag olsun 6yle ki N— x,. T={y;" : me E} N ’nin
bir alt F-ag1 ve ne Ng olsun. Bu durumda V ne D i¢in n=2m olacak sekilde me D
vardir ki xjn < 7. T ’nin tanimindan bu m i¢in en az bir l€ E vardir dyle ki her pe E
icin p=1 ve f: E—>D i¢in fip)zm. Simdi y; = xﬁf(("; . Bu durumda her p>1 igin

y; <7 ve bdylece N->x,.



4.2.9. Teorem.[21] NV ={ x}: ne D} F-ag1 x,’a yakinsar < N ’nin her iiniversal F-
alt ag1 x,’a yakinsar.

Ispat: N'— x, ise 4.2.8. Yardimc1 Teoremden dolayr NV ’nin her iiniversal F-alt ag1
x,’a yakinsar. Tersine, varsayalim ki sart saglandi ve N x,’a yakinsamasin. Bu
durumdaV me D i¢in n>m olacak sekilde 3ne D vardir ved o € Ng vardir oyle ki
o (x")<x}(x"). Bu yiizden her ne D i¢in o (x")<x](x") oldugunu varsayabiliriz.
Fakat bu durumda, A’nin iiniversal alt ag1 var olmasina ragmen dyle bir alt ag x,’a

yakinsayamaz.

4.2.10. Tanim.[21] (X, 7) bir f.t.u. ,x,€ ¥ ve N ={ x3:ne D} X de bir F-ag olsun.

Bu takdirde:

VneDve V ne N?ﬁ icin m2n olacak sekilde Ime D vardir 6yle ki x; <7

ise x, N F-aginin bir adherent noktasi olarak adlandirilir ve A oo x ; olarak yazilir.

N F-agmin adherent noktalarinin kiimesi adh(M)=v {x,e y: Neo x,} ile

tanimlanir.

Simdi adherent noktalari ile F-alt aglar arasindaki iligskiyi gosterelim.

4.2.11. Yardimar Teorem.[21] (X, 7) bir f.tu. ve N ={x}: ne D} X de bir F-ag

olsun. Bu takdirde,

(i) x, <adh(M) & N x,
(ii) adh(V) kiimesi kapali F-kiimesidir.

Ispat: 4.2.6. Yardimc1 Teoreme benzer sekilde yapilir.

4.2.12. Teorem.[21] x, nin bir N ={ xjﬂ : ne D} F-agmin adherent noktasi olmasi
icin gerek yeter kosul NV "nin x,’a yakinsayan bir T alt F-aginin bulunmasidur.
Ispat: x, <adh(V) olsun. Bu durumda, herhangi bir ze N2 icin xj < u olacak

sekilde N F-aginin bir xjﬂ elemani vardir. E={(n,#): neD ,u e Ng ve x; S u}



olsun. Bu durumda, (m, 4 )> (n,0) < D de m=n ve Ng da u < o olacak sekilde
(E,>) ikilisi yonlendirilmis bir kiimedir. O halde, T(m, u )= XE:“ ile verilen

T: E— y doniisiimii N 'nin bir F-alt ag: tarafindan saglanabilir. 7— x; oldugunu
gostermek icin e Ng olsun. Bu durumda, (n,7)e E olacak sekilde ne D vardir ve
x“/ln <p’dir. Boylece, (m, ¢ )> (n,n7) olacak sekilde herhangi bir (m,x )€ E i¢in
T(m, u)=x; < u <n.Buradan, T— x . Tersi agikuir.

Simdi ise, F-aglarin yakinsakligim1 kullanarak Fuzzy topolojik uzaylar ile

Fuzzy siireklilik arasindaki iligkiyi ortaya koyacagiz.

4.2.13. Teorem.[21] f: (X, 7)—>(Y,A) bir doniisiim olsun. Bu takdirde asagida
verilen ifadeler esdegerdir:

(1) f, F-siireklidir.

(i) N> x, = fAIN)—>f(x,), her x, e y icin.

(iii) X"de her N iiniversal F-ag1 icin, N'—= x , = IN)—>f(x,),x,€ 7.

(iv) X’de her N'={ x; : ne D} F-ag1 igin, f{lim(N)) <lim(fN)).

(v) X’de her NV iiniversal F-agi1 i¢in, f(lim(N)) <lim(fiN)).

(vi) X’de N F-ag1 i¢in, fladh(N)) <adh(AN)).

Ispat: (i)= (ii): /\/’={le: ne D} X de, N— x, olacak sekilde bir F-ag1 olsun.

ne N2

fix, 1€ (1)’den dolay1 e Ng . N> x,’dan dolay1 her ne D igin n>m

olacak sekilde en az bir me D vardir dyle ki, xjn < f7'() buradan da f{ xin )<7.
Boylece AN) —=f(x ).

()=(@): nel agk ve x,qf '(7) olacak sekilde x,e y olsun. Bu
durumda, f(x,)qn ve boylece ne N_S(XA). Her ue N)g icin u ,é/ £~ (m7) oldugunu
varsayalim. Bu takdirde, x* € Xi¢in g (x*)> f~' () (x*).

Xaw YU X (x*)=u (x*) olacak sekilde bir F-nokta olarak alalim. Bu

takdirde xﬁw) <u ve Ap)> () (x*)=n(f(x*)). D=( N)g ,<) olsun. Bu durumda



N={x4,,: ue Ng} X’de bir F-agdir. ne N‘S(XA) ve f xﬁw)),é/n oldugundan
N ’nin x,’a yakinsadigi fakat fAiN)’nin x,’a yakinsamadigim gostermek kolaydur.
Bu celiski gosteriyor ki, # < f7'(17) olacak sekilde u e Ng mevcuttur. Boylece,
£7'() x, mn agik bir Q-komsulugudur ve dolayisiyla f~'(77) agik bir F-kiimedir.

(i)= (vi): x, <adh(N) olsun. 4.2.11.Yardimc1 Teoremden, T— x, olacak
sekilde NV ’nin bir T alt F-ag1 vardir. Bu durumda f{T), f{iV)’'nin bir alt F-agidir ve
(i))’den, AT)—f(x,) oyle ki 4.2.12.Teoremin gerekliliginden f(x,)<adh(fN)).
Boylece fladh(N)) <adh(AN)).

(vi)= (ii): Kabul edelim ki fiV), f{x,)’ya yakinsamazken N'— x, olacak

sekilde bir N ={ xjn : ne D} F-ag mevcut olsun. Bu durumda, her me D i¢in en az bir

Q

ne N, ve n2m olacak sekilde en az bir ne D vardir dyle ki, f(xjn )X 1. Bu

takdirde, biitiin ne D i¢in  f(x} ) £ 77 oldugunu varsayabiliriz. x; <lim(N)<adh(N)
oldugundan (vi)’den dolay1 f(x,)<adh(fi\N)). Boylece, 4.2.12. Teoremden dolay:

fNynin f(x,)’a yakinsayan bir alt F-agi vardir. Bu yiizden fiN), f(x,)a

yakinsamalidir.
(i) = (iv): Agiktir.
(iv)= (iii): N ={ XZ}I ne D} X’de bir F-ag olsun ve varsayalim ki f{)V),

f(x,) a yakinsamaz iken N'— x , . Bu takdirde, her me D i¢in en az bir 77 € N?(w ve

n=>m olacak sekilde en az bir ne D vardir 6yle ki, f (xjn ) £ 7. Bu durumda, biitiin
ne Digin f(x}) & 17 oldugunu varsayabiliriz. Eger T, A/ 'nin bir iiniversal alt F-agi

ise T— x, fakat f{(T), f(x,) a yakinsamaz ve bu (iv) ile bir ¢eliskidir.

4.2.14. Teorem.[30] (X,7) bir L-f.tu. ve N'={x}: ne D} X’de bir F-ag ve x,€ ¥y

olsun. Bu takdirde,

(D Neowx,2y, >Ny,



(iN->x,2y, =>N>y,
Ispat: (i):x .2y, oldugundan Q-komsulugun tanimindan Nyci < Ng . Boylece
Neox,’den Neo y .

(i1): (1)’deki gibi yapilir.

4.2.15. Tamm.[30] X# & ve D yonlendirilmis bir kiime olsun. Bu takdirde,

N: D—M(L*) doniisiimiine X iizerinde bir fuzzy molekiil ag denir.

4.2.16. Teorem.[30] (X,7) bir L-f.t.u. ve x,eL(y) olsun. Bu takdirde asagidaki

ifadeler esdegerdir.
(i) X deki her ' F-ag1 i¢in, Neo x, & 7— x, olacak sekilde A ’nin bir 7

alt F-ag1 vardir.

(ii) X’deki her N F-ag1 igin, N x, olacak sekilde x,’ya yakinsayan ve
N ’nin alt F-agi1 olan bir 7 F-ag1 vardur.

(iii) X’deki her molekiil N F-ag1 i¢in, Noeo x, & T— x, olacak sekilde
N ’nin bir 7 alt F-ag1 vardir.

(iv) X’deki her molekiill N F-agi igin, Neo x, olacak sekilde x,’ya
yakinsayan ve A/ "nin alt F-ag1 olan bir 7 F-ag1 vardir.
Ispat: (i) = (ii): 4.2.12. Teoremden aciktir.
(il) = (iii): Sadece bir molekiil A/ F-ag1 igin, 7— x, olacak sekilde N ’nin bir 7°
alt F-ag1 var= N o x, oldugunu gostermeliyiz. Bu ise 4.1.13. Teoremin ispati ve

4.2.14. Teorem (i)’den ¢ikar.
(ii1)) = (iv): Agiktir.
(iv) = (1): Aciktir.

4.2.17. Teorem.[30] (X,7) bir fitu. , x,, Ae X olsun. Eger xﬂeL(;() ise

asagidaki ifadeler esdegerdir.



(i) x,<A
(il) A’da Neo x, olacak sekilde bir N F-ag1 vardir.
(iii) A’da N x; olacak sekilde bir molekiil ' F-ag1 vardir.

Eger x, € M( L) ise asagidaki ifadeler (i)’e esdegerdir.
(iv) x,, A’nin bir adherent noktasidir.

(v) A’da Ne x, olacak sekilde bir N' F-ag1 vardur.

(vi) A’da Neo x, olacak sekilde bir molekiil A F-ag1 vardir.

4.2.18. Sonuc.[30] (X,7) bir f.t.u. ve Ae L* olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
esdegerdir.

HA=A

(ii) A’daki her N F-ag1 ve her x,€ y icin, Noo X, = x, < A

(iii) A’daki her molekiil V" F-ag1 ve her x, € y igin, Neo x;, = x, < A

(iv) A’daki her A/ F-ag1 ve her x, € M(L") i¢in, N> x, = x, < A

(v) A’daki her molekiil N F-ag1 ve her x ;€ M(L")i¢in, N— x, = x, <A

4.2.17. Teorem, aglarin Latis fuzzy topolojik uzaylarda adherent noktalar1 ve

kapal1 kiimeleri nasil karakterize ettigini gosteriyor.



4.3. Fuzzy Filtreler ve Fuzzy Filtrelerin Yakinsakhg:

1979°da Lowen [15] fuzzy topolojik uzaylarda fuzzy filtreler icin yakinsaklik
teorisini ortaya atti ve elde ettigi sonuclarim fuzzy siireklilik ve fuzzy kompaktlik
tanimlarina uyguladi. Bu daha sonra farkli birkag matematik¢i tarafindan degisik
bakis acgisiyla daha kapsamli olarak ele alindi. Fakat Q-bagintis1 ve Q-komsuluk
kavramlart bu yaklasimlarda kullamilmadi. 1980’de Pu ve Liu [23] bir fuzzy
topolojik uzayda bir fuzzy noktanin Q-komsulugu cercevesinde fuzzy aglar icin
yakinsaklik kavramimi verdi. Yakinsakligin iki tiirii arasindaki iliski Lowen

tarafindan [16] ¢alisild1.

Bu bolimde Pu ve Liu [23] tarafindan verilen bir fuzzy noktanin Q-
komsulugu ve Q-bagintis1 kavramlarina bagli kalinarak Ali Ahmet Nouh [21]
tarafindan calisilan fuzzy filtreleri icin adherent ve yakinsaklik kavramlarina yer

verilecek.

4.3.1. Tanmm.[15] (X, 7) bir f.t.u. ve bostan farkli F— I* kiimesi verilsin. Eger;
(i) DeF
(i) F,F,e F=>FKAF,eF
(iii)) Fe Fve F<F,= F,eF

aksiyomlar1 saglamyorsa F ye X iizerinde bir Fuzzy filtre denir.

X iizerindeki biitiin fuzzy filtreleri FL(I*) ile gosterecegiz.

4.3.2. Ornek. X# @ ve xe X verilsin. Her xe X icin;
A X>1 A (x)=0,2

seklinde tammlanan A F-noktasimin olusturdugu F ={Fe I*: A <F} ailesi X

iizerinde bir FL(I* )’dir. Gercekten,
(F)) Her Fe F ve her xe X i¢in 0,2=A_(x)<F(x) oldugundan F# & olup@¢ F

(F,) Herhangi F,,F,e F ve her xe X i¢in 0, 2=4_(x)< F,(x) ve 0, 2=4_(x)< F, (x)

olup 0,2=4 (xX)<( F, A F,)(x)=min{ F, (x), F,(x)} oldugundan F, A F,e F



(F,) Her F e F, F,<F, ve her xe X i¢in 0, 2=4 (x)< F, (x)< F, (x) oldugundan

F,e F

4.3.3. Ornek. (X,7) f.tu., A€ y ve N(1)da A F-noktasinin F-komsuluklar ailesi
olsun. N(A) ailesi bir F-filtredir. Gergekten,
(F;) Her NeN(A) icin komsuluk aksiyomlarindan AeN oldugundan

Nz = JegN(A)
(F,) Her N,N,eN(A) icin N, ve N, A F-noktasinin birer F-komsulugu

oldugundan A<K <N, ve A<K, <N, olacak sekilde K ,K, € 7 vardir. Kesisim
isleminin o6zelliginden A<K, AK, <N, AN, olacak sekilde K, AK,€ 7. O halde
N, AN,eN(4)

(F,) Her N,eN(A4) ve N, <N, olsun. N, e N(A4) oldugundan A<K< N, olacak
sekilde Ke 7 vardir. N, < N, oldugundan 4 <K< N, olacak sekilde Ke 7 bulunur.
Buradan N, e N(A)

O halde N(A) ailesi bir F-filtre olup bu F-filtreye, A F-noktasinin F-komsuluklar

filtresi denir.

4.3.4. Tamm.[15] X kiimesi iizerinde bos olmayan S < I* ailesi verilsin.
(b)De p
(b)B,, B,e p icin B, < B, A B, olacak sekilde en az bir B,e [ vardir.
Yukaridaki kosullar1 saglayan S alt ailesine X iizerinde tanimli F F-filtresinin
taban1 denir. O halde £ tarafindan iiretilen F F-filtresi,
F ={F e I: Be B i¢in B<F}

seklinde tanimlanir ve < > ile gosterilir.

4.3.5. Ornek. (X,7)ftu.,le y ve B(1)da A F-noktasimin F-komsuluklar tabani
olsun. Bu takdirde B( 4) ailesi b, -5, 6zelliklerini saglar. Gercekten;



(b)) B(A),A’nin komsuluklar tabani oldugundan her Be B(4) igin B<K olacak
sekildle KeB(A) vardir. O halde her BeB(A) i¢in BeK(A) ve DeK(A)
oldugundan B# & olup D¢ B(A)

(b) Herhangi B, B,eB(A) i¢in B, B,e K(A) ve B,AB,€K(A) olur. B(4) F-
komsuluklar tabani oldugundan B, AB,eK(A) i¢in B, <B, A B, olacak sekilde
B, e B(A) vardir. Boylece B(A) ailesi X iizerinde bir F-filtresi iiretir. Bu F-filtresi
F-komsuluklar filtresidir. Ayrica B(A) ailesi ( F,) aksiyomunu saglamadigindan F-
filtre degildir.

4.3.6.0rnek. X# &, (4,)._,, X de bir F-dizi ve bu dizinin kuyrugu B,={ (4,) >y}
olmak iizere, f={ B,:ye N } ailesi X de bir F-filtresi i¢in F-filtre tabanidur.

(b)) Her ye Nigin B, # @ oldugundan S # & olup D¢ S

(b) Her 7,7,€IN i¢in B,,B, € p.y=maks{ y,7,} amrsa B, = B, AB, ve
B,e B olup B,<B, AB, . Boylece S ailesine (4,) F-dizisinin bilesen F-filtre
taban1 denir.

Eger (4,) _, F-dizisi yerine, (4)_, F-ag alirsa S={(4,)meD, 4 F-

agin kuyrugu} ailesi de bir F-filtre tabanidir. Bu filtre tabaninin olusturdugu

F ={ A: 3neDigin A, <A }ailesi bir F-filtre olup bu F-filtreye (4 )_, F-agimn

1

tirettigi F-filtresi denir.

4.3.7. Ornek. X# @, F X de F-filtre ve D,={(x,,K): AeKe F}< yx Failesi
verilsin. Herhangi (x,, K,), (x,, K,)e D; icin (x,, K, )>>(x,, K,)& K, <K,
seklinde tanimlanan “>>” bagmntis1 D, iizerinde yonlendirme bagintisidir.

(1) Her (x,, K) € D, i¢in K<K oldugundan (x,, K)>>(x,, K)

(i) Her (x,, K,), (x,, K,), (x,,K;)e D; igin (x,, K, )>>(x,,K,)&= K, <K,
ve (x,,K,)>>(x,,K;)& K, <K, oldugundan K, <K, & (x,,K,)>>(x,,K;)
(iii) (x,, K,), (x,,, K,)€ D; olsun. Bagintinin tanimindan K, A K, # &. O halde

K, A K, =K, veya K, A K,=K, olur.



K, A K, =K, olsun. K, <K, oldugundan (i)’ den (x,, K,)>>(x,.K,)
K, <K, oldugundan (i)’den (x,, K,)>>(x,, K,) olacak sekilde (x,, K,)e D;
vardir.
K, A K, =K, olsun.
K, <K, oldugundan (i)’den (x,,K,)>>(x,,K,)
K, <K, oldugundan (i)’den (x,,K,;)>>(x,,K,) olacak sekilde (x,,K,)e D;
vardir. O halde ( D;, >>) yonlendirilmis kiimedir. Bu durumda;

6,:D; —>x

(x1, K)y= f(x;, K)=x,

fonksiyonu bir F-agdir. Bu F-agina F F-filtresine dayanan F-ag denir.

4.3.8. Sonug¢. Bos olmayan bir X kiimesi iizerinde bir F-ag varsa bu kiime iizerinde
bir F-filtre tiretilebilir. Eger X iizerinde bir F-filtre varsa bu kiime iizerinde bir F-ag

uretilebilir.

4.3.9. Tanmm.[15] X# &, F, ve F, X iizerinde taniml F-filtreler olsun.
Her Fe F, i¢in € <F olacak sekilde en az bir € e F varsaF,, F, den daha incedir

denir ve F <F, ile gosterilir.

4.3.10. Tamim.[15] X bos olmayan bir kiime olsun. Bu takdirde;
(i) Her F,, F,e I* i¢in F,v F,e F= ya F,e F ya da F, e F oluyorsa, X

tizerindeki F F-filtresi asal olarak adlandirilir.

(i1)) X iizerindeki bir F F-filtresi X iizerinde bir ultra F-filtredir < F

kendisiyle karsilastirilabilir her F-filtresinden daha incedir
(iii) X iizerindeki bir B F-filtre tabani, X tizerindeki bir ultra F-filtre icin

taban oluyorsa, f ya X tizerinde bir maksimal F-filtre tabani denir.

(iv)X tizerindeki bir F F-filtresinin bir £ alt ailesi verilsin. Eger;



£’nun tiyelerinin biitiin sonlu kesisimlerinin ailesi F i¢in taban ise, & F icin bir alt
taban olur ve € F’ yi liretir denir.

Eger P(F) A lim(#), 7 den daha ince olan biitin prime F-filtrelerin ailesini
J€

gosteriyorsa

F=( P

PeP(F)

oldugunu dogrulamak kolaydir.

4.3.11. Teorem.[31] F, X iizerinde taniml1 bir ultra F-filtresi olsun. Bu takdirde

asagidaki durumlar dogrudur.

(1) F, bir asal F-filtredir
(ii) Her Fe I* icinya Fe F yadal-Fe F

(iii) Fe 1* olsun. F¢ F ise F A K= olacak sekilde bir Ke F vardir

4.3.12.Teorem.[5] f:X — Y bir doniisiim olsun. Bu takdirde;
()Eger B, Xiizerinde bir F-filtre tabam ise; f(B)={f(A):de B} 'de Y

tizerinde bir F-filtre tabamdir.

(i))Eger S, Y izerinde bir F-filtre tabam1 ve forten ise;

f(p)= { f(A):Ae ,B} 'de X iizerinde bir F-filtre tabamdur.

4.3.13. Tamm.[34] (X, 7 ) bir. f.tu., A€ (0, 1]veu e I* olsun. Bu takdirde;

U={n;: jeJ}c 7 ailesi y nin bir agik Q, -ortiisiidiir < x (x)2 A olacak sekilde

her xe X i¢inx ; q77; olacak sekilde 3je J vardir.

4.3.14. Tamm. Bir (X, 7 ) f.t.u. da ki bir # F-filtresi, bir x; F-noktasina yakinsar ve
F—x, ile gosterilir< Vne Ng icin y# <mnolacak sekilde Jue F vardir. Bir F

F-filtre tabaninin limiti im(F )=v { x,€ y: F— x, } ile tanimlanir.



4.3.15. Tammm.[34] Bir (X,7) f.tu. da ki bir F F-filtresi, bir 4 F- kiimesine
yakinsar ve F— u ile gosterilir <« g’niin her agik U Q,-Ortiisii igin,

F<v{n:ne U} olacak sekilde ¢/ 'nun en az bir U, sonlu alt ailesi ve Fe F

vardir.

4.3.16. Tanim.[21] (X,7) bir. f.t.u., x,€ ¥ ve F X lizerinde tanimh bir F-filtre

olsun. Bu takdirde;

(i) Her Ue Ng ve her Fe F icin UAF# O < x,, F 'nin bir adherent
noktasidir ve bu durum Feo x; ile gosterilir.  F-filtresinin adherent noktalarinin
kiimesi adh(F)=v {x,€ y: Feo X, } ile tanimlanir.

(i) N)g <F ise x,, F ’nin bir limit noktasidir denir ve bu durum F— x, ile

gosterilir. 7 F-filtresinin biitiin limit noktalarinin kiimesi lim(F) ile belirtilir.

4.3.17. Teorem.[21] (X,7) bir. f.t.u., X, € ¥, U€ I* ve F X iizerinde tanimli bir

F-filtre olsun. Bu takdirde;

() F—->x,=>Feox,

(i1) lim(F) <adh(F)

(iii) Foo X, & x, <adh(F)

(iv) F—x,; & x, < lim(F)

(v) B, X iizerindeki bir F F-filtresi icin bir taban ise bu durumda,
B=x(foox,, ou)oFo>x,(Feox,,F— u)

(vi) F— = N7 <F, N2 Xiizerinde bir F-filtre tabam oldugunda.

(i) F=>x,ve x,Ssu =>F > u



4.3.18. Teorem.[21] (X, 7) bir. f.t.u., F, G X lizerinde tanimhi F-filtreler, x,€ y ve
F, G ’den daha ince olsun. Bu takdirde;

6) g§-ox,=>F->x,

(i)  lim(G )< lim(F)

(iii) Foox,=>G o0 Xx,

(iv) adh(F)< adh(G )

4.3.19. Teorem.[21] (X,7) bir. f.tu, x,€ ¥ ve B, X iizerinde tamiml bir F F-

filtresi i¢in bir taban olsun. Bu takdirde,

X,,f i¢in bir adherent noktasidir< B° < S olacak sekilde bir S F-filtre
tabani vardir ve f° — X,
Ispat: x,, f icin bir adherent noktast ise, her Ue Ng ve her Be S icin UAB# .
o=pv Ng ailesi, £ ’dan daha ince olan ve X iizerinde tanimh bir 3" F-filtre tabam
icin bir alt tabandir ve " — x,.
Tersine, f’dan daha ince olan ve X iizerinde tanimli bir S F-filtre tabani verilsin ve
p° — x, olsun.. Bu durumda 4.3.17. Teorem (ii)’den dolay1 S « x, ve 4.3.18.

Teorem (ii)’den dolay1 da f — x.

4.3.20. Teorem.[21] (X,7) bir. f.t.u., x,€ ¥ ve fL € I* olsun. Bu takdirde;

X, < ﬁ & F— x, olacak sekilde X iizerinde bir F F-filtresi vardir ve her Fe F
icin Fg i .

Ispat: x, < ﬁ olsun. O halde her n € Ng icin £qn.Buda F :Ng almamiz icin
yeterlidir.

Tersine ' — x, ve her Fe F i¢in Fg y olsun. O halde N,g <F ve boylece x, < ﬁ .



4.3.21. Teorem.[21] (X, 7) bir. f.t.u. ve e I* olsun. Bu takdirde;

Hacikktres ueF, F —Xx, ve X, qu
Ispat: w4 e IMacik ve F, X iizerinde tammli, x,qu olacak sekilde x,’ya

yakinsayan bir F-filtre tabani olsun. y € N,g oldugundan, A < u olacak sekilde

A e F vardir. Buradan g € F olur.
Tersine, her x,qu igin F =N? diyelim. O halde, her x,qu i¢cing VmeDe N

ve boylece u e 7.

Bir F-filtresine yakinsayan F-noktalarinin kiimesi genelde sonsuzdur. Ancak,
desteklere bazi kisitlamalar koyarsak yakinsakligin tekligi ile ilgili bir sonug elde

edebiliriz.

4.3.22. Teorem.[21] Bir (X, 7 ) f.t.u. nin FT, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul farkl
destekli iki F-noktasina yakinsayan ve X iizerinde tanimli olan bir F F-filtresinin

bulunmamasidir.

ispat: (X, 7) bir FT,-uzay1, 7 X iizerinde tanimh ve x #y olacak sekilde F— x,
ve F— y, olsun. ¥ — x, oldugundan her u € N,g icin F, < u olacak sekilde en az
bir F,e F vardir. Aym sekilde 7 — y, oldugundan hern e Ni igin F, <7 olacak

sekilde en az bir F,e F vardir. F|,F,e F oldugundan F,=F A F,e F vardir 0yle

ki F;<u Anveistelik u An#O,bir geliski.

Tersine, kabul edelim ki farkli destekli iki F-noktasina yakinsayan ve X iizerinde
tamiml olan bir 7 F-filtresi yok ve (X, 7), FT, -uzay1 degil. O halde, her u € N g ve
her 7€ N icin g A7 # Q@.Budurumda S={u An:pue N2, ne N} }
ailesinin X iizerinde x, ve y, F-noktalarinin her ikisine yakinsayan bir F-filtre
tabani oldugunu gostermek kolaydir. F =< > olsun. O halde, 4.3.17.Teorem

(v)’den dolayr F, x, ve y, F-noktalarinin her ikisine de yakinsar ve bu bir
celigkidir.



4.3.23. Teorem.[21] (X,7) bir f.t.u ve F X ilizerinde tamiml1 bir F-filtre olsun. Bu

takdirde;
(1) lim(F) ve adh(F) kapal1 F-kiimeleridir
(i1) F bir maksimal F-filtre = lim(F) = adh(F)

Ispat:(i)) lim(F)<lim(F)oldugundan lim(F) <lim(F) oldugunu gostermek
yeterlidir. x, Slim(?) verne Nﬁ olsun. O halde, nqlimF ve bundan dolay:
n (y)+lim(F )(y)>1 olacak sekilde ye X vardir. lim(F )(y)=t alalim. O halde 77 € NS(
ve y, <lim(F). Bu durumda, her u e Nfl icin 4 < u olacak sekilde A€ F vardr.
Boylece 4 <7 ve x, <lim(F). Bundan dolayz, lim(?) <lim(F). Boylece, lim(F)
kapali bir F-kiimedir. Benzer sekilde adh(F)’ nin de kapali F-kiimesi oldugu

gosterilir.

(i1) 4.3.17 Teorem(ii) ve 4.3.19 Teoremden ¢ikar.

4.3.24. Teorem.[21] {F;: jeJ}, X iizerinde tanimli F-filtrelerin bir ailesi ve

F =[] olsun. O halde,

il
(1) lim(F ) = A lim(F))
(i) F > u e F — p,her jel
Ispat: (i) Her je J icin F< J; oldugundan, her je J i¢in lim(F) <lim( F;) ve boylece
lim(F)< A lim(F))
Tersine, X, < JQ\J lim(F;) ise, her jeJ i¢in x, <lim(F;) dir, o halde, her je J i¢in her
ne N le ve 7€ JF;.Boylece i7€ F ve bundan dolayr x, <lim(F). Boylece,
je/\J lim(F;) <lim(F)
(i)Her jeJ i¢in F < F; oldugundan, 4.3.17. Teorem (i)’den dolay her jeJ i¢in

F— u ise



JF; —> p. Tersine, her jel igin, F; — w4 ise, 4 niin her agik U Q,-Ortiisii i¢in
U ’nun en az bir U, sonlu alt ailesi ve her je Jigin 4 < v {n:n7€ U, } olacak sekilde

bir A4 < F, vardir. Buradan, A Asvi{nne U} A= A A, alalim. O halde Ae F
e e

ve A<v{n:ne U, }. Bundan dolay1 F — u.

4.3.25. Sonu¢. (X,7) bir fitu ve F X iizerinde tanimli bir F-filtre olsun. Bu

takdirde,

F—>x,(F>u) @herPeP(F)igin P— x,( P— u)

Siirekliligin, filtre tabaninin yakinsakligiyla biitiiniiyle karakterize edilebildigi
biliniyor. Asagida fuzzy topolojik uzaylar arasindaki fuzzy siirekliligi, fuzzy filtre

taban1 yardimiyla karakterize edecegiz.

4.3.26. Tanim.[23], [12] (X,7), (Y,A) birer f.t.u ve f: (X,7)—>(Y,A) fonksiyonu

verilsin. Bu takdirde, her x,e y ve her ue N?(Xl) i¢in, f(77) < u olacak sekilde

dne N)g var ise f, F-siireklidir denir.

4.3.27. Teorem.[21] (X,7), (Y,A) birer f.tu ve f; (X,7) —(Y,A) bir fonksiyon
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler esdegerdir.
1) f, F-siireklidir

(i)  Her x,e g i¢in fINS)—f(x,)

(ili)) X tizerindeki her B F-filtre taban1 ve her x,€ y i¢in, B — x, ise
fB)—=f(x,)

(iv) X lizerindeki her A F-filtre tabam1 ve ge I* icin B — u ise
fB)=fp)

(V) P, X lizerinde bir asal F-filtre olmak {izere, her Pi¢in, P — X, ise
f(P) = fix,)

(vi)  HerPicin, P > u ise iP) = flu)



(vii) X tizerindeki her S8 F-filtre tabani icin, f(lim( £)) < lim(5)

(viii) X tizerindeki her P asal F-filtresi icin, f{lim(P )) < lim(P )
Ispat: (i) < (ii): f, F-siirekliliginden herx, e ¥ ve her ue f( Ng )igin, f(7)<u
olacak sekilde 3 ne N g var e bu durum kesinlikle gosterir ki, f{l N g ) —f(X,).
()= (iii) g e I* ve B — u olacak sekilde S X iizerinde bir F-filtre tabani olsun.
Diger taraftan, U ={7;: jeJ} f(x ) niin agik bir Q,-Ortiisii olsun. Bu durumda,
1 (x)> A olacak sekilde her xe X i¢in en az bir je J vardir dyle ki 1€ N]?(xl) . f’nin
F-siirekliliginden dolayi f{ ;) < 77; olacak sekilde 3 0, € Nﬁ vardir. O halde
{o;: je]} ailesi g ’niin agik bir Q,-ortiistidir. § — 4 oldugundan A<V o;:
je J, } olacak sekilde, J’nin sonlu bir J_ alt kiimesi ve bir A€ f vardir. O halde,
RDSAv {oy5e 3,1 v floy)ie I, )< v (7;: je T} Boylece, i) >fiu).
(i) (iv) ve ()e(vi: Her pel® igin  u=v{x;:x,<u} ve
Sflu)={f(x,):x, < u } de kolaylikla ¢ikar.
(iv) & (vii) ve (vi) < (viii): Tanimdan kolaylikla ¢ikarilir.
(ii1)) = (iv): Aciktir.
(vi)= (iii): S — pu olacak sekilde S X iizerinde bir F-filtre tabani ve U ={7,: je J}

Sflu) niin agik bir Q, -ortiisii olsun. F = <> alalim. Bu durumda F, X iizerinde
F— u olacak sekilde bir F-filtredir. 4.3.25. Sonuctan her Pe P(F ) i¢cin P— u ve
(vi)’den dolayr da fi’P )— flu). O halde, A1) v {n;: je ], } olacak sekilde J'nin
sonlu bir J alt kiimesi ve A € P vardir. Her Pe P(F ) i¢in A € P oldugundan A e F
ve boylece f{ A )e f(F). Buradan da iF ) — flu).

(iv)=@1): x,€ ¥y ve ne N‘S(Xl) olsun. S :Ng — X, oldugundan, (iv)’den dolay1

f(B)—f(x,) ve boylece o€ f igin f(o) <n.Bundan dolay1 f F-siireklidir.
A
X,7), (Y,A) birer f.tu ve f: (X,7)— (o0 Y,A) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda,

fstireklidir < X tizerindeki herhangi bir F filtresi i¢in, fladh( £)) <adh(f(F ))



Bu ozellik, asagidaki teoremin gosterdigi gibi fuzzy durumunda

degerlendirilmemistir.

4.3.28. Teorem.[21] Eger bir 1 (X,7)—(Y,A) fonksiyonu F-siirekli ise, bu

durumda X {iizerindeki her S F-filtre tabani igin,

fladh( S))<adh(f( 5))
Ispat: 3, X iizerinde bir F-filtre tabani, x, <adh(f), o€ B ve ne N]?(M) olsun.

Varsayimdan dolayi, f{u)<n olacak sekilde u e Ng vardir. 4 qo oldugundan
19f(o). Boylece f(x ;) <adh(f( §)).

4.3.29. Tanim.[11] {(X i Z'j) 1jel } fuzzy topolojik uzaylarin bir ailesi, X=HX ; ve

jel
7, X duzerinde, her jeJ i¢cin P:X — X, izdisim donisiimi olacak sekilde

{Pj‘l(f]j):njez'j, JE J} alt tabam tarafindan iiretilen fuzzy topoloji olsun. (X,7)

ikilisine, {(X j,z'j) 1jel } ailesinin fuzzy carpim uzayi denir.

4.3.30. Teorem.[21] (X,7), fuzzy topolojik uzaylarin bir {(Xj,z'j) '€ J} ailesinin

fuzzy garpim uzayi, 8 X iizerinde bir F-filtre tabam1 g€ 1*, x, € y ve P:X—-X;

izdiisiim doniisiimii olsun. Bu takdirde;

() B—x, P(B)> P(x,). Viel
(i) B u e (B> P(u), Viel
(ifi) B oo x, = P(S)e P(x,) , Vjel
Ispat: (i): Her P, F-siirekli oldugundan, 4.3.27. Teoremden dolay1 her jeJ igin,

B —x, ise p,(f) — P(x,). Tersine, her jeJ i¢in p,(f) — P(x;) oldugunu
kabul edelim. (X,7) da ue Ng olsun. Bu durumda o= k/:\le:(/lk) ve X,q0

n

olacak sekilde (Xjn,fjn) de, u e ijn veJde j.]J,,..., ], vardir. Her



p;(B) — P(x,) oldugundan, 4 € P, (B). P, (0,)=p, olacak sekilde o, € B

olsun. O halde 0, A0, A...A0, <0 < u ve bundan dolay1 u € . Bu da gosterir ki,

B —=Xx,.

(ii):Her P, F-siirekli oldugundan, 4.3.27. Teoremden dolay1f — u ise
P.(f)— P(u). Tersine kabul edelim ki P(S)— P(u) ve U={n;: jeJ} u niin
acik bir Q, -ortiisii olsun. O halde, her xe X i¢in x (x)= A olacak sekilde Jj € J
var oyle ki x,q7, . 77, € 7 oldugundan o, =i/:\1 Pji‘l(ai)s n, ve 0,9 x, olacak
sekilde J°de j,j,,...,], ve 0,€ 7, vardir. Her i icin P, ( x,;)qo; ve bundan dolay1
P (4) < o0, olacak sekilde A€ S Vardlr./iszx1 A olacak sekildle Ae £ olsun.

A< Pji"l(di) oldugundan A <o, < 17, - Bundan dolay1 A< vin, :i=0,1,2,...,n} ve bu

da gosterirki S — u.
(ii1): (1) ve 4.3.19. Teoremden ¢ikar



5. BOLUM

FUZZY FiLTRELERIN VE FUZZY AGLARIN YAKINSAKLIGI
ARASINDAKI ILiSKi

Genel topolojideki yakinsaklik teorisinde oldugu gibi, X deki her ag ile X bir
filtre kurabiliriz ve tersini de yapabiliriz. Bu boliimde, bir fuzzy agi ile iiretilmis
fuzzy filtre tabanm1 ve bir fuzzy filtre lizerinde kurulmus fuzzy ag kavramlarim
tanimlayacagiz. Daha sonra bunlarin yakinsakliklar1 arasindaki iligki {iizerinde

duracagiz.

5.1. Tamm. ./\f={x;n: ne D} X izerinde bir F-a§ ve her neD icin

M, = \/{XZ‘“ :me D, m>n} olsun. Bu takdirde, S, ={ x4, : ne D} ailesi X iizerinde
bir F-filtre tabam teskil eder ve N F-ag: tarafindan iiretilmis F-filtre taban1 olarak

adlandirilir.

5.2. Teorem.[21] (X,7) bir f.t.u, X,€ ¥ ve N, X de bir F-ag olsun. Bu takdirde;
ON->x, e b, X,
()N eox, & B, X,
ispat:(i):,BN={ uel*:3 neD > #=v{x; :meD,m2n}} oldugundan,
By —=x, ©VneN} icin Fuepf,>u<n < VneN: igin 3 neD
dpu=v x; Sne Ve Ng icin 3 neD ve Vme D i¢in m2n ve x; < &

m2n

N —>x,.



(ii): B, o x, oldugundan V7@e Ng ve Yue B, icin uarn+3d & Vne Ng ve

VneD i¢in v x7 M0 < VﬂeNﬁ ve VneD i¢cin 3 meD m>n ve

m>n

x; <n e Neox,



5.3. Tamm. 3, X iizerinde bir F-filtre tabam x,€ ¥ ve Dy;={(.x,): x,<ae f}
olsun. Dﬁ’da,
(xL,a)2(x5,0)e o<,

olacak sekilde “>" bagintisi tanimlayalim. Bu takdirde;

(Dy, 2) ikilisi bir yonlendirilmis kiimedir.
N 4(X,,)=x, olacak sekilde N ;D — y tanimlayalim. Bu takdirde; N 5 X

tizerinde bir F-agdir ve £ F-filtre tabani iizerinde kurulmus F-ag olarak adlandirilir.

5.4. Teorem.[21] (X,7) bir f.t.u, x,€ y ve B, X lizerinde bir F-filtre taban1 olsun.
Bu durumda:

i) f-ox, e Nﬁ_”(z

() Neo x, & Nﬁoo X,
Ispat:(): f — x, ve Ny:D; — ., Dy={(@.x,):x,<ae f} ve Nyx,,a0)=x,
olacak sekilde, £ iizerinde kurulmus F-ag olsun. Eger u e Ng ise, & < u olacak
sekilde «ae f vardir. (y,a)e D, olacak sekilde y <a segelim. Eger
(z,,0,) 2 (y,,@)olacak sekilde (z,,a,)e D, ise, Ny(z,,a) =2, <qa,. a<a<u
oldugundan z < . Bundan dolay1, N;(z,,) < u . Boylece, N'; = x ;.
Tersine /\/'ﬂ —X, ve M€ Nﬁ olsun. Bu takdirde, her (y,a)e D, icin
(y,a)2(z,,¢) olacak sekilde (z,,¢,)e D, var ve Nﬁ(yt,a):yts,u. Her
w,<a icin (w,,@)=(z,) ve bundan dolayt N ;(w,,@)=w, <u. Buradan
o, < i veboylece f —X,.

(ii): Boox, ve Ny:Dy— 7, Dy={(,x;):x,<ae B}ve Nyx,,a)=X%,
olacak sekilde, S iizerinde kurulmus F-ag olsun. Diger taraftan u € Ng ve
(y,,&)e D, olsun. O halde A u 2.z Sanp ise, (z,,a)2(y,,x) olacak
sekilde (z,,@)€ Dy . Buradan, N,(z,,@) =z, < . Boylece N, o x,.



Tersine /\/'ﬂoo X;, M€ Ng ve Ae f olsun. y, <« ise, (y,,a)e D ve buradan
(z,,0) 2 (y,, ) olacak sekilde (z,,a,)e D, var ve Nﬁ(Zr,CZI)ZZr SU. o <o ve

z. <oy A oldugundan, z Sa A veboylecea A+ . Buradanda S oo X .
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