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Bir fonksiyon ve bu fonksiyonun her mertebeden tiirevleri belli ise n.
dereceden bir polinom ile bu fonksiyona yaklagsmak miimkiindiir. Ayrica
polinomlarin 6zellikleri bilindiginden ve kolay islem yapilabildiginden, fonksiyon
yerine onu temsil eden bir polinom kullanmak baz1 avantajlar saglar.

Kim-Pin Lim, asagidaki polinomlar ile baz1 genel sonuglar elde etmistir.

Do :{p(x):p(x):iaixi, r21,c+#0, n2r+l}
i=0
Morsund ise bu polinomlar ile bir fonksiyon ve tiirevlerine ayni anda yaklasim
problemini incelemistir.

Bu master tez calismasi dort boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, en iyi ayn1 anda yaklasim normlu lineer uzaylarda ve
Banach uzaylarinda verilmistir.

Ikinci boliimde, normlu lineer uzaylarda konveks kiimelerin elemanlart ile
kompakt kiimelere ayn1 anda yaklagim verilmistir.

Uciincii boliimde, fonksiyonlara ve fonksiyonlarn aritmetik ortalamalarma

ayni1 anda L, -yaklasimi verilmistir.

Son boliimde ise bir fonksiyon ve tiirevlerine ayn1 anda yaklasim verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ayn1 anda yaklasim, En 1yi ayn1 anda yaklasim, Ayn1 anda L, -

yaklasimi
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If a function and its derivatives of all degrees are certain then its possible to
approximate this function by a n. degree polynomial. Furthermore, using a
polynomial representing a function provides more advantageous as the properties of
the polynomial are known and its transection can easily be done.

Kim-Pin Lim had some general results by polynomial as below.

Po z{p(x) :p(x) zia,xi,r >1,c#0,n2 r+1}
i=0

Morsund has also considered simultaneous approximation of a function and its
derivatives by this polynomials.

This master thesis is formed from four parts.

In the first part, best simultaneous approximation in normed linear spaces and
in Banach spaces is given.

In the second, part simultaneous approximation of compact sets by elements

of convex sets in normed linear spaces is given.

In the third part, best simultaneous 7, approximation of a function and its
arithmetic average is given.

In the last part simultaneous approximation of a function and its derivatives is
given.

Key Words: Simultaneous Approximation, Best Simultaneous Approximation,

L, -Approximation
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LBOLUM
GIRIS
1.1. Temel Tammlar ve Amacg

Yaklasim teorisinin genel amaci; bir aralik iizerinde tamimli olan siirekli
fonksiyonlara daha basit yapidaki fonksiyonlarla yaklasilmasi ve bu yaklagim
yapilirken yaklasim eleman1 var mi, varsa da tek mi problemidir?

Weierstrass temel teoremine gore herhangi bir siirekli fonksiyonun c¢ok

yakininda daima bir polinom vardir. Diger bir deyisle polinomlar uzay:1 siirekli

fonksiyonlar uzayi icinde yogundur. Yani [a,b] de siirekli olan bir f(x)
fonksiyonu ve Ve >0 icin xe [a,b] olmak iizere | f(x)- p(x)| <& olacak sekilde

p(x) bulunabilir.

Bu calismada bir fonksiyon ve tiirevlerine aym anda yaklasim problemi

incelenecektir.

Tanm 1.1.1: M , [a,b] iizerinde diizgiin simirlt  integrallenebilir

fonksiyonlarin bir kiimesi ve S c L, [a,b] bos olmayan bir kiime olsun. Eger

b

inf b sup|f(x)—s(x)|dxzjsup‘f(x)—s* (x)‘dx
feM w feM

seS
A

olacak sekilde bir s°€ S varsa buna L, uzaynda M ye bir en iyi ayni anda
yaklasik denir[10].

Tanmm 1.1.2: p=>1 bir tek dogal say1 ve SCL, [a,b] gercel degerli

fonksiyonlarin bos olmayan bir kiimesi olsun. Ayrica f, f,€ L, [a,b] fonksiyonlari

verilsin.

p

inf ||~ sfy +5, =l ] =] -

P .
+H —s
p f2

p

olacak sekilde s* € § varsa buna L, de f, ve f, fonksiyonlarina en iyi ayni anda

yaklagik denir[10].



Tamm 1.1.3: R gergel sayilar kiimesi [a,b]c R ve f:[a,b]—> R olsun.

p 21 olmak iizere | f |p integrallenebilir ise bu durumda f fonksiyonlar1 kiimesinde

)
p

b
p
I, <[l (o ]
normu tanimlandiginda elde edilen normlu uzaya L, uzayi denir[10].
Bu caligma yaklasim teorisi konusu altinda biraz 6énce verdigimiz tanimlar ile

ayni anda yaklagim, en iyi aym anda yaklasim ve L, uzaylarinda yaklasim

kavramlarina dayali olacaktir.

Bu calismanin amaci bir fonksiyona ve tiirevlerine aymi anda yaklagim

problemini L, uzayinda incelemek ve bazi sonuglar elde etmektir. p nin segiligine

gore yaklasimin varligi ve tekligi iizerine genellemeler olugturmaktir.



1.2. Kaynak Ozetleri

1964 yilinda D. G. Moursund [5], bir fonksiyon ve tiirevlerine yaklagimi
Chebyshev yaklasimi ile ele almistir.

1965 yilinda D. G. Moursund ve A. H. Stroud [6], bir fonksiyon ve
tiirevlerine en iyi yaklagimi n+2 nokta iizerine incelemistir. Moursund , C'[a,b]
uzayi icindeki gergel degerli siirekli fonksiyonlar i¢in bu problemi ele almistir.

Morsund bir fonksiyon ve onun ilk r tiirevlerine diizgiin yaklagim problemini
bir polinom ve onun ilk 7 tiirevleriyle aynm1 anda yaklasimi ile ele almistir. Bu
polinomlarin karakteristigini ve tekligini incelemistir. Morsund tarafindan ele alinan
ornekler bir fonksiyona diizgiin yaklasim problemi ile bir fonksiyon ve onun ilk r
tiirevlerine ayni anda yaklasim problemleri arasinda bir fark oldugunu gostermistir.
Bu farkin genelde en iyi ayn1 anda yaklasim polinomunun tek olmayisindan meydana
geldigini gostermistir.

1966 yilinda, A. Meir and A. Sharma [1], bir fonksiyon ve onun tiirevlerine

ayni anda yaklasgim problemini L, normunda ele almigtir. En iyi yaklasim

polinomunun tekligini saglamak yerine yaklagim polinomlar ailesinin katsayilari
tizerinde belirli lineer kosullar gerektigini gostermistir.

1967 yilinda C. B. Dunham [3], bir aralik iizerinde fonksiyonlarin ayni anda
Chebyshev yaklasimini incelemistir.

1969 yilinda C.B. Dunham [4], reel Chebyshev yaklagimi ig¢in bir
karakterizasyon ve teklik teoremi vermistir.

1969 yilinda J.B. Diaz ve H.W. Mclaughlin [12], simirli reel degerli
fonksiyonlarin bir kiimesinin ayn1 anda yaklasimini incelemistir. Bu makalede belirli
kapali bir aralikta degerler alan bir fonksiyona yaklagimin miimkiin oldugu ve
sinirhilik bahsi iizerinde tekligin saglandig1 gosterilmistir.

1970 yilinda I. Singer [11], lineer alt uzaylarin elemanlan ile normlu lineer
uzaylarda en iyi yaklasimi incelemistir ve genel sonuglar elde etmistir.

1972 yilinda J.B. Diaz ve H.W. Mclaughlin [13], yine farkli bir makale ile
ayn1 anda yaklasimi1 Chebyshev yaklasimi ve toplamsal 6l¢ii ile Chebyshev yaklasimi
olarak incelemistir.

1974 yilinda D.S.Goel, A.S.B. Holland, C.Nasim ve B.N.Sahney [7], normlu

lineer uzaylarda en iyi aym anda yaklasim iizerine bir calisma yapmis ve bu



caligmada en iyi aym anda yaklasim elemaninin tekligi icin belirli kosullar
vermislerdir.

1974 yilinda Kim-Pin Lim [14], normlu lineer uzaylarda konveks kiimelerin
elemanlar ile kompakt kiimelerin aym1 anda yaklasimini incelemistir.

Yaklasim problemi, bir fonksiyona ve bu fonksiyonun tiirevlerine yaklagim
olarak ele alinmistir. Bu anlamda bir fonksiyon ve tiirevlerine en iyi aym anda
yaklasim Kim-Pin Lim tarafindan incelenmistir. Dunham’dan sonra Diaz ve
Mclauglin bos olmayan herhangi bir F ailesi i¢in baz1 6nemli sonuglar bulmus ve
tim bu sonuclarin daha genel bir teoremin 6zel halleri olup olamayacagi sorusu
ortaya cikmigtir. Bu soruya verilen yanit olumlu olmus yani G ve F kiimeleri
daha genel bir uzaym alt kiimeleri ve bu kiimelerdeki fonksiyonlarm tiirevleri genel
uzaydaki siirekli doniisiimler olarak diisiiniilmiistiir. Bu ¢alisma, bu durumu daha

genel problemler i¢in ele almistir. X ve Y gergel normlu lineer iki uzay, F, X in
kompakt bir alt kiimesi, G, X in konveks bir alt kiimesi ve A: X — Y siirekli bir

doniistimii icin feG ve ge G olmak lizere,
max(r?axP1 (f-g), r?ax P, (Af - Ag )) degerini minimum yapan g’ G elemanlar
er er

bulunmaya ¢alisilmistir.

1975 yilinda W.H.Ling [16], aym1 anda Chevbyshev yaklasim tanimlarini
vererek bu yaklagimi toplam normunda ele almistir.

1976 yilinda Kim-Pin Lim [15], bir fonksiyon ve tiirevlerine anda yaklagimi
incelemis, yaklagim elemaninin tekligi {izerine baz1 genellemeler yapmistir.

1976 yilinda G.M. Phillips ve B.N. Sahney [10], L, uzaylarinda bir norm

tanimlayarak bu uzaylarda yaklasimi incelemistir. L, ve L, normlarinda en iyi ayni

anda yaklagim iizerine sonuglar vermis, belirli kosullar altinda bu normlarda

yaklagim elemaninin varligini ve tekligini ispatlamigtir.



II. BOLUM

EN iYi AYNI ANDA YAKLASIM

2.1. En Iyi Aym Anda Yaklasim

Bu kisimda en iyi aym anda yaklasim tamimi verilerek Diaz ve
Mc-Laughlin [13] in bu konu iizerine verdigi teoremlerin basamaklar1 arasinda iligki

kurulacaktir.

Tanmm 2.1.1: K, X normlu lineer uzayin bir alt kiimesi ve F, X in herhangi

sinirl bir alt kiilmesi olsun. Bu durumda

d(F.K)=inf sup] f — ¥
d(F.K)=sup|f -k’
feF
ise k"€ K ya en iyi aym anda yaklasim elemani denir. X in herhangi kompakt bir F

alt kiimesinde en iyi ayn1 anda yaklasim yapilabilir[7].

Teorem 2.1.1: K, X kesin konveks normlu lineer uzayinin sonlu boyutlu
bir alt uzay1 olsun. Bu durumda K nin elemanlarindan X in herhangi kompakt alt

kiimesi F' ye bir ve ancak bir en iyi ayn1 anda yaklasim elemani vardir.

Teorem 2.1.2: K, X diizgiin konveks Banach uzaymin kapali ve konveks
bir alt kiimesi ise X in herhangi bir /' kompakt alt kiimesi i¢cin K nin elemanlarindan

F ye bir tek en iyi ayn1 anda yaklasim eleman1 vardir[7].

Lemma 2.1.1: ke X ve F, X in sinurh bir alt kiimesi ise
@ (k) =sup|f k|
feF

fonksiyonu X iizerinde siireklidir.



Lemma 2.1.2: K, X normlu lineer uzayin sonlu boyutlu bir alt uzay1 ise X
in herhangi kompakt F alt kiimesine k€ K elemanlarindan bir en iyi ayn1 anda

yaklagim vardir[7].

Lemma 2.1.3: K, X in konveks bir alt kiimesi ve F < X olsun. Eger
k,k,e K elemanlar1 F ye en iyi aym anda yaklagimlar ise
k=2 +01-A)k, 0<A<]

elemani da F ye bir en iyi ayn1 anda yaklagimdir([7].

2.2. Normlu Lineer Uzaylarda En Iyi Aym Anda Yaklasim
Diaz Mc-Laughlin ve Dunham[12] [a,b] {iizerinde reel degerli siirekli

fonksiyonlar ailesi S nin elemanlar: ile f, ve f, siirekli fonksiyonlarina aym1 anda

yaklagim problemini ele aldi. |||| supremum normu olmak iizere

max(”f1 - s"”,“fz - s*”): inf max(”f1 sl f> — s||)

seS§

B

olacak sekilde s e S varsa bu elemana aym anda yaklasgim elemani denir. Bu

problem normlu lineer uzaylarda incelenecektir.

Tanmm 2.2.1: X normlu lineer uzay ve k,X in alt kiimesi olsun.

X,,X, € X elemanlari i¢in

’

d(x,,x,;k)=inf max(”xl -k

ke K

X, —k||)

)

k" € K elemanina x, ve x, ye en iyi ayn anda yaklasim denir[7].

’

d(x,,x,k)= max(”x1 -k

R
x, —k

Lemma 2.2.1: x,,x,€ X ve ke X olsun.
(k) = max (|~ [ |, ~ 4]

X tizerinde bir siirekli fonksiyondur[7].

Ispat: |x, —k

X, —k|| normlart X iizerinde K nin siirekli fonksiyonelleri

’

oldugundan ® (k) nin siirekli fonksiyonel oldugu agiktir.



Lemma 2.2.2: K, X normlu lineer uzayin sonlu boyutlu alt uzay1 ise k* € K

X,X,€ X elemanlarma en iyi ayn1 anda yaklasimdir [7].

Ispat: p=max (|x.[x,]) olsun. s(x,,p) ve s(x,.p), Kiginde yuvarlar ve
S =s(x,, p)Uslx,, p)
ise
o i 5 =], ~&]) = inf (s~ 4]
dir.§ nin kompakthgindan § iizerinde tamml (k) siirekli fonksiyoneli S de
minimum degerini alir. min®(k)=®(k") ise k" eleman x, ve x, ye en iyi ayn anda

yaklagimdir.

Lemma 2.2.3: K, X in konveks bir alt kiimesi ve x,,x, € X olsun. Eger
k,,k, € K elemanlar1x,x, ye K nin elemanlarindan en iyi ayn1 anda yaklasimlar
ise
Ak, +(1- Ak, =ke K (0<A<1)

de x,,x, ye bir en iyi aym1 anda yaklasimdir[7].

Ispat:
max [~ K. 4]
= max(”/l(x1 —k)+(1=2)(x, —k, )||,||/1(x2 —k)+(1-2)(x, -k, )”)
<max (A]x =k [[+(1=2) |, = k[ Allx, =k |+ (1= 2) |x, =,
< Amax ([l = & |+ (|, + & )+ (1= 2) max (|, =k, |, = &5]))
SAd(x,x,3k)+(1-2)d (x,x,:k)
=d(x,x,;k)
ve esitligin tersi vardir ve buradan

max(”x1 —k”,

X, —%H) =d(x,x,,k)

elde edilir.



Onerme 2.2.1: K, X kesin konveks lineer uzaym bir alt uzay: ise K nn
elemanlarindan x,,x, € X herhangi iki elemanina en c¢ok bir tane en iyi aym1 anda
yaklagim vardir[7].

Ispat: k, in x,x, ye en iyi aym anda yaklasim oldugunu varsayalim

d=max(Ilx, —k II,llx,—k;) (i=1,2) ise diisiiniilecek iki hal vardr.

a) |x —k||=d ve|x,—k|=t<d

ved-tl=¢ise k in U c K konveks komsulugunu bulabiliriz dyle ki

d—%/, <|x,~k|<d+¥

(=& <|x,~k|< 0+ VkeU
dir. Boylece Vke U igin max(||x, —k|.|x, =k|) =[|x—&| ve |x, —k|>d dir.
Sifirdan farkli yeterince kiigiik A4 icin Ak, +(1—A)k, = ke U dur.

Lemma 2.2.1 ile k de en iyi ayn1 anda yaklasim oldugundan

(kl +ZJ
x—
2

normun kesin konveksliginden k; = k, olur.

xl—%uzd

elde edilir. Bununla beraber ||x1 —k, || ve =d dir. Son ii¢ bagmtidan ve

k, +k

b) [~k =[x ~ks|=d ve |x—k|=|x,—ko]=d ve k="K gir

Burada ii¢ durum vardir.
D fx, <k =, ~k| = d

ii) |x, =k =d ve [x,~k|<d . veya
iif) ||x1 —%|| <dve l—kli=d

Bu ii¢ durumdan da

k +k
A A

veya

k +k
A A




veya ikisini de elde ederiz. Normun kesin konveksliginden k, = k, dir.

Onerme 2.2.2: K, X Banach uzaymn kapali ve konveks alt kiimesi ve X
diizgiin konveks ise X in her elemam K nin elemanlarindan bir tek en iyi ayn1 anda

yaklagima sahiptir[7].

2.3 Banach Uzaylarinda En iyi Aym Anda Yaklasim

Tanmm 2.3.1: C, X normlu lineer uzaym alt kiimesi ve F, X icinde verilen

herhangi sinirh bir alt kiimesi

d(F,C)=inf sup|f -

ceC feF

icin C nin iginde ¢* elemam var ve d(F,C)= sup” f —C*H esitligini saglarsa ¢* a F
feF

kiimesine en iyi ayn1 anda yaklasim elemani denir.

X diizgiin konveks Banach uzay1 ve C, X in kapali simirli konveks bir alt
kiimesi ise X in kompakt alt kiimesi i¢cin C nin elemanlarindan F ye bir tek en iyi ayni
anda yaklasim vardir.

Teorem 2.3.1: X kesin konveks Banach uzayi olsun. C, X in zayif kompakt

konveks alt kiimesi ise C den F ye (F c X) bir tek en iyi aym anda yaklasim

elemam vardir[14].

Ispat: ¢'e C tammui ile d(F,C)= sup” f —C*H dir. Siirekli ve konveks ®
feF

fonksiyonu "®(c)=sup|f—c|" i¢in C nin kompakthgindan @(c*):supuf—c*u
feF feF
olur. En iyi ayni anda yaklasim elemaninin tekligini gdstermek i¢in ¢,,¢, (¢, #¢,)
ile F nin elemanlarina yaklasalim.
supl e =supl -] =d
feF feF
icin
(c,+¢,)
2

f- =d

sup
feF

olur.



F kompakt oldugundan

c +c,
2

_Gt6
2

F-as =l =d

sup
feF

olacak sekilde f* e F vardir. Buradan

dir. X in siki konveksliginden ¢, = ¢, elde edilir.

Feal=d vl -]~

C, X in diizgiin konveks Banach uzaymin kapali sinirli ve konveks alt
kiimesi olsun. X in herhangi bir F kompakt alt kiimesi i¢in C nin elemanlarindan
F ye bir tek en iyi ayn1 anda yaklagim vardir.

Diizgiin konveks Banach uzay1 siki konveks ve yansimali oldugundan ve C
nin kompaktligindan ve Teorem 2.3.1 den asagidaki sonug ¢ikarilir.

C, X in sik1 konveks normlu lineer uzayin sonlu boyutlu alt kiimesi ise C nin
elemanlarindan X in herhangi kompakt F alt kiimesine bir ve ancak bir tane en iyi
ayn1 anda yaklasim vardir.

Bu teoremden dogal olarak su soru akla gelir. Hipotez de sonlu boyutluluk

gerekli midir? Bunu asagida gorelim.

Teorem 2.3.2: X siki konveks normlu lineer uzay ve C, X in yansimal alt
uzayi ise X in bostan farkli herhangi kompakt alt kiimesi i¢in C de bir ve ancak bir en

iyl aynm anda yaklagim vardir[14].

Ispat:
d:C—>R
®(c)=supl||f -]
feF
ile tanimli & fonksiyonu C iizerinde siirekli konveks ve F nin kompakthigindan her

feF icin |f|<M elde edilir. B=B(0,2M ) = C yuvari alinirsa

inf sup| —c| =inf sup[f ~c < M

elde edilir ve B yuvar1 kompakt ve ®, B iizerinde alttan yan siirekli fonksiyondur.
Buradan ¢” € B i¢in B nini¢inde @ infimumunu alir ve ¢ en iyi ayni anda

yaklagimdir. Yani d (F,C)= sup” f —C*H olur.

feF

10



III. BOLUM
NORMLU LiNEER UZAYLARDA
KONVEKS KUMELERIN ELEMANLARI iLE KOMPAKT KUMELERE
AYNI ANDA YAKLASIM PROBLEMi

Genelde bir yaklasim probleminin ¢6ziimii 6nce varlik ve tekligin saptanmasi,
ardindan da bu cercevede en iyi yaklagimin bulunmasi olarak formiile edilebilir. Bu
cercevede ele alindiginda, verilen herhangi bir fonksiyona en iyi yaklasim
elemaninin varhigr ve tekligi problemi yaklasim teorisinin en dnemli asamasini
olusturur. O halde dogal olarak problemin ¢oziimiinde asagida verilen diizenleme

yapilmalidir.
(X,

. ) normlu vektor uzayi, ¥ de X in bos olmayan bir alt uzay1 olsun.

Verilen bir xe X elemanina yeY ile yaklasilmak isteniliyor. Buna gore

D(x,Y):Inf||x—y||:§

yey
x in Y ye olan uzakhigim gosterdigine gore ||x— y0|| =0 olacak sekilde bir y,eY
bulunabiliyorsa, y, , Y nin disindaki xe X elemanina en iyi yaklasgim elemanmidir.
Goriildugi gibi, y, , x e en kisa uzakliktaki noktadir. Boyle bir y,e Y var olabilir
yada olmayabilir. Bunun arastirilmasi, yaklasim probleminin varlik problemi
asamasini olugturur. Verilen bir x ve Y c X icin genelde birden c¢ok en iyi

yaklagim elemani bulunabildigi i¢in teklik problemi asamasi 6zel bir onem tagimakta
ve uygulama alaninda genis bir sekilde yer almaktadir.

S, X normlu lineer uzayinin bir alt kiimesi olsun. Verilen herhangi bir
F < X sinirh altkiimesi igin
d(F.8)=inf sup|y |
seklinde tanimlanir. Bu durumda

d(F,S) zsupHy—x*”

yeF

11



olacak sekildle S de bir x varsabu x a F ye bir en iyi aym anda yaklagim

elemani denir.

Iki yada daha ¢ok elemana aym anda yaklasim fonksiyon uzaylarinda veya
diger normlu uzaylarda farkli tamimlar ve bu tanimlara dayanan teoremler icerir.
Bu genel bilgiler 1s518inda yaklasim problemine baslarken bir fonksiyona ve bu
fonksiyonun tiirevlerine yaklagimin tekligi ele alinacaktir. Bu anlamda bir fonksiyon

ve tiirevlerine en iyi ayn1 anda yaklasim Kim-Pin-Lim [13], tarafindan incelenmistir.
Moursund [1,2], C'[a,b] uzay1 icindeki gercel degerli siirekli fonksiyonlar icin bu
problem ile ilgilenmis ve daha sonra Dunham [5], verilen herhangi bir F kiimesinin

elemanlarina, gercel degerli fonksiyonlar ailesi ile aymi anda yaklasim problemi
izerinde calismis ve bir takim sonuclar elde etmistir. Dunhamdan sonra Diaz ve
Mclauglin [6], bos olmayan herhangi bir F ailesi i¢in bazi 6nemli sonuglar bulmusg
ve bu asamada, tiim bu sonuclarin daha genel bir teoremin 6zel halleri olup
olamayacag1 sorusu ortaya atilmistir. Bu soruya verilen yanit olumlu olmustur yani

G ve F  kiimeleri daha genel bir uzayin alt kiimeleri ve bu kiimelerdeki

fonksiyonlarin tiirevleri genel uzaydaki siirekli doniisiimler olarak diisiiniilebilir. Bu

calismada bu durum daha genel problemler icin ele alinacaktir. X ve Y gercel
normlu lineer iki uzay olsunlar. F , X in kompakt bir alt kiimesi, G, X in

konveks bir alt kiimesi ve A:X —Y  siirekli bir doniisim olsun.
feF ve geG olmak iizere, max(r?ag(Pl(f —g),I?agiPz(Af —Ag)) degerini

minimum yapan g'€G elemanlar1  bulunmaya calisilacaktir. Burada

B() ve P(), swastyla X ve Y  lizerinde siirekli yar1 normlar
R(f)=max(k,f) feX , P(y) =r£~1ee}€x(l€,y) yeY ve F, X in kompakt bir alt
kiimesi olmak lizere bir geX icin d(g)= r?eapx F(f-g),
d,(g)= I?Ean P(Af—-Ag) ve d.(g)=max(d,(g).d,(g)) olarak tanimlansin ve
G , X in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Burada ama¢ d,(g" )= L‘lff; d.(g)

olacak bigimde bir g’e G bulmaktir. Bylece X normlu lineer uzayinin bir G

konveks kiimesi ile X in kompakt bir F alt kiimesine ayn1 anda en iyi yaklagim

12



eleman1 bulunmus olur. Buldugumuz g’e G elemanina G den F ye eniyi ayni

anda yaklasim elemani denilir [14].

3.1. Giris
X ve Y normlu lineer iki gercel uzay; F ve G X in sirasiyla kompakt ve

konveks birer alt kiimeleri ve A:X —Y siirekli bir donilisiim olsun. fe F ve
g€ G olmak iizere max(r?axPl(f—g),r?axPz(Af—Ag)) degerini minimum
el el

yapan g’e G bulunmaya calisilacaktir. X~ ve Y sirasiyla X ve Y nin dual
uzaylar1 olsunlar. X (yada Y ) daki k (yada k) lineer ve siirekli fonksiyonelinin
X(yadaY) icindeki bir x(yada y) noktasinda aldig degeri (k, x) (yada (k, y))

ile gosterilsin. (X", X)— kompakt, ( ya da o(Y,Y)— kompakt) norm-sinirh
kiimesi ile simetrik olan K (yada K) kiimesi X( veya Y') 1n bir alt kiimesi olsun.

X veY lzerindeki B, ve P, siirekli yar1 normlan
feX igin A(f)=max(k.f) ve yeY igin P,(y)=max(k, y)
ek keK
ve F ,X in kompakt bir alt kiimesi, ge X i¢in dl(g)zr?axPl(f—g),
el

dz(g): fEanPz(Af—Ag) ve d,.(g)=max(d,(g),d,(g)) olarak tanimlansin ve G

de X in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Amacimiz d,(g" )= in£ d,.(g) olacak
ge

bicimde bir g’e G bulmaktir. Bdylece X normlu lineer uzayinin bir G konveks
alt kiimesi ile X in kompakt bir F alt kiimesine ayni anda en iyi yaklasimi
bulunmus olacaktir. Bulunan bu g’€ G elemanina G den F ye aym anda en iyi
yaklasim elemami denilecektir. g~ niin varligindan bahsedilebilir ¢iinkii
d,(g) ve d,(g) nin siirekli fonksiyonlar ailesinin supremumu(maximumu) oldugu
tamimdan biliniyor. Boylece F, ve P, yarn siirekli norm olduklarindan d,(g) ve
d,(g) de yar siirekli olacaktir. Dolayisiyla d, (g ) =max(d,(g),d,(g)) oldugundan
d(g) de alttan yar: siireklidir. Boylece d,.(g) nin kompakt bir F' kiimesi iizerinde

infimum degerini aldig1 soylenebilir. O halde ing d.(g) vardir. d,(g") = ing d.(g)
g€ g€

13



oldugundan bir g’e G elemammn varligindan bahsedilebilir. O halde X ve Y

tizerindeki B, ve P, siirekli yar1 normlarini asagidaki sekilde tanimlayalim.

R(f)=max(k.f)  feX

Q(Y)Zr}(_le%x(lg,y) yeY
ve F', X in kompakt bir alt kiimesi olsun. Bir g€ X igin,
d,(g) =max K(f -g)
d,(g)= r?eanPz(Af — Ag)

ve

d.(g)=max(d,(g).d,(g))

olarak tanimlansin.

G, X in kapali konveks bir alt kiimesi olsun. Burada amag

dp(¢")=infd,(g)
olacak bigimde bir g’e G bulmaktir. Béylece X normlu lineer uzayimn bir G
konveks alt kiimesi ile X in kompakt bir F' alt kiimesine ayn1 anda en iyi yaklagimi
bulunacaktir. Bulunan bu g’e G elemanina G den F ye ayni anda en iyi yaklagim
elemani denir. g niin varligindan bahsedebilmek igin dncelikle d,(g) ve d,(g) nin
siirekli fonksiyonlar ailesinin supremumu(maximumu) oldugunu
hatirlayalim(tanimdan). Boylece P ve P, yart siirekli norm olduklarindan
d,(g) ve d,(g) de yar siirekli olacaktir. d,(g) ve d,(g) yar siirekli ve

d;(g)=max(d,(g).d,(g))
oldugundan d,(g) de alttan yan siireklidir. Boylece d,(g) nin kompakt bir F
kiimesi iizerinde infimum degerini aldig1 soylenebilir. O halde
inf d-(8)

vardir ve

dr(g")=infd,(g)
oldugundan bir g’e G elemaninin varhig1 sdylenebilir.

Boylece asagidaki lemma elde edilir.
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Lemma 3.1.1: G, X in n boyutlu bir alt uzay: olsun ve F(-) in kisitlanigi

G de bir norm olsun. Bu durumda

d.(g")=infd,(g)

geG

olacak sekilde bir g’e G vardir[14].

Ispat: G debir (g,) dizisi alalim ve
limd,(g,)=inf d,(g)
kosulu saglansin. Bu durumda
P(g)=F(g~f+ ISR -g)+R(f)
S r;lggd’l(f—g,»)+r§13;<ﬁ<f)
ve
max B(f —g,)<d;(g)
oldugundan
d;(g)=max(d,(g,).d,(g)))

= max(max P, (f — g,),max P, (Af — Ag,))

feF
I?Eag(Pl(f_gi)SdF(gi)

dir. Ayrica maxP,(f) sabit bir say1 oldugundan
feF — —

norm

P(g)SmaxA(f -g)+maxF(f)<d,(3,)+m< M
olacak bi¢imde bir M gercel sayis1 vardir.
P (-) in kisitlanigt bir norm oldugundan P, (g,) <M ise {g,;}, G de sinirh
bir dizidir. Sinirli her dizi yakinsak oldugundan g, — g’ olacak bigimde bir g’ G
vardir. Ayrica her i icin
0<d,(g")~infd,(g)< dp(gh—d.(g)+(d,(g)~infd,(g))
saglamir. Bu egsitsizlikte i — o igin limit alinirsa d, (-) yan siirekli ve g, —> g’

oldugundan
d(g)—>d.(g)

olur.
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0<d,(g")—infd,(g)<0
sikistirma teoreminden
d;(¢")=infd,(g)
bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. Goriildiigli gibi eger d,(g) veya d,(g)
den birinin minimumu g” ise d,(g")=d,(g) veya d.(g")=d,(g") olur. Boylece

yaklagim problemi ¢oziiliir. Yani g’ en iyi yaklagim elemamdir ve

max(inf d, (g ),}grelcf; d, (g)j <inf max(d1 (g), d, (g))

geG geG
dir. Bu durumda esitlik saglandi. Esitsizligin saglandigr daha genel durumlarda

asagidaki yararli sonucu lemma olarak verelim.

Lemma 3.1.2:

max(inf d,(g). inf d, (g )j < inf max(d, (g).d,(g))

geG 2eG
oldugunu varsayalim. Bu durumda
d(g) = max P, (Af - Ag)
G dekiher g icginkonveks ve g’ eniyi yaklagim elemani ise

d\(g)=4d,(g")
dir[14].

Ispat: d,(g)—d,(g")=€>0 olsun. (¢<0 olarak alinirsa da aym yol

izlenir) . Bu durumda g”, d, nin minimumu olamaz. Gerg¢ekten
U:{ge G:Pl(g—g')S%S}
kiimesini tamimlayalim. Bu durumda ge U igin,

d\(g) <ma{P(f - g+ P (g - g)}< d1<g’>+§e

bulunur. Ciinkii d,(g) konveks ve g, d, nin minimumu degildir. Boylece konveks
fonksiyonlarin minimum 6zelliginden d, (gl)< d, (g”) olacak bicimde bir g, e U
vardir. Ancak bu durumda g, , g” den daha iyi bir yaklagim olur ki bu g’ niin en iyi

aym anda yaklagim elemani olmasi ile geligir. O halde d,(g")=d,(g") olmalidur.
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d,(g) lzerinde kabul edilen konveksligin saglanmasindan dolayi, 6rnegin, A lineer
dontigiimii  i¢in acikca goriildigii gibi problemlerin biiyilkk bir kisminda
d,(g")=d,(g’) olacak bi¢imde bir en iyi yaklagim bulunabilir. Ancak bu durum

bazen saglanmaz. Bunu asagidaki 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.1.1: X =Y =C [-1,1] iizerinde Chebyshev normu tanimlanan iki
uzay olsun. Aciktir ki Chebyshev normu, C' 1
{i(x noktasindaki fonksiyonel degeri): —1< x < 1} bir alt kiimesi ile belirlenmistir.
C[-1,1] de bir A doniisiimiinii asagidaki sekilde tanimlayalim. Herhangi bir
h(x)e C[-11] igin

1, h(x)=1/2
3/4, h(x)=3/4
3/4 h(x)=1/4

A (x)={(T14)—dh(x), h(x)<1/4
h(x) h(x)=3/4
3/2-h(x), 1/2<h(x)<3/4
1/2+h(x) , 1/4<h(x)<1/2

Bu durumda A, C [-1,1] iizerinde siirekli bir doniisiimdiir.
F :{ f(x) :l—xz} fonksiyonuna gercel sabitlerle yaklasilabildigini varsayalim. Bu

durumda g =a sabiti i¢in

’
oo

dF(a):max( Hl—xz—a‘

A(l—x?) —Aa”w)

olur. Ciinkii f(x)=1-x> ve g(x)=a ise

X

dl(g)=Hfleal§P1(f—g)=Hfl€a‘§||f—g||=maxul—x2—a
d,(g) =max P,(Af ~ Ag) = max | Af - Ag] = max | A(1-x*) - Ad

oldugundan

dy(a)=max(d,(g),d,(g))

:>dF(a):max( [1-x*=a]_. A(l—xz)—Aa\L)

bulunur.

9

Simdi en iyi yaklasim elemaninin “a” oldugunu gosterelim. Ger¢ekten a =1/2 icin,
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d,(1/2)= max (J1-x*-1/2| .[aa-x")-A1/2] )

xe[—1,1]
= max ( J
X

=3/4

>

1/2-x°
—

172

7/4-1
—_—

3/4

X

bulunur. Yani,
@l¢4Wﬂ
2
dir. Boylece genel olarak

max (inf d,(a) , infd, (a)j <infd,(a)

aeR aeR

bulunur. Bu durumu sekille ifade edelim

17/4

13/2

A

Sekil 3.1.1

O halde a=1/2 eniyi yaklagimdir.

Yukarida tanimlanan en iyi yaklasim i¢in bazi 6zel durumlar ele alinacaktir.
Bazi1 g,€ G ve ke K (veya ke K) icin
(k. fi—80)=d(8,) ve (k,f,—8y)=-d(8,)
(veya (k. Af,—Agy)=d,(g,) ve (k.Af,—Ag,)=—d,(g,)
olacak bicimde f,,f, € F' oldugunu varsayalim. Burada, k daki hatay1 en kiiciik

yapan g, en iyi yaklasimdir ve g, dan baska k daki hatay1 en kiiciik yapan baska

deger (yaklasim) yoktur.
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Df"w) normu ile Y = C[0, 7],

Ornegin X =C"[0,7] , (v=1) max(|f|

’
oo

F = {e'”,sin x—l} verilsin. A 1. tiirev dontisiimii olsun.
R(f)=F(f)= max |f(x)|

normu tanimlansin. @ ve b gercel sayilar olmak iizere ax+b ile F kompakt

kiimesine yaklasalim.
a=0,b=0ise ax+b ile F ye yaklasilabilir. Ciinkii bu durumda

x, =x, =0 iken
d,(0) =max | f(0)| = max |Df (0)| =1

veE

(¢).(sin0-1)<0
(—¢).(cos0) <0

olur. Sekille ifade edersek

A
y

Sekil 3.1.2

olur. Yukaridaki sekilden de kolayca goriildiigii gibi a ve b den baska x, =x, =0
noktasinda hatayr daha kiiciik yapan bir baska deger yoktur. O halde a ve b en iyi

yaklagim elemanidir. Yani ax + b ile F ye yaklasilabilir.
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3.2. Genel Karakterizasyon Teoremi

g’ € G olmak iizere

By ={ke K:3feF icin (k,f—g)=d(g)}

By={ke R:3feF icin (k,Af —Ag)=d,(g)}
kiimeleri sirasiyla K ve K kiimelerinin alt kiimeleri olsunlar.

d,(g) = maxmax(k, f — g) = max max(k, f — g)
feF kekK keK feF

icin kompakthk tammi geregi d,(g)=(k,f —g) olacak bicimde bir ke K
ve fe Fvardr. Aymt  durum  d,(g) icin de  gecerlidir.  Eger

d\(g")#d,(g’) ise B, , B, bostur.

Lemma 3.2.1: g'eG ve M cG, McK kapali alt kiimeler olsunlar.

Ayrica
max(k, f —g) =0 Vke M
feF
max(k,Af —Ag)=0 VkeM
ve

inf ((k.g ~ 8. (k. Ag ~Ag)) <0 VgeG
olsun. Bu durumda

7 =infd,(9)> inf (max(k,f - max(E, A7 - Ag)
8€ €

eM keM

olur[14].

ispat: ke M icin max(k,f—g)=0 veya ke M max(k,Af —Ag’)=0
olsun. Bu durumda Lemmanin saglandigi agiktir. Vke M igin
max(k, f ~ g)>0
ve Vke M
?jg(k, Af —Ag)>0
olsun. Varsayalim ki

inf _|max(k, f —g’),max(k, Af —Ag")|> 7]

keM keM \ feF
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olsun. Bu durumda,
M <d,(g)<inf (max(k, f — "), max(k, Af — Ag"))

olacak bi¢cimde bir g € G vardur.

O halde
d (g)<max(k,f—g") , Vke M igin
ve
d,(g)<max(k,Af —Ag’) , Vk e M igin
olur. Ciinkii

d,(g)=max(d (g).d,(g))

idi. Buradan ke M igin
k. fi-g)<(k.fi—8)
olur ve dolayisiyla
(k,.g—8)>0
olacak bicimde bir f, € F vardir denilir. Ancak bu durum hipotez ile ¢elisir. Ciinkii
inf(k,g—g'.k,Ag—Ag) <0

kabul edilmisti. O halde varsayim yanlistir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.1: Eger g’ G,d,(g)=d,(g) ve
inf ((k, g~ 8. (k. Ag ~Ag)) <0 g€G @1

ise g’ eniyi yaklagimdir[14].

Ispat: Yukarida ispatlanan Lemma 3.2.1 den dolay1
dp(g)<d.(8)

g'eG geG

oldugundan dolay1r g en iyi yaklasimdir. Bu teorem Lemma 3.2.1 in bir sonucu
olarak diisiiniilebilir ve d,(g") # d,(g") ise B, veya Eg, dan biri ya da ikisi bostur.

Bos olmamasi icin bu boliimde ki biitiin teoremlerde Teorem 3.2.1 de oldugu gibi

d,(g")=d,(g) olarak alinacaktir.
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Ornek 3.2.1: X =Y =C[0]1] ve A:X Y Ah(x)=xh*(x)olsun.
K=K= {+ x :xe (0,1)} olarak kabul edelim. Bu durumda

R(f)=P(f)=f], = maxf(x)

,0<x<1

olur. F kompakt kiimesi sadece f(x)=x fonksiyonlarini icersin ve F ye g=a

gercel sabitleriyle yaklasildigini varsayalim. O halde

d.(a) = max (”x— a||m ,Hx3 - asz )

olur. Ciinkii
d(8) = max[|Af - Ag|| = d,(a) = max |A(x) - Ala)]
AX)=xx*=x" ve A(a)=xd’
oldugundan
d,(a) = max Hx3 - vaH

ise

d(a)=max (d,(g),d,(g))
ve buradan

d, (a) = max (||x—a| s x _asz)

elde edilir. Bu durumda a y1 bulmaya caligalim.

145

d,(a)=d,(a) sartinin saglanmasi gerekmektedir. Bu durumda a = icin

dF[_H\E]:maX x—[_lzﬁj x3—[_1;ﬁ] X

o5 (—1+\/§j=d (—1+\/§J

2 2 2

B

oo

ve x =0 icin

bulunur. O halde a = dir.

en iyi yaklasim elemamdir. Yani g’ =

_1_;,_\/5 —1+\/g
2

Uc fonksiyonellerin B, kiimesi sadece x =0 ve negatif f degerli fonksiyonellerden

olusur yani

B, ={%:(%,h)=—h(x) Vhe C[0,1] ve x=0}
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dir. Benzer sekilde Ea sadece x=1 de pozitif deger alan fonksiyonellerden olusur.
Yani

B, ={%:(&h)=h(x) Vhe C[0,1] ve x=1}
dir. Herhangi bir c € R i¢in 6rnegin ¢ = -2 ise

(f.c-a)=—(-2-(-14+5/2)>0 VieB,

veE

I (.2 2 _ 2 2
(x,é;—ég}—(c —a = (=2~ (-1445/2)?)>0
bulunur. Ancak bu (2.1) esitsizligini saglamaz. Ciinkii

inf((k ,g—g'),(lg,Ag—Ag')jSO

c—a Ac Aa
olmalidir. Bu olumsuz sonuc incelenince (2.1) in sartlarinin ancak hipotez
kisitlaninca saglandigi goriiliir.
Burada (2.1) i1 saglayan 6zel durum tanimlanacaktir. Bu durum Dunham

tarafindan incelenen kapali isaret 6zelliginin bir genellestirilmesidir.

Tanm 3.2.1: G, X in konveks bir alt kiimesi olsun. Herhangi bir
he G ve W c K kapah alt kiimesi i¢in
(w,Ah—Ag)#0 YweW icin re (0,5]
ve g, =g+t(h—g) iken
sgn(w, Ah—Ag) =sgn(w,Ag, —Ag) VweW
olacak bicimde bir 1> >0 sayisi varsa g€ G de kapali isaret 6zelligi vardir
denir. Eger A, G nin her noktasinda yani Vg e G igin yukandaki sart1 sagliyorsa

A, G tizerinde kapali isarete sahiptir denilir[14]. Tanimi daha iyi anlayabilmek icin

X=Y=C[0,]] ve A: X Y Ah=h* olarak alalim. G konveks kiimesi
G={ax:a>0} ve K={F%:xe[0,1]}

olsun. Burada x, fonksiyonelin x deki degerini gosteren noktadir. Bu durumda G

nin herhangi a,x, a,x elemani ve K nm kapal1 bir w alt kiimesi icin

(%, Aq,x— Aa,x)=F(a, —a,)(a, +a,)x* #0 View
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bulunur. Ciinkii
Aax=(a,x)’ ve Aa,x=(a,x)’
dir.
Aa,x— Aa,x =(a,x)’ —(a,x)” = (a} —a})x* =(a, —a,)x’
ve
a,=a,+t(a,—a,)
olarak alinirsa
(%, Ag,x— Aa,x)=F t(a, —a,)(2a, +t(a, — a,)x’
bulunur.
a, =0 icin acikca goriildiigi gibi
sgn(X, Aa,x — Aa,x) = sgn(X, Aa,x — Aa,x)

olur.

Diger durumda V7 e (0,6] i¢in 2a, +1(a, —a,) > 0 olacak bicimde 1> 6 >0
vardir. O halde bu J i¢in

sgn(x, Aa,x — Aa,x) =sgn(x, Aa,x— Aa,x) , Xew , te (0, 5]

elde edilir. Bu da bize A doniisiimiiniin kapal isaret 6zelligine sahip oldugunu

gosterir.

145

2

Simdi Ornek 3.2.1 e geri donelim. Ornekte A doniisiimii a =

noktasinda kapali isaret 6zelligine sahiptir. Ciinkii bu durumda
sgn(w, Ah—Aa) =sgn(w, Ag, —Aa) VweW
kosulu saglanir. Gergekten Teorem 3.2.1 in (2.1) sart1 g” nin en iyi yaklagim eleman

olmas1 icin gerekli degildir. Ancak bu iki durum baglantihidir. Bu baglantiy1

asagidaki Teoremle verelim.

Teorem 3.2.2: A, g'e G noktasinda kapali isaret Ozelligine sahip ve

d (g")=d,(g") olsun. Budurumda eger g’ en iyi yaklagim ise

inf _((k,g—g).(k.Ag—Ag))<0 VgeG
Bg'

ke Bg:,/;e

dir[14].
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Ispat: Varsayalim ki

inf (k. g, — g, (K, Ag, — Ag"))>0 2.2)

keBgr,keBg/
olacak bigime bir g, € G var olsun. Bu durumda g niin en iyi yaklasim olmadigim
gosterelim.

B,,B, o(X ,X)—-kompakt (yada o(Y ,Y)— kompakt )
oldugundan (2.2) esitsizliginden B, , Eg» leri iceren K, K nm acik baglantih
U ve U alt kiimelerinin varligindan bahsedilebilir. O halde

keU ke

inf ~((k, g - g'),(l?,Ag1 —Ag'))z a baz a>0
U

dir. U, U k,lz de acgik baglantili ve Bg, c U,Eg, c U oldu

d,(g")— max max(k, f —g")>c (2.3)
keK/U feF

d,(g")— max max(k,Af — Ag)) > ¢ 2.4)
keK/U feF

olacak bi¢gimde ¢ >0 gercel sayis1 vardir.

keU ,O<t<ligin g, =g +1(g,—g) iken
max(k, f —g,) =max(k, f ~ g")~1(k, g, = &)
<max(k, f - g)<d (g) (2.5)
bulunur. ke K/U igin t>0 iken
max(k, f —g,) <max(k, f — g")~1F(g,~ &)
<d(g)-c+tPh(g,-g)<d,(g) (2.6)
bulunur. ﬁ ,U nin kapanisi olsun. A siirekli doniisiim oldugundan

(k,Ag,—Ag)=a ,VkeU

bulunur. O halde A, g’ de kapah isaret Ozelligine sahiptir ve
ke U igin (k,Ag, —Ag’) >0 elde edilir. k € U icin
max(k, Af — Ag,) = max(k, Af — Ag")—(k,Ag, — Ag))

< r}lag(lg JAa—AgH<d,(g) 2.7)
dirve k e K/U icin
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max(k, Af — Ag,) < r?apx(l; JAf —Ag)+P(Ag - Ag,)
<d,(g)-c+P,(Ag'—Ag,)<d,(g) (2.8)
bulunur. >0 i¢in A mn siirekliligi P,, (2.5), (2.6), (2.7) ve (2.8) birlestirilirse

dp(g)<d.(g)
bulunur. Bu da g’ nin en iyi yaklasim olmadigini gosterir. O halde varsayim

yanlistir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Not: Eger A lineer doniisiim ise A nin G iizerinde kapali isaret 6zelligine

sahip oldugu agiktir.
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IV. BOLUM

FONKSiYONLARA VE BU FONKSIYONLARIN ARITMETIK
ORTALAMASINA EN iYi L, YAKLASIMLARI

4.1.Giris

Cla,b] nin bir § alt kiimesinin elemanlar1 ile C[a,b] ye ait f, ve f,
fonksiyonlarina ayni anda en iyi yaklasgimlar1 Diaz ve McLaughlin [6] ve Ling [12]
supremum normunda, Phillips ve Sahney [16] da L, ve L, normlarinda
calismiglardir. Bu calismalarda n =2 olmak lizere n tane fonksiyona en iyi ayni

anda yaklasimin ilgili normda n fonksiyonunun aritmetik ortalamasina en iyi

yaklagim ile aynmi olacagi sonucuna ulagilmistir.

Bu calismada ama¢ n fonksiyona en iyi aym anda L,-yaklasiminin farkli
tanimlarini vererek n fonksiyona en iyi aym anda L, -yaklasimi ile n fonksiyonun

aritmetik ortalamasina en iyi yaklagimin ayni olup olamayacagimi gdstermekdir.

4.1. L, Yaklasinm Uzerine Tamimlar

Tamm 4.1.1:
fisfosen [ € C[a,b] ve S C C[a,b] olsun. Eger Vse § icin

a5 < mar]s,
olacak sekilde bir s"e€ § varsa, buna f,, f,.,..., f, fonksiyonlarina bir en iyi aym

anda L,-yaklasig1 denir. Burada ||||, C [a,b] izerinde L, normunu gosterir[10].
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Tamim 4.1.2:
fisfornnf, € Cla,b] ve S < Cla,b] olsun. Eger Vse S igin

jm?x‘fj (x)-s" (x)(dx Sj. m}ax‘fj (x)- s(x)‘dx

olacak sekilde bir s € S varsa, buna fi»frs-.r f, fonksiyonlarna bir en iyi ayni

anda L,-yaklasig1 denir[10].

Tanim 4.1.3:
fisSosnf, € C[a,b] ve S C C[a,b]olsun. Eger Vse S icgin

-5l 2l ®

olacak sekilde bir s" € S varsa, buna f,, f,,...,f, fonksiyonlaria bir en iyi ayni
anda L,-yaklasig1 denirf].

Tanim 4.1.2 anlaminda iki fonksiyona en iyi aym anda yaklagim ile bu
fonksiyonlarin aritmetik ortalamasmna olan en iyi L,-yaklasiminin ayni oldugu
Philips ve Sahney [12] tarafindan gosterildiginden Oncelikle en iyi ayn1 anda L, -

yaklasimlarini Tanim 4.1.1 anlaminda incelenecektir.

Genelde kullanilacak bir not olarak asagidaki ifade verilebilir;

n

> (fi-5)

i=1

n

lZ:fi—ns

nig

n n

1 n
\z;ff‘s

I3 ns
230

i=1

1
<— max”fj —s”+...+max”fj —s”
n J ) J

J

ma s,
T, o
n j
S lizerinde infimum alinirsa ortalamaya en iyi L,-yaklasiminin sapmasina
yukaridan bir iist sinir olarak Tanim 4.1.1 anlaminda en iyi ayn1 anda yaklasiminin

sapmasi bulunur. Yani
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inf

se§

1 n
PO

<inf max”f. —SH
€S J

1 N
L2t

<],
J

dir.
Genel olarak Tanim 4.1.1 anlaminda en iyi ayn1 anda L, -yaklasig1 ortalamaya

eniyi L, -yaklasigi ile cakismaz. Bunu bir drnek ile gosterelim.

Ornek 4.1.1:

[0,1] tizerinde f,(x)=0, f,(x)=x fonksiyonlarim ele alahm. S gercel

sayilar kiimesi olmak iizere Tanim 4.1.1 e gore Vse S icin
mf‘xmff - S*”}S mjaxmfj - s"}, j=12

olacak sekilde bir s, € S bulunmalidir. O halde

max{s, | e [ maxfi -5l
j J
1 1
= max{“s|dx, “x - s|dx} (4)
0 0

dir.
1

Bu durumda f (s)=|s| ve g(s)zj|x—s|dx alalim. s <0, 0<s<1 ve 1<
0

farkli durumlar igin g(s) yi hesaplayalim.

0<s igin

O<s<1 igim

S 0 X x’
=|(=x+s)dx+ - =——+ +—-
g(s) '([( X s) X 'f(x s)dx ) SXx > SX

s
0 s
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I<s igin

ve boylece

l—s, s <0 ise
2

f(s)=|s|. g(s)= sz—s+%, 0<s<lise

1 .
s——, 1< s ise

elde edilir. Bu durumda dyle bir s; gercel sayisi bulacagiz ki (4) in sag tarafinda

hesaplanan biitiin maksimumlar s, i¢in bulunan maksimumdan biiyiik olsunlar. f ve

g nin kesistikleri noktada bu iki fonksiyonun ayni oldugu ve dolayisiyla en kiigiik
maksimum degerini verdigi goriiliir. Yani bu nokta solunda hesaplanan maksimum

degerlerin sonuncusu ve en kii¢iigii ve saginda hesaplanan maksimum degerlerin

birincisi ve en kiigiigiidiir. Bunu veren s, ortak koktiir. O halde s =5’ —s +E ise

25> —45+1=0 ve buradan s, =1- L olarak bulunur. L) _OFx zg ye en

V2 2 2

iyi L,-yaklasigi ise

X
__S2

In
f2

seS

X .
=|l=-s
2

2

1

olacak sekilde bir s, aranirsa x=0 ve s=0 igin g—s:O oldugundan sol

taraftaki kiimenin infimumu 0 dir. O halde |~ — s,|| =0 olacak sekilde s, bulunur.

g(s): SES:R,xE[O,l]

——

2

fonksiyonunu minimum yapan s yi bulalim.
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1
X x
g(s)= oS zlg—sdx=—£|x—2s|dx
s <0 icin
1
1 1 1
g(s)——z[|x—2s|dx:—(7—2xJ :E(E—Zsj—z—s
0
0<s<I icin

! 1 > 2s
g(s) =%I[|—x+2s|dx+%i(x—2s)dx:%(_%_Fzsxj

0

:l 4sz—2s+l =2sz—s+l
2 2 4

1<s i¢in

1
g(s) zé'([(—x+2s)dx= s—i

——s, s<0ise
4

g(s)= 2s2—s+%, 0<s<lI ise

s——, 1<5s ise
4

g (s)=01i¢in 45—1=0 buradan s :i elde edilir. Elde edilen bu s :i i¢in

g (s) minimumunu alr. Boylece s, :% olarak bulunmus olur. Goriildiigii gibi

s, #s, olur. Yani Tamim 4.1.1 anlaminda en iyi aym anda L, -yaklagig ile

ortalamaya en iyi L,-yaklasig1 cakismaz.

Tanmim 4.1.1 anlaminda en iyi aym anda yaklagimi inceledikten sonra Tanim

4.1.2 anlaminda en iyi aym1 anda yaklasim inceleyelim.
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4.3. Teoremler

Teorem 4.3.1: f,, f,e C[a,b] ve S ©C[a,b] olsun. s 1n Tanim 4.1.2

anlaminda f, ve f, ye bir en iyi ayn1 anda yaklasik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
%( fi+f,) yebireniyi L, - yaklagigi olmasidir[10].

Bu teoremin ikiden ¢ok fonksiyona dogrudan dogruya genisletilemeyecegini

gosterelim.

Teorem 4.3.2:

Eger s* € Sden lz f; aritmetik ortalamasina bir en iyi L,-yaklasigi ve
niz

n>?2 ise genelde s* , Tamm 4.1.2 anlammda f,, f,,..., f, ye bir en iyi aym anda

yaklasik degildir[10].

ispat: (p=¢) = (q' = p') mant181 ile ispat yapilirsa;

pis lZf, ye bir en iyi L, - yaklasig.
n

i=1

q: S fis fyrer f, ye Tamm 4.1.2 anlaminda bir en iyi aym anda yaklasik degildir.

q:55 fi»fyr f, ye Tanim 4.1.2 anlaminda bir en iyi ayn1 anda yaklagiktir.

pis lz f; yebireniyi L, -yaklasig1 degildir.

i=1

Oncelikle q' yu kabul ederek s, fi» fs--., f, fonksiyonlarina en iyi ayni

anda yaklagik olsun. Bu s , biri f, ve digeri n — I tanesi f, ye esit olan n
. 1 . . .
fonksiyona aymi anda yaklasir. s yalniz 5( fi+ fz) aritmetik ortalamasina en iyi

yaklagiktir ve ayn1 zamanda

(f1+f2+ """ +fn)__fl+7f2
ortalamasina da en iyi yaklasik olamaz. Yani
+ -1
inflAt S gL g e e
ses 2 seSlin
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dir. Tanim 4.1.2 anlaminda »n > 2 olmak iizere n fonksiyona ayni anda yaklagim icin

bir sonug elde etmek amaci ile
gl(x):mkax{fk (x), k=12,..n}
gz(x): mkin{fk (x), k :l,2,...,n}

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu fonksiyonlara bagli olarak asagidaki teoremi

verelim.

Teorem 4.3.3: f,, f,..... f, € Cla,b] ve S < Cla,b] olsun. s" € S nin
fis fos-er f, ye Tanim 4.1.2 anlaminda bir en iyi ayn1 anda yaklasik olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul Tanim 4.1.2 anlaminda g, ve g, fonksiyonlarmna bir en iyi ayn1 anda

yaklasik olmasidir.

Ispat: Herhangi bir x icin
mas| () 5(c) = maxlg, (1) s} () ()]

oldugu asikardir. iki tarafin integrali ve S iizerinden infimumu alinirsa

inf }k mkax|fk (x)— s(x)Idx <inf _h[m;?xﬂgl (x)— s()c)|,|g2 (x)— s(x)”dx (&)

seS seS

elde edilir.

= egers’, f, (x), k =1,2,...,n fonksiyonlarina bir en iyi aym anda yaklasik ise

j.m?x|fk (x)—s(x)|dx <inf b max Dgl (x)—s()c)|,|g2 (x)—s(x)u dx

.8, (x)- s(x)]dx

Sjm}gx“gl (x)—s(x)

oldugundan s* , g, ve g, fonksiyonlarina da bir en iyi aym anda yaklasiktir.
&g, ve g, fonksiyonlarina bir en iyi aym anda yaklagik s ise (5) de

infimumlari esitligi nedeni ile s* , f, lara bir en iyi ayn1 anda yaklagiktir.

4.1.1 ve 4.3.3 nolu teoremlerden asagidaki teorem verilir.

Teorem 4.3.4: f,, f,,.... f, € C[a,b] ve S ©C[a,b] olsun. s" € Snin

fis foseens f, ye Tanim 4.1.2 anlaminda bir en 1yi ayn1 anda yaklasik olmasi i¢in gerek
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ve yeter kosul s* 1n m]flx{ fi (x)} ve mlgn{ f, (x)} in aritmetik ortalamasina bir en

iyi yaklasik olmasidir[10].

Not: Dikkat edilecek olursa n =2 i¢in
1 I . 1
Emlflx{fk ()C)}-i-zmkln{fk (x)}za{fl +f2}

oldugundan Teorem 4.3.4 iin Teorem 4.3.1 in genellestirilmis hali oldugu goriiliir.

Son olarak Tanim 4.1.3 anlaminda en iyi ayn1 anda L, -yaklasimi inceleyelim.

Teorem 4.3.5: Eger sign(s(x)— f,(x)) fonksiyonlari
Vxe [a,b] ,Vji=12,..,n ve Vse § icin daima pozitif (veya negatif) ise 0 zaman
Tanim 4.1.3 anlaminda f,, f,,..., f, fonksiyonlarina en iyi ayn1 anda yaklasik

fis f5s-., f, fonksiyonlarinin aritmetik ortalamasina en iyi L, - yaklasig1 cakisir.

Ispat: Hipoteze gore

TS (0) - s(te= [[3( 7 () s(x)

Y i=l uli=t

1= 7 () =s(x)

n i

dx (6)

dir. Dolayisiyla S iizerinden (6) 1n sag tarafindan infimum alinarak

P )5 2 (x) ()

b
inf n j
seS

a

)

=n

dx =ninf li:f,.(x)—s(x)
nio

se§

elde edilir. Burada infimumu saglayan s elemamnin s,” oldugunu varsaydik. Diger

yandan (6) nin sag tarafinda infumumdan hareket edilirse

int [ (3) = o=t 337 (3) = s = it 30 ()= )

a i= i=l 4

=3, ()=o) ®

olur. (7) ve (8) esit olduklarinda (7) de s° , aritmetik ortalamaya en iyi yaklasik

olurken (8) de ayn1 s~ , n tane fonksiyona en iyi aym anda yaklasik olmaktadur.
Tanim 4.1.3 anlaminda f; ve f> ye bir en iyi ayn1 anda yaklasimin genelde

aritmetik ortalamaya en iyi L, -yaklasimi ile ¢akismadigini bir drnek ile gosterelim.
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Ornek 4.3.1: ilk verdigimiz 6rnekte oldugu gibi [0,1] iizerinde
fi(x)=0, f,(x)=x fonksiyonlarin ele alalim. S gercel sayilar kiimesi olmak

tizere Tanim 4.1.3 anlaminda f, ve f, ye bir en iyi ayn1 anda yaklasim sabit s =0

oldugu halde bu fonksiyonlarin aritmetik ortalamasina L, -yaklasig1 nce de
goriildiigii gibi s =i diir.
Gergekten Tanim 4.1.3, f, ve f, icin yazilirsa;
8(9)= 2ol ==l + 1]
=[o-sf+|x-s]

= j|s|dx+ j|x— s|dx
0 0

elde edilir.

s <0 icin
1 1
g(s)zj—sdx+J(x—s)dx
0 0
:l—2s
2
0<s<1 icin
1 s 1
g(s):J.sdx+J.(—x+s)dx+J.(x—s)dx
0 0 s
1<s igin

g(s) nin minimumu g'(s)=s ise g'(s)=0 icin s =0 oldugundan g (0) :% olur.

Baylece min g (s) :% dir ve bu degeri s = 0 i¢in aldigindan s = 0 oldugu goriilir.
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V. BOLUM

BIiR FONKSiIYON VE TUREVLERINE AYNI ANDA YAKLASIM

5.1. Giris

Morsund[6] bir fonksiyon ve onun ilk r tiirevlerine diizgiin yaklagim
problemini bir polinom ve onun ilk r tiirevleriyle aym1 anda yaklasim ile ele almig
ve bu polinomlarin karakteristigini ve tekligini incelemistir. Morsund tarafindan ele
alan Ornekler bir fonksiyona diizgiin yaklasim problemi ile bir fonksiyon ve onun
ilk r tiirevlerine aymi anda yaklasim problemleri arasinda bir fark oldugunu
gostermistir. Bu farkin genelde en iyi aym anda yaklasim polinomunun tek
olmayisindan meydana geldigi goriilmiistiir.

Burada amacimiz bir fonksiyon ve onun tiirevlerine aym1 anda yaklagim
problemini L, normunda ele almaktr. En iyi yaklasim polinomunun tekligini
saglamak yerine yaklasim polinomlan ailesinin katsayilar iizerinde belirli lineer
kosullar olusturmaktir. Katsayilar iizerindeki bu tiir kisitlamalar tamamen dogaldir ve
bu Markov’un calismalarinda ve 6zellikle son yillarda Grebenyuk’un Chebyshev
yaklagim problemi ile ilgili ¢caligmasinda goriilmektedir.

Bu bolimde genelde teklik probleminin ve oOzellikle dogalligi(yapisi)

bozulmus lineer durumlarin karakteristigi incelenecektir. Sifir fonksiyonuna

yaklagim durumlari ele alinacaktir. (n—1) dereceli polinomlarda L, normunda X"

ye ayn1 anda yaklasim incelenecektir.
5.2. Teklik

n ,r dogal sayllar n>r—1 ve fe C’ [—1,1] olsun. [T :

Dc,a,=p, (j=0.1....r=1) (2.1)
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kosullarin1 saglayan p(x) :Zavx” formundaki polinomlarin smifin gostersin.
v=0

Burada ¢ v nin ilk r satir ve siitunundan olusan kare alt matrisi singuler

degildir.w, (x) ; k=0,1,...,r i¢in [-L1] de siirekli ve negatif olmayan bir

fonksiyon ve bu aralikta en ¢ok sonlu sayida sifir1 olsun.

1 Vo
”f_P,,p:{Qg{”f(k)(x)_l?(k)(x)pWk(x)dx} ,p>1 (2.2)
-1
icin || g||r,p C’ [—1,1] tizerinde bir normdur.
P (f)=int]r=p,, 2.3)

tanimi ile infimuma ulasilmis olur.

Teorem 5.2.1: (2.3) ii minimize eden p(x)e 7, polinomu tektir[1].

Ispat: p, ve p, n.dereceden en iyi yaklagim polinomlari ise

1
R:E(p1+pz)

olsun.

p p

() =R (x)

1 o1
=2 @=p" @)+ (-2 ()
oldugu biliniyor ve esitlik sadece p!* (x)= p{(x) oldugu zaman saglamr. Eger

her 0<k <r icin p* (x)# p{ (x) olsaydi w, (x) in [-1.1] araliginda siirekli ve

pozitif olmasindan

|7 &

r,p

1 1
SIS T

esitsizligi elde edilirdi. Buradan 0< j<r olmak iizere p!’ (x)= p!’ (x) kosulunu

saglayan bir j vardir. (2.1) esitligi p, (x)=p,(x) oldugunu gosterir ki bdylece

ispat tamamlanir.
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Teorem 5.2.2: n, r sabit tamsayilar n>r—1 vefe C"[-11] olsun.
Herhangi bir p>1 i¢in p, (x) (2.3) deki minimum polinom olsun. Bu durumda
p; —>° igin

lim p, (x)=p"(x)

olacak sekilde { pj} lerin sonsuz alt dizisi vardir ve p”(x) polinomu [T, smifinda

f(x),.. £ (x) fonksiyonlarina en iyi aym anda diizgiin yaklagimdur[1].

Teorem 5.2.3: fe C"[-11] vesabitbir p>1 igin

~p+1sg << <{fp+l

olsun. Bu durumda j=0,1,2...,r—1 olmak iizere & ; noktalarinda f yi interpole

eden n . dereceden biitiin p(x) polinomlar: arasinda

1

p P
dx
yi minimize eden polinomu ile ayn1 siniftan olan ve

W
dx}

0<k<r

max{j‘f(k)(x)—p(k)(x)

{j\f")(X)—p(’)(X)

yi minimize eden polinomu 6zdestir[1].

5.3. Sifira Yaklasim

f=0,p=2,r=1 alindiginda w,(x)=w,(x)=1 ise

IF=p

r.p 0<k<r

:max{”f(k)(x)—p(k)(x)‘ w, (x)dx} ,p>1 (2.2)
-1
problemi derecesi n =2 olan polinomlar arasindan
1 1
max(f p*(x)dx, J. p” (x)dxj (4.1)
-1 -1

problemine doniisiir. Bu doniisiim

a, +Zn:cvav = ,B,[p(x) = iavx”j (4.2)

v=0 v=0
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kosulu altinda olur. Gergekten

1

2 2

0<k<r

1F-rl., = max{j\o—pw (o o (). [Jo— p (o (x)dx}

= max (j. p’ (x)dx,j p” (x)de

-1

elde edilir.

Tamm 5.3.1: w, (x) ; k=0,1,...,r olmak iizere [-11] arahfinda en gok

sonlu sayida sifira sahip negatif olmayan siirekli bir fonksiyondur.
Sayet v=0,1,..,n igin ¢,=0 ve B=1 yanip(0)=1 olmasi durumunda

(4.1) ifadesini minimize eden polinomlar1 karakterize edebiliriz.

Teorem 5.3.1: (4.1) i minimize eden Q(x) polinomu n>2 igin
1 1
[0 (x)dx=[ Q7 (x)dx=p 4.3)
| el

dir[1]. Burada p=p{3 (0) dir ve bu (2.3) esitsizliginden bulunmustur.

Ispat: (i) Varsayalim ki
jQz(x)dx< j'sz (x)dx = p’ (4.4)
el |
olsun. Bu durumda p >0 ve dolayisiyla Q'(x)#0 dir. Bundan dolay1
A sz'(x)xkdxi 0
el

olacak sekilde 0 <k <n—1 araliginda mutlaka bir £ vardir.

lxk”

————— polinomuigin R(0)=1 ve A—0 iken
# (k1)

R(x)=0(x)
j.R'z(x)dx:pz —2/1+O(/12)
ij ()c)cbczli‘Q2 (x)dx+0(4)

uygun porzitif kiiciik bir 4 i¢in
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max {j R’ (x)dx,j R” (x)dx} <p’

|
dir. Buda Q(x) in en iyi polinom olmastyla gelisir.

(ii) Diger yandan
P = jQz (x)dx > j’sz (x)dx 4.5)
-1 -1
oldugunu varsayalim. 1<k <n olmak iizere herhangi bir k icin
'l[ O(x)x‘dx#0
-1

ise (i) deki incelemeye benzer bir inceleme ile Q(x) in en iyi polinom olmadig

goriiliir. Eger Q(x) eniyi polinom ise o zaman (4.5) bagintisi
1
[o(x)x‘dx=0, k=0,1,...r (4.6)
|

olmasini gerektirir. Burada (4.6) min ve (4.5) ile celistigini gosterecegiz. Q(0)=1

oldugundan (4.6) dan

jQz(x)dxz jQ(x)dx 4.7)

_jQQ (x)ax=0(x) Q' () —Q”(O)jQ(x)dx (4.8)

-1

1

j. x*Q" (x)dx = Q(x) Q'(x)| 4.9)

-1

elde edilir.

4.7), (4.8), (4.9) birlestirilirse
1 1 1
[0 (x)dx = [ (1-x") Q" (x)dx=-0"(0) [ Q* (x)dx (4.10)
-1 -1 -1
esitligi elde edilir. k=2v,v=1, 2,...,[%} ile (4.6) beraber kullanilirsa asagidaki

denklem sistemi elde edilir.

g (2/) 0
z o ( ) 1 + 1 :o,v:1,2,...,[2} (4.11)
= | (27) 2v+2j+1] 2v+l 2

J
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Kramer kuralindan

11 1 11 1
| 377 2m+l 5 77 2m+3

107(0)=det| - oo i o

2 | | 1 1
dm+l  4Am+1) \2m+3  4m+l

bulunur. Burada m = {g} dir. Bu determinantlar Cauchy tipi determinantlardir.

Burada m =1 igin

2m(2m+3)
3

elde edilir. (4.10) , (4.12) ifadeleri (4.5) ile celisir. Bu da Teorem 5.3.1 in ispatini

—%Q”(O) _ > 4.12)
tamamlar.

Burada Teorem 5.3.1 in L, normunda genisletilip genisletilemeyecegi

sorusu akla gelir. Boyle bir sonuca ulagilamayabilir. Bunun ile birlikte asagidaki

teoremlerde m pozitif bir say1 olmak lizere p =2m i¢in saglanir.

Teorem 5.3.2: p(0)=1 ile n. dereceden biitiin polinomlar arasinda

max {j. P> (x) dx,j P (x) dx}

ifadesini minimize eden Q(x) polinomu cifttir[1].

Ispat: Eger O(x)=R(x)+S(x) veburada R(x) , Q(x) ingift, S(x) tek

kismi ise

2m

Jo (b= 32 [ 1 (15 (o

v=0

_ Z(zmjj R (x) 87 (x)d

v=0 2V -1

1
> J. R™" (x) dx

-1

bulunur. Benzer bir sekilde
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1 1

JQ'Z"’ (x)dx 2 JR'Z"’ (x)dx

| |

elde edilir. Ciinkii R(0)=1 oldugundan teklik teoremi Q(x)=R(x) sonucunu

verir. n=0 veya n=1 oldugu zaman Teorem 5.3.2, Q(x)=1 sonucunu verir.

n=2 icin (4.3) kullanilarak

elde edilir.

Teorem 5.3.3: Teorem 5.3.2 de gegen Q(x) polinomunun [—1,1] kapali

araliginda higbir sifir yeri yoktur[1].

ispat: Q(17)=0 ve ||<1 olsun. Bu durumda
1 L x 2m
[ (x)dx=] [ | Q’(t)dtj
0 o\ 7
1

< j(x —77)2"1_1 [ji Q'(t)dt} dx

0

ve Q(x)#0 oldugundan

O Sy —

0™ (x)dx< ﬁ'([Q'z’" (x)dx

elde edilir. [—1,0] aralig1 icinde aynm argiimanlar1 kullanarak

1 1

[o (x)dx< L [Q" (x)dx (4.14)
° 2m*,

benzer bir ifade bulunur. Q(x) en iyi yaklasim polinomu oldugu i¢in (4.14) ten

1
[(Q'(x)" Hdxr=0k=01,..n-1
-1

esitligi bulunur ve bu ifade (4.14) ile celisir.
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5.4. X" ye Yaklasim

f(x)=x",n23,p=2,r=1 ve wy(x)=w(x)=1 p(0)=1 olmak iizere
derecesi n—1 olan biitin p(x) polinomlar1 arasmnda (2.2) minimize edilmeye

calisilacaktir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 5.4.1: O(x) polinomu igin

-1 -1

max{j.(x” - p(x)) dx, j. (nx" = p’(x)) dx} =p’ (5.1

esitliginde gosterilen integraller p(0)=1 ile derecesi n—1 olan biitiin p(x)

polinomlart icin esittir[1].

Ispat: (i) x" —Q(x)=R(x) alalim.

1 1
[ @ (x)dx < [ R? (x)ax (5.2)
-1 -1
olsun. Bu durumda Teorem 5.3.3 de oldugu gibi (5.2) den
1
[ R (x)x*dx=0, k=0,1,2,...n=2

elde edilir ve buradan

R (x)=4,p, (x),

_((n-)y 2
" (2n-2)!

R(x —1+/1J'pn1 (t)dr

oldugu kolayca goriiliir. p,, (x) normalize edilmis n. dereceden Legendre

-1)"(aY n
polinomunu ( p,(x)= %(j}cj (1— xz) } gosterir.
5.3
I P ( T om+l ©:3)
buradan
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24,

JR'Z )dx = Ey—

(5.4)

jR'z(x)dx=2+ j(jpnl dtjdx ujdxjpnl di (5.5)

-1
elde edilir. Bilindigi gibi
P, (¥)= P (x)=(2n-1) p,, (%)
dir. Legendre polinomlarinin ortagonalligi kullanilirsa

Ja ps (a1 ==5 20, (0)- . 0) 69

sonucu bulunur. Eger n tek ise (5.5) teki en son integralin sag tarafit sifirdir.

Dolayisiyla
j R*(x)dx>2 (5.7)

2

n

2n—1

azalandir ve

olur. Diger bir deyisle kolayca goriilebilecegi gibi n artarken

n=3 icin % e esittir. Burada n tek oldugundan (5.4) ve (5.7) nin (5.2) ile celistigi

sonucuna varilir. Eger n ¢ift ve n>4 ise

2% 247 128 3
< =<z
2n-1" 7 175 4

(5.8)

bulunur ve buradan

24, < \/2n—1\/§ (5.9)

elde edilir. Biitiin c¢ift olan n ler icin de pn(x)|5% dir. (5.6) ve (5.9) a

bakildiginda (5.5) teki son integralin sol taraft mutlak degerce 1 den kiiciiktiir. (5.4),
(5.5) ve (5.8) den

J.R x)dx>1>= J.R’2

bulunur ve bu da (5.2) ile ¢elisir.
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@i1) (5.2) yerine
[ R (x)dx < [ R (x)dx (5.10)

esitsizligine sahip oldugumuzu varsayalim. (i) de oldugu gibi

1
[R(x)x'dx=0  k=01..,n-1 (5.11)
-1

elde edilir. R (x) i (5.3) ile normalize edilen Legendre polinomlarinin lineer

kombinasyonlan seklinde yazilirsa
R(x)=Y.B,p;(x) 0<k<n-1
j=0

icin (5.11) den

1

'[R(x)pk(x)dx, k tek ise
:Bk: - |
pe(0)[R(x)dx, k ¢ift ise

-1

2
2k +1

elde edilir. Buradan

= |
R(3)= .0, (1)-31 2 (47+1) 22, (0) s, () [ 00

ve Christoffel formiilu

K5 =5 (0= (9 ()= )

k=0 7
(p,(x)=p,(w.x)=7,x"+..e 7,) kullamlirsa

1
JR(x)pk(x)dx, k tek ise
2 5

2k +1

B = |
pe(0) [ R(x)dx, k cift ise
-1
pargali fonksiyonu elde edilir. Yukaridaki esitlikte S, ve y, sabit sayilardir.
p, (x) insifirlart (—1,1) aralifinda ve orijine gore simetriktir. (5.12) den eger n tek

ve n>3 ise R(x) fonksiyonu (—1,1) araliginda orijine gére simetrik olan en az iki

sifir1 vardir.
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Eger n cift ve n>4 ise (5.11) den ve k=2 igin R(x) de cifttir ve (—1,1)
arahiginda en az bir sifir yeri oldugunu goriilir. Bu durumda R(x) in orijine gore
simetrik olan en az iki sifinn oldugu soyleyenebilir. Fakat n cift veya tek ise igin

R(5) =R(-5) =0 olacak bicimde bir £ vardir. Buradan

1

ij (X)dx:jdx[ZR’(t)dtJ s%jR’z (x)dx

0
oldugu Schwartz esitliginden elde edilir. Benzer bir esitlik (—1,0) araligi i¢in de

bulunur.

1

IRZ (x)dx S;[R'2 (x)dx

0
elde edilir ve bu (5.10) ile ¢elisir ispat tamamlanir.

n=1 icin problem bellidir ve n=2 tartigmalar yersizdir ¢iinkil (5.8) n=2
i¢in saglanmamugtir. Aslinda R(x)=x>—1 olmasi durumunda (5.2) esitsizligini

saglanir.

46



VI. BOLUM

SONUCLAR

Bu calismada yaklasim teorisinde ayni anda yaklasim, en iyi ayni anda
yaklagim problemleri i¢in bazi1 sonuclar elde ettik.

1. Karsimiza ¢ikan teoremlerden; C, X in siki konveks normlu lineer uzayin
sonlu boyutlu alt kiimesi ise C nin elemanlarindan X in herhangi kompakt F alt
kiimesine bir ve ancak bir tane en iyi ayn1 anda yaklasim vardir. Bu teoremden dogal
olarak su soru akla gelir. Hipotez de sonlu boyutluluk gerekli midir? Bu sorunun
cevabinin C nin secilisine gore degistigi goriildii ve C, X in yansimali bir alt uzay1
ise sonlu boyutluluk sartinin gerekli olmadig1 Teorem 2.3.2 de goriildii.

2. Orneklerde normlu lineer uzaylarda konveks kiimelerin elemanlar ile

kompakt kiimelere ayn1 anda yaklagim probleminin varligi ve tekligi goriildii.

Ornek 3.1.1: X =Y =C [-1,1] iizerinde Chebyshev normu tanimlanan iki

uzay olsun. Agiktir ki Chebyshev normu, C* 1n
{i(x noktasindaki fonksiyonel degeri): —1< x < 1} bir alt kiimesi ile belirlenmistir.

C[-1,1] de bir A dontisimiinii asagidaki sekilde tamimlayalim. Herhangi bir
h(x)e C[-11] igin

1, h(x)=1/2
3/4, h(x)=3/4
3/4, h(x)=1/4
AM)(x) =1 (T14)—dh(x), h(x)<1/4
h(x), h(x)=3/4
3/2—h(x), 1/2<h(x)<3/4
1/2+h(x), 1/4<h(x)<1/2
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A, C[-1,1] iizerinde siirekli bir doniisimdiir. F :{ f(x) :l—xz} fonksiyonuna
gercel sabitlerle yaklasilabildigini varsayalim. Bu durumda g =a sabiti i¢in

d.(a) :max( ||1—x2 —a| A(l—xz)—Aa”m)

B
oo

olur. Ciinkii f(x)=1-x, g(x)=a ise,

di(g)=max F(f~g) =r1516aFXIIf—(g'||=maxH1—x2 —a|
d;(g) = max P,(Af - Ag) = r?ng”Af — Ag||= max HA(I— x*)— Aaux
oldugundan
dy(a)=max(d,(g),d,(g))

=d, (a)= max( [1-x*=d . [aq-x*)-Ad| )
bulunur. Simdi en iyi yaklasim elemamnin a oldufunu gosterelim. Gergekten
a=1/2 igin

d,(1/2)= max (|1-x*~1/2| .[aa-x")-A1/2] )

xe[-1,1]

=max(l/2—x2 N7/74-1 J
— —
1/2 . 3/4 |l

=3/4

bulunur. Yani
43 #d(12)

dir. Boylece genel olarak

acR aeR

max (inf d(a) , infd, (a)j <infd,(a)

bulunur. Bu durumu sekille ifade edelim
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17/4

13/2
A

Sekil 3.1.1

olur. Ohalde a=1/2 eniyi yaklasgimdir
3. Fonksiyonlara ve bu fonksiyonlarin aritmetik ortalamasmna en iyi L, -
yaklagimlar1 probleminde genel olarak Tanmim 4.1.1 anlaminda en iyi ayn: anda L, -

yaklagig1 ortalamaya en iyi L,- yaklagiginin ¢akigmadig goriildii ve bu Ornek 4.2.1
ile gosterildi.

Ornek 4.2.1:

[0,1] iizerinde f,(x)=0, f,(x)=x fonksiyonlarmi ele alam. S gercel

sayilar kiimesi olmak iizere Tanim 4.1.1 e gore Vse S icin

mjaxﬂ‘fj —s*”}s m]axﬂ‘fj -5 }, j=12

olacak sekilde bir s, € S bulalim.O halde

x— s||}
1 1

= max{j|s|dx, “x — s|dx} @)
0 0

B B

* *
maxys, |,[x—s, ||J< maxﬂ|s
J J

dir.
1

Bu durumda f (s)=|s| ve g(s):j|x—s|dx alalm. s<0, 0<s<I ve 1<y
0

farkli durumlari i¢in g(s) yi hesaplayalim.

s <0 igin;
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0<s<1 icin

s 1
i 0 X x’
=|(=x+s)dx+ - =——+ +—-
g(s) '([( X s)x '[(x s)dx > SXx > SX

N

0 )
2 2
2 2 2
_ st
2
1< s icin
1
! 2
g(s):j—(X—S)dxz——+sx =t g=§5——
' 0
ve boylece
l—S, s<0ise
2

f(s)=ls|. g(s)= sz—s+%, 0<s<lise

1 )
s——, 1< s ise

elde edilir. Oyle ki (4) in sag tarafinda hesaplanan biitiin maksimumlar bu s, igin
bulunan maksimumdan biiyiikk olsunlar. f ve g nin kesistikleri noktada bu iki

fonksiyonun ayni oldugu ve dolayisiyla en kiiclik maksimum degerini verdigi
goriiliir. Yani bu nokta, solunda hesaplanan maksimum degerlerin sonuncusu ve en

kiiciigii ve saginda hesaplanan maksimum degerlerin birincisi ve en kiigiigiidiir. Bunu

veren s, , ortak koktiir. O halde s=s—s +% ise 25> —4s+1=0 ve buradan

s, =1- L olarak bulunur. % = 0 —; A % ye eniyi L,-yaklasigi ise;
X X .
Infl-=s,|=[=—s
{ 2 7 2

olacak sekilde bir s, ariyoruz. x=0 ve s=0 igin %—s:Ooldugundan sol

taraftaki kiimenin infimumu 0 dir. O halde |~ — s, || =0 olacak sekilde s, bulalim.
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——

2

g(s)=

fonksiyonunu minimum yapan s yi bulalim.

se S=R,xe [0,1]

1

X p X 1
g(s)= E_S ZQE—de=§£|x—2s|dx
s <0 icin
1
1
R O
0
0<s<1igin
1 1 ) 25 ) .
g(s):%£|—x+2s|dx+%i(x—2s)dx:%(_%_Fzsxj +%(%_2SXJ
Zl(4sz—2s+lj:2s2—s+l
2 2 4
1<s icin
1
g(S)=%'(|;(—x+2s)dx=s—i
l—S, s<0 ise
4

g(s)= 2s2—s+i, 0<s<1 ise

s——, 1<s ise

g (s)=01i¢in 45—1=0 buradan s :i elde edilir. Elde edilen bu s :i i¢in

g (s) minimumunu ahr. Boylece s, :i olarak bulunmus olur. Goriildiigii gibi

s, #s, olur. Yani Tamim 4.1.1 anlaminda en iyi aym anda L, -yaklagigi ile

ortalamaya en iyi L,-yaklasig1 cakismaz.

4. Bir fonksiyon ve tiirevlerine ayn1 anda yaklasim probleminde bir

fonksiyona diizgiin yaklasim problemi ile bir fonksiyon ve tiirevlerine ayn1 anda

51



yaklasim icin diizgiin yaklasimda yaklasim elemaninin tek oldugu fakat fonksiyon ve
tiirevlerine ayn1 anda yaklasimda tekligin saglanmasi i¢in bazi lineer kosullar

olusturulmas1 gerektigi goriildii.
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