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OZET

FUZZY METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

Hiiseyin Niyazi UGURLUER
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Do¢. Dr. Sabri BIRLIK
Aralik 2007, 54 sayfa

Bu calismada, sabit noktanin tanimi , sabit nokta ile ilgili ge¢mis yillarda yapilan
birtakim g¢alismalar , bu ¢alismalarin kimler tarafindan yapildigindan bahsedilmis;
daha sonra metrik uzay, fuzzy metrik uzay , sezgisel (intuitionistic) metrik uzaylarin
tanimlar1 ve bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri ile ilgili tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Caligmanin son boliimiinde ise iki farkli fuzzy metrik uzayda iki ayri

sabit nokta teoremi ile bu teoremlerin ispatlarina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: metrik uzay, fuzzy metrik uzay, sezgisel fuzzy metrik uzay,

sabit nokta.
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ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS IN FUZZY METRIC SPACES

Hiiseyin Niyazi UGURLUER
M. Sc. in Mathematic
Supervasor: Yrd. Dog. Dr. Sabri BIRLIK
December 2007, 54 pages

In this study, the definition of fixed point theorem and some studies and the persons
about these studies which are made in the past years are given, then metric space,
fuzzy metric space and intuitionistic fuzzy metric space are defined, some definitions
and theorems of fixed point theorems in these spaces are described. At the last
section two different fixed point theorems and their proofs in two fuzzy metric

spaces are mentioned.

Key Words: metric space, fuzzy metric space, intuitionistic fuzzy metric space,

fixed point.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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LBOLUM
GIRIS VE ONCEKI CALISMALAR

1.1. Giris

Sabit nokta teorisi 1912 yilinda L.E.J. Brouwer ile baglamistir. Brouwer,

“R” nin kapali birim yuvarindan yine aym kapali birim yuvar iizerine tanimlanan
herhangi bir siirekli doniisiimiin en az bir sabit noktasinin varligin1” gostermistir. J.
Schauder 1930 yilinda bu sonucu genellestirerek: “Bir Banach uzayinin bos olmayan
kompakt, konveks her alt kiimesinden kendisi {izerine tanimli siirekli her
fonksiyonun en az bir sabit noktasi vardir.” teoremini kanitladi. 1922’de Banach,
Banach sabit nokta teoremi veya biiziilme ilkesi olarak bilinen asagidaki teoremi

verdi.

“f bir (X ,d) tam metrik uzayindan yine kendisi iizerine tanimlanan bir
bliziilme doniisiimii ise / nin X de bir tek sabit noktasi vardir ve ayrica her bir x € X

igin ( f ”(x)) Picard iterasyonlar1 bu sabit noktaya yakinsar.”

Diferansiyel ve integral denklemlerinin ¢oziimlerinin varliginin ve tekliginin
arastiritlmasinda sabit nokta teoremleri 6nemli yer tutar. Sabit nokta teoremleri yalniz
diferansiyel ve integral denklemler icin degil, cesitli denklemler igin de
kullanilabilen ilging bir yontemdir. Picard yontemi yardimi ile c¢oziilebilen
diferansiyel denklemler, Banach sabit nokta teoreminin sagladigi kolaylikla

coziilmektedir.

Bos kiimeden farkli bir kiime iizerinde, metrik veya bos kiimeden farkli bir
kiimenin iki noktas1 arasindaki uzaklik kavraminin nasil tanimlanacagi, matematigin

temel problemlerinden biri olmustur. 1906 yilinda Frechet, bos kiimeden farkli bir



kiimenin iizerindeki metrik yapi ilizerinde g¢alismig, kiimenin farkli iki elemani
arasindaki uzakligin pozitif bir reel say1 olmasi gerektigini gostermis, nokta ¢iftleri
olarak dagilim fonksiyonu kavramini vermistir. Wong, Li, Gao ve Iseki 1984’te
cesitli genelleme doniisiimleri i¢in sabit nokta teoremleri elde etmis ve
(Rhoades,1985) ile (Taniguchi,1989) ise bu teoremleri doniisiim ciftleri olarak

genellestirmislerdir.

Fuzzy kiimeler teorisi ise ilk olarak 1965’te L. A. Zadeh tarafindan
olusturulmus ve o giinden beri bilimin bir¢ok dalinda 6nemli uygulama alanlari
bulmustur. Matematigin bir¢cok dalinda da Fuzzy kiimeler kavrami kullanilarak ¢ok

Onemli baz1 sonuglar elde edilmistir.

Gerek klasik metrik uzaylarda, gerekse fuzzy metrik uzaylarda birden fazla
doniistimlerin sabit noktalarinin varlig1 arastirilirken, genellikle verilen doniistimler
arasinda bazi Ozelliklerin olmasi istenir. Bu o6zellikler doniisiimlerin ortak sabit
noktalarini garanti etmektedir. Klasik metrik uzaylarda, ilk olarak 1982’de S.Sessa,
verilen doniisiim ¢iftleri icin zayif degismeli doniisiim tanimini vererek daha once
sadece degismeli doniisiimler icin verilen ortak sabit nokta teoremlerini, bu tiir
dontistimler smifina dahil etmistir. 1986’da Jungck, zayif de§ismeli doniisiimler
tanimini daha da genisleterek bagdasik dontistimleri tanimlamistir. Bu sayede daha

genis fonksiyon sinifi icin ortak sabit nokta teoremleri elde edilebilmistir.

1965 yilinda L. A. Zadeh (Fuzzy Sets) tarafindan sonsuz degerler [0,1]
arasinda tanimlanarak fuzzy mantigi olusturulmustur. Bu ¢aligma “Information and
Control”, 8, (338-353), 1965 dergisinde yayinlanmig ve boylelikle bu caligmada

bilinen kiime teorisi genisletilmistir.

L.A. Zadeh bir Elektrik-Elektronik Miihendisi oldugu halde bdyle bir
calismay1 yapmakla fuzzy kiime kavraminin teknoloji ile gercekte ne kadar yakin
ilgili oldugunu gostermistir. “Probability Measures of fuzzy Events, J.Math. Anal.
Appl., 23, 421-427, (1968)” adli calismasinda 6nceki bulgularina bagli olarak bir

fuzzy olayi (fuzzy event),



P(A) = J’ AX)dP(X)

olarak tanimladi. Bu, bilinen klasik olasilik teorisine bir genisletme getirmistir.

Fuzzy kiimeler ilk olarak “Journal of Math. Anal. And Appl. 18, 145-174
(1967)” dergisinde yayinlanan “L- Fuzzy Sets” adli ¢alismasi ile J.A. Goguen
tarafindan genellestirilmistir. Bu calismada, genellestirilmis kiimelerin bir halkas1

lizerinde dlciilebilirlik tanimland. Olgiilebilirligin yéntemi amaglandh.

Fuzzy metrik kavrami Kavela, Seikkala ve Abu Osman tarafindan birbirinden
bagimsiz iki yaklasim ile tanimlandi. Abu Osman ayni zamanda Banach’in klasik
sabit nokta teoremini fuzzylestirdi. Sabit fuzzy kiimesinde say1 teoremleri bagka bir

¢ok bilim adamui tarafindan c¢alisildi. [14]

Bu ¢alismada, sabit nokta teoreminin genel tanimi ile birlikte giliniimiizde
yapilan caligmalar 1s18inda, sabit nokta teoremlerinin metrik, fuzzy metrik ve
sezgisel fuzzy metrik uzaylardaki kullanilislari ile ilgili tanim ve teoremlere, son
boliimde ise iki farkli fuzzy metrik uzay iizerindeki sabit nokta teoremlerine yer

verilmistir.



1.2 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde tezin ileri boliimlerinde ad1 gecen temel tanimlar ve bazi temel

kavramlar lizerinde durulmustur.

Tamm 1.2.1: X bos olmayan bir kiime ve f : X — X herhangi bir doniisiim olsun.
Eger f(x,)=x, olacak sekilde bir x, € X varsa, bu x, noktasma f nin bir sabit
noktasi denir. Yani f(x,)=x, (x, € X ) fonksiyon denkleminin ¢6ziimii, f nin bir

sabit noktasidir. [9]

Doniigiimlerin bazilarinin sabit noktasi olmadigi halde, bazilarinin birden

fazla sabit noktasi var olabilir.

Ornek 1.2.1: f:R— R, f(x)=x" fonksiyonunun 0, / ve -1 olmak iizere ii¢ sabit

noktas1 vardir.

Ornek 1.2.2: X = [1,2] olmak iizere 7: X > X , Tx=3—-2x seklinde tanimlanan

doniistimiin sabit noktas1 x =1 dir.

Ornek 1.2.3: X # D olmak iizere /:X — X seklindeki birim fonksiyon igin tiim

noktalar birer sabit noktadir.

Ornek 1.2.4: f: (0,1] — (0,1] , (%) zg fonksiyonunun sabit noktas1 yoktur. Ciinkii

sabit nokta tanimina bu fonksiyon i¢in uyan tek nokta x =5 noktasi i¢in 5 ¢ (0,1] dir.

Teorem 1.2.2: X, Y topolojik uzaylar verilsin. Eger #: X — Y bir homeomorfizma

ve X de sabit nokta 6zelligini sagliyorsa, ¥ de sabit nokta 6zelligini saglar. [10]

Ispat: f:X — X siirekli fonksiyon olsun. X sabit nokta 6zelligini sagladigindan

f(x,) =x, sartin1 saglayan en az bir x, € X sayis1 vardir.



h:X —Y bir homeomorfizma oldugundan

stireklidir. f(x,) = x, esitliginden

h(xg)=y,€Y = x, :hil(yo)

g =(ho fon™),, =hlf(n" ()

g=hofoh ve g fonksiyonu

Bu durumda g(y,) =y, oldugundan Y nin de sabit nokta 6zelligini sagladig1 goriiliir.



ILBOLUM
METRIK UZAY VE METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

2.1 METRIK UZAY:

Tanmm 2.1.1: X #J ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Vx, y,ze€ X igin;

kosullarini saglayan d ye X lizerinde bir metrik, (X ,d ) ikilisine de metrik uzay denir.

Ornek 2.1.1: R reel sayilar kiimesi i¢in Vx,ye R iken d(x, y):]x— y’ seklinde

tanimlanan d fonksiyonu her dort kosulu da sagladigindan R iizerinde bir metrik

uzaydir. Bu metrige alisilmis metrik, (R, d ) ikilisine de aligilmis metrik uzay denir.

Ornek 2.1.2: X ={a,b,c}, d: X xX >R

d ={((a,)0).((.5)0).((c.)0).(a.5).3).((b a).3).((a.c}4). ((c, @)4). (6. €)5). (e, ).5)}

fonksiyonunun X iizerinde bir metrik olma sartlarint saglar. Dolayisiyla (X ,d ) bir
metrik uzaydir. (X,d) metrik uzaymda a ve ¢ noktalari arasindaki uzaklik

d(a,c) =4 tir. ((a,c)4)ed)



Ornek 2.1.3: X bos olmayan herhangi bir kiime olsun. Bu durumda

dy:XxX >R, (X,Y)—>do(x,y)={; ’ ij;

seklinde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir metriktir. Bu metrige X in ayrik

(discrete) metrigi denir.

x,y € X verildiginde d, (x, y): 0 ise d, 1n tanimi geregince x =y, yine x =y iken

d,(x,y)=0 olacagindan (i) saglanir.

Vx,y € X igin,

x=y=>dy(x,y)=0=d,(y.x)

oldugundan (ii) saglanir.
v = dy ) =1 =4, @

Vx,y,z€ X igin
1. Eger x=z ise (i) geregince d,(x,z)=0 olup
dy(x,y)=d,(v,2)
2. Eger x#z ise en azindan x=#y veya y=#z olmaldir. Bodylece
dy(x,y)+d,(y,z) toplamu 1 veya 2 dir. Halbuki d,(x,z)=1 dir. O halde
dy(x,y)+d,(y,z)>d,(x,z) olur.

1. ve 2. geregince (iv) saglanir. Boylece d, X lizerinde bir metriktir.

Ornek 2.1.4: X = R? iizerinde x =(x,,x,)ve y=(y,,y,) olmak iizere

dl(xay):’)ﬁ _y1’+’xz _y2|

1
dz(xa)’):((xl _yl)2 +(x2 _J’2)2)2
doo(‘xﬁy):maxﬂxl ~Vib X _yzl}

seklinde tanimlanan d,,d,,d  fonksiyonlar: birer metriktirler.

b



Metrik taniminin bir sonucu olarak asagidaki 6zellik yazilabilir;

Sonugc 2.1.2: d, Xiizerinde bir metrik ve Vx, y € X igin d(x, y)Z 0 dir.

ispat: 0=d(x,x)<d(x,y)+d(y,x)=2.d(x,y)= d(x,y)>0 elde edilir.

Tanmm 2.1.3: d, ,X lizerinde bir metrik ve Ac X bir alt kime olsun. O zaman

A# D olmak lizere bir a € X noktasinin 4 ya uzakligi diye
inf{d(x,a)| x € 4}
reel sayisina denir ve bu say1 d (a, A) ile gosterilir.

Ornek 2.1.5.: R iizerinde dl(x, y):|x— y’ metrigi verilsin. O zaman a=3 ve

=[0,1] olmak iizere d,(a, 4)=2 dir.

Teorem 2.1.4: d, X iizerinde bir metrik ve 4 < X ise x,y € X i¢in

|d(x, 4)—d(y, 4) <d(x,y) dir.

Ispat: &> 0 verilsin. Bir a € 4 elemanim
d(y,a)<d(y,a)+ & olacak sekilde secelim, boylece
d(x,a)<d(x,y)+d(y,a)<d(x,y)+d(y,a)+ e yazlabilir. £ >0 keyfi oldugundan
d(x,4)—d(y,A)<d(x,y) dir. Benzer sekilde

—(d(x,4)-d(y, 4))=d(y, 4)—d(x, )< d(y,x)=d(x, y) yazilabileceginden
d(x, 4)-d(y, 4) < d(x,y) bulunur.

Burada 4= {a} ise Teorem 2.1.4 {i: “Bir liggenin iki kenarmin uzunluklar

farki, Giclincii kenar uzunlugundan kiictiktiir.” seklinde 6zetleyebiliriz.



Tamm 2.1.5: (X,d) bir metrik uzay ve (x,) X te bir dizi olsun. Eger V& >0 says
i¢in
IN(s)e N>Vp,qg>N(e)= d(xp,xq)< &£

saglaniyorsa bu (xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Ornek 2.1.6:
a) Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
b) R de her Cauchy dizisi yakinsaktir.

¢) 6, R deki metriginin {irettigi metrik ile distlintlirse x, =1, ve

X, :%(xn +i] ile tanimli (x, ) dizisi bir Cauchy dizisidir. Bu dizi @
X

n

da yakinsak degildir, fakat R de V2 ye yakinsar.

2.2 TAM METRiK UZAYLAR VE BANACH UZAYLARI:

Tamm 2.2.1: Bir (X ,d ) metrik uzayinda eger her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam metrik uzay denir.

Ornek 2.2.1: R nin (0,1] [1,0) alt uzaylari tam metrik uzay degillerdir. Z tamsayilar

alt uzay1 tamdir. Ciinkii bir tamsay1 dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in bir yerden
itibaren sonsuz tekrarlanmasi gerekir ve yeterlidir. Boyle bir dizinin ise sonsuz

tekrarlayan noktasina yakinsayacagi besbellidir.

Tamm 2.2.2: B bir normlu lineer uzay ve metrigini normdan alan bir tam metrik

uzay ise, buna bir Banach uzay:1 denir.

Ornek 2.2.2: Vne N igin R",C" Banach uzaylardir.

n
R" = {(xl,xz,x3,...,xn]xl,xz,x3,...,xn € R}

x:(xl,xz,x3,...,xn) , y:(yl,yz,y3,...,yn) eR”"



oceR:>x+y=(x1 VX, F Ve Xy F Ve, X, +yn)

ax=(ax,ax,,ax,,..ax,,) islemleriile R" kiimesi bir lineer uzaydir.

x| = \/x12 +x, X ot x,)

alisilmis ya da Euclidean norm olmak iizere

d(xay):\/(xl _y1)2 +(x2 _y2)2 +(x3 _y3)2 +"'+(xn _yn)z

alisilmis normdan elde edilen alisilmis ya da Euclidean metriktir. O halde R" bir

Banach uzayidir. Bu uzaya n boyutlu Euclidean uzay denir.

2.3 TAM METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI:

Teorem 2.3.1: (X ,d ) tam metrik uzay f ve g, X lzerinde taniml siirekli ve orten

dontistimler olsun. Eger X deki tiim x, y ler i¢in

d*(f (x), g(»))= k.min{d? (x, £(x)) > (y, g () d(x, £ (0))d (x, ), d(v.g(1))d (x, ¥)}

olacak bicimde bir k >1 gercel sayis1 varsa, bu durumda f veya g nin bir sabit

noktasi var, yada f ile g nin ortak bir sabit noktas1 vardir. [13]

Ispat: x,, X’ de bir nokta olsun. f ve g drten doniisiimler oldugu igin x, € £~ (x,)
ve x, € g '(x,) noktalari vardir. Boyle devam edilecek olursa, x,,,, € f'(x,,) ve
Xy, € g '(x,,,,) olacak sekilde bir x, dizisi elde edilir. Eger herhangi bir 7 igin
X, =x,, 1se o zaman f veya g nin bir sabit noktas: vardir. O halde her n igin

n

x, # x,,, oldugunu varsayarsak bu durumda (1) den,

10



d? (x2n >X2n41 ) =d’ (f(x2n+l ), &(X,,., )) 2 k.min {dz (x2n+l o f (X1 )), d? (f(x2n+2 ), 8(X,,., )),
d(x2n+1 oS (X0 ))-d(xz;m s X042 )a d(x2n+2 »8(X3,1 ))'d(x2n+1 s X242 )}

elde edilir. Dolayisiyla,

d’ (‘x2n > X201 ) 2 k. min{dz (‘x2n+l s X, ), d’ (‘x2n+2 > X2ni1 )a d(x2n+l s X )'d(x2n+l s Xon12 )}

veya k >1 oldugu igin,

=k. min{dz (x2n+2 > X201 )a d(‘x2n+l s X, )‘d(x2n+l s X242 )}
= k-d(xzrm s Xoni2 ) min{d(XZnH > Xon12 )'d(x2n+l > Xy )}

olur. Bu durumda, ya
d(x2n > X201 )Z k-d(xz;m > X042 ) 2 \/%'d(XZn-%—l s Xoni2 )
ya da,
d’ (‘x2n > Xont1 ) >kd’ (x2n+l s Xon12 )
olur ki, bu
d(x2n > Xont1 ) 2 \/;'d(x2n+l s Xon42 )
ve benzer sekilde
d(x2n—1 > X )Z */%-d(xzn > Xont1 )

olmasimi gerektirir. Dolayisiyla,

1 1
d(‘x2n+1 7xzn+2)S ﬁ'd(XZn ’x2n+l)£ S W-d(xoaxl)

elde edilir. O halde x, bir Cauchy dizisidir ve bir x, € X noktasina yakinsar.

f(x,,.)=x,, , g(x,,.,)=x,,,, vef ,g siirekli oldugu i¢in x = f(x) = g(x) olur.

Su halde x, f ve g’ nin bir ortak sabit noktasidir.
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Sonu¢ 2.3.2: (X,d) tam metrik uzay, f X iizerinde tamml siirekli, Grten bir

doniisiim olsun. Eger Vx,y e X icin

4> (f (), /()= kminld? (x, () d> (v, f ()b (x, f(0)d(x, y)d(v.f ()d(x, )
olacak bigimde bir k <1 gercel sabiti varsa, bu durumda f nin bir sabit noktasi

vardir. (Popa, 1987)

Sonu¢ 2.3.3: (X,d) tam metrik uzay, f X iizerinde tamml siirekli, orten bir

dontisiim olsun. Eger Vx,y e X icin

d’(f(x), £() 2 k.min{d (x, £(x)d(x, »),d(y, £(»))d(x,y).d(x, £())d (x, £(x))d (y.f (»)}

olacak bi¢cimde bir £ > 1sabiti varsa, f nin bir sabit noktas1 vardir

Teorem 2.3.4: (X ,d ) tam metrik uzay, f ve g, X lizerinde tanimli siirekli, rten bir

dontisiim olsun. Eger Vx,ye X, (x # y) i¢cin

[d(x, f))] +[d(y, g +d(x, £(x))d(y,g(»))
d , > k.
V()2 d(x, f(0)+d(n2(7))

d(x, f(x))+d(y,g(y))#0 olacak sekilde bir & e @1) sabiti varsa, f ve g nin bir

ortak sabit noktas1 vardir. [13]

Ispat: x,, X’ de herhangi bir nokta olsun. x, dizisini Teorem 2.3.1 deki gibi
secersek bazi n ler igin x, =x,,, ise 0 zaman, f ve g, ortak bir sabit noktaya sahiptir.

Eger her n i¢in x, #x,,, 1ise Teorem 2.3.4 deki esitsizlik geregince

d(x2n s X241 ) = d(f(x2n+1 ),8(X5,., ))

> k. [d(x2n+l’f(x2n+l))]2 + [d(x2n+2’g(x2n+2))]2 + d(x2n+1’f(x2n+1))'d(x2n+2’g(x2n+2 ))
d(x2n+1’f(x2n+l))+d(‘x2n+2’g(‘x2n+2 ))

s [d(x2n+l s X2, )]2 + [d(x2n+2 s X041 )]2 + d(x2n+l > X1 )‘d(x2n+2 > X2n41 )
d(‘x2n+l sXa, )+ d(x2n+2 > X041 )
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olur. O halde,
0= k'[d(x2n+2 > Xont1 )]2 + (k - 1)'d(x2n+l > Xy )'d(x2n+2 > Xont1 ) + (k - 1)'[d(x2n+l s X )]2

d(‘x2n+2 > Xon1 )

( ) olmak iizere k.t* + (k +1)¢ + (k—1)<0 elde edilir
Xons1o X2y

dir. Dolayisiyla ¢ =

Simdi F(t)=kt* +(k+1)t+(k—-1) ile F:[0,0] >R, ke @ ,1) fonksiyonu

tanimlanirsa, F(0)=k -1<0 ve F(l)=3k —-2>0 olur. Eger O<r<I1, F(t): 0
denkleminin bir kokii ise, # <7 i¢in F (t) <0 dir. Dolayisiyla,

d(x’x2n+l ) = d(ﬁ/, g(x3,12 ))

s o a0, FON +[d (s gC)E +d 0, S ()l (62112, 8(3)
d(y, f(y)) + d(x2n+2 ,8(X2,0 ))

k [d(y’ X)]2 + [d(x2n+2 ’x2n+l )]2 + d(y’x)'d(x2n+2 ’ x2n+1 )
d(y,x)+ d(‘x2n+2’x2n+l)

olur. n— o0 i¢in 0> k.d (y, X) elde edilir ki bu y =x olmasmi gerektirir. x = f(y)
oldugu icin x = f(x) dir. Benzer sekilde x = g(x)dir. Dolayisiyla x, f ve g nin bir

ortak sabit noktasidir.

Teorem 2.3.5: (X ,d ) tam metrik uzay, f ve g, X iizerinde tanimli siirekli ve Grten

bir déniisiim olsun. Eger Vx, y e X, (x # y) icin

, ad(x, /(0))d(x,y)+bd(y,g()d(x,y)+cd(x, f(0))d(y,8(»))

d(f(x),g(»)) d(x, f(x))+d(y,2(»))

d(x, f (x))+ d(y, g(y));tO olacak sekilde negatif olmayan a, b ve ¢, atb+c>2

gercel sayilari varsa f've g nin bir ortak sabit noktasi vardir. [13]

Ispat: Teorem 2.3.4 e benzer olarak yapilir.
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Sonuc 2.3.6: (X,d) tam metrik uzay, f X iizerinde tamml siirekli ve 6rten doniisiim

olsun. Eger Vx,y e X,(x# y) icin

, ad(x, f(0))d(x,y)+bd(y, f(1)d(x,y) +cd(x, f(0)d(y, /(7))

d(f(x),f(1)) d(x, f(x))+d(y, f ()

d(x, f(x))+d(y, f(»)#0 olacak sekilde negatif olmayan a, b ve ¢, a+b+c>2

gergel sayilari varsa f* nin bir sabit noktasi vardir. (Popa, 1986; Teorem 2)

Teorem 2.3.7: (X ,d ) tam metrik uzay, f ve g, X lizerinde taniml siirekli, 6rten birer

doniisiim olsun. Eger Vx,y e X,(x# y) i¢in

d*(f(x),g(») = ad(x, f(x))d(x,y)+bd(y,g(»))d(x,y)+cd(x, f(x)d(y,g(1))

olacak sekilde negatif olmayan a, b ve ¢, a >0 veya b>0 ve a+b+c>1, gergel

sayilar1 varsa f ve g nin bir ortak sabit noktas1 vardir. [13]

Ispat: Teorem 2.3.4 e benzer olarak yapilir.

Sonu¢ 2.3.8: (X ,d) tam metrik uzay, f, X lizerinde tanimli siirekli, orten bir,

doniisiim olsun. Eger Vx,ye X, (x # y) icin

d*(f(x), f(0) 2 ad(x, £(x)d(x,y)+bd(y, f())d(x,y)+cd(x, £(x)d(v, ()

olacak sekilde negatif olmayan a, b ve ¢, a>0 veya b>0ve a+b+c>1, gercel

sayilari varsa f nin bir ortak sabit noktast vardir. (Popa, 1986; Teorem 1)

14



2.4 BANACH DARALMA iLKESI:

Teorem 2.4.1: [a,b] , R de bir kapali aralik ve f :[a,b]— [a,b] siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda f(c) = ¢ olacak sekilde [a,b] araliginda bir ¢ sayis1 vardir. [9]

ispat: Vx e[a,b] i¢in T(x)=x- f(x) olacak sekilde bir T :[a,b]—> R déniisiimii
tanimlayalim. Bu durumda, 7 siirekli bir doniisiimdiir. Eger f (a) > a olacagindan
T(a)<0 olur. Benzer sekilde, f(b)<h olacagindan T(h)>0 olur. Ara deger
teoremi geregince T (c)= 0 olacagindan, f(c)=c olacak sekilde [a,b] araliginda

bir ¢ say1s1 vardir.

Tanim 2.4.2 (M ,d ) bir metrik uzay ve f* fonksiyonu M nin kendi i¢ine bir doniisiim
olsun. Vx,y e M igin
d(f(x).f (7)< kd(x.y)

olacak sekilde bir 0 < k <1 sayis1 varsa f'ye bir daraltan doniisiim denir.

Teorem 2.4.3 (Banach Daralma Ilkesi): (Khamsi ve Kirk, 2001)(M ,d ) tam metrik
uzay ve T :M — M bir daraltan doniisiim olsun. Bu durumda 7, bir tek x, sabit

noktasina sahiptir ve Vx € M igin

lim7" (x) = x,

n—0

dir. Ayrica

n

d(r" (x),x, )< lk—kd(x,T(x)) olur. [11]

Ispat: T bir daraltan doniisiim olduguna gore Vx € M igin
d(T(x). 7> (x)) < kd(x,T(x))
dir. Bu ifadenin her iki tarafina d (x,T (x)) ilave edilirse,
d(x, T(x))+d(T(x), > (x)) < d(x,T(x))+ kd(x, T(x))
bulunur. Buradan,

d(x,T(x))—kd(x,T(x)) < d(x,T(x))— d(T(x),T* (x))
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olur. Bu son ifade,
d(x,T(0)< (1= k) ' [d (6 T(0)) - (T (). 7> ()
esitsizligine denktir. Simdi ¢: M — R* , $(x)=(1-k)"d(x,T(x)) seklinde bir
fonksiyon tanimlarsak
d(x,7(x)) < ¢(x) - $(T(x))

olur. Buradan x e M ve m,n € N ise,
d(T(x), 7™ (x)) < id(T"(x),T"“ )< p(r" () - g7 ()
yazilir. Ozellikle n =1 almarak m — o igin limit alinirsa,
gd(T" (0,77 (x)) < $(T(x)) < 0

olur. Bu ise (T ! (x)) in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. M bir tam metrik uzay

oldugu i¢in, lim 7" (x) = x, olacak sekilde x, € M vardir. T siirekli oldugu igin,

X = im7" (x) = Hm 7" (x) = xy ooooveee. (¥)

n—0

yazilabilir. Bu son ifade x, noktasinin 7" nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir.
Teoremin ispatin1 tamamlayabilmek i¢in x, 1n tek oldugunun gosterilmesi gereklidir.
y , Tnin baska bir sabit noktasi olsun. Bu durumda () dan,
X, =lim 7" (y) = y
dir. Diger taraftan
d(T" (), 7" ()< g1 () - (7" (x))
esitsizliginde m — oo i¢in limit alinirsa,
(1" (x),x,) < $(T" ()= (1= k)" d(T" (). 7" ()
elde edilir.

n

d(x,T(x))

(1= k) d(T" (). 7" (x)) < lli p

oldugundan,

n

d(T"(x),xo)S lk—kd(x,T(x))

sonucu bulunur.
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Ornek 2.4.1: X =[a,b], d(x,y)= ]x—y| ve T': X — X bir doniisiim olsun. Eger T
, [a,b] de siirekli (a,b) de tiirevlenebilir bir déniisiim ve Vx € [a,b] igin,

T'(x)| <k <1
ise, T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir. Gergekten de ortalama deger teoreminden

Vx,y € [a,b] icin ¢ e (x,y) olmak iizere,

T(x) =T ()| =|T"(cNx— y) < kx -y

olur. Boylece Banach daralma ilkesi geregi 7 nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniistimlerin sabit

noktas1 olmas1 gerekmedigi asagidaki 6rnekle gosterilmistir.
Ornek 2.4.2: X =(O,1] ve T: X—>X , T(x) :% doniisiimii verilsin. Ayrica X
kiimesi iizerinde alisilmis metrik tanimlansin. Bu durumda,

dﬂﬂf@»=f—4=%h—ﬂ=%ﬂ%ﬁ

2 2

olacagindan, 7" bir daraltan doniisiimdiir. Fakat 7" nin, X de bir sabit noktas1 yoktur.
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III. BOLUM
FUZZY KUMELER , FUZZY METRIK UZAYLAR VE
FUZZY METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI:

3.1. Fuzzy Kiime Kavrami: Simdiye kadar, bir kiimenin belirtilmesi, bu kiimenin
1yl tamimlanmis olmasi kosuluna bagliydi. Baska bir deyisle, 4 kiimesinin tanimli
olmasi igin, evrensel kiimeden sectigimiz bir x eleman1 4 kiimesinin eleman1 midir?
Sorusuna kesinlikle evet ya da hayir demek gerekirdi. Bunu evrensel kiime X olmak

tizere, A kiimesinin

1, xed ise

Vx e X i¢in ,uA(x):{O ved ise

ile tanimlt g, : X —)[0,1] iiyelik (karakteristik) fonksiyonu ile ifade ediliyordu.

Zadeh’ in de ortaya koydugu asagidaki tanima gore, 0 <r <1 olmak iizere, x€ X

elemant, 4 kiimesinin iiyelik derecesi  olan bir elemani1 olmaktadir. [14]

Tammm 3.1.1: X = {x xeX } evrensel kiimesi verilmis olsun. Vxe X igin
1, (x)€[0,1] olmak iizere,
u, X —>[0,1]
fonksiyonu ile tanimli
A= {(x] U, (x)): xelX } kiimesine, X in 4 fuzzy alt kiimesi denir. x, fonksiyonuna
A fuzzy alt kiimesinin tiyelik fonksiyonu, (x) degerine x in iiyelik derecesi veya
degeri ve u, (X ) kiimesine de A fuzzy alt kiimesine ait elemanlarin tyelik

derecelerinin kiimesi denir. Bundan bdyle “A kiimesi” deyimi belirtili kiimeyi ifade

edecek. Fuzzy kiimeler i¢in, “4 fuzzy kiimesi” tabiri kullanilacaktir.
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0 ve 1 sayilar, [0,1] araligiin elemanlar1 oldugundan her belirtili kiime bir

fuzzy kiime gibi diisiiniilebilir. Ornegin, X evrensel kiimesi, & bos kiimesi ve 4

kiimesi

biciminde ifade edilebilir.

Her A fuzzy kiimesi, X x [0,1] kartezyen carpim kiimesinin bir alt kiimesi
oldugundan, A4 fuzzy kiimesine, X den [0,1] araligmma tanimlanmig bir fonksiyon
goziiyle de bakilabilir. Kuskusuz bu fonksiyon, A4 fuzzy kiimesinin g, iyelik
fonksiyonudur. Bunun i¢in ¢ogu yazarlar 4 fuzzy kiimesi ile u, fonksiyonunu

O0zdeslestirmiglerdir. Baska bir deyisle “4 fuzzy kiimesi” tabiri yerine
“u, fuzzy kimesi” tabirini kullanmislardir. Bu boélimde her iki tabir de
kullamlacaktir. Ozellikle, u, fuzzy kiimesi dediimiz zaman A fuzzy kiimesinin

kastedildigi anlasilacaktir.

Tanim 3.1.2: 4,,4,,..., 4, bos olmayan kiimeler ise,
A= {(xl,xz,...,xn):xi €d,i= 1,2,...,n}
kiimesine n- boyutlu ¢arpim kiimesi denir ve
A=A x4, x..xA4,

seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.3: {At teT } , bos olmayan kiimelerin ailesi ise
A={x,teT:x, €A herteTigin}

kiimesine sonsuz boyutlu carpim kiimesi denir. Burada 7 bir sonsuz indeks

kiimesidir.
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Tamm 3.1.4: 0 <r <1 ve x, € X olmak lizere

r, X=X,

Vxe X i¢in p(x):{
0, x#x,

seklinde tanomh p: X — [0,1] tiyelik fonksiyonunun belirttigi p fuzzy kiimesine, X
in fuzzy noktasi, x, a p fuzzy noktasinin dayanagi, r ye de p fuzzy noktasinin degeri

denir.

Tamm 3.1.5: Bir 4 fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu g, olsun. Eger Vx € X i¢in

p(x) <y (x)

ise, p fuzzy noktasi 4 fuzzy kiimesine aittir denir.

Tammm 3.1.6: 4 ve B, X in fuzzy alt kiimeleri ve bu fuzzy kiimelerin iyelik

fonksiyonlart g, ve u, olsun.
i Eger Vxe X i¢in u,(x) = uy(x) ise A= B dir.
ii. Eger Vx e X i¢in u,(x) < uy(x) ise A< B dir.
X in liyelik fonksiyonu olarak Vxe X i¢in  u (x) =1 ve bos kiimenin {iyelik
fonksiyonu olarak da u,(x) =0 alalim.
Xin 4 ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlarin1 z, ve u, ile gosterelim.
Vx e X igin,
max{ (x), 5 (D} = 1,0V 1 (0) = 1,V 11 (%)
ve
min{g, (), 15 ()} = 1, (X) A 1 (0 = 0 A 15 ()

seklinde gosterilecektir.

Tanmm 3.1.7: 4 ve B fuzzy kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar: siras1 ile u, ve u,
olsun. Bu durumda,
i Eger Vxe X i¢in py.(x) =, (x)v uy(x) ise AUB=C.

il. Eger Vxe X i¢in g, (x) = p,(x) A pz(x) ise ANB=K.
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Tamm 3.1.8: X in fuzzy kiimelerinin bir ailesi {4,} , olmak iizere bunlarmn

iel
birlesimi ve arakesiti

i Eger Vxe X igin p(x)=vu, (x)= ekt;is u, (x) ise C=U4,

iel

il. Eger Vxe X i¢in g, (x) =Ap, (x) = ebgls Hy (x) ise K = N 4,

iel

seklinde ifade edilir. (ekiis: en kiiclik iist sinir, ebas: en biiyiik alt sinir)

Tamim 3.1.9: X in bir fuzzy kiimesi 4 ve bunun iiyelik fonksiyonu x, ise, 4 nin A€
komplementi
Vxe X igin p o (x)=1-p,(x)

olmak tizere 4 o : X — [0,1] iiyelik fonksiyonu ile verilir. [2]

Tamm 3.1.10: X in 4 ve B fuzzy kiimeleri i¢in,
A\B=ANB" , AAB=(ANB°)U(A° N B)

olarak tanimlanir. [17]

X in fuzzy kiimeleri arasindaki birlesim ve arakesit islemlerindeki 6zellikler,
belirtili kiimelerin birlesim ve arakesit islemlerindeki 6zelliklerle asagidaki iki

Ozellik hari¢ aynidir.

Belirtili kiimelerde;
ANA =0 ve AuA =X
olmasina karsin fuzzy kiimelerde

ANAS 2D ve AUA 2 X

olabilir.

Ornek 3.1.1: Vxe X igin u,(x)= % ise g1 ¢ (x) :g olur.

: .12 1
’uArwAC = mln{:uA (X), ,uAC (X)}: mln{—,—} = —
33 3
= ANA 2D
112 2
Hyoae = maX{:“A (x)a,uAC (x)}: mln{g,g} = 5
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= AUA“ = X

X iizerinde taniml biitiin fuzzy kiimelerin ailesi M (X) ile gosterilecektir. Yani
M(Xx) =[o1]*

Ayrica M (X) kiimesi sonsuz bir kiimedir. (X # @)

Tanmm 3.1.11: X in A4,4,,..,4, fuzzy kiimeleri goz 6niine almsmn. X" nin

A=A, x4, x..x A, fuzzy kiimesi

M (X)X 50X,) = [/Z\l{/'lA‘. (xi)}

olmak tizere y,: X" — [0,1] iiyelik fonksiyonu ile verilir.

Onerme 3.1.12:
D Hyer A =sup, H,
ozel olarak w1, , = max{u,, 1, }
2)  HperB, =inf, g gty
ozel olarak  u, , = min{,uA ,,uB}
3) ue=1-p,
4) pyp = gy —minfu, pp b= minfu, - gy f=max{0, 4, —
5)  Himsip, 4, =1m, sup
Hiiming, 4 = lim, inf u 4

ve eger lim, 4, varsa o zaman p, , =lim, u, dir.

Tamm 3.1.13: M [O,I]X , X in bir fuzzy alt kiimesi olmak {izere

1’ ={(x.y)e X x[0.1]y < u(x)}

ifadesine, p iiyelik fonksiyonu altindaki alan denir.

Tamm 3.1.14: X bos olmayan bir kiime ve 7 =[0,1]]c R olsun. X kiimesinden [0,1]

kapal1 aralig1 igine biitiin fonksiyonlarin kiimesi /* olmak iizere, /* ailesinin her

bir elemanma X de bir fuzzy kiime denir. X kiimesini karakterize eden z: 4 —[0,1],

VxeX icin pu, (x) =1 fonksiyonu alinirsa X kiimesi;
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X ={(x]):xe X}
kiimesi olarak almnabilir. Benzer olarak s, : X —[0,1], Vxe X igin u,(x)=0
alinirsa;

@ ={(x,0):xe X}

fuzzy kiimesi olarak alinabilir. Her belirtili kiime bir fuzzy kiimesidir. (Zadeh, 1965)

Tamm 3.1.15: ae[O,l] olmak iizere Vxe X igin yA(x)za olsun. Burada g,

fuzzy kiimesine sabit fuzzy kiime denir. (Zadeh, 1965)

3.2 Fuzzy Metrik Uzaylar: Fuzzy metrik uzay kavrami Kavela, Seikkala ve Abu
Osman tarafindan birbirinden bagimsiz iki farkli yaklasgim ile tanimlandi. Abu
Osman ayn1 zamanda Banach’ in klasik sabit nokta teoremini de fuzzylestirdi. Sabit

fuzzy kiimesinde say1 teoremlerini baska bir¢ok bilim adami da calist.

Tamm 3.2.1: (Abu Osman, 1983) 7% izerinde u :I"xI* —[0,1] ve

w(4,B)=sup _|A4(x)- B(x] olarak tanimli 4, metrigi goz Oniine alinsmn. Bu

durumda pu ,, X tizerinde bir fuzzy metrik ve (I oy, ) , X de bir fuzzy metrik uzay

olarak adlandirilir. [1]

Tamim 3.2.2: (Schweizer, Skaler 1960) Bir *:[0,1]x [0,1]— [0,1] ikili islemi verilsin.

Eger * islemi;
i. Birlesmeli ve degismeli,
ii. Siurekli,
iii. Vael0]] i¢in a*l=a

iv. a<c ve b<d o0zelligini saglayan Va,b,c,d € [0,1] igin axb<c=*d
kosullarini sagliyorsa, * islemine siirekli t-norm denir. [9]

Ornek 3.2.1: a*b=ab ve x*y= min(x, y) biciminde tanimlanan * iglemleri

birer siirekli t-norm dur.
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Tanmm 3.2.3: (Kramosil ve Michalek, 1975) X bos kiimeden farkli herhangi bir

kiime, *, bir siirekli t-norm ve M de X x X x [0,00) tizerinde bir fuzzy kiime olsun.
Eger M, Vx,y,ze X ve t,s >0 icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa (X M ,*) ticliistine

fuzzy metrik uzay denir.

i M(x,,0)=0,
il. M(x,y, )=1 & x=y,
iii. M(x,y,t)=M(y,x,t),
iv. M(x,y,t)* M(y,z,8)<M(x,z,t+5),
(

<

X, ,):[0,00) = [0,1] , soldan siirekli.

Eger (X M ,*) bir fuzzy metrik uzay ise M ye X iizerinde bir fuzzy metriktir denir.
[6]

1994 yilinda George ve Veeramani yukaridaki tanimi fuzzy metrik uzaylarda

Hausdorff topolojisini elde etmek i¢in asagidaki sekilde gelistirdiler.

Tanim 3.2.4: (George ve Veeramani, 1994) X = , =, siirekli t-norm, ve M de
X x X x [O,oo) iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir fuzzy kiime olsun.
Vx,y,ze X ve t,s >0 igin;

i M

X, ), 0

il. Mx,y,t)=1 & x=y

(x,,0)=

(o, 3,)=

iii.  M(x,y,t)=M(y,x,1)
iv. M(x vt )* (y,z,s)SM(x,z,t+s)
V. M(x, ,):(0,00) = [0,1] , siirekli

Bu taktirde (X , M ,*) ticliisiine fuzzy metrik uzay denir. [6]
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Ornek 3.2.2: R alisilmis metrik uzay olmak iizere VabeR icin axb=ab,
Vx,y€R ve Vt>0 igin

s of]

olsun. Bu taktirde (R, M ,*) bir fuzzy metrik uzaydir. Gergekten,

Jsosl 1
(1) Vx,yeRve t>0 icin M(x,y,t)—{e[ ' j] = >0

2) M(x, v, t) =1 olsun.

M(xy,t)zl@ﬁzl@e =l=¢’
7]
M_O»O
t b
Slx-y=
Sx=y
1 1
(3) M(X,y,t):W:W:M(y,X,t)
e’ e !

4) ’x—z’:|x—z+y—y|S|x—y’+|y—z|

t+s N t+s t

=14+—>1 ve —=1+—>1 oldugundan
t t t S
_ x-z| _[x=5], [y-2]
|x z|£[ J|x y’ [ j|y z] Ve’ | | ; |+| S ‘our.
1 1 1

> :>M(x,y,t+S)ZM(x,y,t)*M(y,z,t)

=

x=z — famy |y

e t+s e t e s

(5) limM(x, v, t) = M(x, v, a)

t—a

. 1 1 1 1
jl{gl;l =] = =t = ’x_J’| = = :M(xayaa)
e ! lime ! e
e

O halde M(x, y,):(0,00) = [0,1] siireklidir.
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Ornek 3.2.3: X = N olmak iizere Va,be N igin a*b=ab , Vx,ye N ve V¢ >0
i¢in
, x<yise

M(x,y,t):
, y<x ise

Rl = |x

olsun. bu taktirde (N M ,*) fuzzy metrik wuzaydir. Ancak N lizerinde

M (x, v, t) = dl( esitligini saglayacak sekilde bir d metrigi yoktur.
t+

X, )

Ornek 3.2.4: (X,d)bir metrik uzay, a*b=ab ve Vk,mneR" igin

M(x,y,t)= W olsun. Buna gore (X, M ,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
kt" +md(x,y)

Tanmm 3.2.5: (X M ,*) fuzzy metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu
uzaya tam fuzzy metrik uzay denir. (X M ,*) fuzzy metrik uzayinda, her dizi

yakinsak bir alt diziye sahip ise bu uzaya dizisel kompakt uzay ve dolayisiyla

kompakt uzaydir denir.
Tanim 3.2.6: Bir ¢: [0,1]>< [0,1] - [0,1] ikili islemi verilsin. Eger ¢ islemi;

i Birlesmeli ve degismeli,
ii. Stirekli,
ii. Yae [0,1] igin a®0=0,

iv. a<c ve b<d ozelligini saglayan Va,b,c,d € [0,1] igin a0b < cOd
kosullarini sagliyorsa, ¢ islemine bir siirekli t-conorm denir. [15]

Uyan 3.2.7: Uggensel norm ve conormlarin (t-norm , t-conorm) goriisii, fuzzy
arakesitleri ve birlesimlerini ayr1 ayr1 karakterize etmek icin kullandigimiz aksiyom
temelleri olarak bilinir. Bu goriisler Menger tarafindan galismasi olan Istatistiksel

Metrik Uzaylar da orijinal olarak gosterilmistir. Birtakim orneklerde bir¢cok yazar
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tarafindan bu gortisler ileri siiriilmiistiir. Asagidaki tanim Alaca, Tiirkoglu ve Yildiz
tarafindan verilen Kramosil ve Michalek’ in sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik

uzay1 ve sezgisel metrik uzayin temel 6zellikleridir.

Tamm 3.2.8. X keyfi bir kiime iken (X M, N ,*,0) besli degiskenler grubuna bir
intuitionistic fuzzy metrik uzayi denir. *, bir siirekli t-norm, ¢, bir siirekli t-conorm,

ve M, N asagidaki sartlar1 saglayan X x X x[O,oo) tizerinde fuzzy kiimeleri,

Vx,ye X ve t,s >0 icin;

IL. M

(x,y.1)
(x,7,0)
ii. M(x,y,t)=1 & x=y
iv. M(x,y,t)=M(y,x,t)

v.  M(x,y,t)*M(y,z,s)<M(x,z,t+5)
vii  M(x,y,):[0,0)—[0,1] , soldan siirekli.

Vil lim M (x, y,t)=1

viii. . N(x,,0)=1
ix. N(x,y,t)=0 & x=Yy
X, N(x,y,t)= N(y,x,t)
xi.  N(x,p,t0N(y,z,5)> N(x,z,t +s5)
Xii. N(x,y,):[0,00)— [0,1] , sagdan siirekli.

xiii. }im N(x,y,t)=1

Bu durumda (M, N), X iizerinde bir sezgisel metrik uzaydir. M(x,y,z) ve N(x,y,t)

fonksiyonlart yakinligin derecesini ve x ile y arasinda ayr1 ayr ¢ ye olan uzakligin

derecesini belirtir. [15]

Uyan 3.2.9: Her (X M ,*) fuzzy metrik uzayi, (X M1-M ,*,O) formunun bir

sezgisel metrik uzayidir, dyle ki *, slirekli t-norm ve ¢, t-conormu Vx,y € X igin

10y =1=((1-x)*(1-y))
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Uyan 3.2.10: Vx,ye X icin X sezgisel fuzzy metrik uzaylarda M(x, y,-)

azalmayan, N (x, y,-) artmayandir.

Tanmm 3.2.11: (X , M, N *, <>) bir sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda;
(@ Vt>0 ve p>0 igin X iizerindeki bir {x,} dizilisine Cauchy dizilisidir
denir.
lim M(x,.,.x,.t)=1 , HmN(x,,,.%,t)=0
(b) Vt>0 icin X icerisindeki bir {xn} dizilisine x € X noktasina yakinsar

denir.

= limM(xn,x,t):l , limN(xn,x,t): 0

n—>0 n—>0

* ve ¢ silirekli iken limit essiz olarak (v) ve (vi) dan ayri ayri sinirlanir. [15]

Tamm 3.2.12: Eger X igerisindeki tiim Cauchy dizileri X igerisinde yakinsak ise

(X M, N *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzay1 tamdir denir. [15]

Tammm 3.2.13: Eger X igerisindeki her dizi bir yakinsak alt dizi igeriyorsa
(X ,M N *, <>) sezgisel fuzzy metrik uzay1 dizisel kompakt veya kompakttir denir.
[15]

Ornek 3.2.5: (X,d) bir metrik uzay olsun. a,b €[0,1] i¢in a*b=ab ve Vx,y e X

, t,5 >0 olmak iizere M, ,XxXx(O,oo) lizerinde

Md(x,y,t)zm

bigiminde tammlanan (X,M ) bir G-V fuzzy metrik uzaydir ve bu bigimde

tanimlanan fuzzy metrigine d tarafindan indirgenen standart fuzzy metrik denir.
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Ispat:
i Vx,ye X ve t>0 igin Md(x,y,t)>0.

ii. M, (x,y,t)= —lod(xy)=0=x=y.

t+d(x,y)
Iil. d(x,y)=d(y,x) oldugundan M ,(x,y,t)=M ,(y,x,t) .

s
M M = .
iv. d(x,y,t)* d(y,z,s) t+d(x,y) S+d(y,z)
< r+s ' s+t
Tt+s+d(x,y) s+t+d(y,z)
~ (t+s)
(t+s) +(t+s)d(y,z)+(t+5)d(x, v)+d(x,v)d(y,2)
(t+s)2 t+s
< = =M\x,z,t +
(o] o) 1rsrdlne) =)
V. M(x,y,):(0,00) = [0,1] siireklidir. (George ve Veeramani, 1994)

3.3 Fuzzy Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri:

Bu boliimde V. George ve P. Veeramani anlamindaki (X, M ,*) fuzzy metrik

uzaylar gz oniine alinacaktir.

Tamm 3.3.1: (X, M ) bir fuzzy metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun.
Eger Vx,ye X , t >0 igin,

1

P S
M(T(x),T(y)1) i k'(M(x, 1) lj

esitsizligini saglayan bir k € (0,1) sayisi varsa, T ye G-S fuzzy daraltan dontisiim, k&

ya da, 7" nin daraltan sabiti denir.
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Onerme 3.3.2: (X,d) bir metrik uzay olsun. (X,d) iizerinde bir T:X — X
doniisiimiinilin daraltan sabiti £ olan bir daraltan doniisiim olmas1 i¢in gerek ve yeter

kosul, d ile indirgenen (X ,M d,*) standart fuzzy metrik uzay1 tlizerinde, 7 nin

daraltan sabiti k£ olan bir G-S fuzzy daraltan doniisiim olmasidir.

Teorem 3.3.3: (Gregori ve Sapena, 2002) (X M ,*) fuzzy daraltan dizilerin G-V

Cauchy dizisi oldugu bir G-V tam fuzzy metrik uzay olsun. 7: X — X , daraltan
sabiti k£ olan bir G-S fuzzy daraltan doniislimii ise 0 zaman 7 nin bir sabit noktasi

vardir ve bu nokta tektir. [8]

ispat: Sabit bir xe X alinsin ve {x,} dizisi ne N olmak iizere x, =T"(x)

biciminde tanimlansin. Her #>0 , n e N igin

olup tiimevarimla

1 1
1<k ——-1
M(xn+l’xn+2’t) (M(xrﬂxnﬂ’t) j

bulunur. Boylece {xn} dizisi G-V Cauchy dizisi olup, (X M ,*) , G-V tam

oldugundan bir y € X e yakinsar. n — o i¢in

olur. Buradan
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T(y)=limT(x,)=lim>x,, =y

n—>0 n—»0

bulunur. Yani y , T nin bir sabit noktasidir. Ayrica, bu y noktas1 7 nin tek bir sabit

noktasidir. Gergekten T (z) =z olacak bi¢gimde 7T nin baska bir z € X sabit noktasi

olsaydi,
L - 1 -1
MOzt MEONTEN)
. L
"‘{M@,Z,t) lj""(M(m),T(z),r) lj

1 1

S"Z{W‘ljg“ﬁk"{mr(y),r(z),r)‘lj

olurdu. Burada n — oo i¢in limite gecildiginde, & € (0,1) oldugundan limk" =0

olur ki buradan
M(y,z,t):1:>y:z

bulunur.

Sonu¢ 3.3.4: (X M d,*) d metrigi tarafindan indirgenen bir tam standart fuzzy

metrik uzay ve 7 : X — X bir G-S fuzzy daraltan doniisiim olsun. O zaman 7 nin bir
sabit noktas1 vardir ve bu nokta tektir.
3.4 Degistirme Eslemeleri Icin Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Asagidaki teoremler Banach’ in metrik uzaylarda daraltma prensibinin bir

genellestirilmesi olarak Jungck tarafindan verilmistir.

Teorem 3.4.1: [ ; (X ,d ) tam metrik uzayimin igine, siirekli bir eslemesi olsun ve

g: X —> X asagidaki sartlari saglayan bir esleme olsun
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i glx)e fx).
ii. g ; file degistirilebilir.
ii.  Vx,yeX ig¢in 30<k<15 d(g(x).g(y)<kd(f(x), f(»)).

bu durumda f ve g nin tek bir sabit noktas1 vardir.
Teorem 3.4.1 sezgisel fuzzy metrik uzaylarda agagidaki gibi kanitlanabilir.

Teorem 3.4.2: (X,M,N,*,O) bir sezgisel fuzzy metrik uzay ve g: X —> X

asagidaki sartlar1 saglayan bir esleme olsun.

i glX)c f(x).
ii. f strekli.
iil. Vx,y € X i¢in Oyle bir k (0,1) say1s1 vardir ki

M(g(x). g(y)kt)= M(f(x), £ (y)t)
N(g(x).g) k)< N(f(x), f(¥)e)

Bu durumda X kiimesinde taniomli f ve g doniisiimlerinin tek bir sabit noktasi

vardir. [15]

Ispat: x, € X olsun. Teoremdeki (z) den dolay1 f (xl): g(xo) sartin1 saglayacak
bir x, sayist bulabiliriz. Tiimevarim yontemi ile X ierisinde f(x,)= g(x,_,) olacak

sekilde bir {x,} dizisi tamimlayabiliriz. Yine tiimevarim yontemi ile

M(f(x, ) f(x,0 ht)=M(g(x,, ).g(x,)t)
> M(f(xnl ) £ (x, )éj

32



Bunun sonucu olarak, herhangi pozitif p tamsayisi i¢in;

M(r(x, ) flx,., )0)
ZM[ £l f )é) - *M(f(x,,+,,_l )/, ),ij

(p defa) k

M(ﬂxo),f(xl),ﬁ]* y *M(ﬂxo),f(xl),;}

+p-1
(p defa) pk™?

\%

pk”
bu sekilde devam edilirse,
limM(f(x, ) flx,., be)21 *..x1>1

ve

lim N(1(x, ). /(x,., )< 00...0 <0.
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Bu yiizden { f (xn )} bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla, X in tamligindan { f (xn )} , Y
gibi bir noktaya yakinsar ve f(x,)= g(x, ) de ayn1 y noktasina yakinsar. (iii) den
dolayt f nin siirekliligi, g nin siirekliligini gerektirir. Bundan dolay1 {g{f(x,)}} ,
dizisi g(y) noktasina yakinsar. Bununla birlikte, f ve g , X ilizerinde eslemeler
oldugundan {g{/(x,)}} = {/{g(x,)}j ve dolaysiyla {fig(x,)jj dizisi f(v) ye

yakimsar. Limitlerin tekligi ile, f(v)=g(y) dir ve bu esitlikten f(f(y))= f(g(»))
elde edilir.

IN

IA
=
VR
0Q
VY
<
b_/
0Q
—~~
0Q
VY
=
b—/
\_|/

Dolayistyla, Tamm 3.2.8 , (iii) , (ix) , (vii) ve (xiii) en dolayr g(v)=g(g(y))

seklinde devam eder. Boylece g(y): g(g(y)): f (g(y)) esitliginden g(y) ,fveg

nin ortak sabit noktasidir.

Eger y vez, f ve g nin ortak iki sabit noktasi ise,
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Tanim 3.2.8 (vii) ve (xiii) den dolay:

t t
IimM| y,z,— |=1 , IimN| y,z,— |=0
n—o [y k”j n—o (y k"j

Bu sekilde devam edilirse,
1>M(y,z,t)>1 , 0<N(y,z,t)<0,

elde edilir ki buda y =z esitligini gerektirir.

Jungck kendi teoreminin , Banach’ in daraltma prensibinden daha genel
oldugunu bir 6rnek yolu ile gdstermistir. Dolayisiyla Teorem 3.5.2 ayni zamanda

Grabiec’ in sonucunun genislemesidir.

Ornek 3.4.1: d(x,y): x—y olmak lizere X = {l ‘ne N} U {0} d metrigi ile
n

birlikte olsun. Vx,ye X ve t e [O,oo) i¢in,
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0 , t=0 ise

M(x,y,t)z ! t>0 ise
t+ |x-y’ ’
1 , =0 ise
N(x,y,t) B ’x-y’ kt>0 ise
kt + |x-y o

* ;axb=ab,0 ; alb= min{l,a + b}seklinde tanmimlanmisken agikca (X,M,N,*, <>)
bir sezgisel fuzzy metriktir. g(X )g f (X ) oldugu asikardir. Ayn1 zamanda k = 1
i¢in,

t

M(g(x), g(y),ﬁj 3 4¢ ; 4

= = > =
3 £+|x—y] 4t+]x—y| t+|x—y’ 4t+]x—y|
3 12
=M(f(x), f(»).2)
e
) 12 _ X7y 4 __ X7
N[g(x),g(y), 3 kt N |x —y’ 4kt + ]x - y| : it |x— y| 4kt + ]x - y|
3 12
= N(f(x) f(»).1)

Bu sebepten Teorem 3.4.2 nin tiim sartlar1 saglanmis ve dolayisiyla f* ve g, sifir(0)
ortak sabit noktasina sahiptir.

Daha sonraki bir ¢alismada Jungck, /' ve g eslemelerinin degismeli hipotezini
zayiflatmistir. Jungek’ 1n eslemelerin uyumlulugunun belirli sezgisel fuzzy metrik

uzay kullanarak Teorem 3.4.2 deki f've g nin degismeliligini zayiflatilir.
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3.5 K-M Fuzzy Metrik Uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi

Bu kesimde Kramosil ve Michalek anlamindaki fuzzy metrik uzaylar goz

Oniine alinacaktir.

Tamm 3.5.1: (X, M ) bir fuzzy metrik uzay ve 7:X — X bir doniisiim olsun.

0 < k <1 olmak tlizere eger 7', Vx,y € X i¢in
M(Tx, Ty, kt)> M(x, y,t)
sartin1 sagliyorsa 7' ye fuzzy G daraltan doniisiim denir. (Grabiec, 1988)

Teorem 3.5.2: (X M ,*) G tam K-M fuzzy metrik uzay olmak iizere Vx,y € X igin,

imM(x, p,6)=1 oo, ()

—0

Ozelligi saglansin. Eger 7: X — X fuzzy G daraltan doniisiim ise, X de T nin bir

sabit noktas1 vardir ve bu nokta tektir. (Grabiec, 1988)

Ispat: Herhangi bir x € X almsimn ve {xn} dizisi, ne N i¢in x, =T ”(x) bi¢ciminde
tanimlansin. O zaman, her n € N ve t > 0 igin tiimevarimla
M(xn,xm,t)z M(x’xl’ki”j

elde edilir. Boylece, pozitif bir p sayist ig¢in fuzzy metrik uzay tanimindaki

esitsizlikler kullanildiginda

t t
M(xn,xﬁp,t)z M[xn,xm,;j*...*M(xmpl,xﬁp,;j

t t
(x,xl,—nJ*...*M(x ,XI,TJ
pk Pk’

\
<

esitsizligi bulunur. (x) dan
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limM(x,, ,x,,t)>1%.. %=1

n—»o nEp>Tin
bulunur ve buradan
limM(x,, ,x,,t)=1

n+p?>“tn
n—o P

elde edilir. Bu ise, {xn} dizisinin G Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X M ,*) G tam

oldugundan {xn } dizisi X de bir y noktasina yakinsar. Boylece:

M(Ty,y,t)z M(Ty,Txn,%j *M(xm,y,%j

olur. Buradan 7y = y bulunur. Ayrica 7 nin bu sabit noktasi tektir. Gergekten 7z = z

olacak bi¢imde bir z € X olsaydi,

n— o olup M (z, y,t) =1 bulunur ki, bu ise z = y oldugunu gosterir.
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IV.BOLUM
iKi FARKLI FUZZY METRIiK UZAYDA SABIT NOKTA TEOREMLERI

4.1 Regiiler Fuzzy Metrik Uzerinde Sabit Nokta Teoremi:

Bu béliimde, Fischer ve Murthy’ nin klasik anlamda farkli iki metrik uzayda,
iki doniislim ¢ifti i¢in vermis olduklar1 sabit nokta teoremini K-M fuzzy metrik uzaya

genisgletecektir. Bunun i¢in 6nce bazi tanim ve dnteoremlere ihtiyag¢ vardir.

Onteorem 4.1.1: (X, M *) bir K-M fuzzy metrik uzay ve {x, }, X de bir dizi olsun.
Eger {xn} dizisi, X de bir x noktasina yakinsiyor, ve >0 i¢cin M (x, y,-) sagdan

stirekli ise o zaman V¢ > 0 igin,

lim M (x,,y,t)=M(x,,t) olur. [9]

n—>x0

Tanmim 4.1.2: (X M ,*) bir K-M fuzzy metrik uzay ve {xn } , X de bir dizi olsun. Eger
X de bir x noktasina yakinsayan her fuzzy daraltan {xn}c X dizisi Vx,ye X ve

t >0 icin

limM(xn , y,t) = M(x, Vv, t)

n—»0

Ozelligini tasiyorsa M (x, y,t) fuzzy kiimesine regiilerdir denir. Bu tanim iki farkli

fuzzy metrik uzay i¢in asagidaki bicimde genellestirilebilir.
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Tamm 4.1.3: (X, M *) ve (Y,N,*) iki K-M fuzzy metrik uzay, {x,} ve {y,} de

sirast ile X ve Y de iki dizi olsun. Vn € N i¢in, 0 < ¢ <1 olmak iizere,

' (m‘lj“mx{@un}xn1,z>‘lj’(M(y,,,lynm‘lj}

Ve

i (;_1j<cmax{( ! _1M ! _1]}
' NGpsyot) ) M(x,,x,.t)  J\N©,.»,..t)

kosullar1 saglaniyorsa {xn } ve {yn } dizilerine baglantili fuzzy daraltan diziler denir.

Bu tanimda eger (X M ,*) = (Y N ,*’) ve {xn} = {yn} alinirsa {xn} dizisi tanim

geregi bir fuzzy daraltan dizi olur.

Tamm 4.1.4: (X, M%) ve (Y,N,*') iki K-M fuzzy metrik uzay olsun. Eger X de
x € X noktasima yakinsayan ve Y de yeY noktasina yakinsayan {xn} ve { n}

baglantili fuzzy daraltan dizileri i¢in ve X ve we Y olmak iizere,

limM(xn ,v,t) = M(x,v, t)

n—>w
A~

limM(yn,w,t)z M(y,w,t)

ise M ve N ye baglantili regiiler fuzzy metrik denir.

Onerme 4.1.5: (X,M,*) ve (Y,N) iki K-M fuzzy metrik uzay olsun. Eger
M(x, y,-) ve N(u,v,-), Vt >0 icin sagdan siirekli iseler, M ve N Dbaglantil

regiilerdir.
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Teorem 4.1.6: M ve N baglantili regiiler olmak iizere, (X M ,*) ve (Y ,N ,*') G tam
K-M fuzzy metrik uzay ve A4,B: X —>Y ,S,T:Y > X donlstimler olsun.

Vx,x'e X , Vy,y €Y igin 0 < ¢ <1 olmak iizere,

(s 2em i s e )
(m—lj} ......... 0)

Ve

kosullar1 saglansin. Eger 4, B, S, T doniisiimlerinden en az biri siirekli ise, o zaman
bir ze X, SA ve TB doniisiimlerinin, bir we Y, BS ve AT doniisiimlerinin tek
bir ortak sabit noktasidir. Ayrica

Az=Bz=w ve Sw=Tw=z
dir.
Ispat: X de herhangi bir x noktas1 alisin.

Ax=y, , 8y, =x, , Bx,=y, , Ty, =x, , Ax, = y;...

olmak iizere, genel olarak n =1,2,... i¢in
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SVaua =Xgu s BXyy i =0, 5 BXy =y, Tyy, =Xy, 5 A%y, = Vo

biciminde tanimlansin. (z) esitsizliginden

1 1 1
——1|= -1[< _— 1
(M(xzfm »Xay ,t) ] (M(Sszn ’TBx2n—l’t) ] cmax{(M(xzn > Xop-1 ,t) }

it Wi Mo
M(x2n’x2n+l’t) , M(x2n—l’x2n’t) ’ N(y2n+l’y2n’t)

olup, 0 <c <1 oldugundan

(; - 1) < cmax{( 1 - 1]( 1 - 1}} ...... (iii)
M(x2n+l’x2n’t) M(x2n7x2n—l’t) N(y2n+l’y2n7t)

bulunur. Benzer bigimde tekrar (i) esitsizligi kullanilarak

1 1 1
——————~—1|<cmax 1| 1. (iv)
(M(xznaxzn—lat) J {(M(XZn—l’XZn—Z’t) J (N(yZH’XZn—I’t) j}

elde edilir. (i7) esitsizliginden

1 1 1
— 1= —1|<cmax -1},
(N(yZn s x2n+l s t) ] (N(BSyan s ATxZn s t) ] {( N(y2n71 s y2n ° t) ]

Sl e M owewr)|
N(yzn—wyzn’t) ’ N(y2n7y2n+l’t) ’ M(XZn—l’XZn’t)

olup, 0 <c <1 oldugundan

w1 ) A O et ) B e )| S
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bulunur ve benzer sekilde yine (ii ) esitsizligi kullanildiginda

(; - 1) < m{ L 1) ( L 1}}
N(y2n—1’y2n’t) - M(x2n—l’x2n—2’t) ’ N(yZn—l’yZH—Z’t)

elde edilir. (iii) ve (v) den

1 1 1
———1|<cmaxy| ——— -1 ||| ———
(M(lem,xz”,t) j {(M(XZn’Xan’t) ](N(yzlmayznat

1 1 1
<cmax{| ———— 1 |c| ——m—-1|c| ————
{[M(XZn’Xan’t) J [M(Xan’XZn’t) J [N(yZnUyZn’t

1 1
<cmax{| ——— 1 || ——— 1 [}
{(M(XZn’XZn—I’t) J(N(yZH—lﬂyZn’t) j}

ve benzer bigimde (iv) ve (vi) dan

¥

1 1 1
—— -1 |<cmax -1,
(M(x2n7x2nl7t) j {(M(‘Xan’xZnZ’t) j (N(yanﬁyZn

bulunur. Boylece (v), (vi), (vii) ve (viii) den

b —1|<cmax __ -1 _
M(‘xrﬁ—l’xn’t) M(xn’xn—l’t) N(ynﬂyn—

Ve

m‘l}
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esitsizlikleri elde edilir. Yani {x,} ve {y,} dizileri baglantili fuzzy daraltandir. Bu

bi¢gimde devam edilirse Vn =1,2,... i¢in

[m_ lj s max{[M(xll,xz,t) _lj’(N(yjyzyt) _lj}

e Rl R bl el

bulunur. Burada 0 <c¢ <1 oldugundan

1 1
lim{ ———-1[(=0 ve lim| ——-1[=0
n—)w(M(an,xn ’t) j n—)oo(N(ynH ’yn ’t) j

olur. Buise V7 >0 i¢in

limM(xM,xn,t): 1 ve lim N(yn,ym,t):l

n—>0 n—>0

olmasimi gerektirir. Bir p € N i¢in

t t
M(xn,xn+p,t)2 M(xn,xm,;J *...*M(xn+p_l,xn+p,;J

> 1xl*...x1=1 (n — o)

oldugundan lim M (xn,xn+ p,t)zl ve benzer bi¢imde lim N (yn, yn+p,t):1 bulunur.

Bu ise {xn} ve { ) } dizilerinin birer G Cauchy dizisi oldugunu gdsterir. (X M ,*) ve
(Y , N ,*’) G tam fuzzy metrik uzay olduklarindan {xn} G Cauchy dizisi X de bir z
noktasina, {y,} G Cauchy dizisi de, ¥ de bir w noktasmna yakinsar. 4 nin siirekli

oldugu kabul edilirse,

limAx,, = Az=1limy,, =w
-

n—>0 n
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olup
Az=w

oldugu goriiliir. (i) esitsizligi kullanildiginda

1

[m - lj - (M(SAZ, TBx, 1) lj = cmax{(m B 1]’
s o o)

olur ve n — oo i¢in M ve N baglantili regiiler oldugundan

sz e s

[z

bulunur. Burada 0 < ¢ <1 oldugundan
Sw=1z=_584z

dir. (ii) esitsizliginden

—1 —11= ! —1|< ecmax —1 -1 ’
N(Bz,yzm,t) N(BSW,ATyZH,t) N(w, y2n,t)
: -1 : -1 ! -1
N(W’ BZ’Z) ’ N(yZn ’x2n+l’t) , M(SW’ x2n ’t)

olup, n — « i¢in M ve N baglantili regiiler oldugundan

(lem{o(mljoo}

ve
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() )

dir ve 0 <c¢ <1 oldugundan
Bz =w=BSw

bulunur. Tekrar (z) esitsizligi kullanilirsa

1

(@‘1}@@,0‘lj’(fv(wfw,o‘l]}

ol )

olur ve 0 < ¢ <1 oldugundan
Tw=z=T1Bz
bulunur.

Ayrica Az =w ve Tw=z oldugundan ATw=w elde edilir. 4 donligimii
yerine B, S, T donlisiimlerinin herhangi biri siirekli segilirse de yine benzer bigimde
ayn1 sonugclar elde edilir.

SA ve TB doniisimlerinin z den baska sabit noktasi z’' olsun. O zaman

Az' = Bz' dir. Gergekten (if) esitsizliginden

L - ! 1 |<emaxd] ——— 1)
N(Bz', Az',t) N(BSAz', ATBz',t) N(4z',Bz,t)
1

S S
- N(Az',Bz',t)

olup, ¢ <1 oldugundan
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Az' = Bz’
dir. (i) ve (if) esitsizliklerinden

(m - IJ - (M(SAZ, TBz't) 1] = cmax{(m B 1)’

e

~ 1 1

S S S R R ) -1
(N(AZ,BZ',I‘) ] (N(BZ,AZ',t) J (N(BSAZ,ATBZ',t) J

<l

bulunur ki, ¢ <1 oldugundan

dir.
BS ve AT doniisiimlerinin w den bagka bir sabit noktast w' olsun. Benzer

sekilde Sw'=Tw" ve w=w'" oldugu goriliir.

Sonug 4.1.7:(X,d)ve (Y,p) iki tam metrik uzay ve 4,B: X ->Y ve S,T:Y > X

doniistimler olsun. Vx,x" € X,Vy,y" €Y i¢in 0 <c¢ <1 olmak iizere,

i. d(SAx, TBx") < c max{d(x,x'),d(x, SAx),d(x', TBx"), p(A4x, Bx')}

ii. p(BSy, ATy’) < cmax{d(y, y'), d(y, BSy),d(y’, ATy'),d(Sy, Ty')}

kosullar1 saglansin. Eger 4,B,S ve T doniisiimlerinden en az biri siirekli ise, o zaman
bir z e X,S4A ve TB doniisiimlerinin, bir we Y, BS ve AT doniistimlerinin tek bir
ortak sabit noktasidir. Ayrica

Az=Bz=w ve Sw=Tw=z

dir.
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4.2 Iki Farkh Fuzzy Metrik Uzay i¢cin Baska Bir Sabit Nokta Teoremi:

Teorem 4.2.1: (X,M,*) ve (Y.N,*') Vx,y € X igin limM(x,y,t):l, Yu,veY
—®

icin lim N(u,v,)=1 ve X’ de x, > x, Y de u, > u dizileri igin ye X,veY

t—0
olmak iizere M(x,,y,t)— M(x,y,t) ve N(u,,v,t)— N(u,v,t) (n — ) kosullarim
saglayan G tam K-M fuzzy metrik uzaylar ve 4,B: X —>Y ve S,7:Y > X

doniistimler olsun. Vx,x" € X,Vy,y" €Y i¢in 0 <c¢ <1 olmak iizere,
M (SAx,TBx',ct)> min{M (x,x',¢), M (x, SAx,t), M (x', TBx',t), N(Ax, Bx',  )}......... (1)
N(BSy, ATy',ct) > min{N(y, y',t), M (y, BSy,t), M (y', ATy",t), M (Sy,Ty",t)}......... (2)

kosullar saglansin. Eger 4, B,S,T doniisiimlerinin en az biri siirekli ise, o zaman bir
ze X,S84 ve TB doniisiimlerinin bir, weY,BS ve AT doniisiimlerinin tek bir

ortak sabit noktasidir. Ayrica
Az=Bz=w ve Sw=Tw=z

dir. [9]

Ispat: X de {xn} , Y’ de {yn} dizisi Teorem 4.1.6 nin kanitindaki gibi tanimlansin.

(1) esitsizligi kullanildiginda

M(lem 5 X0, CI) = M(Sszn ,IBx,, , CI)

2 min{M(xzn 5 X0, 15 t), M(x2n s X415 t), M(x2n71 >Xons t), N(y2n+l > Voo t)}

ve buradan,
M(x2n+l s X2, 7Ct) 2 min{M(XZH > X251 ,ct), N(yZn > Vonito t)} """""" (3)

bulunur. Benzer bi¢gimde tekrar (l) esitsizligi kullanilirsa

M()CZW1 I ct) > min{M(xZH 3 X0, 15 ct), N(J’zm s Vons t)} ........... (4)
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elde edilir. (2) esitsizligi kullanildiginda

N(y2n5x2n+l’Ct) = N(BSyanl’aTyZn’Ct)

2 min{N(yZn—l H x2n > t)’ N(y2n—l H yZn > t)’ N(yZn H y2n+l > t)’M(Xanl > xZn > t)}

ve buradan,

N(yZn Yot aCt) 2 min{M(XZn—l > Xon ,ct), N(yanl 2 Vans t)} ----------- (5)
elde edilir. Benzer bigimde tekrar (2) kullanilirsa

N(yanl s Vous Ct) 2 min{M(Xanl s X2, 25 t), N(y2n—l > Von-2> t)} ----------- (6)

elde edilir. (3) ve (5) esitsizliklerinden

M(‘xZn >X2n41 ,ct)Z min{M(xzn 7x2n—1’t)’ N(y2n > Vontl ,t)}'

. t t
> mm{M(xz” 3 X5, 15 t), M(xh 3 X 1o Zj’ N[yh s Yonts Zj} .......

> min{M(xz,, axznfl at)a N(yZn 9y2n71 ’t)}

bulunur. (4) ve (6) esitsizlikleri kullanilirsa

M(x2n—l 5 X2, ct) 2 min{M(xzn—l s X2, 25 t)a N(yZn—l > Von-2> t)} """""" (8)

olur. (5), (6), (7) ve (8) esitsizliklerinden

M(xn 4 xn+1 4 Ct) 2 min{M(‘xn—l 4 xn > t)’ N(yn—l ° yn > t)}

N(yn’yrﬁl’CZ)Z min{M(xn—l’xn’t)’N(yn—l’yn’t)}

bulunur ve buradan,
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M('xn H xn+1 4 t) Z min{M('xnl H xn s ij’ N(ynl s yn 71]}
C C

...2min{M(xl,xz,%}N(%,yza%}
C C

Ve

. t t
]v(yn’yrﬁl’t)Z mln{M(xn—l’xn’_j’N[yn—l’yn’_j}
C C

. 4 4
...Zmln{M(xl,xz,ijN(ylﬂyZS nlj}
C C

elde edilir. Buradan,

t t
]‘4()671’xn+p’t)Z M(‘xn ’an,;J *.. *M(xn+p—l’xn+p’;J

> min{M(xo,xl,%}N(yo,yl,%}} * Lk min{M(xo,xl,%pl], N(yo,yl,%}}
pc pc pc pc

bulunur. n > icin M (xn,xn+p,t)—>1 oldugundan {x,} G Cauchy dizisidir.
Benzer bigimde {yn} dizisinin de G Cauchy dizisi oldugu goriilebilir. (X ,M ,*) ve
(Y,N*) G tam K-M fuzzy metrik uzay olduklarmdan {x,} dizisi X de bir z
noktasina, {y, } dizisi de, ¥ de bir w noktasina yakinsar.

A nin siirekli oldugu kabul edilirse,

limAx,, = Az=1limy,, =w
n—>0 n—>x0

olup

oldugu goriiliir. (l) esitsizliginden
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M(Sw, X5, ct) = M(SAZ,Tszn_l , ct)
> min{M(z,xz,h1 , t),M(z, Sw, t),M(xM1 X5, t), N(w, Vo ,t)}

olup n — o igin
M(Sw, z,ct)> M(z,Sw,t)
dir. Buradan,
Bz =w=BSw

elde edilir. (l) esitsizligi tekrar kullanilirsa

M(z, Tw, cz‘) = M(SAZ, TBz, ct)
> min{M(z, z, t),M(z, z, t),M(z,Tw, t), N(Az,Bz,t)}

ve buradan,
M(Z,Tw,ct)z M(Z,Tw,t)
dir. Yine buradan,
Tw=z=TBz
elde edilir.
A doniisiimii yerine B, S, T doniistimlerinden herhangi biri siirekli secilirse de

yine benzer sekilde ayni sonuglar elde edilir.

Bu sabit noktalarin tekligi ise Teorem 4.1.6 nin ispatindaki ile benzer sekilde

gosterilir.
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V. BOLUM
SONUCLAR

Bu tez calismasmin giris kisminda sabit nokta teoreminin ge¢mis yillarda
kimler tarafindan islendiginden, genel tanimindan ve matematikteki kullanim

alanlarindan bahsedilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde metrik uzayin tanimi yapilarak tam metrik uzay ve
Banach uzayinin tanimi verilmistir. Yine bu metrik uzaylarda sabit nokta teoreminin
nasil kullanilabileceginden bahsedilmis ve sabit nokta teoreminde 6nemli yer tutan

Banach daralma ilkesi tanimlanmustir.

Daha sonraki boliimde fuzzy (bulanik) kiimenin tanimi1 yapilmis, fuzzy metrik
uzayin Ozelliklerinden bahsedilmistir. Fuzzy metrik uzayda sabit nokta teoremleri
verilmis bu teoremlerin ispatlar1 gosterilmistir. Yine fuzzy metrik uzaylarda
degistirme eslemeleri i¢in kullanilan ortak sabit nokta teoremleri gosterilmistir. Bu
boliimde son olarak K-M (Kramosil ve Michalek) fuzzy metrik uzaylardaki sabit

nokta teoremleri verilmistir.
Tezin son boliimiinde ise son yillarda tizerinde sik caligilan iki farklh fuzzy

metrik uzaydaki sabit nokta teoremleri ve bu teoremler i¢in gerekli olan bazi tanim

ve Onteoremler verilmistir.
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