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ÖZET

FUZZY METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ

Hüseyin Niyazi UĞURLUER

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü

Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Sabri BİRLİK

Aralık 2007, 54 sayfa

Bu çalışmada, sabit noktanın tanımı , sabit nokta ile ilgili geçmiş yıllarda yapılan 

birtakım çalışmalar , bu çalışmaların kimler tarafından yapıldığından bahsedilmiş; 

daha sonra metrik uzay, fuzzy metrik uzay , sezgisel (intuitionistic) metrik uzayların 

tanımları ve bu uzaylardaki sabit nokta teoremleri ile ilgili tanım ve teoremlere yer 

verilmiştir. Çalışmanın son bölümünde ise iki farklı fuzzy metrik uzayda iki ayrı 

sabit nokta teoremi ile bu teoremlerin ispatlarına yer verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: metrik uzay, fuzzy metrik uzay, sezgisel fuzzy metrik uzay, 

sabit nokta.
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ABSTRACT

FIXED POİNT THEOREMS IN FUZZY METRIC SPACES

Hüseyin Niyazi UĞURLUER

M. Sc.  in Mathematic

Supervasor: Yrd. Doç. Dr. Sabri BİRLİK

December 2007, 54 pages

In this study, the definition of fixed point theorem and some  studies and the persons 

about these studies which are made in the past years are given, then metric space, 

fuzzy metric space and intuitionistic fuzzy metric space are defined, some definitions 

and theorems of fixed point theorems in these spaces are described. At the last 

section two different fixed point theorems and their proofs in two fuzzy metric 

spaces are mentioned.

Key Words: metric space, fuzzy metric space, intuitionistic fuzzy metric space, 

fixed point.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile aşağıda sunulmuştur.

Simgeler Açıklama

 Gerektirir

 Ancak ve ancak

 Üçgen norm

 Üçgen conorm

 dX , Metrik uzay

 ,, MX Fuzzy metrik uzay

 ,,,, NMX Sezgisel fuzzy metrik uzay

XI  10,X  tüm dönüşümlerin kümesi

d Metrik

CA A fuzzy kümesinin tümleyeni

A A kümesinin üyelik fonksiyonu

 En küçük üst sınır (eküs)

 En büyük alt sınır (ebas)

 X10, X ten  10,  e olan fonksiyon

i
Ii
A


 X in fuzzy kümeler ailesinin birleşimi

i
Ii
A


 X in fuzzy kümeler ailesinin arakesiti

Kısaltmalar Açıklama

t-norm Üçgen norm

t-conorm Üçgen conorm
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I.BÖLÜM

 GİRİŞ VE ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

1.1. Giriş

Sabit nokta teorisi 1912 yılında L.E.J. Brouwer ile başlamıştır. Brouwer, 

“ n nin kapalı birim yuvarından yine aynı kapalı birim yuvar üzerine tanımlanan 

herhangi bir sürekli dönüşümün en az bir sabit noktasının varlığını” göstermiştir. J. 

Schauder 1930 yılında bu sonucu genelleştirerek: “Bir Banach uzayının boş olmayan 

kompakt, konveks her alt kümesinden kendisi üzerine tanımlı sürekli her 

fonksiyonun en az bir sabit noktası vardır.” teoremini kanıtladı. 1922’de Banach, 

Banach sabit nokta teoremi veya büzülme ilkesi olarak bilinen aşağıdaki teoremi 

verdi.

“ f  bir  dX ,  tam metrik uzayından yine kendisi üzerine tanımlanan bir 

büzülme dönüşümü ise f nin X de bir tek sabit noktası vardır ve ayrıca her bir Xx

için   x
nf  Picard iterasyonları bu sabit noktaya yakınsar.”

Diferansiyel ve integral denklemlerinin çözümlerinin varlığının ve tekliğinin 

araştırılmasında sabit nokta teoremleri önemli yer tutar. Sabit nokta teoremleri yalnız 

diferansiyel ve integral denklemler için değil, çeşitli denklemler için de 

kullanılabilen ilginç bir yöntemdir. Picard yöntemi yardımı ile çözülebilen 

diferansiyel denklemler, Banach sabit nokta teoreminin sağladığı kolaylıkla 

çözülmektedir.

Boş kümeden farklı bir küme üzerinde, metrik veya boş kümeden farklı bir 

kümenin iki noktası arasındaki uzaklık kavramının nasıl tanımlanacağı, matematiğin 

temel problemlerinden biri olmuştur. 1906 yılında Frechet, boş kümeden farklı bir 
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kümenin üzerindeki metrik yapı üzerinde çalışmış, kümenin farklı iki elemanı 

arasındaki uzaklığın pozitif bir reel sayı olması gerektiğini göstermiş, nokta çiftleri 

olarak dağılım fonksiyonu kavramını vermiştir. Wong, Li, Gao ve Iseki 1984’te 

çeşitli genelleme dönüşümleri için sabit nokta teoremleri elde etmiş ve 

(Rhoades,1985) ile (Taniguchi,1989) ise bu teoremleri dönüşüm çiftleri olarak 

genelleştirmişlerdir.

Fuzzy kümeler teorisi ise ilk olarak 1965’te L. A. Zadeh tarafından 

oluşturulmuş ve o günden beri bilimin birçok dalında önemli uygulama alanları 

bulmuştur. Matematiğin birçok dalında da Fuzzy kümeler kavramı kullanılarak çok 

önemli bazı sonuçlar elde edilmiştir. 

Gerek klasik metrik uzaylarda, gerekse fuzzy metrik uzaylarda birden fazla 

dönüşümlerin sabit noktalarının varlığı araştırılırken, genellikle verilen dönüşümler 

arasında bazı özelliklerin olması istenir. Bu özellikler dönüşümlerin ortak sabit 

noktalarını garanti etmektedir. Klasik metrik uzaylarda, ilk olarak 1982’de S.Sessa, 

verilen dönüşüm çiftleri için zayıf değişmeli dönüşüm tanımını vererek daha önce 

sadece değişmeli dönüşümler için verilen ortak sabit nokta teoremlerini, bu tür 

dönüşümler sınıfına dahil etmiştir. 1986’da Jungck, zayıf değişmeli dönüşümler 

tanımını daha da genişleterek bağdaşık dönüşümleri tanımlamıştır. Bu sayede daha 

geniş fonksiyon sınıfı  için ortak sabit nokta teoremleri elde edilebilmiştir.

1965 yılında L. A. Zadeh (Fuzzy Sets) tarafından sonsuz değerler  1,0

arasında tanımlanarak fuzzy mantığı oluşturulmuştur. Bu çalışma “Information and 

Control”, 8, (338-353), 1965 dergisinde yayınlanmış ve böylelikle bu çalışmada 

bilinen küme teorisi genişletilmiştir.

L.A. Zadeh bir Elektrik-Elektronik Mühendisi olduğu halde böyle bir 

çalışmayı yapmakla fuzzy küme kavramının teknoloji ile gerçekte ne kadar yakın 

ilgili olduğunu göstermiştir. “Probability Measures of fuzzy Events, J.Math. Anal. 

Appl., 23, 421-427, (1968)” adlı çalışmasında önceki bulgularına bağlı olarak bir 

fuzzy olayı (fuzzy event), 
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
X

XdPXAAP )()()(

olarak tanımladı. Bu, bilinen klasik olasılık teorisine bir genişletme getirmiştir. 

Fuzzy kümeler ilk olarak “Journal of Math. Anal. And Appl. 18, 145-174 

(1967)” dergisinde yayınlanan “L- Fuzzy Sets” adlı çalışması ile J.A. Goguen 

tarafından genelleştirilmiştir. Bu çalışmada, genelleştirilmiş kümelerin bir halkası

üzerinde ölçülebilirlik tanımlandı. Ölçülebilirliğin yöntemi amaçlandı.

Fuzzy metrik kavramı Kavela, Seikkala ve Abu Osman tarafından birbirinden 

bağımsız iki yaklaşım ile tanımlandı. Abu Osman aynı zamanda Banach’ın klasik 

sabit nokta teoremini fuzzyleştirdi. Sabit fuzzy kümesinde sayı teoremleri başka bir 

çok bilim adamı tarafından çalışıldı. [14]

Bu çalışmada, sabit nokta teoreminin genel tanımı ile birlikte günümüzde 

yapılan çalışmalar ışığında, sabit nokta teoremlerinin metrik, fuzzy metrik ve 

sezgisel fuzzy metrik uzaylardaki kullanılışları ile ilgili tanım ve teoremlere, son 

bölümde ise iki farklı fuzzy metrik uzay üzerindeki sabit nokta teoremlerine yer 

verilmiştir.
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1.2 Temel Tanım ve Teoremler

Bu bölümde tezin ileri bölümlerinde adı geçen temel tanımlar ve bazı temel 

kavramlar üzerinde durulmuştur.

Tanım 1.2.1: X boş olmayan bir küme ve XXf :  herhangi bir dönüşüm olsun. 

Eğer 00 )( xxf   olacak şekilde bir Xx 0  varsa, bu 0x  noktasına f nin bir sabit 

noktası denir. Yani 00 )( xxf  ( Xx 0 ) fonksiyon denkleminin çözümü, f nin bir 

sabit noktasıdır. [9] 

Dönüşümlerin bazılarının sabit noktası olmadığı halde, bazılarının birden 

fazla sabit noktası var olabilir.

Örnek 1.2.1: RRf :  , 3)( xxf  fonksiyonunun 0, 1 ve -1 olmak üzere üç sabit 

noktası vardır.

Örnek 1.2.2:  2,1X olmak üzere XXT :  , xTx 23    şeklinde tanımlanan 

dönüşümün sabit noktası 1x  dir.

Örnek 1.2.3: X olmak üzere XXI :  şeklindeki birim fonksiyon için tüm 

noktalar birer sabit noktadır.

Örnek 1.2.4:    1,01,0: f  , 
5

)(
x

xf  fonksiyonunun sabit noktası yoktur. Çünkü 

sabit nokta tanımına bu fonksiyon için uyan tek nokta 5x  noktası için  1,05  dir.

Teorem 1.2.2: X, Y topolojik uzayları verilsin. Eğer YXh :  bir homeomorfizma 

ve  X de sabit nokta özelliğini sağlıyorsa, Y de sabit nokta özelliğini sağlar. [10]

İspat: XXf :  sürekli fonksiyon olsun. X sabit nokta özelliğini sağladığından 

00 )( xxf   şartını sağlayan en az bir Xx 0  sayısı vardır.
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YXh :   bir homeomorfizma olduğundan  1 hfhg   ve g fonksiyonu 

süreklidir. 00 )( xxf   eşitliğinden 

      
  

 
0

0

0

0
11

0

0
1

000

                                      

                                      

                                      

)(

)(        )(

0

y

xh

xfh

yhfhhfhyg

yhxYyxh

y















Bu durumda 00 )( yyg   olduğundan Y nin de sabit nokta özelliğini sağladığı görülür.
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II.BÖLÜM

METRİK UZAY VE METRİK UZAYLARDA BAZI SABİT NOKTA 

TEOREMLERİ

2.1 METRİK UZAY:

Tanım 2.1.1: X  ve RXXd :  bir fonksiyon olsun. Xzyx  ,,  için;

   
   
     
       zydyxdzxdiv

xydyxdiii

yxyxdii

yxdi

,,,    

,,    

,    0,     

,0,      







koşullarını sağlayan d ye X üzerinde bir metrik,  dX ,  ikilisine de metrik uzay denir. 

Örnek 2.1.1: R reel sayılar kümesi için Ryx  ,  iken   yxyxd ,  şeklinde 

tanımlanan d fonksiyonu her dört koşulu da sağladığından R üzerinde bir metrik 

uzaydır. Bu metriğe alışılmış metrik,  dR,  ikilisine de alışılmış metrik uzay denir.

Örnek 2.1.2:  cbaX ,, ,  RXXd :

                           5,,,5,,,4,,,4,,,3,,,3,,,0,,,0,,,0,, bccbaccaabbaccbbaad 

 fonksiyonunun X üzerinde bir metrik olma şartlarını sağlar. Dolayısıyla  dX ,  bir 

metrik uzaydır.  dX ,  metrik uzayında a ve c noktaları arasındaki uzaklık 

4),( cad  tür.    dca 4,,
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Örnek 2.1.3: X boş olmayan herhangi bir küme olsun. Bu durumda

   








yx

yx
yxdRXXd

   ,   0

   ,    1
,yx,  ,  : 00

şeklinde tanımlanan fonksiyon X üzerinde bir metriktir. Bu metriğe X in ayrık 

(discrete) metriği denir.

Xyx ,  verildiğinde   0,0 yxd  ise 0d  ın tanımı gereğince yx  , yine yx   iken 

  0,0 yxd  olacağından  i  sağlanır.

Xyx  ,  için,

   
   xydyxdyx

xydyxdyx

,1,

,0,

00

00




 olduğundan  ii  sağlanır.

Xzyx  ,,  için

1. Eğer zx   ise  i  gereğince   0,0 zxd  olup

        zydyxd ,, 00          

2. Eğer zx   ise en azından yx   veya zy   olmalıdır. Böylece 

   zydyxd ,, 00   toplamı 1 veya 2 dir. Halbuki   1,0 zxd  dir. O halde 

     zxdzydyxd ,,, 000   olur.

1. ve 2. gereğince  iv  sağlanır. Böylece 0d X üzerinde bir metriktir.

Örnek 2.1.4: 2RX   üzerinde    2121 , ve, yyyxxx   olmak üzere 

   

 

      
   2211

2

1
2

22
2

112

22111

,max,

,

,

yxyxyxd

yxyxyxd

yxyxyxd









şeklinde tanımlanan ddd ,, 21  fonksiyonları birer metriktirler.
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Metrik tanımının bir sonucu olarak aşağıdaki özellik yazılabilir;

Sonuç 2.1.2: d, X üzerinde bir metrik ve Xyx  ,  için   0, yxd  dır.

İspat:           0,,.2,,,0  yxdyxdxydyxdxxd  elde edilir.

Tanım 2.1.3: d, ,X üzerinde bir metrik ve XA  bir alt küme olsun. O zaman 

A  olmak üzere bir Xa  noktasının A ya uzaklığı diye

  Axaxd ,inf

reel sayısına denir ve bu sayı  Aad ,  ile gösterilir.

Örnek 2.1.5.: R üzerinde   yxyxd ,1  metriği verilsin. O zaman 3a  ve 

 1,0A  olmak üzere   2,1 Aad  dir.

Teorem 2.1.4: d, X üzerinde bir metrik ve XA  ise Xyx ,  için

     yxdAydAxd ,,,  dir.

İspat: 0  verilsin. Bir Aa  elemanını 

     aydayd ,,  olacak şekilde seçelim, böylece                                                                               

           aydyxdaydyxdaxd ,,,,,  yazılabilir. 0  keyfi olduğundan 

     yxdAydAxd ,,,   dir. Benzer şekilde 

            yxdxydAxdAydAydAxd ,,,,,,   yazılabileceğinden    

     yxdAydAxd ,,,   bulunur.

Burada  aA   ise Teorem 2.1.4 ü: “Bir üçgenin iki kenarının uzunlukları 

farkı, üçüncü kenar uzunluğundan küçüktür.” şeklinde özetleyebiliriz.



9

Tanım 2.1.5:  dX ,  bir metrik uzay ve  nx X te bir dizi olsun. Eğer 0  sayısı 

için      

        qp xxdNqpNN ,,

sağlanıyorsa bu  nx  dizisine Cauchy dizisi denir. 

Örnek 2.1.6: 

a) Her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir.

b) R de her Cauchy dizisi yakınsaktır.

c)  ,  R deki metriğinin ürettiği metrik ile düşünülürse 10 x , ve 











n
nn x

xx
2

2

1
:1  ile tanımlı  nx  dizisi bir Cauchy dizisidir. Bu dizi 

da yakınsak değildir, fakat R de 2  ye yakınsar.

2.2 TAM METRİK UZAYLAR VE BANACH UZAYLARI:

Tanım 2.2.1: Bir  dX ,  metrik uzayında eğer her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

uzaya tam metrik uzay denir.

Örnek 2.2.1: R nin    ,1,1,0  alt uzayları tam metrik uzay değillerdir.   tamsayılar 

alt uzayı tamdır. Çünkü bir tamsayı dizisinin Cauchy dizisi olması için bir yerden 

itibaren sonsuz tekrarlanması gerekir ve yeterlidir. Böyle bir dizinin ise sonsuz 

tekrarlayan noktasına yakınsayacağı besbellidir.

Tanım 2.2.2: B bir normlu lineer uzay ve metriğini normdan alan bir tam metrik 

uzay ise, buna bir Banach uzayı denir.

Örnek 2.2.2: Nn için nn CR ,  Banach uzaylardır.

  RxxxxxxxxR nn
n  ,,,,,,,, 321321                                   

 nxxxxx ,,,, 321   ,  nyyyyy ,,,, 321  nR



10

 nn yxyxyxyxyxR  ,,,, 332211    ,  

 ,,,, 321 nxxxxx    işlemleri ile nR  kümesi bir lineer uzaydır.

22
3

2
2

2
1 nxxxxx  

alışılmış ya da Euclidean norm olmak üzere

         22
33

2
22

2
11, nn yxyxyxyxyxd  

alışılmış normdan elde edilen  alışılmış ya da Euclidean metriktir. O halde nR  bir 

Banach uzayıdır. Bu uzaya n boyutlu Euclidean uzay denir.

2.3 TAM METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ:

Teorem 2.3.1:  dX ,  tam metrik uzay f ve g, X  üzerinde tanımlı sürekli ve örten 

dönüşümler olsun. Eğer X deki tüm x, y ler için 

 1 ……..

              yxdygydyxdxfxdygdxfxdkygxfd ,.)(.,,.)(,,)(,,)(,min.)(),( 222 y

olacak biçimde bir  1k  gerçel sayısı varsa, bu durumda f veya g nin bir sabit 

noktası var, ya da f  ile g nin ortak bir sabit noktası vardır. [13]

İspat: 0x , X’ de bir nokta olsun. f  ve g örten dönüşümler olduğu için )( 0
1

1 xfx 

ve  1
1

2 xgx   noktaları vardır. Böyle devam edilecek olursa,  nn xfx 2
1

12


   ve 

 12
1

22 


  nn xgx  olacak şekilde bir nx  dizisi elde edilir. Eğer herhangi bir n için 

1 nn xx  ise o zaman f veya g nin bir sabit noktası vardır. O halde her n için 

1 nn xx  olduğunu varsayarsak bu durumda  1  den,
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       
       },.)(,,,.)(,

,)(),(,)(,min{.)(),(,

2212222222121212

2222
2

1212
2

2212
2

122
2



 

nnnnnnnn

nnnnnnnn

xxdxgxdxxdxfxd

xgxfdxfxdkxgxfdxxd

elde edilir. Dolayısıyla,

              22122121222
2

212
2

122
2 ,.,,,,,min.,   nnnnnnnnnn xxdxxdxxdxxdkxxd

veya 1k  olduğu için,

    
      

      nnnnnn

nnnnnn

xxdxxdxxdk

xxdxxdxxdk

21222122212

22122121222
2

,.,min.,.

,.,,,min.








  

olur. Bu durumda, ya

         22122212122 ,.,.,   nnnnnn xxdkxxdkxxd

ya da,

       2212
2

122
2 ,.,   nnnn xxdkxxd

olur ki, bu

       2212122 ,.,   nnnn xxdkxxd

ve benzer şekilde

       122212 ,.,   nnnn xxdkxxd

olmasını gerektirir. Dolayısıyla,

       
 

 1021222212 ,.
1

,.
1

, xxd
k

xxd
k

xxd
nnnnn   

elde edilir. O halde nx  bir Cauchy dizisidir ve bir Xx 1  noktasına yakınsar. 

1222212 )(   ,   )(   nnnn xxgxxf  ve f  , g  sürekli olduğu için )()( xgxfx   olur. 

Şu halde x, f  ve g’ nin bir ortak sabit noktasıdır.
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Sonuç 2.3.2:   dX ,  tam metrik uzay,  f, X üzerinde tanımlı sürekli, örten bir 

dönüşüm olsun. Eğer Xyx  ,  için 

    

              yxdyfydyxdxfxdyfdxfxdkyfxfd ,.)(.,,.)(,,)(,y,)(,min.)(),( 222 

olacak biçimde bir 1k  gerçel sabiti varsa, bu durumda  f nin bir sabit noktası 

vardır. (Popa, 1987)

Sonuç 2.3.3:  dX ,  tam metrik uzay,  f, X üzerinde tanımlı sürekli, örten bir 

dönüşüm olsun. Eğer Xyx  ,  için 

   

                )(..)(,.)(,,,.)(,,,.)(,min.)(),(2 yfydxfxdxfxdyxdyfdyxdxfxdkyfxfd y

 olacak biçimde bir 1k sabiti varsa, f nin bir sabit noktası vardır

Teorem 2.3.4:  dX ,  tam metrik uzay, f ve g,  X üzerinde tanımlı sürekli, örten bir 

dönüşüm olsun. Eğer  yxXyx  ,,  için 

               
   )(,)(,

)(,.)(,)(,)(,
.)(),(

22

ygydxfxd

ygydxfxdygydxfxd
kygxfd






    0)(,)(,  ygydxfxd  olacak şekilde bir 





 1,

3

2
k  sabiti varsa, f ve g nin bir 

ortak sabit noktası vardır. [13]

İspat: 0x , X’ de herhangi bir nokta olsun. nx  dizisini Teorem 2.3.1 deki gibi 

seçersek bazı n ler için 1 nn xx  ise o zaman, f ve g, ortak bir sabit noktaya sahiptir. 

Eğer her n için 1 nn xx  ise Teorem 2.3.4 deki eşitsizlik gereğince 

   
         

   
         

   1222212

12221212
2

1222
2

212

22221212

22221212
2

2222
2

1212

2212122

,,

,.,,,
.

)(,)(,

)(,.)(,)(,)(,
.

)(),(,























nnnn

nnnnnnnn

nnnn

nnnnnnnn

nnnn

xxdxxd

xxdxxdxxdxxd
k

xgxdxfxd

xgxdxfxdxgxdxfxd
k

xgxfdxxd



13

olur. O halde,

                 2
2121222212

2
1222 ,.1,.,.1,.0 nnnnnnnn xxdkxxdxxdkxxdk     

dir. Dolayısıyla 
 
 nn

nn

xxd

xxd
t

212

1222

,

,



  olmak üzere     01.1. 2  ktktk  elde edilir

Şimdi      1.1. 2  ktktktF  ile   ,0:F , 





 1,

3

2
k  fonksiyonu 

tanımlanırsa,     0231    ve010  kFkF  olur. Eğer   0  ,  10  tFr

denkleminin bir kökü ise, rt   için   0tF  dır. Dolayısıyla,

    

   
         

   
         

   1222

1222
2

1222
2

2222

2222
2

2222
2

2212

,,

,.,,,
.

)(,)(,

)(,.)(,)(,)(,
.

)(,,























nn

nnnn

nn

nnnn

nn

xxdxyd

xxdxydxxdxyd
k

xgxdyfyd

xgxdyfydxgxdyfyd
k

xgfydxxd

olur. n  için  xydk ,.0   elde edilir ki bu xy   olmasını gerektirir. )(yfx 

olduğu için )(xfx   dir. Benzer şekilde )(xgx  dir. Dolayısıyla x, f ve g nin bir 

ortak sabit noktasıdır.

Teorem 2.3.5:  dX ,  tam metrik uzay, f ve g,  X üzerinde tanımlı sürekli ve örten 

bir dönüşüm olsun. Eğer  yxXyx  ,,  için 

                 
   )(,)(,

)(,.)(,.,.)(,.,.)(,.
)(),(

ygydxfxd

ygydxfxdcyxdygydbyxdxfxda
ygxfd






    0)(,)(,  ygydxfxd  olacak şekilde negatif olmayan a, b ve c, a+b+c>2

gerçel sayıları varsa f ve g nin bir ortak sabit noktası vardır. [13]

İspat: Teorem 2.3.4 e benzer olarak yapılır.
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Sonuç 2.3.6:  dX ,  tam metrik uzay, f,  X üzerinde tanımlı sürekli ve örten dönüşüm 

olsun. Eğer  yxXyx  ,,  için

                 
   )(,)(,

)(,.)(,.,.)(,.,.)(,.
)(),(

yfydxfxd

yfydxfxdcyxdyfydbyxdxfxda
yfxfd






    0)(,)(,  yfydxfxd  olacak şekilde negatif olmayan a, b ve c, a+b+c>2

gerçel sayıları varsa f  nin bir sabit noktası vardır. (Popa, 1986; Teorem 2)

Teorem 2.3.7:  dX ,  tam metrik uzay, f ve g,  X üzerinde tanımlı sürekli, örten birer

dönüşüm olsun. Eğer  yxXyx  ,,  için

                 )(,.)(,.,.)(,.,.)(,.)(),(2 ygydxfxdcyxdygydbyxdxfxdaygxfd 

olacak şekilde negatif olmayan a, b ve c, 0a  veya 0b  ve 1 cba , gerçel 

sayıları varsa f ve g  nin bir ortak sabit noktası vardır. [13]

İspat: Teorem 2.3.4 e benzer olarak yapılır.

Sonuç 2.3.8:  dX ,  tam metrik uzay, f ,  X üzerinde tanımlı sürekli, örten bir,

dönüşüm olsun. Eğer  yxXyx  ,,  için

    

             )(,.)(,.,.)(,.,.)(,.)(),(2 yfydxfxdcyxdyfydbyxdxfxdayfxfd 

 olacak şekilde negatif olmayan a, b ve c, 0a  veya 0b ve 1 cba , gerçel 

sayıları varsa   f nin bir ortak sabit noktası vardır. (Popa, 1986; Teorem 1)
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2.4 BANACH DARALMA İLKESİ:

Teorem 2.4.1:  ba,  , R de bir kapalı aralık ve    babaf ,,:   sürekli bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda  ccf )( olacak şekilde  ba,  aralığında bir c sayısı vardır. [9]

İspat:  bax ,  için    xfxxT   olacak şekilde bir   RbaT ,:  dönüşümü 

tanımlayalım. Bu durumda, T  sürekli bir dönüşümdür. Eğer   aaf   olacağından 

  0aT  olur. Benzer şekilde,   bbf   olacağından   0bT  olur. Ara değer 

teoremi gereğince   0cT  olacağından, ccf )( olacak şekilde   ba,  aralığında 

bir c sayısı vardır.

Tanım 2.4.2  dM ,  bir metrik uzay ve f  fonksiyonu M nin kendi içine bir dönüşüm 

olsun. Myx  ,  için 

      ,.)(),( yxdkyfxfd 

olacak şekilde bir 10  k  sayısı varsa f ye bir daraltan dönüşüm denir.

Teorem 2.4.3 (Banach Daralma İlkesi): (Khamsi ve Kırk, 2001)  dM , tam metrik 

uzay ve MMT :  bir daraltan dönüşüm olsun. Bu durumda T, bir tek 0x  sabit 

noktasına sahiptir ve Mx  için 

0)(lim xxT n

n




dır. Ayrıca 

   )(,
1

),( 0 xTxd
k

k
xxTd

n
n


   olur. [11]

İspat: T  bir daraltan dönüşüm olduğuna göre Mx  için 

   )(,.)(),( 2 xTxdkxTxTd 

dir. Bu ifadenin her iki tarafına  )(, xTxd  ilave edilirse,

       )(,.)(,)(),()(, 2 xTxdkxTxdxTxTdxTxd 

bulunur. Buradan,

       )(),()(,)(,.)(, 2 xTxTdxTxdxTxdkxTxd 
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olur. Bu son ifade,

        )(),()(,1)(, 21 xTxTdxTxdkxTxd  

eşitsizliğine denktir. Şimdi  RM:  ,      )(,1 1 xTxdkx   şeklinde bir 

fonksiyon tanımlarsak

     )()(, xTxxTxd  

olur. Buradan Mx  ve Nnm ,  ise, 

       )()()(),()(),( 111 xTxTxTxTdxTxTd mn
m

ni

iim 



   

yazılır. Özellikle 1n  alınarak m  için limit alınırsa,

    


 )()(),( 1 xTxTxTd
m

ni

ii 

olur. Bu ise  )(xT n  in bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. M bir tam metrik uzay 

olduğu için, 0)(lim xxT n

n



 olacak şekilde Mx 0  vardır. T sürekli olduğu için, 

0
1

0 )(lim)(lim xxTxTx n

n

n

n
 


 …………  

yazılabilir. Bu son ifade 0x  noktasının T nin bir sabit noktası olduğunu gösterir. 

Teoremin ispatını tamamlayabilmek için 0x  ın tek olduğunun gösterilmesi gereklidir. 

y  , T nin başka bir sabit noktası olsun. Bu durumda     dan,

yyTx n

n



)(lim0

dir. Diğer taraftan

     )()()(),( 11 xTxTxTxTd mnmn   

eşitsizliğinde m  için limit alınırsa,

       )(),(1)(),( 11
0 xTxTdkxTxxTd nnnn  

elde edilir.

     )(,
1

)(),(1 11 xTxd
k

k
xTxTdk

n
nn


 

olduğundan,

   )(,
1

),( 0 xTxd
k

k
xxTd

n
n




sonucu bulunur.
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Örnek 2.4.1:     yxdbaX  yx,  ,  ,  ve XXT :  bir dönüşüm olsun. Eğer T

,  ba,  de sürekli  ba,  de türevlenebilir bir dönüşüm ve  bax ,  için,

1)(  kxT

ise, T nin X de bir tek sabit noktası vardır. Gerçekten de ortalama değer teoreminden 

 bayx ,,   için  yxc ,  olmak üzere,

   yxkyxcTyTxT  )()(

olur. Böylece Banach daralma ilkesi gereği T nin bir tek sabit noktası vardır.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanımlanan daraltan dönüşümlerin sabit 

noktası olması gerekmediği aşağıdaki örnekle gösterilmiştir.

Örnek 2.4.2:  1,0X  ve XXT :  , 
2

)(
x

xT   dönüşümü verilsin. Ayrıca X

kümesi üzerinde alışılmış metrik tanımlansın. Bu durumda,

   yxdyx
yx

yTxTd ,
2

1

2

1

22
)(),( 

olacağından, T bir daraltan dönüşümdür. Fakat T nin, X de bir sabit noktası yoktur.
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III. BÖLÜM

FUZZY KÜMELER , FUZZY METRİK UZAYLAR VE

FUZZY METRİK UZAYLARDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ:

3.1. Fuzzy Küme Kavramı: Şimdiye kadar, bir kümenin belirtilmesi, bu kümenin 

iyi tanımlanmış olması koşuluna bağlıydı. Başka bir deyişle, A kümesinin tanımlı 

olması için, evrensel kümeden seçtiğimiz bir x elemanı A kümesinin elemanı mıdır? 

Sorusuna kesinlikle evet ya da hayır demek gerekirdi. Bunu evrensel küme X olmak 

üzere, A kümesinin

 








ise      ,   0

ise      ,   1
için    A Ax

Ax
xXx 

ile tanımlı  1,0: XA  üyelik (karakteristik) fonksiyonu ile ifade ediliyordu. 

Zadeh’ in de ortaya koyduğu aşağıdaki tanıma göre, 10  r   olmak üzere, Xx

elemanı, A kümesinin üyelik derecesi r olan bir elemanı olmaktadır.  [14]

Tanım 3.1.1:  XxxX  :  evrensel kümesi verilmiş olsun. Xx için            

   1,0xA  olmak üzere, 

 1,0: XA

fonksiyonu ile tanımlı

       XxxxA A  :   kümesine, X in A fuzzy alt kümesi denir. A  fonksiyonuna 

A fuzzy alt kümesinin üyelik fonksiyonu,  xA  değerine x in üyelik derecesi veya 

değeri ve  XA  kümesine de A fuzzy alt kümesine ait elemanların üyelik 

derecelerinin kümesi denir. Bundan böyle “A kümesi” deyimi belirtili kümeyi ifade 

edecek. Fuzzy kümeler için, “A fuzzy kümesi” tabiri kullanılacaktır.
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0 ve 1 sayıları,   1,0  aralığının elemanları olduğundan her belirtili küme bir 

fuzzy küme gibi düşünülebilir. Örneğin, X evrensel kümesi,   boş kümesi ve A

kümesi

  
  

   XxxxA

Xxx

XxxX

A 





:

:0

:1



biçiminde ifade edilebilir.

Her A fuzzy kümesi,  1,0X  kartezyen çarpım kümesinin bir alt kümesi 

olduğundan, A fuzzy kümesine, X den  1,0  aralığına tanımlanmış bir fonksiyon 

gözüyle de bakılabilir. Kuşkusuz bu fonksiyon, A fuzzy kümesinin A  üyelik 

fonksiyonudur. Bunun için çoğu yazarlar A fuzzy kümesi ile A  fonksiyonunu 

özdeşleştirmişlerdir. Başka bir deyişle “A fuzzy kümesi” tabiri  yerine                  

“ A  fuzzy kümesi” tabirini kullanmışlardır. Bu bölümde her iki tabir de 

kullanılacaktır. Özellikle, A  fuzzy kümesi dediğimiz zaman A fuzzy kümesinin

kastedildiği anlaşılacaktır.

Tanım 3.1.2: nAAA ,...,, 21 boş olmayan kümeler ise,

                         niAxxxxA iin ,...,2,1,:,...,, 21 

kümesine n- boyutlu çarpım kümesi denir ve 

                       nAAAA  ...21

şeklinde gösterilir.

Tanım 3.1.3:  TtAt : , boş olmayan kümelerin ailesi ise 

                        içinher :, TtAxTtxA ttt 

kümesine sonsuz boyutlu çarpım kümesi denir. Burada T bir sonsuz indeks 

kümesidir.
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Tanım 3.1.4: 10  r ve Xx 0  olmak üzere









0

0

   ,0

   ,
)(için      

xx

xxr
xpXx

şeklinde tanımlı  1,0: Xp  üyelik fonksiyonunun belirttiği p fuzzy kümesine, X

in fuzzy noktası, 0x  a  p fuzzy noktasının dayanağı, r ye de p fuzzy noktasının değeri 

denir.

Tanım 3.1.5: Bir A fuzzy kümesinin üyelik fonksiyonu A  olsun. Eğer Xx için 

)()( xxp A

ise, p fuzzy noktası A fuzzy kümesine aittir denir.

Tanım 3.1.6: A ve B, X  in fuzzy alt kümeleri ve bu fuzzy kümelerin üyelik 

fonksiyonları A  ve B  olsun.

i. Eğer Xx için )()( xx BA    ise BA   dir.

ii. Eğer Xx için )()( xx BA    ise BA   dir.

X in üyelik fonksiyonu olarak  Xx  için 1)( xx  ve boş kümenin üyelik 

fonksiyonu olarak da 0)(  x alalım.

X in A ve B  fuzzy kümelerinin üyelik fonksiyonlarını A  ve B  ile gösterelim. 

Xx  için,

  )()()()(),(max xxxxx BABABA  

ve

  )()()()(),(min xxxxx BABABA  

şeklinde gösterilecektir.

Tanım 3.1.7: A ve B  fuzzy kümelerinin üyelik fonksiyonları sırası ile A  ve B

olsun. Bu durumda,

i. Eğer Xx için )()()( xxx BAC    ise CBA  .

ii. Eğer Xx için )()()( xxx BAK    ise KBA  .
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Tanım 3.1.8: X  in fuzzy kümelerinin bir ailesi   IiiA   olmak üzere bunların 

birleşimi ve arakesiti 

i. Eğer Xx için )()()( xeküsxx
ii A

Ii
AC 


  ise i

Ii
AC


 

ii. Eğer Xx için )()()( xebasxx
ii A

Ii
AK 


  ise i

Ii
AK


 

şeklinde ifade edilir. (eküs: en küçük üst sınır, ebas: en büyük alt sınır)

Tanım 3.1.9: X in bir fuzzy kümesi A ve bunun üyelik fonksiyonu A  ise, A nın CA

komplementi

)(1)(için    xxXx AAC  

olmak üzere  1,0: XCA
  üyelik fonksiyonu ile verilir. [2]

Tanım 3.1.10: X  in A ve B fuzzy kümeleri için,

A \ CBAB    ,  )()( BABABA CC 

olarak tanımlanır.  [17]

X in fuzzy kümeleri arasındaki birleşim ve arakesit işlemlerindeki özellikler, 

belirtili kümelerin birleşim ve arakesit işlemlerindeki özelliklerle aşağıdaki iki 

özellik hariç aynıdır.

Belirtili kümelerde;

 CAA   ve  XAA C 

olmasına karşın fuzzy kümelerde

 CAA   ve  XAA C 

olabilir.

Örnek 3.1.1: Xx için 
3

1
)( xA   ise 

3

2
)( xCA

   olur.

 
3

1

3

2
,

3

1
min)(),(min 










xx CC AAAA



  CAA

 
3

2

3

2
,

3

1
min)(),(max 










xx CC AAAA


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 XAA C 

X  üzerinde tanımlı bütün fuzzy kümelerin ailesi )(XM  ile gösterilecektir. Yani 

 XXM 1,0)( 

Ayrıca )(XM  kümesi sonsuz bir kümedir.  X

Tanım 3.1.11: X  in nAAA ,...,, 21 fuzzy kümeleri göz önüne alınsın. nX   nin 

nAAAA  ...21  fuzzy kümesi

 )(),...,(
1

21 iA

n

i
nA xxxx

i





olmak üzere  1,0: n
A X  üyelik fonksiyonu ile verilir.

Önerme 3.1.12: 

1)
tATttTt A    sup

özel olarak  BABA  ,max

2)
tBTttTt B    inf

özel olarak  BABA  ,min

3) AAC   1

4)      BABABAABA   ,0max1,min,min

5)
nnn AnA  suplimsuplim 

   
nnn AnA  infliminflim 

      ve eğer nn Alim  varsa o zaman 
nnn AnA  limlim   dir.

Tanım 3.1.13:  XM 1,0  , X in bir fuzzy alt kümesi olmak üzere

    )(.1,0,0 xyXyx  

ifadesine,   üyelik fonksiyonu altındaki alan denir.

Tanım 3.1.14: X boş olmayan bir küme ve   RI  1,0  olsun. X kümesinden  1,0

kapalı aralığı içine bütün fonksiyonların kümesi XI  olmak üzere, XI  ailesinin her 

bir elemanına X  de bir fuzzy küme denir. X kümesini  karakterize eden  1,0: A , 

Xx için   1xA  fonksiyonu alınırsa X kümesi;
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  XxxX  :1,

kümesi olarak alınabilir. Benzer olarak   XxX    ,  1,0:  için   0 x

alınırsa;

  Xxx  :0,

fuzzy kümesi olarak alınabilir. Her belirtili küme bir fuzzy kümesidir. (Zadeh, 1965)

Tanım 3.1.15:  1,0 olmak üzere Xx  için    xA olsun. Burada A

fuzzy kümesine sabit fuzzy küme denir. (Zadeh, 1965)

3.2 Fuzzy Metrik Uzaylar: Fuzzy metrik uzay kavramı Kavela, Seikkala ve Abu 

Osman tarafından birbirinden bağımsız iki farklı yaklaşım ile tanımlandı. Abu 

Osman aynı zamanda Banach’ ın klasik sabit nokta teoremini de fuzzyleştirdi. Sabit 

fuzzy kümesinde sayı teoremlerini başka birçok bilim adamı da çalıştı.

Tanım 3.2.1: (Abu Osman, 1983) XI üzerinde  1,0:  XX
x II  ve 

     xBxABA XxX  sup,  olarak tanımlı X metriği göz önüne alınsın. Bu 

durumda A , X üzerinde bir fuzzy metrik ve  X
XI ,  , X  de bir fuzzy metrik uzay 

olarak adlandırılır. [1]

Tanım 3.2.2: (Schweizer, Skaler 1960) Bir       1,01,01,0:   ikili işlemi verilsin. 

Eğer * işlemi;

i. Birleşmeli ve değişmeli,

ii. Sürekli,

iii.   aaa  1için      1,0

iv.          ve dbca  özelliğini sağlayan  1,0,,,  dcba  için dcba 

koşullarını sağlıyorsa, * işlemine sürekli t-norm denir. [9]

Örnek 3.2.1:  yxyxbaba ,min    ve.  biçiminde tanımlanan * işlemleri 

birer sürekli t-norm dur.
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Tanım 3.2.3: (Kramosil ve Michalek, 1975) X boş kümeden farklı herhangi bir 

küme, *,  bir sürekli t-norm ve M de   ,0XX  üzerinde bir fuzzy küme olsun. 

Eğer M , Xzyx  ,,  ve 0, st  için aşağıdaki şartları sağlıyorsa  ,, MX  üçlüsüne 

fuzzy metrik uzay denir.

i.   00,, yxM ,

ii.   y   x   1,, tyxM ,

iii.    txyMtyxM ,,,,  ,

iv.      stzxMszyMtyxM  ,,,,,, ,

v.      1,0,0:,, yxM  ,  soldan sürekli.

Eğer  ,, MX  bir fuzzy metrik uzay ise M ye X üzerinde bir fuzzy metriktir denir. 

[6]

1994 yılında George ve Veeramani yukarıdaki tanımı fuzzy metrik uzaylarda 

Hausdorff topolojisini elde etmek için aşağıdaki şekilde geliştirdiler.

Tanım 3.2.4: (George ve Veeramani, 1994) X  ,  , sürekli t-norm, ve M de 

  ,0XX  üzerinde aşağıdaki şartları sağlayan bir fuzzy küme olsun. 

Xzyx  ,,  ve 0, st  için;

i.   00,, yxM

ii.   y   x   1,, tyxM

iii.    txyMtyxM ,,,, 

iv.      stzxMszyMtyxM  ,,,,,,

v.      1,0,0:,, yxM , sürekli

Bu taktirde  ,, MX  üçlüsüne fuzzy metrik uzay denir. [6]
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Örnek 3.2.2: R alışılmış metrik uzay olmak üzere Rba  .  için baba . , 

Ryx  ,  ve 0t  için  

    
1

exp,,























 


t

yx
tyxM

olsun. Bu taktirde  ,, MR  bir fuzzy metrik uzaydır. Gerçekten,

(1) Ryx  ,  ve  0t  için   0
1

,,

1


























 












 

t

yx

t

yx

e

etyxM

(2)   1,, tyxM  olsun.

 

yx

yx

t
t

yx

ee

e

tyxM t

yx

t

yx




















 










 

                    

0                    

0,0                    

11
1

1,, 0

(3)    txyM

ee

tyxM
t

xy

t

yx
,,

11
,, 



(4) zyyxyyzxzx 

   11    ve11 





s

t

t

st

t

s

t

st
 olduğundan 

   
s

zy

t

yx

st

zx
zy

t

st
yx

t

st
zx
















 







 

     ve  olur.

        tzyMtyxMstyxM

eee s

zy

t

yx

st

zx
,,,,,,

1
.

11






(5)    ayxMtyxM
at

,,,,lim 


          ayxM

e
e

yx
ee a

yx

t
t

yx

t

yxat

at

,,
11

lim

11
lim

lim









O halde      1,0,0:,, yxM  süreklidir.
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Örnek 3.2.3: NX   olmak üzere Nba  ,  için baba .  , Nyx  ,  ve 0t

için  

 















ise  y    ,    

ise      ,    

,,

x
x

y

yx
y

x

tyxM

olsun. bu taktirde  ,, MN  fuzzy metrik uzaydır. Ancak N üzerinde 

   yxdt
tyxM

,

1
,,


  eşitliğini sağlayacak şekilde bir d metriği yoktur.

Örnek 3.2.4:  dX , bir metrik uzay, baba .  ve  Rnmk ,,  için 

   yxmdkt

kt
tyxM

n

n

,
,,


  olsun. Buna göre  ,, MX  bir fuzzy metrik uzaydır.

Tanım 3.2.5:  ,, MX  fuzzy metrik uzayında her Cauchy dizisi yakınsak ise bu 

uzaya tam fuzzy metrik uzay denir.  ,, MX  fuzzy metrik uzayında, her dizi 

yakınsak bir alt diziye sahip ise bu uzaya dizisel kompakt uzay ve dolayısıyla 

kompakt uzaydır denir.

Tanım 3.2.6: Bir      1,01,01,0:    ikili işlemi verilsin. Eğer   işlemi;

i. Birleşmeli ve değişmeli,

ii. Sürekli,

iii.   00için    1,0  aa ,

iv. ca   ve db   özelliğini sağlayan  1,0,,,  dcba  için dcba 

koşullarını sağlıyorsa,   işlemine bir sürekli t-conorm denir. [15]

Uyarı 3.2.7: Üçgensel norm ve conormların (t-norm , t-conorm) görüşü, fuzzy 

arakesitleri ve birleşimlerini ayrı ayrı karakterize etmek için kullandığımız aksiyom 

temelleri olarak bilinir. Bu görüşler Menger tarafından çalışması olan İstatistiksel 

Metrik Uzaylar da orijinal olarak gösterilmiştir. Birtakım örneklerde birçok yazar 
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tarafından bu görüşler ileri sürülmüştür. Aşağıdaki tanım Alaca, Türkoğlu ve Yıldız 

tarafından verilen Kramosil ve Michalek’ in sezgisel (intuitionistic) fuzzy metrik 

uzayı ve sezgisel metrik uzayın temel özellikleridir.

Tanım 3.2.8. X keyfi bir küme iken  ,,,, NMX  beşli değişkenler grubuna bir 

intuitionistic fuzzy metrik uzayı denir.  , bir sürekli t-norm,  , bir sürekli t-conorm, 

ve M, N aşağıdaki şartları sağlayan   ,0XX  üzerinde fuzzy kümeleri, 

Xyx  ,  ve 0, st  için;

i.     1,,,,  tyxNtyxM

ii.   00,, yxM

iii.   y   x   1,, tyxM

iv.    txyMtyxM ,,,, 

v.      stzxMszyMtyxM  ,,,,,,

vi.      1,0,0:,, yxM , soldan sürekli.

vii.   1,,lim 


tyxM
t

viii.   10,, yxN

ix.   yxtyxN        0,,

x.    txyNtyxN ,,,, 

xi.      stzxNszyNtyxN  ,,,,,,

xii.      1,0,0:,, yxN , sağdan sürekli.

xiii.   1,,lim 


tyxN
t

Bu durumda  NM , , X üzerinde bir sezgisel metrik uzaydır.    tyxNtyxM ,,    ve,,

fonksiyonları yakınlığın derecesini ve x ile y arasında ayrı ayrı t ye olan uzaklığın 

derecesini belirtir. [15]

Uyarı 3.2.9: Her  ,, MX  fuzzy metrik uzayı,   ,,1,, MMX  formunun bir 

sezgisel metrik uzayıdır, öyle ki  , sürekli t-norm ve  , t-conormu Xyx  ,  için 

    yxyx  111



28

Uyarı 3.2.10: Xyx  ,  için X sezgisel fuzzy metrik uzaylarda  ,, yxM

azalmayan,  ,, yxN  artmayandır.

Tanım 3.2.11:  ,,,, NMX  bir sezgisel fuzzy metrik uzay olsun. Bu durumda;

(a) 0t  ve 0p  için X üzerindeki bir  nx  dizilişine Cauchy dizilişidir     

denir. 

    0,,lim      ,      1,,lim  
txxNtxxM npn

n
npn

n

(b) 0t  için X içerisindeki bir  nx  dizilişine Xx  noktasına yakınsar 

denir.

    0,,lim      ,      1,,lim 


txxNtxxM n
n

n
n

  ve   sürekli iken limit eşsiz olarak )(v ve )(vi  dan ayrı ayrı sınırlanır. [15]

Tanım 3.2.12: Eğer X içerisindeki tüm Cauchy dizileri X içerisinde yakınsak ise  

 ,,,, NMX sezgisel fuzzy metrik uzayı tamdır denir. [15]

Tanım 3.2.13: Eğer X içerisindeki her dizi bir yakınsak alt dizi içeriyorsa 

 ,,,, NMX sezgisel fuzzy metrik uzayı dizisel kompakt veya kompakttır denir.

[15]

Örnek 3.2.5:  dX ,  bir metrik uzay olsun.  1,0, ba  için baba .  ve Xyx  ,

, 0, st  olmak üzere   ,0, XXM d  üzerinde 

   yxdt

t
tyxM d ,

,,




biçiminde tanımlanan  ,, dMX  bir G-V fuzzy metrik uzaydır ve bu biçimde 

tanımlanan fuzzy metriğine d tarafından indirgenen standart fuzzy metrik denir.
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İspat:

i. Xyx  ,  ve 0t  için   0,, tyxM d .

ii.       yxyxd
yxdt

t
tyxM d 


 0,1

,
,, .

iii.    xydyxd ,,   olduğundan    txyMtyxM dd ,,,,  .

iv.
       

                   

,,
,,,,

zyds

s

yxdt

t
szyMtyxM dd 






                     zydts

ts

yxdst

st

,, 








 
             zydyxdyxdstzydstst

st

,.,,.,.2

2






 
         stzxM

zxdst

st

zxdstst

st









 ,,  

,,2

2

                        

v.      1,0,0:,, yxM  süreklidir. (George ve Veeramani, 1994)

3.3 Fuzzy Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri:

Bu bölümde V. George ve P. Veeramani anlamındaki  ,, MX  fuzzy metrik 

uzaylar göz önüne alınacaktır.

Tanım 3.3.1:  ,, MX  bir fuzzy metrik uzay ve XXT :  bir dönüşüm olsun. 

Eğer Xyx  ,  , 0t  için, 

       







 1

,,

1
.1

,,

1

tyxM
k

tyTxTM

eşitsizliğini sağlayan bir  1,0k  sayısı varsa,  T  ye G-S fuzzy daraltan dönüşüm, k

ya da, T nin daraltan sabiti denir.
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Önerme 3.3.2:  dX , bir metrik uzay olsun.  dX , üzerinde bir XXT :

dönüşümünün daraltan sabiti k olan bir daraltan dönüşüm olması için gerek ve yeter 

koşul, d ile indirgenen  ,, dMX  standart fuzzy metrik uzayı üzerinde, T nin 

daraltan sabiti k olan bir G-S fuzzy daraltan dönüşüm olmasıdır.

Teorem 3.3.3: (Gregori ve Sapena, 2002)  ,, MX  fuzzy daraltan dizilerin G-V

Cauchy dizisi olduğu bir  G-V tam fuzzy metrik uzay olsun. XXT :  , daraltan 

sabiti k olan bir G-S fuzzy daraltan dönüşümü ise o zaman T nin bir sabit noktası 

vardır ve bu nokta tektir. [8]

İspat: Sabit bir Xx  alınsın ve  nx  dizisi Nn  olmak üzere  xTx n
n 

biçiminde tanımlansın. Her  0t  , Nn  için

       







 1

,,

1
.1

,,

1

1
2 txxM

k
txTxTM

olup tümevarımla 

    











1
,,

1
.1

,,

1

121 txxM
k

txxM nnnn

bulunur. Böylece  nx  dizisi G-V Cauchy dizisi olup,  ,, MX  , G-V tam 

olduğundan bir Xy  e yakınsar. n  için

       01
,,

1
.1

,,

1











txyM
k

txTyTM nn

olduğundan 0t  için

     1,,lim 


txTyTM n
n

olur. Buradan 
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    yxxTyT n
n

n
n

  1limlim

bulunur. Yani y , T nin bir sabit noktasıdır. Ayrıca, bu y noktası T nin tek bir sabit 

noktasıdır. Gerçekten   zzT   olacak biçimde T nin başka bir Xz  sabit noktası 

olsaydı,

      

      

       







































1
,,

1
.1

,,

1
.                    

1
,,

1
.1

,,

1
.                    

1
,,

1
1

,,

1

2

tzTyTM
k

tzyM
k

tzTyTM
k

tzyM
k

tzTyTMtzyM

n

olurdu. Burada n  için limite geçildiğinde,  1,0k  olduğundan 0lim 


n

n
k

olur ki buradan 

  zytzyM  1,,

bulunur.

Sonuç 3.3.4:  ,, dMX d metriği tarafından  indirgenen bir tam standart fuzzy 

metrik uzay ve XXT :  bir G-S fuzzy daraltan dönüşüm olsun. O zaman T nin bir 

sabit noktası vardır ve bu nokta tektir. 

3.4 Değiştirme Eşlemeleri İçin Ortak Sabit Nokta Teoremleri

Aşağıdaki teoremler Banach’ ın metrik uzaylarda daraltma prensibinin bir 

genelleştirilmesi olarak Jungck tarafından verilmiştir. 

Teorem 3.4.1:  f  ;  dX , tam metrik uzayının içine, sürekli bir eşlemesi olsun ve 

XXg :  aşağıdaki şartları sağlayan bir eşleme olsun
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i.    XfXg  .

ii. g ; f ile değiştirilebilir.

iii.          yfxfdkygxgdkXyx ,.,    10  için    ,  .

bu durumda  f  ve  g  nin tek bir sabit noktası vardır. 

Teorem 3.4.1 sezgisel fuzzy metrik uzaylarda aşağıdaki gibi kanıtlanabilir.

Teorem 3.4.2:   ,,,, NMX  bir sezgisel fuzzy metrik uzay ve XXg :

aşağıdaki şartları sağlayan bir eşleme olsun.

i.    XfXg  .

ii. f   sürekli.

iii. için  , Xyx   öyle bir  1,0k  sayısı vardır ki

         
         tyfxfNktygxgN

tyfxfMktygxgM

,,,,

,,,,




.

Bu durumda  X  kümesinde tanımlı  f ve g dönüşümlerinin tek bir sabit noktası 

vardır. [15]

İspat: Xx 0  olsun. Teoremdeki  i  den dolayı    01 xgxf   şartını sağlayacak 

bir 1x  sayısı bulabiliriz. Tümevarım yöntemi ile X içerisinde    1 nn xgxf  olacak 

şekilde bir  nx  dizisi tanımlayabiliriz. Yine tümevarım yöntemi ile 

         

   

    ,,,                                

                                

,,                                

,,,,

10

1

11

























n

nn

nnnn

k

t
xfxfM

k

t
xfxfM

txgxgMtxfxfM


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         

   

    



























n

nn

nnnn

k

t
xfxf

k

t
xfxf

txgxgNtxfxfM

,,N                                

                                

,,N                                

,,,,

10

1

11



Bunun sonucu olarak, herhangi pozitif  p  tamsayısı için; 

                        txfxfM pnn ,, 

        

        

    
        

         













































































110
)(

10

1
)(

1

110
)(

10

1
)(

1

,,,,

,,,,

,,

,,,,,

,,,,

pn
defap

n

pnpn
defap

nn

pnn

pn
defap

n

pnpn
defap

nn

pk

t
xfxfM

pk

t
xfxfN

k

t
xfxfM

k

t
xfxfN

txfxfN

pk

t
xfxfM

pk

t
xfxfM

k

t
xfxfM

k

t
xfxfM









Tanım 3.2.8  ,  vii   ve   xiii  den dolayı

        0,,lim  ,  1,,lim 1010 
















 nnnn pk

t
xfxfN

pk

t
xfxfM

bu şekilde devam edilirse,

     11  1,,lim 
txfxfM pnn

n

ve

     0.0,,lim  
txfxfN pnn

n
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Bu yüzden   nxf  bir Cauchy dizisidir ve dolayısıyla, X in tamlığından   nxf  , y

gibi bir noktaya yakınsar ve    1 nn xgxf  de aynı y  noktasına yakınsar.  iii den 

dolayı  f  nin sürekliliği, g nin sürekliliğini gerektirir. Bundan dolayı     nxfg  , 

dizisi  yg  noktasına yakınsar. Bununla birlikte, f  ve g , X üzerinde eşlemeler 

olduğundan        nn xgfxfg   ve dolayısıyla    nxgf  dizisi  yf  ye 

yakınsar. Limitlerin tekliği ile,    ygyf   dir ve bu eşitlikten      ygfyff 

elde edilir.

          

          
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Dolayısıyla, Tanım 3.2.8  ,  iii   ,   ix   ,   vii    ve   xiii en dolayı     yggyg 

şeklinde devam eder. Böylece         ygfyggyg   eşitliğinden  yg  , f  ve g

nin ortak sabit noktasıdır.

Eğer  y  ve z ,  f  ve g  nin ortak iki sabit noktası ise,
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Tanım 3.2.8   vii    ve   xiii     den dolayı

0,,lim   ,   1,,lim 

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
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Bu şekilde devam edilirse,

    0tz,y,N0   ,   1,,1  tzyM  , 

elde edilir ki bu da  zy   eşitliğini gerektirir.

Jungck kendi teoreminin , Banach’ ın daraltma prensibinden daha genel 

olduğunu bir örnek yolu ile göstermiştir. Dolayısıyla Teorem 3.5.2 aynı zamanda 

Grabiec’ in sonucunun genişlemesidir. 

Örnek 3.4.1:   yxyxd , olmak üzere  0:
1








  Nn

n
X d metriği ile 

birlikte olsun. Xyx  ,  ve   ,0t  için,
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Bu sebepten Teorem 3.4.2 nin tüm şartları sağlanmış ve dolayısıyla  f  ve g,  sıfır(0)

ortak sabit noktasına sahiptir.

Daha sonraki bir çalışmada Jungck, f ve g eşlemelerinin değişmeli hipotezini 

zayıflatmıştır. Jungck’ ın eşlemelerin uyumluluğunun belirli sezgisel fuzzy metrik 

uzay kullanarak Teorem 3.4.2 deki f ve g nin değişmeliliğini zayıflatılır.
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3.5 K-M Fuzzy Metrik Uzaylarda Banach Sabit Nokta Teoremi

Bu kesimde Kramosil ve Michalek anlamındaki fuzzy metrik uzaylar göz 

önüne alınacaktır.

Tanım 3.5.1:  ,, MX bir fuzzy metrik uzay ve XXT :  bir dönüşüm olsun. 

10  k  olmak üzere eğer T , Xyx  ,  için 

   tyxMktTyTxM ,,,, 

şartını sağlıyorsa T ye fuzzy G daraltan dönüşüm denir. (Grabiec, 1988)

Teorem 3.5.2:  ,, MX G tam K-M fuzzy metrik uzay olmak üzere Xyx  ,  için,

  1,,lim 


tyxM
t

 ……………  

özelliği sağlansın. Eğer XXT :  fuzzy G daraltan dönüşüm ise, X de T nin bir 

sabit noktası vardır ve bu nokta tektir. (Grabiec, 1988)

İspat: Herhangi bir Xx  alınsın ve  nx  dizisi, Nn  için  xTx n
n   biçiminde 

tanımlansın. O zaman, her Nn  ve 0t  için tümevarımla
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elde edilir. Böylece, pozitif bir p sayısı için fuzzy metrik uzay tanımındaki 

eşitsizlikler kullanıldığında
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eşitsizliği bulunur.    dan 
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elde edilir. Bu ise,  nx  dizisinin G Cauchy dizisi olduğunu gösterir.  ,, MX G tam 

olduğundan  nx  dizisi X de bir y noktasına yakınsar. Böylece:
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olur. Buradan yTy   bulunur. Ayrıca T nin bu sabit noktası tektir. Gerçekten zTz 

olacak biçimde bir Xz  olsaydı,
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n  olup   1,, tyzM  bulunur ki, bu ise yz   olduğunu gösterir.
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IV.BÖLÜM

İKİ FARKLI FUZZY METRİK UZAYDA SABİT NOKTA TEOREMLERİ

4.1 Regüler Fuzzy Metrik Üzerinde Sabit Nokta Teoremi:

Bu bölümde, Fischer ve Murthy’ nin klasik anlamda farklı iki metrik uzayda, 

iki dönüşüm çifti için vermiş oldukları sabit nokta teoremini K-M fuzzy metrik uzaya 

genişletecektir. Bunun için önce bazı tanım ve önteoremlere ihtiyaç vardır.

Önteorem 4.1.1:  ,, MX  bir K-M fuzzy metrik uzay ve  nx , X de bir dizi olsun. 

Eğer  nx  dizisi, X de bir x noktasına yakınsıyor, ve 0t  için  ,, yxM  sağdan 

sürekli ise o zaman 0t  için,

   tyxMtyxM n
n

,,,,lim 


  olur. [9]

Tanım 4.1.2:  ,, MX  bir K-M fuzzy metrik uzay ve  nx , X de bir dizi olsun. Eğer 

X de bir x noktasına yakınsayan her fuzzy daraltan   Xxn   dizisi Xyx  ,  ve 

0t  için 

   tyxMtyxM n
n

,,,,lim 


özelliğini taşıyorsa  tyxM ,,  fuzzy kümesine regülerdir denir. Bu tanım iki farklı 

fuzzy metrik uzay için aşağıdaki biçimde genelleştirilebilir.
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Tanım 4.1.3:  ,, MX ve  ,, NY iki K-M fuzzy metrik uzay,  nx  ve  ny  de 

sırası ile X  ve Y  de iki dizi olsun. Nn  için, 10  c  olmak üzere,
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koşulları sağlanıyorsa  nx  ve  ny  dizilerine bağlantılı fuzzy daraltan diziler denir.

Bu tanımda eğer  ,, MX =  ,, NY  ve   nx  =  ny  alınırsa  nx   dizisi tanım 

gereği bir fuzzy daraltan dizi olur.

Tanım 4.1.4:  ,, MX ve  ,, NY iki K-M fuzzy metrik uzay olsun. Eğer X de 

Xx  noktasına yakınsayan ve Y de Yy  noktasına yakınsayan  nx  ve  ny

bağlantılı fuzzy daraltan dizileri için Xv  ve Yw  olmak üzere,

   tvxMtvxM n
n

,,,,lim 


ve

   twyMtwyM n
n

,,,,lim 


ise M  ve N ye bağlantılı regüler fuzzy metrik denir.

Önerme 4.1.5:  ,, MX ve  ,, NY iki K-M fuzzy metrik uzay olsun. Eğer 

 ,, yxM  ve  ,,vuN , 0t  için sağdan sürekli iseler, M  ve N  bağlantılı 

regülerdir.
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Teorem 4.1.6: M  ve N  bağlantılı regüler olmak üzere,  ,, MX ve  ,, NY G tam 

K-M fuzzy metrik uzay ve XYTSYXBA  :,  ,  :,  dönüşümler olsun. 

YyyXxx  ,  ,  ,  için 10  c  olmak üzere,

       

   i
txBAxN

txTBxMtSAxxMtxxM
c

txTBSAxM

1
,,

1
                                                                                

,1
,,

1
,1

,,

1
,1

,,

1
max1

,,

1
































































ve

       

   ii
tYTSyM

tyATyNtBSyyNtyyN
c

tyATBSyN

1
,,

1
                                                                                

,1
,,

1
,1

,,

1
,1

,,

1
max1

,,

1
































































koşulları sağlansın. Eğer A, B, S, T  dönüşümlerinden en az biri sürekli ise, o zaman 

bir TBSAXz     ve   ,  dönüşümlerinin, bir Yw , BS  ve  AT  dönüşümlerinin tek 

bir ortak sabit noktasıdır. Ayrıca 

wBzAz       ve       zTwSw 

dir. 

İspat: X  de herhangi bir x  noktası alınsın.  

        322221111   ,    ,    ,    ,  yAxxTyyBxxSyyAx 

olmak üzere, genel olarak ,2,1n  için
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bulunur ve benzer şekilde yine  ii  eşitsizliği kullanıldığında
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ve benzer biçimde  iv  ve  vi  dan
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eşitsizlikleri elde edilir. Yani  nx  ve  ny  dizileri bağlantılı fuzzy daraltandır. Bu 

biçimde devam edilirse ,2,1n  için
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bulunur. Burada 10  c   olduğundan
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1
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n
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
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n
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olmasını gerektirir. Bir Np  için
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t
xxM

p

t
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olduğundan   1,,lim 
txxM pnn

n
 ve benzer biçimde   1,,lim 

tyyN pnn
n

 bulunur. 

Bu ise  nx  ve  ny  dizilerinin birer G Cauchy dizisi olduğunu gösterir.  ,, MX ve

 ,, NY G tam fuzzy metrik uzay olduklarından  nx  G Cauchy dizisi X de bir z

noktasına,  ny  G Cauchy dizisi de,  Y  de bir w noktasına yakınsar. A nın sürekli 

olduğu kabul edilirse,

wyAzAx n
n

n
n

  122 limlim
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olup

wAz 

olduğu görülür.  i  eşitsizliği kullanıldığında
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Ayrıca wAz   ve zTw   olduğundan wATw   elde edilir. A dönüşümü 

yerine B, S, T dönüşümlerinin herhangi biri sürekli seçilirse de yine benzer biçimde 

aynı sonuçlar elde edilir.
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zBzA 

dir.  i  ve  ii  eşitsizliklerinden
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BS ve AT  dönüşümlerinin w den başka bir sabit noktası w  olsun. Benzer 

şekilde wTwS    ve  ww   olduğu görülür.

Sonuç 4.1.7:  dX , ve  pY ,  iki tam metrik uzay ve XYTSYXBA  :,      ve:,

dönüşümler olsun. YyyXxx  ,,,  için 10  c  olmak üzere,

i.           xBAxpxTBxdSAxxdxxdcxTBSAxd  ,,,,,,,max,

ii.           yTSydyATydBSyydyydcyATBSyp  ,,,,,,,max,

koşulları sağlansın. Eğer A,B,S ve T dönüşümlerinden en az biri sürekli ise, o zaman 

bir TBSAXz     ve,  dönüşümlerinin, bir ATBSYw     ve,  dönüşümlerinin tek bir 

ortak sabit noktasıdır. Ayrıca 

wBzAz    ve  zTwSw 

dir.
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4.2 İki Farklı Fuzzy Metrik Uzay İçin Başka Bir Sabit Nokta Teoremi:

Teorem 4.2.1:  ,, MX  ve  ,.NY   Xyx  ,  için   1,,lim 


tyxM
t

, Yvu  ,

için   1,,lim 


tvuN
t

 ve X’ de xxn  , Y de uun   dizileri için YvXy  ,

olmak üzere    tyxMtyxM n ,,,,   ve    tvuNtvuN n ,,,,   n  koşullarını 

sağlayan G tam K-M fuzzy metrik uzaylar ve XYTSYXBA  :,      ve:,

dönüşümler olsun. YyyXxx  ,,,  için 10  c  olmak üzere,

            1.........,,,,,,,,,,,min,, txBAxNtxTBxMtSAxxMtxxMctxTBSAxM 

            2.........,,,,,,,,,,,min,, tyTSyMtyATyMtBSyyMtyyNctyATBSyN 

koşulları sağlansın. Eğer TSBA ,,,  dönüşümlerinin en az biri sürekli ise, o zaman bir 

TBSAXz     ve,  dönüşümlerinin bir, ATBSYw     ve,  dönüşümlerinin tek bir 

ortak sabit noktasıdır. Ayrıca

wBzAz    ve  zTwSw 

dir. [9]

İspat: X de  nx  , Y’ de  ny  dizisi Teorem 4.1.6 nın kanıtındaki gibi tanımlansın. 

 1  eşitsizliği kullanıldığında

   

        tyyNtxxMtxxMtxxM

ctTBxSAxMctxxM

nnnnnnnn

nnnn

,,,,,,,,,,,min                        

,,,,

212212122122

122212









ve buradan,

        3...........,,,,,min,, 122122212 tyyNctxxMctxxM nnnnnn  

bulunur. Benzer biçimde tekrar   1  eşitsizliği kullanılırsa

        4...........,,,,,min,, 2121222212 tyyNctxxMctxxM nnnnnn  
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elde edilir.  2  eşitsizliği kullanıldığında

   

        txxMtyyNtyyNtxyN

ctaTyBSyNctxyN

nnnnnnnn

nnnn

,,,,,,,,,,,min                        

,,,,

212122212212

212122









ve buradan,

        5...........,,,,,min,, 212212122 tyyNctxxMctyyN nnnnnn  

elde edilir. Benzer biçimde tekrar  2  kullanılırsa

        6...........,,,,,min,, 22122212212 tyyNtxxMctyyN nnnnnn  

elde edilir.  3  ve  5  eşitsizliklerinden

      

 

    tyyNtxxM

c

t
yyN

c

t
xxMtxxM

tyyNtxxMctxxM

nnnn

nnnnnn

nnnnnn

,,,,,min                          

,,,,,,,,min                          

,,,,,min,,

122122

122122122

122122122



































 7............

bulunur.  4  ve  6  eşitsizlikleri kullanılırsa

        8...........,,,,,min,, 22122212212 tyyNtxxMctxxM nnnnnn  

olur.  5 ,  6 ,  7  ve  8  eşitsizliklerinden

      tyyNtxxMctxxM nnnnnn ,,,,,min,, 111  

      tyyNtxxMctyyN nnnnnn ,,,,,min,, 111  

bulunur ve buradan,
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 





















































121121

111

,,,,,min                    

,,,,,min,,

nn

nnnnnn

c

t
yyN

c

t
xxM

c

t
yyN

c

t
xxMtxxM



ve

 





















































121121

111

,,,,,min                    

,,,,,min,,

nn

nnnnnn

c

t
yyN

c

t
xxM

c

t
yyN

c

t
xxMtyyN



elde edilir. Buradan,

 












































































,,,,,,min,,,,,,min

,,,,,,

1101101010

11

pnpnnn

pnpnnnpnn

pc

t
yyN

pc

t
xxM

pc

t
yyN

pc

t
xxM

p

t
xxM

p

t
xxMtxxM





bulunur. n  için   1,,  txxM pnn  olduğundan  nx  G Cauchy dizisidir. 

Benzer biçimde  ny  dizisinin de G Cauchy dizisi olduğu görülebilir.  ,, MX ve

 ,, NY G tam K-M fuzzy metrik uzay olduklarından  nx  dizisi X de bir z

noktasına,  ny  dizisi de, Y  de bir w noktasına yakınsar.

A nın sürekli olduğu kabul edilirse,

wyAzAx n
n

n
n

  122 limlim

olup

wAz 

olduğu görülür.  1  eşitsizliğinden



51

   
        tywNtxxMtSwzMtxzM

ctTBxSAzMctxSwM

nnnn

nn

,,,,,,,,,,,min                    

,,,,

221212

122








olup n  için 

   tSwzMctzSwM ,,,, 

dir. Buradan,

BSwwBz 

elde edilir.  1  eşitsizliği tekrar kullanılırsa

   
        tBzAzNtTwzMtzzMtzzM

ctTBzSAzMctTwzM

,,,,,,,,,,,min                    

,,,,




ve buradan,

   tTwzMctTwzM ,,,, 

dir. Yine buradan,

TBzzTw 

elde edilir.

A dönüşümü yerine B, S, T dönüşümlerinden herhangi biri sürekli seçilirse de 

yine benzer şekilde aynı sonuçlar elde edilir.

Bu sabit noktaların tekliği ise Teorem 4.1.6  nın ispatındaki ile benzer şekilde 

gösterilir.

.
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V. BÖLÜM

SONUÇLAR

Bu tez çalışmasının giriş kısmında sabit nokta teoreminin geçmiş yıllarda 

kimler tarafından işlendiğinden, genel tanımından ve matematikteki kullanım 

alanlarından bahsedilmiştir. 

Tezin ikinci bölümünde metrik uzayın tanımı yapılarak tam metrik uzay ve 

Banach uzayının tanımı verilmiştir. Yine bu metrik uzaylarda sabit nokta teoreminin 

nasıl kullanılabileceğinden bahsedilmiş ve sabit nokta teoreminde önemli yer tutan 

Banach daralma ilkesi tanımlanmıştır.

Daha sonraki bölümde fuzzy (bulanık) kümenin tanımı yapılmış, fuzzy metrik 

uzayın özelliklerinden bahsedilmiştir. Fuzzy metrik uzayda sabit nokta teoremleri 

verilmiş bu teoremlerin ispatları gösterilmiştir. Yine fuzzy metrik uzaylarda 

değiştirme eşlemeleri için kullanılan ortak sabit nokta teoremleri gösterilmiştir. Bu 

bölümde son olarak K-M (Kramosil ve Michalek) fuzzy metrik uzaylardaki sabit 

nokta teoremleri verilmiştir. 

Tezin son bölümünde ise son yıllarda üzerinde sık çalışılan iki farklı fuzzy 

metrik uzaydaki sabit nokta teoremleri ve bu teoremler için gerekli olan bazı tanım 

ve önteoremler verilmiştir.



53

KAYNAKLAR

 1 ABU OSMAN, M. T., Fuzzy metric spaces and fixed fuzzy sets theorem, 

Bull. Malaysian Math. Soc. , 6 (1983): 1-4, 

 2 Aydın, S., Belirtisiz Topolojik Uzayların Üzerinde Doğurduğu U-Topolojik 

Uzaylar, Hacettepe Üniversitesi Doktora Tezi, (1980)

 3 BÜLBÜL, A. ; (1994). Genel Topoloji

 4 CIRIC, LJ. B., A Generalizition of Banach’s Contraction Principle, 

Proceedings of American Math. Soc. 45 No.2 (Aug., 1974) 267-273

 5 CIRIC, LJ. B.,  SINISA N. JESIC, JEONG SHEOK UME ;  The 

existence theorems for fixed and periodic points of nonexpansive mappings in 

intuitionistic fuzzy metric spaces, Chaos, Solutions and Fractals, (2006) , baskıda.

 6 GEORGE, A., VEERAMANİ, P.  ; On some results in fuzzy metric spaces, 

Fuzzy Sets and Systems  64 (1994) 365-368

 7 GOEBEL, K.,  KIRK, W. A.   Topics in metric fixed point theory (1990) , 

Cambridge Stud. İn Adv. Math. 28 

 8 GREGORİ, V. AND SAPENA, A. ; On fixed-point theorems in fuzzy 

metric spaces, Fuzzy Sets and Systems  125 (2002) 245-252

 9 GÜNDOĞDU, F., Fuzzy metrik uzaylar ve sabit nokta teoremleri, Trakya 

Üniversitesi, Yüksek Lisans Tezi, (2004)

 10 GÜNDOĞDU, Ş.,,  Sabit Nokta Teoremleri, Gaziantep Üniversitesi Yüksek 

Lisans Tezi, (2005)



54

 11 KHAMSI, M. A.,  KIRK, W. A.,  An ıntroduction to metric spaces and fixed 

point theory; (2002) Pure and Appl. Math. (Dec. 2002)

 12 KÜTÜKÇÜ, S., Fuzzy metrik uzaylar ve sabit noktalar, Gazi Üniversitesi 

Doktora Tezi, (2006)

 13 Popa, V., Some fixed point theorems of expension mappings, Demonstratio 

Mathematica, 19 (1986), 699-702

 14 ŞAHİN, M., Genelleştirilmiş   cebirleri ve genelleştirilmiş bulanık 

ölçümler, Karadeniz Teknik üniversitesi Doktora Tezi, (2004)

 15 TÜRKOĞLU, D.,  ALACA, C.,  CHO, Y. J.,  YILDIZ, C.,  Common fixed 

point theorems in intuitionistic fuzzy metric spaces, J. Appl. Math. & Computing 22 

(2006) No.1-2,  411-424

 16 TÜRKOĞLU, D.,  RHOADES, B. E., A fixed fuzzy point for fuzzy 

mapping in complete metric spaces, Mathematical Communications  10 (2005) No.2, 

115-121

 17 Wang, Z. Ve Klir, G. J., Fuzzy Measure Theory, New York-Binghamton, 

(1989)

 18 Willard, S., General Topology, (1970)

 19 ZADEH, L. A.,  Fuzzy sets, Information and Control,  8 (1965) , 338-353


