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OZET

BULANIK OLCUM TEORISINDE
CARATHEODORY GENIiSLEME TEOREMI

KAHYAOGLU, Sedat
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog¢. Dr. Mehmet SAHIN
Temmuz 2008, 59 sayfa

Bu tezde, klasik Olgiim teorisinde yazilmis olan Caratheodory genisleme

teoremi bulanik 6l¢limler tizerinde incelenmistir.

Ilk olarak kiime simflarmin cebirsel yapilari ile bulamik kiimeler ve bu
kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar {izerinde durulmustur. Daha sonra klasik 6l¢iim

ve bulanik dl¢timler ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Son olarak Ol¢limiin genislemesi, bulanik olgiimlerin genislemesi ile ilgili
teoremler ve Caratheodory genisleme teoreminin bazi bulanik dlgiimler iizerindeki

ifadesi ile ilgili yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Olgiim, bulanik 8l¢iim, bulanik dlgiimlerin genislemesi,
bulanik 6l¢iimlerde Caratheodory olciilebilirlik, bulanik 6l¢iimlerde Caratheodory

genisleme teoremi.



ABSTRACT

CARATHEODORY’S EXTENSION THEOREM
ON FUZZY MEASURE THEORY

KAHYAOGLU, Sedat
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst Prof. Dr. Mehmet SAHIN
July 2008, 59 pages

In this thesis on Caratheodory’s extension theorem, written in clasiccal
measure theory, is studied on fuzzy measure theory.

Firstly, algebraic structure of clases of sets, fuzzy sets and algebraic structure
about this fuzzy sets is analyzied. Then basic definitions and theorems that are
clasiccal measure and fuzzy measures are mentioned.

Lastly, the theorems about extension of measures, extension of fuzzy
measures and the studies which is related to explanation of Caratheodory’s extension
theorems about some fuzzy measures are studied.

Key Words: Measure, fuzzy measure, extension of fuzzy measures,
Caratheodory measurability on fuzzy measures, Caratheodory’s extension theorem
on fuzzy measures.
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1. BOLUM
GIRIS

Olgiim kavrami matematigin temel konularindan biridir. Onceleri siiriideki
koyunlarin sayisi, ipin uzunlugu, tarlanin alani, kiipiin hacmi gibi basit, sonlu
kiimelerle ifade edilebilen kavramlar i¢in 6l¢iim kurallar1 bulunmus ancak sonralari
bilimin, 6zellikle matematigin gelismesiyle karsilasilan, sonsuz kiimelerle ifade
edilebilen daha karmasik yapilarin veya olaylarmn 8l¢iimii i¢in calisilmistir. Ornegin
reel dogru tizeride ‘0’ ile ‘1’ arasindaki reel sayilarin kiimesinin ([0,1] kapal1 aralig)
Olclimiinlin ne olacagi, bu kiimeden ‘0’ ve ‘1’ in ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin
((0,1) acik aralig1 veya reel dogru lizerindeki herhangi bir acik aralik) 6l¢iimiiniin ne
olacagi veya bu kiimeden biitiin rasyonel sayilarin ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin
Olclimiinlin ne olacagi gibi sorular iizerinde durulmustur. Ayrica basit yapilar igin
belirlenmis olan 6l¢iim kurallariin bunlar1 kapsayan daha karmasik yapilara nasil

genisletilecegi dnemli bir sorun olmustur.

Bu konularda &zellikle Fransiz matematikgiler Emile Borel (1871-1956) ve
Henri Lebesgue (1875-1941) in yapmis oldugu g¢alismalar bugiinkii klasik 6l¢iim
teorisinin temelini olusturmustur. Klasik 6l¢iim teorisindeki Ol¢timiin toplamsallik

ozelliginden dolay1 bu 6l¢iimlere toplamsal 6lgtim denilmistir.

Toplamsal olglimlerin cebirsel ifadesiyle ilgili olarak Yunan matematikgi
Constantine Caratheodory’nin yaptig1 ¢alismalar dnemli bir yer tutmustur. Ozellikle
Caratheodory tarafindan gelistirilen “‘bir kiime tiizerindeki 6l¢iimiin bu kiimedeki
sonuglar ayni kalmak tizere onu kapsayan bir kiimede de olglim olma sartlarini
saglayacak sekilde genisletilmesiyle’” ilgili calisma toplamsal dl¢limler i¢cin dnemli

katk1 saglamigtir.

Bilimin hizla ilerleyisine bagli olarak toplamsallik sartinin ¢ogu zaman
kisitlayict oldugu goriilmiistiir. Buna bagli olarak toplamsallik yerine monotonluk,

streklilik gibi daha esnek sartlar kullanilarak olusturulan Olgiim kurallar
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olusturulmustur. Bu konuda o6zellikle G.Choquet, Dempster, Shafer, Sugeno ve
Zadeh tarafindan onemli calismalar yapilmistir. Bu dl¢timler genel olarak bulanik

Olg¢iim olarak adlandirilir.

Bulanik 8lgiimler klasik dlciimlerin genellestirilmis halidir. Ozellikle Zadeh
tarafindan gelistirilen bulanik kiime teorisiyle birlikte klasik kiimelerin gergek
olaylarla daha ¢ok ortiisen bulanik kiimelere genellestirilmesine bagli olarak klasik

6l¢timlerinde bulanik dlgiimlere genellestirilmesi 6nemli bir konu olmustur.[25]

Son yillarda yapilan ¢alismalarla toplamsal 6l¢iimiin birgok 6zelligi bulanik
Olctimler i¢inde diizenlenebilmistir. Ancak bulanik Ol¢limlerin genislemesi igin
birgok calisma yapilmasina ragmen Caratheodory’nin toplamsal dl¢timlerde yaptigi
gibi genel bir genisleme teoremi yazilamamigtir. Bununla beraber bu tezin konusu
olan klasik 6l¢iimdeki Caratheodory Genisleme Teoremi’nin bulanik dlgtimler igin

genellestirilmesiyle ilgili ¢esitli makaleler yayinlanmistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde kiime siniflari, bulanik kiime kavrami, bulanik
kiimeler {izerindeki bazi1 cebirsel yapilar hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ugiincii
boliimde klasik ol¢im ile bulanik dlglimlerle ilgili baz1 tanim ve teoremlere yer
verilmigtir. Dordiincii boliimde ise bulanik dl¢limler lizerindeki genisleme teoremleri
ile Caratheodory Genisleme Teoremi’nin bu olgiimlerdeki ifadesiyle ilgili yapilan

caligmalar tizerinde durulmustur.



2. BOLUM
KUME BIiLGILERIi

Olgiim kavrami bir kiime fonksiyonu oldugundan dolay1 kiimelerin cebirsel
yapilart 6nemlidir. Bu bdliimde, iizerinde Sl¢lim kuraminin tanimlanacagi kiime
siniflart ve bu kiime siniflarinin trettikleri halkalar ve cebirler ile bulanik kiimeler ve
bulanik kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve teoremler
tizerinde ¢aligilmigtir. Bu boliimiin kiime siniflari ile ilgili kismi [25, 4, 15], bulanik

kiimeler ile ilgili kism1 Zadeh’in [28] ¢alismasindan derlenmistir.

2.1. Kiime Siniflari

Tamim 2.1.1. X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu kiime kuvvet kiimesi

olarak adlandirilir ve P(X) ile gosterilir. P(X) in alt kiimelerine sinif denir.

Tamim 2.1.2. Bos olmayan bir R sinifina asagidaki sartlari sagliyorsa halka denir,
VE,FER;, EUFER ve E—F€R. (2.1.1)

Onerme 2.1.1. Bos kiime halkanm bir elemanidir.

Teorem 2.1.1. Her halka birlesim, kesisim ve simetrik fark islemleri altinda kapalidir
ve tersten birlesim, kesisim ve simetrik fark iglemleri altinda kapali olan bostan farkl

her kiime sinifi bir halkadir.
Ispat.

EAF=(E—-F)U(F—E) ve ENF = (EUF)— (EAF).
Tersten,

EUF = (EAF)A(ENF) ve E—F = (EAF)NE. n



Teorem 2.1.2. Bos olmayan ve kesisim, fark ve ayrik kiimelerin birlesimi altinda
kapali olan her sinif bir halkadir.

Ispat. Teorem 2.1.1. ve asagidaki esitlik kullanildiginda ispat yapilmis olur.
EAF =[E—(ENF)JU[F - (ENF)]. ]

Ornek 2.1.1. Sinirlt bir X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin olusturdugu smf bir

halkadir.
Ornek 2.1.2. X bir reel dogru olsun,
X = (0,0) = {x| —o0 < x < ©}.

Biitiin sinirli, soldan kapali, sagdan agik araliklarin sonlu birlesimleri,

n
U{x|—oo<ain<bi<oo},
i=1

bir halkadur.
Tamim 2.1.3. Bos olmayan bir R sinifina asagidaki sartlar1 sagliyorsa cebir denir,
VE,F €Ricin EUF €R ve E €R.

Teorem 2.1.3. Cebir, X kiimesini i¢eren bir halkadir, tersten, X kiimesini igeren bir

halka, cebirdir.

Ispat. R bir cebirolsun. E—F =ENF =(EUF),eger EERise X=EUE€R

oldugundan teoremin birinci kism1 gdsterilmis olur.

Tersten, eger R, X kiimesini iceren bir halka ise VE € R i¢cin E = X —E € R

oldugundan ikinci kisimda gosterilmis olur. [

Ornek 2.1.3. Biitiin sonlu kiimeler ve bunlarin tiimleyenlerinden olusan sinif bir

cebirdir.



Tamm 2.1.4. Asagidaki sartlar1 saglayan ve bos olmayan bir S kiime sinifina yar:

halka denir.
1)VE,FES icin ENF €S,

2)VECFeS, i=12,..,nicmE=CycCic--cC,=F,D;,=C —Ci_1 €S

olacak bi¢imde S ’nin iginde sonlu bir {Cy, Cy, ..., C,,} kiime sinifi vardir.
Her halka bir yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkanin bir elemanidir.

Ornek 2.1.4. X kiimesinin tek elemanl biitiin alt kiimelerini ve bos kiimeyi iceren

kiime sinifi bir yar1 halkadir.

Ornek 2.1.5. X kiimesi bir reel dogru olsun. Biitiin simirli, soldan kapali, sagdan acik

araliklarin sinifi bir yar1 halkadir.

Tamm 2.1.5. Bos olmayan bir F kiime sinifina asagidaki sartlar1 saglarsa o-halka

denir,
1) VE,F€F icin E—F € F,
2)VE, € F,i =12, .., icin U, E, € F.
Bir o-halka sayilabilir birlesim altinda kapali olan bir halkadir.

Onerme 2.1.2. Bir c-halka sayilabilir kesisim altinda kapalidir. Bundan dolay1 eger
F bir o-halka ve {E,,} € F bir kiime dizisi ise,

lim, supE,, € F ve liminfE, € F (2.1.2)
n
olur.

Ornek 2.1.6. Sayilabilir kiimelerin smifi bir o-halkadir.

Tamim 2.1.6 X kiimesini igeren bir c-halkaya o-cebiri denir.



Ornek 2.1.7. Sayilabilir kiimelerden ve bunlarin tiimleyenlerinden olusan kiime

smifi bir o-cebiridir.
Onerme 2.1.3. Eger F bir c-halka ise F U {E|E € F} bir c-cebiridir.

Tammm 2.1.7. Bos olmayan ve her {E,} € M monoton kiime dizisi i¢in eger

lim, E, € M ise M kiime simifina monoton sinif denir.
Onerme 2.1.4. Bir c-halka bir monoton siniftr.
Onerme 2.1.5. Bir halka ayn1 zamanda bir monoton sinif ise bu bir o-halkadur.

Ornek 2.1.8. X reel dogru olsun. Biitiin araliklarin smifi bir monoton simftir. (Bos

kiime ve tek elemanli kiime: @ = (a, a] ve {a} = [a,a])

Tammm 2.1.8. T herhangi bir indeks kiimesi olmak iizere V{E.|t € T} c F, icin

U.E: € F, ve N, E;, € F, ise bos olmayan Fy, siifina diizenli stnif denir.

Onerme 2.1.6. Diizenli sinif bir monoton siniftir.

Ornek 2.1.9. X = [0,1] olsun. a € [0,1] olmak iizere [0,a) veya [0,a] bi¢imindeki

biitiin kiimelerin sinifi bir diizgiin siniftir.

Onerme 2.1.7. E sabit bir kiime olmak iizere, eger S kiime sinifi bir c-halka ise

S N E de bir o-halkadir.

Teorem 2.1.4. § bir smif olsun. § sinifin1 kapsayan en kiigiik bir R halkas1 vardir.
HerRve Ry DS icin RD S = R D Ry.

Ro, S smiufinin direttigi halka olarak adlandirilir ve R(S) ile gosterilir.

Ispat. P(X), S smifim kapsayan bir halkadir. S yi kapsayan halkalarin kesisimide
yine S yi kapsayan bir halkadir. Bu Ry halkasidir. Rp n tekligi asikardir. ]

Benzer sekilde S nin {drettigi o-halka, monoton smif ve diizenli simf

tanimlanip sirastyla, F(S), M(S), Fp(S) ile gosterilebilir.



Ornek 2.1.10. X bir sonsuz kiime olsun. Eger S biitiin tek elemanli kiimelerin sinifi

ise R(S) biitiin sonlu kiimlerin ve F(S) biitiin sayilabilir kiimelerin sinifidir.

Ornek 2.1.11. X reel dogru olsun. Eger S biitiin acik araliklarm smifi ise M(S) biitiin
araliklarmn simifi ve Fy(S)=P(X) dir.

Onerme 2.1.8. Eger S; C S, ise K (S;) € XK (S,) dir, burada K yerine R, F, M

veya F, den herhangi biri alinabilir.

Teorem 2.1.5. § bir yar1 halka olsun. R(S), § deki biitiin kiimelerin sonlu, ayrik

birlesimlerinin sinifidir.

Teorem 2.1.6. F(8)=F(R(S)).

Ispat. ilk olarak § © R(S) oldugundan Onerme 2.1.8.’e gore,
F(S) c F(R(S)).

Ikinci olarak F(S8) o § ve F(S) bir halka oldugundan F(S) o R(S) olur.
Ayrica F(S) bir o-halka oldugundan,

F(S) 2 F(R(S)),
olur. Boylece,
F(S) = F(R(S)). m

Ornek 2.1.12. X reel dogru ve S de Ornek 2.1.5. deki yar1 halka olsun. Bu durumda
F(S) ye Borel cebiri denir ve B ile gosterilir. B deki kiimeler Borel kiimesi olarak
adlandirilir. B ayn1 zamanda sirasiyla biitiin agik araliklarin simifi, biitiin kapal
araliklarin sinifi, biitiin soldan agik sagdan kapali araliklarin simifi, biitiin soldan

kapali sagdan acik araliklarin sinifi veya biitiin araliklarin smifi tarafindan iiretilen

bir c-halkadir.

Teorem 2.1.7. § bir kiime sinifi ise

F(8) = {UtET Nses, Es |[Es € 8,5, ve T herhangi indeks kiimeleri } olur.
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Ispat. Esitligin sag tarafi § ile gosterilsin.
i) St ve T tek elemanli olabileceklerinden & O §.
i) Bileske isleminin birlesme 6zelliginden &, bileske islemine gore kapalidir.

i) § deki kesisim ve bileske isleminin yer degistirebilmesinden ve kesisimin

birlesme 0zelliginden, & kesisim islemine gore kapalidir.

Bu yiizden &, § yi iceren bir diizgiin siniftir ve § > F,(S). Tersten, S i
kapsayan her diizgiin simf § yi de kapsar buradan F,(S) > & Sonug olarak
F,(S) = & bulunur. [

Teorem 2.1.8. Eger S herhangi bir sinif ve A herhangi bir kiime ise,
FSENA=FSNA). (2.1.4)
Benzer sekilde halka, monoton sinif ve diizgiin sinif i¢inde ayni ifade gegerlidir.
Ispat.
i) F(S) N A bir o-halkadir ve S N A y1 kapsar, bu yiizden
FSENADFS NA)
olur.

i) F={EIENAE€F(SNA),EE€F(S)} olsun, § bir o-halka ve F > S olur.
& D F(S) oldugundan VE € F(S) i¢cin E N A € F(S N A) olur. Buradan

FS)NACFSNA
bulunur, sonug olarak
FS)NA=F(S NA).

elde edilir. -



Ornek 2.1.13. B reel dogru iizerinde bir Borel cebiri olsun. B N [0,1], birim aralik
tizerindeki Borel cebiri olarak adlandirilir. Bu, [0,1] deki biitiin araliklarin sinifi

tarafindan uretilen o-halkadir.
Teorem 1.9. Eger R bir halka ise M (R) = F(R) olur.

Sonug 2.1.1. Bir halkay1 kapsayan bir monoton sinif, bu halkanin {irettigi o-halkay:
da kapsar.

2.2. Baginti, Sirali Kiimeler ve Latisler

Tamm 2.2.1. E ve F bos olmayan kiimeler olsun. E X F kartezyen ¢arpiminin bir R
altkiimesine E kiimesinden F kiimesine bir baginti denir. Eger (a,b) € R ise “a ve b,

R ile baglidr” denir ve aRb ile gosterilir.

Ornek 2.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Bir kiime islemi olan ‘c’ islemi P(X)

de bir bagintidir.

Tamim 2.2.2. R, E den F ye bir bagint1 olsun. F den E ye R™! = {(b,a)|(a, b) € R}

bagintisina R nin tersi denir ve asagidaki gibi gosterilir;
aRb © bR 'a.
Onerme 2.2.1. RY)'=R
Tanim 2.2.3. R, E kiimesinde bir bagint1 olsun. R bagintisina Va, b,c € R igin;
1) aRa ise yansiyan,
2) aRb iken bRa ise simetrik,
3) aRb ve bRc iken aRc ise gecisken denir.

Tamm 2.2.4. E kiimesindeki bir R bagintisina eger yansiyan, simetrik ve gecisken

ise denklik bagintisi denir.



Tanmm 2.2.5. E kiimesinin ikiser ikiser ayrik alt kiimelerinden olusan {Ey, E;, ...,.E,; }

kiime sinifina eger Ui E; = E ise E nin bir par¢alanisi denir.

Tanim 2.2.6. R, E kiimesinde bir denklik bagimtisi olsun. Vx € E i¢in [x] = {y|xRy}
siifina E deki bir denklik sinifi denir. R tarafindan olusturulan E deki biitiin denklik

smiflart E /R ile gosterilir ve E nin R tarafindan boliimii denir.

Onerme 2.2.2. R, E kiimesinde bir denklik bagintis1 olsun. Her x,y € E igin

[x] = [y] & xRy
olur ve E/R, E nin bir pargalanisidir.

Tamm 2.2.7. E kiimesindeki bir R bagintisina, her a,b € E igin aRb ve bRa iken

a = b ise anti simetriktir denir.

Tamm 2.2.8. R, E kiimesinde bir bagint1 olsun. Eger R bagintis1 yansiyan, anti

simetrik ve gecisken ise R ye kismi siralama bagintisi denir.
Ornek 2.2.2. (P(X), ©) bir kismi siralama bagmtisidir.

Tamim 2.2.9. (P, <) bir kismi siralama bagintisi ve E < P olsun. Eger her x € E i¢in
a € P ve x <aise ayaE kiimesinin st sinirt denir. Eger E kiimesinin her b st
smirt igin a < b ise a ya en kiiciik tist sinir veya supremum denir. E kiimesinin en

kiigtik tist simirt ‘sup E’ veya ‘VE’ ile gosterilir.

Benzer sekilde, eger her x € E i¢in a € P ve a < x ise a ya E kiimesinin alt
swmirt denir. Eger E kiimesinin her b alt simirt igin b < a ise a ya en biiyiik alt sinir
veya infumum denir. E kiimesinin en biiyiik alt simri , “infE’ veya ‘AE’ ile
gosterilir. Ege E sadece x ve y gibi iki elemandan olusuyorsa V{x, y} yerine x vV y ve
N{x, y} yerine x A y kullanilir.

Onerme 2.2.3. Eger E c P kiimesinin bir supremumu veya infumumu varsa bu
tektir.
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Tamim 2.2.10. (P, <) bagintis1 kismi sirali olsun. Eger x,y € Piginx Vy veyax Ay
varsa (P, <) bagintisina sirasiyla st yart latis veya alt yart latis denir. Eger hem {ist

yart latis hem de alt yar latis ise latis denir.

Ornek 2.2.3. (P(X), ©) bagmusi bir latisdir. Her E,F c X igin E U F = sup{E, F}
ve ENF =inf {E,F} olur.

Tamm 2.2.11. (P, <) bagmtis1 kismi sirali olsun. Her x,y € P igin x <y veya

y < x ise (P, <) e tam swralama bagintist denir.
Ornek 2.2.4. Reel sayilar kiimesinde ‘<’ islemi bir tam siralama bagmtisidir.

2.3. Bulanik Kiimeler

Bulanik Kiime, 1961 yilinda Azeri bilim adami Zadeh tarafindan temelleri
olusturulan bir mantik yapisidir. Klasik yaklasimda bir varlik ya kiimenin elemanidir
ya da degildir. Matematiksel olarak ifade edildiginde varlik kiime ile olan liyelik
iligkisi bakimindan kiimenin elemani oldugunda ‘1’ kiimenin elemani olmadigi
zaman ‘0’ degerini alir. Bulanik kiime, klasik kiime gdsteriminin genisletilmesidir.
Bulanik kiimede her bir elemanin iiyelik derecesi vardir. Elemanlarin tiyelik derecesi,
[0,1] araliginda herhangi bir deger olabilir ve bu u(x) tiyelik fonksiyonu ile

gosterilir.

Ornek olarak normal oda sicakligi 23 derece olarak kabul edilirse, klasik
kiime kuramina goére 23 derecenin iizerindeki sicaklik dereceleri sicak olarak kabul
edilir ve bu derecelerin sicak kiimesindeki iiyelik dereceleri ‘1” olur. 23’tin altindaki
sicaklik dereceleri ise soguktur ve sicak kiimesindeki iiyelik dereceleri ‘0’ olur.
Soguk kiimesi temel alindiginda bu degerler tersine doner. Bulamik Kiime
yaklasiminda iiyelik degerleri [0,1] aralifinda degerler almaktadir. Ornegin 14
derecelik sicaklik igin iiyelik derecesi ‘0°, 23 sicaklik derecesi igin iiyelik degeri
‘0,25’ olabilir.

Bu kisimda Zadeh’in [28] c¢alismasindan yararlanilarak bulanik kiime

kavrami ile bulanik kiimelerde temel islemler {izerinde durulmustur.
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X bos olmayan bir kiime olsun. X kiimesindeki bir bulanik kiime (veya X in

bir bulanik alt kiimesi) u: X — [0,1] tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir. Eger,

sup u(x) =1

XEX

ise bulanik kiimeye normal denir. Klasik kiimelerde oldugu gibi bulanik kiimeler
A,B,C, ... gibi biyilik harflerle ve bunlarin iiyelik fonksiyonlart pgu, ug, uc, ... ile
gosterilir. py(x) e x elemaninin A kiimesindeki iiyelik derecesi denir. X in biitiin
bulanik alt kiimelerin sinifi §F(X) ile gosterilir. P(X) deki klasik E kiimesi bir
xe: X = {0,1} karakteristik fonksiyonu ile gosterilebildiginden 6zel bir bulanik
kiimedir dolayisiyla P(X) c &(X) olur.

Tamm 2.3.1. Eger her x € X igin uy(x) < ug(x) ise A € B denir.

Tanmm 2.3.2. Bulanik kiimelerde bileske islemi, A U B, ‘V’ en biiyiik islemcisi olmak

lizere asagidaki bigimde tanimlanir;

tavg(x) = ua(x) vV ug(x), vx €X. (2.3.1)

Tanim 2.3.4. Bulanik kiimelerde kesisim islemi, A N B, ‘A’ en kiigiik islemcisi

olmak iizere agsagidaki bicimde tanimlanir;

tang(x) = pa(x) App(x), Vx€X. (2.3.2)

Benzer bigimde eger {A;|t € T} bulanik kiimelerin bir smifi ise U;er A; Ve
Nier A,  bulanik  kiimeleri de aym lyelik fonksiyonlar1  kullanilarak

supier Ma, (x) ve infier pug, (x) ile bulunur.

Tamm 2.3.5. A bir bulanik kiime olsun. A min tiimleyeni, A, asagidaki gibi

tanimlanir;
ui(x) =1—-pu,(x), Vx€X. (2.3.3)

Teorem 2.3.1. Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri asagidaki

ozelliklere sahiptir;
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Tumleme:

Tek kuvvet:

Degisme:

Yutma:

A=A

AUA=A
ANA=A
AUB=BUA
ANB=BnNA

AUANB)=A

An(AuB)=A

Evrensel ve bos kiime de yutma: AuX =X
ANG =0
Ozdeslik: ANX=A
Aup=A
Birlesme: AUBUC)=(AUB)UC
An(BNC)=(ANnB)nC
Dagilma BN (UierAy) = Uer(B N Ap)
B U (Neer Ac) = Neer(B U Ap)
De Morgan kurallari: Uier Ar = Nyer A,

Neer Ae = UtETA_t

Klasik kiimelerdekinden farkli olarak pi,,7(x) # py (%), Hana(x) # up(x) olabilir.

Ornek 2.3.1. X = {a, b, c} ve A, B, C bulanik kiimelerinin {iyelik fonksiyonlar1 igin

bunlarin kiime iglemleri asagidaki gibi olur;

13



0,0 x=c
0.6, x=a
) = { zb
0.2, x=c
0.1, x=a
,uC(X) = {01 X = b
1, x=c
04, x=a
,LLAUc(X) = {07, x=05>b
1, X=cC
0.1, x=a
Panc(x) = { 0, x=b
0, x=c
04, x=a
pup(x) =40, x=0>b
08, x=c
06, x=a
ui(x) =40.3, =b
1, X=c
0.6, x=a
.uAU/T(x) = {07' x=b
1, x=c
# Uy (x)
04, x=a
.uAnA(x) = {03' X =
0, x=c
* Ug(%).

Ornek 2.3.2. X =[0,100], insanlarmn yas dénemlerinin araligi olsun. Buna gore

insanlarin G, ‘gen¢’ bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu;
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1 , x <25
uG(x)z{(éLO—x)/lS, 25 <x <40
0 , x =40

ve Y, ‘yasli’ bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu;

0 , x <50
Uy (x) = {(x —50)/15, 50 <x <65
1 , X =65

ise 28 yasin G bulanik kiimesine tiyelik derecesi 0.8 iken 45 yasin hem G bulanik
kiimesine hem de Y bulanik kiimesine iiyelik derecesi 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla
45 yasindaki birisine geng denilemeyecegi gibi yaslida denilemez. Bu iiyelik

fonksiyonlarma gore ‘geng¢ degil’, ‘yash degil’, ‘genc degil ve yash degil’ kiimeleri

asagidaki gibi olur;
0 , x <25
,ug(x)={(x—25)/15, 25 <x <40
1 ) x =40
1 , x <50
uy (x) ={(65—x)/15, 50 < x <65
0 , x = 65
0 , x <25
(x —25)/15, 25 <x <40
Uznr () = 1 , 40 <x <50
(65—x)/15, 50<x <65

L o

, x = 65

boylece Y € G yani ‘yasl’ ise ‘gen¢ degildir’ oldugu anlagilir. Bu iiyelik
fonksiyonlarina gére 32 yasindaki bir insanin ‘Geng¢’ bulanik kiimesine ait tiyelik

derecesi yaklasik 0.6, “Yasli’ bulanik kiimesine ait iiyelik derecesi 0 olur.

Yukaridaki iiyelik fonksiyonlar1 yasin hangi alanla ilgili olduguna gore
diizenlenebilir. Ornegin bir insanin futbolcu olmasina gére 32 yasindaki birisine geng
denilemez dolayisiyla ‘Geng’ bulanik kiimesine iiyelik derecesi 0, ‘Yasli” bulanik
kiimesine tiyelik derecesi 1 olabilecekken yine ayni yastaki bir insana bir sirkette {ist

diizey yonetici olmasi ile ilgili olarak yasli denilemez dolayisiyla iiyelik dereceleri

15



‘Geng’ bulanik kiimesi i¢in 1, ‘Yasli” bulanik kiimesi i¢in 0 olacak sekilde

diizenlenebilir.

Tamim 2.3.6. A € F(X) olsun. {x|us(x) > 0} klasik kiimesi A nin destegi olarak

isimlendirilir ve suppA ile gosterilir.

Tanmim 2.3.7. A € F(X) olsun. Her a € [0,1] i¢in {x|us(x) = a} ve {x|us(x) > a}
klasik kiimelerine «a — kesim ve glicli a — kesim kiimeleri denir ve sirasiyla

A,, A+ ile gosterilir.

Ornek 2.3.3. Yukaridaki 6rnekte G bulanik kiimesi igin 0.2 ve 0.6 kesim kiimeleri
GO.Z = [0,37] ve GO.6 = [0,31] olur.

Tamim 2.3.8. X = (—o0, o) olsun. Eger her ¢ € (0,1] i¢cin A, bir sonlu kapali aralik
ise A € §F(X) bulanik kiimesine bulanik say1 denir. Eger A bulanik kiimesinin iiyelik

fonksiyonu a, b reel say1 ve b > 0 olmak {izere

0 , x<a—bveyax>a+b

(x) = (x—a+b)/b, a—b<x<a
Halx) = (a+b—-x)/b, a<x<a+b
1 , xX=a

ise A ya liggensel bulanik say1 denir.

Her {iggensel bulanik say1 bir bulanik sayi, her reel say1 6zel bir liggensel

bulanik say1 ve buradan her reel say1 ayn1 zamanda bulanik sayidir.

Tamim 2.3.9. X = (—o0,00) olsun. Eger her x4, x,, x3 € X i¢in x; < x, < x3 iken
ta(x2) = pa () A pg(x3)

ise A € (X) bulanik kiimesine konveks denir.

Teorem 2.3.2. Her bulanik say1, (—o0,00) un konveks bulanik alt kiimesidir ve

bunlarin liyelik fonksiyonlari iistten yart siireklidir.
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Tammm 2.3.10. A,B bulanik sayilar olsun. Bu durumda A+ B,A—B,A.B,A/B

asagidaki gibi tanimlanirlar:

ta+p(2) = iuP (14 ) A pug (W],
x+y=z

pa-p(z) = sup [ua(x) Aug(y)],

X—y=z

tap(z) = sup [us(x) A ug(¥)],

xX.y=z

u%(Z) = sup [pa(x) App()].

x
—=z,y#0
y y

2.4. L — Bulanik Kiimeler

Bulanik kiimeler ilk olarak “ L- Fuzzy Sets” adli yazisi ile J.A. Goguen [9]
tarafindan genellestirilmistir. Yazarin ¢alismasi L.A. Zadeh tarafindan incelendikten
sonra yayimlanmistir. Burada, latis degerli fonksiyonlar kullanilmigtir. [0,1] araliginin

0zel bir latis olmasina karsilik, genel anlamda latisler diistiniilmiistiir.

Tamim 2.4.1. Bir X kiimesi lizerinde bir L- bulanik kiimesi y: X —-L seklinde taniml
bir fonksiyondur, burada L bir latisdir. Boylece bulanik kiimelerin esitligi onlarin

fonksiyonlar olarak esitligi olur.

Tanmm 2.4.2. LX, X den L latisine olan fonksiyonlarin kiimesi olsun. u, 9 e L*  xeX

i¢in

(v ) (x) = p(x)vI(x)
ve

(W A9)(x) = p()A9(x)
ifadeleriyle L* in kendisi de bir latis olur.

L¥ deki siralama u<t < VxeX icin u(x)<9(x) olarak verilir.
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Tam latisler i¢cin homomorfizma kavrami genel latislerden daha o6zeldir.

Ly, L, tam latisler [: L; — L, ye tanimli bir doniisiim olsun. Eger
[(Vierai) = Vigr l(a;) (2.4.1)

ise [ nin bir homomorfizma oldugu bilinmektedir. Yukaridaki ifadenin duali de

gecerlidir.

En biiyiik ve en kiiciik esitsizligi herhangi bir latis i¢in gegerlidir. Bu durum,

tam latislerde indislerin sonsuz olmasi halinde de dogrudur.
Nz (Vizgaij) 2 Vit (A= ai ). (24.2)
Onerme 2.4.1. L dagilimli latis ise, LX de dagilimli latistir.
Ispat: f, g, heL* olsun. Bu takdirde asagidaki esitlik saglanir;
(FADVR)®) = ((F(O) AgD) V(D)
= (FOVA®O) A (g v h(©®)

=(fvh) A(gVvh)(®).

2.5. Bulanik Cebir

X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden olusan bir 6 © F(X) smifina asagidaki

sartlar1 sagliyorsa bulanik cebir denir

i)0y €c (herx € X,c € [0,1] igincy(x) =)

ii)A€cise A'Ec

iii) A,B €c ise AUB € c. Burada eger iii) {A,},eny € o iSe Upen 4, € o olursa

bulanik o-cebiri denir.[13]
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3.BOLUM
OLCUM

Bu boliimde klasik anlamdaki 6l¢iim kavrami ile bulanik dlgiimler hakkinda

genel tanim ve teoremler incelenmistir.

3.1. Klasik Ol¢iim

Klasik anlamdaki Ol¢timler toplamsal Olgiimler olarak da adlandirilir. Bu
konuda Emile Borel, Henry Lebesgue’in ¢alismalar1 temel kaynaklar olmustur. Daha
sonra Caratheodory [1] bu ¢alismalari cebirsel yapida incelemis ve dlgiilebilirlik ve
genigleme teoremlerini yazmistir. Klasik 6lgtimlerle ilgili olarak [10], [15] 6nemli

kaynaklardir.

Tanmm 3.1.1. A, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve u, A cebirinde
genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar saglandig takdirde u

ye ol¢iim denir;
) u(@) =0,
ii)vVAe A, u(d)=0,

Iii) VA, € A ikiser ikiser ayrik dizisi ve U;—1 4, € A igin
u(Us=q Ay) = Yo u(4,)  (sayilabilir toplamsallik 6zelligi)

Eger ,u(Ufl=1 An) =Yk _ u(4,) alinirsa sonlu toplamsallik ézelligi denir.
Onerme 3.1.1. u, A cebiri lizerinde bir 6l¢iim olsun.

i) A C B,A€AB € Aicin u(4) < u(B).
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i) Eger 4, € A, 1 <n<oove Up_ A4, icin; u(Ur-14,) < X1 u(4,)
(sayilabilir alt toplamsallik 6zelligi).

ispat.

i)B=AU (B —A);buradan A; = A, A, =B —A, ven> 2i¢in A,, = @ ise u niin
sayilabilir toplamsalligindan p(B) = u(A) + u(B — A)ve u(B) = u(A)olur.

i) n>1icin 4, = B; ve B, = A, — U'{' 4; olsun.V nicin B, € A,B, € A, Ve

B, ler ikiser ikiser ayrik kiimeler ise Uy —; B, = U;—1 4, € A . Buradan,
u(Un=14,) = u(Unz1 By) = X u(By) < Znzi n(4n).
Onerme 3.1.2. U, A cebiri tizerinde bir 6l¢tim olsun.
I)Eger A, € A1, A EA,1<n <o ve Up_14, EA, ise
u(Unz Ap) = limy, o pu(Ay). 3.1.1)
i) Eger A, D Apiq, Ap EA,1<n < oo, u(A;) <o ve Ny—1 4, €A, ise
p(Ny=1 Ap) = limy, o, p(Ay). (3.1.2)
Ayrica, 1) den sonlu toplamsal p i¢in sayilabilir toplamsallik bulunur.

3.2. Bulamk Olgiimler

Bulanik 6l¢iimlerle ilgili ¢esitli tanim ve kavramlar gelistirilmistir. Bulanik
Olgim disiincesi ilk olarak Sugeno [20,21] tarafindan tasarlanmigtir. Sugeno ayni
zamanda A-bulamik él¢iimin de yazaridir. Benzerlik 6lgiimii Wang [23] tarafindan
diizenlenmistir. Makul ve giivenirlik 6l¢timleri Shafer [19] tarafindan gelistirilmis ve
Dempster[3] tarafindan alt ve iist olasiliklar olarak diizenlenmistir. Bunlar Dempster-
Shafer kanit teorisi olarak da bilinir. Bu teorinin bulaniklastiriimasi ile ilgili daha
sonra basta Hohle [11], Dubois ve Prade [5], Yen [27] olmak {izere ¢esitli caligmalar
yapilmistir. Olanak ve gereklilik 6lgtimleri makul ve giivenirlik 6lgtimlerinin 6zel bir
hali olarak Shafer [18,19] ve bulanik kiime baglaminda Zadeh [29] tarafindan
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diizenlenmistir. Ayrica bu dlgiimler olanak teorisi ad1 altinda Dubois ve Prade [6,7,8]

de kapsamli olarak incelenmistir.
3.2.1. Bulanik 6l¢iim ve yar siirekli bulanik 6l¢iim
X bos olmayan bir kiime, §,X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir

smifi ve u: § = [0,] genisletilmis reel degerli, pozitif bir kiime fonksiyonu olsun.

Tanmm 3.2.1 u, (X, S) lizerinde tanimli y: § — [0, o0) a bir kiime fonksiyonu olmak

tizere asagidaki sartlar saglanirsa p ye monoton él¢iim denir:

1) u(®) =0,
2)E €S, FeSveE C Fiseu(kE) < u(F).

Tanim 3.2.2. pu,(X,S) lizerinde tanimli bir kiime fonksiyonu olmak tizere asagidaki

sartlar saglanirsa p kiime fonksiyonuna bulanik él¢iim denir.
u(@) =0, @ €eSise
ii)E €S, FeSveE c Fiseu(E) < u(F) ( monotonluk)

i) {E,}c8, E;cE,c--, ve Uy_ E, €Sise
lim, u(E,) = u(Uy=1 E,) (istten siireklilik)

iV) {En} cS, El - EZ D oeee, ,Ll(El) < oo, ve n;.lozl En € Sise
lim, u(E,) = u(Ny—1 E,) (alttan stireklilik)

i), i), iii) veya i), ii), iv) Ozellikleri saglanirsa, u fonksiyonuna sirasiyla
azalan veya artan yari siirekli bulanik ol¢iim denir. Ikisine de kisaca yari siirekli
bulanik ol¢iim denir. Ayrica bulanik 6l¢iim veya yari siirekli bulanik 6l¢tim p igin

X € §ve u(X) = 1 ise u fonksiyonuna normal denir.

Genelde p fonksiyonunun tanimlandigi § sinifi bir monoton sinif, yari halka,
halka, cebir, o-halka, o-cebiri veya kuvvet kiimesi olarak géz oniine alinir. Eger u,
(X,F) de bir bulanik 6l¢iim (veya yar siirekli bulanik 6lgtim) ise (X,F,u) ye bir

bulanik 6l¢iim uzayi ( veya yart siirekli bulanik 6l¢iim uzay1) denir.
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Bir yar1 halka iizerindeki bulanik dl¢ltimde, klasik dl¢timdeki toplamsallik
yerine monotonluk, siireklilik ve bos kiimede sifir olma gelir. Bunun yaninda bulanik

Olclime toplamsal olmayan 6l¢iim de denir.

Ornek 3.2.1. y, (X, F) iizerinde tamiml1 ve her E € F icin x, , X kiimesinde sabit bir

nokta olmak tizere

. 1, X €EE
,Ll(E) - {0’ X0 $ E

bi¢iminde tanimlanan Dirac 6l¢timii bir normal bulanik 6l¢iimdiir.

R,X kimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve g, (X,R) lizerinde
tanimli bir normal bulanik 6l¢iim (normal artan yar1 siirekli veya normal azalan yari

stirekli bulanik 6l¢iim) olsun. Eger v, (X, R) de bir kiime fonksiyonu ve
v(E)=1-pu(E)

ise v de bir normal bulanik 6l¢lim (sirasiyla, normal artan yari siirekli veya normal

azalan yar siirekli bulanik 6l¢iim) diir. v ye u niin es bulanik 6l¢iimii denir.
3.2.2 A-Bulanik 6l¢iim
Tanim 3.2.3. suppu = supges U(E) ved € (—$, 00) U {0} olmak iizere,
E €S, FeS, EUFeES veENF =0,
H(E U F) = p(E) + u(F) + A. u(E). u(F) 3.2.1)

ise u kiime fonksiyonu, § sinifi iizerinde A —kuralini saglar denir. Eger,

i{ni“:l[l +ApE)] -1}, A#0

i=1 U(ED), A=0

u(UiL  Ep) = (3.2.2)

ise birlesimleri de § de olan her sonlu ayrik {Ej,...,E,} kime sinifi i¢in y, §

tizerinde sonlu A —kuralini saglar.
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Eger,

ST+ ()] - 13, A0

Z?il ”(El)ﬁ A= 0

n(UZ, E) = (3.2.3)

ise birlesimleri de § kiime sinifinda olan her ayrik {E, } kiime dizisi i¢in g, § lizerinde

o- A —kuralin1 saglar.

A =0 oldugunda A-kurali, sonlu A-kurali, o-A-kurali sirasiyla toplamsal,

sonlu toplamsal, o-toplamsal olur.

Teorem 3.2.1. Eger § = R bir halka ve u, A—kuralin1 sagliyorsa sonlu A—kuralinida

saglar.

Ornek 3.2.2. X = {a, b} ve S = P(X) olsun. Eger,

~

=

Il

o o
R R NO
1 oy It
Il
RS Er SRS
——

ise A =05 oldugunda u, A-kuralin1 saglar. § siifi bir sonlu halka oldugundan

i, sonlu A —kuralinida saglar.

Tanmm 3.2.4. Eger u, u(E) < oo olacak bigimde en az bir E € S kiimesi varken § de

o-A—kuralin1 sagliyorsa p kiime fonksiyonuna § tizerinde A-bulanik 6l¢iim denir.

A-bulanik ol¢iim genellikle g; ile gosterilir. S, o-cebir ve g, (X) =1
oldugunda A-bulanik olg¢tim Sugeno dl¢iimii olarak da adlandirilir. YukaridaKi

ornekteki kiime fonksiyonu bir Sugeno 6l¢timiidiir.

Teorem 3.2.2 Eger g,, bos kiimeyi iceren S kiime sinifinda bir A-bulanik 6l¢iim ise

g(®) = 0 ve gy, sonlu A —kuralini saglar.

Teorem 3.2.3. Eger g; bir § yari halkasi iizerinde bir A-bulanik 6l¢iim ise g

monotondur.
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Teorem 3.2.2 ve Teorem 3.2.3 den A-bulanik 6l¢timlerin siirekli ve buradan

bir yar1 halka tizerindeki A-bulanik 6l¢iimlerin bir bulanik 6lgiim olduklar anlagilir.

Teorem 3.2.4. g, bir § yar1 halkasi tizerinde bir A-bulanik 6l¢iim olsun. g;, 4 < 0

ise alt toplamsal, A > 0 ise iist toplamsal ve A = 0 ise toplamsaldir.

Teorem 3.2.5. g;, R halkas1 lzerinde bir A-bulanik 6l¢iim olsun. Buradan her

E,F € R igin,

_ _ ga(E)—gy (EnF)
) gE-F)= 1+A.g) (ENF)

_ ga(E)+gy (F)—g) (EnF)+A.g; (E).g) (F)

— 1—g; (E) . . .
3) g\ (E) = ﬁ:ﬂ) (R bir cebir ve g; normal ise)

ozellikleri saglanir.

3.2.3. Benzerlik Ol¢iimii

Tanim 3.2.5. a € [0,) olsun, genisletilmis reel degerli 6:[0,a] — [0, ]
fonksiyonu siirekli, kesin artan ve a nin sonlu olup olmamasmna gore

6(0) = 0 ve 81 ({o0}) = @ veya {oo} ise 6 ya T-fonksiyonu denir .

Tammm 3.2.6. Tanim bdlgesi p yii igeren bir 8 T-fonksiyonu varsa ve her E €
S i¢in S iizerinde tanimlanmis (6 o w) = 6(u(E)), fonksiyonu toplamsal ise u ye
benzer-toplamsal denir. § smnifinda tanimlanmis 8 o u fonksiyonu bir klasik 6lgiim
olacak sekilde 6 T-fonksiyonu varsa u ye benzerlik 6l¢iimii denir.6 T- fonksiyonu

na u niin uygun T-fonksiyonu denir.

Bir normal benzerlik 6l¢iimii, benzerlik olasiligi olarak adlandirilir. Her

klasik 6l¢tim uygun T-fonksiyonuna 6zdes fonksiyon ile benzerlik dl¢iimiidiir.

Teorem 3.2.6. Bir yar1 halka {izerindeki her benzerlik Slgiimii benzer toplamsal

bulanik 6l¢timdiir.
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Teorem 3.2.7. u, R halkasi tizerinde benzer toplamsal ve (@) = 0 olsun. Eger u, R

de alttan siirekli (veya iistten siirekli) ve sonlu ise benzerlik 6lgtimiidiir.

Sonug¢ 3.2.1. Bir halka iizerindeki her benzer toplamsal bulanik 6l¢iim bir benzerlik

Olgtimii diir.

Teorem 3.2.8. 1 # 0 olsun. Her A-bulanik dl¢iim k herhangi bir sonlu pozitif reel

say1 olmak lizere asagidaki uygun T-fonksiyonu ile g, bir benzerlik 6lgtimiidiir,

Infigt +2
0,(x) = %, y € [0, supg, . (3.2.4)

Tersten eger p bir klasik 6lgiim ise 8; o u bir A-bulamik 6lgiim diir,

eklx _1
1 )

07 (x) = x € [0, 0], (3.2.5)

k herhangi bir sonlu pozitif reel say1
Sonug 3.2.2. Bir yar1 halka tizerindeki A —kurali sonlu A —kurali ile esdegerdir.

Sonug 3.2.3. Bir yar1 halka tizerindeki her A —bulanik 6l¢iim stireklidir.

Sonu¢ 3.2.4. Bir halka ilizerinde A-kurali ile siireklilik birlikte o-A—kuralina
esdegerdir. Bu yiizden bir halka {izerinde A —kuralin1 saglayan her bulanik 6l¢iim bir

A-bulanik 6lgtimdiir.

Klasik 6l¢timdekine benzer bigimde bir yar1 halka {izerinde A —kuralin1 (veya
benzer toplamsalligi) saglayan bir bulanik 6l¢iim o-A—kuralin1 saglamayabilir (veya

benzerlik dl¢limii olmayabilir).

Sonu¢ 3.2.5. Eger g,, R cebiri lizerinde bir normal A-bulanik 6l¢iim ise asagidaki
gibi tammlanmis u es bulanik Slgim w(E) =1 —g,(E), herE € R igin aym

zamanda R iizerinde bir normal A-bulanik dl¢timdiir ve A = % dir.
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3.2.4. Giivenirlik ve makul él¢iimleri

Tanmm 3.2.7. P(P(X)), P(X) in kuvvet kiimesi olsun. Eger p, (P(X), P(P(X))) de
bir ayrik olasilik 6l¢iim ve p({@}) = 0 ise m: P(X) — [0,1] ve her E € P(X) i¢cin

m(E) = p({E})

bi¢iminde tanimlanmig m kiime fonksiyonuna P(X) de bir temel olasilik atamasi

denir.

Teorem 3.2.9. m: P(X) — [0,1] fonksiyonu asagidaki sartlar saglanirsa ancak ve

ancak bir temel olasilik atamasidir;
1)m(®) =0
2) Xperym(E) = 1.

Tanim 3.2.8. m, P(X) de bir temel olasilik atamasi ise Bel: P(X) — [0,1] ve
E € P(X) ig¢in Bel(E) = ),pcg m(F) bigiminde tanimlanan fonksiyona gzivenirlik

olciimii denir.

Teorem 3.2.10. Bel, (X, P (X)) de bir glivenirlik 6l¢iimii ise asagidakiler saglanir;
1) Bel(®) =0

2)Bel(X) =1

3) Bel(U1 E)) = Ycq,.muzo(— D' 1Bel(Nig ;) {Ei, ... En}, P(X)’in herhangi

bir sonlu alt sinifi ve |I|, I’'nin kardinalitesi
4) Bel iistten siireklidir.
Teorem 3.2.11. Her giivenirlik dl¢iimii monoton ve iist toplamsaldir.

Tanmm 3.2.9 Eger m, P(X) de bir temel olasilik atamas ise Pl: P(X) — [0,1] ve her
E € P(X) i¢in PI(E) = Yrnpzpm(F) bi¢iminde tanimlanan Pl kiime fonksiyonu
(X, P(X)) de bir makul 6l¢iim olarak adlandirilir.
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Teorem 3.2.12. Eger Bel ve Pl ayn1 temel olasilik atamasi ile diizenlenmis giivenirlik

ve makul 6l¢timler ise her E C F i¢in asagidakiler saglanir
Bel(E) = 1— PI(E) ve Bel(E) < PI(E). (3.2.6)
Teorem 3.2.13. Eger PI, (X, P(X)) de bir makul dl¢iimii ise asagidakiler saglanir;
1) PI(P) =0
2) PI(X) =1

3) PLUNL ED < Yien,.npizo(—DIPL(Uig B, {Ey, ..., E,}, P(X)’in herhangi

bir sonlu alt sinifi.
4) Pl alttan stireklidir.
Teorem 3.2.14. Her makul 6l¢iim monoton ve alt toplamsaldir.

Teorem 3.2.15. (X, P(X)) deki her ayrik olasilik 6lgiimii p, hem giivenirlik hem de
makul O6l¢iimdiir. Temel olasilik atamasinin benzeri P(X) in tek elemanlh
kiimelerinde odaklanir. Tersten, (X, P(X)) deki olasilik dl¢timiiniin sonucu olarak
eger m, P(X) in tek elemanl kiimelerinde bir temel olasilik atamasinin odaklanmasi

ise m ile diizenlenmis giivenirlik ve makul 6l¢timler ¢akisir.

Teorem 3.2.15. Bel ve Pl temel olasilik atamasi m ile diizenlenmis olsun. Eger Bel

Pl ile ¢akisirsa m sadece tek elemanli kiimelere odaklanir.

P(X) de tanimlanmis Sugeno Olciimleri, X sayilabilir oldugunda giivenirlik ve

makul 6lgtimlerin 6zel 6rnekleridir.

Teorem 3.2.16. X sayilabilir ve g, (A # 0), (X, P(X)) de Sugeno dl¢limii olsun. Bu

durumda g,, A > 0 iken bir giivenirlik 6l¢timii, A < 0 iken bir makul 6l¢iimdiir.
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3.2.5. Olanak ve gereklilik ol¢iimleri

Tamim 3.2.10. T herhangi bir indeks kiimesi ve birlesimleri de S de olan § sinifinin
her {E;|t € T} alt smifi i¢in u(Uer E;) = supser u(E,) ise u ye S tizerinde bulanik

toplamsal (f-toplamsal) denir.

Eger S bir sonlu sinif ise E; € S,E;, € S ve E; UE, € § olmak iizere y niin
S deki f-toplamsalligi daha basit bir esitlik olarak, u(E; U E;) = u(E;) V u(E,)

haline dontisiir.

Tammm 3.2.11 u(E) < o olacak sekilde E € S var ve u, § de f-toplamsal ise u
genellestirilmis olanak élgiimii olarak adlandirilir. Genellikle genellestirilmis olanak

Olctiimii  ile gosterilir.

Tamim 3.2.12. Eger , P(X) de bir genellestirilmis olanak 6l¢iimii ise her x € X i¢in
fx) =m({x}) 3.2.7)

bi¢iminde X tizerinde tanimlanmig f fonksiyonuna yogunluk fonksiyonu denir.

Teorem 3.2.17. Her genellestirilmis olanak 6lgiimii = bir azalan yari siirekli bulanik

Ol¢lim diir.

Tamim 3.2.13. P(X) de tanimlanmig bir normal genellestirilmis olanak 6l¢iimii 7 ye

olanak 06l¢limii denir.

Teorem 3.2.18. Eger f , bir olanak 6l¢iimii 7 nin yogunluk fonksiyonu ise

SUpxex f(x) = 1.

Tersten, eger f(x):X — [0,1] fonksiyonu yukaridaki sarti saglarsa f, bir olanak
Olgimii m olarak benzersiz bigimde diizenlenebilir ve f, z nin yogunluk
fonksiyonudur. Benzer bir sonuca genellestirilmis olanak dlglimleri igin ulagilabilir:
Her f(x):X — [0,00) fonksiyonu benzersiz bi¢imde P(X) de bir genellestirilmis

olanak dl¢timii = olarak belirlenebilir her E € P(X) i¢in m(E) = sup,eg f(x) olur.

Tamim 3.2.14. Eger 7, P(X) de bir olanak dl¢timii ise her E € P(X) igin
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v(E) =1—n(E)
fonksiyonu P (X) de gereklilik 6l¢iimii olarak adlandirilir.

Teorem 3.2.19. Bir v: P(X) — [0,1] kiime fonksiyonu bir gereklilik ol¢timiidiir
ancak ve ancak T bir indeks kiimesi, {E;|t € T}, P(X) in bir alt sinifi ve v(@) = 0

icin asagidaki saglanir;
v(N¢er Ey) = infier v(Ey).
Teorem 3.2.20. Her gereklilik 6l¢iimii bir artan yar siirekli bulanik 6l¢tim diir.

3.2.5. Sonlu bulanik él¢iimlerin 6zellikleri

Bu bolimde S smaifi olarak o-halka F alimacaktir.

Teorem 3.2.21. Eger u bir sonlu bulanik 6l¢iim ise limiti olan her {E,} < F dizisi

i¢in
limp(Ey) = p(lim £,)
n
olur.
Tamim 3.2.15. Eger F deki her ayrik {E,,} dizisi i¢in
lirrln u(E,) =0
ise u ye tam denir.

Teorem 3.2.22. Eger u bir sonlu artan yari siirekli bulanik 6l¢tim ise tamdir.

Sonuc 3.2.6. Olgiilebilir uzaydaki her sonlu bulanik 8l¢iim tamdar.
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4.BOLUM
OLCUMUN GENISLEMESI

Bu boliimde once genislemenin tanimi ardindan toplamsal oOlgiimlerde
Caratheodory anlaminda dis 6l¢iim, olgiilebilirlik ve genisleme teoremi, daha sonra
bulanik oOl¢limlerin genislemesi ile ilgili bazi tanim ve teoremler son olarak
Caratheodory anlaminda genislemenin bulanik dl¢iimler iizerinde yazilmasi ile ilgili

yapilmis bazi ¢aligmalar incelenmistir.

4.1. Klasik Ol¢iimde Caratheodory Genisleme Teoremi

Tamm 4.1.1. §; ve §,, X kiimesininin alt kiimelerinden olusan kiime simiflari, §1CS»
Ve uy, pz fonksiyonlart sirasiyla S1 ve S, de tanimlanmis birer 6l¢iim olsun. Eger

ui1(E)=uz(E)ise pz ye u; in bir genislemesi denir.

§ bir yar1 halka ve R(S), S yar1 halkasinin tirettigi bir halka olsun. R(S) deki
her kiime § yar1 halkasindaki ayrik kiimelerin sonlu bir birlesimi olarak

yazilabileceginden asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.1. p, § yar1 halkasinda bir dl¢lim ise R(S) de p niin genislemesi olan

sadece bir ji 6l¢timii vardir. Eger u sonlu veya o- sonlu ise i de oyledir.

Tamim 4.1.2. X kiimesinin biitiin alt kiimelerinin sinifi (2X) tizerinde tanimlanmig
genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olan Wa asagidaki sartlar1 saglarsa dis ol¢iim

denir;

) u (@) =0,

ii)A c Bicin, p*(4) < u*(B),

i) p*(Upzg En) < Xooa 1 (Ep).

Buradan agikga goriiliir ki bir dig 6l¢tim her zaman pozitiftir.
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Onerme 4.1.1. F, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan ve bos kiimeyi iceren bir
siif olsun Oyle ki her A € X i¢in F de A c U, B, olacak sekilde bir (B,);=1
dizisi vardir. T, F cebirinde genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun oyle ki
A € Figin (@) = 0 ve 7(A) = 0. Bu durumda 2* de asagidaki gibi tamimlanmis bir

dis ol¢iimdiir;
p(A) = inf{¥y-1 ©(B,) : B, € F,A c Uy1 By} (4.1.1)

Ispat. u*(®) = 0 oldugu aciktir. Eger A; € A, ve A, € U%_{ B, ise A; € UY_,B,.
Buradan u*(4;) < u*(4,).

Son olarak, her n dogal sayisi i¢in E,, € X olsun. Bazi n degerleri i¢in

p(Ey) = coise p(Uyzg En) < ey 17 (En).
Her nigin u*(E,) < oo olsun. Verilen & > 0 i¢in F de (B, );m—1 vardir dyle ki;
E, € Up=1 Bum

ve

m=1T(Bnm) < p*(Ey) + /2.
Simdi

Un=1En € Uy=1 Un=1Bun
ve bundan dolayz,

1 (Un=1 En) < X5c1 Zm=1T(Bum) < Zn=1 4" (Ey) + €.
€ > 0 keyfi oldugundan ispat tamamlanur. [ ]
Tamim 4.1.3 Her A c X i¢in
WA =uw(AnE)+u (ANnE"°). (4.1.2)

ise E C X e u -olciilebilir denir.
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Teorem 4.1.2. z/ -5lgiilebilir B sinifi bir o-cebridir. Bununla beraber 7,  n B ye

kisitlanisi olan bir 6l¢limdiir.

Teorem 4.1.3. (Caratheodory Genisleme Teoremi). p, A < 2% cebrinde bir dl¢iim

ve varsayalim
p*(E) = inf{Y72 u(E) :E < U2, E; E; € A}
olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir;
a) 4 bir dis Slgiimdiir.
b)E € A ise u(E)=u*(E).
O E €A ise E,u-olcilebilirdir.

d) i g -6lgiilebilir kiimeye kisitlanigi olan j1, 4 niin A y1 kapsayan bir o-cebrine

genislemesidir.

e) Eger u o-sonlu ise ji (A’y1 kapsayan en kiigiik o-cebrinde) u niin genislemesi olan

tek olgiimdiir.
Ispat. a) Onerme 4.1.1 de gosterildi.

b) E € Aolsun. u*(E) < u(E) oldugu agiktir. Tersten, verilen bir € > 0 igin
E; € A, 1 <i < oo vardir oyleki;

EcUZE ve X2 u(E) Sp'(E) +e
Fakat
E = UZ(ENE).
Buradan
H(E) < X2 u(ENE).

Buise u(E) < u*(E) + & demektir. € > 0 keyfi oldugundan b) ispatlanir.
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) Ee€Aolsun. E nin g -olgiilebilir oldugunu ispatlamak icin asagidakileri

gostermek yeterlidir:
AcXicin pw(A) 2" (ANE)+u (AN E®).
verilen bir e > 0 i¢in A; € A, 1 < i < oo vardir dyleki;
Ac Ui A ve YiZiu(A) su'(A)+e.
Simdi ANEcUjZi(4 NE) ve ANE c UZ,(4; NE®).
Buradan
WANE) <Y u(4;NE)
ve
WANEY) < X2 u(A; NE").
Esitsizlik (4.1.4) ve (4.1.7) den (4.1.3) elde edilir.

d) bu maddenin ispat1 yukaridan ve Teorem 4.1.2 den elde edilir.

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

e) B, A sinifin1 kapsayan en kiiciik o-cebiri ve py, B de baska bir 6lgiim Oyle ki

E €A, w(E)=u(E). Asagidakinin gosterilmesi gerekir;

A€ B icin p(4) = (4.

(4.1.8)

W, o-sonlu oldugundan X = U2, E;,E; €A, E;NE =0 (i #j) ve u(E;) < oo,

1 < i < oo alinabilir. A € B i¢in,

f(A) = X5 (AN E) ve w(A) = X2 m(ANE).

(4.1.8.) denklemini ispatlamak i¢in asagidakini gostermek yeterlidir.

A€ B icin u;(4) = p(A), [(A) < o,
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A€B ve ji(A) < oo olsun. Verilenbire > 0i¢inE; € A, 1 <i <o

A c U2, E; vardir ve
EUZ E) < X2 w(E) < g(4) + e (4.1.10)
p1(4) < w (U2 E) < 22y i (Ey) = K32, u(Ey),
oldugundan esitsizlik (4.1.10) dan goriiliir ki
w (A) < acA). (4.1.11)

Simdi (4.1.10) esitsizligindeki E; gézoniine alinirsa , F = U2, E; € B ve bu yiizden
F, 1 -6lgiilebilirdir. A c F oldugundan a(F) = a(4) + a(F — A) veya a(F — A) =
i(F)—p(A) < €olur.

Her E € A icin uy(E) = g(E) oldugundan uq (F) = j(F) elde edilir.
Buradan asagidaki ifade bulunur

flA) < p(F) = m(F) = i (A + iy (F — 4) < s (A) + py (F — 4) (4.1.12).

Esitsizlik (4.1.12) de j(A) < pi(A) oldugu gorilir. Bu esitsizlik (4.1.11)

esitsizligiyle beraber alindiginda ispat tamamlanir.

4.2. Bulanik Ol¢iimiin Genislemesi

Olanak ve gereklilik dl¢iimlerinin genislemesi ilk olarak Wang ve Zhang [26]
tarafindan diizenlenmis ve Wang [24] tarafindan gelistirilmistir. Benzerlik
Olglimiiniin genislemesini ilk olarak Wang [23] calismistir. Yar1 siirekli bulanik
Ol¢timlerin genislemesi ise Qiao [17] ve Wang’in [23] ¢alismalar ile diizenlenmistir.

Biitiin bu ¢aligsmalar [25]’de toparlanmis ve 6rneklerle gelistirilmistir.

Genisleme bir bulanik dl¢limii 6-cebirinde inga etmenin 6nemli bir yoludur.
Bununla beraber bir R halkasi tizerinde tanimlanmis her bulanik 6l¢tim bir o-halka
olan F(R) ye genisletilemez. Asagidaki bulanik 6l¢iim gereken genislemenin

olmadigina bir 6rnektir.
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Ornek 4.2.1. X ={1,2,..} ve R, X kiimesinin biitiin sonlu alt kiimelerinin sinifi
olsun. Bilindigi gibi F(R)=P(X) dir. R de asagidaki gibi tanimlanan kiime
fonksiyonu bir sonlu bulanik dl¢timdiir
(0 E+#0
,u(E)—{l pog VEER
Eger F(R) lizerinde negatif olmayan bir y’ kiime fonksiyonu u niin bir genislemesi

ise F(R) deki her sonsuz E kiimesi i¢in u'(E) = 1 olur.
E,={nn+1,..} n =1,2,... olsun.

Eger u'(E,,) = o olacak bigimde baz1 E,, varsa
F,={ng,nyg+1,..nyg+i—1}, i=1,2,.. alindiginda

F; 7 E,, ve her i =1,2,.. igin w(F) =u(F)=1 elde edilir. Bu gosterir ki
p' alttan siirekli degildir. Diger taraftan her n =1,2,.. icinpu'(E,) < oo ise
E, N ve u'(E,) = 1dolayisiyla ' {istten siirekli degildir. Sonug olarak p', F (R)

tizerinde bir bulanik Sl¢iim degildir.

Bu oOrnekten anlasilirki bulanik 6l¢iimde klasik ol¢iimdeki gibi tek bir
genisleme teoremi yazilamaz. Bazi bulanik dlgiimlerde 6zel siniflar i¢in genisleme

teoremleri yazilabilir.

4.3. Benzerlik Ol¢iimii ve A-Bulanik Ol¢iimiin Genislemesi

Teorem 4.3.1. u bir § yar1 halkasinda uygun 6 T-fonksiyonu ile c-sonlu benzerlik
Olciimii olsun. Bu durumda p bir benzerlik Ol¢iimii olarak ayni uygun 6

T-fonksiyonu ile F(S) ye tek bir sekilde genisletilebilir.

Teoremdeki “ayni uygun 6 T-fonksiyonu ile” sinirlamasi gereklidir. Aksi
halde u niin genislemesi tek olmaz. Asagidaki 6rnek bu sinirlama olmadan § deki bir

benzerlik dl¢limiiniin sadece R(S) ye bile tek olarak genisletilemeyecegini gosterir.
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Ornek 4.3.1. X = {a,b,c}olsun. S = {®,{a},{b},{c}} bir yar1 halkadir. Her E € §

icin
0, E=¢
E)=41
u(E) S E%0

ise u, § sinifinda bir klasik 6l¢iimdiir. Elbette ayni zamanda 6(y) = y uygun T-

fonksiyonu ile benzerlik 6l¢limiidiir. § tarafindan tiretilen halka

R(S) = {@,{a},{b},{c},{a, b}, {b,c},{a,c}, X }.

Eger her E € R(S) i¢in

u(E), EE€S

, 1, E=X
n(E) =

3 degilse

olarak tanimlanirsa p', R(S) de uygun T-fonksiyonu 6'(y) = 8(y) =y ile bir
benzerlik l¢imii ve y niin § den R(S) ye bir genislemesidir. Bununla beraber eger

her E € R(S) i¢in

u(E), E=$

” 1 ) E = X
p(E) =

5 degilse

olarak tamimlamirsa p’, p niin S den R(S) ye bir genislemesi ve bununla beraber

R(S) de bir benzerlik dlgiimiidiir, fakat baska bir uygun T-fonksiyonu

y ) 0<y<1/3
0" (y) =41+ [1—-6(;—y)]"/?
3 )

y>1/3

ile ' ve u" normaldir fakat p'ile u' farklidir.

Buna ragmen bir R cebrinde tanimlanan sonlu benzerlik dl¢limii “ayni uygun

6 T-fonksiyonu ile” sinirlamasi olmadan F(R) ye genisletilebilir.
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Teorem 4.3.2. R bir cebir olsun. Eger u: R — [0, ) bir c-sonlu benzerlik 6l¢timii

ise bir benzerlik 6l¢timii olarak R den F(R) ye tek bir sekilde genisletilebilir.

Ispat. Burada sadece tekligin gosterilmesi gereklidir. Klasik olciimdeki metot
kullanilarak p igin 6nce c-sonlu yerine sonlu alinir. F(R) de p've u” iki genisleme

olsun, bu durumda p've u”, u gibi sonludur. Eger
M={E|[E€F®R), u(E)=u"(E)},

alinirsa p' ve ' niin sonsuz oldugu diisiiniilerek M deki her monoton {E;} kiime

dizisi igin,

n (lilm El-) = lim 4 (E,)
= lim ()
= u"(lilm Ey);

buradan,
lim; E; € M.
Boylece M monoton siniftir. Her E € R igin u'(E) = u"(E) oldugundan
M DR,
ve
M > F(R)
elde edilir.

Sonug olarak her E € F(R) i¢in pu'(E) = u"(E). Bdylece ispat tamamlanir. [
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4.4. Yan Siirekli Bulanik Olciimiin Genislemesi

R, P(X) in kiimelerinden olusan bir cebir olsun. R deki kiimelerin artan bir
dizisinin limiti olarak ifade edilebilen biitiin kiimelerin sinifit R ile gosterilir. Benzer
sekilde R deki kiimelerin azalan bir dizisinin limiti olarak ifade edilebilen biitiin
kiimelerin sinifi R ile gosterilir. Aciktir ki Rs = {E|E € R,}, ve terside dogrudur.

Basitligi korumak i¢in bu boliimdeki kiime fonksiyonlar1 sonlu varsayilacaktir.

Tanim 4.4.1 Azalmayan bir kiime fonksiyonu p: S — [0,) ye alttan (veya iistten)

tutarli denir ancak ve ancak her F € S ve {E,} € S igin,

E, 7 Up-1E,DF (4.4.1)
ise

lim, u(E,) = u(F), (4.4.2)
veya

E, NN E, CF (4.4.3)
ise

lim,, u(E,) < u(F) (4.4.5)
oluyorsa.

On Teorem 4.4.1. u: S - [0,0) azalmayan olsun. Eger S sonlu kesisim (veya sonlu
birlesim) altinda kapali ise p i¢in alttan (veya istten) tutarlilik, alttan (veya iistten)

stireklilige estir.

Ispat. Varsayalim p alttan siirekli. Her F € S ve her {E,} c S i¢in eger
E, 7Uy,_1E, DF,

ise

E,NF 7F,
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elde edilir. u niin § deki monotonlugu ve alttan siirekliliginden;

limu(E,) = limu(E, NF)
n n

= u(F)
olur, buradan u alttan tutarlidir. |

Teorem 4.4.1. Eger pu, R de bir alt yari siirekli bulanik 6l¢iim ise R ya bir alt yar1

stirekli bulanik 6l¢iim olarak tek bir sekilde genisletilebilir.

Teorem 4.4.2. Eger p, R de bir iist yari siirekli bulanik dl¢iim ise R ya bir iist yar1

stirekli bulanik 6l¢iim olarak tek bir sekilde genisletilebilir.

Ispat. Eger her E € R icin R de bir 9 kiime fonksiyonu;

I(E) = u(X) — u(E)
bigiminde tanimlanirsa § bir azalan yari siirekli bulanik 6l¢iim ve 9(X) = u(X) olur.

Yukaridaki teoremden U bir azalan yari siirekli bulanik 6l¢tim 9 olarak R, ya

genisletilebilir Rs da tanimli
w(E) = puX) —9'(E)

fonksiyonu g niin bir genislemesidir. Genislemenin tekligi yukaridaki teoremden

saglanir. [ ]

4.5. Mutlak Siireklilik ve Bulamk Ol¢iimiin Genislemesi
R bir cebir F, R yi kapsayan en kii¢iik 6-cebir ve bu boliimdeki biitliin kiime

fonksiyonlarin sonlu oldugu varsayilsin.

Tamim 4.5.1. u ile 9, § iizerinde iki bulanik 6l¢tim olsun. Eger E € §,F € S,E C F
iken her € > 0i¢in u(F) — u(E) < e ve 9(F) —I9(E) < § olacak bi¢imde § > 0

varsa i, 9 ye bagli olarak mutlak siireklidir denir ve p < 9 ile gosterilir.
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Teorem 4.4.1. u, R iizerinde bir bulanik 6l¢tim olsun. Eger R, lizerinde u < 9
olacak bicimde bir 9 bulanik 6l¢iimu varsa i, Rs ye genisletilebilir. Genisleme

tektir ve 9 ye bagli olarak mutlak siirekliligi korur.

Tammm 4.5.2. F deki bir g bulanik 6lgiim Rs-yaklasilabilirdir ancak ve ancak her

E€Fvee>0icin F D E ve u(F) < u(E) + € olacak bicimde F € Ro varsa.

Teorem 4.5.2. R deki bir g bulanik 6lglim F deki bir Rs-yaklasilabilir bulanik

Olgiime genisletilebilir eger R Ulzerinde u <9 olacak bigimde F de bir 9
Rs-yaklagilabilir bulanik Ol¢limii varsa. Genisleme tektir ve 9 ye bagli olarak

mutlak stirekliligi korur.

F(R) de bir klasik 6l¢iim Rs-yaklasilabilir oldugundan asagidaki sonuglar

elde edilir.

Sonug¢ 4.5.1. R deki bir x bulanik 6l¢timii eger R iizerinde u < 9 olacak bigimde bir

¥ sonlu 6l¢iimii varsa F(R) ye tek bir sekilde genisletilebilir.
Sonug 4.5.2. R deki her benzerlik dl¢iimii, F(R) ye tek bir sekilde genisletilebilir.

4.6. Olanak ve Gereklilik Olciimlerinin Genislemesi

Bu bolimde degerleri [0,1] araliginda sinirlandirilmis kiime fonksiyonlari

incelenecektir.
Tamim 4.6.1 Her T herhangi bir indeks kiimesi {E;|t ET} c SveE € § igin
E C Uer E; (4.6.1)
iken
U(E) < supger U(E:), (4.6.2)

oluyorsa u: § — [0,1] kiime fonksiyonuna P-tutarli denir
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Tanimdan eger u:§ — [0,1] P-tutarli ve @ € S ise u(@) = 0. Gergekten
@ € @ = Uiep E; oldugundan p(@) < sup;eq u(E;) = 0 olur.

Teorem 4.6.1. Eger u: § — [0,1] P-tutarli ise monoton ve f-toplamsaldir.

Ispat. Eger T indeks kiimesine gore tek elemanli kiimeler almirsa u niin
monotonlugu P-tutarliligin tanimindan elde edilir. Diger taraftan E = Ut E, iSe p-

tutarliligin tanimindan

u(E) < sup u(Ey),
teT

elde edilir diger taraftan her t € T i¢in E D E, oldugu i¢in monotonluktan,
u(E) = u(E,) olur, boylece
u(E) = sup u(E,).
teT
Tersten
u(E) = sup u(E,),
teT

olsun, bu durumda u f-toplamsaldir. ]

Genel olarak herhangi bir § sinifi igin P-tutarlilikla f-toplamsallik agagidaki

ornekte gosterildigi gibi es degildir.

Ornek 4.6.1. X = {a,b,c},S = {{a}, {a, b}, {b, c}}. Eger u, S lizerinde asagidaki gibi

bir kiime fonksiyonu ise

u({a}) = 0.5,
u({a,b}) = 0.7,
u({b,c}) = 0.6,
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f-toplamsaldir, fakat P-tutarli degildir. Gergekten {a} U {b,c} > {a, b}, fakat
p({a}) vu(b,c}) = 0.6 < 0.7 = u({a, b}) dir.

Buna ragmen eger u, § smifinda birlesim altinda kapali olan ve negatif

olmayan monoton bir kiime fonksiyonu ise f-toplamsallik ve P-tutarlilik esdegerdir.

Teorem 4.6.2. u:S — [0,1] kiime fonksiyonunun P(X) deki bir genellestirilmis
olanak Ol¢limii olan T ye genisletilebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul u niin §

de P-tutarli olmasidir.

Ornek 4.6.2. X ={a,b,c},S = {{a}, {a,b},{b,c}}. Bger u, S iizerinde asagidaki

gibi bir kiime fonksiyonu ise P-tutarhidir,

u({a}) = 0.5,
u({a,b}) = 0.7,
u({b,c}) = 0.7,

ve bu yiizden P(X) deki bir genellestirilmis olanak dl¢iimii olan T ye genisletilebilir

n({a}) = 0.5,
n({b}) = 0.7,
n({c}) = 0.7.

Genel olarak yukarida bahsedilen genisleme tek olmayabilir. Genellestirilmis

olanak 6l¢limii olan 7 nin yerine 7':

n'({a}) = 0.5,
m'({p}) = 0.7,
m'({c}) = 0.6,

7'({a,b}) = 0.7,
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' ({b,c}) = 0.7,
m'({a,c}) = 0.6,
m'(@) =0,
n'(X) = 0.7,
yine u niin bir genislemesidir.

Biitiin genellestirilmis olanak ol¢timii u: S — [0,1] genislemelerinin kiimesi

S () ile gosterilsin. Bu durumda eger p, S sinifinda P-tutarli ise S, (i) bos degildir.

Verilen herhangi iki kiime fonksiyonu uq: P(X) — [0,1] ve u,: P(X) — [0,1]
ve her E € P(X) icin

Uy < p, ancak ve ancak uy (E) < u,(E)
ise “<” bagintis1 S, (1) de kismi siralidir. Bununla beraber E' € P(X) igin
f(E) = supfuy, up}
ise
f(E) = m(E) V pua(E)
olur.
Teorem 4.6.3. (S, (p), <) bir ist yar1 latis ve
m:P(X) = [0,1]

F » sup inf S,u(E)

bigiminde tanimlanan genisleme, (S, (#), <) niin en biyiik elemanidur.
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Eger m €8,(u),my, €S, (u)vemy <my, ise P(X) deki my <m <m, sartimi

saglayan her genellestirilmis olanak 6l¢limii olan &, y niin bir genislemesidir.

Bir onceki teoremden bir pu: S — [0,1] kiime fonksiyonunun P(X) deki bir
genellestirilmis olanak Ol¢limiine genisletilebilip genisletilemeyecegi kolayca

belirlenebilir. Buradan ii¢ durum olusur:

1). Eger X €S ve u(X) #1 ise ¢ P(X) deki herhangi bir olanak o6l¢iimiine

genisletilemez.

2). Eger X € § ve u(X) =1 ise u, § de P-tutarli ise P(X) de bir olanak 6l¢timiine
genisletilebilir.

3). Eger X € Sve S’ = S U {X} ve §’ iin de tammlanan

W (E) = {’I(E) e

ise u', § in de P-tutarli oldugu zaman u, P(X) de bir olanak olgiimiine

genisletilebilir.

Yukarida bahsedilen genislemenin hangi kosullar altinda tek olacaginin

cevabi icin diizgiin sinif ve ¢ekirdek kullanilir.

On Teorem 4.6.1. S bir AU-siif olsun. Eger u:S — [0,1] kiime fonksiyonu
azalmayan ise bir genellestirilmis olanak Ol¢imii diir. Ayrica eger § baz §’
siiflarinmn  biitiin ¢ekirdeklerinin sinifi, § = A[S], ise her azalmayan kiime

fonksiyonu u: § = [0,1], S de P-tutarhidur.

Ispat. {E;|t €T} c S,UerE €S ise § bir AU-simf oldugundan E, = U,erE;

olacak bigimde t, € T vardir. Bu yiizden,
t(Ueer Ep) = .U(Eto) < supier L(E¢).
u niin azalmayan oldugu g6z oniine alinirsa asagidaki esitsizlik bulunur:

U(Uer Er) = supier u(E).
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Sonug olarak
U(U¢ter Er) = supier u(E),
elde edilir. Buradan p, f-toplamsaldir. Ayrica, S = A[S] olsun. Eger

A=Ax)€A[S], {AJteT}={Ax)It€T}c A[S] ve AcC Uwrd, ise

x € Ay, olacak sekilde t, € T vardir ve bundan dolay1 A c A, . Buradan
u(d) < u(4,) < SU-?P.H(At)-
te

Boylece p, A[S'] iin de P-tutarhidr. m

Teorem 4.6.4. Her azalmayan kiime fonksiyonu u: A[S] — [0,1] , genellestirilmis
olanak ol¢limiidiir ve F, (§) de bir genellestirilmis olanak 6lgiimiine genislemesi tek

olarak yapilabilir.
Tanim 4.6.2. Her T herhangi bir indeks kiimesi {E;|t ET} c SveE € § igin
E D Nier E¢ (4.6.3)
iken
u(E) = infier u(E,), (4.6.4)
oluyorsa u: § — [0,1] kiime fonksiyonuna N-tutarl denir .

Teorem 4.6.5. @ € S olsun. u(@) = 0 iken u: § — [0,1] kiime fonksiyonunun P(X)
deki bir gereklilik 6l¢imii olan ¥ ye genisletilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul p niin § de N-tutarli olmasidir.

Bu genisleme tek olabilir. Yukaridaki teoremde bahsedilen biitiin
u:S — [0,1] gereklilik dlgiimlerinin genislemelerinin kiimesi Sy (1) ile gosterilsin.

Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.6.6. (Sy (1), <) bir alt yar1 latis ve 9: P(X) — [0,1]

F — inf sup u(E)
X¢F g|x¢Fes

bigiminde tanimlanan kiime fonksiyonu, (Sy (1), <) niin en kii¢iik elemanidir.

4.7. Olanak Ol¢iimii Tarafindan Uretilen Olasiik Olciimii

u € [0,1]% , sup{u(x),x € R} = 1 ve R deki klasik kiimeler iizerindeki x tarafindan

tiretilen olanak ol¢timii
[1.: P(R) — [0,1] her A € P(R) igin [], (A) = sup{u(x),x € A}
biciminde tanimlaniyorsa agagidaki sartlar1 saglar;
DI, (@) =0;
2) Her A € B igin [], (A) <[], (B) (monotonluk);
3) Iy (Unew 4n) < Snew 1, (4,) (alt toplamsallik).

Buradan [], niin [],(R) =1 olacak bigimde bir Caratheodory dis 6l¢iim oldugu
goriliir.[2]

Teorem 4.7.1. Eger m: P(E) — [0,0], E # @ igin bir dis 6l¢lim ise
A={AeP(E)VXePE)mX)=mXnNA)+MXnA)} (4.7.2)
kiime sinifi bir o-cebiridir ve m nin A ya kisitlanisi bir o-toplamsal 6lgtimdiir.

Caratheodory yontemi, bir [], genisletilmis 6l¢iimiiniin bir doniistiiriilmiis olastlik

tiretmesinde asagidaki gibi kullanilir:

Teorem 4.7.2. pu€[0,1]%, sup{u(x),x ER}=1ise p niin destegi olan
supp(u) = {x € R, u(x) # 0} igin [], -6l¢iilebilir kiimelerin smifi;

A ={A€P(R),supp(un) c Aveya A C (supp(u))c} (4.7.2)
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olur ve [], -0l¢iilebilir kiimeye kisitlanmis [],, olanak l¢iimii her A € A igin

_fo,  Ac (suppw)’
() {1, supp(u) € A (4.7.3)

bi¢iminde tanimlanmis bir doniistiiriilmiis olasiliktir.[2]

Ispat. Oncelikle A sinifinin Caratheodory metodu ile kurulmus bir c-cebri oldugu

gosterilmelidir;

A smifinm bir o-cebir oldugu agiktir. A smifinin elemanlar1 [], —6lgiilebilirdir.

Gergekten [], (A° N X) = 0 iken her X c R igin eger supp(u) c Aise

sup u(x) = sup p(x) =maX< sup u(x), sup u(x)> = sup u(x)
x€X x€(AnX)u(4AcnX) x€EANX x€EANX x€EANX

=[N, AnX) =], (AnX)+]][, (A°nX)

olur. Benzer sekilde eger A C (Supp(/,t))c ise A nin [], -0l¢iilebilir oldugu
gosterilebilir.  Ayrica [[, —Olgtilebilir elemanlarin  A’nin  elemanlar1  oldugu

gosterilirse: Eger A C R ise, 6zel olarak,

1=, (R) = [1u (A + T, (49
elde edilir ve buradan asagidaki analizler yapilabilir:

1) u(xy) = 1 olacak bigimde xy € R vardir. Eger ayrica x, € A alinirsa yukaridaki
esitlikten ], (A°) =0 olur, bu ise A° c (supp(,u))c ve supp(u) c A, A€EA

anlamina gelir. Benzer bigimde xy € A, A C (supp(u))c ve A € A olur.

2) Biitiin x € R, u(x) < 1. Bu durumda p, +o0 ve — oo da en biiyilik degerlerine ulagir
ve sonsuzdaki bu nokta A nm bir yigilma noktasidir veya x € A, veya A°. x € A’
olsun bu durumda [], (A) =1 ve yukandaki esitlikten [], (A°) = 0 olur, bu ise
supp(u) c A, A € A anlamina gelir. Eger, benzer bigimde, u niin enbiiyiik degerini

aldig1 sonsuzdaki nokta A° nin bir y181lma noktasi ise A° C (supp(u))cve AEA

olur. ]
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4.8. Bulanik Cebir Uzerinde Caratheodory Olciilebilirlik

o bir bulanik cebir ve m, o’daki bulanik kiimelerden R reel sayilar kiimesine
tanimlanmis bir fonksiyon olsun. Bir o,, € ¢ smifi klasik 6l¢iimde oldugu gibi

Caratheodory anlaminda 6lgtilebilir olarak adlandirilacak
o, ={A€0; VBEam(B)=m(BnA) +mBnA)} (4.8.1)
Tanimlanan o,, i¢in su sonuglar elde edilir.[13]
Onerme 4.8.1.
1) g,, tlimleyen islemine gore kapalidir, A € g,, = A' € 0,
ii) g,, bostan farkhidir © m(0y) = 0 & {0y; 1x} € g,
iii)A€o, >mANA)=0vem(AUA =m(4) + m(4A) = m(1y),
iv) YA € 0 igin (x € 0, & m(A) =0
Ispat.
i) (4)" = A oldugundan agiktir.
i) g,, # @ ise bir A € g,,, vardir ve buradan
m(0y) = m(0y N A) + m(0xy N A) = 2m(0y) ve sonugta m(0y) = 0.
Simdi m(0y) = 0 olsun, her A € ¢ i¢in
m(A) =m(ANO0yx) + m(AN1y)
ve buradan Oy, 1y € a,, olur.

Son olarak {Oy; 1x} < a,, ise g, nin bostan farkli oldugu agik¢a goriiliir.
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iii) 4 € g, olsun.

mANA)=m(AnA nA)+mAnAnA)=2mAnA)=0.

m(AUA) =m ((A uad)n A) = m ((A uadn A') = m(4) + m(4)
=m(ly N A) + m(1y N A) = m(1y).

iv) (%)x € oy, 0lsun. (%)’X = (%)X ve her A € ¢ igin

m(4) =m (An G)X) +m(an(3) 'X) =2m(4n (%)X) =22m(An (%)X)
ve sonugta m(A) = 0. Diger taraftan, eger VA € o i¢in m(A) = 0 ise g,, = 0 Ve

1 . 1
buradan (E)X € o ise (E)X € g, olur. ]

0, nhin bulanik cebir oldugunu gosterilmesi i¢in bostan farkli ve bulanik birlesim

veya bulanik kesisim altinda kapali oldugu gosterilmelidir.[13]
Onerme 4.8.2. m(0y) = 0 ve m;

Neom(N)=0=>VA€eagicinm(A) =m(AUN) (sifir toplamsallik) sartini

saglasin, bu durumda g,, bir bulanik cebirdir.

Ispat.

A, B € g, olsun. Her C € o i¢in
m€)=m(CNnA)+m(CCnA)y=m({CNnANB)+m(CNANB)+m(CnA)

diger taraftan,
m(Cn@AnB))=m((CnA)u(CnB))
=m((CnA NnA)U(CNB NA)
+m((CnA’nA’)u (CnB’nA’))

=m(CNB NA) +m(CnA).
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Boylece m(C) = m(Cn(AnB))+m(Cn (AnB))olur. Buradan AN B € a,,

bulunur. Dolayisiyla g, bir bulanik cebirdir. [

Onerme 4.8.3. [13] {44, ..., 4} € 0, , k € N ikiser ikiser ayrik bulanik alt kiimeler

(w-ayrik) yani i # j igin A; < A;'olmak lizere

m(U{'c=1 Ai) = Z{;l m(4;)
olur.

Tamm 4.8.1. ¢ , bir soft (yani (%)X ¢ o) bulanik cebir (bulanik o-cebiri) olsun.

Asagidaki sartlar saglanirsa p:o — [0,1] fonksiyonu bulanik olasilik o6l¢limii

(P-0l¢tim) olarak adlandirilir:
Aeoip(Aud) =1
i)n=m,Vv{4,} co,4, <A,ve (U4, Eo: p(UA,) =Xp(4,).

Sonu¢ 4.8.1. m, o da sifir toplamsal ve m(0y) =0,m(1y) =1 ise o, bir soft
bulanik cebir ve eger m alttan siirekli ise m’nin g, ye kisitlanis1 o, tlizerinde bir

bulanik olasilik 6l¢timiidiir.[13]

Ispat. m’nin o, ye kisitlanis1 icin ii) yi gostermek yeterlidir. Sonlu diziler igin
onceki Onermeden gorilir. Sonsuz {A,} dizileri i¢in m nin alttan siireklilik

ozelliginden
m(UA4,) =lim, m(4; U ...U 4;) =lim, (m(Al) + 4 m(Ak)) =ym(4,). =
Onerme 4.8.4. (X, g, p) bulanik olasilik 8l¢iimii uzay1 olsun. Bu durumda g, = 0.

ispat. A,B € oicin(BNA) < (BNA) =(BUA)buradan (BnA)ve (Bn4),

o nin w-ayrik elemanlar1 ise
p(ANB)+pBnA)=p((BNnAUBNA))=p(BUu(AnA4))=p(B)

ve sonugta A € g, olur. [}
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Yorum 4.8.1. Yukaridaki 6nerme gosterir Ki yukaridaki sonucun sartlart altinda ve
m nin bir bulanik P-6l¢timii olmasi durumunda o,, ,0’nin en biiylik soft bulanik alt

cebridir. [13]

4.9. L-Bulanik Kiimelerde Caratheodory Genisleme Teoremi

Bu boliimde latis degerli bulanik kiimelerde caratheodory genisleme teoremi

incelenecektir.[22]

Tamim 4.9.1. Eger ¢ - R} = R, U {0} asagidaki 6zellikleri saglarsa m ye bulanik

Ol¢iim denir;

i)m(@) =0

N vu,d€eogu<disem(uvy) +munad) =mu) +m@9)

iil) (p)nen © 0" Ve uy < pp < - igin supp, = p = m(limp,) = m(u)

Tamm 4.9.2. [0,1]¥ de tanimlanmis m* fonksiyonuna asagidaki sartlar1 saglarsa

bulanik dis 6l¢tim denir,

i)m*(0) =0

i) py < ppicinm™(py) < m*(pp)
i) m* (V=1 g,) < Vi=1m*(ug,)

Onerme 4.9.1. F, her p, < uy icin bos kiimeyi de iceren X in bulamk alt
kiimelerinin  bir smifi olsun. F de uy < supifup );,—; olacak bigimde bir
(up, )n=1dizisi vardir. 7, F de genisletilmis reel degerli bir fonksiyon ve p, €

F icin 7(0) = 0,7(u,) = 0 olsun. Bu durumda [0,1]¥ de tanimlanmus

m*(ua) = inf{t(Vy=1up,) s, € Fveps <Vup,} (4.9.1)

fonksiyonu bir dis 6l¢timdiir.
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Ispat.

m*(0) = 0 oldugu aciktir. Eger py, < py, ve uy, < Vy-qup, ise uy, <Vpg bu
ise m*(Vy=11a,) < m"(A;) demektir. Son olarak her n dogal sayisi i¢in pp < py

ise bazi n degerleri i¢in m* (,uEn) =00, m" (Vp=1tg,) < Vo=ym*(pg, )olur. m

Teorem 4.9.1. m bir ¢ € [0,1]¥ iizerinde bulanik 6l¢iim olsun. g < uy icin;
m*(ug) = inffm(Vi_; ug, ): up < Vet Hg, , g, € 0}

asagidaki sartlar1 saglar;

1) m” bir bulanik dig 6l¢timdiir.

i) ug € oise m(ug) = m*(ug)

Iil) up € oise ugp m*-bulanik olgiiler dir

IV) m* mm m” bulanik 6lgiilebilir bir kiimeye kisitlanisi olan m ayni zamanda m nin

o y1 igeren bir bulanik o — cebirine genislemesidir.

v) Eger m o-sonlu ise m, m nin o y1 igeren en kiigiik bulanik o-cebir ne genislemesi

olan tek bulanik 6l¢timdiir.[22]
4.10. Sezgisel Bulanik Kiimelerde Caratheodory Dis Ol¢iim

Bu boliimde [14] de calisilmis olan sezgisel bulanik kiimeler {izerinde

Caratheodory teoremleri incelenmistir.

Tanim 4.10.1.  puu,94:Q — [0,1] iki fonksiyon ve uy +94 <1 olmak iizere.
A = (uy,Y,) ikilisine sezgisel bulanik kiime denir. Burada py, 9, sirastyla A nin {liye

olma ve iiye olmama fonksiyonlaridir.

F={fa,94): fa,94:Q = (0,1), fu + ga < 1} kiimesi asagidaki siralamaya gore bir

kismi sirali kiimedir;

A= (ﬁ‘l'gA) <B= (fB'gB) @fA < fB' 9a 2 9B-
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Bu siralamaya bagl kalinarak

090V (f5:98) = (faV 5,94 N gB)

(fa,94) N(f5,98) = (faNfB, 94V gB)

islemleri ile en kiigiik eleman (0,1) ve en biiyiik eleman (1,0) olmak iizere & bir

latistir.R x R de +,~ ikili islemleri;
A+B=(fu,94)+ (5. 98) = (fa+fp.9at9gs— 1)

A=B=(fa,94) =~ (f5,98) = (fa— f5, 92— g + D).

formiilleri ile diizenlenir. (R X R,<,4) nin bir latis swali grup Ve
& < {(f1,94):(0,1) < (f1,94) < (1,0)} oldugu kolayca goriiliir. Bunun yaninda &

de Lukasiewicz islemleri
fa®fpg = (fa+ )AL f1Ofp=fa+fz—1 VO,
A®B = (f3,94)®(f3, gs) = (fa®f5, 9a©Ys)

A®OB = (f,94)0(f, 98) = (faOfp, 9a®Dgs)

bigiminde tanimlanir.[14]

Tanim 4.10.2. § bir sezgisel bulanik kiime (IF-kiime) olsun. Asagidaki sartlar
saglayan bir 1*: § — # fonksiyonu dis 6l¢timdiir:

1) 2*((0,1)) = (0,0) = {0};
2) *((1L,0)) = (1,1) = {1}
3) Eger AOB = (0,1) ise 1*(A®B) < 1*(4) + A1*(B);

4) A c Bise 1*(4) < 2*(B).
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Teorem 4.10.1. u*ved*, Qdan (0,1) e tanimlh biitiin fonksiyonlarin kiimesinden

(0,1) kapali araligma tanmli ve 2A:F - # , 2((f,9) = (1w (), 1—9"(9))
bi¢iminde ifade edilsin. Bu durumda A* bir dis olglimdiir anca ve ancak u* ve 9*

fonksiyonlar1 asagidaki sartlar1 saglarsa:

1) p(0) =0;

)ur (D) =1;

3) Eger f4Ofp = 0ise " (fa@fp) < u*(fa) + 1" (f5);

4) Eger fy < fp ise p*(fa) < u*(fp);

5) 9*(0) = 0;

6)9"(1) = 1;

7) Eger g4®@gp = 1ise 9°(94Ogp) = 97(ga) +97(gp) — 1;

8) Eger g4 < gp ise 97(ga) < 9" (gp)-

Tanim 4.10.3. 1*: § = # bir dis 6l¢lim olsun. Eger her H € § i¢in
A(H)=A(HAA) +A"(H~ (HAA)) (4.10.1)

ise A € § ye oOlgiilebilir denir.

Teorem 4.10.2. Bir A = (fy,94) eleman Olgiilebilirdir ancak ve ancak her

H = (fy, gy) i¢in asagidakiler saglaniyorsa
() = Aa) + 0y = fu A fa)
9 (gn) =9"(gy vV ga) +9°(gn —gu Vga+1) — 1.

Teorem 4.10.3. & nin Olgiilebilir elemanlari latis bigimindedir.
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Tamm 4.10.4. H,, asagidaki sartlar1 saglayan f: Q — (0,1) fonksiyonlarin kiimesi

olsun:

1) Eger f4, fs € Hy ise fy V fp € Hy;

2) Eger f3, fg € Hy ise fy A fp € Hy;

3) Eger f4 = fp ise f; — fp € Hy.

Bukisimda &, = {(f,9): f,g € Hy; f + g < 1} varsayilacaktir.

Tamm 4.10.5 &y, F’nin @ ve © islemleri altinda kapali olan bir alt kiimesi olsun.

o daki bir A: &, — # doniisiimiine asagidaki sartlar saglaniyorsa Slgiim denir:
1) A(f, ) = k()1 -9(9));
2) 2((0,1)) =¢0,0), 2((1,0)) = (1,1);
3) Eger (f4,94)O(f5, 95) = (0,1) ise
M(fa,94)) + A(fz, 98)) = A((fa, 94) @ (f3, 95))-

Teorem 4.10.4. uved, Hydan (0,1) e donlisim ve A((f,g)) =(u(f),1-9(9))

olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglanir:

1) u(0) =0, u(1) =1;

2)9(0) =0, 9(1) = 1;

3) Eger f,Ofp = 0ise u(fy) + pu(fp) = u(fa®f3);

4) Eger ga®gp = 1ise 9(ga) +9(gp) = 9(9aOgp) + 1;

Onerme 4.10.1. A,B,C € &y, A=B®C ise A(4) = A(B) + A(C).
Onerme 4.10.2. Eger A < B®C ise 1(A) < A(B) + A(0).

Teorem 4.10.5. uve 9, H, da tanimli sonlu toplamsal alt dl¢timler olsun.
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w(f) = AMu(h): f <h; h € Hy},

9°(f) = V{d(h): g 2 k; k € Ho},
oldugunda,

() =W () 1-9"(9),
ise A* bir dig dl¢iimdiir.

Teorem 4.10.6. M, A* a bagh biitliin Ol¢iilebilir elemanlarin kiimesi olsun. Bu

durumda A*|,, bir toplamsal 6l¢iim ve &, < I dir.

Teorem 4.10.7. A, &, da bir 6l¢iim olsun. Bu durumda A*|g, bir dlgiim ve A*|g = A
olur.[14]
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5. BOLUM

SONUCLAR

Bu calisma boyunca goriildiigli gibi ¢esitli cebirsel yapilar {izerinde bulanik
Olgtimlerin farkli tanimlar1 yapilmistir. Bu yiizden klasik olgtimdeki gibi tek bir
genisleme teoremi yerine bulanik Ol¢limler iizerinde farkli genisleme teoremleri

yapilmustir.

Klasik 6lctimde Caratheodory olciilebilirlik, dis Ol¢lim ve genisleme
teoremleri klasik 6l¢iimiin toplamsallik 6zelligini kullanarak tanimlanmistir. Bulanik
Ol¢iimlerde toplamsallik yerine monotonluk ve siireklilik gibi daha genel 6zellikler
kullanildig1 i¢in Caratheodory genisleme teoreminin ifadesinde farkliliklar

kag¢inilmaz olmustur.

Sonug olarak bulanik 6lgiimlerde Caratheodory genisleme teoremi, iizerinde
calisilan cebirsel yapmin ozelliklerine ve bulanik Ol¢limiin tanimia gore bazi

degisiklikler yapilarak ifade edilebilmektedir.
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