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OZET
2-NORMLU L INEER UZAYLARDA D iKL iK VE TiPLERI UZERINE

Hamiyet MERKEP(
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Bolum
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Temmuz 2009 ( 97 sayfa)

Bu calsmada, normlu lineer uzaylardaki diklik kavrami vpldri hakkinda bazi
bilgiler verilecek ve bu kavramlar 2-normlu lineaeaylara genietilerek ortaya
¢tkan sonugclar incelenecektir. 2-norm ile birliketandart 2-i¢ g¢arpim uzayi
tanimlayabildgimizden diklik, 2-i¢ ¢arpim uzaylarinda ele alindza Bununla
birlikte n-normlu lineer uzaylar ve-ic carpim uzaylarinda diklik kavrami gézden
gecirilecektir. Ayrica Gateaux tirevi terimleri sinden 2-normlu lineer uzaylar ve

2-i¢ carpim uzaylari icin diklik incelenecektir.

Ayni zamanda reel sayilar Gzerinde tanimlgnm- fonksiyonu kullanilarak 2-
normlu lineer uzaylar yeniden tanimlagmue ¢ -2-normlu lineer uzaylar adini
almistir. Buna gore matematikte bazi kavramla#+2-normlu lineer uzaylarda
tanimlamak mudmkin olabilir. Bu c¢atnada bazi diklik kavramlarg -2-normlu

lineer uzaylarda incelenerek, elde edilen sonugatecektir.

Anahtar Kelimeler: 2-normlu lineer uzaylar, 2-i¢ ¢carpim uzaylari, ltkler, ¢ -

fonksiyonu, Gateaux turevlerg -2-normlu lineer uzaylar.



ABSTRACT
ON ORTHOGONALITY AND TYPESIN 2-NORMED LINEAR SPACES

Hamiyet MERKEP(
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
July 2009 (pages 97)
In this study, the concept of orthogonality in nednlinear space with some
information about the types is extended to 2-nortmezhr spaces and the resulting

will be investigated.

Since we can define 2-inner product with 2-nornth@gonality will be discussed in
2-inner product spaces. However, orthogonality bélreviewed im-normed linear
spaces andh-inner product spaces. Also, orthogonality in lin@anormed linear
spaces and 2-inner product spaces will be invdstigan terms of Gateaux

derivatives.

Also, using ¢ -function which defined on real numbers, 2-normieédr spaces are
redefined and calledp-2- normed linear spaces. However, some concepts of
mathematics may be defined im-2- normed linear spaces. In this study, some

concept of orthogonality will be investigated aridained some results.

Key words. Linear 2-normed spaces, 2-inner product spaces,eslypf

orthogonalities ¢ -function, Gateaux derivatives, Line@r-2-normed spaces.
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|. BOLUM

GIRIS

1.1. Temel Tanimlar ve Amag

C.R. Diminnie, E. Silverman tarafindan verilen pelieenarin alani kavramini
kullanarak, normlu lineer uzaylar icin yeni bir bk bagintisi bulmgtur. Ayni
zamanda bu kanti i¢c carpim uzaylarinin yeni 6zelliklerini eldetmek igin
kullaniimistir. Bu konuda daha Bka calsmalar G. Birkhoff, Y. J. Cho, C. R.
Diminnie, R. W. Freese, E. Z. Andalafte ve R. Gnda tarafindan yapilmve bazi

sonugclar elde edilngiir.

Bu calsmanin amaci, normlu lineer uzaylarda diklik kavmantanimlayip, diklik
tiplerini inceleyerek bunlart 2-normlu lineer uzasd geniletmek ve kavramlar

arasindaki benzerlikleri ve farkliliklari irdelentek

Ayrica bu cakma, normlu lineer uzaylar ile 2-normlu lineer uzaylrasindaki

ili skilerin en son sonuglarini, 2-i¢ carpim uzaylar@vg carpim uzaylarinda diklik
kavramlarini, Gateaux turevleri cinsinden diklik ik&kenar dik Gcliler konularini
icermektedir. Bu kavramlarin birga C. R. Diminnie, G. Birkhoff, R. C. James,
Carlos Benitez, Hendra Gunawan, Mashadi, S. GemaWwaSihwaningrum, A.
Khan, A. Siddiqui, R. W. Freese, Y. J. Cho gibi aybrin calgmalarindan
yararlanarak ortaya konrgtur. Bu tez cabmasi 6 bélimden o$maktadir. Birinci
bolumde, temel kavramlar verilecek, ikinledlimde, normlu uzaylarda diklik ve
tipleri hakkinda genel bilgiler verilecek, Gc¢uniedlimde, 2-normlu lineer uzaylarda
diklik kavrami ayrintili olarak incelenecek, doraiirbolimde, ¢ — fonksiyonu bazi
diklik kavramlarina uygulanacak, sieci bolimde, 2-i¢ carpim uzaylarinda Gateaux
turevi terimleri cinsinden dikliksienecektir. Sonuglar béliuminde ise bu konulara

dayanarak yapilan bir ¢ceina ve bundan elde edilen sonuclar verilecektir.



Simdi de tezde verilen teoremleri ve Ornekleri dalya kavrayabilmek icin

matematikte 6nemli yeri olan bazi temel kavramlgammlarini verelim.

Tanim 1.1.1: X, boas olmayan bir kiime veK, reel veya karmgk sayilar cismi
olsun. X icinde toplama denert,;: X x X - X, t(x,y) = x+y doniimi ile X
icinde say! ile carpma adi verileng: Kx X - X, ¢(a,x)=ax doniumi
tanimlayalim. Ber bu dongimler herx y z[0 X ile hera FUOK igin,

(1) x+y=y+x,

) x+(y+ 2 =(x+y)+z
(3) OxO X igin x+ @& = x olacak bigcimde bi@] X vardir,
(4) OxO X icin x+ X = @ olacak bicimde birx' (0 X vardir,

(5) a(x+y) =ax+ay,
(6) (a+pB)x =ax+ Bx,

(7) (aB)x =a(pBx),
(8) Ix =x

kosullarini s&liyorsa, X kiumesineK Uzerinde bir lineer uzay adi verilir. Lineer

uzay yerine vektor uzay ifadesi de kullanilir.

Tanim 1.1.2: Bir X lineer uzayinda alinan sonlu sayidax,,..., %, 0geleri igin
ax ta,X,+...+an% =6 olacak bicimde hepsi birden sifir olmayan
a,,a,,...,a, 1K sayllar varsa, x,,..., %, 6geleri lineer bgimlidir denir. Yani;

X %os.. ., %, Ogelerinin lineer baimli olmalari igin gerek ve yeter kal bunlardan
birinin, geri kalanlarin lineer birkgmi olarak yazilabilmesidir. ger yukaridaki
baginti yalniz ve ancakr, =a, =...=a, =0 oldugunda sglaniyorsax, x,,..., %,

Ogeleri lineer bgimsizdir.

Tanim 1.1.3: Sayi cisimleri ayni olan iki lineer uzaX ile Y ve T :X - Y bir

donisim olsun. Ber herx yO X ve hera K i¢in
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(ax) =aT(x)

ya da bunagleger olarak herx yl1 X ve a ,f0K igin



T(ax+By) =aT(x)+BT(Y)

ise T donumune bir lineer dongiim denir.

Tanim 1.1.4: X, bir lineer uzay olsun||: X - R fonksiyonununx deki degerini

|| ile gosterelim. Aagidaki sartlari sglayan | fonksiyonunaX tzerinde norm

denir.
N1) x#0=|x|>0ve|x=0 = x=6,
N2) Jax] =lalx] . aOK.,

N3) [x+ o <[4 +]o-

Uzerinde norm tanimlanan lineer uzaya normlu liney denir.

Tanim 1.1.5: X, K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun. Bp Xx X - K
seklinde tanimhig(x, y) = (X, y) fonksiyoneli, herx y zO X ve hera OK igin,
11) (x,X)=0 ve(x,x)=0 = x=0,

12) (x,y) = (¥, %),
13) (ax,y) =a(x,
19 =(x,

fo

y),
2+(% 3,

onksiyoneline bir i¢ carpim(X(.,)) ikilisine de ig

14) (x+y,2) =
kosullarini s&liyorsa ¢ = < >

carpim uzay! denir.

Tanim 1.1.6: (X, ) normlu lineer uzay! iginde bir difix,) ve xO X olsun. Eer
her £ >0 sayisina karlik n, < n= x,[] B(x,e) veya bunagleger olarak
n<n=|x,—X|<& olacak bicimde birn, dogal sayisi varsa(x,) dizisi x

noktasina yakinsiyor denir ve lixg = X bigiminde gosterilir.

Tanim 1.1.7: (X,[{f) normlu lineer uzay ve bu uzay iinde bir dfz,) olsun. Eer
her £>0 sayisina karlik n,<n m=|x, —X,||<& olacak bicimde birn,dogal

sayisi varsd x,) dizisine Cauchy dizisi denir.



Tanim 1.1.8: (X||[m) ve (Y||[n]2) birer normlu lineer uzayX uzayindanY igine
bir donisim f ve x, 00 X olsun. EBer here >0 sayisina karlik

el <611 (0= 1(06)], <
olacak bicimded >0 sayisi varsaf fonksiyonu x, noktasinda streklidir denir.
Tanim 1.1.9: Bir (X||[n]) normlu lineer uzayi icinden alinan her Cauchy dlizi

norma gore yakinsak ise bu normlu lineer uzaya 8anaay! denir.

Tanim 1.1.10: i¢ carpim uzaylarinda|x+ y|” +||x- yf’ :2(|| 1+ )HZ) esitli gi

paralelkenar kural olarak bilinir.

Tanim 1.1.11:I¢ carpim uzayi indirgengii norma gore tam ise bu uzaya Hilbert

uzayi adi verilir.

Tanim 1.1.12: L lineer uzay veK [0 L olsun.[Ox ,yOI K igin,
A={zOL:z=ax+(1-a) yosa<} O K

oluyorsaK ya konveks denir.

Tanim 1.1.13: |[x+ | =¥ +| y| ve |[x|=||¥| =1 olmasiy = x olmasini gerektiriyor

ise (X,[f) normiu lineer uzayina kesin konvekstir denir.

Geometrik olarak kesin konvekgin anlami, ger x ve y birim klreye ait isex ve
. 1 o .
y nin orta noktalari olarz=§( X+ y) lerin kiireye ait olmamasi anlamindadir.

Normlu lineer uzaylardaki kesin konveksh asagida verilen dzellikleri gdegerdir.

D Ix+ v =[X+Iyl. x y#0=y=ax (a>0)

1
2) 1=yl =1, x# y = [ y) <1
3)(...), X uzerinde i¢ carpim olsurfx, y) =¥y ve x# 0 ise bazia >0
icin y=ax dir.
4) (.,), X uzerinde bir i¢ carpim olsufly + | <| y|| ve (z y)=0 ise z=0
dir.



1. BOLUM
NORMLU L iINEER UZAYLAR ICiN DIKL ik BAGINTILARI

Normlu lineer uzaylar igin diklik bantisi, E. Silverman tarafindan verilen
paralelkenarin alani kullanilarak tanimlagimi G. Birkhoff ve bazi arguirmacilar

tarafindan gegtirilmi stir.

Ozellikle de normun 6zelliklerini iceren tanimlar Birkhoff [1], R. C. James [2-4],
tarafindan verilmitir. Bu Ozellikleri  kullanarak i¢c carpim uzaylanmi
karakterizasyonu belirlensgtir.

Simdi normlu lineer uzaylarda diklik ve 6zellikleriayrintili bicimde ele alalim.

2.1. Genel Normlu Uzaylaricin Diklik Ba gintilari ve Ozellikleri
(X.]if) boyutul den biiyiik normiu lineer uzay olsufX, ||} bir i¢ carpim uzay

ise en genel diklik tanimi

x 0y olmasi i¢in gerek ve yeteart <x, y> =0 olmasi bicimindedir.

Buna ek olarak dikfin asagidaki 6zellikleri belirtilebilir.
1. Nondegeneracy: Ax O ux olmasi igin gerek ve yetegart Ax=0 ya da

Lx =0 olmasidir.
2. Sadelgtirme: Her AOR icin xOy ise AxO Ay dir.
3. Streklilik: Her nON igin (X,) - x ve (y,) - vy iken x, Oy, ise xOy
dir.
. Homojenlik: xOvy ise Ax O uy dir.

4
5. Simetri: xOvy ise ydx dir.

6. Toplamsallik: xOy ve xOz isexOy+z dir.
7

X,y X icin x Jax+ y olacak bicimdea reel sayisi vardir.



Diklik bagintilarini vermeden 6nce, kullaniimak Uzere Silvanni5-7] tarafindan
yapilan cakmayi verelim.

X Uzerinde normlarl e ait ve kicik olan lineer fonksiyoneller kiimeBi olsun.
Bu durumda;

I y||=sup{ e f(”)‘ g ,gDF} &)

g(x) g(y)

esitligi ile tamimlanir. Burada|x,y|; 0, x,y,x+y noktalarindan okan

paralelkenarin alani olarak giintlebilir. Bu gitlik F. Sullivan [8] tarafindan normlu

lineer uzaylarin konvekslik 6zelliklerini gozdengyenek amaciyla kullanildi.

Gahler [9] te, bu konuyu 2-norm adini vgidiaha genel bir kavramla ¢ghistir. 2-
normun tanimi ve 6zellikleri tezimizin 1ll. bélimde yer almaktadir. Burada Gahler

in galstigl 2-normun 6nemli bir sonucunu verelim:

(1) ic carpim uzays sty =[x |* ~(x.y)* @
dir. Bu baintiyi ve 2-normu g6z o6nunde bulundurarak Diminwe Birkhoff

dikliklerinin tanimlarini verelim [10].

Tanim 2.1.1: (X,[) normlu lineer uzay olsun. Bu durumda

1% | =||x|diy| esitligi saglaniyorsax, y ye Diminnie-diktir denir vex O y(D)
biciminde gosterilir.

(X||||) ic carpim uzay! ise (2) Bmtisindaki(x, y) =0 alindginda bu denklem elde

edilir.
Simdi Birkhoff [1] tarafindan yapilan diklik tanimuwverelim.

Tanim 2.1.2: (X, |]) normlu lineer uzay olsun. Bu durumda feerreel sayisi igin
Ix+ay|=|x| esitsizligi saglaniyorsax, y ye Birkhoff-diktir denir ve x 0 y(B)
biciminde gosterilir.

Ayrica H, X in alt kimesi olsun. HeyOH igin x 0y(B) oluyorsaxOH (B)
dir.



Simdi Birkhoff dikli gini iceren iki yardimci 6énerme verelim.

Yardimcr Onerme 2.1.1: xOy(B) olmasini splayan f (x)=|x| ve f(y)=0

olacak bicimdef OOF fonksiyoneli vardir.

Yardimci Onerme 2.1.2: x 0 y(B) olmasi igin gerek ve yetaart |, y| = || diy||

olmasidir.

Teorem 2.1.1: xObx+ y(B) olmasi igin gerek ve yetesart xOax+y ve

xOa,x+y olmak uzerea, <b<a, olacak bicimdea, ve a, sayilarinin olmasidir.

Ozellikle herx yO X icin x Jax+ y olacak bicimdea reel sayisi vardir.

Ispat: x=0 oldugunu kabul edelim. HeryO X icin 00y olacgindan sonug

asikardir. x£0 ve x[Obx+ y(B) oldusunu kabul edelim. Yardimci 6nerme 2.1.2
den |x,y|=|xbx+y|=|x|dbox+y| elde edilir. tlier||tx+ y|=c olmak uzere
|ltx+y|, tnin strekli fonksiyonu oldiundana, <b< a, olacak bicimde

X Hax+y] =[x ¥ =[x ax+y|
ve

X Hax+ vl =[x y|=[x ax+

esitliklerini saglayan a, ve a, reel sayilari vardir.

Tanim 2.1.3: x# 0 olmak lUzeréher x,y X i¢in x Jax+y olacak bicimde tek bir

a sayisli varsa diklik tektir.

Yardimci Onerme 2.1.3:Diklik toplamsal ise tektir.

Ispat: x#0 olmak uzerex,yOX olsun. xOax+y ve xOax+y oldusunu
varsayalim. Bu durumda digin toplamsallg ve homojenkinden xD(ai—az)x

olur. Dikligin temel 6zelliklerini ve homojergini kullanaraka, = a, elde edilir.



(X||[n]) ic carpim uzayi ise (2) bBantisi, herx yO X igin Hx y| <[ ly|] olmasini

gerektirir. Bu aitsizlik boyutu 3 ve 3 ten blyik normlu lineer ulayn i¢ carpim

uzayi oldgunu ifade eder.

Asagidaki yardimci 6nerme Diminnie ve Birkhoff diginin esdeger oldusunu

gosterir.

Yardimci Onerme 2.1.4:Her x,yd X igin Hx y|<|¥|diy| ise Diminnie dikigi ve
Birkhoff dikli gi esdegerdir.

ispat: x,y#0 icin xOy(D) ve xOy(B) oldugunu varsayaim. ger x Oy ise
|Xdy] =[x y| oldugundan, hera reel sayisi igin
|x+ay||dly| = |x+ay,y| =[x y| =|x|dly| yaziir ve buradan heraOR igin

|x+ay|z|x| elde edilir ki bu dax O y(B) demektir.

Sonug 2.1.1:x ve y normlu lineer uzayin herhangi iki elemani olsun.duumda

x Oax+y olacak bicimde bira sayisi vardir. Ayni zamandaldax+y olmasi icin

gerek ve yetesart ‘f (x)‘:||f|| [)x| olmasini sgayan f lineer fonksiyonelinin

olmasidir.a=-f (y)/ f (x) alindgindax Dax+y isea<||y| /|| olur.

ispat: Dikli gin tanimindan,x Dax+y ise herk icin |x+k(ax+y)[z|x| yazilr.
Buradak =-1/a alinarak|x~-1/a(ax+y)|z|x| yazilabilir ve buradafj-y/al =[]
elde edilir. Bu dal/|al[|y| = x| ve |a < |y]/||x| demektir.

Siradan Oklid uzayindax ve y vektorleri icin xOax+y olmasi igin
a=-cosd|y|/|x| alinir. Burada#d; x vektorii vey vektorii arasindaki acidir. Bu
durumdak 20 ise Hx+ k(ax+ y)H>||x|| elde edilir. Bununla birlikte; normlu lineer

uzayin X ve y elemanlari icin, ger uzay kesin konveks ise bu gucl§it®zligi

sglamak mumkunddr.



Yardimci Onerme 2.1.5: Diminnie dikligi tek ise Diminnie diklgi ve Birkhoff
dikligi esdegerdir.

Ispat: x,y#0 ve xOy oldusunu varsayalim. Sonug 2.1.1 dar’[l(ax+ y) olacak

bicimde reela sayisi vardir. Diminnie diklinin tekliginden ve yardimci 6nerme

2.1.2. dena=0 olur ve x [0y elde edilir. Tersinex [0y ise yardimci 6énerme 2.1.3
ten a, <0<a, olmak uzerex Uax+y ve x[a,x+y olacak bicimde reeh, ve a,
sayllari vardir. Diminnie dikginin tekliginden a =a, =0 olur ve bu nedenlexy

elde edilir.

James’e gore boyutu 3 ve 3 ten buyuk uzaylardakBgthin simetrikligi i¢ ¢carpim
uzaylarini tanimlar [4]. Bu ve yardimci 6nerme 2,2.1.4, 2.1.5 i kullanilarak temel

amaca ulalir.

Teorem 2.1.2: (X||[n]) boyutu 3 ve 3 ten biiyiik normlu uzay olsun. Buuduia

asagidaki ifadeler gdegerdir.

1. (X||[n]) ic carpim uzayidir,
B-dikligi simetriktir.

B-dikligi ve diklik esdegerdir.
Her x,yO X igin |x, y| <|x|dy]-
O, tektir.

0, toplamsaldir.

o a0 M w D

T, normlu lineer uzayinda hiperduzlesdyle tanimlanir:

Tanim 2.1.3:[3] T nin lineer 6zalt uzay tarafindan iceriimeyen Kapd lineer
Ozalt uzayidir veya boyle bir line@ alt kimesininx+M kadar oteleridir.

Bu durumdasunu belirtebiliriz ki; normlu lineer uzayin herharr x elemani igin

x in dik oldusu (x 0 H) orijinden gecgen en az bid hiperdizlemi vardirH nin

tekligi, normun diferansiyellenebilir oyu ve dikligin toplamsal olyu ile esdegerdir.



Asagidaki teorem bu konuda temel bir teoremdir.

Teorem 2.1.3: f(¢ O), T normlu lineer uzayi Uzerinde lineer fonksiyone$iod.
Bu durumdaxOH olmasi icin gerek ve yetsart | f (x)|=| f|dix| olacaksekilde

bir f lineer fonksiyonelinin olmasidir. Buradak , f(h):O olmasini sglayan

batin h larin olyturdusu hiperduzlemdir.

L, T nin bir lineer alt kiimesi olsunx[JL olmasi i¢in gerek ve yeteyart
f(x)=|f|dix|] ve yOL icin f(y)=0 olacak bigimdef lineer fonksiyoneli

olmasidir. Buna gorec 1 H ve L O H elde edilir.

Ispat: H, f(h):O olmasini sglayan butinh larin olwturdugu hiperdiziem
olsun. | f (x)| = f|dX| oldugunu varsayalim. Bu durumdd (h)=0 olacaindan
| (x+h)[=| f (x)| <[ f]tix+h| olur ki buradan hehTH igin | f[|x|<] f[[x+h]

elde edilir. Bu dax O H demektir.

Tersinex OH ve |f (x)|= p|X| oldusunu varsayalimhOH igin |x|<[x+h] dr.

Bundan dolayi| f (x+h)|=|f (x)| = p|xX|< p|x+h| olur. H, orijinden gegen bir
hiperdiizlem oldgundan yOT icin ‘f(y)‘s,o”y” yazilir. Yani p=|f| ve

£ (x)| = f][dix| elde edilir.

Teorem 2.1.4:Normlu lineer uzayin herhangi bir elemani orijindgten bazi hiper
duzlemlere diktir. Buna gamen orijinden gecen biH hiper dizlemi icinx 0O H

olacak bicimdex elemaninin olmasi gerekmez. Bu sorun, verilén lineer

fonksiyoneli igin f (x) = || Cjx| olmasini sglayan x elemani bulmaklaselezerdir.

Teorem 2.1.5: x ve y, normlu lineer uzayin sifir olmayan iki elemanswi. Bu
durumda xOax+y ve yOby+x ise |ab<1 dir. Eger diklik simetrik ise

O<ab<1lolur.
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ispat: Sonug 2.1.1 defel<|y|/|x| ve [o|<|x|/|y| dir. Bu durumdaab|<1 elde

edilir. y Oby+x isekOR icin |y+k(by+x)|=|y| salanir. Bu durumda

1 1
k=-— alinirsaly——(by+x)| 2|y| yazilr. Buradar ¥{]|x| | v{ ve b|<[x)/|y|

elde edilir. Buna goréa| < y|/|x| ve [o|<|x|/|ly| bulunur. Buradana|<|y|/|x| ve

o[ <|x|/]y| ise |a|[|b|s% §|||| olacgindan |ab/<1 sonucuna varilir. Diklik

simetrik ve xOax+y ise ax+yOx dir. Bu durumda her k igin

|ax+y+kx|=|ax+y| saglanir. y Oby+x ise herk, icin |y+k, (by+x)|=|y]

yazilir.
k,=-a alinrsa  |y|z[ax+y| elde edilir.
K, :(1——8;1b) allnlrs%‘y+ﬁ(by+x) >|y| yazilr.
|y —aby +aby +ax
|| 1-ab 2|y
+ax
=1
|y+ax|2[1-abf|y|
[Vl =[1-ablly]

bulunur ki bu dd1-ab|<1 ve ab>0 demektir.

Tanim 2.1.4:Soyut OKlid uzaylari igin,

x Oy ise im [nx+y|-[nx| =0 veya N, (x,y) = Jim

irg {W} =0 dir.

Yardimci Onerme 2.1.6:x ve y normlu lineer uzayda iki elemax,[J AX+y ve

x 0 Bx+y olsun.a sayisiA ve B arasinda isx Jax+y dir.

Ispat: istenileni gostermek iciA < B oldugunu varsayalim.
xOAx+y ise|x+k(Ax+y)|z|x| ve xOBx+y ise|x+k(Bx+y)|z[x| (herk

icin) yazilir. a sayisiA<a< B olan herhangi bir sayi olsun.
k=0 icin,
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k()] = k(s (e )| = 2+ - )

k<0 icin,

|x+k(ax+y)|| = H[l+ k(a-B)]x+k(Bx+ y)H > H[1+ k(a-B)] xH > x|

yazilir. Bu durumda hek icin |x+k(ax+y)|=[x| elde edilir ki bu dax Dax+y

demektir.
2.2. Dikligin Teklik Tipleri

X ve y normlu lineer uzayin herhangi iki elemani olsun.dirumdax O ax+y ve
by +x O x olacak bicimdea ve b sayilarli vardir. Genelde bu sayilar telgittr.

Bunlarin tek olglari, normun diferansiyellenebilir gju ve kesin konvekslik ile
baglantilidir. Diklik simetrik degilse teklik kavrami gagidaki bicimleri alabilir.

Tanim 2.2.1:Herhangi birx(¢ O) ve y elemanlari icinx Jax+y olacak bicimde

tek bir a sayisi varsa diklik galan tektir.

Tanim 2.2.2:Herhangi birx(#0) ve y elemanlari iginax+y O x olacak bicimde

tek bir a sayisi varsa diklik soldan tektir.

Diklik simetrik ise sgdan ve soldan tektir. Ayricax [Jax+y olacak bicimde tek

bir a sayisi var ise butum(# 0) ve y elemanlari iginN, (x;y) =N_(x y) dir.

Tanim 2.2.3: T normlu lineer uzayinda tanimlf fonksiyonelinin X noktasinda

Gateaux diferansiyellenebilir olmasi icin gerekyetersart T nin her y elemani

icin Ihlng[f (x+hy)-f(x)]/h olmasidir. Ber bu limit mevcutsax noktasinda

Gateaux diferansiyellenebilirdir denir vie(x; y) bigiminde yazilir.

Soyut Oklid uzayinda, normun Gateaux diferansiye(ix; y), sifir olmayan biituin
noktalarda vardir ve(x,y)/|X| e sittir. xOy oldugunda (x,y)=0 olur. Bu

durumda,x Oax+y = N(xax+y)=0 veyaN(x;y)=-a|x| dir.
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Bu ifade normu Gateaux diferansiyellenebilir norriheer uzaylara gesletilebilir.

Gunkii boyle uzaylardd, (x; y) = N_(x y) = -a|x| dir.

Teorem 2.2.1: T normlu lineer uzay olsun. Bu durumdanin normu her bir sifir

olmayan noktada Gateaux diferansiyeli meydanaiggatidiklik sgdan tektir. Eer

x noktasinda normun diferansiyeli (x;y) varsa bu durumdaN (x;y) =-a|x|
olur ki buradakia sayisix Jax+y olmasini sglayan bir sayidir.
N(x;y), y nin lineer fonksiyonelidir. Eer N(x;y) var isexOy ve xOz iken

x O y+z olur [11]. Ayni zamanda bunun tersi dezdadur.

Teorem 2.2.2:Normlu lineer uzayda diklik gglan tek veya norm her bir sifir
olmayan noktada Gateaux diferansiyellenebilir igdéildtoplamsaldir.

Ispat: Diklik sagdan tek oldgunu varsayalmx Oy ve x Oz isey ve z xOH

olacak bicimde orijinden gecen Wit hiper dizleme aittir.

Eger batiny ler icin x Jax+y olacak bicimde tek bia sayisi varsaH tektir.
Buna gorey+z[OH ve x[y+z elde edilir.

Tersine, xOax+y, xObx+y ve dikligin toplamsal oldgunu varsayalim. Bu
durumdax O -(bx+y) yazilabilir. Toplamsalliktarx O (a-b)x dir.
Bunun anlami,|x+k(a~b)x|=[x| ssitsizliginin dogru olmasidir. Bu da biitiik

lar icin a=b olmasidir. Bu yuzden diklik toplamsal isegdan tektir.
Diklik toplamsal ise, norm sifir olmayan butin ralkrda Gateaux

diferansiyellenebilirdir.

Eger normlu lineer uzayda normun sifir olmayan her mn')ktasmdaN(x; y)
Gateaux diferansiyeli vars&l(xy), xOH olacak bicimde tek birH diizlemi
olusturur. Bger N(x;y) var ise, N(xy)+N(xz)=N(x y+z) yazilir ve buna

gorex Oy ve xOzicin xOy+z elde edilir.
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x ve y normlu lineer uzayin herhangi iki elemani olsun. @irumda herhangi bir
h sayisi igin”x+ h(ahx+ V)H :HX—h(ahx+ y)H olacak bicimden,, sayisi vardir.
Ihi[rg)[Hx+ h(ax+y)|-[x-h(ax+ y)H]/h =0 dir. Burada a sayisi, xOax+y

olacak bicimde bira sayisinin en biyuk ve en kicukgdadir. Eger diklik sazdan

tek ve toplamsal ise normu sifir olmayan noktaladiferansiyellenebilir isea

sayisix Dax+y icin tektir ve N(x;ax+y) =0 dir.

Dikli gin sgzdan tek olmasi i¢in gerek ve yetart normun sifir olmayan noktalarda
Gateaux diferansiyellenebilir olmasidir. Diklik stk olmadik¢a soldan teklik

bunu sglamaz. Diklik soldan tek ise uzay kesin konvekstir.

Teorem 2.2.3: T, normlu lineer uzayin kesin konveks olmasi icimegeve yeter

sart dikligin soldan tek olmasidir.

ispat: T, kesin konveks olmasin. Bu durumda|+|y|=|x+y| sesitligi ve
herhangi birt icin x#ty olacak bicimdex ve y(¢ O) elemanlari vardir. Buna gore
x+y=[(1-k)x+ky|+k<+(1-k)y ve 0Osk<1igin

[x+y] <[(1-K) x+ky| +Kk[x+(1-K)]y| elde edilir.|x|+|y]=|x+}y] oldugundan
|(1-K) x+ky| = (1-K)||x| +k]y| yazilir. Fakat |(1-k)x+ky|<(1-K)[x|+kK]y]
oldugundan 0<k <1 igin |(1-k)x+ky| = (1-k)|x| +k]y|) elde edilr.

=1+ 1) ainrsa (I 1] v)| = 2l butunr. ayrca
X =|y|x+|x|y ve ¥y =|y|x~|x|y alinarak da|x +y[=|x = y]| =|x| elde edilir.

Bu yuzden|a|<1 ise |[X +ay|=|x| ve |a=1 ise |x +ay|=|x| olur. Buradan
lal<lise x+ay'Oy olur. y =0 oIdugundanx=(||x||/||y||)y meydana gelir. Bu

bize, kesin konveks olmayan uzayda diklik soldd&ndegildir, sonucunu verir.

Buna gore diklik soldan tek ise normlu lineer ukagin konvekstir.

Birkhoff [1] a gore diklik simetrik ve tek ise boywu3 ve 3 ten blyik normlu lineer

uzay soyut Oklid uzayidir. Bu teoreryagidaki bicimde genietilebilir.
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Teorem 2.2.4:Boyutu 3 ve 3 ten biyuk olam normlu lineer uzay olsun. Bu
durumdaT nin soyut Oklid uzayi olmasi iciny@sidaki sartlardan her biri gerekli ve
yeterlidir.

1. Birkhoff dikligi T de simetrik ve toplamsaldir.

2. T kesin konveks oldtunda diklik T de simetrik olur.

T, surekli fonksiyonlarinC uzayinin lineer alt kiimesi olsun. Buna gére dikdik

gerekli ve yeterlgart T nin sg&dan tek olmasi ve herhandi ve g elemanlari igin

g/f nin |f| yi maksimum yapan noktalarda aynigdee sahip olmasidir. Bu ifade,
| f| yi maksimum yapara sayilari i¢in g(a) =0 oldugunu belirtir. Ayni zamanda

| f| yi maksimum yapara sayilari i¢ing(a)=0 ise f Og dir.
2.3. DIK ACIORTAYLAR ve D iKL iK

(E||[ﬂ]) reel normlu uzayda dik aciortaylarin herhangi igrd ile birlestirildi gini

distinelim. Bunu kullanarak i¢ carpim uzaylarinin bézelliklerini verelim. Reel

diizlemdeki dik aciortaylarin 6zelliklerine dayanaréE,||.||) icinde yeni bir diklik

bagintisi tanimlayalim.

2.3.1. Dik Aclortaylar Uzerine

(E||||) boyutu 2 ve 2 den buyik reel normlu uzayxlave y gibi lineer bgimsiz
vektorler verilsin. Buna gore [x, y] dogru parcasinin  dik aciortayi

[x,y]:{ax+(1—a)y, Osasi} biciminde tanimlanabilir. Bu kime olarak

{X; y +AulA DR} seklinde yazilrr.

Burada u#0, x ve y tarafindan gerilen alt uzayin icinde bir vektordi
uldx-y dir. Bu durumdau=ax+ £y olur. Norm i¢ carpimdan meydana

geldiginde veu O x -y oldugunda(u,x~y) =0 dir.
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(u,x-y)=0ise(u,x)=(u,y)=0
(ax+By,xy—(ax+pBy,y)=0
a(xx)+B(y.x)=a(xy)=B(y.y)=0
alx + B(y.x)-a(xy)-Bly| =0

ve buradan
ald*-a(xy) =Byl -B{y.x)
a([¥° =(v.x)) = B(IM ~(x.¥)

elde edilir. Buna gorel = (||y||2 —(x, y>) x+(||x||2 ~(y, x}) y dr.

Burada(x, y> yerine gagidaki ssitlik alinabilir.

P, (% y) = lim M ve benzer bicimdep’ (x,y) = lim M
I IR S
yazilabilir. Buna goreu vektori tekrar diizenlenginde

u:(||y||2—,0’+(x, y))x+(||x||2—p+’(y,x))y elde edilir. Bu bilgilerle [x,y] dogru

parcasinin dik aciortayini tanimlayalim.
M (x, y):{X;y+Au(x,y)]1 DR}

u(xy) = (vl - 2. (%)) x+ (X - 2 (v.%)) ¥ (1)
Diger taraftan[x, y] dogru pargasinin dik agiortayr metrik tipinin bir kisnelarak

asagidaki gibi tanimlanabilir.

M (x y) ={z0E120V (xy), [2=4 =[z- ¥}

(@)

GeneldeM (x,y) M’ (x,y) dir. Orngin; R? de taksi-kab normu ile birlikte her
(%) OR? igin (%, %,)], =[x +|x, yazil.

Burada x=(3,1) ve y=(11) alinirsa,

M(xy)={(20+A(-4,9 AOR} ve M (xy)={(20)+u(0.)|xOR} elde

edilir. Bu kimelerin gtligi ic carpim uzayinin karakteristik 6z@ililir. Simdi de

P, (xy) ve p.(x,y) fonksiyonlaryla ilgili bazi temel kurallar vergii
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L pL(xx)=[¥" ve [oL (xy) < [4][y].

. a=0icinp, (ax y)=p/(xay)=ap,(xy),
. a<0igin g, (axy)=p,(xay)=ap.(x,y),
IV. hera iging, (xax+y)=p,(xy)+a|x,

V. herx,yOE icin E i¢ carpim uzayi isg; (x,y) = o, (y,x) dir.

Teorem 2.3.1.1:(E,|||), boyutu 2 ve 2 den biiyiik reel normlu uzay olsun. B

durumda|x| =|y| olmak tizere hex yOE igin M (x y)=V(x+y) oluyorsaE

IC carpim uzayidir.

ispat: M(x,y), x+y tarafindan gerilen alt uzaydifx|=|ly| olmak tzere her
x, yOE icin u(x,y)OV(x,y) ve ||y||2—,oi(x, y):||x||2—,0+'(y,x) elde edilir. Bu
nedenle o, (x,y) = p,(y,x) ssitliginden ve p, niin 6zellginden E nin i¢ carpim

uzayi oldgu soylenir.
2.3.2. Dik Aciortay Dikligi Uzerine

Geometrik olarak i¢ carpim uzaylarinda, sadegkermar dortgenin kenarlari
tarafindan belirlenen @gou parcalarinin dik agiortaylari onun segenleridir. ic

carpim uzaylarindax ve y vektorleri James dikdine gore diktir. Ekenar

dortgenin kenarlari olarakx+y ve x-y alinirsa teorem 2.3.1.1 e gore

M (x+y,x-y) =V (x) elde edilir.
Bu 6zellge dayanarak yeni diklik Bantisini tanimlayalim.

Tanim 2.3.2.1:[12] Boyutu 2 ve 2 den buyuI(E||||) reel normlu uzayda dik

aclortay diklgi
M (x+y,x-y)=V(x)

ve
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P, (x+y,x)=p/(x-y,x)

esitlikleri saglantyorsax [J,, y bigciminde tanimlanir.

Ornek 2.3.2.1: R? de taksi- kab normu ile birlikte hetz 0 igin (x,0) O, (,Y,)

olmasi igin gerek ve yetgart y, =0 ve xy, <0 olmasidir.
Asagidaki yardimci 6nerme bu diklik pantisinin bazi temel 6zelliklerini igeriyor.

Yardimci Onerme 2.3.2.1:Dik aglortay diklgi (DM ) , her x yOE ve heratOR

icin asagidakisartlari sglar.

. x0O, 0 ve 00, x dir.
Il. x0, x olmasi igin gerek ve yetgart x=0 olmasidir.

. x0, tx olmasi i¢in gerek ve yetgart tx =0 olmasidir.
V. x0, vy ise ax[, ay dir.

V. x0, yise x0O, -y ve -x0, y dir.
VI. x0, yvexyz0isex vey lineer bgimsizdir.
VIl.  Norm i¢ carpimdan elde edilirsel,, y bagintisi (x, y>:O genel diklgine

esittir.

Yardimer Onerme 2.3.2.2:(E,|||), boyutu 2 ve 2 den biiyiik reel normlu uzay
olsun. Bu durumda herx,yOE-{0 ve i=12 i¢in x+ty[, x-ty olacak

bicimdet, >0 vet, <0 olan iki tek reel sayi vardir.

Ispat: t, > Oolsun. Bu durumdax+t,y OJ,, x—t,y salanir.

Buna gt’)re||y||2t§ + (,oi (v, x)=p,(x y))tO —||x||2 =0 yazilir. Burada,

ikinci dereceden denklemin pozitif kokudur. Buraubirlikte

IyIFe+ (2L (v )= . () t=I4 = 0
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denkleminin iki reel koku vardir. Bunlardan biri pof t koku, dgeri negatift,

kokuddr.

Sonug 2.3.2.1:0, = p_ ssitli gi saslaniyorsa ve [,, dikligi simetrik iseE i¢ ¢carpim

uzaydir.

Ispat: Her x,yOJE vet >0 icgin x+t, Oy x-t, dir. Buna gore

IV €2 + (2. (v.x) - 2. (%, ¥))t =X = 0 olur. @

Benzer bicimde,, dikliginin simetrikliginden

x—=t, O, x+t, yazilir ve

I y||2t2 —(,01 (y,x)=p/(x, y))t —||x||2 =0 elde edilir. (5)

Bu durumda (4), (5) veo, = p.' ssitli ginden p. (x,y)=p,'(y.x) olur. Buradan da

E nin i¢ garpim uzay! oldiu sonucuna varilir.
Teorem 2.3.2.1Bu teoreme goresagidaki ifadeler gdegerdir.

I. E,i¢carpim uzayidir.
Il. Her x,yOE-{Q} icin xO, vy ise

M (x, x+Y) :%+V(x)

ve
M(y,x+y):g+v(y) dir. (6)
. |u|=|v| =1 olacak bicimde heu vOE icin u+v0O, u-v dir. Buna gore
eskenar dortgenin kgegenleri diktir denilebilir.
IV. Her x,yOE-{0 veaOR ve x+ay O, x-ay ise (7)

|IX| =||ay| yazilir. Buna gére paralelkenarinskgenleri dik ise gkenar dértgendir.

ispat: (1) sartinin sglandgini varsayalimx, yOE-{0} i¢in x0O,, y dir.
Bu durumda (6) dan,
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M (X, x+y)=

N <

+V (x) ve M (y,x+y) =§+V(y) olur.

Iy = 4L (x+y.y)den

IV = 2. (x+y,y) =|x+ [ = p/(x+y,x) yazilir. Buna gére
[+ ="+ 2 (x+y.%)
<[y + 2 (x+v.x)
i ®)

=1+

elde edilir.
Diger taraftan, yardimci 6nerme 2.3.2.1 in (V) inden

x0, -y ve [x=y[ <y +¥’ 9)
yazilir. Sonug olarak, (8) ve (9) dgr+ y||2 +[|x~ y||2 < 2(||x||2+||y||2) elde edilir. Bu

nedenleE i¢ carpim uzayidir ([13],[14]).

Sonug 2.3.2.2Her x,yDE—{O} olmak tzereE nin i¢ ¢arpim uzay! olmasi igin

gerek ve yetegart X+My U x—My olmasidir.

I I
Bu kisimda da diklik tiplerini inceleyip taniyalim.

2.4. Diklik Tipleri

Tanim 2.4.1: (X||||) normlu lineer uzay olmak tzere y(D) olmasi igin gerek

ve yetersart |x, y| =|x|diy| olmasidir.

Tanim 2.4.2: (X||||) normlu lineer uzay olmak tizereJ y(B) olmasi igin gerek

ve yetersart hera OR icin |x+ay||=|x| olmasidir.

Normun en genel oOzellikleri ve 2-normun JjNve (Ns) Ozelliklerine gore diklik
simetrik ve homojendirX , boyutu 3 ve 3 ten blyuk normlu lineer uzay olsBn.

durumda gagidaki ifadeler gdegerdir.
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1. X biri¢ carpim uzayidir.
2. Diminnie dikligi toplamsaldir.

3. Diminnie dikligi, Birkhoff dikli gine edegerdir.

Yani X, normlu lineer uzay olmak uzere Birkhoff diklisimetrik yada toplamsal

ise X i¢ carpim uzayidir.

James, ikizkenar dikdini s6yle tanimlar.

Tanim 2.4.3: x Oy olmasi igin gerek ve yeteart |x+y| =|x-y| olmasidir.

Bu tanima gérex [y iken y [0 x ve hera reel sayisi icimx Oay elde edilir.
Ayni zamanda herr reel sayisi icinx Oy iken x Oay quyorsa(X,||.||), bir i¢

carpim uzayidir. YaniX bir i¢ carpim uzayi oldgunda James’in ikizkenar digii

yukaridaki homojenlik ve toplamsallik 6zgihi salar.

Tanim 2.4.4: X normlu lineer uzay ve y,[1 X olmak tzere

2 2 2
[x=yI"=Ix"+[]
esitli gi saglaniyorsa pisagor dikli meydana gelirx Oy iken yOx ve axUOay
olur ki bu hipotez bize Pisagor diginin simetrik ve homojen olmasi i¢iX in bir i¢

carpim uzay! olmasi geregini soyler.

Tanim 2.4.5:Pisagor ve ikizkenar dildinin genellgtiriimis haline a —dikligi denir.

Buna gorex y[O X olmak tzere,
xOy = (1+ az)||x+ y||2 :||x+ay||2 +||y+ax||2 sgslaniyorsa a —-dikligi meydana
gelir. a =0 olmasi halinde Pisagor diglne, @ =—1 olmasi halinde ikizkenar

dikligine donir.

X normlu lineer uzay olmak tzere, # -1 icin homojenlik ve toplamsallik 6zedi

X ini¢ garpim uzay! oldgunu gosterir.
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Tanim 2.4.6: Pisagor ve ikizkenar dikliklerinin daha da gengltfdmis haline
(@, B) -dikli gi denir. Buna gore,

xOy = [x=y|"+[ax= By =x- By +[y-ax’

dir. Buna gore(0,0) noktast igin pisagor dikli, (0,-1), (-1,0), (-1,~1) noktalari

icin ikizkenar dikligi meydana gelir.

(a,ﬂ) -dikliginin homojenli, simetrikligi, sggdan ve soldan toplamsadii genel
bicimde tanimlanir. C")zellikle(a,,B)-dikliginin soldan toplamsafiina gére her
x,y,zOX icin xOz ve yOz ise x+y Oz dir. Benzer bigcimde(a, ) -dikligi
sggdan toplamsaldir. Buna gore, hery z[0X icin xOy ve xOz iken xOy+2z
dir. Ayni zamandaa (O R ve x,y[0 X icgin (a,,B) -dikligi, x 0 y= ax by sartini

sglayarak homojendir.
Buna gore, reel sayilar tzerinde tanilinormlu lineer uzay! icinsagidaki ifadeler
esdeserdir.

a, ) -dikli gi homojendir.

a, ) -dikligi simetrik ve soldan toplamsaldir.

-dikli gi simetrik ve sgdan toplamsaldir.

BERERSERS

A)
A)
A)
Q, )-dikligi sggdan ve soldan toplamsaldir.

(62}

-
-
3. (a
-
. (X.J). ic carpim uzayidir.

Alan dikligi s6yle tanimlanir.

Tanim 2.4.7: x Oy olmasi icin gerek ve yetsart ya||x|.|y| =0 olmasi ya dax ve

y lineer b&msiz elemanlarinin ofturdusu dagrularin, olyturulan diazlemdeki

birim klreyi dort git alana bélmesidir. Alan dikginin homojen oldgu sdylenebilir.

Tanim 2.4.8:Carlsson dikii daha genel bir diklik gedidir. Buna goére
m=2 ve a,_ b, ¢ R olmak tzere
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x Oy olmasi icin gerek ve yetesart Zak||be+cky||2:O olmasidir. Burada
k=1

> ahbc =1ved abi=>ac’=0dr
k=1 k=1 k=1

Carlsson diklgi bazi durumlarda Pisagor ¥kizkenar diklii gibi simetriktir.
Boussouis dikki dncekilerin hepsini igerir. Boussouis kendi dgikhi soyle tanimlar.

Tanim 2.4.9: x 0 y olmasi icin gerek ve yetsart
Ja (s (w)c y(w) o ape(w) =0
Q

olmasidir. Burada(Q,x) pozitif 6lcim uzayr vea By Q -~ R u-olgulebilir

fonksiyonlardir. a*> ve ay® u-integrallenebilirdir ve a(w);to,u h.h.y. dir.

Buradan
icr(W),B2 (w)ou(w)= ia(w)yz (w)ou(w) =0, ia(w)ﬂ(w) y(w)ou(w)=
saglanir.

Singer, diklgi sOyle tanimlar.

Tanim 2.4.10: x 0 y olmasi i¢in gerek ve yeteart

I¥|y|=0 ya da|= olmasidir. Buna gére, Singer dili

||><||

simetrik ve homojendir.
X, normlu lineer uzay olmak Uzergagiidaki ifadeler Singer dikgine edeserdir.
1. X, i¢carpim uzayidir.

2. X in birim yuvar elemanlarx, y olmak tzerex Dax+y ise|a|<1 dir.

3. X in birim yuvar elemanlarx, y olmak tzerex+y [0 x-y dir.

Singer diklgi sadece ikizkenar dikdi bicimine getirilebilir. Ayrica Singer dik#i 2-
boyutlu normlu lineer uzayda toplamsaldir.

Bazi yazarlar Roberts digini sdyle yorumlar.
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Tanim 2.4.11: x 0 y olmasi igin gerek ve yeteart

herAOR icin |[x=Ay| =|x+Ay| ssitli ginin saglanmasidir.
Yukseklik dikligi soyle tanimlanir.

Tanim 2.4.12: x 0y olmasi igin gerek ve yeter &a

Iy - 0. (%)

2 dir.
[x=yI"(x-y)

h(xy)=y+

2
olmasidir. Burada, (X, y) :t"'@w

X, normlu lineer uzay olmak tzere, bu diklik icigagidaki ifadeler gdegerdir.

=

X, normlu lineer uzayi i¢ carpim uzayidir.
Ox,yOX ve|x|=|y|=1icin h(x y)+h(y.x)=x+y

3. Dx,yOX ve|x| =|y|=1icin h(xy)=

Xty
2
4. Ox,yOX ve|x|=|y||=1icin h(xy)=h(y,x)
5. Ox,yOX icin xOy ise xO-y dir.

no

Aclortay dikligi soyledir.

Tanim 2.4.13: xOy olmasi icin gerek ve yeteqart o, (X+Yy,X)=p, (X~ V,X)
olmasidir. Burada,o+(x, y), yukseklik dikliginde old@gu gibidir. Aclortay diklpi

ayni zamandau Ozellikleri sglar:

. xOyiseaxOay dir.
. xOvyisexO-y dir.
. xOvyise—-x0Oy dir.

24



2.5. & -dikli gi Gzerine
Bu kisimdag -dikligi ile ilgili bazi tanim ve teoremler verelim [15].

Tanim 2.5.1: X, normlu lineer uzay veés [0 X olsun. f X ve hergOG igin
|f —go|<||f —g| oluyorsag,0G noktasi f OX icin en iyi yaklaimdir. Benzer

bicimde f OX ve hergOG icin |g, —g| < | f - g| oluyorsag, G noktasi f O X

icin en iyi yardimci yaklgmdir.

G icinde f O X in en iyi yaklgiklarinin kUmesiPG(f) biciminde gdsterilir. Yine
G icinde fOX in en iyi yardimci yakkgklarinin kiimesi R;(f) bigiminde

gosterilir.

X, normlu lineer uzayé [0 X ve £ >0 olsun. Bu durumda
her gOG icin ||f —g,|<||f -g|+& oluyorsa g,0G, fOX icin en iyi
& —yaklagimdir.

Her fOX icin, G icinde f nin en iyi £-yaklasiklarinin kiimesiP;(f,¢)
biciminde gosterilir.

Diger bir deyjle; Py (f,&)={g,0G:|f -g/|<|f -g|+& 090G} dir.

P, ( f ,5), X in bas olmayan, sinirli ve konveks bir alt kimesidir. AyamandaG

kapali ise herf O X icin P;(f,&) kapalidir.

Tanim 2.5.2: X, normlu lineer uzay,GOO X ve &£>0 olsun. Buna gore

lgo—9g|<|f-g|+e oluyorsa g,0G noktasi fOX icin en iyi &-yardimci

yaklagimidir.

G icinde f nin en iyi £ -yardimci yaklaklarinin ki]mesiRG(f,g) biciminde

gosterilir. YaniR; (f,£)={g9,0G:|g,~g|<|f -] +&,090G} dir.

25



G konveks iseR; ( f,&) konvekstir ve
her f OG icin P, (f,&)=R,(f,e)=B(f,&)n G yazilr.
BuradaB( f,¢) ={gDX || f —g||se} dir. Ayni zamandaG kapali ise herf 0 X

icin R, (f,&) kapaldir.

X, normlu lineer uzay vef g0 X ise hera skaleri icin f Jg olmasi igin gerek
ve yetersart | f|<||f +ag| olmasidir. Ayni zamand&, ve G,, X in alt kiimeleri

olmak tizere heg, JG, ve g,0G, icin G, G, ise g, [l g, dir.

Tanim 2.5.3: X, normlu lineer uzays >0 ve f ,gOX olsun. Her|a|<1 skaleri
icin f 0, g = |f|<||f +ag|+e saglaniyorsaf, g ye & -diktir denir.

G, ve G,, X in alt kimeleri olmak Uzere hgrUG, ve g,0G, i¢in g, O, g, ise
G, O, G, dir.

Teorem 2.5.1: X, normlu lineer uzayG [ X ve £>0 olsun. Her f OX igin

9o OP(f.&) = f-9,0,G ve g,OR;(f,€) = GO, f—g, dir.

ispat: g,0P;(f,&) oldugunu varsayalimHer gOG ve |a|<1 i¢in g'=g,-ag
alahm. g, 0P, (f,€) ve g'OG oldugundan,

|t =gol<|f ~(9,-ag)|+e olur ki buradanf ~g, O, G elde edilir.

Tersine, f —g, O, G olsun. Her|a|<1 ve g'0G icin |[f —g,|<|f -g,+ad]|+e
yazilir. g'=g-g, ve a =1 alinirsa heg OG igin |[f —g,|<|/f - g|+& elde edilir.

Bu yiizdeng, OP; ( f,€) olur.

simdi g,0R;(f.€) ve gOG olduunu varsayalim.|a|<l ve a#0 igin

g = go—%g alalm. g, OR; ( f,€) oldugundan|g, - g|<|f -g+¢ yazilr.
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Buradan <

+£ veya

1 1
—g f-g,+—9g
a a
buna edeger olarak|g|<|g+a(f -g,)|+ale<|g+a(f -g,)|+e yazilabilir. Bu

nedenleg 0, f —Q, ve G O, f - g, elde edilir.

Teorem 2.5.2: X, normlu lineer uzay vé& [ X olsun. Bu durumda

. £>0, f,g00X ve f O, g iseherd=¢ icin f Os g dir.
Il. f,g0Xve f g isehere>0 icin f O, g dir.
. fOX vee>0i¢in 0L, f ve f O, Odir.
IvV. f O, g ve|f<liseBf O, Bgdir.
V. fOX, £€>0 ve d=¢ ise bu durumdag, OR,(f,e)= g,0P;(f,d) ve
9o OR (f.8)= g,OR; (f,0) saglanr.

2.6. Banach Uzaylarinda Genel Diklik

Burada Banach uzaylarinda genel diidibazi 6zelliklerini tanimlatip bunlarla ilgili
sonugclar elde edelim. Bu sonuclar Hilbert uzayldaki sonuclara benzerdir. Dlzgin

uzaylarda bu icerikle Birkhoff dikli arasindaki bantiyr gbz éniinde bulunduralim.

2.6.1. On Bilgiler

B reel Banach uzayiB"” bu uzayin genik uzayi, Il ve ||||D ise B ve B

uzaylarinin normlari olsunlar B: - BY eslemesi (3, x>=||Jx||D||x||:||x||2 esitli gi
ile tanimlanir. Ayni zamanda , birebir operatordir ve ™ = J9 dir. 37, 3 nin ters

operat('erd[Jr.JD:B* - B, B" da normallgtiriimis dual glemedir. Bu ylzden

35 =1, ve 3"=1Cdrr.

Buradal, B -~ B ve I; =Y. B biciminde tanimlanan operatorlerdir. Herhangi

bir x[(OB i¢in, ¢=Jx ve dolayisiylax = Jqu olacak bicimde tek big[] BY vardr.
Bircok yazar diklgi farkl yollarla tanimlamytir [1], [ 16—19].
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Birkhoff'un tanimina gérex yOB olmak tizere herr skaleri icin x 01®*¢ y olmasi

icin gerek ve yetegart |X|<|x+ay| olmasidir [20].
Simdi Banach uzaylarinda genel didi bakalim.

Tanim 2.6.1.1:.B reel Banach uzayix y/[1Bolsun. Bu durumda(Jx, y>:O veya
@(x):||x||2, lal|=|X| ve ¢(y)=0 olacak bicimdeg, OB" varsax, y ye genel

diktir denir ve x 0° y biciminde gosterilir [20].

ilk olarak temel sonuclarin ispati icin gerekli olagagidaki yardimci 6nermeyi

verelim.

Yardimci Onerme 2.6.1.1: B reel Banach uzayix y[JB olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler gdegerdir [18].

1. xOFvy.
2. X uzerinde, |[A|=1, A(x)=|x| ve A(y)=0 olacak bicimdeA lineer
fonksiyoneli vardir.

2.6.2. Temel Sonuclar

Bu bolimde Banach uzaylarinda genel dgikli bazi Ozellikleri ifade ve ispat
edilecektir [21].

Teorem 2.6.2.1: B reel Banach uzayl olsun. Bu durumdsgagadaki ifadeler

dogrudur.

a) Her xOB ve hera >0 i¢in, ¢, = ag, dir.

b) Her x,yOB ve hera >0 igin, x° y iseax O0° y dir.
c) Her xOB igin x 0° x ise x=0 dir.

d) Her x,yOB icin x0° y ve x#0 ise (x) n (y)={0} dr.
e) Her xOB igcin 0° x ve x 0° O dir.

28



Ispat: a) xOB ve a >0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
O (ax) =lax = a* ¥’

@, (ax) =a’g(x)

ag,, (x)=a’g(x) yazilir. Buradan

@, (x) =ag (x) elde edilir ki bu dag,, = ag, demektir.

b) x,yOB, a>0 ve SOR oldugunu kabul edelim.
a*|q =a®|x+ By|
a*q* =l (x+ By)|

= o +|a*y|

=[x

=g (ax) elde edilir kiax 0° y demektir.

c) Her xOB igin x 0° x olmasig,(x) =0 olmasi demektirg, (x) :||x||2

oldugundan||x|* =0 dir. Buradan dax=0 elde edilir.

d) Her x,yOB icin xO° y ve x#0 ise(x) n(y) ={0} dir. Bu durumda
zO(x) n (y) alalim. Buna gore, herhangi ve c, skalerleriicinz=cx=c,y

yazilir. ¢ (z) =0 oldugundang,(c,x) =0 olmalidir. x# 0 oldugundanc, =0 ve
z=0 dr.

e) Asikardir.

Tanim 2.6.2.1: B, reel Banach uzayi olsumJB icin f (x) =|x| ve | f|=1 olacak

bicimde sadece bif [ B" varsax elemani normaldir.
Teorem 2.6.2.2:B, reel Banach uzayi olsun. Bu durumdagedakiler dgrudur.

1) x yOB icin xO° y ise x 0% y dir.

2) x(¢ O) 0B normal elemany 0B olmak tizerex 0%° y ise x 0° y dir.
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Ispat: @) x,yOB ve x 0° y oldugunu varsayalim. Bu durumda,
14 = @.(x) =@ (x+ay)

<|allx+ay| =|q|x+ay|
yazilir. Bu yiizder|x| < |x+ay| elde edilir kix 0% y demektir.

b) Biliyoruz ki x(1°® y ve a >0 ise ax 0°® y dir. Bu yiizdenX :ﬁ 0y
yazabiliriz. x normal oldgundan,g, (X) =1, |g| =1 ve g (y) =0 olacak bigimde

tek bir g OB" vardir. Teorem 2.6.2.1 deg, :ﬁ@ dir. Bu ytizdeng, (x) =||x|”,

=|x| ve ¢|y) =0 olacak bicimde tek big [ BY vardir. Yanix O° y olur.
[l =1 ve ¢(y) 0,

Her (H <>) Hilbert uzay! dizgin uzaydir. Bu yuzden hér H normaldir. Bu

durumdasu sonuca varillir.

Sonug 2.6.2.1{H,())) reel Hilbert uzayix yOH olsun.x1° y ise(x,y)=0 dir.

Tanim 2.6.2.2: B, reel Banach uzayi olsury.0° x ve z[0° x ise y+z [° x

oluyorsa genel diklikG -toplamsaldir.

Tanim 2.6.2.3: B reel Banach uzayiyl [0 B ve x[OB olsun. Bu durumda
@ (X) =X, |@] =] ve heryOM icin ¢(y)=0 olacak bigimde tek big, 0B"
varsax 0° M dir. x-y, 0° M olmasini sglayan y, 1M elemanix(B nin G -en

iyi yaklasim elemanidir.

Sonug 2.6.2.2:B, reel Banach uzayxB olsun.y,0M , xOB nin G-en iyi

yaklasim elemani isex in en iyi yaklgigi y, dir.

Teorem 2.6.2.3:B, reel Banach uzayx[1B ve M [0 B olsun. Genel diklik

G —toplamsal isex—y, 0° M olmasini sglayan tek biry, 1M vardir.
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Ispat: y,,y,0M vei=12icin x—y 0°M oldugunu varsayalim. Bu yuizden her
yOM vei=1,2igin x-y 0O°y dir. Diklik G -toplamsal oldgundan

Y, =Y. =(x=y,)—(x-y,) O° y yazilir. y =y, -y, alinirsay, -y, 0° y, -y, elde
edilir ki teorem 2.6.2.1 dery, — y, =0 ve buradan dg, =y, olur.
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ll. BOLUM
2-NORMLU L INEER UZAYLAR

2-normlu lineer uzaylar konusu ilk olarak Siegfri€hhler [22] tarafindan ele
alinmstir. Daha sonra bu konu k@ matematikciler tarafindan gerbir sekilde
calsiimis  ve gelitiriimistir.  Ozellikle 1999-2003 yillari arasinda, Zofia
Lewandowska [23-25], yayinlagli makalelerle geneligiriimis 2-normlu uzaylar

konusunu incelergiir.

Simdi de tezde verilen teoremleri ve drnekleri dah&avrayabilmek icin 2-normlu

lineer uzaylarla ilgili temel tanimlari ve kavramlaerelim.
3.1. On Bilgiler

ilk olarak, 2-normlu lineer uzayin tanimini verelim.

Tanim 3.1.1: X, boyutul den bilyik olan bir reel lineer uzay Weﬂ XxX 5 R
fonksiyonu gagidaki dort kgulu szglarsa”.,“ fonksiyonunaX Uzerinde 2-norm ve
(XH”) ikilisine de 2-normlu lineer uzay denir.

2N1) |x, y =0 ancak ve ancak ve y lineer baimll,

2N2) [x ¥ =]y, 4.
2N3) Her o OR igin |ax, y|=|a]|x |,

2N4) [x+y, <] x §+] ¥ f

Normun boyutu ile ilgili olarak 2-normlu lineer ug&avrami, 2-boyutlu normlu

lineer uzay kavramina benzerdir. Fakat 2-normlwlazba normlu uzaylar arasinda

dikkate dger bir iliski yoktur. (X||||) normlu uzayi ileX (zerinde herhangi bir 2-
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norm olgturmak mumkin daldir. Her normlu uzay yerel konveks topolojik uzhy
[26] .

Tanim 3.1.2{27] X veY birer lineer uzay vel # D [0 X xY olsun. Herx[d X ve
ydY icin D, ={yDY:(x y O E} ve Dy={xDX:(x, y) O [} kiimeleri sirasiyla
Y ve X in birer lineer alt uzaylari olsunlar.

G2N1) Her (x,y)OD icin |x,ay|=|a|x y=]a x

G2N2) Her(x y),(x 20 Digin |x, y+ <] x y+| x &

G2N3) Her (x,2),( v, 20 Cigin [x+y, 4 <|x #+| y k

kosullarini sglayan |, :D - [0,e0) fonksiyonunaD iizerinde geneligirilmis 2-

norm, (DH“) ikilisine de 2-normlu kiime denir. Ozel olardk= X xY alinirsa

(X ><YH||) ikilisine genellgtiriimi s 2-normlu uzay denir.

Genellgtirilmis 2-normlu uzaylar sinifi, bilinen normlu uzaylami$indan daha

gengtir. Her normlu uzaydan genedtgilmis 2-normlu bir uzay olgturulabilir.

Ornegin; (X||||l) ve (X||||2) birer normlu uzay olsunlar. Bu durumda
|% | =] 4,0, ifadesi XxY iizerinde bir geneligiriimis 2-normdur. Ayrica,A

bir Banach cebiri ve herab[dA icgin |ab|=|al olmak Uzere(A,H.,”)

genellgtiriimis 2-normlu uzaydir.

Tanim 3.1.3: X bir lineer uzay,D [0 Xx X kiumesi 2-normlu bir kime vé&
normlu uzay olsun.f D - Y fonksiyonu aagidaki kasullari salarsa f ye 2-lineer

denir.

2L1) X, %, ¥;, Y, X vex, x,(1D*ND"

olmak tzeref (% + %, i+ ¥,)= f(x, W)+ f( % W+ { % Y+ { % y dir.
2L2) Her & ve A sayilari ve(x, y)O D igin f (dx,Ay)=d f(x y) dir.

Ayrica O(x,y)O D igin |f (x, y)|< M| x y| olacak bigimde pozitiM sayisi varsa

2-lineer f fonksiyonuna sinirlidir denir.
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Tanim 3.1.4: (X ><YH||) genellatiriimis 2-normlu uzay vef XxY - R ye bir

fonksiyon olsun.
Eger Ox,%0X ve Oy,y,0Y icin f(x+x,y)< f(x Y+ f(%, Yy ve

f(xy+y)< f(xy)+ f( % y) kosullari s&laniyorsa f ye her bir dgiskende
alt toplamsal fonksiyon denir. Hefx, y)O Xx Y igin |f(x, y)|< M|x y| olacak

bicimde pozitifM sayisi varsaf ye sinirhdir denir.

Tanim 3.1.5: (X ><YH||) genellgtirilmis 2-normlu uzay olsur\W, ve W, sirasiyla

X ve Y nin alt uzaylan olsunlar. Bu durumda, he(rx,y)D XXY icin

Ix=wg, y- go||:(wygi)9mfm{u x-w y- ¢} olacak bicimde (w, g,) DWx W varsa
W, xW, ye 2-proximinal denir. Bu durumdfw,, g,) ikilisine (x,y) nin 2-en iyi
yaklasimi denir. (x, y) nin W, xW, deki bltiin 2-en iyi yaklamlarinin kiimesi

P2

e, (% y) ile gosterilir.

Tanim 3.1.6: (X ><YH||) genellgtiriimis 2-normlu uzay veS[J Xx Y olsun. Eer
J, ve &, sabitleri igin [x+J,a, y+d,if=| x y kosulu salaniyorsa(x, y)O Xx Y
elemani (a,b) 0 Xx Y elemanina diktir denir véx, y) O(a b) bigiminde yazilr.

Ayrica (x,y)O Xx Y, S nin her elemanina dik iex, y) O S denir.

Teorem 3.1.1: (X ><YH||) genellgtirilmis 2-normlu uzay ven,, W, sirasiyla X
ve Y nin alt uzaylan olsunlar. (x,y)OXxY alaim. Bu durumda

(W, 9,) O I?Aziwz(x y) olmasi icin gerek ve yeter al (x-w, y- )0 Wx W

olmasidir.

Tanim 3.1.7:sifirdan farklia pO L icin V(a,b), L nin a ve b elemanlari ile

olusturulmus alt uzay olsun. 0zcOL igin LC=|_/V(C) bolim uzayini
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tanimlayalm.all L i¢in a. ile a nan(C) ye gore denklik sinifini gosterelim. Bu
durumdal, sirasiyla toplama ve skalerle ¢arpma ile

a. T, =(a+b), ve aa; =(aa),
seklinde tanimlanan 6zelliklere gore lineer uzayey.= bC kosulunu saglayan her

a,b0 L icin 2-normun 6zelliklerinden

ma, d - 4” <|a b ¢=0 ve buradan dfa,d =| b ¢ elde edilir.

le:Le —» R*U{Q} ile tammlanarag| = |a d|, L, tizerinde bir normdur.

Tanim 3.1.8: X, 2-normlu lineer uzaylndéxn} dizisi verilsin. Hery[ X icin

Linl”Xn - x =0 oluyorsa{x,} dizisi x noktasina yakinstyor denir.

Tanim 3.1.9: X, 2-normlu bir lineer uzay v{zxn} X uzayinda bir dizi olsun. Bu

durumda y ve z lineer bgmsiz olmak uzere lim |x, —x, y=0 ve
n,m- o

lim |x, - x, 4 =0 olacak bi¢imdey zO X varsa{x,} dizisine Cauchy dizisi

n,m- o

denir.

Tanim 3.1.10: X , 2-normlu lineer uzay olsun. Bu uzayda alinan®auchy dizisi

yakinsak ise bu uzaya 2-Banach uzayi denir.

Tanim 3.1.11: (XH”) ve (YH”) 2-normlu uzaylar,T X — Y déniumi her
yO X igin Li[rl”xn—x, y|=0 iken Li[rgo||T>g—Tx Ty =0 oluyorsa, T doniumiine

x[ X noktasinda 2-norma gore surekli denir.

Tanim 3.1.12: B, 2-normlu lineer uzay, bunun bir bafm,, e} ve B de iki vektor
a=aeg+a,e , b=p8e+[,e olmak Gzere
Gahler 2-normu, |a,b|=|a,B,~a,B]|e. ¢ ssitligi ile tanimlamgtir. Burada

le., &||, normunun dgeri en fazlal olan pozitif bir gercek sayidir.
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Diger taraftan, gercek sayilar cismi Uzerinde taniama2-normlu 2-boyutlu her
uzayin Banach uzayi olgu White [28] tarafindan ispatlansgtr.

Tanim 3.1.13: (XH”) 2-normlu lineer uzay,a,a,,..., g X, sifirdan farkii

elemanlar veV (&, a,...,&) ; {a,a,....a} ile olusturulan X in lineer alt uzayi
olsun. cOV(ab) icin [ad=|h CHZ%H arbh¢=1 olmasi a=b olmasini

gerektiriyorsa( XH ||) uzayina kesin 2-konveks uzay denir.

Teorem 3.1.2:2-normlu 2-boyutlu her Banach uzayi kesin konveksti

Ispat: 2-normlu lineer uzayda sifirdan farkl iki vektar=ae+ ae,b=he+he
ve herhangi bir vektdérc=cg+ ¢ g olsun. Gahler'in 2-norm tanimi kullanilirsa
esitli gin sol ve sg taraflari sirasiyla

la+bd =[(a+h)c-(a+hb)d|e ¢

= [(ac-ga)+(he-gh)l & ¢

la.d + |o.d = [ac.-ad|e ¢ + Jac,-bd]e ¢

= (Jac,-aq+/he- bd)| & ¢
bicimindedir. Vektorlerin bilgenleri gercek sayilar olgundan mutlak dgerlerin

isareti de g6z ontine alinirga+b,d = [a,d + o, elde edilir.|a,d = [o,d

olmak Uzerq‘a, c|| = 1 alinaraka = b bulunur. O halde uzay kesin konvekstir.

Teorem 3.1.3:(X,|.,]) 2-normlu uzay ve[Y,|.,]) kesin 2-konveks 2-normlu uzay
olsun. f :X - Y bir dénigtim, f(x) = 0 ve Ox,yO X icin

[ (x)-1(2). f(Y)- (3] = [x-2 y- 4 sitligiile f lineer,1-1 dir. (X,[..])
kesin 2-konvekstir. Buna gorfY,|..|) kesin konveks ve(X,|.]) ayni zamanda

kesin konvekstir.
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Tanim 3.1.14: L, boyutu 1 den buyuk bir lineer uzay ¥g.|), LxLxL Gzerinde

tanimli lineer fonksiyonu sagidaki kasullari s&larsa bu fonksiyona 2-i¢ ¢arpim

denir.

1. (a,alb=0ve(a,ab=0< aveb lineer baiml,
=

2. (a,db=(hHa,

3. (ablg=(bd0,

4. Her aOR igin (aa,bld=a(al g,
5. (a+a,bo=(abhg+(dbp

Bu durumda( L.(.. >) ikilisine de 2-i¢ carpim uzaylari denir.

Simdi normlu uzaylarda var olan bazi diklik kavramtan 2-normlu uzaylardaki
durumunu inceleyip 2-normlu uzaylardaki ger diklik kavramlarini, bunlarin

Ozelliklerini, ilgili teoremleri ve elde edilen soglari verelim.
3.2. 2-Normlu Lineer Uzaylarda Diklige Bakis

2-normlu lineer uzaylar teorisi ilk olarak 1960 dar Gahler [22] tarafindan
bulunmutur. O giinden bu yana normlu uzaylar ile ilgilsite kavramlar 2-normlu
lineer uzaylara gesletilmistir [23,29,30,31,32,33,34]. Bunlardan birisi de ldkk
kavramidir. Bu bolimde 2-normlu lineer uzaylardiliklive tipleri ayrintil bicimde

ele alinacaktir.

H. Mazaheri, H. R. Kamali ve Golestani Nezhad [386], Ahmad Khan ve
Ataullah Siddiqui [33], Cho, Diminnie, Freese ve dalafte [29], Gunawan,
Kikianty, Mashadi, Gemawati, Sthwaningrum ve Nuraopn [37], [38] bu konuda
adlarn en ¢cok gecen ve gahalariyla konuyasik tutan matematikgilerdir.

Khan ve Siddiqui [33] de(X,H.,”) 2-normlu uzaylarda P-, |-, BJ-dikliklerini

asagidaki gibi tanimlamglardir.
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Tanim 3.2.1:Her z#0 igin |x+y, 4|2 =| x #2+H y sz esitli i saslaniyorsax, y

ye P-diktir denir vex [J, y bigiminde gosterilir.

Tanim 3.2.2:Her z#0 igin |x+y, 4 =] x- y ¥ sitligi saglaniyorsax, y ye I-

diktir denir ve x [J, y bigiminde gosterilir.

Tanim 3.2.3:Her z# 0 ve a OR icin |x+ay, 72| x 4 esitsizligi gercekleniyorsa

X, y ye BJ-diktir denir vex [, y bigciminde gosterilir.

Godini [39] da, yukaridaki tanimlarda kullanilamet z#0 icin” ibaresi ‘her
zDV{ X 3} " ibaresi ile dgistirilebilecegini belirtmistir. Aksi takdirde,x in y ye P-
, |-, BJ-dik oldigu x ve y gibi sifir olmayan iki vektér yoktur. Bu kisimdaitun
dogrulugu gosterilmeye calilacak ve P-, |-, BJ-diklikleri icin bazi alterngir

verilecektir.

X, standart 2-normlu uzay ise diklik tanimi ayni zmoha genel diklik tanimina

benzerdir. Buna gore standart durumu ele alalim.

(X<>) standart 2-norm ile yazilabilen bir i¢ carpim uzag

<x,x> <x, y)
(y.x) (%)

gerilen paralelkenarin alanidir. Buradaki determina ve y nin Gramian

V2
bigiminde gosterilir. Burada|x, y|; x ve y tarafindan

[xv=

determinantidir.

2-norm ile birlikte standart 2-i¢ carpim uzayi

(xy) (%23
(zy) (22

esitlik asagidaki kasullar salar.

biciminde tanimlanir. Buna gt’)#x, ¥ =(x ¥ ))M dir. Bu

(x¥]2=

1. Her x,z0 X igin (X,X| 220 dir. (x, x| 2 =0 ise x ve z lineer bgimlidir.
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2. Her x,y,z0 Xigin (x, y| 2 =( y % 7 dir.
3. Her x,y,z0 X ve aOR icin{ax,y| 2 =a(x Y z dir.

4. Her x,%, Y, 20 Xicin (x +%,, Y| 2=(% Y z+({ %  edir.
Keyfi (X.(.])) 2-i¢c carpim uzaylarindax O, y, xO, y, xOg, y diklikleri her
zOV{x } icin (xy|2=0 sarti ile aittir. Standart durumda(x,y)=0
oldugundan (x,y| 2 =0 olmasi icin gerek ve yetesart (x,2)=0 yada(z y)=0

olmasidir. Yani,z[J x yadaz [1 y demektir.

Bu sunu ifade eder: GeneldX in her zOV icin (x,y|2=0 olmasini sglayan

codim(V) =1 olacak bigimde/ alt uzayi bulunabilir.

Bu gozlemlere dayanaral(x,”.,”) 2-normlu uzaylarda P-, |-, BJ-dikliklerini

asagidaki gibi yeniden tanimlayalim.

Tanim 3.2.4: Her zOV igin |x+Yy, 4|2:||x #2+|| y sz &sitli gini saslayan ve

codim(V) =1 olacak bigimdeX in bir vV alt uzay varsa [, y dir.

Tanim 3.25: Her zOV i¢in |x+y,4=|x y # ssitligini saglayan ve

codim(V) =1 olacak bigimdeX in bir V alt uzayi varsa [, 'y dir.

Tanim 3.2.6:Her zOV ve a OR igin |x+ay, 4 2| x # ssitsizligini saglayan ve

codim(V) =1 olacak bigimdeX in bir vV alt uzay! varsa O, y dir.
Keyfi 2-i¢ carpim uzaylarinda diklilkartinin, her zOV{ x } icin (x,y|2=0

oldugunu belirtmgtik. Cho ve Kim bunu kullanarak, boyutu 3 ve 3 t&iyik 2-ic

carpim uzaylarinda iki vektoriin G-digini tanimlamglardir.
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Buna gére, hezOV igin (x,y| 2 =0 esitli gini saglayan ve codim(V) =1 olacak
bicimde X inV alt uzayi varsa [ y dir. Ayrica standart 2-normlu uzayde(] y
ise (x, y) =0 oldusundanx O y dir. Giink

V" =sparq ¥

= spar{ ¥ secilirse hezOV igin (x,y| 2 =0 olur.
Asagidaki dnerme tersinin de g oldusunu belirtir.

Onerme 3.2.1:(X,|..]), boyutu 3 ve 3 ten biiyik standart 2-normlu uzayiol Bu

durumdax [ y ise x O y dir.

Ispat: Sifir olmayanx ve y icin x 2y yani (x, y) # 0 oldugunu kabul edelim. Bu
durumdax 7, y oldugunu gosterelim.
V, X in codim(V)=1 sartini sglayan bir alt uzayi olsun. Bu durumdlV igin

(x,y|2#0 oldugunu iddia edelim. Bu iddiamizin ispati icin birkdgrumu goéz

onunde bulunduralim.

Durum 1: x ve y lineer b&mli yani k#0 icin y=kx ise bu durumda
(% y) <X,Z>‘

X, Y| 2= esitli ginde

Ay (4]

(% y)=0 oldugundan(x, y| 2 =( x 2.{ z kx= k x|z yazilir. Buna gére
codim(V)=1 ve dim(X)=3 olduzgundan zOV - spaf k segilebilir. Buradan

|IX,4>0 ve (x,y| 2 # 0 elde edilr.

Durum 2: x ve y lineer bgimsiz yani|x, y| >0 ise birka¢ alt durumu géz éniinde

bulunduralim.
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Durum 2a: xOV ve yOV ise(x,y| 2 =~| x )Hz <0 olacak bigimdez = x+ yO VvV

secilebilir.

Durum 2b: xOV ve yOV ise zOV igin z [ x olur.

Bu durumda(x, y| 2 ={ x Y| ¥ # 0 elde edilir.

Durum 2c: x[OV ve yOV alindginda sifir olmayare [0V secilebilir. Bu durumda

(xy) (%2
(zy) (23

zOyolur.(x,y| 2= =(x, )| 4 # 0 elde edilir.

Durum 2d: xOV ve yOV olmak tzerev, v,0V ve abOR-{C icin
X=au+\ ve y=bu+y yazilir. Buradau, sifir olmayan bir vektordur ve v
dir. Bu durumdax, y| 2 = afl| x i}'z z0

olmasini sglayan z=bx- ay= by- ayll \elde edilir.

3.3. 2-Boyutlu Durumlar Hakkinda Sonuclar

(X.]..]) standart 2-normiu uzay veim(X)=2 olsun (Cho ve Kim'in G-dikfi
burada uygulanmazx y[1 X gibi sifir olmayan iki vektor alalim.

Eger x ve y lineer bg&ml yani y = kx ( k# O) ise bu durumda

her zO X icin (x,y| 2 = K| % #2 elde edilir.

Eger x ve y lineer b&imsiz iselerz=ax+ gy icin (x,y| 2 =-ap| x )Hz elde
edilir. Bu durumdax ve y gibi sifir olmayan vektorler iciny = kx ve z= Ix ya da

x ve y lineer bgimsiz isez=a x veyaz= By olmasi durumundax, y| 2 =0 dir.

G-dikligine bal olarak birbirine G-dik olan sifir olmayarx ve y vektorleri
bulunabilir. Ctinks, x// y olmasina rgmen her zOV igin (X,y|2 =0 olacak

bicimde X in 1 boyutluV alt uzayi vardir.
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Bu nedenle birbirine dik olan sifir olmayan iki vektor yokturfadesinden her
vektor cifti diktir’ ifadesine gegilebilir.

Bunun etrafinda diiindldiginde x ve y lineer b&mh ise her zOV igin
(x,y| 2 =0 olacak bicimdeX in bir V alt uzay! vardir. Qjer taraftanx ve y

lineer b&imsiz ise bu durumda olan iki alt uzay vardir. Bzgen 2-boyutlu standart

2-normlu uzaylarda G-diktini tanimlarken x U, y olmasi igin gerek ve yetagart
her zOV, OV, icin (x,y| 2 =0 olacak bicimdeX in 1-boyutlu farkiV, ve V, alt

uzaylari olmasidir denir. Oyleyse, sifir olmayarbitine paralelx ve y gibi ik

vektorl G-diklgine dahil etmeyiz. ¥er butln vektor ciftleri G-diktir.

Simdi 2-normlu lineer uzaylarda b-digini géz dntinde bulundurup, bununla ilgili

bazi sonuclar verelim.
3.4. 2-Normlu Lineer Uzaylarda b -Dikli gi

3.4.1. Giris

(X.[..]) 2-normlu lineer uzay olmak tzerez®O X icin X, tanimlansin. X"

X x(by Uzerinde tanimli batan sinirl bilineer 2-fonksigdlerin Banach uzayidir.

(by: X in b tarafindan gerilen alt uzayidir.

Tanim 3.4.1.1: (X,|..|) 2-normlu lineer uzay vex y0 X olsun. |x,b| # 0 olmak
tizere hera OR icin ||x,b|<|x+a y, i esitsizligini saglayan bd X varsax, y ye

b -diktir denir ve x [ y biciminde gosterilir.

W, ve W,, X in alt kiimeleri olsunlar. Bu durumdg OW, ve y, OW, igin y, (° v,

ise W, (" W, dir.
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(X||||) 2-normlu lineer uzayW X in bir lineer alt uzayr vebd X olsun. Bu

durumdax-w, 0° W ise w, W, her x( X igin b-en iyi yaklaiktir. W iginde x
in en iyi yaklagiklarinin kimesiR, (x) biciminde gésterilir.

Eger xO X —(W+(bB) ve w,OW igin w, DR} (x) oluyorsaW, b-proximinaldir.
Asagidaki 6nerme, temel sonuclarin ispatinda 6nemnmitaktadir.

Onerme 3.4.1.1:(X,||.,||) 2-normlu lineer uzayWw 0 X, bOX ve (b): X in b
tarafindan gerilen bir alt uzay: olsux, 0 X ise & =inf {||x, —w b|: w0 W} >0 dir.
Bu durumdaFy,,=0, F(x,b)=1 ve ||F||:%_ olacak bigcimdeF Xx(b) -~ R

sinirh bilineer fonksiyoneli vardir.
3.4.2.Temel Sonugclar
Bu boélimde 2-normlu lineer uzaylardeadikli gine ait bazi sonuglar verilecektir.

X, 2-normlu lineer uzay olsun.
FOX igin M2 ={fOX[ f]=1f(xb)=|x§.0x3 B bigiminde bir kime

tanimlansin.

Teorem 3.4.2.1: X 2-normlu lineer uzayb yO X ve xOX-((b) olsun. Bu

durumda gagidaki ifadeler gdegerdir.
1. x[y.

2. f(y,b)=0 olacak bicimdef M vardir.

Ispat: 2 - 1) Oncelikle f (y, b) =0 olacak bigimdef OM oldugunu varsayalim.
Bu durumdal|x,b|= f(x b= f( xta y h<| {| *a y p=| *xa y| yazilir. Bu

da x I’ y demektir.
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1-2) xy ve W=(y: X in y tarafindan gerilen alt uzayr olgunu
varsayalim. Bu durumdinf {|x-ay, f:a ydW | x >0 olur. Onerme 3.4.1.1

den g(y,b)=0, g(xb)=1 ve ||g||:%_ olacak bigimdeg O X' vardir. f =dg

alinirsa f (y,b) =0, f(xb)=|x 4 vel|f|=1olur.

Sonug 3.4.2.1: X 2-normlu lineer uzayw 0 X, bOX ve FOX-(W+(b)

olsun. Bu durumdasagidaki ifadeler gdegerdir.

1. FO"W.
2. fl}, =0 olacak bigimdef OM? vardir.

Sonug 3.4.2.2:X 2-normlu lineer uzayW, X in lineer alt uzayr vebJ X-W
olsun. Bu durumdasagidaki ifadeler gdegerdir.

1. WD x
2. Her gOW igin f(x,b) =0 olacak bicimdef OM_ vardir.

X, 2-normlu lineer uzayv O X ve b0 X -W olsun.

Buna goreW, :{ xO X: WP * kiimesi yazilr.

Teorem 3.4.2.2:X 2-normlu lineer uzayW O X, b0 X =W olsun.W bir alt uzay
ise bu durumdasagidaki ifadeler gdegerdir.

1. WP F.
2. Her wOW igin f0},,,=0 olacak bicimdef OM,, vardir.

ispat: 1 - 2) her wOW igin w1 W, oldugundan00] P (w) olur. Teorem 3.4.2.1

den f%x<b>=0 olacak bigimdef OM® vardir. F OW, oldusundan fll,, =0 dir.
2 - 1) Her wOW igin f[], =0 olacak bigimde f OM? vardir. Her wOW ,her

xOF ve hem icin |whb|=f(wb= f(wrax<| f| wa xp=| wa x|t

yazilir. Bu yuzdeW [ F elde edilir.
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Ormek 3.4.2.1: X =R*, W={(0,x %) : xJR} ve her(x,%, %), (¥ ¥, ¥5) U X

icin 0% %%) (% Yo W)= max{] xy= % ¥+ Xy x| xy xf olsun.
Eger, x=(1,0,] ve b=(2,2,0) ise x(* W dir.

Simdi de sonuclarin ispati icin kullanilan Hahn-Bem&eoremini ifade edelim.

Tanim 3.4.2.1: X bir vektor uzayl olmak tzer® X - R fonksiyonu alt lineer

fonksiyondur ve gagidaki kgsullar s&lar.

a) Her x,y0 X igin P(x+y)< P( X+ A y dir.
b) Her xO X ve a =0 icin P(ax)=aP(x dir.

Yardimci Onerme 3.4.2.1:P, X vektor uzay Gzerinde bir alt lineer d@iiin ve

M, X in alt uzay olsun.f , M Uzerinde lineer fonksiyonel ise hettd M igin
f (x)< P(x) olur.
Bu durumda f, X in biUtininde tanimlig fonksiyoneline hex( X igin

g(x) < P(X bigiminde geniletilebilir.

Teorem 3.4.2.3: X, 2-normlu lineer uzayb X ve X,y X-(b olsun. Bu

durumdax [° ax+ y olacak bicimdea sayisi vardir.

Ispat: M =(x) ve M OX oldugunu varsayalim. f, M - R fonksiyonu
f,(ax)=a|x 4 ifadesini sglasin. B (x) =|x H alt lineer ve f,(z)< R(2 dir.
Yardimci 6nerme 3.4.2.1 deh (x)=R (X dir. Her zO X igin A (z)<|z Y
olacak bicimde Ay X — R lineer fonksiyoneli vardir. Bilineer 2-fonksiyonel

tanlmlndarﬂ/\bu =1 dir.
y icin a=-—22"X biciminde tanimlanirsa\, (ax+y)=0 ve x [’ ax+ y elde

edilir.
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Teorem 3.4.2.4: X 2-normlu lineer uzay,b X ve x,yO X-(B olsun. Bu

durumdaax+ y[ x olacak bicimdea sayisi vardir.

Ispat: Tanimdan, ax+ yDb x olmasi icin gerek ve yeter sart
lax+ y+ kx f=|| ¢ y |p olmasi ya ddax+y||, [kx+ y, i nin en kuguk dgerini
almasidir.|[kx+ y, i, k icinde srekli oldgundan minimum dgerini aimalidir. Bu

durumdal|kx+ y, | deki k nin mutlak minimum dgeri a sayisidir.

Tanim 3.4.2.2. X, 2-normlu lineer uzay olsun. Herhangi birz0 ve herb X
icin |x,b| # 0 olmak tizereA, (x) =[x 4| ve H/\buzl olacak bigcimde tek bir\

lineer fonksiyoneli sayisi varsd , 2-duzgundur.

Teorem 3.4.2.5: X, 2-normlu lineer uzay olsun. Hex y bl] X icin |x,b|#0

olmak lizerex * ax+ y olacak bicimde tek bia sayisi varsaX , 2-diizgunddir.

Ispat: X in 2-diizgiin oldgunu varsayalim. YanixO X ve bO X igin |x,b|# 0
olmak Uzer#‘ fbH =1 ve f_ (x) =|x 4 olacak bigimde tek birf, lineer fonksiyoneli
vardir. x,y0 X olmak iizerea, c¢ sayilar icin x[* ax+ y ve x[’ cx+ vy ise
f,(X) =g, (x) =[x 0] ve H fbH :Hng =1 olmasini splayan f_ ve g, lineer
fonksiyonlari vardir. Buna goré, (ax+y) = g, (cx+ y) =0 dur.

f, =g, olduzundana=c dir.

Tersine, herx yO X igin x[ ax+ y olacak bicimde tek bira sayisinin var

oldugunu kabul edelim.x bO X igin |x,b#0 olmak Uzere”fbH:Hgbuzl ve
fo(x) = g, (X) =[x H olacak bigimdef, ve g, lineer fonksiyonellerin oldgunu

varsayalim. Bazy O X lericin f_(y)# g, (y) dir.
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a=——— ve C=- alinirsa teorem  3.4.2.3 denx [° axt+y ve

L

x [P cx+ y elde edilir ki bu bir ¢efikidir. O halde x [P ax+ y olmasini sglayan

tek bir a sayisi vardir. Bu yuzdeX , 2-dtzgundur.

Tanim 3.4.2.3: X 2-normlu lineer uzay,x y b0 X ve |x,b|#0 olsun. Eger

x P y ve X P z iken x [° y+ z oluyorsa diklik toplamsaldir.

Teorem 3.4.2.6: X 2-normlu lineer uzaybO X ve x,y[d X—(b olsun. Dikligin

toplamsal olmasi igin gerek ve yetart, herx yOd X ve herbO X icin |x,b|# 0

olmak tizerex I° ax+ y olacak bicimde bir tela sayisinin var olmasidir.

Ispat: Her x,y,b0 X igin ||x b|| # 0 olmak tizerex P ax+ y olacak bi¢cimde tek bir
a sayisinin var oldgunu kabul edelim.

Teorem 3.4.2.5 derX 2-diizgiindiir. Ber x P y ve x [° z ise f, (x)=|x b ve
H fbH =1 olacak bicimde tek birf, lineer fonksiyoneli vardir.

Hp ={uD X: f,(u)=0} biciminde bir hiper dizlem dinelim.

H,, bir alt uzaydir. Buradary z[1 H, oldugu aciktir. Bu yuzdeny+z[ H, ve
x OP y+ z sglanir.
Tersine, diklgin toplamsal x [P ax+ y ve x [P cx+ y oldugunu varsayalim. Bu
durumda, x [ ~(cx+y) olur ve toplamsalliktanx P (a-¢) x yazilir. Buradan,

|x+k(a- ¢ §=z|| 4 ifadesinin herk icin dasru olmasia= ¢ olmasi demektir.

Bu yluzdenx P ax+ y olacak bicimde tek bia sayisi vardir.

(X.(..])) 2-i¢c carpim uzay: olsun. Bu durumdéx X tizerinde|x, y| =/{x X y

biciminde 2-norm tanimlanabilir.
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Teorem 3.4.2.7:(X,<.,.| >) 2-i¢ carpim uzayibd X ve x,y0 X—(b olsun.

Bu durumdax [° y olmasi icin gerek ve yeteart (X, y|b) =0 olmasidir.

=

(x|

ispat: [P y ve (x,y|b#0 oldugunu kabul edelim. Buna g(‘jre:—<y T

alinarak
[x+ay b =(x+ay x-aybh
=(x,x+ay|b+a(x xta y b
tay,{h+(xray yb
AXB+a(yfh+ra(x ybraa(y
x XD +a(xyfb+a(x ¥ b+laf (v )
_[x yBf
=[x - .t

{
={x
={x
=(

< o

yazilir. Buradanx Zb y elde edilir.

Tersine ,(x, y| b) = 0 ise herhangi bier sayisi igin

[x+ay i =(xtayxayb
=[x +lal"] y. §°
>[x,B°

elde edilir ki bu dgx, b <[ x+ay, i demektir.

(X<| >) 2-i¢ carpim uzayW O X ve b0 X olsun.W " kiimesi

W' ={x0 X:(x d h=0,0 g1 ¢ biciminde tanimlansin.

Buna gore gagidaki sonuc cikarilabilir.

Sonug 3.4.2.3:(X,<.,.| >) 2-i¢ carpim uzayW 0 X ve b X igin W' =W, dir.
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3.5. 2-Normlu Lineer Uzaylarda b -Genel Dikligi

Bu kisimda, 2-normlu lineer uzaylarde-genel diklginin bazi 6zellikleri incelenip
bunlarla ilgili bazi sonuclar verilecektir. Bu sagtar 2-normlu lineer uzaylarda -
dikligine benzerdir.

3.5.1. Giris
ilk olarak 2-normlu lineer uzaylarda-genel diklginin tanimini verelim.

Tanim 3.5.1.1: X, 2-normlu lineer uzay vex y[J X olsun. Bu durumda
@ (x.b)=|x tﬂz |la] =|x b| ve ¢(y.b) =0 olacak bicimde tek bigg [0 X, varsa

X, Yy ye b-genel diktir denir vex Dg y biciminde gdosterilir.

3.5.2. Temel Sonugclar

Burada 2-normlu lineer uzaylarda-genel diklginin bazi 6zelliklerini ifade ve ispat

edelim.

Teorem 3.5.2.1: X 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdga@daki ifadeler
dogrudur.

a) Her xOX vea >0 i¢in g, =ag, dir.

b) Her x,yO X ve a >0 icin xmg y ise ax Dg y dir.

c) Her xOO X igin xmg x ise x=0 dir.

d) Her x,y0 X igin x (2 y ve x#0 ise (x) n (y) ={0} d.

e) Her xO X igin ODZ X ve xmg O dir.

Ispat:a) xO X ve a >0 oldusunu varsayalim. Bu durumda

@ (ax.b) =ax b = a*[x b
@, (ax.b) = a’g (x,b)

ag,, (x,b) = a’g (x,b)
@, (x.b) = ag (x,b) elde edilir ki bu dag,, = ag, demektir.
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b) x,yO B, a>0 ve SUOR oldugunu kabul edelim. Bu durumda
a*|x b =a*|x+ By o

-la(x+ sy Bf

<flax b +|asy, o

=[x

= @ (ax,b) elde edilir ki bu daorx 02 y demekir.

c) Her xOX icin x[f x ise g (xb)=0 dir. g(xb)=|xH* oldusundan

%, b||2 =0 ve dolayisiylax=0 dir.

d) zO(X% n(y alalim. Bu durumda herhangi biy ve c, sayilari iginz=gx= ¢y
yazilir. ¢(z,b) =0 oldugundan ¢(c,x b) =0 olur. Bundan dolayx# 0 igin ¢, =0

ve z=0 olmalidir.
e) Asikardir.

Tanim 3.5.2.1: X, 2-normlu lineer uzay olsunf (x) =||x b ve |f|=1 olmasini

saglayan yalniz birf O XE varsax[] B elemanina 2-normaldir.

Teorem 3.5.2.2: X 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdga@daki ifadeler
dogrudur.

a) X, yO X olmak tzerex Dg y ise x DEG y dir.

b) x#00B 2-normal olmak Uzerg/[1B ve X DEG y ise X Dg y dir.

Ispat:a) x, yO X ve x Dg y oldugunu varsayalim. Bu durumda

[0 =4 (x.b) =g (x+ay.b)
<lgltx+ay. b =[xbldx+ay.y
yazilir. Buradar]x, b <||x+a y, i elde edilir ki bu dax [, y demekiir.
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b) x®, y ve a>0 ise bu durumdaax 1, y dir. Bu yUzdenZ:ﬁ P,y
X

yazilir. x normal oldgundan, ¢ (X)=1, |@|=1 ve ¢ (y.b)=0 olacak bigimde

tek bir @DXE vardir. Teorem 3.5.2.1 demg :ﬁ@( yazilir. Buna go0re,
X

@ (X)=|x 4, [&| =[x 1| ve #(y.b)=0 olacak bigimdeg [ X\’ vardir. Buradan

X Dg y olur.

Her (X<| >) 2-ic carpim uzayl 2-diizgundiir. Bu yiizden hdd X normaldir.

Bundan dolayi gagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 3.5.2.1:(X,<.,.| >) 2-diizgiin uzay vex y, b X olmak tizerex [ y ise

(x,y|b)=0 dr.

Tanim 3.5.2.2: X 2-normlu lineer uzay véo[] X olsun. yﬂg X ve zmg X iken

y+z Dg x oluyorsa b-genel dikli b-G-toplamsaldir.

Tanim 3.5.23: X  2-normlu lineer wuzay, MOX ve x,bOX
olsung (x,b) =[x 4, |@&=|xb| ve heryOM icin ¢(y,b)=0 olacak bicimde
tek bir g O X' varsax (2 M dir. x—y, 02 M ise bu durumday, OM , xO X in

en iyi b-genel yaklgm elemanidir.

Sonug 3.5.2.2:X, 2-normlu lineer uzayx b X olsun.y,M, x in en iyi b-G-

yaklasim elemani isey,, X in en iyi b-yaklaigidir.

Teorem 3.5.2.3: X 2-normlu lineer uzay,x b0 X ve M O X olsun. b-genel

dikligi b-G-toplamsal isex-y, Dg M olacak bicimde tek biy, O M vardir.
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Ispat: Her i=12 igin x-y 2 M olacak bicimde vy, y,0M oldugunu
varsayalim. Bu durumda, hglIM vei=1,2igin x-y, Dg y olur.
b-diklizi b-G- toplamsal oldgundan y,-y,=(x- y)-(x y) (B y yazilr.

y=Y,— Y, alindginday, -y, Dg y,— Y, elde edilir ki bu day, = y, demektir.

3.6. 2-Normlu Lineer Uzaylarda B-Dikligi

Bu kisimda Khan ve Siddiqui tarafindan verilen Bwlo lineer uzaylarda B-
dikligini tanimlayip, B-diklgine goére kesin konveks 2-normlu lineer uzaylarin
Ozelliklerini verelim. Ayni zamanda bolim uzaylae bivektor uzaylarinda dildi

ele alalim.

3.6.1. Temel Kavramlar ve B-Diklgine GoOre Kesin Konveks 2-Normlu

Uzaylarin Ozellikleri

Burada, ilk olarak 2-normlu lineer uzaylarda kelsomvekslik ve ilgili bir teoremden
bahsedelim.

Tanim 3.6.1.1: (L,[.,]]) 2-normlu lineer uzay olsura,b# 0 ve cOV(a b) olmak

uzere |a+bd=|ad+|b¢ ve [ad=|bd=1 olmasi a=b olmasini

gerektiriyorsa bu uzaya kesin konvekstir denir.

Kesin konveks 2-normlu lineer uzaylarigg@adaki 6zellikleri Diminnie, Gahler ve
White (1974) tarafindan calimistir.

Teorem 3.6.1.1:(L,|..|) 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdagdaki ifadeler

esdegerdir.

1. (L||||) kesin konvekstir.

2. Sifir olmayan hec igin (L||||) kesin konvekstir.
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3. >0 ve cOV(ab icin |a+bd=|ad+|hb¢ esitigi saglaniyorsa
b=aa alnir.

4. |a-d,d=ala-h ¢ ve |b-d,d=(1-a)|a-hb ¢ ssitliklerinde a0(0,1)
icin cOV(a- d, b- d olmasid =(1-a)a+ab olmasini gerektirir.

Tanim 3.6.1.2: (L,|..]) 2-normlu lineer uzayda keyfi sifir olmayan Wif]L igin
la+b,d=|la- b ¢ esitli i saglaniyorsaa elemanibO L ye I-diktir.
Tanim 3.6.1.3: (L||||) 2-normlu lineer uzayda keyfi sifir olmayaod L icin

la,df +|b d° =] a b ¢ esitli 5i saslaniyorsaa elemanib L ye P-diktir.

Tanim 3.6.1.4:(L,||.,||) 2-normlu lineer uzayda keyfi sifir olmayan lifl L ve her

kOR icin |a+kb d=| a ¢ esitsizligi saglaniyorsaa, bO L ye B-diktir.

Sonuclar
1. 2-i¢ carpim uzaylarinda B-dilg, I-dikligi ve P-dikligine edegerdir fakat
keyfi 2-normlu lineer uzaylards@eser desildir.

2. (L].]) 2-normlu lineer uzay olmak izer@ elemanibOL ye B-dik ise
hera OR igin aa B-diktir ab dir.

3. (LJ..]) 2-normlu lineer uzay olmak tizeag b0 L ye B-dik ise bu durumda
b, a ya B-dik olmayabilir.

4. (L||||) 2-normlu lineer uzay ve b, c[J L olmak iizerea, b ye B-dik ve

a, ¢ ye B-dik ise bu durumda, (b+c) ye B-diktir.

Tanim 3.6.1.5: (L||||) 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdg(#0) ve b

elemanlari icina nin ma+ b ye B-dik old@gu tek bir m sayisi varsa B-dikh
sazdan tektir.

Tanim 3.6.1.6: (L,|..||) 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdg(#0) ve b

elemanlari icinma+ b nin b ye B-dik oldgu tek bir m sayisi varsa B-dikh
soldan tektir.
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Ayrica, a nin b ye B-dik olmasib nin a ya B-dik olmasini gerektiriyor ise B-

dikligi sagdan ve soldan tektir.

Teorem 3.6.1.2:(L,||.,||) 2-normlu lineer uzayin kesin konveks olmasi icavekli

ve yeterli kgul B-dikliginin soldan tek olmasidir.

Bu teoremin ispati icinsagidaki yardimci 6nermeyi verelim.

Yardimci Onerme 3.6.1.1: (L||||) 2-normlu lineer uzay olsuna bJ L icin

ma+ b B-diktir a olacak bicimde bim sayisi vardir. Bun sayisi,|ka+h d nin

mutlak minimum oldgu k sayisinin dgeridir. Buradac, keyfi sifir olmayan bir
elemandir.
Eger m, Ma+b B-diktir a ve Na+b B-diktir a olacak bicimdeM ve N

arasinda isena+ b B-diktir a olur.

Ispat: Tanimdan,ma+ b B-diktir a ise keyfi sifir olmayancOL ve herk igin
|(ma+ b)+ ka ¢=| ma bfcdir. |ma+ b q, [ka+ b d nin en kiigiik dgeridir.

|ka+ b d|, k degiskeninin strekli fonksiyonudur veé (k) =||ka+ b ¢ bicimindedir.

Bu durumdaf (k) - f (k)| =[|ka+ b d-| k a b
<[la+be-d+fka b ka b
=[k~kla 4

yazilir. Bu |k ~k,| - 0 ise |f (k )~ f(k,)| - 0 oldusunu ifade eder. Bu yizden

|ka+ b, d| minimum deerine ulair.

Ma+b B-dik a ve Na+b B-dik a oldusunu varsayalim.f(n)=|a+nh d
fonksiyonu konvekstir. Buna gore hdiJ(0,1) icin
f(An+(1-A)n)=|a+(An+(1-2) n) b ¢, A0(0,1)

=|a+Anb+(1-4) rih ¢

=|Aa+Anb+(1-2) a+(1-2) rih ¢
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<[Aa+Anb d+[(1-) a+(1-1) b ¢
=Ala+nb ¢+(1-4)[a+ b ¢
=Af(n)+(1-2) f(n)
yazilir. Bundan dolaym, M ve N arasinda vea B-diktir ma+ b ise keyfi sifir

olmayancOL igin [ma+ b ¢ =| Ma+ b §=|| Na b | elde edilir.

Teorem 3.6.1.2 nin ispati: L 2-normlu lineer uzay! kesin konveks olsun. Bu

durumdacOV(a b) olmak tizeref (n)=|a+nh ¢ konvekstir.Simdi, a+nb ve
a+mb, b ye B-dik olsun. Bu durumda keyfi®cO L icin [|a+nb d =||a+ mb [
olur. Bunlardan her biri minimum @erindedir. Yardimci 6nerme 3.6.1.1 e gore
n<t<micin |a+tb d sabittir. Bu yizden kesin konveks 2-normlu lineeayda

B-dikligi soldan tektir.

Tersine, L 2-normlu lineer uzayi kesin konveks olmasin. Buudwa herhangi bir
a>0 vecOV(ab) icin |a,d+|b d=|a+t b ¢ yazilir vea# ab olur. Buna gére

0<k<1olmak tGzere

la+b,d =[(1- K) a+ kb ka-(1- Kk bt

<|(1-K)a+ kb ¢+ K a f+(1- B b
olur. |a,d|+|b d =||a+ b ¢ vecOV(a b
oldugundan |a,d+||b d<|(1- K a+ kb t+ Kk ajer(1- K b| elde edilir. Bu
bize, |(1-k)a+ kh d=(1- K| a §+ K b fyi verir.
Fakat, 0<k<1 icin [(1-k)a+kb d¢<(1- K| a + K b dir. Bundan dolayi
Osks<lvecOV(ah) icin |(1-k)a+kb ¢=(1- K] a ¢+ K b olur.

__lad
““lod o

e de e <1 1ad Jag
@ leddd= - e R e

_2ad|bd
“Tod+[b g 22

alinirsa (2.1)

ve
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|(1-k)a+ kb d =‘

Hl' PR cﬂ]"’“ RiE #b] | %‘

gl dariags.§ @23)

bagintilari bulunur.

i 2Jadlbg 1
(2.1), (2.2) ve (2.3) Hantilarindan - b datladt
la.d|+[|bd  [a d+|b ¢|H(” dat|ady, ¢

veya 2|a,d||b, CH=H(|| bda|at b) H: elde edilir.
a=|bdat|adt ve b'=|bda-|adt alnrsa |[a+b;d=2|bd|a¢ ve

|a'=b’d =2|a,d|b d elde edilir. Bu nedenlga’ +b;d=|a*-b,'4d=| a & di.

Bu ylzden her sifir olmayaa igin

Im<1lise|a +mb; d=|a ¢
ve

Im=1ise|a +mb; ¢=| a'¢

ifadeleri sglanir. Bundan dolaya’ + mb’ B-dik b olur. b'=0 olmasi azmb

[b.d]

olmasini gerektirir.

2-normlu lineer uzaylarda B-dilgi soldan tek dglse kesin konveks gddir.
Bundan dolayr 2-normlu lineer uzaylarda B-diklisoldan tek ise uzay kesin

konvekstir.

3.7. 2-Normlu Lineer Uzaylarda B-dikligi ve Normlu Bolum Uzayi Arasindaki

Baginti

(L||||) 2-normlu lineer uzay olsun. Herhangi bir sifir ayan cO L vektori icin,
V(c): L nin c tarafindan gerilen alt uzayiditc: L/V(c) bolim uzayidir ve
lineerdir. L, tzerindeki norm|[i. bigiminde gosterilir ve|ag||. =|a d eitligi ile

tanimlanir.
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Teorem 3.7.1:(L,||.,||) 2-normlu lineer uzay ve.. bolim uzayi olsun. Keyfi sifir

olmayancOL icin a nin bOL ye B-dik olmasi igin gerek ve yetgart a. nin

be O L ye B-dik olmasidir.

Ispat: a,b0 L ye B-dik olsun. Bu durumda hér reel sayisi ve keyfi sifir olmayan

cOL icin |a+kbd=|ad salanir. Bu da H(a+kb)CHC2||a:||C veya

|ac + ki 2] ad], olmasi demektir. Bundan dolagy B-diktir b, yazilr.

Tersine, keyfi sifir olmayartJ L i¢in a. B-dik b, olsun. Bu durumda hek reel
sayisl igin |lac +khy|. =&, veya H(a+ kb)CHCZHQ:”C sglanir. Bu da

|lac + kb d =|| a ¢ olmasi demektir. Bu ytizdea B-diktir b olur.

Sonug 3.7.1B-dikligi, (Lc.[]) bélim uzayinda soldan tek gskan tek) isg(L,..])

2-normlu uzayda da soldan tekgdan tek) tir.

3.8. Bivektorlerin B-Dikli gi

L boyutu 1 den biyik lineer uzay id® : Zaixp ifadelerinin kiimesi olsun.
i=1

Buradai =1,...,m olmak Gzerea, ve by L icinde birer vektordur.

~: B, tzerindeki denklik bantisi olsun.Bu denklik kantisi Y a xh ~ > a'xh'
i=1 i=1

olarak tanimlanir.

B, B/~ bolim uzay! olsunB_ nin elemanlariL (zerinde bivektorler olarak

adlandirilir. Bivektera,.xp gosterimine sahiptir. Ayni zaman Zaxpj
i=1

i=1

1
biciminde tanimlanir. ger bivektor qub biciminde ise buna basit bivektor
i=1
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denir. L lineer uzayinda boyutu 3 ve 3 den kugik olan heekbor basit bivektor
olarak ifade edilebilir.

B, uzayi lineerdir. Buna gorgagidaki ifadeler sglanir.

m-n

i=1

2. Her SOR olmak Uzereﬁb(zm“a X bj = i axp pj dir.

B, iizerindeki normL iizerinde |a,b| =|b( ax b biciminde 2-norm tamimlarL

uzerinde butin bivektorler basit ide nin boyutu 3 ve 3 den kigukttr. Bu durumda

L Gzerinde her 2-norm i¢iB_ Uzerinde norm vardir.

Teorem 3.8.1:L, boyutu 1 den biyiik lineer uzdy: B tzerinde norm vé., |: L
tizerinde 2-norm olsun. Bu durumda feeb0,L icin [b(ax b)| =] a i sazlanir.

a,bO L ve keyfi sifir olmayanc vektori icin b(ax c) B-diktir b(bxc) dir. Bu

durumdaa B-diktir b elde edilir.

ispat: a,b0 L ve keyfi sifir olmayarc vektorii iginb(ax c) B-dik b(bx c) olsun.

Her k reel sayisi igin

[p(ax )+ Kk b 9= tf &

veya
[b(a+ kb)x ¢ =] a g

olmasi|la+kb d=| g ¢ olmasini gerektirir. Bunun anlaral B-diktir b dir.

a B-dik b olsun. Bu durumda keyfi #clL ve k reel sayisi igin

la+kbd=|a ¢ olur. Buradan Hb((a+ kb) x @H >[{a g vya da
[b(ax c)+ k(b bx 9)|= § & } elde edilir. Bu da keyfi @cOL igin b(axc)

B-diktir b(bx c) demektir.

58



Simdi de 2-normlu lineer uzaylarda ikizkenar dik iilekden bahsedelim.
3.9. 2-Normlu Lineer Uzaylardaikizkenar Dik Ucliiler
ikizkenar dikli R. C. James [2] tarafindan tanimlagtmi

3.9.1.Giris

(X.]-.]) 2-normlu lineer uzaylardgx, y, 2) tglist,

[x+y. 4= % v %
[x+z y=] %z §
[y+zA=]y-2 &

esitliklerini sagliyorsa (x,y,2) Ugliisiine ikizkenar dik uglu denir vé(x,y, 2)
biciminde gosterilir.

Her a reel sayisi icinl(x,y,2) ifadesi I(ax,y,2) oluyorsa I(.,.,) ugliisu
homojendir.

| (x,,Y.2) ve l(x,y, 2) ifadeleri | (x, +x,, y, 2 oluyorsal (.,.,) toplamsaldir.

Kesin konvekski gz dninde bulundurarak( in boyutu 3 ve 3 den kuguk her alt

uzay! ikizkenar dik Uclu icerir. ger (X||||) kesin konveks vd (.,.,) ya homojen

ya da toplamsal is¢X,|..||) 2-i¢ carpim uzayidir.

3.9.2.ikizkenar Dik Ucliiler

(X.]]]) reel normlu uzayddx+ y| =| x- y|ise x ve y ikizkenar diktir ikizkenar

Ucgenin kenarlarix+y ve x-y den olymaktadir. ikizkenar tanimi bundan

gelmektediri¢ carpim uzaylarinda bu, genel anlamdaki diklikidegerdir. Yani, x
ve y nini¢ carpimi sifirdir.
Bunlari goz 6nunde bulundurarak 2-normlu uzaylar maralel bir tanim gagidaki

gibi yapilabilir.
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Tanim 3.9.2.1:2-normlu lineer uzayda,

[x+y. 4= % v %

[x+z y=] %z §

[y+zA=]y-2 &
esitlikleri saglaniyorsa (X, y, 2) tgliisiine ikizkenar dik Uclu denir ve(x,y,2)
biciminde gosterilir. Ber X in elemanlar x,...,X, ise [xlx2 ..... >§1]; X in

{x....,x} tarafindan tretilen alt uzayi olur.
Asagidal (.,.,) bagintisinin bazi temel 6zellikleri verilitir.

Teorem 3.9.2.1:(X,..]) 2-normlu lineer uzay olsun.

1. Simetri: 1(x,y,2) var ise{x,y,3 kiimesinin herhangi p permutasyonlari
icin | (p(x), p(y), p( z)) vardir.

|al =|d =|d olmak tzerel (x,y,z) var isel (ax,by, ¢ vardir.
[ v. 4 sifir yada 1 boyutlu is¢(x, y, ) vardir.

Herhangi birx yO X icin 1 (x,y,0) vardir.

a s wn

[x,y,74 2-boyutlu olmak tizerex,y,z elemanlarindan ikisi Hgamsiz
tigtinctist sifir olursa(x, y, z) vardir.

6. Yogunluk: (X||||) 2-ic carpim uzay! is€x,y|2=(x 2 y=( y g }=0

oldugundal (x,y,z) vardir.

Ispat: 1. ve 2. durumlan () taniminin direkt sonucudur. Ayni zamanda 3. ve 4.

durumlar da 2-norm tanimindan c¢ikarilabilir. 5. waoun yarisi 4. durumdan ve

[X,v,7 2-boyutludur gergéinden cikarilabilir. Dger yarisinin ispati iciny ve z
nin bggimsiz vea, b reel sayilari i¢cinx = ay+ bz oldugunu varsayaliml (x, Y, z)
var ise 2-normun Hera reel sayisi igin|x,ax+ y|=| x yf "6zelligi kullanilarak
Ix+y,4=| % y # ifadesi [1+a]|y,7 =1~ 4| y # biciminde yazilabilir. Burada

|y, >0 oldusundana=0 olmalidir.
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Benzer bigimdd|x+ z y| =|| - z }f olmasib=0 olmasini gerektirir. Bundan dolay

x=0 dir.
Sonu¢ olarak  6.durum (X, y|z>=%(|| X+ y #2—” % y||zz) bagintisindan

yararlanarak ispatlanabilir [40].

Sonraki temel sonucun ispati icin bazi ek bilgilgeeyardimci énermelere ihtiyac

duyulur.

Tanim 3.9.2.2:x,y# 0 ve zO[x Y] i¢in |x+y,4 =] x #+| y k£ oimasia>0 igin

y = ax olmasini gerektiriyor |séx||||) kesin konvekstir.

Her 2-i¢ carpim uzayi kesin konvekstir ifadesi [d@]ispatlannstir.

IIk yardimci 6nermemiz tanim 3.9.2.2 nin direkt scurdur.

Yardimci Onerme 3.9.2.1:(X,||.,||) kesin konveks v x, y, 3 lineer bgmsiz ise

[x+y. <[ x 4+[ y fdi.

Yardimci Onerme 3.9.2.2:{x,y,3 bagimsiz ve a,a, sayilari a,<a, sartini

saglayan reel sayilar olsunlar. Bu durumda

1) a <b<a, olmak Uzere|y+ax Z=| y+ a x f ise ||y+bx 2<| y+ ax
dir.

2) |y+ax4=|yr axkicina<a<b

veya
b<a<aise|y+ax 4<| y+ bx dir.

3) |y+ax4=| y+ a xp=min{| ¥ ax|z @R} olmak uzerea <b<a,
ise |y +bx 4=min{| y+ ax f: R} dir.

4) a<a<ave|y+axd=||y axf=| y ax| ise herad[a,a] icin
|y+ax #=min{| y+ ax f: &R} olur.
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Ispat:

1) a <b<a, iseb=ta +(1-t)a, olacak bicimdet (0,1 sayisi vardir. Bu

yizden|y+bx 4 = [t(y+ax)+(1-19)(y+ a3, ¢
stly+rax4+(1- 9 v a x p=]y+ax 4
elde edilir.

2) a <a,<bisea, =ta +(1-t) b olacak bicimdet (0,1 sayisi vardir. Bu
durumda birinci kisimddy +a x 2 = |y +a,x %

<tly+ax 4+(1- 9] v bx
olur ki bu da||y+ax 2<| y+ bx f olmasini gerektirir. Geri kalanlarin ispati
benzerdir.

3) |y+ax 2, a nun strekli fonksiyonudur va' — o iken |y+ax 4 - o
olur. Buradan|y+ax 4 R tzerinde minimum derini alir. Bu sonug durum 1 in
sonucudur.

4) Durum 1 ve 2)y+ax 4 nin minimum dgerinin |y +ax 4 oldugunu ifade

eder. Bu sonug¢ durum 3 ten elde edilir.

Diger bir yardimci 6nerme [2] de belirtigli izere normlu uzaylar icin benzer

sonucun uyumudur.

Yardimci Onerme 3.9.2.3{r,s,t} bagimsiz bir kiime ve
u(a)=|(a+1) st r{-|(a-1) st rf ise a- +o iken u(a) - +2|s{ olur.
Bundan bgka a>1+2|r t|/|s.{ oldusundau(a)>0 ve a<—(1+2r t|/|s.{) ise

u(a)<o dr.

Ispat: a>1icin (a-1)/(a+1)+ 2/(a+ 1) = 1oldugundan

u(a)=|(a-1)s+(an/(a) rf-|(a) = rfp+ 4= 4 &) rf bigiminde
yazilr.
l(a-1)s+(a-1)/(a+) r{-|(a9 s rf< Z(a I rf oldugundan a - e

iken u(a) - 2|s 1| oldugu asikardr.
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simdi a=1+2|r t|/|s.i oldugunu varsayalim. Bu durumda yukaridaki adimlarin

hepsi sglanir. Ayrica,

2s+y(a+ry=zgs.f- 2(ar Y r > 2sf-( 23] ri>| s} iken
l(a-1)s+(a-1)/ a+r1rf~[( a9 s+ r.f|<(Z 3] r.f<| sl elde edilir.

Bu yuzdena =1+ 2|r t|/|s.{ oldusundau(a)>0 dir.

Diger temel sonucumuz kesin konveks uzaylarda Gramrm&ittydnteminin ispatina

imkan sunar. Kesin konvekslik yoksa bunurgioolup olmadgl acik bir sorudur.

Teorem 3.9.2.2: (X,|..]) kesin konveks olsun. Bu durumday z[] X igin

| (x,a’x+ y, b'x+ ¢+ 2 olacak bicimdea',b’ c reel sayilari vardir.
Ispat: ispat oldukca uzun olgundan bunu birgok kiiciik adimlarla anlatalim.

Adim 1: {x, y,z} nin baimli oldugunu varsayalim.px+ qy+ rz=0 olacak bicimde
p,q, r sifir olmayan reel sayilari vardir.

r#0ise(p/r)x+(q/r)y+z=0vel (x+y,( p/r)x+(q/r) y+ z) dir.

r =0 ise px+ qy=0 dir. Buradap ve q ikisi de sifir dgildir.

q#0 ise (p/q) x+ y=0 ve bundan dolayl (x( p/q) X+ Y, @ olur.

Sonug olarakg =0 ise p#0 ve px=0 olmasix=0 olmasiI demektir. Bu durumda

1 (x,y,2) elde edilir.
Kalan adimlar icin{ x, y, 3 nin ba&gimsiz oldgunu varsayalim.

Adim 2: Yardimci 6nerme 3.9.2.3 den
C - *oo iken (H(c+1) y+z f-[(c1) v z N() ~ +2| y oldugu aciktr.
Siireklilikten (¢’ +1) y+ z ¥ =|( -1 y+ z k olacak bigimdec' reel sayisi vardir.

Ispatin sonuna kadaw = cy+ z ve {x,y,w bagimsiz ve|y+w % =] y-w §

olsun.
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(X||||) 2-normlu lineer uzayin kesin konvekstiden

2y <ly+ w+] v w =2 y- w tadesifx, y|<[x y+ v ve
1% | <[ % y= W} oldugunu ifade eder. Benzer adimlpe w| <||x w- yf ve

% W <[ % w+ y oldugunu gosterir.

Adim 3: f(a,b)=|(b+1) x+ waxr §=[( b1 » wax |yve
g(ab)=|(ar1) x+ y b Y-|( @D x ybx |

biciminde tammlanswh(e d)=|ex+ y dx ifadesini goz 6nuinde bulunduralim.

Bu durumdalh(e,d)-He d)<|f e 9- b e g+ (he - (hek
=llex+ v dxe -l ex v x f
*llex+wdx W=l ex ydx f
<lex+w(d-d) §+[(e- o xdx |
=le-ellx v+ d-df x

dir. Buna goreh duzgin surekli oldgundanf ve g de duzgun sureklidir.

Adim 4: f ve g ye yardimci 6nerme 3.9.2.3 uygulanirsa
A. b - *oo iken f(ab) - 2| x, ax+ Y=+2| x ¥ dir.
B. b>—(1+(1||x y1|)|| ax+ y, vﬂf) iken f(a,b)>0 ve
(1+ 2/||x, )ﬂ | ax+ y, vﬂ') iken f(a,b)<0 dr.

C. a - *w iken g(a b) — +2| x bx+ W}=+2| x W dir.
D. a=1+(2/|x,w)|bx+ w ¥ iken g(a,b)>0 ve
a<l (J”x V\H)|bx+ w ¥ iken g(a b) <0 dr.
Sonug oIarakZ={( f(ab= 0} ve L(a { ab): bD]R} ise Z baos olmayan

kapali bir kiime olur ki hea reel sayisi icinZ n L(a) # 0 dir. Ayni zamanda
b= i(1+ 2/||x, y1|)|| ax+ y, W strekli grileri tarafindanz alttan ve ustten sinirlidr.

Bundan sonraki iki adinZ nin ve Z n L(a) nin 6zelliklerinden daha fazlasina yer

Verir.
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Adim 5: 4.adimin sonundaki tanimlamamiza gore Ken L(a) kimesi be

olmayan kompakt kimedir. Ayni zamanda bu kiUmenirgldoauli oldusunu
gosterelim.

b <b, olmak tizereZn L(a) nin elemanlarinin(a,h) ve (ab,) olduunu
varsayalim.b —-1<b,-1ve b +1<b, +1 oldusundan
() b-1<b+1<b-1<b+1

ve

(i) b—1<b,-1<h+1<b+1

ifadelerini gbz ontnde bulundurmak gerekir.

(i) sgzlanirsa yardimci énerme 3.9.2.2 den
b+1<hb -1ve|(b-1) x+wax+ §=[( b+1) % wax [jsartlan
|(b+1) x+w ax+ §=|( b=1) % wax | esitligini ifade eder. Ayni zamanda
b+lsh-1ve |(b,~1)x+wax+ y=|(b+1) » wax [ysartlar da
|(b,=1) x+ w ax+ y<|( b+1) % wax | esitsizligini ifade eder. Bu yiizden,
|(b=1) x+ w ax+ §=|( b+1) % wax |

=| (b, =1) x+ w,ax+ §=[( b+1) x wax |
dir. Bu da yardimci 6nerme 3.9.2.2 den
herdO[h ~1,b,+1] icin |dx+w ax+ y=min{| bx wax [ BIR} demekiir.
b, <b<b iseb -1<b-1<b+1< b+ 1olmasi
|(b=1) x+w ax+ §=[( br) x wax [y=min{|b'’x+w ax+ §: bOR} olmasi
demektir. Bu ylizderfa,b), Z n L(a) nin icindedir veZ n L(a) baglantilidir.

(i) saBlanirsab, —1<b,-1<h+1ve

|(b,=1) x+ w, ax+ §=|( b+1) % wax [yolmasiyardimc 6nerme 3.9.2.2 den
(b, =1) x+ w ax+ y<|( b+1) % wax |demektir.

Benzer bigimdey, -1<b +1<b,+1ve

(b, =1) x+ w ax+ §=|( b+1) x wax [yolmasi

|(b +1) x+ w ax+ y<|( b+1) % wax [ demektir. Budurumda

(
(
(b =1) x+ w, ax+ yf =|[(
=|(

b-1) x wax |
b +1) x+ w, axt f =|(b, +1) x+ w, ax+
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elde edilir.Ispat (i) deki gibi devam eder.

Her bir reel a sayisi icinZ n L(a) baglantili olsun. Bu durumda — *oo iken
f(a,b) - £2|x )| oldugundan herb<h icin f(ah)<0 ise f(ab)<0 dir.

Ayni zamanda heb> b, igin f (a,b,)>0 ise f (a,b) > o oldugu goruliir.

Adim 6: Bu adimdaZ nin baglantili oldusunu gosterelim. Bunun igin her bir>1
icin Zn:Zn{(a, b:-n< a< |}1 kiimesinin baglantili  oldusunu gésterilmesi
gereklidir.

Bazi n lericin Z, nin baglantili olmadgini varsayalmZ, nin Z, = A 0 A olacak
bicimde kapali, bpolmayan, parcalA ve A, alt kimeleri vardir.

Z, kompakt oldgundan A ve A, de kompakt olmak zorundadip, yansiyan
fonksiyon, p,(a b) = a ise bu durumdap,(A) ve p,(A) [-n.n| in bos olmayan
kompakt alt kiimeleridir. Ayni zamanda 4.adimdan,n| = p( A)O p( A) dir.

Bu durumdg{-n, n| in baglantili olusu p, (A)D p( A)# 0 olmasi demektir.
a,p(A) ve p(A) nin ortak sayisi iseA n L(a) ve A nL(a) kimeleri
Zn L(a’) ndn parcali, bpolmayan, kapall alt kimeleridir. Buna gore
(AnL(d))o(AnL(a))=(A0A)NL(d)=2Z,nL(a)=2ZnL(a) salanr.
Bu da 5. adimi bozar. Bu yluzdeh baslantilidir ve Z baglantili olmak zorundadir.

Adim 7: f(a,a)=|(a+1) x+ wax §-|( &2 * wax |
a+1) x+w(a+1) x+ w-( ax Y|
—H(a—l)x+vv,ax+ y-((a1) » v)ﬂ
=[(a+2) x+w x+ w= §=[( a1 x wx y
=H‘(a+1 X+ W, X+ W- )H—H( al) ¥ wx w ‘L;
(

+[(a=1) x+w x+ we [ aD) % wor y i

biciminde yazilr.

Yardimci 6nerme 3.9.2.3. den

a - o iken (H(a+1)x+vv,x+ w- Y -[(a1) x» wx w ‘9 -2 xy |dir.
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Ayni zamanda 2. adimin sonunda belirfildizere

m(a+1)x+vv,x+ wW- )N—H( al) x wx y e ad x w:
=2 u|<2]x y- i

dir. Bu yizdena=a iken f(a,a)>0 olacak bi¢cimdea >0 vardir. Benzer
bicimde

a<a, iken f (a,-a)>0,

az g iken f (a,-a) <0,

a<a, iken f (a,a) <0 olacak bicimdea, <0, a,>0 ve a, <0 reel
sayllari vardir. Ayni zamanda

b>h iken g(b,b)>0,
b<b, iken g(-b,b) <0,
b= b, iken g(-b,b) >0,
b<b, iken g(b,b)<0

olacak bigcimdeb, >0, b, <0, b, >0 ve b, <0 reel sayilari vardir.

Adim 8: 7.adimda ve 5. adimin sonunda belirgidizere

b>ax> g yadab=-a=-g, iken f (a,b)>0 olur. Ayni zamanda 4. adimdan
b=1+(2/|x,y|) ax+ v W iken f (a,b)>0 dir. a nin fonksiyonu olarak
b=1+(ﬂ||x, y1|)|| ax+ y, W stirekli oldigundan(a,, a] aralginda siniridir.

Bu ylizdenb>d ve a,<a< a iken f(a, b) >0 olacak bicimded >0 reel sayisi

vardir. Benzer bir tagma k,, k,, k, pozitif reel sayilarinin vaginda yapilir dyle ki

b< -k, vea|<k, yadabs<-|g <~k iken f(a,b)<0,
azk, ve|b|<k, yadaa=|h=k iken g(ab)>0 ve
as<-k, ve [b|<k, yadaas<-|j<-k iken g(a b) <0 biciminde yazilir.

k=max{k ,k ,k} secilirse bu durumdé >0 olmak tizere

b=k ve|al<k iken f(a,b)>0
b=~k vela <k iken f(a,b)<0
a=k ve|b<k iken g(a b)>0
a=-k ve|b/<k iken g(a b) <0 olur.

67



f (k,k)>0 ve f(k,—k)<0 oldusundan[-k, k| i¢indef (k,b)=0 olacak bigimde

b, sayisi vardir vés, Z nin igindedir.Ayricaby| < k oldugundang(k, k) >0 dir.

Benzer bigimde[—k,k] icinde g(—k,Q)<O olacak bigimdeb, sayisi vardir ve
(-k,) Z nin igindedir. Z baglantili ve g surekli oldgundan Z icinde
g(a,b)=0 olacak bicimde (a,b) noktasi vardir. Bu durumda

(a',b)=g(a,'b)=0 olur.

Adim 9: 2. adimdaw = c'y+ z oldugu hatirlanacak olursa = ax+ y ve

v=w+ b x= b'x+ cy :alindginda

O=[(c+Dy+zA-(c=9 yr zf=] v ufe| v ul:

0=f(a,b)=|(b%1) x+ wax y-|( b=") » wax¥ |
=[v+xd~[v-xy

ve

0=g(a,b)=|(a*1) x+ bk W-[( D) x ybx |

=[u+x v =fu-xy

elde edilir. Buna goré (x,u,v) vardir ve ispat tamamlanir.

Tanim 3.9.2.3:1(x,y, z) ifadesi hera reel sayisi iginl (ax, y, 2) oluyorsal (.,.,)
homojendir. Ayni zamandal (x,,y,z) ve 1(x,,y,2) ifadeleri 1(x +X,,Y, 2
oluyorsal (.,.,)toplamsaldir.l (.,.,) nin simetrikigi ve homojenigi kullanilarak her

a,b, cOR icin | (ax, by, c2 vardir denilebilir.

Teorem 3.9.2.3:(X,|..|) kesin konveks vel (.,.,) homojen ise(X,|..]) 2-i¢

carpim uzayidir.

Ispat: [x+y, 4 =| x- y #olsun. Bu durumda

68



her x,y,z0 X igin |x+2y, 7 =| x- 2y, # yazilabilir. Buna goresagidaki durumlar

g6z énunde bulundurulur.

Durum 1: X, y, z bagimsiz ise|x+y, 4 =| x- y # oldugundan teorem 3.9.2.2 nin
ispatina gord (z,a’z+ y bz ){ olacak bicimdea' ve b’ reel sayilari vardir.
(,.,) nin homojenkinden | (z,2(a’z+ y), bz *saglanlr. Bu yiizden
|2(az+ y)+(b'z+ ¥, p=]2( az y-( bz )x | ifadesi yazilir. Bu gitlik

Ix+2y, 74 =| x=2Y, # ssitli gine indirgenir.

Durum 2: x,y, zbagml fakat y ve z baggimsiz isex = d'y+ €'z olacak bicimded’

ve € reel sayilari vardifx+y, 4 =| x- y # oldusundan
@+ y+ez §=( ¢=1) v ez] vada a3y, 4=a~4| v § bisiminde
yazilir. |y, 7 > 0 oldugundand’ =0 olur. Buradan

x=€zve|x+2y,7=|2y, 4=| x 2y |z elde edilir.
Durum 3: y ve z bagimli ise [x+2y, 7= x #=| % 2 y [t dir.

Teorem 3.9.2.4: (X||||) kesin konveks vel (.,.,) toplamsal ise bu durumda

(X.]-.]) 2-i¢ carpim uzayidir.

ispat: I (.,.,) nin toplamsalf, 1(.,.,) ninhomojenlgini ifade eder.
Bunun gosterilmesi gereklidir.

I (.,.,) nin toplamsal oldgunu varsayalim ve (X, y, z) salansin. Bu durumda her
pozitif n katsayisi iginl (nx, y, z) de sglanir. Ayrica, teorem 3.9.2.1 ddr{0,y,2)
ve | (=x,y,2) ifadeleri de sglanir. Bu yuizden bu, hen katsayisi iginl (nx, y, 2)
elde etmek icin gesgletilebilir. I() nin simetriklgi kullanilarak her n,m, k
katsayilari icin | (nx, my; kj Uclistni elde etmek icin bu yontem tekrar edilebili
Boylece hern, m, k katsayilari iginjnx+my #=| nx my |z,

Imy+kz %=| my kz|sve
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[nx+kz =] nx kz
yazilir. Bu, herr rasyonel sayisl igifirx +y, 7| = rx-y; 4

[y+z =] y-zrf
ve
[rx+2 yf=]rx=2
olmasi demektir. Genel sireklilik yoluyla harreel sayisi icinl (ax, Y, z) meydana

gelir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi de 2-normlu uzaylarda var olan bazi diklik kawlarinin n-normlu lineer

uzaylara nasil andigina bakalim.
3.10. n-Normlu Lineer Uzaylarda Diklik

Matematikte bircok konuda olgu gibi 2-normlu lineer uzaylarda diklik konusunu
da n-boyuta taimak mumkindir. Bu konuda Khan ve Siddiqui [33]p @r Kim
[41], Godini [39] ¢aitli calismalar yapmglardir. n-normlu lineer uzaylarin tarihgesi
hakkinda [42] nolu kaynak bize bilgi verir.

Ik olarak n-normlu lineer uzaylarin tanimini verelim.

Tanim 3.10.1: n> 2 negatif olmayan bir tamsayi V¥ , boyutun ve n den buyuk

vektor uzayr olsun.X" de taniml reel deerli |.,...,| fonksiyonu aagidaki dort

kosulu salarsa X Uzerinden-norm olarak adlandirilir.

1) [%.....%[=0 olmasi icin gerek ve yetegart x,...,%, lineer b&ml
olmasidir.
2) |%.--.. %) permiitasyon altinda gigmez.

3) Herhangi bira OR icin |ax, X,...., % =|a]| X, %..., x| dir.
4) [ x+X, %, %[ <[ % % X F] X %o ¥ dir.

Bu durumda(X,||.,... ||) ikilisine de n-normlu lineer uzay adi verilir.

Burada, paralelkenar kurali

S Y ey PRV S Il [ SO IV SN
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biciminde yazilabilir.

Genelde |x.....%[, X icinde x,...,%, tarafindan tretilen n-boyutlu

paralelyGzlinin hacmi olarak yorumlanir.

Simdi n-normlu lineer uzaylarda P-,I-,BJ-diglni tanimlayalim.

Tanim 3.10.2: (X||||) n-normlu lineer uzay olsun.x yJ X ve her

X X0 OV igin xt o =600 ] e T et zini
sglayan

ve codim(V) =1 olacak bicimdeX in bir V alt uzayi varsax ], y dir.

Tanim 3.10.3: (X,[l......]) n-normiu lineer uzay olsun.x y X ve her
Xys..0s %y OV iGIN

X+ ¥, %, % =[x ¥ %..., x| ssitigini saglayan ve codim(V)=1 olacak

bicimde X in bir V alt uzayi varsa [J, y dir.

Tanim 3.10.4: (X||||) n-normlu lineer uzay olsun.x yd Xve her
Xs..0s X% OV igin
aOR olmak tzere|x+ay,%,..., %[ 2| % %..., ¥| ssitsizligini saglayan ve

codim(V) =1 olacak bigimdeX in bir vV alt uzayi varsa g, y dir.
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V. BOLUM

¢ -2-NORMLU L INEER UZAYLARDA ¢-b-GENEL DIiKL iGi

Bu bélimde, Golet [43] tarafindan verilgnfonksiyonu ve buna dayanarak yapilan
@ -2-normlu lineer uzay tanimlari verilip bgi-fonksiyonu, Kamali ve Mazaheri [36]

nin 2-normlu lineer uzaylarda csgtigi b-genel diklgine ve sonuclarina

uygulanacaktir. Buradan elde edilen yeni sonugaitecektir.
4.1. On Bilgiler

Ik olarak ¢ fonksiyonu veg -2-normlu lineer uzay tanimini verelim.

Tanim 4.1.1: ¢ :R - R tanimh fonksiyonyu kosullari salar.

1) ¢(-t)=¢(t)

2) ¢(1)=1

3) ¢, kesin artan v§0,») da stirekli
4) grﬁ)¢(a) =0 ve Limﬁ(a) =00

P

Boyle fonksiyonlara ornek olarak;¢(a)=la|, ¢(a)=|a| (pDR*) ve

2n

_2a N . I
¢(a) _—|a| T nON* fonksiyonlari verilebilir.

Tanim 4.1.2: L, boyutu 1 den buyulR Gzerinde tanimli lineer uzay olsun.

|]:LxL - R tanimh  fonksiyonu  gagidaki kasullari  salar.
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1) |, y||=0 olmasi icin gerek ve yetgart x ve y nin lineer bgimli olmasidir.
2) Her x,yOX icin |x, y| =]y, | dir.
3) Her aOR igin |ax,y|=|¢(a)||x.y| dir.
9 [ v.d<lxl +ly.d di
Bu |..] fonksiyonunag -2-norm ve(L,|..]) ikilisine de ¢-2-normlu lineer uzay

denir.
4.2. Temel Sonuclar

Burada, ¢ -2-normlu lineer uzaylarda# - b -genel diklgini tanimlayip bununla ilgili

bazi sonuglari ifade ve ispat edelim.

Tanim 4.2.1.(X,[..]) ¢ -2-normlu uzay vex yO X olsun.|x,bj|# 0 olmak iizere
her aOR igin |x,b]<|x+¢(a)y.b| olacak bigimdebI X varsa

X ¢ -b-diktir y denir vex D?, y biciminde gosterilir.

Teorem 4.2.1: X ¢-2-normlu lineer uzay,b yOOX ve xOX —(b) olsun. Bu
durumda gagidaki ifadeler gdegerdir.

1 xOjy.

2. f(y.b)=0, f(xb)=|xb| ve|f]|=1 olacak bicimdef O X, vardir.

Ispat: ik olarak, f(y,b)=0 olacak bigimde f O X, oldugunu varsayalim. Bu
durumda;|x,b| = f (x,b) = f (x+¢(a)y.b) <||f||dix+¢(a) y.b| bigiminde yazilir.

Buradan |x,b] < |x+¢(a)y.b| elde edilir ki bu dax 0} y demektir.

Simdi de XD?, y ve W=(y), X in y tarafindan gerilen alt uzay olgunu

varsayalim. Bu durumdaf {|x - (a) y,b|: ¢ (a) yOW} = x.b| > 0 yazilabilir.
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Buradang(y,b) =0, g(x,b)=1ve|dg|| :%_ olacak bigimdeg 0 X, vardir.
f =og alinirsaf (y,b) =0, f(xb)=|xb| ve|f|=1 elde edilir.

Tanim 4.2.2: X ¢ -2-normlu uzay vex y 0 X olsun.
@ (x.b) :||x,b||2, |a| =|xb| ve ¢(y.b)=0 olacak bicimdeg, O X, varsax, y ye

@ -b-genel diktir denir vex DE;G y biciminde gdsterilir.
Teorem 4.2.2: X, ¢ -2-normlu uzay olsunx y,0 X igin x [ y ise X D¢ y dir.

Ispat: x,yO X ve x[2 y oldugunu varsayalim. Bu durumda

[xb* =@ (x.b) =@ (x+4(a) y.b)
<|al dix+¢(a)y.b
=[xl dx+4(a) y.bf

bigiminde yazilir. Buradan|x,b|<|x+¢(a)y.b| elde edilir ki bu dax[}y

demektir.

Teorem 4.2.3: X, ¢-2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdaa@adakiler

dogrudur.

a) Her xOX ve¢(a)>0 icin, g, =¢(a)g dir.

b) Her x,yOX ve ¢(a)>0 icin, x [, y ise ¢(a)xOf vy dir.
c) Her xOX igin, x 05 X ise x=0 dir.

d) Her x,yOX icin x O y ve x#0 ise(x) n (y) ={0} d.

e) Her xOX igin, 00} x ve x 03 O dir.

ispat:a) xOX ve ¢(a)>0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
x(#(@)xb) =] (a)x bH (a)[x.blf
a)x(¢ a)x b) = ¢ (a) 4, (x
#(a) Gy (x0) =¢* (a) @ (X, )
Doy (D) =9 (a) @ (x.b)
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biciminde yazilir. Buradaw, ), = ¢(a) g elde edilir.

b) x,ydX, SOR ve ¢(a)>0 oldugunu varsayalim. Bu durumda
#° (a)|x.bf" =¢*(a)|x+ By.bf

= (a)(x+BY).bf

=l (a)xbf +¢ (@) By.0f

=[¢(a) b
saglanir. Bu yiizdeng (a) x O3 y dir.

c) Her xOX ign xOigx ise g, (#(a)xb)=0 ve

%(a)x(qb(a) x,b) =|4(a) x,bH2 =0 oldugundan ¢(a)>0 ve b0 X icin x=0 dir.

d) zO(x) n(y) olsun. Iimo¢(a)=0 oldusundan herhangt, ve c, skaler sayilari
icin x, ve y, dizileri secelim.z=cx, =c,y, yazilabilir. g, ,, (z,b) =0 oldugundan

Byope(#(c2) %) = () %, b = ¢ ()], b|" dir. n — o iken x,,b] < 0 olur.

Bu yUzden¢(q) - 0 ve buradarc, - 0 elde edilir.

e) Asikardir.
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V. BOLUM
2-IC-CARPIM UZAYLARINDA D iKLIK

Bu bolimde Gateaux turevleri ve Ozellikleri tanindaak ve Gateaux turevleri
cinsinden diklik anlatilacaktir. Ayni zamanda géegirilmi s 2-i¢c carpim uzaylarinin
tanimi ve buna ait teoremi verilip 2- i¢ carpim ylaandaki diklik kavramlarin-i¢
carpim uzaylarina ganacaktir. Bu konularda Cho ve Kim [41], A. Misigk], H.
Gunawan [44] ayrintili cagdmalar yapmglardir.

5.1. On Bilgiler

2-ic carpim uzaylarinin tanimi daha onceki bolunadelmistir. O halde ilk olarak

n-i¢ carpim uzaylarinin tanimini yapalim.

Tanim 5.1.1: X™ (izerinde tanimli reel gerli (., |.....,) fonksiyonu aagidaki
Ozellikleri s&larsa X uzerinden-i¢ carpim adini alir.
1) (%% |Xa0ee %) 2 05 (X, %|X,,...,X,) = 0 olmasi icin gerek ve yeteyart
Xy Xy5--- 2 Xn NN lineer b&ml olmasidir.

2) Her (1...,n) in (i,...,in)

permutasyonu i(;in<><1,x1|x2,...,xn>=<>gl,>gl X, 1 >g> dir.

3) (X Y% Xn) = (Y. X[ X .. X,) i
4) Her aOR icin (aX, Y|%..... %) =@ {X,y|%, ... .x,) di.

5) (XX, Y% %) TOGY[ X X ) (XY X, 0 X, ) dir.

Bu durumda(X,(.,.| }) ikilisine de n-i¢ carpim uzay! denir.

(X.( ... ) n-ic carpim uzay ise
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N-NOrM || X, Xy, Xp| :\/<xl,x1|x2,... X,) biciminde tanimlanir. Buna b olarak
polarizasyon gtli gi

A%, Y[ % o X0 ) Z[XHY X e Xl =X =Y Ko ve Xl
seklindedir.

Herhangi bir(X.(.,)) i¢ carpim uzay standart-i¢ garpim uzay! ise

<X,y> <XX2> <x,xn>

<X,y|X2,...,xn>=<X2.’y> <X21x2> " <X2?Xn>

(¥} () e ()
esitli g1 yazilir ve n-norm ”Xlxn” = det(<>§ ’Xj>) biciminde olgturulur. Bu ifade

ayni zamanda standart-norm olarak da bilinir. Bu nedenle standartic ¢arpim

uzayi standarh -normlu uzaydir ve terside gaudur.

Buradadet(<>g ,x].>), X, X,,..., X IN Gramian determinanti olarak bilinir.

5.2. n-i¢ Carpim Uzaylarinda Diklik

n-i¢ carpim uzaylarinda ve y vektorleri arasindaki G-dildi asagidaki bicimde

tanimlanir.

Tanim 5.2.1: (X<| }) boyutu n+1 veya daha bilyiik olan-i¢ carpim uzay!
olsun. x,yO X ve herx,,...,x, IV igin (X, y|%,,...,x,) = 0 ssitli gini saglayan ve

codim(V) =1 olacak bigimdeX in bir V alt uzayi varsa O y dir.

(X.(..].n..\)) n-ic carpim uzaylarinda [39] ve [41] nolu kaynakkarbelirtildig;

lizere x ve y arasinda hex,,...,%, OV{x,y} icin (X, y|%,.,...,x,) = 0 sarti ile G-

dikligi tanimlayamayiz.
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Teorem 5.2.1: (X<| }) boyutu n+1 veya daha buyik standamt-ic carpim

uzayi olsun. Herx,,..., %, OV{x,y} icin (X, y|%,,...,%,) =0 sarti sadecex=0
veya y =0 oldugunda sglanir.

Ispat: ispati tersini varsayarak yapalim#0 ve y#0 oldusunu varsayalim. Bu
durumda (X, y|X,,...,%,) # 0 olacak bigimdex,,...,x,0V{x,y} vardir ifadesini

gosterelim. Bunu yapmak i¢in birka¢c durumu g6z daeibulunduralim.

Durum 1: x ve y lineer b& ml yani, k #0 igin y =kx ise
(% Y] % X ) S ROGX] Xy g X0 ) =KXy X 0 X dlir. Simdi {X,%,....,%,} lineer

bagimsiz  olacak  bigcimde x,,..., anV{x} secelim. Bu durumda

(X Y% X ) =KX, X, e Xn | # O o,

Durum 2: x vey lineer b&msiz ise iki alt durumu g6z 6ntinde bulunduralim.

Durum 2a: xZdy veya (xy)#0 ise X,..., x,O{x,y} olacak bicimde

ortonormal dizi segilebilir. Boylece

(%, Y] X X0) =YX [0 = (x,y) # O olur.

Durum 2b: xOy veya (xy)=0 ise bu durumda sifir olmayan
x2:x+y+uDspan{x,y} vektorl secilebilir. Burada sifir olmayan vektoru

span{x,y} ye dik olan sabit vektordur. Sifir olmayan...,x,OV{x,y}

0 (x%) O 0
(%.¥) (%) (XzXs) (X2%,)

Bu durumda(x, y|X,,..., %) = O <x3.,x2> <x3.,x3> 2 0
0 (x.%) O (% %)
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== (%)% VX
==[XE I el # 0
elde edilir. Bu nedenle herhangi bir durum@ay|x2,...,xn>¢ 0 olacak bicimde

%,,....% OV{x,y} bulunabilir. Buna gore ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.2: (X<|}) n-ic carpim uzayl olsun. Bu durumda P-, |-, BJ-
diklikleri G-dikli gi ile esdegerdir.

Ispat: Ispat, n-i¢ carpim uzayinin 6zelliklerinde gorulebilir. @gin; x Oy, y
olmasix [J; y olmasi demektir. Hexk,,...,x, OV ve aOR igin

X+ ay, %.... %[ Z[X.%, ... Xq| esitsizligini saglayan ve codim(V)=1 olacak
bicimde X in V alt uzaymini alalim.Su an igin Xx,,...,X, 0V saptayalim. Bu
durumda her iki tarafin karesi alinarak leerfI R icin

20 (X, Y% . X ) + @2y Xy o Xa| 2 O elde edilir.

Bu (X Y%, %) < 0yada(xy|%,...,x,) = 0 olmasi demektir. Hex,,...,x,

icin dogru oldugundanx [J; y sonucuna varilir.

Teorem 5.2.3: (X<| }) n- ic carpim uzayl olsun. Bu durumdaagidaki
ifadeler dgrudur.

a) xU; x olmasi icin gerek ve yetgart x=0 olmasidir.
b) x[O; vy iseyl, x dir.

c) Hera ,BfOR icin xO; y iseax; By dir.

Ispat: ispat, G-dikIginin tanimindan ven-i¢ carpimin 6zelliklerinden direkt olarak

yapilabilir. Orngin; sadece (a) yI ispat etmek iciwJ, x ve x#0 oldugunu
varsayalim. Bu durumda hex,,...,x, OV igin (x,X[X,,...,X) =[X,% ... %[ = O
esitli gini sgglayan ve codim(V)=1 olacak bicimdeX in bir V alt uzay! vardir.

Fakatdim(V) = n oldugundan {x,X,.,...,%,} lineer b&msiz olacak bigimde
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X,,..., %, OV secilebilir. Bu durumda X, X, ..., %[ > 0 olur ki bu bir celjkidir.

Bir sonraki teoremde, standart-i¢ ¢arpim uzayinda G-dildinin genel diklikle

esdeser oldysu belirtilmistir.

Teorem 5.2.4{X,(.,].....,)) standartn-i¢ garpim uzayi olsun. Bu durumdel y
ise x O, y dir.

Ispat: Once gereklsarti ispatlayalim.x Oy oldugunu varsayalim, yan{x, y> =0

ve x,y#0 olsun. Bu durumda/ ={x}" segebiliriz. Agikga,codim(V)=1 olacak
bicimde V, X in alt uzayidir. Buna gore herx,, x;...,x,0V icin
(% Y|X,... . X1} = 0 elde edilir. Alternatif olarak/ ={y}" secerek de ayni sonuca

varilir. Bu x I, y oldugunu gosterir.

Yeterlisarticin - x 7, y yani(x, y> # 0 oldugunu varsayalim. Burada ve y sifir
olmayan vektorlerdir.x /I, y oldugunu gostermek icirv , codim(V):l olacak
bicimde X in keyfi bir alt uzayi olsun.

dim(V m{x}D) >n-1 oldugundan heii =2,...,n icin (x,x)=0

olacak bigimdex,,...,x, 0V ortonormal dizisi var olmak zorundadir. Bundanayol

(% Y% %) = OV %] %l ” = (X,y) # O olur ve ispat tamamlanir.

5.3. Gateaux Turevleri

Bu kisimda 2-normlarin ve genefleilmis 2-i¢ carpimlarin Gateaux turevlerinin
bazi 6zelliklerini verelim.

Daha sonra 2-normlu uzaylar icin Gateaux turevieri diklik cinsinden kesin
konvekslgi tanimlayalim.

En sonda da 2-i¢ ¢arpim uzaylarinin Gateaux tunevke diklikler cinsinden bazi
Ozelliklerini elde edelim.
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5.3.1. On bilgiler

(X...]) 2-normlu lineer uzay olsurN, (x,z)(y)

fonksiyoneli N, (x,z)(y)=lim [x+ty. 7] -[x.7|

t-0

biciminde tanimlanir.

Bu ifadeye 2-normuny y(‘jnijnde(x, z) de s@dan Gateaux turevi denir. Bu limit

mevcutsa 2-norm gdan diferansiyellenebilirdir.

[x+ty.7-[x.4]

Benzer metodla soldan Gateaux tiired_(x,z)(y) = lim
t-0"

biciminde tanimlanir. ger N, (x,z)(y) = N_(x,z)(y) ise 2-norm(x, z) de Gateaux

diferansiyellenebilirdir veN (x,z)(y) =lim

t-0

x+ty, Zt”_”X il biciminde yazilir.

_Ix+ty.4-|x 7|
t

X,y,zOX ve herhangi bit OR icin n(x, y|z)(t) &sitli gi

tanimlanabilir. Bu durumdasagidaki yardimci 6nerme elde edilir.

Yardimci Onerme 5.3.1.1:[45] Herhangi birx yO X ve keyfi z[ X sabitleri igin

n(x,y|z)(t) fonksiyonelit pozitif reel dgiskeninde artandir ve

N, (x,2)(y)= tllrp n(x,y|z)(t) mevcuttur.

Ispat: t' >t >0 olsun. Bu durumda

n{xy[2)(t')=n(xy|2)(t)

, Hx+ty. g ~tlx 7 -fc+tty, 2 - (t =t)[x. 4+t k.7 _

- t't

yazilir. Bu nedenlet'>t>0 ise n(x,y|z)(t')=n(x,y|z)(t) elde edilir. Ayni
zamanda

n(x y|2)(t)

_[x+ty.7-[x7
t
2[(1).2~1v.4~|(x/1) 7 =-]v.4 d.

n - o ikent, — 0 oldugundan{t,} dizisi azalan bir dizidirn(x, y|Z)(t,)

reel sayilarin sinirli ve azalan dizisidir. Bu yémd
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N, (x,2)(y)= t"f? n(x,y|z)(t) mevcuttur.

Asagida N, (.,)() fonksiyonelinin bazi 6zellikleri siralanstir.

Teorem 5.3.1.1Her x,y ,zO X i¢in ssagidaki 6zellikler gecerlidir.
1) N, (xz)(y)<]|y.7 dir.
2) N,(x2z)(y+Y)<N,(x2z)(y)+N,(xz)(y) di.
3) a>0icin N, (ax,z)(y)=N,(xz)(y) dir.
4) a=0icin N, (xz)(ay)=aN,(xz)(y) di.
5) a=0icin N, (x z)(ax)=alx,Z dir.
Ispat: (1) t >0 olsun.

by d-fod ety d-xd

t t
yazilir. Buradan
N +(x,2)(y) = lim [x+ty, i”'”x 7 <|ly.7|
elde edilir.
2)
[x+t(y+y).4-Ix4
t
1 , 1
l62) 7.4 2xl 02+ 4~ Slx
< +
t t
_x+2ty.7-[x7 | [x+ 2y 7~[x 7]
2t 2

bicimindedir. Bu gitsizligin her iki yaninda limit alinirsa

N, (x2)(y+y)<N, (x2)(y)+N,(x,2)(y)
elde edilir.

(3) a >0 igin,
lax+ty. 7| -]ax.7

N, (ax 2)(y)= t”fgl

eyl

t-0' (t/a)
=N, (x2)()
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dir.

(4) a >0 icin,

[x+aty, 7] -|x.7|
t

. afl(xa)ryd-J(xa) )

t-0" t

=aN, ((¥a).2)(y)
= aN, (x2)(y)
dir. a =0 i¢in (3) kullanilarak

N, (x,z)(ay) = lim

[x2-]x2|

N, (X, z)(0)=tlirp =0=0N, (x,z)(y)

elde edilir.

[x+atx. 27|~

(5) a@=0icin N, (x,z)(ax) = lim

t-0"

- Deratd [

+alx7-alx

=afx

dir. Boylece ispat tamamlanir.

n(x,y|z)(t) =-n{-x,y|2)(-t) oldugundan yardimci énerme 5.3.1.1 den sabit
x,yOX ve keyfi zOX igin n(x,y|Z)(t) fonksiyonelit negatif reel dgiskeni icin

artan fonksiyondurN_(x, z)(y) :tlir?_ n(x, y|2)(t) mevcuttur. Buradan

her x,y zOX igin N_(x,2)(y)=-N,(-x,2)(y)=-N,(x,2)(-y) salanir.

Sonu¢ 5.3.1.1Her x,y,z0 X i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir.
) -ly.d N (x2)(y).
2) N (x2)(y)*N.(x2)(y) <N (x2)(y+y).
3) a<0icin N, (axz)(y)=-N_(x2z)(y).
4) a<0igin N, (xz)(ay)=aN_(x,z)(y).

5) N_(x2)(y)= N, (x2)(y)

Ispat: SadeceN_(x,z)(y)< N, (x,z)(y) oldusunu gésterelim.
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t>0 igin 2||x,7 <|x+ty,7|+|x~ty,Z| oldugunda
—[x~ty,Z|+|x 7| <[ x +ty,Z| -||x.Z] elde edilir.

[x-ty.7-[x4 _[x+ty.2-[x.7

t >0 oldugundan dir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.3.1.1 ve sonug 5.3.1.1 kullanilargdgalaki teorem yazilabilir.

Teorem 5.3.1.2:22-normuny yoénuinde(x,, z) de N(x,,z)(y) Gateaux tiirevi varsa
asagidaki 6zellikler gecerlidir.

1) N(%,2)(y+y)=N(x,2)(y)+N(x,,2)(y) dir.

2) N(x,2)(ay)=aN(x,z)(y) dir.

3) Herhangi bir sifir olmayarr OR igin N(ax,,z)(y)=sgn(a)N(x, z)(y)
dir.
4) aOR icin N(%,,2z)(ax,) =a|x,.7 dir.

5) |N(%,2)(y)|<]ly.4 di.

Sifir olmayan x,X,,...,x,0X elemanlart igin V(X,%,,....X,), X, X,..., %,
tarafindan gerilenX in bir alt uzayidir. Sifir olmayarel]X icgin XZ:X/V(Z)

bolim uzayr olsun. HexO X igin (x) , V(z) ye gore bir denklik sinifi olarak

tanimlanir.

X, lineerdir. Cunki(x), +(y), =(x+y), ve(ax) =a(x), salanir.

Herhangi birx yOX ve (x),=(y), icin H|x Z|-|y. z|”s||x—y,z|| =0 oldugundan

|, 2|=]y. 7| elde edilir. Bu ytzderX, tzerindekil., fonksiyonu”(x)Z ] =[x 7]

olarak tanimlanir veX, tzerinde iyi tanimlidir [46].

Yardimci Onerme 5.3.1.2:(X,||.,||) 2-normlu lineer uzay olsun. Sifir olmayan sabit
bir zOX igin (XZ||||Z) bolum uzayr olsuf| , (x), de Gateaux

diferansiyellenebilir ise 2-normy yoénuinde(x,z) de Gateaux diferansiyelle-

nebilirdir.
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Tanim 5.3.1.1:x# 0 ve zOV (x) icin 2-norm,yy6niinde(x, z) de Gateaux

diferansiyellenebilir |S€(X||||) 2-normlu lineer uzay diizgiinddir.

Buna gorex=0 ve z# 0 veyazOV (x) oldugunda 2-normy yoniinde(x, z) de
Gateaux diferansiyellenebilir olmayabilir. Aslinda=0 ve z# 0 ise

N, (0,2)(y)=|y.7 ve N_(0,z)(y)=-|y.4| oldugundan 2-normy yoniinde
(x,z) de Gateaux diferansiyellenebilir glielir. zOV (x) oldugunda da ayni sonug

gecerlidir.

Her x#0 ve zOV(x) icin asagidaki sartlar sglanlrsa(x,”.,”) 2-normlu lineer

uzay dizgun olur.

1) N, (xz)(y+y)=N,
2) N, (x2)(-y)=N.(

(x2)(y)*N. (x2)(y).
%2)(y)

z)(y).

Herhangi birx y zOX i¢in y yoniinde(x,z) de|x, z||2/2 nin (x,y|z) Gateaux

RS e L

tirevi vardir ve(x, y| z) = lim
t-0

=[x ZN. (x.2)(y)
dir. Bu durumda(., ) fonksiyonu 2-norma kg genellatirimis 2-i¢ carpim uzayi

olarak adlandirilir.

Teorem 5.3.1.2: Genellgtirilmis 2-i¢ carpim uzayi(.,|) asagidaki 6zelliklere
sahiptir.

1) |x7 :<x,x|z>y2 dir.

2) [(xy|2)|=]x.7]y.7 dir.

3) (xy+Y|2)<(xy|2)+(x,y|2) di.

4) Herhangi bira SOR" icin (ax, By|z) =aB(x,y|z) dir.

5) X, 2-i¢ carpim uzay iséx, y|z) =(x,y|z) dir.
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5.4. Diklikler

Burada diklik terimleri cinsinden 2-normlu uzaylacin kesin konveks§in

ozelliklerini verelim.

Tanim 5.4.1 [46]: (X||||) 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumda

%2 =||y.Z| =|x+y.Z|/2=1 ve zOV(x,y) olmasix=y olmasini gerektiriyorsa

bu uzaya kesin konveks denir.

Her 2-boyutlu 2-normlu lineer uzay ve her 2-i¢ garpzayi kesin konvekstir.

Tanim 5.4.2: (X||||) 2-normlu lineer uzay olsun. HaV (x,y) icin (x,y|z)=0

oluyorsax elemaniy elemanina G-diktir. Buradé, |> fonksiyonu genellgirilmi s

2-ic carpimdir.

(x,¥|2) =xZ|N, (x,z)(y) oldugundanx ve z lineer bgimli

yadaN, (x,z)(y) =0 ise(x,y|z)=0 dr.
B-dikligi ile ilgili bazi bilgiler agagida verilmitir.

Teorem 5.4.1:(X,|..]) 2-normlu lineer uzay olsun.
1) Her x(20)O0X, yOX ve zOV(x,y) i¢in tOR olmak uzere

Hx+t(ax+ y),zH >|x,7| ve H(bx+ y) +ty, ZH >|bx+y,Z| olacak bigimdea ve b

saylilari vardir.
2) Her x(20)0X, yOX ve zOV(x,y) i¢in tOR olmak tizere

|(bx+y)+ty,z|=|bx+y,7 olacak bicimde tek bib reel sayisi varséX.].,)
kesin konvekstir.

3) HertOR olmak Uzergx+ty, Z| = |x,Z| olmasi igin gerek ve yetgart
-N, (x,z)(y) <0< N, (x,2)(y) olmasidir.
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Teorem 5.4.2: (X||||) 2-normlu lineer diizgiin uzay olsun. Lineergivasiz

x,yOX ve zOV(x) icin (x,bx+y|z)=0 olacak bicimde tek bib reel sayisi

vardir.

ispat: b=~-N, (x,2)(y)/||x,7| alinirsa,

N, (x,z)(bx+y) =N, (x,z)(bx)+ N, (x,2)(y)
=b||x, 7|+ N, (x,)(y)
=0

olur. Bu durumda G-dikfiinin tanimindan veb nin tekliginden (x,bx+y|z)=0

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.4.3:(X,[..]|) 2-normlu lineer diizgiin uzay olsun. Bu durumda IBigi

ve G-dikligi esdegerdir.

ispat: (X,|..]) duzgiin oldgundan hert DR olmak tizerg|x+ty, 7| =[x, 7] olmasi

icin gerek ve yetegart N(x,z)(y)=0 olmasidir. Bu nedenle B-dikii ve G-dikligi

esdegerdir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 5.4.4: (ax+y,x|2)=0, (bx+y,x|2)=0 ve zOV(xy) olmasi a=b
olmasini gerektiriyorséx,”.,”) 2-normlu lineer uzayi kesin konvekstir.

ispat: (X||||) kesin konveks{ax+y,x|z) =0, (bx+y,x|z) =0

ve zOV (x,y) oldugunu varsayalim. Bu durumda teorem 5.4.1 den

hertOR igin ||(ax+y)+tx,Z| 2|lax+y,Z| ve|(bx+y)+tx,Z| = |bx+y,2z| olmasi

a=b olmasini gerektirir.

Tersine, (X||||) kesin konveks olmasin. Bu durumdaydX ve zOV(y,w)

secilirset0[0,1] icin |w, 2| =]y, 7] =[tw+(1-t) y.Z| = 1 elde edilir.
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Herhangi birs0[0,1] reel sayist icin

N, (s(w=y)+y.2)(w-y)
. (s+t)w+(1-(s+1))y.7|~|sw+(1-5)y .7 s
t-0" t

dir. Bu yiizden x=w-y alinarak sd[0,4] icin (sx+y,X|2)=0 olur ki

(bx+y,x|z2)=0 olmasini sglayan b sayisinin tekfii ile celisir. Bu da ispati
tamamlar.

Teorem 5.4.4 kullanilaraksagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 5.4.5:(X,|..]) 2-normlu lineer diizgin uzay olsun. Bu durumda K@i

simetrik ise B-dikii de simetriktir ve(X,|.,|) kesin konvekstir.

ispat:x,yO X lineer b&imsiz elemanlarzOV (x,y), (ax+y,x|z) =0 ve
(bx+y,x|z) =0 oldugunu varsayalim. G-diki simetrik oldggundan
(x,ax+y|z)=0 ve (x,bx+y,|z) =0 olur.

bu nedenleN, (x,z)(ax+y)=0=N, (x,z)(bx+y) elde edilir.
Boylecea=b=-N,(x,z)(y)/|x 2| salanir. Bu ytizden teorem 5.4.4 d(alf(|| ||)

kesin konvekstir. Bu da ispati tamamlar.

Bu bilgilerle gagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.4.1:(X,||.,||) diizgiin ise gagidaki ifadeler gdegerdir.

1. |xZ|=|y.74 olmak uzere N,(x z)(y)=0 olmasi N,(y,z)(x)=0
oldugunu ifade eder.
2. Her t reel sayisi icifix,Z| = |y, 7| olmak uzere|x+ty,Z|=|x,z| olmasi

|ly+tx, 7| =||y.Z| olmasini gerektirir.

Sonug 5.4.2:(X,||.,||) 2-normlu lineer uzay olsun. Bu durumdsa@daki ifadeler
esdegerdir.
1. (X.].]) dizgin uzaydir.
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2. Her x(#0)0X, yOX ve zOV(xy) igin (x,ax+y|z)=0 olacak

bicimde tek bira reel sayisi vardir.

simdi, |.,| 2-normun Gateaux diferansiyellenebilir giu ve diklik terimleri

cinsinden 2-i¢ carpim uzaylarinin karakterizasyanuerelim.

Teorem 5.4.6: (X,|..]) 2-normlu lineer diizgin uzay: icinsagidaki ifadeler

esdegerdir.

1) (X.]..]) 2-i¢ carpim uzayidir.

2) |x. 7| =|ly. 2| olmak tizerdim (||nx+ Y, Z| =[x +ny, z||) =0 dir.

3) Her x,y,zOX icin (x,y|z)=(y,x|z) dir. Yani (x,y|z), x ve y icinde
simetriktir.

4) Her x,y,zOX igin (x,y|2) x i¢inde lineerdir.

ispat 1~ 2): (X,]..]) 2-i¢c carpim uzayr vx,Z| =|y.7| oldugunu varsayalim.

[40] deki teorem 6 dan yararlanarm(||nx+ Y, Z|=[x+ny, z||) =0 yazabiliriz.

2 - 3): |x,Z|=|y. 7 oldugunu varsayalim.

(x¥[2)=[xZN. (x.2)(y)
=[x.Z]tim (rx+ v, 2] = v, 2])

=[ly.2]lim (Jx+ny, 2|y, 4

= <y, X| Z>

dir.

Ix.Z| #|)y.2| olmak Uzereﬂ”x, Z| y,z” :H||y,2||X,ZH ve (x,y|2) =[x 2N, (x,2)(y)
=, |y, x.2) (%)
=N, (|x.2)y.2) Iy 2|
= <y,X| Z>

elde edilir.
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3-4): (xy|2) y icinde lineer vex ve y icinde simetrik oldgundan acikca

gorular.
4 - 1): x,y,zO0X igin x+y#0 ve zOV (x+y) olsun.

Bu durumda

(x+y,y|2) =|x+y,ZN, (x+v,2)(y)
=[x+y. 7 +x 4N, (x,2)(-x) +]y.4

N, (y:2)(-x)
=[x+y. 2" x4 +[N. (v.2)(-x) (A)
elde edilir. Ayni zamanda
(x+y.y|12={xy[2)+(y.y|2)
=[x 2N, (x.2)(y) +]y.4 (®)
dir. Boylece (A) ve (B) den

[x+v.4" =[x 2" +y.2" +[x.7

N. (x.2)(y)~lly 2N, (y.2)(-x) (©)

elde edilir.

Daha sonra (C) icindey yerine —y alinarak vex—-y#0 ve zDV(x—y) kabul

edilirse

[x=y. 2" =[x +y.2" x4 N. (x.2) (=y) +y 4 N. (v.2) (). (©)

yazilir.

Bdylece (C) ve (D) toplanirsa
x+y 2 =y, 2" = 2{]x.2 "+ ]y ) +]x 2 (N (x.2) (9) # N (x 2) ()

elde edilir.

(X.]..]) diizgiin ve bu nedenl, (x,z)(y)+ N, (x,z)(~y) = 0 oldusundan
Ix+y, 2] +|x-vy.7" = 2(||x,z||2+||y,z||2) elde edilir. Dger durumlarda oldu gibi

paralelkenar kuralinin da galugu kolayca kanitlanir. Bu yUzde(1X,||.,||) 2-ic

carpim uzayidir. Bu da ispati tamamlar.
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Sonug 5.4.3:(X,||.,||) 2-normlu lineer diizgiin uzay olsun. Bu durumgag@aki

ifadeler gdegerdir.

1) (X||||) 2-ic carpim uzayidir.
2) Her x,y,z0OX olmak Gzerez# 0 icin

Ix.Z| =|ly.Z|=1ise N, (x,2)(y) = N, (y.z)(x) dir.

2-i¢ carpim uzayinda hezOV (x,y) i¢in B-dikligi ve G-dikligi (x,y|z) =0 sartina

indirgenir. Bu durumdasagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.4.7:(x,y|2) =(y,x|2) ssitligi ile (x,y|z), genellgtirilmis 2-i¢ carpim
uzayi olsun. Bu durumda G-diglive B-dikligi esdegerdir.
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VI. BOLUM

SONUCLAR

Gahler'in 1960 Ii yillarda yapil 2-norm ve 2-normlu uzay tanimi matematik
biliminin gelisimine blyuk katki sglamistir. Bu tanim kullanilarak bir¢ok konu ve

kavram ceitli arastirmacilar tarafindan 2-normlu uzaylara géstilmistir.

Bu tezde, bu kavramlardan biri olan diklik ve tiplarsstinlip 2-normlu ve 2-i¢
carpim uzaylarindaki yansimalari ve elde edilenuslam incelendi. Ayrica, bu

uzaylarda Gateaux turevleri cinsinden dikliklerdzelliklerine de yer verildi.
Daha sonra bu konuda Golet'in vegmidugu ¢ —fonksiyonu veg — 2-normlu uzay

tanimi kullanilarak bu tanimlaglenen diklik kavramlarindan biri Gizerine uygulandi.

Buradan elde edilen sonuglar IV. Bélimde verildi.
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