1.BOLUM
GIRIS

1.1 Evrensel Modiillerin Tarihi ve Gelisimi

Cebirsel kiimeler ve onlarin koordinat halkalar: ile ilgili sonuclar1 ispatlamak icin
kullanilan yontemlerden birisi de evrensel diferansiyel operatorleri calismaktir. Bu

sekilde cebirsel kiimelerle ilgili problemler modiil teorisine tasmmis olur.

Evrensel modiiller ilk kez 1960 yilinda Nakai [7,8] tarafindan tanimlanmistir. Nakai,
bu ¢alismasida evrensel modiillerle ilgili bir takim sonuglar elde etmistir. Ornegin

R, indirgenemez sonlu iiretilmis cebire karsilik gelen bir koordinat halkasi olmak

tizere R nin regiiler halka olmasi ile Q, (R) nin projektif modiil olmasmnin birbirine

denk oldugunu gostermistir.

Q, (R) nin homolojik boyutu ile ilgili en 6nemli ¢alismalar1 Vanconcelos yapmustir.

Vanconcelos [14] 1968 yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda R afin tamlik bolgesi ve
hdQ,(R) <o oldugunda R nin normal halka olmasi ile hdQ (R)<1 in denk

oldugunu gostermistir. Matsuoka (1977) [5] bazi kosullar altinda € (R) nin

homolojik boyutunun sonsuz oldugunu gdstermistir. Daha sonra Vasconcelos (1978)

[15], Q, (R) nin homolojik boyutunun sifir, bir veya sonsuz oldugunu gostermistir.

Bir cebirin yiiksek dereceden diferansiyel operatorlerinin evrensel modiilleri ise ilk
defa 1967 yilinda Osborn [10] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra benzer tanimlar
1969 yilinda yapilan Heyneman ve Sweedler’in [12] ¢alismalarinda goriilmektedir.
Bu konuda en kapsamli ¢alisma ise 1970 yilinda Nakai [7] tarafindan yapilmstir.
Nakai bu c¢aligmasinda yiliksek dereceden diferansiyel operatorlerinin evrensel

modiillerinin bazi homolojik 6zelliklerini incelemistir.



Daha sonraki yillarda ise yiiksek dereceden diferansiyel operatdrlerinin evrensel
modiilleri ile ilgili ¢calismalar1 Erdogan’nin [2] 1993 yilinda ve Olgun’un [9] 2005

yilinda yapmis olduklar1 calismalarinda gérmekteyiz.

Tezde ilk olarak evrensel modiillerin tarihi ve gelisimi ve dnemi anlatilarak girig
yapilmstir. Ikinci bdliimde modiil tanimi, dzellikleri ve temel teoremleri verilerek
evrensel modiillerin tanimi, belli bash 6zellikleri ve evrensel modiillerle ilgili bilinen

sonuclar, bazilarinin ispatiyla birlikte verilmistir.

Tezde son olarak evrensel modiillerin homolojik boyutlarinin bulunmasi ile ilgili

baz1 temel bilgiler ve bu bilgilerin 6rnekler tizerinde uygulanmasi verilmistir.



2.BOLUM
MODULLER

Tanim 2.1.1 : R degismeli bir halka, M degismeli bir grup olsun. Asagidaki sartlar1
saglayan M ye R -modiil denir.

“RxM —> M

i) Her reR , mm'e M i¢in r(m+m'")y=rm+rm'
ii) Her r,r'eR , meM i¢cin (r+r"Ym=rm+r'm
iii) Her r,r'eR , me M i¢in (rr"Ym=r(r'm)

ivyHer me M i¢in l,m=m
Ornek 2.1.2: Bir K cismi iizerinde modiil, K iizerinde bir vektor uzayidir.

Ornek 2.1.3: 1- Her degismeli halka, tamsayilar halkasi iizerinde bir Z-modiil
olarak diisiintilebilir. G degismeli halka olsun.

u:ZxG->G

(n,g) > u(n,g)=ng=g+g+..+g, geCG, neZ
%/—/

n tane

modiil yapis1 vardir.

2- R degismeli halka, 7 < R

i) R nin kendisi R -modiildiir.

ii) / , R -modiildiir.

iii) R// bolim halkasi bir R-modiildiir. R/ bir dogal degismeli grup yapisina
sahiptir. » € Rve R/l igindes,s'e R s+1=s"+1

=>s—s'el=>rs—rs'=r(s—sYel=>rs+1=rs'+1



RxR/I—R/I

R -modiil yapis1 vardir.
(r,s+1)—>rs+1

3- R degismeli halka ve f:R — S halka homomorfizmasi yapisi ile S bir R cebir

olsun. O zaman S bir R -modildir ve
RxS —>S
(r,s) > f(r)s

yapist kurulur.

4-R,S degismeli halka ve f:R—S halka homomorfizmasi olsun. Eger G,

S -modiil ise G ayni zamanda R -modiildiir.
RxG—>G
(r,g)—> f(rg

Tanim 2.1.4 : M R-modiill ve G M olsun. G R-modiil ise G ye M nin alt

modiili denir.

Onerme 2.1.5 : R degismeli halka ve G,M R -modiiliiniin bir alt kiimesi olsun. O
zaman G,M nin alt modilidir. < Vg,,g,€G ve VreR igin g +g,€G ve

rg e G dir.

Not 2.1.6 : M nin alt modiillerinin bos olmayan herhangi bir ailesinin kesigimi yine

bir alt modildiir.

R degismeli halka, M R-modil, (G,),., M nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. UG,1 tarafindan {dretilen M nin alt modiillerinin toplamini Z:G,1 ile
AeA AeA

gosterecegiz. A = ise z G, =0 dur.

AeA

1) Zn:Gl. :{Zn:gi: g, €G icin izl,...,n}
i=1

i=1
1) Jj,Jjyenj, €M olsun. j,j,,...,j, tarafindan tretilen M nin alt modiili
Rj,+Rj, +..+ Rj  dr.



Tanmm 2.1.7 : Rdegismeli halka, M R-modil, /, I'<R ve IM, M nin alt
modiil olsun. IM, {rg : rel, geM} kimesi tarafindan iretilir. Asagidaki

ozelliklere sahiptir.

1) IM:{Z’?& crnel, g eM, neN}
i=1

i) I(I'M)={I"M
1i1) a € R i¢cin (Ra) nin yerine aM yazilir.
(Ra)Mz{am : meM}

Tanm 2.1.8 : R degismeli halka, M R-modil, G M nin bir alt modiilii ve
J < M olacak sekilde J # & olsun.

(G:))=(G J)={ reR :Vjeli¢inrjeG}
ideal olarak tanimlanur.
Eger N, J tarafindan iiretilen M nin alt modiili ise (G:J)=(G:N) dir.
me M igin (G:{m}) nin yerine (G :m) yazilr.
Eger G=0 ise (0:J) z{ reR:Vjeld icinrj= O} kiimesine J nin sifirlayani
denir ve Ann,(J) ya da Ann(J) ile gosterilir. Ayn1 zamanda me M i¢in m nin

sifirlayan1 (0:m) ile gosterilir..
Onerme 2.1.9: / < R degismeli halka olsun. I = Ann, (R/T)=(0:,1+1)

Onerme 2.1.10: R degismeli halka, M R —modiill ve N, N',G M nin alt modiili

ve (G,),., ve (Ny)y, M nin alt modiilerinin iki ailesi olsun.

) ()G, :N)=[)(G,:N)

Aen Aen

ii) (G:ZNQ): ﬂ(G:Ne) (veya Ann (N+N'") = Ann(N)n Ann(N'"))
=) Oep
Tanmm 2.1.11 : R degismeli halka , M R- modiill ve [, I < Ann(M)olacak
sekilde R nin ideali olsun. M tizerinde R/I modiil yapisi kuralim.
r,r'eR r+l=r'+l ve meM olsun. O zaman r—r'el c Ann(M) ve

boylece (r—r"\m=0 ve rm=r'm olur.



] RIIXM >M . .
Boylece bir doniisiim tanimlanabilir.
(r+1,m)—>rm

M izerinde R -modiil ve R/I -modiil yapilar1 asagidaki yolla yapilir.
Her re R, meM icin (r+1)m=rm

G M nin bir alt R - modiiliidiir < G M nin bir alt R/I modildiir.

Tanim 2.1.12 : R degismeli halka, M R -modiil, G M nin alt modiilii / < R olsun.
O zaman (G:, 1), {meM :Vrel i¢inrme G} M nin alt modiilii ve G < (G, I)
dir.

Eger G=0=(0:, I)={meM :Vrel igcin rm=0}dr.

Onerme 2.1.13 : R degismeli halka, M R-modiill, G M nin alt modili (G,),.,
M nin alt modillerinin bir ailesi, K,/,J <R, (/,),., R nin ideallerinin bir ailesi

olsun.
i) (G:,J)):, K)=(G:, JK)=((G:, K):, J)
i) (G, D=[)(G,:,0)

0eb 0eb
i) (G, 2. 1,)=((G:, 1)
AeA AeA

Tanim 2.1.14 : R degismeli halka, M R -modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun.
G, M toplamsal degismeli grubunun bir alt grubudur. M/G ={m+G :me M}

boliim grubunu olusturabiliriz.

m+G=m'+Gom-m'eG
her m,xe G i¢cin (m+G)+(x+G)=(m+x)+G

RxM|/G—>M|G

Boylece
(r,m+G)—>rm+G

M/G degismeli grubu bir R -modiildiir. Bu M , R -modiile M nin bolim modiili

denir ve M /G ile gosterilir.

Onerme 2.1.15 : R degismeli halka, M R-modiil ve /<R olsun.O zaman
I < Anny,(M/IM) ve M/IM ,her re R ve me M i¢in (r+I)(m+IM)=rm+IM



ile R/I yapisia sahiptir.

Onerme 2.1.16 : R degismeli halka, M R -modiil ve G, M nin bir alt modiilii

i) G', M nin alt modiilii yani G'> G ise G'/G , M/G nin bir alt modiilidiir.

ii) M/G nin herhangi bir alt modiili G"> G gibi M nin G" bir alt modiili igin
G"/G seklindedir.

1) G,,G, G ytigeren M nin alt modiilleri

G cG, <G /GGG

Onerme 2.1.17 : R degismeli halka, M R-modill, G,G, M nin alt modiilleri

olsun. O zaman Ann((G, +G,)/G,) =(G,:G,) du.

Tanmm 2.1.18 : R degismeli halka, M R-modil, me M i¢in 30#reR i¢in

rm=0 ise m ye M nin torsion elemani denir.

t(M)={meM :0#reR igin rm=0}

Onerme 2.1.19 : Eger R tamlik bolgesi ise 7(M) M nin bir R -alt modiiliidiir ve

bu torsion alt modiil olarak bilinir.
Rxt(M)—>1(M)
(r,m)—>rm (r'(rm)=r(r'm)=0 r'eR)

Not 2.1.20 : Eger R tamlik bolgesi degil ise 7(M) alt modiil olmas1 gerekmez.
Clinkii

X,x, €t(M)

X, +x,et(M)

rx #nx, =0 (5r)(x, +x,)=0

Ornek 2.1.21: 23=0 R=2Z, M(2)={0,2,4} (M)={0,2,4}

b
R=Z, = X= MR :{(a d] :a,b,c,deR}
C



(2 0] (3 0] (5 0]
A= , B= er(X) fakat A+B= z7(X)
0 0 0 0 0 0

Tanim 2.1.22 : 1) 7(M) =M ise M ye torsion modiil denir.
1) (M) =0 ise M ye torsion serbest modiil denir.

Onerme 2.1.23 : R tamlik bdlgesi olsun.

1) 7(R)=0 dur.

2) R-modiill ve 7(X)=X ve M c X alt modiil ise 7(M)=M duir.
3) 7(X)=0 ve M c X alt modiil ise 7(M)=0 du.

4) 7(r(X)) = 7(X)

Tanmm 2.1.24 : M,N R degismeli halkasi iizerinde modiiller olsun. f : M — N
dontistimii

her m,m'e M i¢in f(m+m')= f(m)+ f(m")
her me M vereR icin f(rm)=rf(m)

sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime R -modiil homomorfizmas: denir.Z: M — N
donisimii  her meM i¢gin Z(m)=0, tanmmlanarak bir R -modiil

homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir.

Tamm 2.1.25 : f:M — N birebir ve Orten bir modiil homomorfizmasi ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve M = N ile gosterilir.

Onerme 2.1.26 : R degismeli halka M,N  R-modill ve f:M — N bir

izomorfizma olsun. O zaman f~':N — M de ayn1 zamanda bir izomorfizmadir ve
M = N ile gosterilir.

M =M ise M ninkendi tizerine i, 6zdes doniisimdir.

Onerme 2.1.27: f:M - N, g:N—>G R -modiil homomorfizmalari1 ve gof de

R -modiil homomorfizmasidir.
f*M—>N, g:N—>G R-modil izomorfizmasi ise gof de R-modiil

izomorfizmasidir.



Tanim 2.1.28 : M R degismeli halkasi lizerinde modiil ve G, M nin alt modiili
olsun. Her meM i¢in m— f(m)=m+G olarak tammlanan f:M — M/G

doniisiimii dogal (kanonik) homomorfizma diye adlandirilir ve f ortendir.

Tanim 2.1.29 : R degismeli halka, M R -modiil olsun.

i) N R-modiill ve f:M — N R-modiil homomorfizmas: ise f nin ¢ekirdegi
Cekf ={meM : f(m)=0,} ile gosterilir. Cekf, Mnin bir alt modiilidir.
Cekf =0< f monomorfizmadir. f nin gorintiisi Im f ile gosterilir ve
fM)= { f(m) : meM } kiimesi N nin alt kiimesidir. Im f* N nin alt modiilidiir.
i) /M >M/G, Cekf =G ve M/0=M du.

iili) M nin bir H alt kiimesi M nin bir altmodiilidir.<< M den M' ne bir R-

modiil homomorfizmasi vardir ki ¢ekirdegi H a esittir. Yani;

< 3f:M — M' homomorfizma Cekf = H dir.

Teorem 2.1.30 : R degismeli halka M,N R-modil ve f:M — N R -modiil

homomorfizmast olsun. O zaman f her me M igin ?(m+Cekf)=f(m) olacak

sekilde f_ :M/Cekf — Im f izomorfizmasi vardir.Yani; M/Cekf =Im f dir.

Teorem 2.1.31 : R degismeli halka, M R-modiill, G,G' M nin G'> G olacak
sekilde alt modiilleri olsun. G'/G, M/G R -modiiliiniin bir alt modiiliidiir. O zaman
burada her me M i¢in n((m+G)+G'/G)=m+G' tanimiyla

n:(M/G)/(G'/G) — (M/G)

izomorfizmasi vardir.

Teorem 2.1.32 : R degismeli halka, M R -modiil, G, H M nin alt modiilleri olsun.
O zaman burada her g € G i¢in £(g+ G H) =g+ H tanimiyla
E:G/(GNH)—>(G+H)/H

izomorfizmasi vardir.



Tanim 2.1.33 : R degismeli halka, G,M,N R -modiiller ve g:G —> M ve
f:M —> N R-modiil homomorfizmalar1 olsun.

G—E4>M—L—

dizisinde Im g = Cekf ise bu diziye M R -modiillerin tam dizisi denir.
Genel olarak

n+l

n+l n+2

M, — M M
dizisi her M, de tam ise bu diziye R -modiillerin tam dizisi denir. Mescla

Imd, = Cekd ,, iken

M, —sM,—sM

n—1

dizisi tamdir.

Onerme 2.1.34:1) 0——> M —L >N tamdir.< f, 1-1 ise
2) M —L 5 N——0 tamdrr. < f ortendir.

3) Nc M alt modil ise 0—>N—1'>ML>M/N—>O dizisi her zaman
tamdir.

ve Im f = Cekg ise bu diziye kisa tam dizi denir

Tamm 2.1.35 : R degismeli halka (M,),_, R - modiillerinin bos olmayan bir ailesi

olsun. [ [ M, Kartezyen garpim kiimesi her (g;),.1,(g,),cn €[ [M,, 7 € R igin

AeA AeA

(&) 1en +(g;1)/15A =(g, + g;l)za\
1(€:)sen =(€))en

ile bir R - modiildiir. Bu R - modiile (M), _, ailesinin ¢arpimi denir.

I_IM,1 nin alt kiimesi (her A€ A igin g, e M, ile) (g,),., ailesini igerir ve

AeA

g, elemanlarmim sonlu sayidaki bilesenleri sifirdan farkli olma 6zelligiyle HM i
AEA

nin bir R -alt modiiliidiir ve /169/\ M, ile gosterilir. Buna (M), , ailesinin direkt

toplamidir denir.

A =0 ise WGL)A'M” ve H M ;. her ikisi de sifir R -modiildiir.

A'eA’

10



A sonluise @ M, = [[M, elde ederiz.

AeA

Tamm 2.1.36 : M, R degismeli halkasi iizerinde bir modiil olsun. (G,),., M nin

alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. M ZZGA ise her br meM
AeA

elemant m = z g, formunda ifade edilebilir ki burada {4,...,4,}, her i=1,2,..,n

i=l1

icin g, € G, ve A ninsonlu bir alt kiimesidir.

M, (G,),., alt modiillerinin ailesinin direkt toplamidir ve her bir m e M elemani

icin g, nmn sonlu sayida elemam sifirdan farkli ve her Ae A iin g, €G,

m= z g, formunda tek tiirlii yazilabilir ve bu M = ,169/\ G, ile gosterilir.
AeA <

Onerme 2.1.37: M, (G,),_, alt modiil ailesinin direkt toplamidir.

< i)Y G, =M i) herbirveAiginG,()D G, =0 elde edilir.

AeA AeA
A#V

Onerme 2.1.38 : R degismeli halka (M 3 ),en R - modiillerinin bos olmayan bir

ailesi olsun. Her bir e A igin M,

M#:{ (gl)leAeAGL)AMl:gl:0herleAileﬁ,;t/,t i¢in} ile verilen @ M, nin

AeA

alt kimesi ile gosterilir. M # , /1®A M, nm bir alt modilidir ki M, izomorftur.

Tanmm 2.1.39 : (M,),_, R degismeli halkas: iizerinde modiillerin bos olmayan bir
ailesi ve u € A olsun.

M = ® M, kimesinden M, tzerine P,:M — M, dontigimii her (g,),., e M

AeA

icin P,((g;),.5) = g, tanimiyla kanonik izdiisiim dontisiimidiir.

11



M, den M :A%\MA igine g, : M, —> M donistimi her Ae A igin g, =0 ile
A#up ve VzeM, gq,=z i¢in gq,(2)=(g,),, taumiyla kanonik &rten
doniisiimdiir.

Her iki P, ve g, R- modil homomorfizmasidir. P, bir epimorfizma ve g, bir
monomorfizmadir.

) poq,=1d,
i) Her ve A ile v # u i¢in p,oq, =0
ii1) A sonlu iken Zpﬂoqﬂ =1d, dur.

AeA

Onerme 2.1.40 : M,M,,..,M, (ki burada neN ile n>2 ) Rdegismeli halkas

uzerinde modiller olsun.

0—>M,—2>@®M,—~ >O M, ——0
dizisi bir tam dizidir ki burada ¢, kanonik Orten ve her (m],...,mn)e@]Ml. icin

P ((my,...,m,))) = (m,,...,m,)ile B kanonik izdiisimdiir.

Tanmim 2.1.41 : R degismeli halka ve L,M,N R -modiil,

0O—>L—L SM—23SN—0

R modiil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Bu diziye Im f =Cekg, M

nin bir direkt toplam1 oluyorsa bu diziye split denir. Yani;

Dizi splittir < M = Cekg @ G olacak sekilde M nin bir G alt modiilii vardur.

Onerme 2.1.42 : i) 0——> H ——> M ——> M /H ——0 kisa tam dizidir.
i) 0 — M, — M ®M,——> M, ——0 split kisa tam dizidir.

Onerme 2.1.43 : R degismeli halka ve 0——L—{— £ 3y N——0 kisa tam

dizi olsun ki bu dizi splittr <h:N—>M ve e:M—>L R modil
homomorfizmalar1 vardir yani

eof =1d,, goh=1d,, eoh=0, foe+hog=1d,, dr.

12



Ispat : Dizi split olsun. O zaman bazit M'c M i¢in M = Cekg ® M dir. Verilen
herhangi bir neN i¢in dmeM g(m)=n ile h:N — M tanimlandigindan M ;
Cekg ve M'' nin direkt toplamidir. Vme M i¢cin m, € Cekg, m,e M' m=m, +m,

- m=m, +m,
tek tiirlii olarak yazilir. Dahast M 'nCekg ={0},

r="r+r, reCekg, r,eM'
g(m)=g(r)=n tek tirlidiir. O zaman g(m—-r)=0=>m—-re Cekf = (m—-r)=
eCekg

(m, —1)+(m,—1r,) = m,—r, € CekgnM '={0} = m, =r, dir. h(n)=m, tamm h iyi
%/_/

eCekg
tanimli yapar.

Verilen herhangi bir me M i¢in k: M — L tanimlansin. m=m, +m, tek tirli

eCekg=Im f

— leL igin m = f(I)dur.

Tamm 2.1.44 : R degismeli halka, M {m, : Ae A} tarafindan iiretilen bir R -

modul olsun. Her me M ve m:z‘r,lm,1 olarak r, e R, m, e M 1ile tek tirli
AeA

yazilabiliyorsa (m,),_, , M i¢in bir tabandir ve M , bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R -modildur.

R nin kendisi 1, elemam tarafindan bir tabana sahip oldugundan bir serbest R -

modiildiir.0 R -modiil bos bir taban sahip olan serbest R -modiildiir.

Onerme 2.1.45: R degismeli halka, M R-modil ve {M, : LeA} M nin bir

ailesi olsun. O zaman {M, : A€ A}, D Rm, icin bir tabandir < her zaman
AeA

(), R mnin bir ailesi ile neredeyse her 7 sifirdr. Her AeAigin

Z:rle,1 =0=r, =0dur.

AeA

Onerme 2.1.46 : R degismeli halka olsun.

i) (R))AeA,her Ae A i¢in R, =R ile R -modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman

13



/169 R, (e;),., tabani ile serbest R -modiildiir ki her 4 e A igin e, € /169/\ R, elemani
eA €

R, i¢inde kendisi 1 esit ve diger biitiin elemanlari sifirdir.

{(1,0,0,...)(0,1,0,0,...)(0,0,1,0,...),...gibi}

ii) M R-modil, M serbest R-modiildiir < M, (i) deki tiirden bir R -modiile
izomorftur. M (m;),_, tabanma sahip ise M :/169/\ R, ki R, =R dir. Burada
Rm, = R dir.Boylece Rm, =R/(0:m,)=R dur.

J:R—Rm,

olmak tizeri R/(0:m,)=Rm, = R=Rm,
l—>m,

Boylece M = /169/\ Rm, drr.
Onerme 2.1.47 : F, {e,},_ tabani ile bir serbest R -modiil olsun. M , R -modiil ve

{m,}, . M nin elemanlarmm bir ailesi olsun. O zaman VAeA igin f(e,)=m,

tanimiyla f: F'— M bir R - modiil homomorfizmas1 vardir.

Ispat: M, {m,} .., tabania sahip serbest R -modiil olsun. A =@ ise agiktir. A #J

ise VieA Rm =R, V(r),,€ @R, icin f((r),,)= > rm,  tanmiyla

AeA

f :/169 R, > M doniisimiiyle f bir R-modil homomorfizmasidir. M,
eA

{m, : 2 A} kiimesi tarafindan iretildiginde f ortendir. {m,} M nin tabam

oldugundan f,1-1 dir.

Onerme 2.1.48 : M , R degismeli halkas iizerinde bir modiil olsun. F serbest R -

modiil ve f:F — M R -modiil epimorfizmasi vardir.

Ayni1 zamanda M ,n tane eleman tarafindan sonlu olarak iiretilirse F', n

iiyelerinin sonlu tabanina sahip bir serbest R -modiil elde edilir.

Onerme 2.1.49 : M = F/Cekf
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Onerme 2.1.50 : 0= R degismeli halka, F sonlu taban ile serbest R -modiil olsun.
O zaman F icin her taban sonludur ve F i¢in iki tabanin elemanlar1 ayni sayiya
sahiptir. F' i¢in bir taban i¢inde ki elemanlarin sayisina F nin rank1 denir ve

rank(F) ile gosterilir.

Onerme 2.1.51 : R#0 degismeli halka, F' serbest R-modiil ve F sonlu iiretilir

olsun. O zaman £ icin her taban sonludur.

Tanim 2.1.52 : X R -modiil eger herhangi bir g: 4 - B R -modiil epimorfizma ve
herhangi bir f: X — B R- homomorfizmasi i¢in 2: X — 4 R - homomorfizmasi

varsa X projektif diye adlandirilir.

Teorem 2.1.53 : Her serbest R -modiil projektiftir.

Onerme 2.1.54 : X projektif ve X =M & N = M projektiftir.

Onerme 2.1.55 : Projektif modiillerin direkt toplam1 projektiftir.

Teorem 2.1.56 : X R-modiil, i: X — X icin asagidaki durumlar denktir.

i) X projektiftir.

ii) Her 0—— U — >V —£> X ——0 kisa tam dizisi splittir.

iii) X serbest R -modiillerinin direkt toplamina izomorftur.

iv) Her g:4— B epimorfizma i¢in g = Hom(i,g): Hom(X,A) - Hom(X,B)
ayn1 zamanda bir epimorfizmadir.

v) Her 0—— 4—L 5p—£5C——0 kisa tam dizisi i¢in

0—— Hom(X,A)——> Hom(X,B)——> Hom(X,(C)——0 dizisi ayn1 zamanda

kisa tam dizidir.

Onerme 2.1.57 : R iizerinde her M modiil
0—L—L 5 X2 5M—>0
R 1tizerinde modiillerin bir kisa tam dizisi i¢inde yazilabilir ki burada X projektiftir.

(M = X/Kerg)
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Tamim 2.1.58 : M € M, nin projektif boyutu
pd(M) = pd,(M)=min(n: P"[M]=0)
olarak tanimlanir. Eger boyle bir n yoksa pd,(M)= oo dir. pd(M) =0 ancak ve

ancak M bir projektif modiildiir.

Onerme 2.1.59 : M e M, ve n>0 igin asagidaki durumlar denktir.
1) pd,(M)<n

2) Herhangi projektif ¢oziintirligi

P, —>5P ,—>.—>P——P—M—0
Ceka, , in projektiftir.
n=0 durumunda M projektifoldugu kolaylikla gosterilebilir.
3) Bir sonlu projektif ¢oziiniirliigi vardir.
0—P —=>P —>.—B—P—>M—0
Dahas1, n>1 i¢in, pd,(M)=n dir ancak ve ancak (3) deki bir sonlu projektif

vardrr ki burada o, split degildir.

Tanim 2.1.60 : R halkasinin global boyutu
gl.dimR =sup{pd,(M):M e M} <o

olarak tanimlanir.

Teorem 2.1.61 : 0——>A——>B——>C——>0 M, icinde bir tam dizi olsun.
Eger pd(A), pd(B), pd(C) nin ikisi sonlu ise ligiinciide sonludur. Her bir durumda
(1) pd(A4)< pd(B) ise pd(C)= pd(B) dir.
(2) pd(A4)> pd(B) ise pd(C)= pd(A4)+1 dir.
) pd(A)=pd(B) ise pd(C)< pd(A)+1 dir.

Sonu¢ 2.1.62 : 0—A—>B——>C——>0 M, i¢inde bir tam dizi olsun.

pd(B) <max { pd(A), pd(C)} iken pd(C)= pd(A)+1 esitligi vardir.

16



Sonu¢ 2.1.63 : 0=B8,c B, c...c B, =B B, modiiliiniin bir sonlu ayrisimi1 olsun. O

zaman pd(B)<max{pd(B,,/B,)} dir.

Onerme 2.1.64 : M =® M, olsun. O zaman pd(M)=sup{pd(M,)} dir.
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3.BOLUM
EVRENSEL MODULLER

3.1. Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu béliimde ilk olarak diferansiyel operatorlerin tanimi, 6zellikleri ve bazi sonuglari

orneklerle birlikte verilerek konuya baslangi¢ yapilacaktir. [9]
Bu ¢alismada R ile birim elemanli ve degismeli bir halkay1 gosterelim.

R Kkarakteristigi sifir olan bir k cismi iizerinde k-cebir ve M, N de R- modiil
olsun. Hom, (M ,N), M den N ye k-lineer doniisiimlerin kiimesi olsun. O zaman
feHom (M,N), meM ve reR igin

1f im —> 1f (m)
Jrm— fr(m)= f(rm)

tanimlar1 ile Hom, (M, N) tzerinde bir ikili R -modiil yapis1 kurulabilir.

fr(m)—rf (m)=[ f,r](m)

olarak gosterelim. [ f,7] € Hom, (M ,N) olur.

Tamm 3.1.1 : Hom, (M,N)=D,(M,N)= {f € Hom (M,N) : [f.,r]=0 Vre R}
olarak tanimlayalim. D; (M, N) tanimlanmis olsun. O zaman
Dy(M,N)={f € Hom,(M,N) : [f,r]e D;"(M,N) VreR}

ile tanimlanir ve Dy(M,N) ye n-inci dereceden diferansiyel operatdr modiilii denir.
Onerme 3.1.2 : D} (M, N) modiilii Hom, (M, N)'nin bir alt R-modiiliidiir.

ispat : ispatl tiimevarimla yapalim.
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n=0ic¢cin D, (M,N)= Hom,(M,N) olup R—modiildiir.
n—1 i¢in 6nermeyi dogru kabul edelim.

f,ge€Dy(M,N) olsun.

[f+e.r]=(f+2)(r)-r(f+g)
=f(r)+g(r)—1f -rg
=f(r)-rf+glr)-rg
=[f.7]+[g.7]

[f.r].[g.r] € D' (M,N) olup hipotezden dolay1 [ f,r]+[g,r]e Dy (M,N) dir.
Boylece f +ge Dy(M,N) olur.
seR ve feDy(M,N) olsun.

[sf,r] = (s/)(r) = r(sf)
=sf(ry—rsf
=sf(r)—srf
=s(f(r)—1f)
=s[f.r]
[f.r]e D '(M,N) olup hipotezden dolayr s[f,r]e Dy (M,N) ve bdylece

sf € Dy(M,N) olur.

Bu tezde her sifirdan kiigiik » tam sayisi icin D,(M,N)=0 olarak alacagiz.

Tanimdan dolay1
Dy(M, M) = Dy(M) = End(M)
DY(R,M) = Hom,(R,M)=M
DY(R,R)=R

oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.3 : Her n tam says1 i¢in D(M,N)c D;"' (M, N) dir.

Ispat : n <0 icin tanimdan dolay: agiktir.

n=0 ve feDy(M,N)=Hom,(M,N) olsun. Tammdan [f,r]=0e Hom,(M,N)

dir. Buradan f € D,(M,N) oldugu goriiliir.
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Simdi n—1 igin énermenin oldugunu kabul edelim. D; (M ,N) < Dy(M,N) ve
f €Dy(M,N) olsun. Tammdan dolay: [ f,r]e Dy (M,N) olup hipotezden dolay

[f.r] € Dy(M,N) ve yine tanimdan dolay1 f € D" (M, N)dir.

Diferansiyel operatdr modiiliiniin tanimina gore eger
feDy(M,N)=Hom,(M,N) ise her 7, € R ve her m € M igin
[£.1)(m) = frym) =1, f (m) = 5y f (m) =1, f (m) =0 dhr.

Yani f € Dy(M,N) ise [ f,r,]=0
feDy(M,N) ise [[ f.r;].7]=0

Benzer sekilde devam edilirse

Kook, € R igin f € Di(M,N) ise [...[[[f,ro],r]],...,rn}:Obulunur.

Bundan sonra [...[[[f,ro],r]],...,rn}’yi [f.7y.55.0m, ] ile gOsterecegiz.

Tanmim 3.1.4 : M den N ye olan biitiin £ —/ineer diferansiyel operatorler uzayi
Dy(M,N)=|JDj(M,N)
n=0
ile tanimlanir.

Simdi diferansiyel operator modiilleri ile ilgili 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.5: R= k[x] olsun.

Dy (R) = k[ x]
Dy (R) =< 1’§ >
X

2

DA =<1,2, 2
ox

2
X

0 0 0"
D) (R)=<1l,—,—,...,—
=(R) Ox ox* ox"
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Ornek 3.1.6 : R =k[x, y] olsun.

Dy (R) =< l,i,i>
ox Oy

2 2 2
D;(R) =<1,3, 62 ,3, 62 5
Ox Ox” 0Oy Oy~ OxOy

Ornek 3.1.7 : R =k[x,,...,x, ] polinomlar cebiri olsun. Dy (R), bazi

o0 @
“ox, ox,” ox,

olan bir serbest R -modiiliir. Bunu gosterelim.

0 0O 0

DeDy(R)ve K =41,—,—,....—
ox, Ox,  Ox,

} kiimesi olsun. O zaman i=1,...,s i¢in
D(x!y=nx!"D(x,) dir. Boylece

N 0 i i

(D _ZD(xi)_)(xi ~x)=0

i=1 axl-
ve buradan da

(D=3 D))

i=1 axl-

elde edilir. Boylece De< K > oldugu goriiliir. Bu kiime ayn1 zamanda lineer

bagimsiz oldugundan K kiimesi D,(R) nin bazidr.

Ornek 3.1.8 : R=k[x,...x,] polinomlar cebiri olsun. 9, = ai ‘R>R i j=12,..5s
X,

1

icin 0,(x;) =4, ; olsun. (5, ; Kronecker deltasi) x# = x"..xP e R olmak iizere |oc|
inci dereceden 0“ =07"...07° kismi tiirevi

ﬁ' xﬂ—a
0" (x")=1(B~a)!
0, diger yerlerde

, Pz«

R nin |e| inci dereceden diferansiyel operatoriidiir.
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Tanmm 3.1.9 : End (M) nin bir k- alt cebiri olan D,(M,M) ye M Tlzerinde

diferansiyel operatorler halkasi denir ve D, (M) ile gosterilir.
Onerme 3.1.10 : f € D.(M,N) ve ge Dy (N,K) ise gf € Di*"(M,K) dir.

Ispat : Ispati m+n iizerinden tiimevarimla yapalim.m+n=0 alalim. Boylece
feHom,(M,N)ve ge Hom,(N,K) dir. Buradan gf € Hom,(M,K) olur.
m+n—1 i¢in 6nerme dogru olsun.
feD;(M,N)ve geDy(N,K) olsun.

[ef.7]=(er)-r(gf)

=(gMr)—r(gf)+(g(f)—g(f))
=g(f(r)—gN+glf)—rg(f)
=g(fr—rf)+(gr-rg)f
=g[f.r]+[g.r]Sf

geDy(N,K) ve [f,’”] e D;'(M,N) olup hipotezden dolay1
g[f.r]e Dy (M,K) di.

Ayni sekilde [g,r]eDRm"(N,K) ve feDy(M,N) olup
[g,r]f € Dy (M, K) dur.

O halde g[f,r]+[g,r]f e D;""'(M,K) olup gf € D;""(M,K) bulunur.

R, k-cebir ve. R®, R de R halkasmnin yme kendisiyle olan tensor ¢arpimini

gostersin. 7;,7;,s,,5, € R olmak tizere
(Zi; ®, sl.).(er ®,s;)= anj ®, 55,
i J i,j

carpimiyla R®, R birim elemanl degismeli bir halkadir.

Her r,se R, f e Hom (M,N) ve me M i¢in

(r®, s)f :m—>rf(sm)

olarak tamimlanirsa, Hom, (M, N) tzerinde R®, R -modiil yapisi kurulabilir.

22



0:R®, R— R carpim doniisimii
2.5 ®s, = s,

ile tanimlansin. Bu doniisiim hem halka hem de R -modiil homomorfizmasi ve ayn1

zamanda Ortendir.

I = Cek6 olmak tizere
0——>/——>R® R—2>R——0

R -modil homomorfizmalarinin bir tam dizisi elde edilir.

Onerme 3.1.11 : 7 ideali {1 Qr—-r®l:re R} kiimesi tarafindan tiretilir.

Ispat : Zr ®s, € olsun. O zaman er =0 dir.Boylece

ZI” ®s, —Zr ®s, — ZI’S)®1
ZZ(’”I'@SI'_’?SI'@D
=> (n®N(1®s,—5,®1)

=> r(1®s,—s5,®1)

olup istenen elde edilir.

Onerme 3.1.12: M, N R-modiil ve f e Hom, (M ,N) olsun.O zaman her r € R ve
her me M i¢in
[f,r](m) =(1®r-r®Il)f(m)

esitligi vardir.

Ispat : M, N R -modiil ve f e Hom, (M,N) olsun. O zaman her r€ R ve her
meM igin

[f.r](m) = (fir)(m) = (rf )(m)
= f(rm)—r(fm)
=(1®r) f(m)—(r ®1) f(m)
=(1®r—-r®1l)f(m)

olup
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[f,r]z(l@r—r@l)f

esitligini elde ederiz.

Yukaridaki tanimlarda / ideali R®, R nin bir ideali idi. O zaman / " de R®, R

nin bir ideali olup

{ﬁ(l@ri -r®D): 1, ER}

i=0

kiimesi tarafindan uretilir.

[Taer-ren= > ¢ er)

Tg{O,],...,.n}
formiilii ile verilir. Bu formiille 7,7 nin {0,1,...,n} kiimesine gére tiimleyenini,
7 :Hrk y1ve |T | de T nin eleman sayisin1 gosteriyor. 7, =1 olarak alimacaktir.
kel
Onerme 3.1.13 : M,N R -modiil ve feHom, (M,N) olsun . f', n inci dereceden

diferansiyel operatdrdiir < 1" f =0 dur.

Ispat : f, n inci dereceden diferansiyel operatordiir.
<[ f.rsh,.nr,| her reR, i=0,1,.,n
< (Ja®r-r®1)f=0 her reR, i=0,,.,n

i=0

S I"f=0

Sonu¢ 3.1.14 : f e D,(M,N) olsun.
fpermy= > (DT fm)
Tc{0,1,...,n} ve [T|21

dir.
Ispat : Bir 6nceki 6nermeden dolay1 7" £ =0 dir. Boylece

O{ﬁ(@n—n ®1)f}(m)

i=0
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= Y e @r)f |(m)

Tg{O,],...,n}

= (=", f(r,.m)

Tg{O,],...,n}

ve buradan

fOnermy= > ()" f(m)

<{0,1,...n}ve [T 21

bulunur.
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3.2 Evrensel Diferansiyel Modiilleri

Bu béliimde, verilen herhangi bir M R —modiil iizerinde evrensel modiiliin nasil
tanimlandig1 gosterilecek. Evrensel modiillerin 6zellikleri, bazi1 Ornekler ve

diferansiyel modiillerle arasindaki bagintilar verilecek.

M, R-modilve r®seR® R, r ®me R®, M igin

r®s)(r ®m)=rr @sm ile R® M iizerinde R®, R—modiil yapisi tanimlanabilir.
u:M—->R M
m— u(m)=10m

sag carpim doniistimii ve

R® M
I'"'(R®, M)
rOm—->nrn(r®m)=r®m

T:RO M —

dogal doniistimii olsun.

Onerme 3.2.1 :
R® M
M — +]®—"
I"(R®, M)
mu(m)=1®m bileskesi bir £ -lineer doniisiimii olup 7 -inci dereceden diferansiyel

operatordiir.

Ispat : I""'7u=0 olup Onerme 3.1.13 den dolayt 7 homomorfizmasi # -inci

dereceden diferansiyel operatordiir.

Tanm 3.2.2 : M,N ve K R-modiil ve A, : M — N n-inci dereceden diferansiyel
operator olsun. Herhangi bir 7 -inci dereceden f: M — K diferansiyel operatorii
i¢in
M—1>K
AL LT

N—2>5K
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diyagrammi degismeli yapan oA, = f olacak sekilde bir tek o : N — K R-modiil
homomorfizmas: varsa o zaman A, :M — N diferansiyel operatoriine 7 -inci

dereceden evrensel diferansiyel operatorii denir.

Teorem 3.2.3 : R k-cebir ve M ,N R-modiil olsun. O zaman
Hom, (M ,N)= Hom,(R®, M,N)
dir.
Herhangi bir M R-modiilii lizerinde n—inci dereceden evrensel diferansiyel

operatoriin varligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 3.2.4 :
R® M
I"(R®, M)
mu(m)=10m

doniisiimii n — inci dereceden evrensel diferansiyel operatordiir.

Ispat : N R-modiilve f:M — N n-inci dereceden diferansiyel operatdr olsun.
R®, M nin evrensellik 6zelliginden dolay1
M—L>N
U J J1 Ny
R® M —L>N
diyagrammi degismeli yapan F u = f olacak sekilde bir tek
F:R® M —>N
R —modiil homomorfizmasi vardir ve F(r ®, m)=rf(m) olarak tanimlanir.

f,n—inci dereceden diferansiyel operatér oldugundan /"' f =0 ve buradan
F(I"'(R®, M))=0 dir. Boylece
M—L5N
U J J1 Ny
R® M —L5N
4 J1 Ny
R® M 7

n+l >N
I"'(R®, M)
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. — . ) — RO M
diyagramini degismeli yapan Frr = F olacak sekilde bir tek F:——FA—— —
I""(R®, M)

R —modiil homomorfizmas1 vardir ve f(r ®,m)=rf (m) olarak tanimlanir. Boylece

fﬂu = Fu = f olup nuevrenseldir.

R®, M

Tanmm 3.2.5 : —
I"(R®, M)

modiiline M 1izerinde »n-—inci dereceden evrensel

diferansiyel modiilii denir ve Q (M) ile gosterilir. Burada M R — modiilii yerine R

R®, R

In+l

nin kendisi alinirsa Q (R) = olur.

Herhangi bir M R-modiilii iizerinde »—inci dereceden evrensel diferansiyel

modiiliin tekligi asagidaki teoremde gosteriliyor.

Teorem 3.2.6 : M R-modiil olsun. Eger Q (M), M R-modiiliiniin baska bir

evrensel diferansiyel modiilii ise 0 zaman Q (M) =Q (M) dir.

fspat : A :M—>Q (M) ve A :M-—>Q (M) n-—inci dereceden evrensel
diferansiyel operatorleri olsun.

A, nin evrensellik 6zelliginden dolay1

M—% 50 (M)
A 1
Q,(M)——>Q, (M)
diyagramini degismeli yapan aA, = A, olacak sekilde bir tek
a:Q (M)—Q (M) R-modil homomorfizmasi vardir.

Benzer sekilde A, nin evrensellik zelliginden dolay:

M—25Q (M)
Al 1
Q, (M) >0 (1)
diyagramini degismeli yapan BA, = A, olacak sekilde bir tek B:Q (M) —> Q (M)

R -modil homomorfizmasi vardir.
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Bah, = pA, =A,
pah,(m)=A,(m)
O halde

pa =1, (M)
bulunur. Benzer sekilde
BA, = A,
aPA, =ah, =A,
afA, (m) = A, (m)
yapilirsa

af =1, (M)
bulunur.

O halde Q, (M)=Q (M) bulunur.
Simdi evrensel modiillerle ilgili baz1 6rnekler verelim.

Ornek 3.2.7 : R=k[x,..,x,] polinomlar cebiri ve &,:R—>Q (R) n-inci
dereceden evrensel diferansiyel operatorii olsun. O zaman n-—inci dereceden

evrensel diferansiyel modiilii €2, (R),

{5n (x*): x"=x".x",

a|£n}

baz kiimesi ile serbest bir R —modildiir.

Ornek 3.2.8 : K =k(x,..,x,) cismi R=k[x,..,x /] nin kesir cismi olsun.
0,:K—=Q (K) n—incidereceden evrensel diferansiyel operatorii olmak tizere

ﬁ|£n}

baz kiimesi ile n—inci dereceden evrensel diferansiyel modili Q (K) bir

{5n(xﬁ): xP =xMh X,

K —vektor uzayidir.

Teorem 3.2.9: M ve N R-—modil olsun. O zaman
Homy(Q,(M),N) = Dy(M,N)

R —modiil izomorfizmasi vardir.
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Kamt : ¢(a)=aA, olmak tlizere ¢:Hom,(Q, (M),N)— Dy(M,N) R-modiil
homomorfizmasi tanimlansin. « € ¢: Hom,(Q,(M),N) igin Onerme 3.1.10 dan
dolay1 aA, € Dy(M,N)dir.

Q (M) nin evrensellik dolay1 ¢ ortendir.

Simdi ¢ nin birebir oldugunu gdsterelim. ¢(ax) =0 olsun. O zaman Vm € M igin
oA, (m) =0 dir. Boylece a(€2,(M))=0 ve buradanda o =0 olup birebirdir.

Boylece ¢ R —modiil izomorfizmasidir.

M ve N,R-modiilleri R olarak alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.10 : Hom,(Q2,(R),R) = Dy(R) R-modiil izomorfizmasi vardir.

Teorem 3.2.11 : M,R—modil olsun. O zaman Q (M)=M ®, Q3 (R) dir.

Ispat : M = R®, M dogal izomorfizmasi vardir. Buradan QM)=Q (R®, M)dir.
Tanimdan dolay1 Q (R®, M)=R®, (R®,M)/I""R®, (R®, M) dir.
I'""R®, (R®,M)=1"®, M olup Q (R®, M)=(R®, A)®, M /""" ®, M

elde edilir. Boylece istenen izomorfizma Q (M)=M ®, Q3 (R) elde edilmis olur.

Teorem 3.2.12: (ie/) i¢cin M, ler ve N R-—modil olsun. O zaman
i) Q,(@OM, =@Q,(M,)
if) Dy( @M, N) = @D;(M,,N)

izomorfizmalar1 vardir.

Ispat : i) Bir onceki teoremden dolay1 Q, (@BM,; =PM,)PRQ,(R) olur. Bdylece
i i R

(@M)®, Q,(R) = @M, ®, ,(R))
=@0,(M,)

olup istenen elde edilir.
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ii) Teorem 3.2.9 dan dolayr Dy(@M,;, N) = Hom,(Q2,PM,), N) idi. O halde i)

den dolay
Hom(©,@M,), N) = Hom, (@€, (M,), N)
| - @Hom(©, (M), N)

= (-ll}D; (M,,N)

olup istenen elde edilir.

31



4.BOLUM

Evrensel Modiillerin Homolojik Boyutlar
Bu boliimde evrensel modiillerin homolojik boyutlar1 hesaplanacaktir.
4.1.Evrensel Modiillerin Homolojik Boyutlar

Ik olarak evrensel modiillerin homolojik boyutlarini hesaplamak igin bilinmesi
gerekli olan temel kavramlar verilecek daha sonra da homolojik boyutlarmin nasil

bulundugu 6rnekler verilerek gosterilmeye caligilacaktir.

Onerme 4.1.1 : R=k[x,,x,,...x,] polinomlar cebiri ve I =(f,, f,,...f;) de R
nin bir ideali olsun. A,:R—>Q (R), n-inci dereceden evrensel diferansiyel
operator olmak iizere L nin {An(x“ fl)‘ i=12,..,t |oc| < n} kiimesi tarafindan
iiretilen Qn(R) nin  bir alt modili oldugu varsayilrsa o zaman

RA,(I)c L+1Q,(R) dir.

ispat: A, k-lineer operatér olduguna gore her g € R igin A (f,g)e L+1J,(R)

oldugunu gostermeliyiz. |a| <n, ﬂ| <n olmak tizere a,,b, € k i¢in

g= Zaax”‘ + Zbﬂxﬂ € R olsun. O zaman
a B

A(f8)=Y a1 )+ X bya, (x £)

a B
dir.

ZbﬂAn (xﬂ fl) tanimindan dolay1 L nin i¢indedir.
B

Diger kisim igin = A e D" (R,Qn (R)) oldugundan dolayr Sonu¢ 3.1.14

kullanilirsa |/,z|<n ve |v|<n olmak tizere ¢,,d, € R i¢in
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A )= e, (e )+ £ d A, ()
H v
esitligi yazilabilir. Elde edilen son denklem ilk denklemde yerine yazilirsa

An(fl.g):ZZaacuAn(x”fiFfiZZaadvAn(xv)+Zb An(xﬁfi)
e n a v B

esitligi elde edilirkibuda L+7Q, (R) ‘nin elemanidir.

R=k[x,,x,,...,x,] polinomlar cebirive I=(f,f,,....f,) de R nin bir ideali olsun.
S =R/ afin cebiri

RA,(R)+19,(R)  Q,(R)

0— 10,(%) —>[Qn(R)—>Qn(S)—>O

S = R/I modill homomorfizmalarinin tam dizisi vardir.

RA,(R)+19Q,(R)
10, (R)

Onerme 4.1.2 : modiilii S -modiil olarak

{A,(x£)+1Q,(R): |a|<n i=1,2,...1}

kiimesi tarafindan uretilir.

Ispat : Bir 6nceki 6nerme kullanilirsa

{Anix“fl. ) i=12,..¢ |oz| <n }

kiimesi tarafindan uretilir.

Yine ayni onermeden  RA, ()= L+1Q, (R) oldugundan dolayi ;
L+I1Q,(R) _RA,(R)+19,(R)
1Q,(R) 1Q,(R)

olup istenen sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3 :5,:R/1 —>Q, (R/1I) n-inci dereceden evrensel diferansiyel operator

olmak iizere Q, (R/1) modiilii {5n (x“ + 1): |oc| < n} kiimesi tarafindan tiretilir.
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Ispat: Q (R) ,baz1 {An (x“): |a| < n} kiimesi olan serbest R -modiil ve buradan

Igggn—((RR)) de bazi {;nix“ ’:|a|£n} kiimesi olan serbest R/[-modiildiir. Boylece

Q,(R/I) nin ireteglerinin kiimesi {HiAnix“ h:|a|£n} kiimesidir. Bu kiime ise

{5n (x“ + 1): |oc| < n} kiimesi olup istenen sonug elde edilir.

k[x,x,,....x,]
(/)

homolojik boyutu 1 veya 1 den kiigtiktiir.

Teorem 4.1.4 : S = afin tamhk bolgesi ise o zaman (S ) nin

Ispat : R=k[x,x,,...x,] polinomlar cebiri ve A, :R—>Q (R) n-inci dereceden

evrensel diferansiyel operatorii olsun.

m , R nin f yiiceren maksimal ideali olsun. R , s boyutlu regiiler halka olup

R nin  m deki lokalizasyonu R, de s boyutlu regiiler halkadir. Q) (Rm) ranki1

+
{n S] olan serbest R -modiliidir. S , boyutu s—1 olan tamlik bolgesi
s

oldugundan R,/ f R, deboyutu s—1 olan tamlik bolgesidir.

L, R,/fR, ninkesir cismi olsun. O zaman tr.deg, R,/ f R, =s—1 olup

) n+s—1) . )
dim, Q, (L) = . dir. Bu say1 ayni zamanda Q, (R, / f R, ) nin de rankidur.
S f—

Teorem 3.2.11 den Q,(L)=L®, ,,, Q,(R,/fR,) olarak alabiliriz. Sonug 4.1.3
kullanilirsa

0 Cekd ->Q, (R)/ fQ,(R)—>Q,(5)—>0
S - modiil homomorfizmalarinin tam dizisi elde edilir. M, m nin § deki goriintiisi

olmak tizere yukaridaki tam dizi, S,, ile tensorledigi zaman
0 (Cekd),, —>(Q,(R)/ f Q,(R)) —2—(Q,(S)) —0

S, - modiil homomorfizmalarmnm tam dizisi elde edilir.
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(Qn (R)/ fQ, (R)) =Q (R, / f R,) izomorfizmasindan dolay1

(2,(R)/ fQ,(R)), serbest modiilii olup ranki {n " S] dir. Bdylece
s

n+s n+s—1 n+s-—1
rank(CekQM):( ]—( ) ]:( ]
S s — S

dir. Diger taraftan Cek6 , X = {An(x“ f ): |a| < n} kiimesi tarafindan iiretilir ve bu

n+s—=1) . . "
] dir. Boylece Cek®,, serbest modiil

kiimenin elemen sayis1 tam olarak (
s

olup baz1 ¥ kiimesidir.

m , R nin herhangi bir maksimal ideali olduguna gore Cek® homolojik S -

moduladur.

Sonug olarak 4d (Q,(S))<1 dir.

Ornek 4.1.5 : R = k[x, y] polinomlar cebiri ve 7 da f = y* —x* eleman tarafindan
iretilen R nin bir ideali olsun. § = R/ alalim. S afin tamlik bdlgesi olup boyutu 1

dir. Sirastyla Q, (S),Q,(S) ve Q,(S) nin homolojik boyutunu bulalim.

Q,(S): F , bazi {A,(x),A, (y)}kiimesi olan serbest S -modiil ve Nde A /(f)
elemani tarafindan uretilen /' nin bir alt S -modiili olsun.

Q, (ab) = a, (b)+bQ, (a) diferansiyel operatdrii yardimi ile A, (f) hesaplanirsa
A(f)=A, (y2 — x3): 2yA,(y)-3x?A,(x) olup Sonug 4.1.3 den dolay
Q,(S)=F/N dir.
rankQ, (S)=2 oldugu igin rankN =rankF —rankQ,(S)=3-2=1 olup N
serbest S -modiilidiir. O halde
0>N->F—>Q(S)=F/N—0

S -modiil tam dizisi almabilinir. Bu da € (S) icin serbest coziiniirlik olup
hdQ, (S) <1 bulunur.
Q,(S): F', bazi {Az(xz),Az(yz),Az(xy),Az(y)} kiimesi olan serbest S -modiil

ve N'de A,(f), A,(xf) ve A,(yf) elemanlar1 tarafindan iiretilen F' nin bir
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alt S -modiili olsun. Burada ;

Q, (abc) = aQ, (be) + b, (ac) + ¢, (ab) — abQ, (c) — acQ, (b) — beQ, (a) — abe
diferansiyel operator yardimi ile A, (), A, (xf) ve A,(yf) hesaplanirsa

A, (f)=A, (1) -3x4, () +3x°A, (x) - x°

A, (xf) = xA, (1) - 6x°A, (x*)+ 2pA, (x9) + Tx°A, (x) - 2xpA, () - 2x*

A, (3f)=3pA,(¥7) =314, ()= 3x7A, (x9) + 6x°yA, (x) = y*A, () - 2x"y
olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q, (S)=F'/N’ dir.

rankQ, (S)=3 oldugu i¢in rankN' = rankF' -rankQ,(S)=6-3=3 olup N’
serbest S -modiildiir. O halde

0> N —25F—250Q,(S)=F'/N -0

S -modiil tam dizisi almabilinir. Bu da  Q,(S) i¢in serbest ¢oziiniirliik olup

hdQ, (S) <1 bulunur. Burada 7 dogal homomorfizma ve ¢ ise

-3x 1 0 3x? 0 —-x
-6x> x 2y 7x  =2xy —2x*
—3xy 3y -3x 6x’y —y> —-2x’y

matrisidir.

Q,(S) : F" , bazi {A3(xiyj): i,j=0123 0<i+j< 3} kiimesi olan serbest S -

modiil ve N" de asagidaki elemanlar: tarafindan iretilen F” nin bir alt dizisi S -

modil olsun.

Q, (abcd) =aQ,(bed) +bQ, (acd) + c€; (abd ) + d€2,(abc) — abQ);(cd ) — ac€d, (bd)
—ad€),(bc)—bcQ,(ad)—bdQ);(ac)—cdQ,(ab)+ abc€d,(d) + abdQ,(c)
+acdQ,(b)+bcdC),(a)—abcd

diferansiyel operatdr yardimi ile A;(f), A;(xf), As(3f). A3(x2f), A3(y2f),
A, (xf') hesaplanirsa

A3(f):A3(y2)—A3(x3)
A, (xf) =xA, (xyz)—4xA2 (x3 ) +6x7A, (x2 ) —4x°
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A3(x2f):2xA3(xy2)+2yA2 (xzy)+19x3A2 (xz)—10x2A3(x3)—x2A3(y2)—
4xyA, (xy) +2x°yA, (y) —13x*A, (x) +3x°

A3(yf):A3(y3)—3xA3(x2y)—yA3(x3)+3xyA3(x2)+3x2A3(xy)—3x3A3(y)—
3x2yA3(x)+
Ay (1) =4yA, (1) -3x7A, (07
4x3A3(y )+12x VA, (x)=29°A, (1) —9x° A, (x) +3x°

A3(xyf):x ( )+3yA ( ) 6x2A3(xzy)+12x2yA3(xz)—4xyA3(x3)—
3xyA3(y2)+5x3A3(xy)—11x YA (x)+3xy

Sonug 4.1.3 den dolayr Q, (S)=F"/N" dir.

x’y
) 6xyA3(xzy)+6xy2A3 (xz)—x3A3 (x3)—
)=9x°A, (

rankQ,(S) =4 oldugu i¢in rankN" = rankF" —rankQ,(S)=10-4=6 olup N”
serbest S- modiildiir. O halde

0>N"—2>F"—= ,Q3(S):F”/N”—>0
S -modiil tam dizisi alinabilinir. Bu da Q3(S) icin serbest ¢oziiniirliik olup

hdQ, (S ) <1 bulunur. Burada 7 dogal homomorfizma ve ¢ ise

-1 0 0 0 0 1 0 0 0
—4x* 0 1 0 6x” 0  —4x 0 x*
—10x> 0 2y 2x  —4xy 19x°  —x> —-13x* 2x’y 3%’

-y I —-3x 0 3x° 3xy 0 -3x’y =X x'y

—x° 4y —6xy -3x° 12x°y 6x' —4x° -9x° —-2x’y 3x°
—4xy x —6x> 3y 5 12x°y =3xy —1Ix’y 0 3xty

matrisidir.

Ornek 4.1.6 :R=k[x,y,z] polinomlar cebiri ve / da f=y>—xz elemam
tarafindan iiretilen R nin bir ideali olsun. S =R// alalim. S afin tamlik bolgesi
olup boyutu 2 dir. Swasiyla Q,(S),Q,(S) ve Q,(S) nin homolojik boyutunu

bulalim.

Q,(S): F , bazi {A(x),A(»),A (z)} kiimesi olan serbest S modiil ve N de
A

((f) elemant tarafindan iiretilen F nin bir alt S -modiilii olsun.
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A (f)=A, (y2 —xz): 29A,(y)-zA, (x) - xA,(z) olup Sonug 4.1.3 den dolay:
Q,(S)=F/N dir.
rankQ, (S)=2 oldugu i¢in rankN =rankF —rankQ, (S)=3-2=1 olup N
serbest S -modiiliidiir. O halde
0>N->F—>Q(S)=F/N—0
S -modiil tam dizisi almabilinir. Bu da € (S ) icin serbest coziiniirlik olup

hd©, (S) <1 bulunur.

Q,(S):F'" , bazi

(8,(6). 8 (32), 8, (). A, (22,2 (1), (32) A, (6)., 8, ()., (7)) Kiimesi
olan serbest S -modiil ve N'de A,(f), A,(xf) ve A,(yf) elemanlar1 tarafindan
uretilen /' nin bir alt S -modiilii olsun. Burada ;

Az(f) = Az(y2 )—Az(xz)

A, (xf)=xA, (xy2 —xzz) =—zA, (x2 ) +xA, (y2 ) +2yA, (xy)—2xA, (xz)+
xzA, (x) —2xyA, (y) +x°A, (z)

A, (yf) =A, (y3 —xyz) =3y)A, (yz)— zZA, (xy) - YA, (xz) —xA, (yz) +yzA, (x) —
2xzA, (y)+xyA2 (z)

A, (zf) =A, (yzz—xzz) =zA, (yz)—xA2 (zz)—2zA2 (xz)+ 2yA, (yz) —Z’A, (x)—
2yzZA, (y) +xzA, (z)
olup Sonug 3.1.3 den dolay1 Q, (S)=F'/N' dir.

rankQ, (S)=6 oldugu i¢in rankN'=rankF' —rankQ,(S)=10-6=4 olup N’
serbest S -modiildiir. O halde

0> N —~5F—250,(S)=F'/N' -0

S -modiil tam dizisi almabilinir. Bu da Q, (S ) icin serbest ¢Oziiniirliik olup

hdQ, (S) <1 bulunur. Burada 7 dogal homomorfizma ve ¢ ise

o 1 o0 o -1 0 0 0 0 0
-z x 0 2y =2x 0 xz -2xy x> O
3y 0 -z -y —x yz -2xz xy O
z —-x 0 =2z 2y z% =2yz xz O
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matrisidir.

Q,(S) : F" , bazm {A,(x'y/x*): i,j,k=0123 0<i+j+k<3} kiimesi olan
serbest S -modiil ve N” de {A3 (£) 85 () A5 (31, A5 (2 ). (52 ). 5 (7 1)
Ay(2°1) 8 (10 ) Ay (x2) Ay (2f)} asagudaki elemanlar tarafindan iretilen F" nin
bir alt dizisi S -modiil olsun.

Sonug 4.1.3 den dolay1 Q,(S)= F"/ N" dir.

rankQ, (S) = 4 oldugu i¢in rankN" = rankF" - rankQ, (S) = 20-10 =10
olup N” serbest S- modiildiir. O halde

0>N">F" —>Q,(S)=F"/N">0

S-modiil tam dizisi almabilinir. Bu da  Q,(S) icin serbest ¢dziiniirlik olup

pdQ, (S)<1 bulunur.

Simdi evrensel modiillerin homolojik boyutlarinin sonlu olmadigimi gosteren

ornekler verelim.

Ornek 4.1.7 : R =k[x, y, z] polinomlar cebiri ve I da f =y® —xz, g=yz—x’,
h =z —x"y elemanlar tarafindan iiretilen R nin bir ideali olsun. S = R// alalim.

S afin tamlik bdlgesi olup boyutu 1 dir

F ,baz1 {5,(x),5,(»).5,(z)} kiimesi olan serbest S modiil ve Nde &,(f), 5,(g) .

5,(h) elemani tarafindan iiretilen F nin bir alt S -modiilii olsun.

51(f):51(y2 —xz):2y5](y)—z5](x)—x5](z)
5,(2)=6,(yz—x")=26,(»)+ »5,(2)- 355, (x)
51(h):51 (ZZ _xzy)zzzé‘] (Z)_2Xy51 (x)—x25](y)

olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q (S)=F /N dir.
rankQ, (S) =2 oldugu igin rankN = rankF —rankQ,(S)=3-2 =1 dir. O halde
0>N—5F>5Q(S)=F/N -0

S -modiil tam dizisi aliabilinir. Burada @ ,
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—z =3x* —=2xy

matrisidir. Bu matrise elementer satir islemleri uygulanirsa ;

0O 0 O
0 z x*
-x 0 =z

matrisi ve buradan da

2, _
zr, +x°r;, =0

—xr; +zr; =0
denklemleri elde edilir. Denklemin gdziim kiimesi {(xy,—x*,z)(x*,z,y* ) (z.~y.x)}
dir.
m=1{x,y.z}, S de maksimal ideal olsun.m, = (xy,~x*.z) , m, =(x*,z,)*) .
my = (z,—y,x) denirse m = {x,y,z}=m,S +m,S +m,S
izomorfizmas vardir. Boylece ;

0>m—>8 >F->Q(S)>0

S -modiil tam dizisi elde edilir. S, regiiler olmadigina gore hdQ, (S)= o0 bulunur.

Ornek 4.1.8 : R=k|[x,y] ve S =k|[z,¢] polinomlar cebiri ve sirastyla 1 ,

3 elemanlari tarafindan iiretilen R ile S nin bir idealleri

f=y'-x’veg=t'-z
olsun. R/1®, S/Jzk[x,y,z,t]/(y2 —x3) izomorfizmasi vardir. Bu &rnekte

Q, (R 11®,8/J ) modiiliiniin homolojik boyutunun sonlu oldugunu gérelim:

F, bazi {d2 (xi,yj,z"): 1<i+j+k+I< 2} kiimesi olan serbest modiil ve N de

asagidaki elemanlar tarafindan iiretilen ' nin bir alt modiilii olsun. Burada ;

+322d2(z)
d, (xf) =xd, (y2)+ 2yd, (xy)"' 7x3d2 (x)_ 2xyd, (y)_ 6x2d2 (xz)
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dz(yf):3yd (yz)— —3xyd, (xz) 3x yd xy +6x d, ( )
d,(zf)= dz(y )+2yd (yz) 2yzd, (v)-x’d,(z)—3xzd (x )+6x zd, (x)
dy (tf ) =td, (y* )+ 2yd, (yt)+ x'd, (t) - 2ytd, (y) - 3xtd, (x* ) -3 zd, (xt ) +

d, (xg) =xd, (t2 ) +2td, (xt) —2xtd, (t) -2ytd, (y) +2'd, (x) —3xzd, (22 ) -
3z°td, (xz) +62°xd, ( )
d, (yg) = yd, ( )+ 2td, (yt) -2ytd, (t) +2'd, (y) —3yzd, (zz)—3zzal2 (yz) +

)
d,(xg) = zd, (* )+ 2td, (zt)+ 72°d, (z) - 22td,,(t) - 52°d, (*)
dz(tg):3td2(t2) 2d, (t)- ztd, (22 )- 322, (2t ) + 62°1d, (2)

olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q,(R//®, S/J)=F/N dir. O halde
0>N->F->Q,(R/II®, S/J)—>0
tam dizisi alinabilinir. Buradan Im¢ = N olacak sekilde
0> Cekp > F'—>F >Q,(R/II®, S/J)—>0

modiil homomorfizmalarinin tam dizisi elde edilir. Burada ¢ homomorfizmas: ;

-3x 0 6x” 3xy 3xz  —3xt 0 0 0 0
1 0 x 3y z w 0 0 0 0
0 -3z 0 0 0 0 —6z> -3zt -3xz -3yz
0 1 0 0 0 0 z 3t X y
0 0 2y =3x° 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —3x? 0 0 0 -3z 0
0 0 0 0 0 -3x? 0 0 2t 0
0 0 0 0 2y 0 0 0 0 -3z’
0 0 0 0 0 2y 0 0 0 2t
0 0 0 0 0 0 2t -3z° 0 0
3x® 0 7x*  6x’y 6x°z  6x°t 0 0 z? 0
0 0 -2xy -x> =2yz =2yt O 0 0 z’
0 3z° 0 0 x° 0 72> 6zt 6xz°  6yz’
0 0 0 0 0 x’ —2zt —z° =2xt -2yt

matrisidir. Bu matrise elementer satir islemleri uygulanirsa ;
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2000 0 -¢00 O
000O0 O OT1TTUO O
0200 0 0 O0O0O O0 -y
0001 0 0 OO0 0 O
0000 0 O OO0 2x 3y
0 00 0 2z 3y 00 0 O
000O0O0O » OO0 0 ¢
000O0 O OOT1 O O
000O0 O O OO OO O
000O0 O O OO OO O
000O0 O O OO0OTO0O O
000O0 O O OO0OTO0O O
000O0 O O OO0OTO0O O
000O0 O O OO0OTO0O O

matrisi elde edilir. {e: i=1,..,8} kiimesi F' niin bazive s, e R/I®, S/J olmak
lizere U =56, +5,€, + 5,6, +5,8, + 5565 + 5.8, +5,€, + 5,8 +5.€, +5,€, elemant

(Cek¢ nin elemani olsun. Yukaridaki matris kullanilirsa ;

2s,—ts,=0
28, — s, =0
2xsy +3ys,, =0
2zs;+3ys, =0

VSg+ts,, =0

denklemleri elde edilir. Bu denklemler R// ®, S/J de ¢oziiliirse
Cek¢p =u(R/I®, S/J) olacak sekilde ;
u=t'e —y'e, —3z%e, +2te, +3x’e, —2ye,,
bulunur. Boylece Cek¢ serbest modiil olup
hd (Q,(R/1®, S1J))<2
dir.
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Ornek 4.1.9 : R =k[x,y,z] polinomlar cebiri ve / da f =y’ —xz , g=2"—x°
elemanlar: tarafindan tiretilen R nin bir ideali olsun. S = R/ alalim. S afin tamlik
bélgesi olup boyutu 1 dir. Swasiyla Q (S5),Q,(S) ve Q,(S) nin homolojik

boyutunu bulalim.

Q,(S): F , bazi {5,(x),5,(»).8 (z)} kiimesi olan serbest §-modiil ve N de
5,(f) ve 6,(g) eleman tarafindan iiretilen F nin bir alt S -modiilii olsun.
8,(f)=6,(y"-z)=2y8,(y)-25,(x)-x5,(z)
5,(g)=6,(z"-x")=226,(z)-3x75, (x)
olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q, (S)=F /N dir.
rankQ,(S)=1 oldugu icin rankN =rankF —rankQ, (S)=3-2=1 olup N
serbest S -modiiliidiir. O halde
0>N->F—>Q(S)=F/N—0

S -modiil tam dizisi almabilinir. Bu da €, (S) icin serbest coziiniirlik olup

hd©, (S) <1 bulunur.

Q,(S): F', baz {52(x2),52(yz),éz(xy),&z(x),éz(y),éz(yz)} kiimesi olan

serbest S -modiil ve N'de asagidaki elemanlar1 tarafindan tiretilen F' nin bir alt S -

modiili olsun. Burada ;

8,(f)=8,(y")-3x5,(x*)+3x°5, (x) - x’

5,(g)=x8,(y)-6x°5,(x* )+ 295, (xy) + 7x°5, (x) - 225, (y) - 2x*
8,(xf)=3y3, (") 3198, (x* ) - 3x75, (xp) + 6x7y5, (x) - »°5, (v) - 2x"y
8, (1) =38, (»*) =3x8, (x*) =326, (xy) + 6x° 5, (x) — 75, (y) - 2x°y
8,(2f) =3y8,(»*) 3505, (x*) =3x8, (x) + 6x7y5, (x) - »°5, (y) - 2x"y
5,(xg) =38, (»*)-3xy3, (x*) =3x8, (xp) + 6x°y3, (x) - 5, (¥) - 2x’y
5,(vg) =3y6,(y") 318, (x*) - 3x75, (xy) + 6275, (x) - »°5, (y) - 2x"y
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0, (zg) =30, (y2 ) —3xy9, (x2 ) -3x°6, (xy) +6x°y8, (x) -6, (y) —2x’y
olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q, (S)=F'/N' dir.
rankQ, (S)=2 oldugu i¢in rankN' = rankF'—rankQ,(S)=9-2=7 dir. halde ;
0> N —2>F—25Q,(S)=F'/N' -0
S -modiil tam dizisi alinabilinir. Buradan Im¢ = N’ olacak sekilde
0 Cekp > S*—25F' > Q,(S)—>0

S —modiil homomorfizmalarmin tam dizisi elde edilir. Burada ¢ homomorfizmasimi

-3x 0 —-6x° -3xy -3xz -z 0 0
0 1 0 0 X 3y z
1 0 X b% 3z 0 0 -z
0 0 0 -3x’ 0 2y -z 0
0o -1 2z 0 -3x* -2x -y -2z
0 0 0 2z 0 0 -X 2y
3x> 0 7x°  6x’y 6x’z  xz yz z?
0 0 x’ 0 -2xy —=2xz =2yz
0 -2xz -2yz -z X’ xy xz

matrisidir. Bu matrise elementer satir islemleri uygulanirsa

1000 0 0 0 0
0200 0 0 0 —z
0020 0 0 0 -1
000z 0 0 0 y
00002 0 0 —x
0000 0 2x 0 3z
00000 O 1 0
00000 0 O
00000 0 O

matrisi elde edilir. {e,: i=1,...,8} kiimesi S* inbazive s, € S olmak iizere
u=se +s,e, +s,e, +s,e, +sse; +s.e, +5,e, +sge, elemant Cek¢ nin eleman:

olsun. Yukaridaki matris kullanilirsa ;
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2s, —zs, =0
25, —5,=0
zs, —ysg =0
2zs;—x8, =0

2xs,+3zs, =0
denklemleri elde edilir. Bu denklemler S de ¢oziilirse Cek¢ =u,S +u,S olacak
sekilde ;

_ 2 2
u =z'e,+ze,—2ye, +xe,—3x’e, +2ze

u, =x’yze, + x’ye, —2z%e, + yze, —3xye, +2x" ye,
bulunur. O halde {e/, e, } kiimesi S* nin bazi olmak tizere y(e)=u, ve w(e)=u,
olacak sekilde y :S> — Cek¢ S—modiill homomorfizmas: tanimlanabilir. Bu

homomorfizmanin ¢ekirdegi ;

_ 2 1 i
m =-z"e¢+ye,
_ ' ’
m, =—yze +xe,

m, =—x’e + ze)
elemanlari tarafindan tretilir.
m:(x, y,z) , S de maksimal ideal olsun. O zaman Cek¢ ile m maksimal
ideali arasinda izomorfizma vardir. Boylece ;
0-o>m—>8>8 >F -5Q,(5)>0
S -modiil tam dizisi alinabilinir. Bu ise QZ(S) nin homolojik boyutunun sonsuz

oldugunu gostertir.

Q,(S) : F" , bazs {53(xiijk): i,j,k=0,1,2,3 0£i+j+k£3} kiimesi olan
serbest S -modiil ve N de {8, (f),8, (/)8 (3,6, (2.6, (¥ 1), 8, (3°)

5, (22 f ) .85 (%), 85 (x2f), 65 (vzf )} asagidaki elemanlar tarafindan iiretilen F" nin

bir alt S -moduli olsun.
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3 (x )+3xy5 (x) =3x8, (
5,(28)=0,(z' —x'z) =5, (z )—53(x3z)=53(23)—3x53(xzz)—z53(x3)+3x253(xz)+
3xz8, (x7 )~ x°8, (2) = 3x728; (x) + x°z

8, (xf) =6, (xy* —x*yz) = 5, (0°) = 8, (¥ yz) = —x8, (1) + 238, (09 ) — xp8, () -
Y8, (x9) +2x°5, () - 3’8, (x) = 26, (7 ) + x°8, (yz) + y26, (2 ) = 7y, (2)

8, (xzf ) =8, (x2y” —x°2°) = 8, (x20” )= 8, (¥*2° ) = 208, () + %6, (°2) + 26, (xy” ) -
23y, (yz) = 2328, (x9) + 258, (17 ) - 3070, (2) = 1728, (x) + 258, (1) + 578, () +
2253()(2)

8, (y2f) =8, (¥’z—xp2) = 8,(yz) - 8, (w2” ) = =26, (1 )+ 206, (172 ) -

28, (1) =18, (32) + 29728, (1)~ '8, (2) + 8, () + 278, () - y2°6, (x)

8, (xyg) =6, (2" —x*y) =8, (w2* )-8, (x*y) =226, (1) -3x5, (x*y )+

3578, (x7 ) - 2528, (yz) - 228, (¥ ) + 4x°5, (xp) + 2x28, (2) - x*5, () -

w

4x°y5, (x)+x'y
8, (xzg) =8, (x2’ —x*z) =5, (x2°) = 8, (x*z) = =3x8, (¥ z) + 625, (x* ) -
3x°8, (x°2) —9x°28, (&7 ) + x'5, (2) + 4x°z8, (x) + x*z
8, (y2g) =8, (=" —x’yz) =8, (y2*) - &, (x'yz) = —x5, (yz) + X’ y3,(2) +
¥'z8, () =3x8, (1 )+ 6x26, (¥ )~ 228, (x* ) + 3x7y5, (y* )~ 3x728, (xy) -
6xyz6, (x*)+3x7yz8, (x) - x'yz
5 (X f)=6,(x"y’ —x’z) = 5,(x*y*) =&, (x’z) =2y, (¥’ y) + 2275, (¥* ) -
4xys, (xp)+2370, (2 )= 38, (x) + 2575, () - 28, () = 8, (x°2) - *5, (2)
5 (¥ f)=6,(r" -0°z)=6,(»")- & (07z) =255, () - x5, (y°z) +
28, (1*)+ 2328, (x9) - 28, (0 ) + 2x98, (y2) - 4576, (17 )~ 1728 (x) - 18, (2)
5, (22f)=8,(y’2" =2’ ) =8,(y*2°) - &, (x2*) =29, (y2* )+ 225, (1°z) +
2%, (x7) - 4yz6, (yz) + 2275, (¥* )~ ¥°268, (2) + 2525, () - 68, (2*) - 26, (x)
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&

(¥’g)=6,(x*2 —x") =5, (x’2" )= 6,(x* ) = =3x75, (x* ) + 226, (x°z) +
758, (x7 )~ 4xz8, (17 )+ 2x°26, (2) - 5x*6, (x) - °
5,(1°g)=0,(y"2")-6,(y’x*)=8,(y°2* = y’x* ) = 225, (y°z) — 4yz5, (yz) +
X8, (1) +2y°28,(2) =3x8, (30 ) + 6273, (x) + 35778, (x) — 22y, (y) + 5y
2g)=8,(z'-x'2")=68,(z") -8, (x’2" ) = 4268, () - 2’26, (z) -

6xz0, xzz) +11x°z6, (y2 ) —5x°6, (x3 ) +12x°268, (xz) +5x*6, (x2 ) —9x°6, (x)+

3 2
3x°z

olup Sonug 4.1.3 den dolay1 Q,(S)=F"/N"

0>N"—25F" ,Q3(S)2F”/N”—>O

S -modiil tam dizisi alinabilinir. Burada ¢ homomorfizmasi
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—52°

—3x?

2xz

—2yz -z

6xz

-y

00000 —4x
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000
00000

0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0

4z

6xz

—3x*

—3x

—6xz

2z

—3x

—3x?

2yz

3x’z —dxy

0

2
z 4z

—2yz

—Xz

3x?

0
Sxz

—4yz

0
72

—4xz

2xy —4yz

-z 0

0
9x’z —6xyz  2xz

2xy —xz 2xz
27

2

X

0

0
277

0

—Axz

0 3x7y
—yz

3xz vz z

3x?

3xy

00000 6x
00000
00000

11x°z

2

z

2x°

2xz —2yz 3x’y

—Xy

0
0

327 —9x%Z?

yz

2

M-

—Z

2

—XZ
2x’y 2xz 2yz

47 3x’yz —x'z

— y22 —4 y22

2

3y 3xz —xz —xz

00000 -4

00000

0
27
3z*

2

0
2x’z
—x’z

2

z

2

—Xz

2

2x’z 2xyz 2xz

0

2

—Z

0
0

XZ

2

2xz
Xz

2 —xz
0

—X'z
0

2

2, —xz
0

—Xz
0

—x%y
0

-z
3
vz z

2

00000
00000
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matrisidir. Bu matrise macaulay?2 [4] matematik programi kullanilarak elementer

satir islemleri yapilirsa.
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F:\Macaulay2\bin>"F:\Macaulay2\bin\Macaulay2" -ephase=1
"F:/Macaulay2/m2/setup.m2" -ephase=0 -erunStartFunctions()
Macaulay 2, version 0.8.52b
Copyright 1993-1999, all rights reserved, D. R. Grayson and M. E. Stillman
Factory 1.2¢ from Singular, copyright 1993-1997, G.-M. Greuel, R. Stobbe
Factorization and characteristic sets 0.3.1, copyright 1996, M. Messollen
GC, copyright 1996, Hans-J. Boehm, Alan J. Demers, Xerox, Silicon Graphics
GNU libc and libg++, copyright 1996, Free Software Foundation
GNU MP, copyright 1996, Free Software Foundation
--loading source code...

il : R=QQI[x,y,z]

ol =R

ol : PolynomialRing

12 : I=ideal(y"2-x*z,2"2-x"3)

2 3 2
o2 =1ideal (y - x*z,-x +2z)

02 : Ideal of R

i3 : S=R/1

03=S

03 : QuotientRing

14 : p=matrix{{0,0,0,0,0,-4*x,-y,-z,0,x"2,x*y,0,6*x*7,-2*y*7,-7,0,2*y"2,-3*x"2,0
,-5*%x731,4{0,0,0,0,0,0,0,0,-x,2*y,-z,2*Z,0,-3*x"2,0,2*y,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,1,0,
0,0,0,0,0,0,0,-x,0,0,4*z},{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,-3*x,
0,-z,0,0,-3*x"2,0,6*x*z,2*y,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,-3*x,0,0,0,0,-3*x"2,0,-x,0, O,
2*z7,0,-6*x*z},{0,0,0,0,0,0,0,0,2*y,2,0,0,0,0,0,-z,0,0,-3*x"2,0},{0,0,0,0,0,0,0,0,0, x,
2*y,0,0,0,0,-x,2*2,0,2*2,0},{0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0, 0,0,0,1,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,2*y,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,3*x"2,0,-y"2,-2*y*z,2"2,4*x"3,0, -3*x"2%*z,-
4*x*y,2*y*7,0,0,6*x"2*y,0},{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,0,0,
0,x"2,-2%x*y,-y"2,-2%*x*7,0,-x"3,0,2*x*y,-4*y*z,0,-4*y*z,0},{0,0,0,0,0,6 *x"2,
3*x*y,3*x*7,y%7,2°2,0,3*x 2*y,-9*x"2*7,-6*y"3,2*y"2,0,0,7*x"3,0,5*x*z"2 },
{0,0,0,0,0,0,0,3*x"2, -x*y,2*y"2 -y*z,-2¥y*7 2*x "3, 3*¥x 2 *y,2*x"2,-4%*y"2 2*7/\2,
-4*x*7,x73,11*x"2*z},{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0},{0,0,0,0,0,-4*x"3,
-3EXN2HY,-3EXN2* 7, -y 3, -y 2% 7, -y 2D -4 A By 4 x N3 7 3EX N2 Ry 7 xRy 2,
-y"2%z7,-2"3,-5%x"4,3*x 2 *¥y"2,-9*x"2%*2"2},{0,0,0,0,0,0,-x"3,0,2*x*y"2,2*y"3,
2¥y"2%*7,-xM4,0,x"3%7,2¥x"2*y 2 ¥y 3 2*¥y*772,0,-2*x*3*y,0},{0,0,0,0,0,0,0,-x"3,
XM 2Hy -x*yh2,-yn3, 2¥ xRy z XM X N3y <X 3 - xRy N2, -y 2% 7, 2% x A2 * 7, 2 Ry D * 7, -
2*x"3*z}4,{0,0,0,0,0,x"4,x"3*y,x"3%*7,0,0,0,x"4*y,x 4*7,-x"*3*y*7,0,0,0,-x"5,
XN3FyN2,3*xN3*72M2 1}
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04={0}]00000-4x -y -z 0 x2 xy 0 6xz -2yz -z 02xz -3x2 0-5z22 |
{0}|]000000 O O x 2y -z 2z 0 -3x2 0 2y0 0 O O |
{0}|000000 0 I O O O O O O O O-xO0 O 4z |
{0}j000000 0 0 0 0O OO O O O 00 O O O |
{0}]000000 -3x 0 -z 0 0 -3x20 6xz 2y 00 0 O O |

{0}|]000000 0 -3x 0 0 0 0 -3x20 -x 00 2z 0 -6xz |
{0}|000000 0 0 2y z 0O O 0 O O -zO O -3x20 |
{0}|000000 0 O 0 x 2y 0 0 O O -x2z 0 2z 0 |
{0}j0oo0o0001 0 0 0 0 00O O O 0 00 O O O |
{0}|000000 1 O O O O O O O O 02y O O O |
{0} /000000 3x2 0-xz -2yzz2 472 0-3x2z-4xy2yz0 0 6x2y 0 |
{0}|000000 0 0 0 O O O O O O 00 O O O |

{0}/000000 O O x2 -2xy-xz -2xz 0 -z2 0 2xy-4yz0 -4yz 0 |
{0}]000006x2 3xy3xz yz z203x2y -9x2z-6xyz2xz 00 7z2 0 5xz2 |
{0} |0000000 3x2 -xy2xz -yz -2yz 272 3x2y 2x2 -4xz 272-4xz 72 11x2z |
{0}|000000 0 0 0 O O O 0 O O 00 O O O |
{0} 10 0 00 0-4z2-3x2y-3x27-Xyz-Xx72-yz2-4yz2 473 3x2yz -x27-Xx72-73-5x72
3z3 -9x272 |
{0} 000000 -22 02x2z 2xyz 2xz2 -xz2 023 2x2y 2xyz2yz2 0-2yz2 0 |
{0} 0000000 -z2-x2y-x27 -xXyz 2Xyz Xz2yz2-72-X27-x72 2X27 2x72 -273 |
{0}]00000xz2 yz2 z3 000 xyz2 xz3 -yz3 000 -x2z2xz3 374 |

20 20
04 : Matrix S <--- S

15 : p1=p™{0}
05={0}100000-4x-y-z 0 x2 xy 0 6xz -2yz -z 0 2xz -3x2 0 -522 |

1 20
05 : Matrix S <--- S

16 : p2=p™{1}
06=1{0}]00000000-x2y-z2z0-3x202y0000|

1 20
06 : Matrix S <--- S

17 : p3=p™{2}
07=4{0}10000000100000000-x004z|

1 20
o7 : Matrix S <--- S

18 : p4=p"{3}

08=0
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1 20
o8 : Matrix S <--- S

19 : p5=p"{4}
09={0}]000000-3x0-z00-3x206xz2y00000 |

1 20
09 : Matrix S <--- S

110 : p6=p"{5}
010={0}]0000000-3x0000-3x20-x002z0 -6xz |

1 20
010 : Matrix S <--- S

111 : p7=p"{6}
0l11={0}]000000002yz00000-z00-3x20|

1 20
oll : Matrix S <--- S

112 : p8=p"{7}
012={0}]000000000x2y0000-x2z02z0 |

1 20
012 : Matrix S <--- S

113 : p9=p" {8}
013={0}]00000100000000000000]

1 20
ol13 : Matrix S <--- S

114 : p10=p™{9}
014={0}/00000010000000002y000 |

1 20
ol4 : Matrix S <--- S

115 : p11=p"{10}

0l15={0} 00000 03x20 -xz-2yz z2 472 0 -3x2z -4xy 2yz 0 0 6x2y O |
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1 20
ol5: Matrix S <--- S

116 : p12=p"{11}
0l16=0

1 20
016 : Matrix S <--- S

117 : p13=p"{12}
0l7={0} 00000000 x2-2xy -xz -2xz 0 -z2 0 2xy -4yz 0 -4yz O |

1 20
ol7 : Matrix S <--- S

118 : pl4=p"{13}
0l18={0} |00000 6x23xy3xzyzz2 0 3x2y -9x2z -6xyz 2xz 0 0 722 0 5xz2 |

1 20
018 : Matrix S <--- S

119 : p15=p"{14}

019={0} 0000000 3x2 -xy 2xz -yz -2yz 272 3x2y 2x2 -4xz 272 -4xz 72 11x
27 |

1 20
019 : Matrix S <--- S

120 : pl6=p"{15}
020=0

1 20
020 : Matrix S <--- S

121 : p17=p"{16}

021 ={0} |00000 -4z2 -3x2y -3x27 -xyz -xz2 -yz2 -4yz2 473 3x2yz -x27 -X72
-73 -5xz2 373 -9x272 |

1 20
021 : Matrix S <--- S

122 : p18=p" {17}

022=1{0} 00000 0-z2 0 2x2z 2xyz 2x72 -xz2 0 z3 2x2y 2xyz 2yz2 0 -2yz2 0
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1 20
022 : Matrix S <--- S

23 : p19=p~{18}

023={0} 0000000 -22 -x2y -x27 -Xyz 2xyz xz2 yz2 -72 -X27 -x72 2x27 2Xz
2-273 |

1 20
023 : Matrix S <--- S

124 : p20=p"{19}
024=1{0} |00000xz2yz2 z3 0 0 0 xyz2 xz3 -yz3 0 0 0 -x222 xz3 374 |

1 20
024 : Matrix S <--- S

125 : p1=4*x*p9+pl
025=1{0}|000000-y-z0x2xy0 6xz-2yz-z 0 2xz-3x2 0 -522 |

1 20
025 : Matrix S <--- S

126 : p14=-6*x"2*p9+pl14
026=1{0} |0000003xy3xzyzz2 0 3x2y -9x2z -6xyz 2xz 0 0 722 0 5x22 |

1 20
026 : Matrix S <--- S

127 : pl7=4*x"3*p9+p17

027=1{0} 00000 0-3x2y -3x2z -xyz -xz2 -yz2 -4yz2 473 3x2yz -x27 -xz2 -73
-5xz2 373 -9x272 |

1 20
027 : Matrix S <--- S

128 : p20=-x"4*p9+p20
028={0} |000000yz2z3 00 0 xyz2 xz3 -yz3 0 0 0 -x2z2 xz3 374 |

1 20
028 : Matrix S <--- S

129 : pl=y*p10+pl
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029={0}0000000-z0x2xy0 6xz-2yz-z04xz -3x2 0 -522 |

1 20
029 : Matrix S <--- S

130 : pS5=3*x*p10+p5
030={0}]00000000-z00-3x206xz2y06xy000 |

1 20
030 : Matrix S <---S

131 : pl1=-3*x"2*p10+pl1
031={0} 00000000 -xz-2yz z2 472 0 -3x2z -4xy 2yz -6x2y 0 6x2y O |

1 20
031 : Matrix S <--- S

132 : pl4=-3*x*y*p10+pl4
032={0} 0000000 3xzyzz2 0 3x2y -9x2z -6xyz 2xz 0 -6x2z 772 0 5xZ72 |

1 20
032 : Matrix S <--- S

33 : p17=3*x"2*y*p10+p17

033={0} 00000 00-3x2z -xyz -xz2 -yz2 -4yz2 4z3 3x2yz -x2z -xz2 573 -5x
72 373 -9x272 |

1 20
033 : Matrix S <---S

134 : p18=x"3*p10+p18
034={0} 00000000 2x2z 2xyz 2xz2 -xz2 0 z3 2x2y 2xyz 4yz2 0 -2yz2 0 |

1 20
034 : Matrix S <--- S

135 : p20=-x"3*y*p10+p20
035={0} 000000023000 xyz2 xz3 -yz3 0 0 -2xz3 -x2z2 xz3 374 |

1 20
035 : Matrix S <---S

136 : pl=z*p3+pl
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036={0} 000000000 x2xy0 6xz-2yz-z03xz-3x20-22 |

1 20
036 : Matrix S <--- S

137 : p6=3*x*p3+p6
037=4{0}1]000000000000-3x20-x0-3x2 2z 0 6xz |

1 20
037 : Matrix S <--- S

138 : pl4=-3*x*z*p3+pl4
038={0} |00000000yzz203x2y-9x2z -6xyz 2xz 0 -3x2z 772 0 -7xz2 |

1 20
038 : Matrix S <--- S

139 : p15=-3*x"2*p3+pl5

039={0} 00000000 -xy2xz -yz -2yz 272 3x2y 2x2 -4xz 572 -4xz 72 -x2z
|

1 20
039 : Matrix S <--- S

140 : p17=3*x"2*z*p3+pl7

040=1{0} |0000000 0 -xyz -xz2 -yz2 -4yz2 473 3x2yz -x27z -xz2 273 -5xz2 3
73 3x272 |

1 20
040 : Matrix S <--- S

i41 : pl9=x"3*p3+p19

041 ={0} 00000000 -x2y -x2z -xyz 2xyz xz2 yz2 -72 -x27 -2xz2 2x27 2xz72
273 |

1 20
041 : Matrix S <--- S

142 : p20=-x"3*z*p3+p20
042={0} 100000000000 xyz2 xz3 -yz3 0 0 -xz3 -x272 xz3 -z4 |

1 20
042 : Matrix S <--- S
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143 : p19=y*p13+p19

043={0}|000000000-3x2z -2xyz 0 xz2 0 -z2 x27 -6xz2 2x27 -2x72 273 |
1 20

043 : Matrix S <--- S

144 : p17=y*pl1+pl7

044=1{0} 00000000 -2xyz-3xz2 0 0423 0 -5x2z xz2 -4z3 -5x7z2 973 3x222
|

1 20
044 : Matrix S <--- S

145 : p18=2*y*p15+p18

045={0} 000000000 6xyz 0 -5xz2 4yz2 723 6x2y -6xyz 14yz2 -8xyz 0 -2x
2yz |

1 20
045 : Matrix S <--- S

146 : p15=-y*p2+pl5
046=1{0} |00000000000-4yz 272 6x2y 2x2 -6xz 522 -4xz 72 -x27 |

1 20
046 : Matrix S <--- S

147 : pll=-z*p2+pl1
047={0} 1000000000 -4yz 222 222 0 0 -4xy 0 -6x2y 0 6x2y O |

1 20
047 : Matrix S <--- S

148 : p13=x*p2+p13
048=1{0}|0000000000-2xz00-422 04xy -4yz 0 -4yz 0 |

1 20
048 : Matrix S <--- S

149 : pl4=y*p5+pl4

049=1{0} 000000000220 0-9x2z 0 4xz 0 3x2z 722 0 -7x22 |
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1 20
049 : Matrix S <--- S

150 : pl17=3*x*z*p7+p17
050={0} |000000004xyz0004z3 0-5x2z -2xz2 -4z3 -5xz2 0 3x272 |

1 20
050 : Matrix S <---S

151 : pl18=-2*y*p15+p18
051={0} 000000000 6xyz 03xz2 0 -5z3 2x2y 6xyz 4yz2 0 -2yz2 0 |

1 20
051 : Matrix S <--- S

152 : p14=-3*z*p6+pl4
052=1{0}]0000000002z20000 7xz 0 12x2z z2 0 -25xZ2 |

1 20
052 : Matrix S <--- S

153 : p19=3*x*z*p8+p19
053={0} 000000000 04xyz0xz2 0-z2 -2x27 0 2x27 4xz2 273 |

1 20
053 : Matrix S <--- S

154 : p13=2%y*p8+pl3
054={0}]0000000002xy2xz00-42202xy0000|

1 20
054 : Matrix S <--- S

155 : p18=-3*z*p13+p18
055={0} 1000000000 0-6xz2 3xz2 0 723 2x2y 0 4yz2 0 -2yz2 0 |

1 20
055 : Matrix S <---S

156 : p15=2*x*p6+p15
056={0} 00000000000 -4yz -4z2 6x2y 0 -6xz -z2 0 22 11x27 |

1 20
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056 : Matrix S <--- S
157 : pl19=-x"2*p6+p19
057=4{0} 000000000 04xyz 0 4xz2 00 -2x2z 3xz2 0 4xz2 -4z3 |

1 20
057 : Matrix S <--- S

158 : pl7=-5*x*z*p6+pl7
058={0}|000000004xyz000 1923 00 -2xz2 1123 -15x22 0 -27x272 |

1 20
058 : Matrix S <--- S

i59 : p15=x*z*p15+4*p20
059=1{0} 0000000000000 2yz3 0 -6x222 -5xz3 -4x222 5xz3 774 |

1 20
059 : Matrix S <--- S

160 : p1=-2*y*pl+x*pl3
0603={0}]000000000000-12xyz 0 2yz 2x2y -6xyz 6x2y 0 2yz2 |
I 20

060 : Matrix S <--- S

Sonugta ;
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2yz

0 2yz  2x’y —bxyz 6x’y
—3x°

—12xyz

0
2z

0
-X

0 0000 0 00O
0 0000 O0O00O0

2y

4z

0

0
-z

1

0 000 0 0O

0 0000 O0O00O0
0 0000 O0O00O0
0 0000 O0O00O0

6xy
-3x°

—3x?

6xz

2z

—3x?

0

—3x?

z

0 0000 OO0 O0 2y

0 0000 O0O0UO0

2z

2z

0

0
0

0

1

0 0 0 0 01

0 000 0O

0 0000 0 00O
0 0000 O0O00O0
0 0000 O0O00O0
0 0000 0 00O
0 0000 0 00O
0 0000 0 00O

—4xy 0 —6x7y 0 6x”y

0

2z°

—4yz 277

0
0
0
0
0
0

2xy

—4z°

2xz

2xy

0 —25xz
S5xz

12x2

Tx

72*

—Sxz —4x*

—6x°

2yz

0 —27x°z
—2yz

—15xz

11z>

—2xz
4yz

0
2x%y

1922

0
0

0 0000 0 0 0 4xy
0 0000 0 00O
0 0000 0 00O
0 0000 0 00O

0
—4z7°

72

0
4dxz

3xz

2

—6xz

0
0
0

dxz

3xz

—2x*

4xy

Xz

—XZ

Xz

Xy
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matrisi elde edilir. Bu matristen Q,(S) nin homolojik boyutunun sonsuz oldugu

tahmin edilmektedir. Heniiz Evrensel Modiillerin Homolojik Boyutunu bulunmasi

problemi tam olarak ¢6ziilmemistir. Bu konuda ¢alismalar devam etmektedir.
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