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OZET

BAZI YUKSEK SALINIMLI INTEGRALLERICIN
UYGUN GAUSS VE FILON TPI INTEGRASYON METOTLARI

KAYA, Leyla
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Bolum
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Alihsan Hascelik
Agustos 2009, 55 sayfa

f(x), [0,1] -aralg Uzerinde yeterince diizgun bir fonksiyag(x) =1/ X, r

ve w pozitif sayilar olmak Uzere

1 1
(A) jf(x)sin[wg(x)]dx veya j f( ¥ cosfo g(x)] d>

0 0
formundaki integrallerin Newton-Cotes, Gauss-LegendClenshaw-Curtis gibi
geleneksel numerik integrasyon metotlari ile, kakadilebilir sayida nokta

kullanilarak, yeterli duyarlilikta hesaplanmasi nkiiim degildir.

Bu cakmada, yuksek salinimli integralleri hesaplamak lgilanilan Filon,
Levin ve asimptotik acilima dayali metotlar incetesnve daha 6nceki cagmalarda
olusturulan ve (A) formundaki integralleri yiksek dulyikla hesaplayabilen Gauss
tipi metotlar g fonksiyonunung(x) =1/[(x— %)™ ( x= %)"’] seklinde oldgu durum
icin genellgtirilmistir. Ayrica (A) tipindeki integrallerdex=1/t degisken deisimi
yapilarak elde edilen integralleri hesaplamak igiggun Filon tipi metotlar
gelistirilmi stir.

Anahtar Kelimeler: Gausantegrasyon metodu, Yuksek salinimli integraller,

Filon-tipi metotlar, Levin-tipi metotlar, Asimptitmetotlar.



ABSTRACT

SUITABLE GAUSS AND FILON-TYPE QUADRATURE METHODS FR
SOME HIGHLY OSCILLATORY INTEGRALS

KAYA Leyla
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Alhsan HASCEIK
August 2009, 55 pages

By the traditional quadrature rulesfimoels such as Newton-Cotes, Gauss-
Legendre, or Clenshaw-Curtis, with the use of ateptable number of quadrature

nodes, it is not possible to obtain accurate agprations to integrals of the form

1

(A) Jl'f(x)sin[a)g(x)]dx or j f( N cospw g(X] d>

0

in general, whereww and r are given positive numberg)(x) =1/ X, and f is a

sufficiently smooth function on the intervidl,1].

In this work, the efficient quadreg methods (Filon, Levin, Asymptotic )
to compute highly oscillatory integrals are invgated and the Gauss quadrature
rules developed at previous studies, which givey \acurate results for (A), are
generalized to compute the integrals (A) with(x) =1/[(x— %)™ (x= %)"*]
accurately. In addition, appropriate Filon-typesthods are presented for the
computation of integrals obtained by the changeaofable x =1/t in (A).

Key words: Gauss quadrature methods, Highly oscillatory irdksgrFilon-
type methods, Levin-type methods, Asymptotic meshod
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1. BOLUM
GIRIS

Integrant (//(x)exp(ia)g(x)) tipinde olan yiksek salinimli integrallere

cekirdek kimyasi, elektrodinamik, gkanlar mekardii, fizik ve muhendislik
alanlarinda sikga rastlanmaktadir. Bu alanlardal i@zl fonksiyonlar yiksek
salimmli integrallerle gosterilir. Org,

» Airy fonksiyonlari
. 1%
Ai(x)== t*/ t)dt
i(x) ﬂ{cos(( 3+x)
* Bessel ve Hankel fonksiyonlari
3. (%) :%TJ;COS( nt- xsinf) dt

00

Y, (%) :7—17]'Tsin(xsint— ni) dt—}—lTJ'[ &+ 1 é”t] @t
0 0

» Hata fonksiyonu (z kompleks sayisi i¢in)

erf (2) =

seklindedir.

w>1, ¢ ve g, [ab] integrasyon arah lizerinde yeterince duizgiin
oldugunda integralin dgru hesaplanmasinda etkili integrasyon kurallari asma
ragmen w=1 ve g, [a, b] tzerinde tekillge sahip oldgunda bu kurallar (metotlar)

yeterince d@ru sonuclar vermezler [1,2].

1



r ve w pozitif reel sayilar vef , [0]] Uzerinde salinimli olmayan yeterince

diizgun bir fonksiyon olmak Gzere
h w
I [r i f] =If (x)sin(—rjdx (1.1)
X
0

Ic[r,af,f]:J:f (x)co{x—c‘r}jdx (1.2)

integralleri icin standart integrasyon formiulleiGduss-Jacobi, Clenshaw-Curtis,

Newton-Cotes gibi)sin(a)/xr) ve cos(a)/x‘) fonksiyonlarinin orijin civarinda

yogun salinimli davragi nedeniyle yeterince gou sonuclar vermezler. Orgi@,

1

1
la VEWSW]FC'X (13)

integrali icin [O]] aralgl Uzerinden’ nin buayuk deerleri icin n—nokta Gauss-
Legendre kurali veQnF[f] (esit araliklara dayall noktalarda sadece fonksiyonun

degerlerini kullanir) veQnF,z[ f, f’] (n/2 fonksiyon dgerlerini ve n/ 2 fonksiyonun

turevinin deerlerini kullanir) Filon-tipi metotlar kullanilaraklde edilen sonuclar

Tablo 1.1’ de verilmtir.

Tablo 1.1(1.3) integrali icin Gauss-tipi ve Filon-tipi mef@rin sonuclari

Metot n L

n-nokta Gauss Legendre 500 0,5612064523182
1001 0,9269194965177

Qi [ f] 36 0,0782886600861
72 0,0782913734335:

Q[ . 1] 18+18  0,0782678881428

Gauss- Gautschi 36 —-12,88458524041
100 —-12,14827412259

Gauss- Hasdi 36 0,0782914232319

Gercekdger  0,0782914232319




Alti cizili basamaklar, dgru basamak sayisini gostermektedir. Tablo 1.1’ den
goruldigt gibi n-nokta Gauss-Legendre kuraliyla 1001 nokta kullaadina
ragmen sadece 1 basamakgdosonug elde edilmgiir. Filon metotlar daha iyi netice
vermesine rgmen yeterli dgruluk sa&lanamamgtir. Batiin bu nimerik hesaplamalar
(1.1) ve (1.2) integrallerine @gau yaklgimlar elde etmenin zor olgunu gosterir.
Ancak tablodan da gorul@i gibi, W. Gautschi [3] tarafindan= w=1 durumu igin
onerilen caymadan esinlenerek, A. Hascelik tarafindan getirilen Gauss metodu
[1] (Gauss-Hascelik) ile 36 nokta kullanilarak l1&sbmga kadar dgru sonug elde
edilmistir. Tablo 1.1’ deki nimerik sonuclar [1]' den aimmtir. Tablodaki Gauss-

Gautschi, X' =wt degisken deisikligi yapiimasiyla verilen integralimr =w=1
durumuna getirilerek uygulanmasindan elde edilenuso gosterir. Ancakl,
integralinde r >1 ve f(0)#0 oldugundan bu dgisken deisikligi integrantin

salinimli olmayan kismini orijinde tekil yapar, Burumda Gauss-Gautschi kurallari
Tablo 1.1’ de gorildgii gibi dggru olmayan sonuclar verir.

Genelde integrasyon arglisinirh iken, w>1 buylk bir sabit oldgunda

integranti f(x)exp(ia)g(x)) formundaki yuksek saliniml integrallerin hesatini

integrasyon metotlari vardir. Bu metotlar,

» Levin-tipi metotlar
* Filon- tipi metotlar
« Asimptotik agilim tabanli metotlar: Asimptotik méardir. ikinci bélimde

bu metotlara yer verilngiir.

(2.1) ve (1.2) integralleri icin Levin-tipi metotla Filon-tipi metotlar ve
Asimptotik metotlar standart integrasyon formulelen (Gauss-Jacobi, Clenshaw-

Curtis, Newton-Cotes gibi) daha iyi sonu¢ vermesiraggmen, g(x)=1/X

fonksiyonu[0,1] tizerinde tekillge sahip oldgundan, bu metotlar

w, (r,awt) =1+ sin(tﬁr)j (1.4)

w, (r,at) =1+ cos(tc—i)) (1.5)



agirhk fonksiyonlarina gore okiurulan Gauss integrasyon metotlari [1] kadagrdo
sonu¢ vermezler. Benci bolumdeki Tablo 5.1.3 ve Tablo 5.1.4, bgirhk
fonksiyonlarina gore okurulan Gauss metotlari ile Filon-tipi metotlardafde
edilen sonuclari kadastirmak amaciyla verilngtir. (1.4)" e bgh (ya da (1.5) e
bagll) Gauss integrasyon kuralini kurmak icin (1.4a (ga (1.5)) ile ilgili olarak
ortogonal polinomlarin (g terimli yineleme katsayiha ihtiya¢g vardir. Fakat bu
katsayilar analitik olarak elde edilememektedir. Yizden bunlari yakiak olarak
hesaplamak icin uygun metotlar kullaniimalidir. Batsayilarin hesabi icin iki yol

vardir:

Birinci yol diskritizasyon metotlari tzerine kuralur (Stielties ydntemi,
Lanczos-tipi algoritma )ikinci yol momentler tizerine kuruludur (Moment taban

metotlar).

Birinci yol numerik olarak, ikinci yoldan daha karaolmasina kagin,
niamerik hesaplamalar ne Stieltjes yonteminin nd.aeczos algoritmasinin burada
disinulen &irhik fonksiyonlarl icin uygun olmagdini gosterir. Dger taraftan
moment tabanli metotlarin genelde kotusWtu oldugu bilinir. Ancak aagida

verilen momentler
g = rox ] ve g=1[r wx*],

sembolik olarak elde edilebiginden veya yiksek duyarlilikla hesaplanalgilciien,
yineleme katsayilari istenilen gimlukla Chebyshev algoritmasi ile elde edilebilir.
(1.4) ve (1.5) girlik fonksiyonlarinin momentleri Ustdhtegral Fonksiyonu’ nun
terimleriyle ifade edilebilir. (1.1) integrali

1

stin(x—ar)jf(x) dx:i[ﬂ su-(%ﬂ () e[ f( ) o (1.6)

0
formunda yazilabilir. Boylece orjinal integrali lsgdamak icin s@ taraftaki ilk
integral icin (1.4) girhk fonksiyonuna bgli n—nokta Gauss integrasyon kuralina ve
ikincisi igin [O]] Uzerinde Gauss-Legendre kuralingvoaulur. (1.2) integrali igin

de ayni yontem kullanilir. (1.4) veya (1.5pidik fonksiyonuna bgh Gauss
integrasyon kuralini  kurmak icin bu gidik fonksiyonuna gore ortogonal



polinomlarin yineleme katsayilarina ihtiya¢ vardiMimkin goérinen metot,

momentlerden yineleme katsayilarini hesaplayan @iy algoritmasidir.

Uctincii bolimden — nokta Gauss integrasyon metodunun biyikeserleri
icin integrasyon noktalari vey, agirliklarinin hesabi igimn—inci dereceden Jacobi
matrisi olarak bilinen Uc¢ k&genli matris verilmitir. a, ve £, yineleme

katsayilarinin hesabi icin kullanilan Chebyshevoalmasindan bahsedilgtir.
Ayrica bir ayrik olcimin yineleme katsayilarininsélel icin kullanilan Stieltjes
yontemi [4], Lanczos-tipi algoritma [5, 6] ve montetabanli metotlardan

bahsedilmgtir.

Doérdunci bolimde; daha genel integraller icin y&@aiuss-tipi integrasyon
metotlar verilmgtir. Ayrica (1.1) ve (1.2) integralleri uygun glgken deisikli gi ile

[1,oo] aralgina getirilerek elde edilen integraller igin Filapt yeni metotlar

olusturulmustur.

Besinci bolimde ise bahsedilen integraller ile ilgiliimerik sonuclar vey
fonksiyonunung(x) =1/[(x— %)™ ( x= %)"*] seklinde oldgu durum igin Ornek 5.1

verilmistir.



2. BOLUM
YUKSEK SALINIMLI INTEGRALLER iCIN BAZI METOTLAR

Trigonometrik tipteki bir yiksek salinimli integral ,g0C® ve w>1icin
b .
I[f]=]f (x)e“®dx (2.1)

seklinde tanimlanir. Bu bdlumde bazi temel kavramianimlanarak yukarida

belirtilen yuksek salinimli integrallerin hesabinigntegrasyon metotlari verilecektir.

a< x< bigin g'(x)20 ve g'(x) =0 durumlari ayri ayri incelenecektir.

2.1 Numerik Integrasyon

Numerik integrasyon metotlari
b
L(F)=]f (x)dx (2.2)

seklinde verilen bir integralin derini yaklglk ya da tam olarak hesaplamaya

yarayan metodlardir.

Iy(f) verilen integralin herhangi bir niimerik metot laulllarak elde edilen

yaklasik degerini gosterirse bu metotla ilgili integrasyon ata

E()=1,(1)=1(1)=1, (1)~ [f (x)ox P.
seklinde tanimlanir.

2.1.1 Mertebe

I, (f), verilen integralin herhangi bir metot kullanilerelde edilen yakkak

degerini gostermek (lzere bu metot ile ilgili integramy hatasi (2.3) de
tanimlanmgtir.



Tanim 2.1.1.1: Eger N her PO, icin E(P) =0 sartini sglayan en biiyiik pozitif
tamsay! isel, integrasyon metodunun polinomsal mertebesinin galérecesinin

N’ ye esit oldugu soylenir. Burada 75, derecesi(N+1)’ den disiik tum

polinomlarin kiimesini gosterir.

Metotlarin yakinsama mertebelerinin betineesinde gagidaki tanim dnemli

rol oynar.

Tanim 2.1.1.2:Eger |x— g yeteri kadar kuiguk oldiu zaman

[T (4= K[a(¥) (2.4)
sartini sglayan bir 0< K <o sayisi varsa bu durumda

X - aigin f(x) :O(g(x)) (2.5)
oldugu soylenir.

Bu tanim kabaca

x - a= f(x)=0(g(¥) = OK<eo Oim 1)k (2.6)

seklinde ifade edilebilir. K =0 ise bu durumdax - a iken f(}=o( d 3

oldugu soylenir.

b
Nimerik integrasyon metotlarll(f):jf(x)dx seklinde verilen bir

integralin degerini yaklgik ya da tam olarak hesaplamaya yarayan metotlardir

Numerik integrasyon metotlari genel olarak,

(1) =1 (ax=5 3w 1 (%)= 1(1) @7

biciminde ifade edilir.x R sayilarina integrasyon noktalaw, [JR sayilarina da

integrasyon metodunurgiklar: denir.



Tanim 2.1.1.3:(2.7) ile verilenly(f) integrasyon metodunun integrasyon noktalari
{xO[ab ,i=01..n} ve h=max|x,,~x| olsun. Eer her fOC"[al],

M =max{m |0<i<n} icin

E(f)=1,(f)-1(f)=0(h") (2.8)

sartin sglayan en buyuk dger p ise |, integrasyon metodunun yakinsama

mertebesininp oldugu sdylenir.

2.1.2Newton-Cotes formulleri

Newton-Cotes formUIIerinde[a, b] aralgl n esit parcaya bolunerek elde

edilen
x =atih, i=0,..n, h=222 (2.9)
n
apsis dgerleri kullanilarak
P(%)=f=1f(x),i=01..n (2.10)

sartlarini sglayan

R(M=ZL0) T L= ] @1

(interpolasyon) polinomunun integrali alinarak io@j integrale yaklgk bir deser

elde edilir:

zf (x)dx=

Q — T

R(% dFiZ:Ol iff (¥ dx 2.12)

Esitli gin sg; tarafindaki integralde

b—at
n

Xx=a+ ht= a+

degisken deisikli gi yapilirsa



0 2 e

olacaindan (2.12) ifadesi

zf(x)dxziz;: i;(x) o 1 f(p()J:Q()d (2.14)
biciminde yazilabilir. Busekilde elde edilen

Tf(x)dxz Na, f( %) +a, f( x)+..+a, f( )} (2.15)

a, :Eqﬁi (t)dt:J:kzlj¢i::—kdt (2.16)

integrasyon metoduna-inci dereceden (kapall) Newton-Cotes formult denir

2.2 g'(x) 20 Olmasi Durumu

2.2.1 Asimptotik metot

Asimptotik metotlardaf ve g fonksiyonlarlnln[a, b] Uzerinde yeterince

tirevlenebildgi dustntlecektir. ClUnkd bu metotlarda integrasyon gnain uc

noktalarinda f ve g fonksiyonlarinin dgerleri kullanilir. Ayrica hizli yakinsamasi

icin bu fonksiyonlarin u¢ noktalarda ttrevleriniegdrleri kullanilir.
b
1[f]=]f(x)e“dx
integrali

=L ]
l[ ]_Eag’ x) dx

f (X) d () gy
(

seklinde yazilabilir. Kismi integrasyonla

1[f] =%}{%e@w£ —%}jb%{ ;((’;))} d(00) g (2.17)

elde edilir. Q*[ f],



]

seklinde tanimlanirsa

1[f]=Q [f]——l{;ng} (2.18)

olur. Bu metotda asimtotik acilim

Q[ f]= kj( o7 {o,[1](0) €50 -0,] 1](4 &) (2.19)
g, X :M a, X :M >
1[f]( ) g’(x)’ k+1[f]( ) g'(x) , k=1 (2.20)

seklindedir. Asimptotik hatav — c iken
1[f]-Qe[f]~o(w™) (2.21)

olarak verilir. Asimptotik metotlarin hatasy — o iken o(a)‘s’l) oldugu icin w=1

iken bu metotlar modifikasyonsuz bahsedilen inthgm® yaklgim icin uygun
degillerdir [7, 8].

Sonug 2.2.1.1Bazi pozitif s tamsayilari i¢in
o=f (a): f(b): f'(a): f'( b)=.,,= f(s—l)(a): ﬁs_l)( k)

oldugunu varsayalim. Hattd «w’ ya bazli allnlnarak{f ..... f 5+1} kiimesindeki her

fonksiyonun, bazi sabin’ ler icin asimptotik derecesD(w‘”) olsun. O zaman

w - o jken,

1[f]~0(w™*)
olur [8].
2.2.2 Filon metodu

Filon-tipi metotda, f fonksiyonu P(x) interpolasyon polinomuyla

(Hermite-tipi) yer dgistirir.
10



1[f] :j f(x)e“M dx (2.22)

0

integralinde 0=x,<x<x<..<X =1 apsis noktalarina kghk gelen f

fonksiyonunun interpolasyon polinomg, (x) olsun. Bu durumda Filon metodu,

Q[ f] =j P,(¥) &2 d (2.23)

seklindedir.n=n,+n+n+..+ n —-1igin

fmﬂ)fﬁ(( = %)". e 9" %)) @24

oldugundan

LF-QETFTEI( (- R () €5 ax

1 ¢ (n+1) .
e

si|%”w(x) |dx

L) w( x) |dx
gy M09 1d

<1

[RAEATS
(n+1)!

<

M

= (n+1)!

olur. Goruldigl gibi Filon metodu interpolasyon polinomunun dessoe bahdir.

Interpolasyon polinomunun derecesi arttikca dahastice verir.

P.(x) =) ¢ X ifadesi (2.23) de yerine yazilirsa

k=0

11



Q[ f]=[Xex & o

k=0

n 1 )
C, I X< st dy
k=0 0

4 (momentle}

olur. Filon metodunda momentlerin kolay hesaplainadyi olmasi istenir. Ancak bu
her zaman mumkin gedir. Filon metodunun dezavantaji kaniza hesaplanmasi

zor momentlerin ¢ikabilme ihtimalidir. Filon metatila asimptotik hataw — o

iken o(w‘s‘l)’ dir [7, 8, 9, 10, 11].

Teorem 2.2.2.1:s bir pozitif tam sayl olsuna=x, < x <...< ¥ = b olmak lzere

{xJ}., integrasyon noktalarinin kiimesi yen}’, m,, m = < iken bu integrasyon

noktalarina b@i cokluklarin kiimesi olsun. Her Ok <7 tamsayisi icin

7 n
esitsizlik sisteminin ¢ozimuntm =" m, -1 olmak tizerev(x) =" ¢ X oldugunu
k=0 k=0

varsayalimO zamanQ* [ f]=1[v] :Zn:ckl [ X ] oldugunda
k=0
I[f]-Q"[f]~0O(w*?)

olur [8].

2.2.3 Levin metodu

Levin-tipi metotlarda da asimptotik metotlarda qidugibi f ve g

fonksiyonlarlnln[a, b] Uzerinde yeterince turevlenebiiddistnulecektir.

12



d

SIFe]= 1y et (2.25)

olacaksekilde bir F (x) fonksiyonunun oldgunu varsayalim. Buradan

1[f]=[F (x)e= T (2.26)

a

olur. Levin metodundd ’ ye baziv fonksiyonlari tarafindan yaldaiyor. Boylece

integrale @agidaki Levin metodu ile yakkalmis oluyor:

b

Q[ f]=] v(x) &= ] (2.27)
%([F (x) é“’g(x)] = f(x o) ifadesinde sol tarafin ttirevi alinirsa,
F'(x)€9% +iwg () & H y= f( } & (2.28)

elde edilir vee“®™" ler ¢ikarilirsa,

F'+icg F = f (2.29)
olur. Burada L,

L[F]=F'+iagF (2.30)
olarak tanimlanirsa

L[F](x)=f(x) (2.31)

esitligi elde edilir. v(X), a=x <x<..<x =hb noktalarinda [v](x%)= (%)

denklem sisteminin ¢6zima olan

v(x)=> g X (2.32)

polinom ailesi olsun. Bu durumd@“[ f], 1[f]’ ye O(afz) hata ile yaklar.

Levin metodunda, sadecd ile L[v]’ nin integrasyon noktalarindaki

degerleri kagilastirilmiyor ayni zamandaf ile L[v]’ nin tdrevlerinin dgerleri de

karsilastiriliyor.
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Levin metodundaf ve L[v]' nin degerlerinin ve ilk s-1 turevlerinin

degerlerinin kasllastiriimasiyla asimptotik hataw — oo O(w‘s‘l) olur. Bu ylzden

Levin metodu daw=1 iken (2.1) integraline yak$am icin uyun dgildir [8, 11, 12].

2.3 ¢'(x)=0 Olmasi Durumu
1
I[f]=]F (x)e=dx (2.33)
0

(0,1) aralgindaki noktalardan birindey’ yok oldysunda, | [f] nin asimptotikleri

durggan noktalarin klasik metotlari ile verilir. Bu dumuyanls yola strukleyebilir.

Temelde durgan nokta metotlarinin uygulamasi iki durumdadir,

1) f ve g, L[R]NC”[R]’ de olmaksartiyla[0,]] aralginda integral almak yerine
(—00,00) aralginda integral alinir [13].

2) [O]] aralginda integral alinir, fakatg fonksiyonunun durgan noktasina

yeterince yakin bir yerdef fonksiyonunun kompakt degge sahip olmasi istenir

[14].

| fonksiyonunun geneligrilmis momentleri

fo(@i6)=1[x"]=[(x-¢)" &M dx , MmO (2.34)

O ey

seklinde tanimlansin. Hef 0[0,1] ve g'(£)=0 , g'(¢)# 0 ve x0(0,1)-{¢} igin
g(x) 2 0 olacaksekilde yeterince diizgiin hefr ve g fonksiyonu igin
[]=1 (@)1 [g+1 [~ (2]

_ LX) (4) d ug
=1 (5)/'10(0)’5)'*_ ia)J; g'(x) dXe dx (2.35)

seklindedir.
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Lemma 2.3.1: g fonksiyonunun yeterince diizgun bir fonksiyon valbéD(O,l)

icin g'(£)=0, g'(é)#0 oldusunu varsayalim. Bu durumda yeterince diizguin her

f fonksiyonu igin,

po[ F1(x) = (%) (2.36)
pkﬂ[f](X):%(pk[f](X;ESk[f](g) , k=0 (2.37)
oldugunda
l[f1~uo(azf)mi0(_i§d)mpm[f1(f)
S St N0 116)
g«e(0)

-g,(o){pm-l[f](O)-pm[f](f)}J,m ©  (239)

olur [7].

Ispat 2.3.1:

[H]= (@) S —pnl F](6)
o (—iw)

iag(1) j«5(0)

3 | e 1102l ) Sl 0o 116

+ﬁl[ps[f]] ,$20 (2.39)

seklindedir. Bu ifades=0 icin dogrudur. Bundan bga (2.35) ile

I[ps[f]]::uo(w;f)ps[f](5)*'%)@,03[]:]();)'{53[ f](f)%(eiwg(x)dx

da kismi integrasyon yapilarak ve (2.39)' da yeryszilarak ispat tamamlanir.
S — o (2.38)’ deki asimptotik tahmin gkanir [7].
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(2.38) deki asimptotik acilim har>1 tamsayisi i¢in

g(&)=g'(&)=..=d"(&)=0, " (&)#

olacaksekilde gengletilebilir. Boylece (2.35)" den

[1]=5 510 (@ (@)

%I e {f (9-X 7, 1V (f)(x—f)iL%X eWa (240
elde edilir.
Sonug olarak
o[ £](x) = f(X) (2.41)
PRUCR RG]
pkﬂ[f](x)—& e , k=0 (2.42)

olur. Yeterince duzgiin hef fonksiyonu icin Lemma 2.3.1’ deki ispat izlenerek,

V1)

M:

(1125 (@16))

O

j=

ﬁ(%{ s 1) - s 11(6)

o (—iw)

wgy(0)

S0 @) @ e

g

asimptotik hesabi elde edilir.

flk once, (0,1)’ deki bir tek durgan nokta icin (2.33)" deki integralin
asimptotik acilimi yapilir. Daha sonra her sonluagan nokta icin yapilabilir.
Boylece ger &.¢,,...6,0(0,d ,9'( 9 .g( )= ( iken g fonksiyonunun farkl

mertebelerinin dugan noktalariysa, bir tek duytan noktayi her birl;" de yerine

koyacaksekilde [0,1] aralgini g’ nun 1, 1,,...], alt araliklarina béliinebilir.
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Teorem 2.3.2:

g(&)=g'(d)=.=d"(&)=0, ()20 ve [0-{& de g =0

oldugunu varsayalim. Daha sonra hex O igin

s—j-1

mzo(
3 (wm’p [11)- 2ma[ 1](6)}
(—|a)) (1)1 m-1 m-1

m=!

Q=5 5@ 3, s 1 1](4)

e.iwg(O)

‘To){pm-l[ t1(0) = o f](f)}] (2.44)

g

metodu her diizgurf fonksiyonu icin asimptotik hatayi
Q[ f]-1[]=0{w ") (2.45)

ifadesine gotartr [7].
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3. BOLUM
GAUSS METOTLARININ OLU STURULMASI

3.1 Ortogonal Polinomlar

A(t), gercel sayl dgrusu R (izerindet — - ve t — +c0 iken sonlu

limitlere sahip azalmayan fonksiyon vl pozitif dlgimi batliin mertebelerin
/Jr:,L/r(d/l)::jtrd/l(t), r=0,12,..., fh> (3.1)
R

sonlu momentlerine sahip olsun. reel polinomlar uzay vél , O dereceskd

olan polinomlar uzayi olsurilu ¢[00 igin, i¢ carpim

(u,u):J'u(t)u(t)dA(t) (3.2)

R

seklinde tamamlanir. ger (u,u):O ise, u ile v polinomlarinin ortogonal oldiw

soylenir. BBer u=v ise,

) ( [ () o 1)] 3

ifadesineu’ nun normu denir (@ r dA Olcimu gosteriimek istenirséu,u)(M ve

|ul,, seklinde yazilir).OuOO igin |u| =0 oldugu agiktir. Schwarzsétsizligi

(w.0)f=Jullle] (3.4)

seklindedir.
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3.2 Ug Terimli Yineleme Ba&intisi

Uc terimli yineleme bgintisi ortogonal polinomlari ve tiirevlerini bulmigin
kullanilabilir. Ayrica bu bgintiyla yineleme kat sayilarindan ortogonal poliremnm
kokleri ve Gauss integrasyon kuralinda kullanilghrigklar bulunabilir. Dahasi
monik ortogonal polinomlardan ortonormal polinomidustururken de kullanilabilir.

Uc terimli yineleme bgintisinin varlginin balica sebebi ,

(tu,0),, =(u,w), , OuwOO (3.5)
degisme Ozellgidir. Buradaki i¢c ¢carpim,

(u,u):ju(t)u(t)dA(t) (3.6)

R
seklindedir.
3.2.1 Monik ortogonal polinomlar

k,1=0,1,2,.. olmak tuzerek#!| icin (7,7),, =0 ve k=0,1,2,.. igin
|7z, >0 ise 7 (t)=t“+..., k=0,1,2,.. monik reel polinomlarinagA él¢imiine

bagli monik ortogonal polinomlar denir va, (0= 77, (GldA) seklinde gosterilir.

Teorem 3.2.1.1: 7 (D=7 (0dA), k=0,1,2,.. dA olgimune bali monik

ortogonal polinomlar olsun.

a, )y Cona 3.7)
(”k’ﬂk)da
ﬂk:M ' k=1,2,..‘ (38)

(770 78a),,

olmak lizere

T (t) =t -a ) (t) - Bt (t), k=0,1,2,..

m,(t)=0 , m(t)=1 (3.9)

dir [15].
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O reel polinomlar uzayr vell , O derecesi<d olan polinomlarin uzayi
olmak Uzere indis deri sonsuz k<o , ya da sonlu k<d-1, ise (D, [)]dﬂ ic
carpimi sirastyla 0 ya da(J, Uzerinde pozitif belirlidir, fakatn>d ise 00,

Uzerinde pozitif belirli dgildir.

Teorem 3.2.1.2:dA" nin destek ara [a,b] sonlu olsund, Teorem 3.2.1.1" deki

gibi olmak Gzere indis derecesi ayri aji< o ve k < d oldugunda

a<a,(d1)<b, k=0,12,. (3.10)
0< g (dA)smax{a Bf) , k=12, (3.11)
olur [15].

3.2.2 Ortonormal polinomlar

7 (t) =|m|| 7 (), k=0,1,2,.. kosulunu sglayan 7z (=7 (0 dA)

polinomlari ortonormal polinomlardir.

Teorem 3.2.2.1: 74 (J=7, (0 dA), k=0,1,2,.. dA 6lciimine bal ortonormal

polinomlar olsun.3,(dA) =(m,, ,) :J'd)l (t) vea,ile B, (3.7) ve (3.8) deki gibi

R

olmak tzere
VBeaThan (1) = (t—a,) 71 (t \/—”1«1 , k=0,12,..
. (t)=0 , (t)=1/{B, (3.12)

dir. indis deerleri Teorem 3.2.1.1’ deki gibidir [15].

Tanim 3.2.2.2: Teorem 3.2.1.1° deki indis @erleri sonsuz ise dA olcimuyle

sonsuz, simetrik, t¢ kégenli Jacobi matrisi,

a, \/El 0
3,=3,(d Aoa m' (3.13)

2 a,
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seklindedir.nx n’ lik mindr matrisi
3, =3, (dA):=[ 3, ()], (3.14)

ile gosterilir. Eser Teorem 3.2.2.1' deki indis gerleri sonlu, k<d-1, ise J,,

0<n<d iciniyi tanimhdir. Ber (3.12)' nin ilkk n denklemi

t74, (t) = BTt () + @ 71 (1) +/ B Tea(t) + k=0,1,..n- 1 (3.15)

formunda yazilir ve
a(t)=[ (1), 7 (t) T (1) ] (3.16)

olursa, (3.15)" deki ifadeg, =[0,0,...,]', R" de n- inci koordinat vektorii olmak
lizere

t7z(t) = 3, (dA) 7(t) + /B, 72(1) &, (3.17)
matris formunda ifade edilebilir.

Teorem 3.2.2.3: 77,(0 dA) (ya da 7z,(0 dA))' nin sifiran 7" ler n-inci

derecedenJ, (dA) Jacobi matrisinin 6zderleridir ve ﬁ(r&”)) bu 6zdgerlere
karsilik gelen 6zvektorlerdir [15].

Sonug 3.2.2.3,, 1" 6zdgerlerine kagilik gelen J, (dA)’ nin normalize edilm

Ozvektorlerini

3, (Ao, =1, viv,=1

V!

ve v, ,, Ozvektdrlerin birinci bilgenini gostermek tzere

\

Bl =————— , v=12,.n 8)1

olur [15].
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3.3 Gausdntegrasyon Metodu

[a, b] aralglndaW(x) negatif olmayan @rlk fonksiyonu olmak tizere
()= (x) £() dx (3.19)

formundaki integrali dgiinelim. [a, b] aralgl sonlu, yari sonlu ya da sonsuz olabilir.
Agirlik fonksiyonu,

« W(x =0, [a} sonluya dasonsuz aralikta élgilebilir.
b
Bltin momentler :]x"W( X dx , k=0,1,.. var ve sinirlidir.

. [a, b] aralginda negatif oImayarP(x) polinomlari icin
b
[W(x) P(} de0ise P(x)=0

sartlarini sglasin.

Tablo 3.3.1' de pratikte ¢ok sik kullanilargidik fonksiyonlar ve ilgili
ortogonal polinomlar verilngtir. Tablo 3.3.1, [16] dan alinrgtur.

Tablo 3.3.1Bazi Agirlik Fonksiyonlari vdlgili Ortogonal Polinomlar

ab Agirlik Fonksiyonlari Ortogonal Polinomlar
[a.b]

[—1,]] W(x) =1 Legendre polinomlari
[_1,]] W( x) - (1_ Xz)‘lfz Chebyshev polinomlari
[o,oo] W(x) = e~ Laguerre polinomlari
[o0,00] W(x)=e" Hermite polinomlari

n— nokta Gauss integrasyon metodu
Q[ f] =D wy (%) (3.20)
k=1

seklinde ifade edilir. Gauss integrasyon metodunakinpsama mertebe&n-1" dir.

n—nokta Gauss integrasyon metodunuy) integrasyon noktalariyz, n-inci

ortogonal polinomun kokleridir. Pratikte, Ozellikldolyuk n degerleri igin
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integrasyon noktalari ven, agirliklari n—inci dereceden Jacobi matrisi olarak

bilinen

a, B 0
\/El a, -
|V A (3.21)
0 JE A

Uuc ké&egenli matrisi ile hesaplanir. Bu matrisin 6gelderi n—nokta Gauss

integrasyon metodunun noktalaridid, = 4, ve v, ,, X, 0zdeerlerine kagilik
gelen normalize edilmi 6zvektorlerin birinci bilgenleri olmak utzere grliklar,

2,
W, =4, (Ukvl) ile bulunur.

a, ve [ yineleme katsayllari Chebyshev algoritmasi ile ap&mir.

Chebyshev algoritmasi 3.4.4.1.1’ de veriftini

Agirlik fonksiyonu verilen araliktasaret dgistirirse Gauss metodu garanti
olmamaktadir. Bu ytzden, bu gahada &irlik fonksiyonunu pozitif yapmak icin 1

eklenecektir.

Teorem 3.3.1: f DCZ”[a, b] ise Gauss integrasyon metodu i¢in hata

Wy (o3 wi g =15 p g, eo( a 22

3 i=1

esitli gi ile verilir [16, 17].
3.3.1 Asirhiklarin hesaplanmasi

Agirliklar,

b

w, = [W( Mr!(vw”

a —1J¢k)(k X

J d (3.23)

esitligi ile hesaplanir. Ancak bu penti pratikte kullanmaya elveti degildir. Bu

yuzden girliklarin hesaplanmasini kolaytaan gagidaki bainti verilecektir.
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C. b >0 olmak tzerd ¢, |k=0,1,...1} ,

$..(x)=0

$,(x) 20

Ceabea (X = (x- &) A( Y- BP( ), k0L (3.24)

bagintisi ile elde edilen ortogonal polinomlar olségirliklar ,

WEQEICIES -
‘ (/x Bra (%) (%) (329
seklindedir. Burada{x} degerleri, ¢,(x)=AX +... ortogonal polinomun

kokleridir.
3.4Bir Ayrik Olcuimiin Yineleme Katsayilarinin Hesabi

Gauss integrasyon kuralini kurmak icin, (1.4) yg18) a&irlik fonksiyonlari
ile ilgili olarak ortogonal polinomlarin G¢ terimlyineleme katsayilarina ihtiyac
vardir. Fakat bu katsayilar analitik olarak elddesdemektedir. Bu yizden bunlari

yaklasik olarak hesaplamak icin uygun metotlar kullaniihcha.

Bu kisimda diskritizasyon metotlari Uzerine kurdduj 1884'de Stieltjes [4]
tarafindan 6ne surulen, gdiride Lanczos [5] ve Rutishauser’ un [6] fikri olda
yontem Uzerinde durulacaktir. Fakat bu metotlar abar diginilen &irlik
fonksiyonlari icin uygun olmagdindan, yineleme kantisi katsayilarin hesabi icin

moment tabanli metotlar verilecektir.

3.4.1Diskritizasyon metotlari

Verilen dA 6lcimune, N noktali dA, ayrik 6lcimu ile yaklalabilir. dA

OlcimuninN - o giderken

Bon =B(dAy) 1 a=a(ddy)

yineleme katsayilari hesaplanirgdf diskritizasyon metodu karili bir sekilde

uygulanirsa herhangi birk icin Lim a, .y =a, ve Lim B n =B yaklaimlar
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bulunur. Buradaa, =a,(dA) ve B, =p(dA) verilen 6lciime gére yineleme

katsayilardir.

Metot uygulanirken ilgilene@miz ilk sorun yakinsama, ikinci sorun ise
ayrik olcimde yineleme Bantisi katsayilarinin nasil hesaplanada. Ugiincii ve en
Onemlisi de diskritizasyon seceneklerinin uyguidur.

Ic carpima yakkam yaratilan diskritizasyon metotlarinda, modifiye
Chebyshev algoritmasinin  kombinasyonu olan modifigdilmis momentlere
yaklasim uygulanabilir. Bu da yineleme katsayilariningkza bir yoldan hesabidir
[15].

3.4.1.1 Ayrik ortogonal polinomun surekli bir polinoma yakinsamasi

Ik olarak dA 6lgimunin sinirli bir aralikta mese[lal,]]’ de desteklengi

kabul edilecektir ved A’ nin destek noktalarl[—l,]] aralg! olacaktir.

N - iken 7, (0=rm,(CdA,) ayrnk ortogonal polinomlarinin,

TT, ([)]: ﬂn(mdA) surekli ortogonal polinomlara yakinsamasi mumkKiind

(p.d)y, =] () A, (D=3 w 1) € (320

ic carpimi, N - « iken p ve ¢ polinom,t, ve w, N’ ye ba&li olmak lzere

(p,a),, iccarpimina yakinsar. Bu dgagidaki teoremi dgurur.

Teorem 3.4.1.1.1:dA, [—1,]] Uzerinde biatin mertebeleri sonlu momentlere sahip
pozitif dlgiim olsun vedA,, [—1,]]’ de t, =t, farkl sayilari ile olgturulan ayrik
6lcim ve her birN icin  w, =w,, >0 olsun. P reel polinomlarin sinifi olmak

uzere

lim (p,q),, =(p 9, PIP dF (3.27)
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oldugunu varsayalim. Herhangi birk i¢in dA, oOlcumine bgh ayrik ortogonal

polinomlar igcin a,, ve A, Yyineleme katsayilari, strekli ortogonal polinomla

icin a, =a,(dA) , B,=p,(dA) yineleme katsayilarina yakinsar. Boylece

ima, ,=a,, !\irj]wﬂk,N =By (3.28)

|\

olur. Hatta[-1,1]" deki t’ ler icin,

lim 77, (t;dA) = 7, (t; dA) (3.29)

N -
esitli gi sgglanir [15].

ispat 3.4.1.1.1: 7 (J)=m (0 dA), dA olgumine bgi (monik) ortogonal

polinomlar olmak tzere

W)y o0 (3.:30)
(ﬂk'ﬂk)d/l
ﬂk:M ' k=1,2,... (331)
(ﬂk—l ! ﬂk_l)d/]

formullerine kagilik gelen formuller ayrik polinomlar igin

(tn'-&N ’]Tka)d/lN

Ay = , k=0,1,2,... (3)3
(ﬂKN 'ﬂkuN)dAN
7T 7T,
By = U Ml k=12,... 3)3
(7Tk—1,N ’nk—l,N)MN
seklindedir. Burada
A=), . Bn=(1d, (3.34)

dir. Sonsuz norm|-1,1] aralgiyla baglantili olmak tizered f,gOC[-1,1] igin

(7.9),,,| <l 7l gl (2.9, (3.35)
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esitsizliginin sgslandg fikriyle baslayalim. n Gzerinden timevarim ile (3.29)" daki
ifadenin bazin=s ve n=s-1 (bu s=0 oldugunda dnemsizdir) i¢in dwu oldusu
kabul edilir. (3.29)" un=s+1 icin ispatlamak yerine (3.28)'k = s icin ispatlamak
yeterlidir. Asagidaki

7Ts+l,N(t) :(t_as,N)ns N(t)_lgs M7 51, r\(t)
uc terimli yineleme bantisi ve timevarim hipotezi ile
n;.+1,N (t) - (t _as) ”s(t) _ﬂﬂsl (t) = ”ﬁl(t)

olur. (3.28)" in dger taraftan ispati icin (3.32) ve (3.33)’ deki tlipncarpimlarin
k=s oldugunda N - o giderken (3.30) ve (3.31) e yakinsgam gostermek

yeterlidir. Bu, (773’N,77S N) ic carpimi icin gosterilecektir. Rerleri benzegekilde

dAy

ispatlanir.

(ﬂ-s,N’]TS N)d/lN :(7T3+(7T$ N—IT;,ITS'*'(U’S N_n)s)d/\N

=(m, ns)dAN + Z(ITS,ITS N—ITS)(MN + (ns NI T o7 TT )MN (3.36)

seklinde yazilabilir. Sg taraftaki ilk terim (3.27)’ der(ﬂs,ﬂs)(M * ya yakinsarikinci

terim ise (3.35)’ in uygulamasiyla

<l (29,

‘(n-s’ﬂs N _”S)MN

sonucunu verir. (1,1),, - (1,3, oldugu kabullyle tiimevarim hipotezinden

1T, — 7T, olur ve sg taraf sifira yaklgr. Ayni sebepten dolay! (3.36)' nin son

S

terimi sifira yakinsar. Sonug olarak

HI;TL(]TS’N, ”S N)(“N = (”9 HS)dA

bulunur [15].

Teorem 3.4.1.1.1’ in ispatindaki songhatiya gore

TN ‘d/]N - ”ﬂn”d/l olur.

Bunun, (3.29) ile birlgiriimesiyle Teorem 3.4.1.1.1 ayni zamanda ortorarm
polinomlar iginde sglanir. Yani
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lim 7z, (t; dAy) = 77,(t; dA) (3.37)

N -
esitli gi sgglanir. Teorem 3.4.1.1.%ag1daki basit sonucu verir.

Sonug 3.4.1.1.1:n" ler sabit ver,’ in sifirlart artma sirasiylar,,r,,...,7, olsun.
Ayni sirayla 7’ inkiler 7,..,7,,...[,, ile gosterilsin. Bu durumda

Teorem3.4.4.1.1" deki varsayimla

im7,, =1, HmmﬂmN(rvN)=ﬂn(r), v=12,..n; m# n (3.38)

esitli gi sgglanir [15].
Ispat 3.4.1.1.1:(3.38)’ deki ilk bainti polinom sifirlarinin siirekliginin sonucudur.

Ikinci baginti ise ‘ﬂm’N(T\LN)—ﬂm(TvN)‘SHﬂmN—ﬂ,HW—»0 ve N - o iken

m

7(7,) = 7,(7,) fikriile

Ao () =70 ) = ({7 ) = A )+ (7 ko )

esitli ginden izlenir [15].

Aciklama: (3.38)’ deki ilk b&inti dA icin n— nokta Gauss integrasyon kuralinin
noktalarinindA icin n- nokta Gauss integrasyon noktalarina yakirisadsoyler.
Bunlar ayni zamanda,, ve AS agirliklari icinde sglanir. Bu, (3.38)" deki ikinci

bagintinin (ortonormal polinomlar igin)

1
S 72(700)

m=0

G
AV,N -

,v=12,..n (3.39)

formulunde kullaniimasiyla bulunur [15].

3.4.1.2Fejer metodu

T, (x) = cos( n arccos)’ in koklerini kullanan metot Fejer metodudur.
T, (x) = cos( n arccos 1. ¢cgit Chebychev
T,(x) =1
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) nm Iise
,[T )§ V( >) {smrdan farklr, n=m ise (3.40)

dir. Integrasyon noktalaf, (X) * in kokleridir. T,(x) =cos(narccosq = ’dan

narccosx:w , k=12,..n

bulunur. Buradan

cos‘1x=(2k_l)n=0k
2n
X = Co{%’j , k=1..n (3.42)

olur. Gauss Chebyshev’ dgidiklar

" _n (3.42)
n
dir. Fakat Fejer metodundgidiklar
IN/2] F
-—(1 2% cos 16, j v=12,...N (3.43)
k=1 4n -
dir.
1 N
JF()d(9=> w f(x) (3.44)
-1 k=1

dir. Burada x ' lar ve w{ ' ler bilindigi icin integralin yaklaik degeri bulunur [15].
3.4.2Stieltjes yontemi

Stielties yontemi diskritizasyon metotlari Gzerinkurulu, yineleme
katsayilarinin  hesabinda kullanilan bir yéntemd&ncak vyapilan ntmerik
hesaplamalar bu yontemin, (1.4) ve (1.girlek fonksiyonlari i¢cin uygun olmagdini

gOsterir.
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trr .\, 7T,
ak]N:( o k’N)‘“N,k:o,l,z.. (3.45)

(nl-‘vN’]Tka)d/lN

(lTka’nk'N)d/lN

ﬁk,N =
(77;(—1,N ! ”k_l‘N)dAN

k=12.. (3.46)

formulleri yineleme katsayilarini hesaplamak icogal bir temel sglar.

(p.d)y, =2 wr(1) 1) @47

formulinde gorulen tim i¢ carpimlar sonlu toplamiarve bu yizden hesabi

mdmkunddr.  Tek problem, bilinmeyenr ,, ve 7m_ , polinomlarini

olusturabilmektir. Ancak bunlar da

Than (t) = (t_ak,N)ﬂk,N(t)_IBk N e, N(t)'k =0,1,2,..N- (3-48)

Uc terimli yineleme bantisi ile baarilh bir sekilde kurulabilirler. 7z, =1
oldugundana,, katsayisik =0 icin (3.45) formulinden hesaplanabilir ve bundan
dolay 3, :(1,1)(MN olur. Bu hert =t, degeri igin k=0 ile (3.48)' denrz (t) nin
hesaplanmasini gar. 7, (t,) ve 1, (t,) deserlerinin bilinmesiyle (3.45) ve
(3.46) formulleri uygulanabilir ver,  ve £, bulunur. Bu (3.48)" de kullanilarak

7, bulunur. Bu yolla bitin yineleme katsayilari ya tdiyac duyulanlar

hesaplanabilir.

Yontem numerik acidan timuyle guvenilirgddir. Yontemin uygulanmasi

durumunda istenilen sonugclarin elde edilme o&asziayiflamaktadir [4, 15].

3.4.3Lanczos tipi algoritma

Bir reel simetrik A matrisi verilsin. T, kéegenin her iki tarafinda negatif
olmayan elemanlari olan (¢ ¢&genli simetrik matris olmak ize@®@ AQ=T den T
ye bir ortogonal benzerlik dogiimi vardir. Genelde ortogon&) matrisi ve T
matrisi A ve Q’ nun ilk situnu tarafindan telekilde belirlenir. Lanczos

algoritmasiA’ y1 verenQ ve T’ yi Ureten bir metotturt, noktalari ve
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(p.d)o, = pY YA ()=2 Wi 9) €9 (249

R

ifadesindeki ayrik i¢ carpimin pozitif;, agirliklari ile

0Ot ... 0
\/V_\/: \/WZ Dt: , 2 . : (350)

seklinde tanimlanan/w  vektorii ve k§egenselD, matrisi olyturulur.

O zamang =(1, 0, ---, QOR" ve J,(dA,), (3.49) dakidA, ayrik

Olgimunun N’ ninci mertebeden Jacobi matrisi olmak tzere

1 0Y1 w10 1 Bonel
. = (3.51)
0 Ql \/V_V Dt 0 Q1 \/,BO,N € ‘]N ( CMN)
olacaksekilde N mertebeli ortogonal), matrisinin varlgl dogrudur. Boylece
T T
A= 1w ,Q:(l 0 j (3.52)
Jw D, 0 Q

ve T, (3.51) in sa tarafindaki Jacobi matrisinin gshatiimisidir. Sondaki sifir
olmayan elemanlar belirlemek istenilen , ve £ , yineleme katsayilaridirA
verildiginden ve ¢ OR"™ Q’ nun ilk situnu oldgundan Lanczos algoritmasi,

prensipte istenilen yineleme katsayilarinin hesapbsinda bgurulabilir. Prensipte
denildi, cinkl maalesef yontem numerik kararsigi6, 15, 18].

3.4.4Moment tabanli metotlar

Moment tabanli metotlar momentler tzerine kurutud.4) ve (1.5) g@irlik
fonksiyonlari icin yineleme katsayilarinin hesalairtstieltjes ve Lanczos metotlari
uygun dgildir. Momentler sembolik olarak elde edilebigthden veya yuksek

duyarlilikla hesaplanabilginden uygun goriinen metot moment tabanli metotlardi
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g, = (dA) : =jtfd/1(t), r=0,1,2,... o> ( (3.53)
R

seklinde verilen momentlerim mertebeli Hankel determinand, ile ssagidaki gibi

gOsterilsin;
H  Ho Hy
Ny=1 A= ‘fl /~:12 ” , N=123,. (3.54)
Mo Hyoo-o Hong
Ek olarak
A, =0, A/=py
Ho H - Hy  Hy
A:,] — l:ll A:IZ ﬂr;—l /'[r:'|+1, n=2’3’” (355)

lun—l lun luZn—S IUZn—

seklinde tanimlansin. BoylecA' , A,,, determinantinda sondan bir énceki sutunun

ve son satirin kaldinimasiylad,,, Hankel determinantidir.A,; Hankel

determinantinda yer @atirme islemi yapilip, sondan bir énceki satirin ve son

sutunun kaldirilmasiyla da ayni durum elde edils][

Teorem 3.4.4.1 : 75, ()= (0dA), dA 6lgiimiine bgl derecesik olan monik

ortogonal polinom olsun. O zaman

Ho Moo M
LA He e e A
77'k(t)=A— S : =tk—A—ktk‘l+..., k=1,2,.. (3.56)
“Vha B o Mo ‘
1t .t

dir [15].

Ispat 3.4.4.1 (3.56) daki ifade derecesi olan monik bir polinomdur. Bund, (t)

ile gosterelim.C,,C,,...,C , A,,,’ in son satirindaki elemanlarin kofaktorleri olsun
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H Ko K
1| Mo e

tfdk(t)=A— P : (3.57)
“ha Mo o Hpe

tr tr+1 tr+k

ifadesinde son satira gbre determinantin Laplademadullanilarak

(3.58)

d (t)= ZCf”

ka

elde edilir.

Boylece toplam, son satiri 6nceki satiriyla yegiglemis A,,, Hankel

determinantinin son satirina gore Laplace acilidugaindan

k
jt d, ( izcyw:o, r=0,1,...k- (3.59)

k =0

dir. Bu d,’ nin, derecesi kendisinden gik olan tim polinomlarla ortogonaiini

ispatlar. Buradan teklik iled, =7z’ dir. (3.56) daki determinantit“™ katsayisi

-A, , t“V in kofaktoridur [15].

Teorem 3.4.4.2: 7 (0JdA) monik ortogonal polinomlari igina, =a,(dA),

B =B (dA) katsayilari

g =2 B po010. (3.6D
Ak+1 k
B, = Ak+1?k-1 k=123 (3.61)
Ak
seklindedir [15].
Ispat 3.4.4.2(3.7) ve (3.8) ile
t y ]
(177) 5o ﬁk:M k21 (3.62)

(7ss78)
dir. (3.56) kullanilarak, ayrick =0 icinde sg@lanan
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(tr, ) = {t"ﬂ —2—;‘tk + ...,nkj = (t et ,lTk) A (tk ,nk) (3.63)

k

dir. Teorem 3.4.4.1 dikkate alinarak

. A A,
(t" 1,77,'()= Akl , (tk,ﬂk):(ﬂk,ﬂk): Akl (3.64)
k k
bulunur. Bundan dolayi
ak - (AL+1 _ Ak'AkHJ/AHl = Ak-i’-l_ﬁ' ' (365)
Ak AkAk Ak AI<+1 Ak
ﬁk - Ak+1/ Ak = Ak+1§ k-1 (366)
Ak Al<—1 Ak

seklindedir [15].
3.4.4.1Modifiye Chebyshev algoritmasi

Algoritma, Gautschi’ deki [19] Chebyshev’ in [20]usturdusu algoritmanin  adi
momentlerden modifiye momentlere bir gengllenesidir. Bu ylzden modifiye

Chebyshev algoritmasi denilmektedi.]R ve b, >0 olmak lGzere

pk+1(t):(t_ak) Q((t)_llﬂ(_l(g , k=0,1,2,..
p.(t)=0, py(t)=1 (3.67)

uc terimli yineleme bantisini sglayan{ pk} monik polinomlar sistemine tam olarak

uygulanabilir.

a, =b =0 almak orjinal Chebyshev algoritmasini kigultir.riée dA
olcumune bgh 7, ()= 77, (5dA) monik ortogonal polinomlar olmak uzere “kak

momentler”

. = [m(t)p, ()aA() , kez-1 (3.68)

seklindedir. Ortogonallik ile k>¢ igin o, =0" dir ve tp_ (t)=rm(t)+..
oldugundan noktaladerecesk | olan bir polinom anlamina gefiinde

[7(t)dA(t) = [ 7 () o () dA () =0y, k21
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sglanir. g,,,,., =0 ve 77, icin U¢ terimli yineleme bantisi
T () =(t-a,) m (t) - B (t) . k=0,12,..
m,(t)=0, m(t)=1 (3.69)
ile ortogonallik kullanilarak
0=gﬁ-adﬂdﬂ-ﬁﬂm0ﬂpmﬁﬁﬂ(0=0W—ﬁpmkl
elde edilir. Yani

Bo=—X— | k=123,.. (3.70)

dir (,80 :jd)l ()= m)j . Benzesekilde o,,,, =0 oluu

R

0= [[(t-a,) . (6)~ Ama (O JPu (1) A ()

R

:jﬂk(t)tpk (t) d/](t)_aka-kk_ﬁko-k—l,k

R
esitli gini verir. (3.67)’ i

(1) = Pea (9 + AR (9 + B R () (3.71)
formunda kullanmak

0=0, n (A=) Tw= BT v

ifadesini verir. Buradan , (3.70) w&,, =0 ile

g,
— 01
Ay =8 +—
UOO
g,_ g
a,=a -———+2 0 k=123,
ak—l,k—l Jkk

olur. g,, (3.69) dak yerine k-1 yazarak ve (3.71)" d& yerine ¢/ yazarak elde
edilen

Oy = Uk—l,£+1_(ak—l_a£)0-k—1£ _:Bk—p-k— x T bfa-k— -

35



yinelemesini sglar. Boylece ilk 2n modifiye momentlerden ilkn yineleme

katsayilarini hesaplamak icigagidaki algoritma elde edilir.

3.4.4.1.1Algoritma (modifiye Chebyshev algoritmasi):

- m
ao—a0+ﬁ
By=m,
0,,=0 , (=12,.,R-
g,,=m, ,  (=01..D- (3.72)

(Egern>1 ise):k=1,2,...n—1 igin

O = Jk—l,/+1_(ak—1_aﬂ)ak—1/: B O x T bo,. y-1 1

=Kk, k+1,...,2n- k-1 (3.73)
a =a + Okt _ Tk . B = O
Og O 011

2n- —

Agoritma girdiyi {m}""" ve {a,b}."" gibiister ve{a,, B}, i Uretir.

Aritmetik islem terimlerinin hatasD(nz)’ dir [15].

3.5 Gauss-Tipiintegrasyon Formiiliiniin Hesaplanmasi
3.5.1 Gauss integrasyon formalu

Gauss integrasyon formalu

n

[f(1)dA(t) =247 f(z0)+R3( f) (3.74)

R v=1l

dir. Bunun hesaplanmasina yardimci olacak ipwtdi, (pozitif) 6lcimun Jn(dA)

Jacobi matrisinin spectral aymindan gelir. Teorem 3.2.2.3 terrn(Dd)l)’ nin
kokleri olan 7° =7 Gauss integrasyon noktalarinid, (dA)’ nin 6z dgerleri
oldugu bilinmektedir.v,, 7{" 6z deerlerine kagilik gelen J,(dA)’ nin normalize

edilmis 6z vektorleri olmak Uzere kahkli normalize edilm§ 6z vektorler
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V =[u,,0,,...u,] ile gosterilsin. Boylecev, J=J,(dA)’ nin spectral aygimini

etkileyen ortogonal matristir ve

WV=VD, D =diagr’.15,...75) (3.75)
seklindedir.

Teorem 3.5.1.1:n— nokta Gauss integrasyon kuralinafi, v=1,2,...n noktalari
vl v

J,(dA) Jacobi matrisinin 6zgerleridir. ﬂO:J'd)l(t) ve u,,, Iy 0z deerlerine
R

karsilik gelen v, normalize edilmi Ozvektorin birinci bilgeni olmak Uzere

/]G

v=12,..nh airliklan

A = Bl (3.76)
dir [15].

ispat 3.5.1.1:7% (t) = 77 (t;dA) , dA élgimuine bal ortonormal polinomlar ve

(3.16)" daki gibi bunlarin ilk n tanesinin vektéri olsun. Teorem 3.2.2.3 ve
Sonug3.2.2.3 ile

1
Bui =————— , v=12,.n (3)7

LA

=

olur. Diger taraftan (3.74)’ deki Gauss formulundgt) = 7z (t), k<n-1 alinmasi,

7T, = 5;Y? oldusuna dikkat edilmesi ve ortogonaiin kullaniimasi ile

B0 =2 Am(15) . Oy
v=l
Kronecker delta elde edilir veyR, 6zvektorlerin matrisi vel® , Gauss girliklarinin
vektora,p =l 7(rf), 71(z5) ... 71(72) |, A°=[ A% A5,..A%] ve € =[1,0,....QOR"

ilk koordinat vektori olmak tzere
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PA® = Y%, (3.78)

matris formunda yazilabilirP’ nin sttunlari birbiriyle ortogonal oldundan

n-1

PP=D,, D,=diag(d,d,..,d_), dv-1:Z[ﬁk(rvG)]2

k=0
saglanir. e=[1,1,...,} OR" olmak tizere (3.78) i soldaR" ile carpmakla
Dn/‘G =ﬁl/2PTel=ﬁ1/2 —l/Ze= €
0 0 0

elde edilir. Buradam® = D;'e olur, yani

A8 , v=L12,.n

=

n-

LA

=0

=

seklindedir. (3.76)’ da 6ne surulen (3.77)’ den mwo[15].
Teorem 3.5.1.1 Matlab’da yazilgnortogonal polinomlar paketinde uygulanir.
Aglklama: f yeterince dizgin fonksiyon ise, ope 7° Gauss integrasyon

noktalarini iceren bir aralikta analitik isef (J), J=J, (di) anlamhdir ve (3.74)

deki Gauss integrasyon toplami,

iAVGf (r$)=8e 1(J)e . €=[10,..4OR" (3.79)

seklinde ifade edilebilir. (3.75) ve (3.76) kullaanak

n

Bl 1(9) e=F8V( D) V =Y 0, (r8) =200 (1) (380)

v=1

elde edilir [15].

Sonug 3.5.1.1:

2% =[A8,28,..A%] ve D, =diag(rf,75,...7¢) olsun. O zaman

n

L T e
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olacak sekilde bir QOR" ortogonal matrisi vardir. §daki matris dA ol¢cimli

Jacobi matrisinin bir gegletilmisi olarak digtnulebilir [15].
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4. BOLUM

BAZI YUKSEK SALINIMLI INTEGRALLER ICIiN UYGUN
GAUSS VE HLON-TiPi METOTLAR

(1.1) integrali

ESi”[X—afjf(X) dx=j11+ Slr(%ﬂ f(%) dx—i () o

formunda yazilabilir. Boylece orjinal integrali lsgdamak icin s@ taraftaki ilk

integral icin (1.4) airhk fonksiyonuna bgli n—nokta Gauss integrasyon kurall ve
ikincisi igin [O]] Uzerinde Gauss-Legendre kural uygulanir. (1.8grali icinde

ayni yontem kullanilir.

4.1 Genellgtirme

Onceki béliimlerde gosterilen Gauss integrasyon IIIaura[O,]] Uzerinde

h(x)#0 ve h'(x) #0 oldugundaq(x)= x"h( ¥ olmak tizere

0] = o (e dx= L[]+ L[] , a(¥)=wg( 3 @4.1)

formundaki integrallerde kullanilabilir. Orpim;

1
I,[f.h] :j i (x)sin{@jdx (4.2)
0
integralini digtinelim. Uygun bir tamsay! ya den>r reel sayisi kullanilarak
h(l) 1/m
= = —=X 4.3
o=e(={ 5% 3

degisken deisikli gi yapildiginda integral,
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0

I,[f.h]= j ;,((¢_l (u))) sin( hu(i)]du
formunda yazilabilir.

Eger f yeterince duizgiin v¢0,1] tizerindeg'(x)#0 ise{u,, w}, " lar
integrasyon noktalari ve1+sin[h(])/um] agirhk fonksiyonuna bglh Gauss

kuralinin @irliklar ve k=1,2,...n icin ¢(x)=u, olmak uzere

1,[f.h] = ZWK%—J.f( x) dx (4.4)

bulunur. Her birk icin (0,1 aralginda ¢(x)=u,’ nin tek reel kokd, uygun bir

kok bulma algoritmasi kullanilarak hesaplanabifirnesin,

#(x)-u =0 , k=1,..,n igin )(k+1:)<K_F(Xk)

—— F'(x)

Newton metodu kullanilabilir.

Teorem 4.1.1: [0,]] tizerinderh(x)-xH(X) #0 ve h(x).H(X #0 olmak tizere
hOC'[0,1] olsun veg, (4.3)' deki gibi tanimlansin. O zaman herhangi®k c <1

icin ¢ (x) - c fonksiyonu [0,1] aralginda tek bir koke sahiptir [2].

ispat 4.1.1: [0,1] aralg tizerinde h(x)H(X#0 ve rh(x)-xH(x #0 olmasi,
(0,1 aral tizerindeg'(x) 20 olmasini gerektirir. Geneffi bozmadan ¢'(x) >0
oldugu varsayilabilir. F(x)=¢(x)-c olsun. (0,4 aralg Uzerinde
F'(x)=¢(x)>0 oldugundan, F (x) fonksiyonu bu aralikta artandir ve bu yiizden
F(x), (0,) aralginda en ¢ok bir basit kéke sahiptir. Bu kokun \arli

F(0)=-c<0< F(1) = 1-c< 1ve ortalama dger teoreminden bulunur [2].
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4.2 [1,0] Araliginda Filon Metodunun Uygulanmasi|

a,pf,r {a >0,r2 _’} kosulunu sg@layan reel sayilarf reel degerli

tiirevlenebilen surekli fonksiyon vé () =0 olmak tizere
I [fir,a,8]:= th‘lf (t)sin(at" +B)it (4.5)
1

I[f;r,a.8]: jtflf )coat’ + Bt (4.6)

integralleri icin uygun Filon tipi metotlari incglelim:

@ ve g dizgun fonksiyonlarPn(x), @ icin n. dereceden Hermite
b
interpolasyon polinomu olmak Uzer§¢(x) M dx  formundaki bir integral igin

genellgtirilmis Filon metodu,

QF[¢]:TE(X) g« (x)

seklinde tanimlanmaktadir. Filon tipi metotladm{ arttikca d@ru sonuclar verdgi

bilinmektedir. Ancak (4.5) de integrasyon agalsinirsiz vef (oo) =0 oldugundan

f fonksiyonuna polinomlar tarafindan yajdaak imkansizdir. Bu ytzden (4.5)
integrali icin =0 (genellgi bozmaksizin) alinmasi ilgasidaki Filon metodunun

modifiye versiyonunu kullanmak ¢ok uygundur:

G

k

x, =1<x,<..< X, noktalar kiimesindd, (x) = Zn:
k=

1

f9(x)=19(x)  k=0.an-1 , Y 9=

j=1

X

|

denklem sistemiyle belirlenmek lizere
Q,fs[f]:jxr‘lfn(x)sinai dx= QI K *sing % d (4.7)
1 k=1 1
dir. Ei(a, z), genellgtirimis tissel integral fonksiyonu
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Ei(a,z)=[t"e"d= 2'T(1- a},( 20,0( 2 9 (4.8)
1
seklinde tanimlanmak Uzere

7 :jx“’k‘lsinax“dx: - D[ Ei(E : iaﬂ Ji=v-1
| r

1 r

oldugunu gostermek kolaydir. Burada(z) ve 0(z) siraslylaz’ nin reel ve sanal

kisimlarini, ayrlcar(. : ) tamamlanmangi Gama fonksiyonunu gosterir. Sonug¢

olarak (4.5) integrali icin modifiye Filon metodu,

Q[ f]= —%z ckm{ Ei(rk, iaﬂ (4.9)

formunda ifade edilebilir. Benzer olargk =0 ile (4.6) icin @agidaki Filon - tipi

formul elde edilir:

Qe[ f] =%i ¢ { Ei(rk, iaﬂ (4.10)

Ustel integrali tam olarak hesaplamaya yarayanrifgalar ve bilgisayar
programlari vardir. Orrgn Maple ve Mathematica’daki programlar, (4.8) déktel

integrali istenilen dgrulukta hesaplayabilir.

f, [0,4 uzerinde yeterince diizguin bir fonksiyon olmak &zer

Jl'f(x)sin(ﬂrjdxvejjf(x)co{x—ar)jdx , (r>0,w=)

5 X
integralleri xz% dezisken degisikli gi yapilarak

1.1 . ; $1.(1 ;

Jl't—zf (Ijsm(wt )dt ve Jl't—zf (chos(wt )dt

formunda yazilabilir ve yukarida tanimlanan filoipi tmetotlar bu integrallere

uygulanabilir.
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Teorem 4.2.1:Eger f OC'[Lw) ,f()=0ve f'OL[Leo] ise,r21,a>0ve B

reel sayilar olmak Uzere

I[fir.a.8] sﬁ_ f (1) cos(a+ﬂ)‘+]2‘f 't )‘dt} (4.11)

1

| [fir.a.8] si_ f (1) sin(a+ﬂ)‘+]2‘f '(t)‘dt} (4.12)

1

dir [21].
Ispat 4.2.1: (4.5) integraline kismi integrasyon uygulanara#,1{) sonucunun

izlendigi

1 ©
.| f;r,aBl=—||f'(t at’ dt +f 4.13
[fir.a.f] mh (t) codat’ +5)dt + (J)coéa+,8)} (4.13)
ifadesi elde edilir. Benzeekilde kismi integrasyonla (4.6) integrali

I.[fir.a.B]=- ﬁf '(t)sin(at" +B)dt +f (9) sir(a+,[>’)} (4.14)

1
ar
formunda yazilabilir. Boylece (4.12)itsizligi bu denklemden kolayca elde edilir

[21].

Asagidaki sonuclar Teorem 4.2.1’ in sonugclaridir.

Sonug 4.2.2:f'(t), (L) aralginda{t,,t,,...t.} gibi sonlu sayida basit reel koke

sahipse, Teorem 4.2.1’ den

ma{

I[fr.ad

e a A= Z{ (Sl 6] (@19

esitsizligi elde edilir [21].
Ispat 4.2.2:Sonug , (4.11) ve (4.12}itsizliklerinden elde edilir [21].

Not: f', (L) aralginda reel koke sahip gitse (4.15) ifadesinde gataraftaki

parantezde sadece ilk terim kalgce dikkat ediniz.

Sonug 4.2.3Teorem 4.2.1’ den
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!i[r.lls[f;r,a,,[z’]:!imolc[f;r,a,,[z’]:o, (4)16

th—le" sin(at +)d s% , (4.17)
0
].:tr‘le‘t cos(af +,[>’) d\{s% , (4.18)
0

elde edilir [21].

Ispat 4.2.3:1Ik iki sonug direkt Teorem 4.2.1h sonucudur. (4.11)' def (t) =¢™

alinarak ve

1
e 1
!t 1etsm(a'tr +,8)d SE (4.19)

sonucu kullanilarak (4.17) elde edilir. (4.18) som da benzer yolla elde edilir [21].

Simdi de genelde daha iyi sonu¢ veresagadaki teorem verilecektir, ancak
buradar’ ye basli olarak maksimum normun ya da&' ve f'' nin L' normunun
yeterince kuguk Ust sinir bulundurmasi istenir.

Teorem 4.2.4: f 0C* N '[Leo] , k=012 igin [ Y] =M, <M ve k=012
igin Hf(k) (t)dt‘ = A var olsun.
1

c(n=[ars e

4.2
2M , 2<r<om (4.20)

olmak lizere

Lrnasls i @ ooarp)-L D sitarp) 5L @)

ra r

a
1 . £(1 E (f
| [fir.a.8] < (1) sm(a+ﬂ)—# coga + )|+ rzaz) (4.22)

dir [21].
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ispat 4.2.4: Hipotezdenk =0,1,2 igin f®(w)=0" dir. Esitsizlikler, (4.13) ve

(4.14) Un sg tarafindaki her bir integrale kismi integrasyorgukanarak bulunur
[21].
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5. BOLUM
UYGULAMALAR ve NUMER iK SONUCLAR

Ornek 5.1: Bu ornekte, dordiincii bolimde bahsedilen gegtetiee g(x)' nin

g(x) =1/[(x= %)™ (%= %)"?] olma durumu icin genelérilecektir.
|n4dx
R
2

integralini hesaplayalim.

O'—.I—'

Bu integralder =1 ve h(x)=1/(1/2-X)" dir. rh(x)-xH(X) # 0 olmaldir.
Fakat x=1/4 igin rh(x)~-xH(x) =0’ dir. Bu yiizden
1

: 1
| = ——
J;sm (12— X)dx

integralini

1/6 1/3 1 1/2 1 1
I—J'S|n4dx J'sm—dx J'sm—dx J' si———

T NS

Iy I, I3 Iy

seklinde yazariz.

l, integralinde,x:%t dezsisken deisikli gi yapilirsa
1

l, :.[Esin _36 t
6 (t(3-t)

|, integrali, tekillik olmadg! icin Gauss - Legendre ile hesaplanir.

olur.
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5 integralinde, bnce%—x:t dezisken deisikli gi yapilirsa

1/6

|, = S|n4dt
1
| ——t
(2 j

olur. Daha sonrat :éu desisken deisikli gi yapilarak 1, integral,

1
I, =I£sin(i]du
6 (u(3-u)
formunda yazilabilir.

, integralinde, t‘)nce%—x:t dezisken deisikli gi yapilirsa

0

= I sin;dt

|
) 172 t(l—tj
2

olur. Daha sonrat = —%u degisken degisikli gi yapilarak I, integrali,

1
jlsin[ jdu
5 2 u+l

formunda yazilabilir. Boylece Mathematica kullanalia

|, =1,=0,00752258176
=-0,109688359318

l, =—0,00993603947

| =1,+ ,+ ,+l ,=-0,10457923525

sonugclari elde edilirl integralinin gercek dgeri, | =—0,104579235257549" dir.
Ornek 5.2:
_ x+1 { . cosx ¢ &
=|sin—=dx , I, :J'sm—dx e :je‘x sin— dx
X g X A X



integrallerini dgunelim. (4.3) dem=r alinmasiyla ve¢(x)—uk’ nin koklerini

bulmak icin1/10 balangi¢ dgeri ile Newton - Rapshon metodunun kullaniimasiyla

10- nokta Gauss kurali uygulandi, icin ¢ift dogruluklu aritmetik , 1, ve I, igin

18- nokta Gauss kurall kullanilaragagidaki sonuclar elde edildi,

l,=0,20131923016453 ;= 0,466728318022738.,~—- 010886460371

Alticizili basamaklar dgru basamak sayisini gdstermektedir. Yukaridaki
integrallerde her bir kokil5 basamak dgrulukla hesaplamak ici4 ya da 5

Newton iterasyonu gereklidir [2].

5.1 Numerik Ornekler

Bu kisimda (1.1) ve (1.2) integrallerine, (1.4) ve (1&Jl& fonksiyonlarina
gore kurulan Gauss integrasyon kurallariyla, yuksekgruokla baaril

yaklasimlarin gercgeklgirilebilecegi nUmerik érneklerle gosterilecektir.

Tablo 5.1.1" de secilen integraller, Tablo 5.1.2’ de de, Tadldl’ de secilen
integraller icin Program 1-2 ile bulunan (1.4) ve (1&yl& fonksiyonlarina bgl
N -nokta Gauss integrasyon kuralinin sonuglari yer alacaktir. Prodraue
Program?2’ i gérmek icin [1]' e bakilabilir.

Tablo 5.1.1Segcilenintegraller

Integral Kaynak
_t -8x w
e g
tomo o
I =£Xl+r/2 Smgdx []]

1 =Jjexp(—x—1rj sin?ldx [1

1
l, :jesxsingrdx [1
) X
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Tablo 5.1.2 Tablo 5.1.1' deki integraller icin, Program 2’ dd =PR=16
basamak aritmeti kullanilarak, Program 1-2 ile bulunanN -nokta Gauss
integrasyon kuralinin ( (1.4) ve (1.5)’ eghg sonuclari

Integral @ r N N-noktaGausskurall  Tamgh( yuvarlatimis)
[, 1 2 12 0,094652806418777 0,094652806418777
I, ]—2-[ 15 12 0,387929217969669 0,387929217969663
I, 1 J2 36 0,100858428460946 0,100858428460945
l, 1 200 10 0,461841915645013 641915645013

Tablo 5.1.1’ deki integraller ve Tablo 5.1.2" dekinuclar [1]' den alinmgtir.

Ornek 5.3:

Burada onceki bolumlerde ggilrilen modifiye Filon metotlarinin ve Gauss
integrasyon kurallarinin performansini test etmek ibazi ndmerik o6rnekler
verilecektir. Bu amacgla Tablo 5.1.3' deki integeallsecildi. Bazi secilrgi n
degerleri icin Gauss ve modifiye Filon metotlari ilele edilen sonuclar Tablo 5.1.4
de gosterildi.

Buradaki tum hesaplamalar Pentium 4lemci ile PC Uzerinde

Mathematica5.2 kullanilarak bulundu. Momentler{\cq(,,[z’k} yineleme katsayilari,

(6n+60)- basamak aritmedi kullanilarak hesaplandi. Filon metotlari icin dar

sistemler Mathematica’ da NSolve kullanilarak ¢@zi(n <30 ise ¢ift dg@ruluklu
aritmetik, 30sn<60 ise 32-basamak ven=60 ise 64-basamak aritmetik
kullanilir). Gauss integrasyon kuralinigidiklarr ve integrasyon noktalari, cift

dogruluklu aritmetik kullanilarak hesaplanir.
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Tablo 5.1.3(*) ile gosterilen sonuglar, (1.4) ve (1.5) eghaGauss kurallari
ile integrasyon noktalari vegaliklar hesaplanirken 32 - basamak aritmetik
kullanilarak elde edildi

Integral Tam dger (* yuvarlatiimy)
A 1
I, =[xV sinx? sin=; dx 0,2108267488780897 *
X
0
1, = [10027°x* sinx*dx 0,9674008025530341*
1
1
I (ar) = [x 5™ sin-2 dx D{ (H\/EH wﬂ
X
0

Tablo 5.1.4 (1.4) ve (1.5) arlik fonksiyonlarina g(‘jreQ,‘f[f] n- nokta Gauss

integrasyon formuli ve N, metot i¢in Hermite interpolasyon polinomunun
derecesini gostermek Uzer@ﬁ_l[f, f'] modifiye Filon metoduyla elde edilen

sonugclarin kaglastiriimasi

Integral n @[ Gl f f] Q. T f]

1, 10  0,21082674887809  0,21082676492354 0, 260888780¢
1, 22 0,96740080255303  0,96737260442054  0,863527826(
1,(1,2) 32 0,07449217124069  0,07449222852674 744921721890
1,1,10) 8 0,01610972079229  ***

Dogru basamaklarin alti gizilmgtir. r =10 igin 1,(Lr) integrali NSolve ile
cozuldiguinde Q7 [ f, f’] icin lineer sistemin ¢ozumiinde “underflow” hataserir ve
herhangi bir sonu¢ vermez. Hatta WorkingPrecisio2000 kullanilsa bile herhangi
bir sonu¢ vermez. Bu underflow problenaaixp(l/x“) fonksiyonundar’ lerin

artisindan kaynaklanir.

Tablo 5.1.3' deki integraller ve Tablo 5.1.4" dekinuclar [2]" den alinngtir.

Tablolardan da gorildii gibi Gauss integrasyon formall, modifiye Filon
metodundan daha iyi netice vermektedir.
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6. BOLUM
SONUCLAR

(1.1) ya da (1.2) formundaki yiksek saliniml imtdigre klasik integrasyon
kurallariyla yiuksek dgrulukla yaklgmak zordur.

Bu calsmada bahsedilen integralleri yiksekgddukla hesaplamak icin (1.4)
ve (1.5) @irlik fonksiyonlarina bgli olarak onceki cajmalarda kurulan Gauss
integrasyon kurallari verildi. Bu galik fonksiyonlariyla ilgili olarak ortogonal

polinomlarin t¢ terimli yineleme katsayilazr, ve S ' larn, yiksek duyarlkli

aritmetik kullanillarak daha az hesap gerektiren b@bkev algoritmasi ile
momentlerden hesaplanabilgcéelirtildi. Gauss kurallarinin integrasyon nokial

ve airliklar yuksek duyarlikli aritmetik kullanilarakesaplanirsa bu yolla elde
edilen sonuclar, sonuglarin gfalugunu test etmek icin ger metotlardan elde edilen

sonuclarla kanlastirilabilir.

Doérdunci bélimde uygun Gauss kurallarlnh(,x) H(x)#O olmak Uzere
cekirdesi sin(h(x) /x’) formunda olan ¢ok genel integraller icin kullabilacesi

belirtildi. Daha sonra (1.1) ve (1.2) integralletenx =1/t desisken deisimi yapildi.
Bdylece tanim arglindaki tekillik sonsuza atilarak integral daha dirzghale
getirildi ve elde edilen integraller icin Filon-tipnetotlar olgturuldu. Dordincu
bélimde bahsedilen genaflieme, bainci bolim Ornek 5.1 de paydaya sha

kokler eklenerek biraz daha gensgtieldi.

fleride h(x)H(X =0 olma durumu g6z 6nunde bulundurularak yeni

calismalar yapilabilir. Ayrica momentler icin yinelemeagimtilarinin analizinin
teoriksel numerik kararlgas ve metotlarin bgka genellgtirmeleri hakkinda

calismalar yapilabilir.
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