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OZET

DENGELI KARELERIN DOGAL ALGORITMASI VE ONLARIN
UYGULAMALARI

GOKTEPE Siimeyra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dali
Tez Yoéneticisi: Yrd. Dog. Dr. Sabri BIRLIK
Temmuz 2009, 73 sayfa

Bu calismada, A. A. Abiyev [1] tarafindan bulunan dengeli karelerin dogal
algoritmasi incelenmistir. Dengeli karelerin bazi 6nemli 6zellikleri, graflar (¢izgeler)
ve sayilar teorisinden yararlanilarak agiga ¢ikarilmistir.

Sihirli karenin her bir hanesindeki sayilar birer nokta kiitle olarak
diistiniiliirse, sistemin kiitle merkeziyle geometrik merkezi ayni olacaktir. Bu yiizden,
‘sihirli kareler’,‘dengeli kareler’ olarak adlandirilmistir. Karenin merkezindeki en
biiyiik ve en kiigiik sayidan yola ¢ikarak bazi zincirli 6zdeslikler ve x* +(x+1)° = z°
denklemini saglayan say1 dizilerinin diizeni incelenmistir.

Dengeli karelerin bazi uygulama alanlari; analiz, graf teorisi, olasilik teorisi,
geometri ve astronomidir. Dengeli kare ve dengeli kiip yardimiyla uygulamada
gelistirilebilecek konulardan bazilari ise; Kriptoloji, (Sifreleme Bilimi), optimal
problemler, genetik kodun incelenmesi, sehir planlamasi ve mimarliktir.

Anahtar Kelimeler: Dengeli kareler, dogal algoritma, aritmetik dizi, ¢izge (graf),
kiitle merkezi, Fibonacci sayilari, Lucas sayilari.



ABSTRACT

THE NATURAL ALGORITHM OF THE BALANCED SQUARES AND ITS
APPLICATIONS

GOKTEPE Siimeyra
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Sabri BIRLIK
July 2009, 73 pages

In this study, the natural algorithms of the balanced squares have been
investigated, which is established by A. A. Abiyev [1]. Some important properties of
the balanced squares have been revealed by graphs and number theories.

If the numbers in their respective locations in these natural magic squares are
considered as point-masses, then the mass center and geometric center of such a
system will be the same. For that reason; the ‘magic squares’ will be called as
‘balanced squares’. Also, using the biggest and the smallest numbers in the center of
the squares, some chain identities and the number series have been investigated, that

provides the equation of x° + (x+1)> = z°.

Some application areas of the balanced squares are calculus, graphs theory,
probability theory and astronomy. The study is under progress for possible
applications of balanced squares and cubes; Cryptology, optimal problems,
investigation of genetic code, planning of the city and architecture.

Key Words: Balanced squares, natural algorithm, arithmetic sequence, graph, mass
center, Fibonacci numbers, Lucas numbers.

1



TESEKKUR

Bu ¢alismada benden yardimlarini esirgemeyen, bana her konuda destek olan
kiymetli hocalarim Saym Yrd. Dog. Dr. Sabri BIRLIK e ve Prof. Dr. Asker Ali
ABIYEV’e, sevgili kardeslerim Fatih, Dilek ve Ahmet’e, golgelerini her zaman
arkamda hissettigim ¢ok sevdigim anne ve babama tiim kalbimle sonsuz
tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET ..ottt i
ABSTRACT ...ttt ettt ettt ettt e et eesbeesaesabeenseessseenseesaseenns i
TESEKKUR. ..ottt il
ICINDEKILER. ..ot iv
1. BOLUM: GIRIS ...ttt 1
1.1. n. Dereceden Sihirli Karenin Tanimi...........c.cccveveiienieniieenieniieeeeereenen. 1

1.2. Sihirli Karelerin Kisa Tarihgesi ...........cocoviiiiviiiiiieiiiiieeeeee e 2

12,1, LO-ShU oo 3

1.2.5. Henry DUdENEY.......cccvveieiiieiieeciieecee ettt 4

1.2.9. AL AL ADIYEV.cuiiiiiiiieiiceece ettt s 5

2. BOLUM: DOGAL DENGELI KARELERIN ALGORITMALARL........................ 8
2.1. Aritmetik Dizilerin Olusturulmasi........c...coovveeeieieciieiiieeecec e, 8

2.2. Dengeli Karelerin Cergevelere Ayrilmast.........ccceeeeveeecieeeciieescieeceree e, 9

2.2.1 Cift Dereceden Karelerin Cergeveleri.........oooeveeevieeeiieeecneeeenneen. 9

2.2.2 Merdivenli Cergeveler.........ooovviiiiiiiiiieiiiiiee e 10

2.3. Merdivenli Cercevelerin Hane SayiSi.........cceecuveriienienieeniieniieiieeeeenee. 14

2.4. Tek Dereceden Karenin Cergeveler Sayisi........cccvveeevveeecieenceeencieeenenen. 16

2.5. Dengeli Karelerin Cizgeleri.........ccvvvveeieerieniieniieiieceeeecee e 17

2.5.1. Ciftli-Cift Dereceden Dengeli Karelerin Cizgeleri................... 17

2.5.2. Tekli-Cift Dereceden Karelerin Cizgeleri.........cccoevveveveenieens o 23

2.5.3. Tek Dereceden Karelerin Cizgeleri.........ccceeecveeecveenciieeeneeenee. 23

3. BOLUM: DOGAL DENGELI KARELERIN OZELLIKLERI......cccovvviivririnnees 32
3.1 TaNIMIAT......oiiiieeee et e e e 32

3.2. Dengeli Karelerin OzelliKIEri.............ocoovevevieeeeeeeieeeeeeeeeeee e, 35

4. BOLUM: DENGELI KARENIN KUTLE MERKEZININ INCELENMESI........ 45
4.1, Kiitle METKEZI....ocuviiiiiiiiieiiecieeeee ettt 45

4.2. Dengeli Kare ve Kiitle Merkezi..........ccoeevviieciieeiiieeieeceeecee e, 46

5. BOLUM: DENGELI KARELERIN UYGULAMALARL.........ccovoviririirirrirninnn. 52
5.1. Yeni Ozdeslik FOrMUIETi........cvovoveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 52

5.1.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar Ile Ilgili Bir Hatirlatma................ 53

I IR Fe{o) 4 1 o U SR 53

5.1.3. Uggenin OluSturulmast..............ocoeveveveveereeeeeeerneeeeeeseseseeenenns 54

5.1.4. Sol Uggenin Olusturulmast...........ccooeveveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennns 55

5.2. x> +(x+1)’ = z* Denklemini Saglayan Say1 Dizilerinin incelenmesi....57

5.2.1 PiSagOr UGHIIETi.......cvvvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 58

SONUC ...ttt ettt ettt et e et et e e be e s et e ssbe e seeesse e saeesseeseeesseenssessseesseessseenseas 70
KCAYINAK .ottt ettt et e et et e et e e bt e sabeenseesnbeenseansseenseas 71

v



BOLUM 1

GIRIS

1.1. n. Dereceden Sihirli Karenin Tanim

Herhangi bir kareyi esit araliklarla n—1 (n € ¥, n>2) sayida yatay ve diisey
dogrular yardimiyla n° sayida hanelere bolelim. Boyle bir kareye n. dereceden kare
diyecegiz. {1, 2,3,..n° _an} sayilar kiimesinin elemanlarin1 nxn kareye dyle bir

yazalim ki, istenen satir, siitun veya kosegenlerdeki »n tane saymin toplami ayni sabit

S sayisia esit olsun. Bu sabite sihirli say1 denir. Sihirli kare tanimina gore tiim

hanelerdeki sayilarmn toplam1 zS ’e, diger yandan ise 1+2+3+.. .-1-(n2 —1) +n’ ye esit

olacak, yani

2
nS =142+3+..+(n’ =) +n’ = 1+2n n’ ye esittir. Buradan,

n.(n2 + 1)
SZT bulunur. (1.1)
Ornegin n=3 icin sihirli sabiti:

3.(3°+1)

S=—-——==15
2

Olacaktir. Asagida 3x3 normal bir sihirli kareye 6rnek verilmistir. Her ii¢ satirin, {i¢

stitunun ve kosegenlerin toplami 15 sayisini verir.

6 |1 |8
71513
219 |4

Sekil 1.1. 3.dereceden bir sihirli kare



1.2. Sihirli Karelerin Kisa Tarihgesi

Sihirli kareler tizerinde en az 3000 yildir ¢alisiimaktadir ve ilk kayda Cin’de
M.O. 2200 yillarinda rastlanmistir. Bilinen ilk sihirli kare Lo-Shu sihirli karesidir.
Karenin sayilarini diizenli bi¢cimde listeleyen ilk kesin referans M.S. ilk yiizyila ait
olup dolayl referanslar M.O. 4. yiizyilda yasamis olan filozof Tsou Yon yazitlarina

dayanir.

Bu ilk kayit olmasina ragmen, dyle goriiniiyor ki diger insanlar ilk sihirli
kareyi yapmak i¢in numaralarla oynamislar ve muhtemelen, ilk ¢agda yasamis bircok

insan onlar1 birbirinden bagimsiz olarak kesfetmislerdi.

Kumda bir motif tlizerinde bir y1gin tagla oynamis olmalilar veya kare taban
olarak secilmis fistik istiflemislerdir. Oyle gériiniiyor ki M.O. 2200 yillarinda ilk
basit 3x3 sihirli karesini sadece bir matematik¢inin gelistirmesi imkansizdir. O

zamandan beri bir¢ok ulustan insan, sihirli kareleri sevdi, ¢alist1 ve kaydetti.

Sihirli kareler Cin’de; astroloji, fal bakma, felsefi yorumlama, doga olaylari
ve insan davraniglari dahil olmak tizere degisik calisma alanlarinda kullanilmastir.
Cinliler deneme yanilma yontemiyle bir sihirli kare elde edebilirlerdi. Fakat
kendilerine has bir metot gelistirmiglerdi. Lo-shu’nun ilk sihirli 6zelligi sudur ki tek
ve cift sayilar merkez etrafinda dizilmislerdir. Lo-shu sihirli kareleri yiizyillar

boyunca gizli tutulmustur.

9.yiizyillda Arap astrologlar sihirli kareleri, yildiz fali ve gok haritalarinin
ciziminde kullanmislardi.15. ylizyilda Bat1 Afrika’da bu karelerin manevi bir 6nemi
vardi. Bu kareler elbiseler, maskeler ve dini sanat eserlerinin iizerine islenmistir. 19.
ylizyilin sonlarinda ise matematikgiler sihirli kareleri olasilik ve analiz

problemlerinde uygulamaya baslamislardir.

M.S. 1300 i yillarda ise sihirli kareler Batiya yayilmistir. Alman ressam
Albrecht Diirer; 1514 tarthinde oyma baskili bir sihirli kare bulmustur.



Sihirli kare kavrami kolay anlasilir olup, 6zellikle amatér matematikgiler igin
cok ilgi ¢ekici olmuslardir. Benjamin Franklin bile sihirli karelerle amatdrce

ugragmis ve 8x8 sihirli karesi oldukea ilging 6zellikleriyle ona aittir.

Simdi de tarihte sihirli karelerle ugrasan bazi bilim adamlarinin ¢aligmalarini

inceleyelim.

1.2.1. Lo-shu [2]: Yetenekli bir devlet adam1 ve biiylik bir bilge olan Cin imparatoru
Yi'nin Sar1 Irmak’in kenarinda gordiigii bir kaplumbagadan ilham alan Lo-shu
sihirli karelerin giiniimiize kadar siirecek 3000 yillik seriivenini baglatmis oldu.
Cin’de baslayan bu seriiven Ipek Yolu kervanlariyla Hindistan’a ve ¢ok sonralar1 da
Eski Yunan’a tagindi. Batida sihirli karelerle ilgili yazili kaynak yaklasik olarak M.S.

130 yilina ait izmirli Theon’un yapitidir.

1.2.2. Yang-hui [3]: 1275’te Yang-hui sihirli karelerin kii¢iik bir koleksiyonunu bir
kitap olarak yayinladi. Fakat bunlarin ger¢cek anlamlarindan habersizdi. Bu kareler
13. yilizyildan 6nce Cin’de bilinen ii¢lincii dereceden biiyiik ilk karelerdir. Yong-
hui’nin karesi digerlerinden ¢ok daha farkli bir metotla yazilmis olup Lo-shu’nun

yazdig1 metoda yakin bir metottur.

1.2.3. En iyi bilinen ilk sihirli kare (Albrecht Diirer) [4]: En iyi bilinen ilk sihirli
kare muhtemelen 1514’te Albrecht Diirer’in ‘Melancholia’ adli kitabinda gecen 4x4
sihirli karesidir. Diirer’in kareleri orijin ve anlamlar1 ile ilgili bir ¢cok spekiilasyon
dogurdu. Bu konu hakkinda c¢ok ¢esitli aciklamalar yapildi. Bunlardan biri, bu
karelerin orijinal bir yola sahip olmasi ve bir¢ok karmasik terclime olusturmasidir.
1496 ve 1508 yillar1 arasinda Lucca Pacioli sihirli kareler iizerine ‘De Viribiis
quantitiatis’i’ yazdi. Bu yazdig1 bilgiler Diirer’in 4’lii karelerini tanimliyordu. Bu
tanimlamalar Diirer’in anlatmak istedigi karelerin daha kolay anlasilmasini ve
yeniden bi¢imlendirilmesini sagliyordu. Bu yeni bigimlendirmede iki satir1 ya da

stitunu sihirli karenin 6zellikleri bozulmadan degistirilebiliyordu.

1.2.4. Benjamin Franklin [5]:1936-37 yillarinda Pennsylvania’da memur iken

sihirli karenin yapisal temeliyle ugrasmistir. Bu karelerin hig¢ biri tam olarak sihirli



degildir. Fakat olusan karelerin mantikli ve diizenli gercek bir sistemle

olusturuldugunu ortaya koymustur.

1.2.5. Henry Dudeney [6]: 1963 yilinda 4. dereceden olasi1 biitiin sihirli kareleri ilk
defa tanimlayan Frenide’yi Ornek olarak almistir. Dudeney bu sonuglarin tekrar
tekrar dogrulandigin1 gosterir. Ayrica 1910 yilinda ‘Nature’da yayinlanan ve bu
konuyla ilgilenen cocuklar i¢in ¢ok Onemli olan Bergholt’un genel c¢oziimiinii

tanimlar.

1.2.6. Martin Gardner [7]: Matematigin sapmasi ile ilgili kitabinda, Martin Gardner
bir boliimiinii sihirli karelere ayirmistir. Sihirli karelerin de Yunan karakterlerinden
farkli Latin karakterleri kullanilarak Euler ile baslayan bir gelenegi 6rnek olarak

gostermis ve ‘Latin Kareler’ adin1 bu gelenege atfetmistir.

Latin bir karenin her bir Latin harfi sadece bir kez ve sadece her Yunan
harfiyle bir kez birlestiginde bunlarin ortogonal kareler oldugu goézlenir. Olusan bu

kare ‘Graeco-Latin’ karesi olarak bilinir.

Gardner aragtirmada tesadiifen secilen Latin karelerin 6nemine siikran duyar.
Mesela tarimsal verimlilik deneylerini yaparken kare her giibrenin toprak durumuna

gore farkli sonuglar verecek sekilde test edilmesini saglamistir.

2 11 13
312 |1
I |3 (2

Sekil 1.2. Latin Kareye Bir Ornek

1.2.7. William Andrews [8]: Andrews, ‘Sihirli Kareler ve Kiipler’ adli kitabinda 5
sirali sihirli olmayan karelerin yapisini anlatir. Andrews, Gardner’in Latin karelerinin
tipatip aynist olan basit karelerin yanstyan ¢iftinin kullanimini1 tanimlamistir. Fakat

Andrews Yunan karakterleri yerine Latin karelerden ikinci bir dizi kullanmustir.



Avrupa’da sihirli karelerin kullanimi, Islam diinyasinda ya da Cin’de
kullanildig1 gibi kullanilmamistir. Cin’de ve Islam diinyasinda psikolojik ve felsefi
diisiincelerde etkili olmustur. Arap diinyasi bu smir1t agmis ve yeni anlamlar
yiiklemeye baslamislardir. Kalitenin tanimini, sicagi, kurulugu, ya da dogal dengeye
hazirlanmanin imkansizligii bulmaya yonelmislerdir. Daha dogrusu doganin sihirli

karelerle ifadesini bulmaya c¢alismislardir.

1.2.8. Cabir Bin Hayyan [9]: Arap diinyasinda iinlii filozof Cabir bin
Hayyan sihirli kareler {izerinde ¢ok ilging calismalar yapmistir. Bu diisiincelerini
Kitab al-mawazin (Denge ile ilgili bir kitap) kitabinda gdstermistir. Bu kitap

Fransizcaya terciime edilmis, Kahire’de bir kiitliphanede bulunmaktadir.

Sihirli kareler matematik tarihinin bir pargasidir. Dogal psikoloji ve bilimin
baslica kaynagidir. Bu kareler biitiin kiiltiirleri ilgilendirmistir. Diizenli olarak
bilimsel biitiin konular1 etkilemis, 6rnegin Cin’deki dogal psikolojiyi, Araplarda
yasami ve kimyayr 6grenmek i¢in kullanilmistir. Sadece Latin Avrupa’da gizem
pargasi olarak goriilmiistiir. Ciinkii Avrupa’da zaten yasamin neden var oldugu
aragtirtlmis ve iyi bir yere gelinmisti. Yani gelismis bir durumda olduklarindan bu
kareleri kullanmadan yasami anlamaya yonelik iyi bir yere ulagsmiglardi. Bu yilizden

sihirli kareler Cin’i ve Arap diinyasini yakindan ilgilendirmistir.

1.2.9. Asker Ali Abiyev [10]: Yaklasik 3000 yildir insanlarin kafasin1 mesgul eden
ve son 250 yilda matematikgilerin ciddi bir matematik problemi oldugunu ortaya
koyduklar sihirli kareler, son 50 yilda matematikciler ve amatdrler tarafindan giincel

bir problem haline getirilmistir.

Pierre de Fermat, Blaise Pascal, Leonard Euler, Arthur Cayley gibi aralarinda
cok {inlii matematik¢i ve fizikgilerin bulundugu birgok {inlii bilim adaminin ¢oziimii
i¢in ugrastig sihirli kareler bulunan bu algoritma ile sonsuza dek Prof. Dr. Asker Ali

Abiyev tarafindan ¢6ziimlenmis durumdadir.

1934’te Bakii’de diinyaya gelen Abiyev cocuklugunda zekd oyunlarina ¢ok
merakliymis. Azerbaycan Pionerri Dergisi’nde 3x3, 9 haneli bir kareye 1’den 9’a

kadar sayilarin dyle bir sekilde oturtulmasi istenmis ki; ister kdseden kdseye, ister



yatay veya dikey kenardan kenara karelerin igindeki sayilarin toplami sabit (ayni1) bir
saytyl versin. Bunun iizerinde biraz g¢alisan Abiyev, 3x3 kareye 1’den 9’a kadar
sayilar1 oturtmakla kalmamis, istenmedigi halde ayrica 4x4 kareye 1’den 16’ya kadar
sayilar1 deneme yanilma yoluyla oturtmustur. 11 yasinda gosterdigi bu ¢aba, dergi

tarafindan hediye edilen kitaplar ve bir laboratuar ile 6diillendirilmistir.

Uzunca bir siire sihirli kareler defterini kapatan Abiyev 1957-1961 yillarinda
ogrenimini Moskova Devlet Universitesi Fizik Fakiiltesi’'nde fizik ihtisasini
tamamlamig, 1970-1973 yillarinda Azerbaycan Bilimler Akademisi’nin Radyasyon
Aragtirmalart Boliimii’nde laboratuar bagkani olarak gorev almistir. Ayni anda hem
fizik hem de matematik profesorii olan Abiyev, 1995 yilinda Tirkiye’yi ziyaretinde
Matematik Diinyas1 dergisini incelemis, orada okudugu bir makale onu

cocuklugundaki karelere gotiirmiis.

Cocuklugunda zeka oyunu sandigi sihirli karelerin aslinda insanoglu
tarafindan 3000 yildir ¢6zlilmeye calisilan matematigin ciddi bir problemi oldugunu
Ogrenen Profesor, cok sasirmis. Birgok kisinin halen bu konuda ugrastigini ve sihirli
karelerin kuralini ¢6zemediklerini 6grenmis. Cocuklugunda ¢ozmekten vazgectigi bu

sirrin, bu ciddi problemin pesine tekrar takilmis.

Tiirkiye, Eylil 1995 Prof. Dr. Asker Ali Abiyev’in sihirli kareler {izerinde
ikinci kez caligmaya baglama noktasidir artik. Uzun ugraglardan sonra cesitli
derecelerden sihirli kareleri tamamlayarak sihirli karelerin sirr1 ¢6ziiliir ve Asker Ali

Abiyev, ‘Dogal Sihirli Kareler Kuralin1’ ortaya koyar.

Artik onun i¢in sayilarin ya da karelerin biiyiikliigii ve cinsi 6nemli degildir.

Kural1 tiim sayilar, semboller, simgeler ve desenler i¢in gecerlidir.

A.A. Abiyeyv, sihirli karelerin sirrin1 ¢6zmeye ¢alisirken, karenin ortasina bir
nokta koymus ve etrafindaki kareleri terazinin kefeleri olarak degerlendirmis. O

teraziye sayilar1 0yle bir yerlestirmesi gerekiyormus ki kefelerin dengesi bozulmasin.

Sayilar1 o denge icinde yerlestirirken bir sey dikkatini ¢ekmis, sayilar dogal

bir simetriyle oturuyor karelere. Kendisinin kuralini olusturdugu sihirli karelerdeki



bu dogal simetri ise, sayilar1 normal sirasiyla yazdiginizda elde edilen karenin
kosegenleri arasindaki sayilarin ayni sayilar olmasi. Iste bu yiizden sihirli karelere

‘Dengeli Kareler’ ad1 uygun goriilmiistiir.

Sihirli kiipler ve Latin Kareler de Asker Ali Abiyev’in ¢aligma alani olmus.
6., 8., 10., dereceden sihirli kiiplerin yazimini bitiren ve bu alanda caligmalarini

siirdiiren Abiyev, sihirli kiipler kuralin1 yavas yavas oturtmaya baglamistir.

312 (1|5 |4
4 |3 12 |1 1|5
514 (3 (2 |1
I |5 (4 |3 |2
2 |1 15 |4 |3

Sekil 1.3. Abiyev’in Latin Karelerine Bir Ornek

Sihirli karelerde kdseden koseye, satir ve siitunlarin toplami sabit bir sayiya
esit oldugu gibi sihirli kiipte de istenilen sira, satir, kolon ve i¢ kdsegenlerin toplami

sabit bir say1ya esittir.

Bugiin geldigi noktada Abiyev, meydan okurcasina istenilen sayilardan (tam,
rasyonel, karmasik, vb. ) sonsuza dek sihirli kareler ve kiipler olusturulabileceginin

miimkiin oldugunu gosterir.

Bu karelerde 6yle miikemmel 6zellikler vardir ki; bu da uygulama alaninin
fazlaligina yol ac¢maktadir. Sihirli kareler dogadaki hicbir diizenin tesadiif
olmadigini, bir uyumun ve koreldsyonun oldugunu gosteriyor. Sihirli kareler veya
kiipler dogada karsilig1 olan olaylarin fizikte, biyolojide, genetikte ve hangi alanda

olursa olsun o alanin bilim adamlar1 tarafindan uygulanacaktir.

Dengeli karelerin ve kiiplerin bazi uygulama alanlari; analiz, graf teorisi,
olasilik teorisi, geometri ve astronomidir. Uygulamasi diigiiniilen bazi alanlar ise
Kriptoloji (sifreleme bilimi), optimal problemler, genetik, sehir planlamasi ve

mimarliktir.



BOLUM 2
DOGAL DENGELI KARELERIN ALGORITMALARI

2.1. Aritmetik Dizilerin Olusturulmasi

Kareler, derecelerine gore ciftli ve tekli kareler olarak isimlendirilirler. Cift
sayilar ise ¢iftli-¢ift ve tekli-¢ift sayilar olarak ikiye ayrilir.

Ciftli-Cift Sayilar: Ikiye boliindiigiinde ¢ift say1 olusturan sayilardir.

Tekli-Cift Sayilar: ikiye boliindiigiinde tek sayr olusturan sayilardir.
Olusturacagimiz sihirli karelerin dereceleri tek, c¢iftli-¢ift veya tekli-¢ift olarak
adlandirilacaktir.

4,8,12,16,20,...,4k ciftli-¢ift sayilar,

2,6,10,14,...,2(2k-1) tekli-¢ift sayilar,

1,3,5,7,9,...,2k+1 tek sayilar, ke¥"

Dengeli karelerin algoritmasini agiklamak i¢in 3 soruyu yanitlamak gerekir:

Ne, Nereye, Nasil yazilmalidir?

ne¥" olmak tizere, n. Dereceden bir sihirli kare olusturmak igin

{1,2,3,...,n°} kiimesinin sayilar1 n/2 gruba ayrilir (tek dereceden kare igin
(n+1)/2). Her grup ise 4 gesit aritmetik dizi icerir. Her dizinin son terimi bir sonraki
dizinin ilk terimi olur. Her 4. dizinin son terimi 1. dizinin 1. terimiyle aynidir. Bu
ifade tiim gruplarin dizileri icin gecerlidir. Ik grubun dizi uzunlugu », ikinci grubun
dizi uzunlugu n-2, genel olarak k. grubun dizi uzunlugu »-2(k-1)’dir.
(ke {1,2,...,n/2}) Boylece son grubun , yani n/2. grubun dizi uzunlugu 2 olur. n.
Dereceden kare i¢in 1. grubun 4 dizisini olusturalim:

ar: 1,2,3,...,(n-1),n (1’er artar)

Bi: n,2n,3n,...,(n—=)n,n> (n’er artar)

vi: n°,(n* =1),(n’ —2),...,[112 —(n —1)} (1’er azalir)

81:[112 —(n—l),[n2 —(n—l)—n],...,[n2 —(n—l)—(n—Z)n],[n2 —(n—l)—(n—l)n]

(n’er azalir)
01 dizisinin son terimi 1’e, ondan bir Oncesi ise (n+l)e esittir.



Her grubun 1. dizisinin 1. terimi bir onceki grubun 4. dizisinin (yani
dizisinin) sondan bir &nceki terimin 1 fazlasma esittir. Ornek olarak, 2. grubun 1.
terimi (#n +2) sayisi ile baslayacaktir. Her grubun 1., 2., 3., ve 4., dizileri sirastyla +1,

+n, -1, -n olarak artar ve azalir.

Ornek olarak n=12 icin 1. ve 2. gruplarin dizilerini yazalim:
o o 1,2,3,...,11,12
o [;:12,24,36,..,132,144
o v:144,143,142,...,134,133
e §;:133,121,109,...13,1

o oy 14,15,...,22,23

o [}5:23,35,...,119,131

e v, 131,130,...,123,122
o 0,:122,110,...,26,14 vb.

Boylelikle, “Ne” sorumuzun yaniti olarak gruplar1 ve dizileri nasil elde
edecegimizi gosterdik. Gruplarin ve dizilerin bdyle kuralla olusturulmasi istenen

ciftli-¢ift, tekli-cift ve tek dereceden karelerin hepsi i¢in gegerlidir.

2.2. Dengeli Karelerin Cercevelere Ayrilmasi

Simdi ise “Nereye” sorusunu yanitlamak icin ele aldigimiz kareyi ¢ergevelere
ayiralim: Cergevelerden kastimiz distan ige varolan ig-ige, es merkezli (konsentrik)
kare cergeveleridir. Tek ve ¢ift dereceden sihirli karenin es merkezli gerceveleri

farkli olduklarindan, onlar1 ayr1 ayr1 inceleyelim.

2.2.1. Cift Dereceden Karelerin Cerceveleri

Herhangi bir biiyiik kareyi esit aralikli olmak iizere yatay ve diisey paralel
dogrularla hanelere bolelim. Dogrularin sayisina gore kare belli bir sayida hanelere
boliinmiis olacaktir. Biiyiik kare bu durumda her zaman belli bir tam sayinin karesine
esit sekilde sayiya sahip olacaktir. Cift dereceden kareler i¢in, n bir ¢ift tamsay1
olmak iizere, n - sayist karenin derecesini belirleyecektir. Distan iceriye dogru elde

ettigimiz bu haneleri es merkezli ¢erceveler halinde gruplandiralim. Bu ¢ergevelerin



sayisl 5 sayisina esittir. Bu durumda sonuncu gergeveyi 4 haneden olusan bir kare

belirleyecektir. Bu son kare de gergeve olarak g sayisina dahildir. Distan i¢ce dogru

cerceveleri sirasmna gore n. dereceden (n-2). dereceden,...,4. dereceden ve 2.
dereceden es merkezli ¢ergeveler olarak belirleyelim. Her ¢ergevede bulunan haneler
sayisini belirleyelim. n. dereceden karenin her satir ve slitununda n-sayida hane
oldugu asikardir. Cergevedeki tiim hanelerin sayis1t 4n—4 e esit olacaktir. —4 iin
nedeni ger¢evenin koselerindeki hanelerin her satir1 her siituna dahil olmasindan
dolayidir. Boylece n. Dereceden ¢ercevede 4.(n—1) tane hane olacaktir. Bu
diisiinceyi (7 —2). Dereceden ¢erceveye uyguladigimizda
4.(n-2)-4=4n-8-4=4n-12=4.(n-3)
tane hane olacaktir. BoOylece devam ettigimizde 4. dereceden kare igin 4.3,

2.dereceden kare i¢in 4.1 tane hane olacaktir. Burada istenilen gercevedeki haneler

sayis1 ¢ercevenin derecesinden 1 eksik olarak 4 ile carpimina esit olacaktir. (4.(kare

derecesi—1))

Gorildiigii gibi ¢ercevedeki haneler sayis1 bir aritmetik dizi olusturur. Bu

aritmetik dizinin terimler sayisinin toplami n2 ye esit olacaktir. Bunu gdsterelim.

Bu diziyi olusturalim:

N=4.1+4.3+4.5+...+4.(n~1)
—4 (14345+.. +n-1)

Terim sayist gye esit oldugundan dolayi,

l1+n-1

n_ 2
2 2

N=4.1. = pn“ olur.

2.2.2. Tek Dereceden Karelerin Cerceveleri (Merdivenli Cerceveler)
n . dereceden bir karede, n ¢ift say1 oldugunda karenin geometrik merkezine
yakin bir ¢ift satir ve siitunu; n tek oldugunda ise karenin merkezinden gegen tek

satir ve siitunu goz oniline alalim.(Sekil 2.1.1 ve Sekil2.1.2) Cift ve tek dereceden
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karelerdeki bu satir ve siitunlart karsilastiralim. Orijini karelerin geometrik
merkezinde ve eksenleri karenin kenarlarina paralel olmak tizere kartezyen koordinat
sistemini ele alalim: n ¢ift oldugunda eksenlere goére bu satir ve siitunlar

simetriktirler. (Sekil 2.1.1); n tek ise eksenlere gore yarim haneli satir ve siitunlar

simetriktirler. (Sekil 2.1.2)

Bu yarim haneli satir ve siitunlar1 ¢ift dereceden karenin haneleri ile
karsilagtirdigimizda bunlarin kdsegenlere uygun oldugunu goriiriiz. Ciinkii karelerin
cergevelerindeki satir ve siitunlar bu kdsegen hanelerindeki sayilart icermektedir.
Bundan dolay1r tek dereceden karelerin konsentrik cerceveleri farkli sekil
alacaklardir. Karenin kosegenleri 45°donerek tek dereceden karelerin merkezcil satir

ve slitununa dontistiigline gore yeni gerceveler de ayni ac1 kadar doneceklerdir.

Merkezcil satir ve siitunlarin, karenin merkezine gore yatay ve dikey olarak
esit uzaklikta olan 4 hanenin merkezlerini birlestirdigimizde, bu dogrularin iizerinden

gectigi haneler merdivenli ¢erceveler olusturacaklardir.(Sekil2.2)

n. dereceden karede bu g¢ergeveleri sirasiyla, n.,(n—2).,(n—4)., vb dereceden

i¢ ¢ergeveler olarak isimlendirecegiz ve bunlaniM, M, ,, M, _, vb ile gosterecegiz.

-2
Boyle merdivenli cergevelerdeki hanelerin karenin normal cergevesinin satirlarina
(veya siitunlarina) izdiisiimlerini aldigimizda M ¢ergevelerin  haneler sayisinin
satirlardaki (veya siitunlardaki) haneler sayisina esit oldugunu gortiriiz. (sekil2.2)
Herhangi bir M, gergevesinin bir sonraki M , , ¢ergevesini koselerden agarak M,
cercevesinin  uygun kenarlarmma paralel olarak disart tasirdigimizda agilmig
merdivenli cerceve olusacaktir. Bu g¢ergeveye dis merdivenli ¢erceve diyecegiz ve

M ,_, olarak gosterecegiz.

11
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Sekil 2.3 Karenin Cergevelerinin Siralanmasi veya Derecelenmesi

o 1. gergeve [ n. derece ]

+ 2. gergeve [(n-2). derece]
o 3.¢ergeve [(n-4). derece]

X (g -3). cergeve [8.derece]
0 (g -2). ¢ergeve [6.derece]
* (g -1). cergeve [4.derece]

A (g). gerceve [2.derece]

Sekil 2.3’ te n.dereceden karenin cerceveleri sirasina (derecesine) gore gosterilmis
ve ayni gercevelerin kosegenlerindeki haneleri ayni sembollerle isaretlenmistir.
Cercevenin yatay veya diisey hanelerinin sayisi onun derecesini gosterir. Kuskusuz
ki, gercevelerin sayist ve ele aldiimiz gruplarin sayis1 birbirlerine esittirler, yani

cerceveler sayisi=gruplar sayisi=n/2. Tek dereceden kare igin cerceve ve gruplar

13



sayist (n+1)/2’ye esittir. Bu nedenle son dizi bir sayidan ve ¢ergeve ise bir haneden

ibarettir.

Her gruptaki dizilerin elemanlar1 sayis1 uygun ¢ergevedeki haneler sayisina

esittir.

Gortildiigii gibi cergeveler ve gruplar sayilarinin esitligi bizi su noktaya gotiiriir:
1. cerceve hanelerine 1. grubun 4 dizisindeki sayilar yazilacak;
2. cerceve hanelerine 2. grubun 4 dizisindeki sayilar yazilacak, vb.
Her grubun dizi elemanlar1 ¢er¢cevenin hanelerine kapali graflarla (¢izgelerle)

yazilir. Her ¢erceveye uygun bir kapali ¢izge mevcuttur.

2.3. Merdivenli Cercevelerin Hane Sayisi:
Simdi i¢ ve dis ¢ercevelerdeki haneler sayisini inceleyelim. n.dereceden

karenin istenilen x. dereceden cergevesinin simetrik 2 satir ve 2 siitunundaki haneler
sayisinin4.(x—1) e esit oldugunu ¢ift dereceden kareler i¢in ispat etmistik. Ayni

yontemle bunu 7 ’nin tek degerleri i¢in de ispat etmek miimkiindiir.

Simdi herhangi M, cer¢evesindeki haneleri hesaplayalim. Sekil 2.2° de
herhangi bir M, gergevesi gosterilmistir. Sekilden de goriildigi gibi karenin 1. ve

sonuncu satirdaki haneler sayis1 2x’ye, cergevedeki haneler sayisi ise 2( u—l) e

esittir. Bu durumda 2 hanenin az olmasinin nedeni, A ve B hanelerinde, satirlardaki 2

simetrik hanelerin ¢akigmasidir. Merdivenli i¢ ger¢evenin bir sonraki M, ,yi goz
Oniine alalim. Sekil 2.4° te M ve M, ,gerceveleri sirasiyla eve* sembolleriyle

isaretlenmistir. Incelemeler gosterir ki, M

.2 cercevedeki haneler sayisi da

2(u—1)’e esittir. Bu esitligin nedeni, M, ,cergevesi agilirken onun tepe
hanelerininM/'k2 cergevesinde 2 haneye doniigmesidir. Boylece M, ve M/'k2

cercevelerindeki haneler sayis1 4.(u —1) ’e esittir.

14



e e it e el k|

]

-

P -

Sekil 2.4 M, ve M, , I¢ Merdivenli Cergeveler

5 7 8 1" 13 15| 17 | 17 17 15113 1 8 7 5

15

13

11

Sekil 2.5 17.Dereceden Karenin I¢ ve Dis Merdivenli Cergeveleri

15




Boylece, tek dereceden karenin normal g¢ergevesi 2 merdivenli ¢ergeveden
olusur, N, =M +M ' 4 dir. Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz ki, ¢ift dereceden
karelerdeki c¢ergevelerden farkli olarak tek dereceden karelerde merdivenli dis ve i¢

cerceveler normal cergevenin tiim hanelerini kapsamaktadir. Sekil 2.5’te 17.

dereceden karenin i¢ ve dis merdivenli ¢er¢evelerin tiimii gosterilmistir.

2.4. Tek Dereceden Karenin Cerceveler Sayisi:

Cift dereceden karelerde oldugu gibi tek dereceden karelerde u.dereceden
cergevedeki haneler sayis1 4(x —1) formiilii ile ifade edilir. Tek dereceden karelerde
merkezcil haneyi n” tane haneden ¢ikarirsak, geri kalan n* —1 haneleri cercevelere
dagitmak gerekir. n.dereceden karede sirasiyla, n.,(n—2).,(n—4).,...,3..dereceden
cercevelerdeki haneler sayisiin 4(n—1),4(n—-3),4(n->5),...,8’e esit oldugunu ele

aldigimizda, bu sayilarin aritmetik bir dizi olusturdugunu goriiriiz. Bu dizinin sabiti

8’e esittir. Bu dizideki terimler sayisinin g¢ergeveler sayisina esit oldugu goz oniine
alinip, bu degere x denirse ve terimler toplammnin (n° —1)"e, yani karenin (merkezcil

hane hari¢) tiim haneler sayisina esit oldugu dikkate alinirsa, asagidaki formiilden

x'1 bulabiliriz:

4n-D+8
2

-1

=l x=l 2.1)
2

Uyari: Burada sonuncu merdivenli ¢ergevenin bir haneden, yani merkezcil haneden

olustugu dikkate alinmigtir. Tiim tek dereceden karelerde bu haneye yazilan say1

n® +1

ye esit olacaktir.

-1 )
Teorem 2.1: »’tane haneye béliinmiis tek dereceden kare nT tane konsentrik (es
merkezli) merdivenli gergeveden ve bir tane merkezcil haneden olusur. Ornegin;

.. 5-1 . .
n=>5 icin Sl = 2 tane ¢erceve ve bir merkezcil hane olusur.

. -1 .
Tek dereceden karelerde dizi gruplari sayisinin da nT ye esit oldugunu tiimevarim

yontemiyle ispatlayabiliriz. Boylece, tek dereceden karelerde de, cift dereceden

karelerde oldugu gibi cergeveler sayis1 4 aritmetik diziler gruplarinin sayisina esittir.
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Bu dizilerdeki sayilar derecesine uygun cerceveye yazilir. Aritmetik dizi gruplari

{aﬂ, ﬂy,)/ﬂ,é‘y}suaswla, dizi sabitleri +1,+n,—1,—n olan dizilerden olusur. a,

dizisinin 1.sayis1 merkezcil sititunun 1. hanesine yazilir. Her dizinin terimleri

merdivenli i¢ M, ve dis M '#_2 cergevelerine ¢ok basit grafiklerle (gizgelerle)

yazilir. Sekil 2.5°de 17.dereceden karenin merdivenli ¢ergevelerinin tiimii

gosterilmigtir.
2.5. Dengeli Karelerin Cizgeleri

2.5.1. Ciftli-Cift Dereceden Dengeli Karelerin Cizgeleri

Sihirli kareyi olusturmak i¢in 3 sorudan 2. sini yanitladik. Yani sayilari
diizenli olarak karenin hangi hanelere yazilmasi gerektigini belirledik. Ciftli-¢ift
dereceden kareler icin gerceveler karenin geometrik merkezine gore es merkezli
merdivenli c¢ercevelerden olusmaktadir. Cift dereceden gergeveler i¢in 6nemli olan
haneler, kosegenler ve merkeze yakin iki satir ve siitunlardir. Tek dereceden
karelerde ise 6zel haneler merkezden gegen tek satir ve siitundan olugmaktadir. Bu
0zel haneler, yani ¢ift derecelerde kosegenler ve tek dereceli karelerde ise merkezden
gecen satir ve siitunlar anahtar roliinii oynamaktadir. Bu hanelerde olan sayilar dizi

gruplarindaki baglangi¢ ve sonuncu sayilarin bulundugu yerlerdir.

Sihirli karenin algoritmasinin 3. sorusu bu g¢ergevelere sayilarin ‘nasil’
yazilacagidir. Dizi gruplarindaki sayilar g¢ergeveleri yazmak i¢in 6zel c¢izgilerden
faydalanmak gerekir. Bu cizgiler bir dizi grubundaki sayilari uygun cerceveye
yazmak i¢in belirtilen ¢izgilerdir. Herhangi bir ¢ercevede baslangi¢ hane olarak ele
aldigimizda dizi grubunun sayilarin1 tam olarak yazdigimizda yeniden baslangic
hanesine donmiis oluruz. Bu da kapali bir graf (¢izge) olusturmaktadir. Cift
dereceden karelerde bu kapali cizgelerin farkliligi sadece ‘+’ isareti olusturan
hanelerde bulunmaktadir. (Merkezden gegen iki satir ve iki siitunun olusturdugu
hanelere ‘+’ isareti ismini verecegiz). Bu isaretin disindaki hanelerde ¢izgiler ayni
ozellige sahiptirler. Cift dereceden karelerde birinci hane olarak karenin sol yukari
kosesindeki hane kabul edilir. (Koselerden herhangi birisi de olabilirdi). Sekil 2.6 da
baslangig olarak secilen hane, sol alt hane olarak se¢ilmistir. Ikinci hane ise merkeze

gore birinci hanenin simetrigi olan saat ibresi yoniindeki hane olarak ele alinir.

17



Orneginl6.dereceden karenin kapali ¢izgelerini gosterelim.
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Sekil 2.6 16. Dereceden Dengeli Karenin Kapali Graflar
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Dizi grubu 4 diziden olustuguna gore kapali grafimiz 4 da kisimdan
olugmaktadir. Dizi gruplarint goriintii olarak birbirinden farklilastirmak i¢in karenin

haneleri uygun diziler i¢in renklendirilmektedir. & dizisine uygun haneleri mavi, S
dizisine uygun haneleri kirmizi,y dizisine uygun haneleri mor, ¢ dizisine uygun

haneleri turuncu ile renklendirilmistir. Kapali ¢izgenin dizilere uygun kisimlari da bu
renklere boyanir. Sekle dikkat ettigimizde bu kapali graf asikar olarak goriilmektedir.
Her dizinin hangi haneye yazilacagi oklarla gosterilmistir. Bu kapali ¢izgenin
cizgileri ‘+’ isareti icinde farklilik gosterirler. Ciftli-Cift derecelerin boyle kapali

grafigini £, ile gosterelim. Simdi ise bir sonraki Tekli-Cift dereceden gergevenin

kapali grafini (¢izgesini) ele alalim. Bu graf sekilde % ile gosterilmektedir. Simdi

Ciftli-Cift dereceden karede oldugu gibi bu kapali grafin ¢izgileri de uygun
renklerden olusmaktadir. Burada fark yine de ‘+’ isaretinin icerisindedir. Bu kapali

cizgeyi E, , ile gosterelim. Boylece istenilen Ciftli-Cift dereceden kare i¢in tim
Ciftli-Cift dereceden cergeveler i¢in kapali graflar £, gibi, Tekli-Cift dereceden
cergeveler i¢in ise E, , gibi gosterilecektir. Ciftli-Cift dereceden kareler igin 8.

dereceden cercevenin kapali grafi, Ciftli-Cift cercevelerin hepsinden farklilik
gosterir. Burada Ciftli-Cift ¢erceve i¢in artan dizilerin grafikleri, azalan dizinin

grafiklerinden ‘+’ isareti i¢inde farklilik gosterirler. 8. derecede ise artan ve azalan
dizilerin graflart aynmidir. Geri kalan? Ve% nin kapali graflart sekil 2.6’da

gosterilmistir.
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2.5.2. Tekli-Cift Dereceden Karelerin Cizgeleri

Simdi ise Tekli-Cift dereceden karelerin cizgelerini belirleyelim. Ornek
olarak; 14. dereceden kareyi ele alalim. Burada da graflar kapali olarak uygun
renklerle gosterilmistir. (Sekil 2.8) Burada artan ve azalan dizilerin graflart  ‘+’
isareti igerisinde birbirinden farklidirlar. Ilging olan odur ki, Tekli-Cift dereceden
karenin 1. cgercevesi Ciftli-Cift dereceden karelerde Tekli-Cift c¢ercevelerinin
aynisidir. Bu diisiince istenilen Tekli-Cift kareler i¢in gecerlidir. Simdi ise bu 6rnekte
Ciftli-Cift cergevelerin graflarin1 gosterelim. (Sekil 2.8’e baktigimizda) Ciftli-Cift
cercevelerin graflarinin hepsi aynidir. Tekli-Cift karelerin Tekli-Cift ¢erceveleri de
birbiriyle aymidir. Gorildiigii gibi Tekli-Cift karelerin 1. cergevesi, geri kalan

cercevelerin hepsinden farklidir. Bu Tekli-Cift dereceden karelerin graflarim

ise £

/kz,E/'H... ile gosterecegiz. Istenilen Tekli-Cift dereceden karenin kapali

graflarini asagidaki gibi siralamak amacimiza uygundur.

' '

E

"'En’En—Z’En—4’En—() 2" u—4°

JE, E

u=2

Eg, E( E,, E,
"'ZZHS ,lzﬁ,15£4,li;,.lzo,15;,ZT;,ZTQ,ZT;

E,=E,=E, ve E,, = E,, = E, yani graflar aymdir. (‘+ isareti ierisinde)

Sonug olarak; Ciftli-Cift ve Tekli-Cift ¢izgelerini kiyaslarsak goriildiigi gibi
Ciftli-Cift karelerde 8. dereceden g¢ergevenin ¢izgesi ve Tekli-Cift karelerde ise 1.

¢ergevenin ¢izgesi Obiirlerinden farklidirlar.

2.5.3. Tek Dereceden Karelerin Cizgeleri

Cift dereceden karelerin ¢izgelerinden farkli olarak, tek dereceden karelerin
cizgeleri ¢ok basittir. Tiim diziler i¢in bu ¢izgeler ayn1 bigime sahiptir. Bu ¢izgeler
merdivenli ¢ercevelerin hanelerini zig-zag seklinde tarayarak olusturulur. Bu ¢izgeler

merdivenli ¢ergevelerin hepsinde ayni1 bi¢gimde yazilir.

Ornek 2.1 7. dereceden bir dogal sihirli kareyi diziler ve graflar yardimiyla
olusturalim.

e ,:1,2,3,4,5,6,7

e f:7,14,21,28,35,42,49
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o 7,:49,48,47, 46, 45,44, 43

o ,:43,36,29,22,15,8, 1

1. dizi grubunu tamamlayarak 7. dereceden karenin 1. merdivenli ¢ergevesine sayilari
‘+’ igaretinin en st hanesinden baglayarak graflar yardimiyla yerlestiririz. (Sekil 2.9)

Simdi 2. , 3. ve 4. dizi gruplarini olusturarak sayilar1 ayn1 yontemle yazmaya devam

edriz.
° a,:9,10,11,12,13
o B, :13,20,27, 34, 41
o 7,: 41,40, 39, 38, 37
o 0,:37,30,23,16,9
° a,: 17,18, 19
. £ 19,26,33
. 7y 33,32,31
. 0,: 31,24, 17
J a,:25
4. dizi grubu sadece 25 ten olusacak ve merkezdeki haneye yerlesecektir.
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Bu grafin baslangict 7. dereceden ¢ercevenin 1. hanesinden (karenin
ortasindaki ‘+’ isaretinin en {iist hanesinde) baslayarak acilmig cer¢evenin bir
kenarinin ve agilmamis ¢ergcevenin diger kenarlarinin hanelerini birlestirerek devam
eder. Bu graf, a¢ilmamis cercevenin bir sonraki kdsesinde bitmektedir. Sonra ayni
kuralla bu graflara dik devam ederek agilmamis c¢ergevenin bir sonraki hanesinde
biter. Yine ayni kuralla bu haneden devam ederek oOncekinin kaldigi kdseden
baslayarak acilmamis ¢er¢cevenin bir sonraki hanesinde biter. Son olarak, bu haneden
yine ayni1 kuralla devam ederek basladig1 kdseye(noktaya) gelir. Bu bir 7. dereceden

karenin 7. dereceden ¢izgenin bir devridir. (Sekil 2.9)

5. dereceden c¢ercevenin devrini olusturmak igin, bu c¢er¢evenin yukari
kosesinden ayni kuralla devam ederek, haneye donecegiz. 3. dereceden cergevenin

devrini olusturmak i¢in yukar1 kosesinden baslayarak devam ettirecegiz. Boylece 7.
. .. . -1 .
dereceden karenin ¢izgelerinin devir sayisi 77 =3 tiir. En sondaki merkeze dogru

yonelmis 1 ¢izgeden olusur. (Sekil 2.10)

Bu kural, istenilen tek dereceden dengeli karelerin hepsinin yazilmasi igin

gecerlidir.

Sekil 2.10 7. Dereceden Dengeli Kare
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2.6 Ornek: Simdi de 15. dereceden bir dengeli karenin kapali gizgelerini ve kareyi

sekilleriyle gorelim.

T
I | -
Db nenar .
@l pes s vsid
Vs 90 i

Sekil 2.11 15. Dereceden Dengeli Karenin Kapali Cizgeleri
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Sekil 2.12 15. Dereceden Dengeli Kare
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2.7 Ornek: 16. dereceden bir dengeli kareyi gosterelim.

Sekil 2.13 16. Dereceden Dengeli Kare
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BOLUM 3

DOGAL DENGELI KARELERIN OZELLIKLERI:

3.1. Tamimlar:

Simdi dogal dengeli karenin 6nemli 6zelliklerini gostermek i¢in birkag tanim

sunalim.

Herhangi bir kareyi Sekil 3.1° de gosterilen boliimlere ayiralim. Sekildeki “+”
isareti merkeze en yakin iki satir ve siitunlardan olugmaktadir. Bu satir ve siitunlarin
kesismesi karenin merkezi 2x2 karesini olusturur. Tekli karede “+” isareti bir

slitunun ve bir satirin kesismesinden olustuguna gore merkezi kare bir haneli olur.

Sekil 3.1: Cift dereceden karenin 6zel bolgeleri

Kosegenler ve “+” nin yardimiyla meydana gelen 8 bolge ise “A” isaretiyle
belirlenmistir.

a- Kosegen lizerindeki sayilara kosegen sayilari,

b- Merkezi karenin icerisindeki 4 sayiya merkezi sayilar,

c- “4” igerisindeki sayilara (merkezi sayilar hari¢) arti-i¢i sayilar,

d- “A” isareti igerisindeki sayilara li¢gen-i¢gi sayilar diyecegiz.
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Simdi ise 16.dereceden sayil1 2 kareyi ele alalim.

1- 256 sayilarini ardisik olarak 16x16 karesindeki hanelere yazalim. Boyle

kareye dogal kare denir(Sekil 3.2). Sekil 3.2°de ise tarif ettig§imiz yontemle yazilmig

16. dereceden dogal sihirli kare gosterilmektedir.

Ele aldigimiz bu iki sayili kareleri (Sekil 3.1 ve sekil 3.2) karsilagtirdigimizda

asagidaki sonuglar ortaya ¢ikmaktadir;

Lozoa|dls el u)e b EENEE 4! 15| 15]
BRI E R e Ine
13031 33036 |37 3R ]angar a2 : a3 bAG A5 | 40 |-1'-' R
A S Al -!5_" SIURL|ESSLIATYSE A G 6T ez 105 [ A4
H K] ni Nl Iﬁh AT AT TR TR TR T I- R . 10| 0
| | LENI R o iH:'- BY | s R g U0 a2 uing tas | 05
] i iz

97 |

dE U 10

!I:'];

ni2

[AE IRV LY B

199,110}

a- Kosegen lizerindeki sayilardan sadece merkezi sayilar kendi kosegenleri

Sekil 3.2: 16. dereceden dogal kare

tizerinde yerlerini degisirler,

b- Arti-i¢i sayilar “+” isareti i¢inden disar1 ¢ikmayarak merkezi veya dogrusal

simetriye uygun olarak yerlerini degisirler,
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Sekil 3.3: 16.dereceden dogal sihirli kare

c- Ucgen-i¢ci sayillar ise donme ve dogrusal simetrilere uygun olarak

transpozisyon ederler.

Ornek 3.1: 2 ve 15 sayilar diisey eksen etrafindan 180° déndiiriilerek yatay eksene
gore simetrik hanelere, yani 242 ve 255 sayilarinin hanelerine kayarlar; bu son 2 say1
ise donmeden bosaltilmis hanelere gegiyorlar.

Ayni bir simetrik transpozisyon yardimiyla dogal kareden olusturulan kareye “dogal

dengeli kare” denir. [1]
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3.2. Dengeli Karelerin Ozellikleri
Cift dereceden dogal sihirli karelerde;

3.2.1.0zellik:

a- Karenin geometrik merkezine gore simetrik kosegen sayilar
b- Diisey veya yatay eksenine gore simetrik licgen-ici sayilar
c- Arti-i¢i siitun veya satir sayilari sirasiyla, tekli-¢ift gerceveler i¢in dogrusal,

ciftli-cift cerceveler icin ise noktasal simetri olarak n°+1, (162+1=257) invariantini
saglamaktadirlar. Ornekler (sekil 3.3): asagidaki drneklerde sayilar matris elemanlar

olarak belirlenmisler;

1. 61+196=257 (a,,s +a,3,) ( yan kosegen iizerinde sayilar)
103+154=257 (a,, +a,,,)  ( baskdsegen lizerindeki sayilar)

2. 50+207=257 (a,, +a,,s) (sekil 3.1; A4 ve Alde iiggen-i¢i sayilar)
T7+180=257 (@, , +ay, 3) (sekil 3.1; A5 ve A8de liggen-i¢i sayilar)

3. 219+38=257 (ay,, +ay;) (sekil 3.1; A2 ve A7 de liggen-ici sayilar)
59+198=257 (a, ¢ +ay;,) (sekil 3.1; A3 ve A6da liggen-igi sayilar)

4. 127+130=257 ve 114+113=257 (ay s +ay,5;a5, +a,,) (yatay eksene gore

simetrik arti-i¢i satir sayilar)

128+129=257 ve 144+113=257 (ay, +ag,q;a5, +ay,,) (merkeze gore simetrik
arti- i¢i satir sayilar)
5. 232+425=257 ve 24+233=257 (a,5+a,,;a55+a;5,) (diisey eksene gore
simetrik arti-i¢i siitun sayilar)

217+40=257 ve 216+41=257 (ay5+ay, ;0,5 +0a,5) (merkeze gore simetrik

arti-i¢i siitun sayilar)

3.2 Tanmm: Cercevenin tepesindeki ve onunla komsu hanelerdeki sayilara “kose-

ticliisti” denir. [1]
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3.2.2. Ozellik:

Ciftli-cift ve tekli-cift dogal sihirli karelerde merkeze gore simetrik kose-
ticliisii sayilarinin toplami kendi aralarinda esittirler.
Bas kosegen lizerinde merkeze gore simetrik kdse-ligliisii sayilarinin karelerinin

toplami1 kendi aralarinda esittirler.

Ornekler 3.2 (Sekil 3.3):
16+255+17=241+32+15=288
142424+240=256+225+2=483
17424224240°=256"+225%+27=116165
16. dereceden ¢ergevedeki sayilar.
31+238+34=226+47+30=303
18+227+223=239+210+19=468
1874+227%4223*=239%+210*+19>=101582

14. dereceden ¢ergevedeki sayilar.

3.2.3. Ozellik:

Tek dereceli dogal sihirli karelerde sirasiyla, diisey ve yatay eksenlerine gore

simetrik siitunlarda ve satirlardaki sayilar agagidaki sayilar sistemini olustururlar.
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Ornekler 3.3 (Sekil 3.4):
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Sekil 3.4: 15.dereceden dogal sihirli kare

114+130+...+210+211+2+...+82+98=128+144+.. . +224+15+16+...+96+112=1695
1147 +130% +...4+210* + 211 + 2% +...+ 827 + 987 = 128> +144% +...+224* +15* +16* +...+ 96 +112* = 260065

(Bu sayilar 1.ve 15. siitunlardadir).

Cift dereceli sihirli karelerde bu o6zellik biraz karmasiktir. 16. dereceden
cerceveyi gdz oniine alalim. (Sekil 3.3). Ornek olarak; 1. satirda tek ve cift veya ¢ift

ve tek numarali hanelerde (genel gosterim: a;, ve a; ;) bulunan, istenilen 1 ¢ift say1
ve bu sayilarin diisey eksene gore simetrik hanelerde (a;,_,,, ve a;, ;) 1 ciftini ele

alalim. Boylelikle elimizde 2 ¢ift say1 olacaktir. Bu 2 ¢ift sayinin toplami yatay
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eksene gore simetrik 16. satirdaki 2 ¢ift saymnin toplamina esit olur. (eger kdsegen
sayilar1 ve arti-i¢i sayilar bu cift sayilara dahillerse, yatay simetri yerine merkez
simetrisinden faydalanmak gerekir; tekli-¢ift ¢cercevelerin arti-igi sayilar1 harig). Bu
ozellikler 4 ¢ift, 6 ¢ift, 8 ¢ift,... sayilar i¢in de gegerlidir. Istisna: istenilen ¢iftli-cift
dogal sihirli karenin 8. ve 4. dereceden cercevelerinde arti-igi sayilar »° +1

invariantini noktasal simetri olarak degil, dogrusal simetri olarak saglamaktadirlar.

Istenilen tekli-gift dogal sihirli karelerde ise bu istisna sadece 4. dereceden

cergeve icin gecerlidir.

1. siitunda 2 ¢ift veya 4 ¢ift say1 ve bunlara diisey eksenine gore simetrik 16.
stitundaki sayilari ele alalim. Birbirlerine gore simetrik hanelerde bulunan bu 2 g¢ift

ve 4 ¢ift saymin toplami ve karelerinin de toplami birbirlerine esittir.

Ornekler 3.4 (Sekil 3.3) :

82+159+111+162=175+98+146+95=514

82> +159° +111° +162* =175% + 98> +146° +95% = 70570

2. siitun ve 15. siitun
14240+97+144+128+145+32+241=16+17+160+129+113+112+225+256=1028
17 +240> +97% +144° +128° +145° +32° + 241 =

16° +17% +160% +129> +113% +112* + 225> + 256> = 184260

1. siitun ve 16. siitun
69+182+74+185+184+71+187+76=181+75+183+72+73+186+70+188=1028

69> +182% + 74> +185* +184% + 71> +187* +76* =
1817 +752 +183* +72* +73* +186> + 70* +188* = 157228

5. satir ve 12. satir
Tekli-gift cerevelerde arti-igi dogrusal simetriye sahip 4 cift sayin’ +1
invariantini saglar. 16. dereceden dogal dengeli kareyi ele alalim. (sekil 3.3). Arti-i¢i

(2. Satir ve 2. siitun) ve (15. siitun ve 15. satirdaki) 4 ¢ift sayiy1 géz oniine alalim.

Yukarida yazdigimiz esitlik sistemi bu ¢ift sayilar i¢in de saglanir.
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232425+114+143=127+130+244233=514=2.(16" +1)
2327 +25° +114% +143° =127% +130% +24° +233° = 87894

Not: Bu son esitlik sisteminde kareler i¢in saglanan esitlik (2.satir ve 15. siitun) ve
(2. siitun ve 15. satirdaki) sayilar i¢in saglanamaz. Yani, tekli-¢ift ¢cergevelerdeki bu

4 ¢cift sayilar 2’ser ¢ift olarak yan kosegene gore simetrik hanelerde bulunmalidirlar.
3.2.4. Ozellik:

Dogal sihirli karelerde onemli invariantlardan birisi de liggen-i¢i sayilara
baglidir. Burada herhangi sayiin yatay ve kdsegen ( veya diisey ve kosegen) komsu
4 saymin toplami 2.(n° +1) invariantim1 saglar. Bu sayilar arti-ici ve kosegen

tizerindeki sayilar1 kapsamamalidirlar.

Ornekler 3.5 (Sekil 3.3):

1. 66+98+190+160=81+83+192+158=514=2(16"+1)
Bu sayilar A1’den alinmistir. (Sekil 3.1)

2. 198+230+58+28=213+215+60+26=514
Bu sayilar A6’dan alinmistir. (Sekil 3.1)

Tek dereceli dogal sihirli karelerde bu 6zellik asagidaki gibi gosterilebilir.
. . ) . n—1 . .
Arti isareti, kareyi derecesi nT ’ye esit 4 kiigiik kareye ayirir. nxn tek dereceli

sihirli kare i¢in n sayisina 1 eklendigi zaman c¢iftli-cift veya tekli-cift say1 elde
edilebilir. Bu halde ¢iftli-cift say1 i¢in her kii¢iik karenin merkezinde bir hane, tekli-

cift say1 i¢in ise her kii¢lik karenin merkezinde ise nokta bulunacaktir (Sekil 3.5).
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Sekil 3.5 Tek dereceden karenin 6zel bolgeleri
1) Eger n+1 ciftli-cift sayiya esit ise
i1) Eger n+1 tekli-¢ift sayiya esit ise

15x15 karesinde, merkezi sayilar 218, 120, 8 ve 106’dir. Bu sayilar biiyiik karenin
geometrik merkezine gére n’+1 invariantim saglayan simetrik sayilardir. Ornek
olarak 1. kareyi 3. kare ile ve 2. kareyi 4. kare ile merkeze gore simetrik kabul ederiz
(Sekil 3.5). Kiigiik karelerin merkezlerini noktasal simetri merkezi kabul edelim.
Ornek olarak 1. ve 3. karelerini ele alalim. 1. karenin merkezine gore 1 ¢ift say1 ve 3.

karenin merkezine gore ayni simetriye sahip 1 ¢ift saymin hepsini toplarsak bu

toplamin 2( n*>+1)’e esit oldugunu goriiriiz.

Ornekler 3.6 (Sekil 3.4):

1) 188+23+203+38=452=2(15"+1)
7+204+22+219=452
216+220+6+10=452

Bu sayilar 1. ve 3. (Sekil 3.5) karelerden alinmustir.

2) 114+111+115+112=452
60+180+46+166=452
72+153+73+154=452
Bu sayilar 2. ve 4. (Sekil 3.5) karelerden alinmustir.
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3.2.5.0zellik:

Dogal sihirli karelerde belirli aritmetik diziler de mevcuttur. Kosegen sayilar
ve kosegenlere paralel dogrular {izerinde bulunan sayilar, (merkezi sayilar da dahil)
belirli bir takim diziler olustururlar (Sekil 3.3).

a) 17,34,...,119,136,153,170,...,255

b) 32,47,...,122,137,152,167,...,242

c) 15,30,...,105,120,135,...,225

d) 1,18,...103,137,120,154,...,256

e)2,19,...,104,121,138,...,240

) 16,31,...,106,136,121,151,...,241.

(120 ve 137); (121 ve 136) merkez sayilar1 kendi kosegenleri iizerinde yerlerini
degistirirler.
a) dizisinin yarim graflari ve b) ve c) dizilerinin graflart yan kosegene gore

simetriktirler.

3.2.6.0zellik:

Dogal sihirli karenin 6nemli bir 6zelligi de asagida verilmistir. Cift dereceden
bu karelerin, disardan igeriye dogru cerceveleri tek-tek cikarildiginda geri kalan
karelerin sihirliligini saglamak i¢in bu karelerin icerdigi 4. dereceden karenin
yazilisinda sadece belirli basit degisiklikler yapmak gerekir. Bu 6zelligi agiklamak
icin 4. dereceden 3 matrisi géz oniine alalim (Tablo 3.1, Tablo 3.2 ve Tablo 3.3)

Tablo 3.1 n. dereceden dogal karenin kapsadigi 4. dereceden karenin matrisi

gy L p no,t dy i 0oL
= | —m] - - —_—- ._—||:'
¢ 12 = 2 s : 2
Ann TN TR NP Bun g
r i A2 _I_ 2l 22
a a ooy, a i
4o | J.8 F Clita Dol
[ FIRE ? 2z
— S | A ——— —
1
a 3| i el .
| L L . +.:'_.L R IR Dol
2 2 ! i s d
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Tablo 3.2 n. dereceden dogal karenin igerdigi 4.dereceden karesinden (Tablo 3.1)

olusturulmus dogal sihirli karenin matrisi

a . . %] d
LT SLNE JELN | I_r‘.,l’.n Jd.La
F 2 2 4 £ e

a d, . a
n n [} ] ()] I r
—4]=-1 - = —+] = 4] =1
PR 12 F PR
aﬂﬂ . an 1 aﬂ 11 aﬂ a0
72 P! Y i

a a . a
LI nota R R Tizlia
i 2 i o7 2

Tablo 3.3 n. dereceden dogal sihirli karenin kapsadigi 4. dereceden karesinin

matrisi (sihirli degil)

| -

a ; | a,
LT By g0 LI 203
? 3 277 | R Pz

L —

a. - a 2, a, .
LU Doty TIad -
A i 3 [ 2 2 22
dp 4 diyq 4, ¢ dn
a1 LY 18 Lot
27 27 27 3 '3

a 3 - &

L LI LY R A AL LU
i3 2 27 I2

3.2.6.1 Ciftli-cift dogal sihirli karelerde:

a) 1. cer¢eveyi c¢ikardigimizda geri kalan (7n-2) dereceden (Oylece de tekli-gift

karelerin) karenin sihirli olmasi i¢in 4. dereceden karede (Tablo 3.3) sadece,

1. satirdaki (a veya d ) ve
L S ’ L) ’ Zh
2 72 2 2

1.siitundaki (a ., veyad ) sayilarin yerlerini degistirmek gerekir.
+1

+2 +2

5

S YE]
o

2719
b) Geri kalan ciftli-¢ift karelerin hepsi, 4. dereceden kare istisna olmakla, sihirli

olmaktadirlar. ( a) daki sayilardaki degisiklikleri yapmak gerekmez).
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c) Sadece 6. dereceden karenin cercevesi ¢ikarildiginda 4. dereceden kare Tablo

3.2’deki gibi yazilmalidir.

3.2.6.2 Tekli-¢ift dogal sihirli karelerde:

d) 1. gerceve ¢ikarildiginda geri kalan istenilen ¢iftli-¢ift karelerin sihirli olmasi i¢in

bu karenin kapsadigi 4. dereceden kare Tablo 3.2° deki gibi yazilmalidir.

| ! i
N IR R PR RAE] BUGNE I TR R LRI PR (1R e e i
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IOGI204 253 5de) 1L (22142 ) 54 s L ee Lot PLEASNIE0LTI 082

53041 21 112 l2aslae s fadli fazfianliae s Lo Rs b

i ! |
205 20005734 1|20 45 ] BT fES '_I','l'-'}"ilnh!lr'-l LAR|E T THA
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S1ah 1[4 faasfra i f2enfi e e 147 iaz 1 dafo ) 82 TR
207210 23u242) s g e Lo |7 sz ol e ianf s

49145 17| e 2t |24n00faee] 10 176 145144 112112 B

1A 221 AXWERSL A 129 AL f 6L aH | US IO Ze 32|18 Lad 80

| i i
102133 su] 0 2alars 222l1as10a]1€d L=8}1 20 125 93 | 94 | 67

— | I

1 H 1 |
(04[221206(2380 2 | 11 34 |5 |60 | 95| 88 1a7a0(15 a2 e

| | | | | |
04|33 i._'!2| TOASN[2Z5 22 TUS [T 1OT LT 291128 27 ) Vb 'f.'ll"!

Sekil 3.6 16. dereceden sihirli kare (B.Franklin)
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Sekil 3.7 16.dereceden sihirli kare (Tamorti)

e) Geri kalan tiim tekli-¢ift karelerin sihirli olmasi i¢in dnce ele aldigimiz karenin
sadece merkezindeki sayilarinin yerlerini kdsegen iizerinde degismek gerekir.
Ortaya cikardigimiz bu oOzellikler istenilen sayilardan yazilmis kareler icin de

gecerlidirler.

Dogal dengeli karelerde agiga ¢ikardigimiz bu ozelliklerin bagka yazarlarin
yazdiklar sihirli karelerde mevcut olup olmadigini kontrol edebilmek i¢in Sekil 3.6

ve Sekil 3.7°de 16. dereceden sihirli karelerin drnekleri gosterilmistir.
Dogal dengeli karelerin bu 6zellikleri, 2. bdliimde agiklanan algoritmanin

dogal dengeli kareler olusturmak icin miikemmel bir kural oldugunu ispat

etmektedir.
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BOLUM 4
DENGELI KARENIN KUTLE MERKEZININ INCELENMESI

4.1. Kiitle Merkezi
Belli sayida kiitle noktalarindan olusan (G) kiitle merkezi, yaricap vektorii
7, olmak tizere kiitle noktalarinin yarigap vektorleri 7 ..., dir. Bunlarin asagidaki

denklemde belirtildigi gibi bir iliskileri vardir.

n u
Lomr
g 4.1)

1
Burada m,, 1 noktasinin kiitlesi r:, m, ve O (se¢ilmis koordinat merkezi) arasindaki

uzakliktir. Zml. = M ise sistemin toplam kiitlesidir. (G) kiitle merkezinin yarigap
i=1

vektorii (O) koordinat merkezinin se¢ciminden bagimsizdir.

Diizenli sistemlerin ¢ok basit denklemlerinin kiitle merkezlerinin
koordinatlarini belirlemek i¢in yazarlar tarafindan incelemeler yapmistir. Diizenli bir

sistem olarak biz burada dogal sihirli kareleri inceleyip ele alacagiz.
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4.2. Dengeli Kare ve Kiitle Merkezi
[1] de istenilen derecede, istenilen sayilardan olusturulan algoritmanin

anlasilmas1 ve uygulamasi oldukga kolaydir.

Eger dogal sihirli karenin her bir hanesindeki sayilar birer nokta kiitle olarak
diistintiliirse, bu sistemin kiitle merkezi ve karenin geometrik merkezi ayni olacak
yani cakisacaktir. Bu Ozellik biitiin sihirli karelere aittir. Bundan dolay:1 sihirli
kareleri (kiipleri,...) ‘Dengeli Kareler’ olarak adlandirmanin uygun olacagi

gorilmistiir.

n.dereceden bir dogal sihirli karenin kiitle merkezini incelemek i¢in dncelikle

dogal sihirli kareyi es merkezli ¢ercevelere bolmemiz yani ayirmamiz gerekir.

Bu c¢erceveler dogal sihirli karenin en disindan en igce dogru

n.,(n-2).,(n-4).,..4. ve en sonunda da 2. dereceden ¢ergevelere ayrilsin.

n.dereceden bir sihirli karenin g—l tane cergevesi elde edilir. n.dereceden bir

sihirli karenin cergevelere gore hanelerinin dagilimi (4.2) deki denklemdeki gibi

ifade edilebilir.

N, =4(u-1) (4.2)

Burada p, cercevenin derecesi ve bu da degerlerini [2,n] araligindan alir ki, bunlar

ardigik ¢ift sayilardir. N, ise u.dereceden gergevenin hanelerinin sayisidir.

Simdi de ZN Yy = n’ oldugunu gosterelim. N ., sayilari, seri sabiti 8 olan bir
2
seri meydana getirir. Gergekten (4.2) ye gore, N,=4, N,=12, N,=20,...,

n

N, = 4(n —1) . Eger biz g tane eleman oldugunu hesaba katarsak,

Zn:N _ N2+Nn£:4+4(n—1)

n 2
— =n"olur.
~ 7 2 2 2 2
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Sihirli karenin merkezindeki 1. denklemin yaricap vektoriiniin orijinini alalim
ve farz edelim ki sihirli karenin sayilar1 kiitle noktalar1 olsun ve bu sayilarin her biri

merkezdeki kendi hiicresine yerlesmis sekildedir. Denklem (4.1) deki duruma gore;

sOyle yazilabilir:
n? T
| m.ri
Vkare = iZIM (43)

Eger dengeli karenin kiitle merkezi ve onun geometrik merkezi denk gelirse

yani ¢akisirsa, o halde rkare O olur. Diger bir deyisle, denklem (4.4) i asagidaki gibi

yazabiliriz.

=
Ne
N

(4.4)

Denklem (4.2) ye bagli olarak, cergevelere gore kiitlelerin dagilimini

diisiiniirsek, o zaman denklem (4.4) i asagidaki gibi yazabiliriz.

n_ [ 4u-l) o
m. l"j

J=1

n r
A n ,u) = 0 (45)
H=

H=2 2

Burada n.dereceden sihirli karenin u. dereceden gergevesinin statik kiitle momentini

e

Ay vektoriiyle gosterecegiz.

Dogal dengeli karede, hanelere yerlesmis olan kiitleler verilen herhangi bir
gergevenin Zl(n,#) vektorii  kolayca belirlenebilir. Islemin agiklamas1 icin

0,, koordinat sisteminin orijini ile sihirli karenin geometrik merkezi denk gelsin yani
cakigsin ve O, ckseni sihirli karenin kenarlartyla paralel olsun. O, veO,

eksenlerindeki A(W) vektoriiniin izdiistimlerini Ax(w) ve Ay(w) olarak gosterelim.
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Cift dereceli sihirli kareler i¢in:

A =-1; A, =0

) %) } n+4 (4.6)
Ay(n,2) =n; Ay(n,4) = O
A =1; A, =-1

v(4,2) (4,4) } 4.7)
A4 =4 Ayyqy =4

Ciftli-¢ift dereceli sihirli kareler i¢in:

Ax(n,S) = O
A =0
¥(n.8) L 24
n—pu-2
A, = } (4.8)
J7E RS
n—p
A,V(n,/l) = I’l( 1) 2

Tekli-¢ift dereceli sihirli kareler igin:

Ax(n n) =1
’ n#+2
A =-n

y(n,n)

X)) T

n—pu-2
A |2 }zﬂ
(4.9)

n—p
Ay(n,ﬂ) =n(-1) ? }y #1n

Tek dereceli sihirli kareler i¢in:

Ay = (n=1)* {ﬂ—l{_(u—3)(ﬂ—2)+(n_ﬂ)(ﬂ_1)}} (4.10)

A ):(n+1)* 4 3

y(n.u

Tablo 4.1 ve Tablo 4.2 de AX(W) ve Ay( ) degerleri icin cercevelere gore

dengeli karelerin dagiliminin diizeni agik¢a goriilmektedir. Bu degerler yukaridaki

denklemler kullanarak elde edilir.
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Tablo 4.2 deki hanelerde, paydaki sayr ayni hanenin sagindaki sayi ile

carpilirsa A4 elde

x(n,u)

elde edilir. Eger ¢arpma paydadaki say1 ile yapilirsa A

y(n.u)
edilir. Ornegin 9. dereceden bir sihirli karenin 5. dereceden gergevesini diisiinelim.

Ax(9,5)

ve Ay(%) degerleri sirasiyla 4*28*112 ve 5*28=140 olur. Tablodaki yerlesik
sayilarin birimini (kg.m) olarak diisinmek miimkiindiir. Formiillerde sihirli karenin
hane kenarinin uzunlugu birim uzunlugu olarak, birim uzunluktur. Bu kenar
uzunlugunu ‘a’ ile gosterirsek tablodaki ve formiillerdeki biitiin sayilar ‘a’ile

carptlmalidir.

(4.6) ile (4.10) denklemlerden goriildiigii gibi ¢ergevenin derecesi sadece

Ax(n’#) ve Ay(n’#)m'in isaretlerini etkiler. Biitiin ¢erceveler igin Ax(n’#) ve Ay(n,#) niin

toplami sifira esittir. Diger bir deyisle sihirli karenin kiitle merkezi ve geometrik

merkezi ayn1 olur yani ¢akisir.

+ A denklemi kullanilarak elde edilen ;l(n,ﬂ) vektori

y(n,u)

= (4>

x(n,pt)

o
‘A(wz)

baz1 6nemli 6zelliklere sahiptir.

1. Cift dereceden sihirli karelerin ardisik ¢ercevelerinin :1(,,,#) ve Z(n,y—Z)
vektorleri bir dogruya gore simetriktir. Sekil 4.2 deki gibi O, ekseniyle bir o agist

yapar. Tek dereceden sihirli kareler i¢in bu 6zellik ¢ok az farklilik gdsterir.

Sekil 4.2 Cergevelere Gore A(n,ﬂ; Vektoriiniin Dagilimi
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2. Herhangi bir ¢er¢evede eger 2 ¢ift veya 4 ¢ift say1 simetrik olarak

yerlesmemis ise ve farkli derecelerden cergevelerden ciftler simetrik olarak
yerlesmemis ise cergevelere gore A(..) vektorlerinin dagilimi degismez. Bu da

demektir ki, Tablo 4.1 ve 4.2 deki sayilar degismez.

Ikinci o6zellik oldukca Onemlidir ve bu ozellik Abiyev’in ‘dogal sihirli
kareler’ adli sihirli karelerine dayanir. Ayrica bu 6zellikler yalnizca ‘dogal sihirli
karelere’ aittir. Diger yontemlerle yazilan baska higbir sihirli kare bu o6zellikleri
saglamaz. Bu ylizdendir ki bu karelere ‘Dengeli Kareler’ adin1 vermekteyiz.
Miihendislikte denge ve simetri konularinda kiitle merkezi bulma analizinde dengeli

karelerin ¢ok yararl olacagi agik¢a goriilmektedir.
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Tablo 4.1 Cift Dereceden Dengeli Karelerin Cergevelere Gore Dagilimi (n: dengeli
karenin derecesi)
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BOLUM 5

DENGELIi KARELERIN UYGULAMALARI

5.1. Yeni Ozdeslik Formiilleri

5.1.1. Fibonacci ve Lucas Sayilari ile Tlgili Bir Hatirlatma

Fibonacci sayilar1 bir ¢ok matematiksel uygulamalarda ortaya c¢ikmakta ve
0,1,1,2,3,5,8,13,... dizisini olusturmaktadir. Bu sonsuz dizi asagidaki yineleme
formiilii ile ifade edilebilir:

F =F +F ,; n22, F,=0; F=1 (5.1)

n n—1 n=27°

Bu formiile alternatif

(1445 (1=45) .
Fn—ﬁ( . j—( ; j . n>0. (5.2)

[fadesi de mevcuttur.

Nihayet, bu sayilar f (x):L fonksiyonu ile de fretilebilir. Bu

1-x—x"
fonksiyonu polinom bi¢iminde yazdigimizda terimlerin karsisindaki katsayilar
Fibonacci sayilarini olusturur:

X

= =0x” +1x+1x® +2x° +3x" +5x7 +8x° +13x7 +... (5.3)

l-x—x

Fibonacci sayilar1 Pascal liggeninde kosegen sayilarin toplami bigiminde de ifade

edilmektedir:
AR

F. W= Z G, her n>0 igin 5.4)
j=0

Fibonacci sayilarinin yani sira Lucas sayilar1 da yaygin sayilardandir. Bunlar
asagidaki yineleme formiilden bulunur:

L =L +L ,;, nx2 L =2;L =1 (5.5)

n-1
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oL 2- . oo
Ly,L,,L,,L,,.. Lucas dizisi f(x)= l—xz fonksiyonu yardimuiyla da iiretilebilir:
-X-Xx

lz;xﬁ 2% 4 1+ 3% +4x° + 7ot + 110 +18x° +29x7 +... (5.6)
—X—X

Fibonacci ve Lucas dizilerindeki terimlerin orantilarinin limiti ayni bir say1ya,

altin oranti sayisina esittir:

F L 1
lim—2L =lim—L = —(1++/5)~1,61803... 5.7
n—om F; n—»o Ln 2( \/7) ( )

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda ¢ok ilging bagintilar mevcuttur. Bu
sayilarin bir¢ok alanlarda ortaya ¢ikmasi onlarin dogada ¢ok énemli diziler oldugunu

gostermektedir.

Tarafimizca bulunan yeni algoritma yardimiyla Fibonacci ve Lucas sayilarinin

ortaya ¢ikmasi yukarida degindigimize giizel bir 6rnektir.

5.1.2. Algoritma

1995 yilindan bugiine kadar sihirli kareler ve kiiplerle ugrasan A.A.Abiyev [1]
cift dereceden karelerin, kiiplerin, hiperkiiplerin merkezlerindeki en kiigiik ve en
bliyiik sayilar i¢in asagidaki zincirli 6zdesligin saglandigini fark etmistir. Sonra ise

bu 6zdesliklerin istenilen sayilar i¢in de gegerli oldugu belirlenmistir:

Eger n— cift say1 ise

a"+b"=x,(a+b) —ab [xz (a +b)n_2 - ab[x3 (a +b)n_4 —ﬂ (5.8)

Eger n—tek say1 ise

a"+b" =(a +b)[xl' (a +b)n_1 —ab [x; (a —i—b)”_3 - ab[x; (a +b)"_5 —}ﬂ (5.9)

Bu zincirli 6zdesliklerdeki katsayilar binom katsayilarindan farkli olup,
tarafimizca sunulan algoritma yardimiyla bulunurlar. Bu sayilar, bu algoritma

yardimiyla diizenlenmis ticgenden elde edilirler.
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5.1.3. Ucgenin Olusturulmasi

Ardisik dogal sayilar1 0, 1, 2, 3, 4,... alt alta yazarsak merkez siitunu
olustururuz. Bu siitunun saginda 1. siitunu olusturmak i¢in merkezi siitundaki tek
sayilar aynen saga gecirilir (Tablo 5.1). Bos yerlere ise sadece 2 sayisini yaziyoruz.
1. stitunun solunda 2. siitunu olusturmak i¢in 6nce 1. siitundaki alt alta olan 2 ve 3
sayilarinin soluna 1 sayisi yazilir. Daha sonra, birinci 1 sayisi birinci siitundaki 3
sayisi ile toplanir ve ikinci 1 sayisinin altina yazilir. Elde ettigimiz 4 sayisi birinci
stitundaki 5 sayisi ile toplanir ve 4 sayisinin altina bir hane atlayarak yazilir; boylece,
ikinci siitunda bir bosluk ara ile ardisik sayilarin karelerinin dizisi 1, 4, 9, 16, 25,
36,... olusur. Bos hanelere ise, hanenin iistiindeki iki saymnin toplami yazilir; drnek:
1+4 =5, 5+9=14, 14+16=30, ... Boylece, ikinci siitun 1, 1,4, 5,9, 14, 16, 30, 25,...
elde edilir (Tablo 5.1).

Uciincii siitunu olusturmak igin énce ikinci siitundaki 4 ve 5 sayisinin soluna 1
sayisi, dordiincii siitunu olusturmak i¢in iiglincii siitundaki 6 ve 7 sayilarinin soluna
1 sayisi, vb. yazilir. Daha sonra ise yukaridaki ikinci siitunu olusturma kuralini 3., 4.,
v.b. uygulayarak 3., 4., v.b. siitunlar elde edilir (Tablo 5.1).

Boylece, tarafimizca sunulan algoritma yardimiyla bulunan sayilardan bir
ticgen olusturuldu.

Bu tiggendeki her satirdaki sayilarin toplami Lucas sayisina esittir. Bu liggenin

her satirindaki sayilar (5.8) ve (5.9) dzdesliklerindeki katsayilari belirtir. Ornegin:

n=06 igin
a®+b° =1(a+b)6 —ab[6(a+b)4 —ab[9(a+b)2 —ab[2(a+b)o}ﬂ (5.10)
n="7ig¢in

a7+b7=(a+b)[1(a+b)6—ab[7(a+b)4—ab[l4(a+b)2—[7(a+b)oﬂﬂ (5.11)

(Tablo 5.1°de 6. ve 7. satirlardaki sayilara bkz.)
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5.1.4. Sol Uggenin Olusturulmasi

Fibonacci ve Lucas sayilar arasindaki

L, +L
Fo= o T L=F +F.; n>l (5.12)

n > n+12
5

bagitilarindan yola ¢ikarak soyle bir soru sorulabilir: “Lucas sayilarini olugturmak
icin elde ettigimiz algoritmaya benzer algoritma Fibonacci sayilari i¢in de mevcut

mudur?”

Buldugumuz ii¢cgeni sag iicgen olarak isimlendirirsek, buna simetrik sol iiggen ise
Fibonacci sayilarini belirtecektir. Benzer sekilde sol iicgeni de olusturalim:
Sol tiggenin birinci slitunu, merkez siitunundaki tek sayilara karsilik 1 sayisi, ¢ift
sayilara karsilik 0 yazarak olusturulur ( Tablo 5.1). Sag {iggende birinci siitundaki 2
ve 3 sayilarina simetrik 0 ve 1 sayilar1 uygun gelir. Bu sayilarin sagina sag ticgende

oldugu gibi 1 sayis1 yazilir.

Sag tliggeni olusturmak icin sayilarin toplanma kurali simetrik olarak sol liggenin
de olusturulmast i¢in uygulanir. Once, ikinci siitundaki ilk 1 sayisi birinci siitundaki
ikinci 1 sayist ile toplanir (1+1=2), ve bu say1 ilk 1’den bir hane atlayarak asagi
yazilir. Daha sonra bu say1 birinci siitundaki ii¢lincii 1 sayisi ile toplanir (2+1=3) ve
2’den yine bir hane atlayarak asagi yazilir. Bu kurali devam ettirdigimizde ikinci

stitunda bir bos hane ara ile ardisik dogal sayilar1 yazmis oluruz.

Ikinci siitundaki bos hanelere, hanenin iistiindeki iki say1 toplanarak yazilir.
Ornegin: 142=3; 3+3= 6; 6+4=10;... ii¢iincii siitunu olusturmak icin ikinci siitundaki
2 ve 3 sayilarin sagina 1 yazmak gerekir. Daha sonra ikinci siitunu olusturmak icin
kullandigimiz kural ii¢iincii siituna da uygulanir. Boylece, elde ettigimiz sol liggende

satirlardaki sayilarin toplami Fibonacci sayilarina esit olur (Tablo 5.1).
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Tablo 5.1

Simdi sOyle bir soru sorulabilir: “Bu sayilar nerede uygulanabilir?”

Yukarida inceledigimiz zincirli Ozdeslikler a" +5" ifadesi igin gegerli idi.

Simetriligi dikkate alirsak, biz a" —b" ifadesi i¢in de zincirli 6zdesligi bulabiliriz.

Aragtirmalar gosterdi ki, bu formiiller asagidaki gibi yazilabilir:

aﬂ _ bﬂ

a->b

= w(a+b)” —ab| v, (a+b)" ~ab| v, (a+5)" -] (5.13)

Bu zincirli 6zdesliklerde terimlerin katsayilar1 sol iliggenden alinacaktir. n=06;

n =7 i¢in ornekler yazalim.

a;:b" —1(a+bY —ab[4(a+b)3 —ab[3(a+b)—ab[o(a+b)“m (5.14)
a;:b7 =1(a+b)"~ab| 3(a+b)* ~ab[ 6(a+5) ~ap[1(a+5) ]| (5.15)

Sol liggende sayilar katsayr olarak sagdan sola dogru alinir. ( Tablo 5.1’in sol

ticgeninde 6. ve 7. satirlardaki sayilara bkz.)
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5.2. x2+(x+1)2 =z Denklemini Saglayan Say1 Dizilerinin Diizeninin

Incelenmesi
n. dereceden dengeli bir karede karenin merkezindeki dort tane sayiya

‘merkezcil sayilar’ denildigini biliyoruz.

Biiytik boyutlu sekillerde (kiip, hiperkiip vb.) merkezcil sayilarin kag¢ tane

oldugu ¢ =27 formiiliiyle bulunabilir. p, seklin olusturdugu uzayin boyutudur.
(5.10) ve (5.11) formiillerinden de goriildigii gibi
A+ B/ =F|[(4,+B,),4,B, | (5.16)

seklinde bir a¢ilim yapmak miimkiindiir.
" +1)" +1 2 :
Ornek 5.1: p=1igin 4’ + B’ :% :(nglj +(gj

4 :§+1 ve B, 23 oldugunu goriiyoruz.

Goriildugi gibi uzayin boyutu p =1 iken g: x dersek;

A+ B =(x+1)’ +x° (5.17)
elde edilir.

Boylece dik kenarlar1 arasindaki farki 1 birim olan dik {i¢genlerin fikrinin
nereden olustugunu gérmiis olduk. Dengeli karenin merkezindeki dort tane sayiy1 ele
alip, en biiylik ve en kii¢iik sayidan yola ¢ikarak (5.17) yi elde ettik. Bu denklemin
aslinda bir bagint1 olusturacagini sezerek bazi indirgeme formiillerini ve buna bagh
olarak bazi tablolar1 incelemeye ¢alisacagiz. Once Pisagor iigliileriyle ilgili kisa bir

hatirlatma yapalim.
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5.2.1. Pisagor Ucliileri
Burada once Pisagor {igliilerini tanimaya calisalim. Bir dik ag¢ili tiggenin dik
kenarlarinin uzunluklar1 toplami, hipoteniisiin uzunlugu toplamina esittir. 1,j,k

tamsay1 olmak iizere olacak sekilde sonsuz sayida Pisagor ti¢liileri vardir.

Euclid’in Ispati: n’ +2n+ 1 = (n+1)? esitligini diiginelim. 2n + 1 burada quadratik
(kare, ikinci dereceden) olursa, bu Pisagor ti¢liislinii olusturur. Burada 2n + 1 biitiin
tek sayilar1 gosterir; biitiin diger quadratik(kare) sayilar tektir, sonsuz ¢oklukta tek
say1 vardir; boylece sonsuz ¢oklukta Pisagor ii¢liisii vardir.

Euclid ispatinda bulunan Pisagor ti¢liileri;

[m=2k+ 1] [n=(m’—1)/2] [n+1]
3 4 5

5 12 13

7 24 25

9 40 41

11 60 61

13 84 85

15 112 113

.. vb...

Sadece bu formda olmayan sonsuz ¢oklukta Pisagor ticliileri de vardir. Ayni1 seyi

n’ + 4n + 4 = (n + 2)* icin diisiinelim. 4n + 4 = 4(n + 1) bir kare(quadratik)
oldugunda bir Pisagor iigliisii elde ederiz. Simdi 4 ile boliinebilen biitiin quadratik
sayilara bakiyoruz.

(Bununla birlikte eger m, 2 ile boliinebilirse fakat 4 ile boliinemezse m = (2k + 1) ise

999 ¢

yeni ti¢lii bir “Euclid”’in ¢arpanidir. Bdylece sadece 4 {in katlarin1 diislinelim.

[m,m = 4k] [n=(m’/4)—1] [n+2]
4 3 5

8 15 17

12 35 37

16 63 65

20 99 101
24 143 145
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28 195 197
30 255 257
...Vb...

e Diger Ucliiler sdyle siralanabilir:
20,21,29,...,n=21: n’ + 16n + 64 = (n + 8)
28,45,53,...n=45:n>+ 16n + 64 = (n + 8)’
36,77,85,...n="77:n> + 16n + 64 = (n + 8)
33,56,65,...,n=80: n’ + 18n + 81 = (n + 9)°
48,55,73,...,0="55: 0> + 36n + 324 = (n + 18)?
60,91,109,...,0=91: n* + 36n + 324 = (n + 18)?
65,72,97,...n =72: n> + 50n + 625 = (n + 25)*...vb...

Pisagor iicliilerini kisaca bir hatirlattiktan sonra bizim burada amagladigimiz
seyi aciklayalim: Buradaki esas amacimiz; kendi aralarinda ikiser ikiser asal olan
Pisagor tigliilerinin dizileri arasindaki bir bagintiyi(diizeni) incelemektir.

Yiizyillardan beri simdiye kadar dik tiggende iki tiirlii bagint1 incelenmistir.

1) Hipoteniis ile dik kenar bagintisi
2) Yalnizca dik kenarlar arasindaki baginti

Hipoteniis dik kenar bagintisin1 agiklamaya ¢aligalim.

l.
X z z=y+d
A
y
4y =72 D+ P = (y+d)?
d=0,1,2,...,00

2. Simdi dik kenarlar arasindaki bagintiy1 géz oniine alalim.

z y=x+1dx*+(x+1)7>=2

X olur.

x+1
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Yukarida goriildiigii gibi dik kenarlar arasinda fark yalnizca 1 iken bir baginti
(diizen) bulmak istiyoruz. ki dik kenar arasindaki fark 1’den fazla iken bir baginti
bulamiyoruz. Oyleyse burada dik kenarlar arasinda fark 1 iken olan bagintiyi
inceliyoruz. Matematik¢iler, Pisagor ficliileriyle asagi yukar1 2500 yil boyunca
ilgilenmislerdir. Ama ilgilerini sadece hipoteniis dik kenar arasindaki bagintiya

toplamislar, dik kenarlar arasindaki diizene isaret etmiglerdir.

Simdi burada su soruyu sorabiliriz. Acaba neden matematik¢iler bu 25 asir
boyunca dik kenarlar arasindaki bagintiya énem vermemiglerdir? Ve yine neden
aralarindaki fark 1 olan dik tiggenlerde ¢ok giizel bir diizen(baginti) varken fark

1’den fazla iken boyle bir diizen yoktur?

Ancak 1968 yilinda Pell adinda bir matematik¢i aradaki fark 1 olan dik
ticgenlerle ugrasmis ve bazi indirgeme formiilleri bulmustur. Simdi bu yonteme bir
g0z atalim.

X+ x+1)7>=2 (5.18)

denklemini saglayan sayilar Pell sayilariyla elde edilebilir.

2 2 2 2
Xn=Pn+1_Pn; Zn=Pn+1+Pn

Burada Py=10 ;Pr=1 ; Poso = 2Ppsy + P, *dir.

Yukaridaki (5.18) denklemini sdyle yazilabilir.
Xty =27 (5.18.1)

Bu denklemi saglayan sayilar dizisi ilk defa Pell yontemiyle hesaplanmastir.

n=0P,=2P, +Py=2.1+0=2 Xn=P4u-P4  ,z,=P%.+ P
n=1P;=2P,+P;=22+1=5 Xo= 1 zo=1
n=2P;=2P;+P,=25+2=12 x=2>-1*=3 z1=2"+1=5
n=3Ps=2P;+P;=2.12+5=29 Xa=52-2"=21 z,=5"+2"=29
n=4P,=2P)=2Ps+ P;=2.29+12=70 X;=122-5%=119

Z3=29"+5%=169
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“y” degerini bulurken de “x;” gibi “n = tek” sayilarda bir fazlasini, x; gibi “ n = ¢ift

sayilarda bir fazlasini almayip bir eksigini alacagiz.

Gordiigiinliz gibi Pell yontemiyle sayilar1 hesaplamak zordur. Ve kuadratik
formdadir. Oysa [1]’de bir indirgeme formiilii bularak bu hesaplar1 ¢ok daha kolay ve

lineer bir sekilde yapmistir. Bu formiiller sdyledir.

Xn+2 = 6Xn+1 - (Xn - 2) X1= 0 , X2 = 3
Ynr2 = 6Yni1 — (Yo +2) yi=1,y,=4 (5.19)
Zn+2 = 6Zyt1 — (Zn) zi=1,2,=35

n=1 i¢in X3=60x,— (X1 —2)=63-(0-2)=20
y3=06y,—(y1+t2)=64-(1+2)=21
723=62,—-72,=65-1=29

ve diger biitiin “n” degerleri i¢in x, y, z sayilar1 kolayca elde edilir.

(5.19) formiilleri ile yazilan dizilerdeki sayilar arasinda asagidaki onemli 6zellikler

agiga cikarilmstir.
y =x + 1 kosulu dikkate alintyorsa
Xn+l = Yn + Yn+1 (520)

oldugu goriilmektedir.

Buldugumuz dizinin iki art-arda terimleri i¢in (5.21) denklemini yazalim:

xi—l +yj+l :Zi—l (5 21)
§yi=z
1. esitliginden 2. sini ¢ikarsak ve basit islemler yaparsak:
I'.I-:i- - 'l:l + I-I | - I": = E:I - E: _"l I:"‘-.n' - j:n -:II:'-l':l.-l :I':.l :I -I'Il:‘r. I':" -'I:;--:III'L + L.' ] - {:".'l" - ;:." II
<Zn+1 + Zn)
bulunur.
Bu formiilden (5.20) esitligi dikkate alintyorsa:
(an + yn)[an + yn+1 - (xn + yn)] :( Zn+l - Zn )(Zn+l + Zn) (522)

yazilabilir.
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(5.22) den iki denklem sistemi sunulabilir:

(5.23)

xn +yn+1 _(xn+1 +yn) = Zn+1 _Zn}
xn+1 + yn+1 - (xn + yn) = Zn+1 + Zn

(5.23) sisteminin (5.21) formiiliine gére miimkiin olmadig1 gériinmektedir.

Boylelikle biz (5.23) sistemini ele alabiliriz.

Simdi Pisagor teoremini (n+2) terim icin yazip ve bu esitligi de y = x + 1
dikkate alip (5.19) rekurrent (indirgeme) formiillerinden faydalanirsak;
x3+2 + y§+2 = Z§+2 = [6xn+1 - (xn - 2)]2 + [6yn+l - (yn + 2)]2 = (6Zn+1 - Zn )2 =

36x2 _12xn+1 (xn _2)+(xn _2)2 +36yj+1 —12yn+1(yn +2)+(yn +2)2

n+l
= 3622,1+1 =12z ,z +z —12x  + 24xn+1x5 —4x, +4-12y v, —24y +yj +4y +4
= _122n+lzn + Zj = _12(‘xn+1xn + yn+1yn) - 24(yn+l _xn+1) +4(yn _xn)+ 8 =

= _12’Zn+IZn = xn+1xn + yn+1yn = Zn+lzn _1 (524)

bulunur.

(5.23) denklem sisteminin 1. denklemi ele alip her iki tarafi kareye yiikseltip belirli

islemler yapalim.

I b ! . -y 1 -
-r ry - s ke - -" - - . ..'!
ENRE Y € 2} R R R LS

1 -'! L n 1 K
- I' l;:-'i-l F 1"'. -'I _E'I:-'I'I:I'."I'll + .'ll+|.:|,| !
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Bu son ifadede (5.24) esitligini dikkate alirsak:

2(Zn+lzn _1) = (‘xn+1 +yn)2 _2(Zn+lzn _1) =

4(Zn+IZn - 1) = (xn+1 + yn )2 =

2 2
Zynz, —1=| e LR PR (5.25)
2 2

Yinede (5.23) denklem sisteminin 1. denklemini kareye yiikseltip x* + (x + 1)* = 2
denklemini dikkate alirsak:

2
n+l

2 2 2 2
(Zn+IZn) = (xn+l + yn ) = Zn+1 - 2Zn+IZn + Zn =X + 2xn+1yn +yn =

xj = ylf+1 = (‘xn+1 + yn + ZnHZn) (526)
ayni1 kaide ile
T 1'—':[,‘-.'_”_ T g )
buluruz.
Simdi ise (5.25) ve (5.23) formiillerinden faydalanirsak:
2
(%j =Zn+lzn _1 = x; + y3+1 + 2xnyn+l = 4(Zn+lzn _1) =

xn+1yn + Zn+IZn + xnyn+lzn - 2 =

xn+1yn + xnynH =Z,4% _1 (527)

n+l“n

(5.27) ve (5.24) formiilleri dikkate alindiginda ise;

xn+1yn + xnyn+l = xn+1xn + yn+1yn _1 (528)

bulunur.

Simdi ise (5.23) denklem sisteminin 2. denklemini kareye yiikseltip malum cebirsel

islemler yapalim.
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'
R LU

X l-.l':'1+1 ) .F:.' I= I.r: 'L}I.-! .;I =z q-1 + ':I'..':.-'.I.'.' Ty

o™ r.|||,.!|",-I

Bu son esitlikte (5.24) formiilii dikkate alinirsa,

(anr] - xn )(y)1+1 + yn) = 2Zn+lzn _1

bulunur.

Y, =x,,, +1 formiili ile dikkate alindiginda,

(xn+1 - xn)2 (y71+1 + yn )2 = 2Zn+lzn _1

Son olarak asagidaki limiti hesaplayalim:

K=lim—t = lim- “*— = L
fa m 'E_-!_'] —#r EIE — z"-_l N "_.'-. —] G — R'

K* —6K+1=0

Sonug¢: Simdi ise buldugumuz ve ispatladigimiz 6zellikleri siralayalim:
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Eger y, =x, , dikkate alinirsa, bu 6zellikler asagidaki gibi siralanabilir.

l.x ,+x +1=z ,—z

z  tz

n+l n

2

2' xn+1 _xn =

3' 2xr1+1xn + xn+1xn = Zn+lZn _2

x o +x +1Y
4. (””#j =z,,2,—1

5' (xn+1 _xn )2 = 2Zn+lzn _1
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1 2
xn+l+xn+ j _1

6.2x,,,x, +x,,, +x, :( 5

zZ,tz
/ — Znnl
7.42z,,,2z,—1 e

+y =z vex’+y'=(y+d),de¥

Denklemlerini karsilastirdigimizda, d’nin belirli degerlerinde bu denklemleri
saglayan sayilarin ayni oldugu goriilmektedir. d’nin bu degerlerini bulmak igin
asagidaki denklemler sistemini z i} ve X4+ i¢in indirgeme formiillerini dikkate

alarak, ¢ozersek:

z, =X, =1l+d =6z —z —6x +x _,+2=1+d ,

n+l n+l

z, —x,=1+d,
Zn—l _xn—l = 1_|_dn—1 = 6(Zn _xn)_(anl _xnfl)_3 = d

n+l=

d. . =6d +6-1-d -3=6d —d  ,+2
(5.31)
drH—l = 6dn - (dn—l - 2)

bulunur. Burada d; = 0 d, =1 oldugu dikkate alinir.
Goriildigi gibi x,11 ve dp+; i¢in rekurrent formiiller aynidir.
Yukarida sayilar i¢in gosterdigimiz O6zellikleri kontrol etmek ve d’nin degerlerini

karsilastirmak icin agsagidaki tabloyu olusturalim:
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Tablo 5.2 Rekurrent Formiil Degerleri

n x, y,=x,*1 |z, =x +1+d, | d,

1 0 1 1 0

2 3 4 5 1

3 20 21 29 8

4 119 120 169 49

5 696 697 985 288
6 4059 4060 5741 1681

Asagida d = 1,2,...,00 dik ticgenlerin hipoteniis ile dik kenarlar1 arasindaki
farki gostermektedir. Bu d farki incelenerek bazi dik tiggenlerin ilk elemanlarinin dik

kenarlar1 arasindaki farki 1 birim oldugu goriiliir.

d=1 d=2 d=8 d=49 d=288
011

345 435

202129 ... 202129

119 120 169 119 120 169

696 697 985 i s e 696 697 985

O halde dik kenar bagintisin1 saglayan Pisagor ftgliilerinin dik kenar
hipoteniis bagintisin1 saglayan Pisagor iigliilerinin bir kisminin yalnizca ilk elemani

icerdigini gordiik.

Simdi bunu daha iyi gérebilmek i¢in bagka bir tablo daha inceleyelim.
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Tablo 5.3

Tablo 5.3 de goriilen biiyiik daire biitiin pisagor iicliilerinin dizilerini igerir. Tablonun
tam merkezindeki daire ise dik kenarlari arasindaki farki bir birim olan dik
ticgenlerin dizisini gosterir. Biiyilk dairenin i¢ine dizilmis kiiclik dairelerde de
hipoteniis dik kenar bagintisin1 saglayan dik iiggenlerin dizileridir. Yani d, farki
hipoteniis ile dik kenar arasindaki farktir. Buldugumuz dik kenarlar arasindaki farki 1
olan dizinin elemanlar1 (merkezdeki daire) oklarla gosterilen kiigiik dairelerdeki
dizileri saglayan ilicgenlerin sadece ilk elemanini alir. Bu elemanlardan hangilerini

alacagini dairedeki formiillerden gorebiliriz.
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Tablo 5.4 Temel Pisagor Ugliilerinin Gosterimi

X y=x+1 Z

0 1 1

3 4 5

20 21 29

119 120 196

696 697 985

4059 4060 5741

23660 23661 33461

137933 137934 195025

803760 803761 1136689
4684659 4684660 6625109
27304196 | 97 38613965
159140519 | 20 225058681
927538920 | s 21 1311738121
5406093003 | 04 7645370045
31509019100 | 01 44560482149
183648021599 | 600 259717522849
107037910496 | 97 1513744654945
6238626641379 | 80 8822750406821
36361380737780 | s 81 51422757785981
211929657758303 | i 04 299713796309065

Tablo 5.4 te dik kenarlar arasindaki farki 1 birim olan dik ti¢ggenlerin dik kenarlari
gosterilmektedir. Burada x, y, z degerleri daha once acikladigimiz indirgeme
formiillerinden kolayca bulunabilir. Bu tabloda gosterilen dizide ilging bir diizen

vardir. Gorildiigi gibi  altisar grup halinde

tekrarlanmaktadir.
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SONUC:

. Dogal dengeli karelerin tanim1 yapilarak, algoritmasi tanitild1 ve 6zelliklerinden
bahsedildi. Dogal dengeli karelerin uygulanabilmesi bakimindan onlarin
Ozelliklerinin ortaya ¢ikarilmasi biiyiik 6nem tagimaktadir.

. Dengeli karelerde diger higbir sihirli karede olmayan 6nemli bir 6zellik vardir:
‘denge’. Karenin her bir hanesindeki sayilar birer nokta kiitle olarak diisiiniiliirse,
sistemin geometrik merkeziyle kiitle merkezi ayn1 olacaktir. Ayrica dengeli
kareler bazi 6nemli simetri 6zellikleri sergiler.

Cift dereceden dogal dengeli karelerin merkezindeki en biiylik ve en kiigiik
sayidan yola ¢ikarak asagidaki zincirli 6zdesliklerin saglandigi fark edildi. Daha
sonra bunun istenilen sayilar i¢in gecerli oldugu belirlendi. Bu zincirli
0zdesliklerdeki katsayilar binom katsayilarindan farkli olup tarafimizca sunulan
algoritma yardimiyla bulundu. Bu sayilar algoritma yardimiyla diizenlenmis
ticgenden elde edildi.

Eger n— g¢ift say1 ise

a"+b" =x,(a+b) —ab [xz (a +b)n_2 - ab[x3 (a +b)n_4 —ﬂ
Eger n—tek say1 ise

@ +b"=(a+b) i (a+b) —ab| i (a+b) ~ab[ i (a+5)" -] |

. Uzaym boyutu p=1 iken 4’ + B =(x+1)* +x” elde edildi. Bu denklem dik

kenarlar arasindaki farki 1 birim olan Pisagor {igliilerini saglar. Bu denklemin bir
diizen olusturacagi, sezilerek ilk defa bulunan bazi indirgeme formdilleri
incelendi.
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