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OZET

PAN BULANIK INTEGRAL

KAYNAR, Onur
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yéneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet SAHIN
Temmuz 2010, 61 sayfa

Bu tezde, bulanik integral, pan-bulanik integral ve pan-bulanik integralin

Ozellikleri incelenmistir.

Ik olarak bulanik kiime kavrami ve bulanik kiimeler iizerinde tanimlanan
kiime islemleri verilmistir. ikinci olarak bulanik 6l¢iim ve bulanik 6l¢iim cesitleri ile
ilgili temel tanim ve teoremler iizerinde durulmustur. Daha sonra bulanik integral ve

cesitli bulanik integraller ile ilgili tanim, teorem ve 6zelliklere yer verilmistir.

Son olarak pan-bulanik integral ve 6zellikleri hakkinda genel bilgiler verilip,

pan-bulanik integral ile ilgili yapilan ¢alismalar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Olgiim, bulanik o6l¢iim, bulamk integral, Sugeno
integral, Choguet integral, t-conorm integral, pan-toplam, pan-¢arpim, Pan-bulanik

integral.



ABSTRACT

FUZZY PAN INTEGRAL

KAYNAR, Onur
M. Sc. In Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Mehmet SAHIN
July 2010, 61 pages

In this thesis Fuzzy integral and the features of Pan-fuzzy integrals were
studied.

First of all fuzzy set concept and set processes which identified on fuzzy sets
were introduced. Second, the fuzzy measure and fuzzy kind of measurement focuses
on the basic definitions and theorems. Then fuzzy integral and fuzzy integrals with

several definitions, theorems and features are given.

Finally the pan-fuzzy integral and general information about its features were

given and the studies about pan-fuzzy integral were searched.

Key words: Measure, fuzzy measure, fuzzy integral, Sugeno integral,
Choguet integral, t-conorm integral, pan-additive, pan-multiplication, pan-fuzzy
integral.
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1.BOLUM
GIRIS

Olgiim kavrami ve dolayisiyla bunun sonucu olan integral, matematik
kavramlar1 arasinda ¢ok 6nemli bir yer tutmaktadir. 19. yiizyilin sonuna dogru daha
kesin matematiksel analizler igin bir gelisime ihtiya¢ vardi. Onceleri basit, sonlu
kiimelerle ifade edilebilen kavramlar i¢in O6l¢lim kurallar1 bulunmus ancak hizla
ilerleyen bilim ve teknolojinin, O6zellikle matematigin gelismesiyle karsilagilan,
sonsuz kiimelerle ifade edilebilen daha karmasik yapilarin ve olaylarin él¢imii i¢in
calisilmistir. Bu calismalarin bir sonucu olarak, olgiimlerle ilgili yeni sorular ve

konular ortaya ¢ikmustir.

Bu konularla ilgili 1871-1956 yillar1 arasinda yasamis Fransiz Matematikgi
Emile Borel ve 1875-1941 yillar1 arasinda yasamis Fransiz Matematik¢i Henri
Lebesgue calismalar yapmistir. Bu iki matematik¢inin yapmis oldugu calismalar

bugiinkii klasik 6l¢lim teorisinin temelini olusturmustur.

Olgiimiin istatistik, analiz ve miihendislik gibi bir¢ok alanda uygulamasi
mevcuttur ve ana karakteristigi toplamsalliktir. Klasik 6lgiim teorisindeki olgiimiin
toplamsallik 6zelliginden dolayr bu Olglimlere toplamsal Ol¢lim de denmistir.
Toplamsallik 6zelligi etkili ve uygun olabilir ancak bilimin ve teknolojinin hizla
ilerleyisine bagl olarak ¢cogu zaman ¢ok keskindir, kisitlayicidir ve esnek degildir.
Iste bu noktada, yeni bir kavramin bu probleme ¢oziim olacag: ve ¢oziime esneklik

kazandiracag diistiniilmiistiir.

Bu diisiinceye gore Olclim daha da gelistirilmis ve klasik o6l¢iimiin
toplamsallik 6zelligi yerine monotonluk gibi daha esnek sartlar kullanilarak
olusturulan 6l¢tim kurallar gelistirilmistir. Bu konuda G.Choguet, Dempster, Shafer,
Sugeno ve Zadeh tarafindan 6nemli ¢calismalar yapilmistir. Bu dl¢timler genel olarak
bulanik Ol¢lim olarak adlandirilir. Toplamsallik 6zelligi gdstermemesi bulanik
Olclimlerin ana karakteristigidir ve bu yiizden bazi kaynaklarda toplamsal olmayan

Olctim diye de isimlendirilir.[1,2]



Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda
bulundugu denklemler olarak tanimlanmakla birlikte, bazi durumlarda bu tanim
yetersiz kalmaktadir. Bir baska deyisle, bu tanimdan hareket ederek, integral
denklemlerin biitiin tiirlerini kapsayacak teoriyi kurmak olanaksizdir. Integral
denklemlerle ilk ugragilar 19. yiizyihn ilk yarisinda baslamustir. Integral hesabu,
Riemann Integrali {izerine dayandirilmistir. 19. yiizyilin sonlarina dogru daha
sistematik ve bilin¢gli arastirmalarin yapildigi izlenmektedir. 1875-1941 yillan
arasinda yagamis Fransiz Matematik¢i Henri Lebesgue tarafindan Lebesgue 6lglim ve
Lebesgue integrali tanimlanmistir. Lebesgue integrali Riemann integralinin daha
genel bir durumudur. Henri Lebesgue, 1902 de yayilanan doktora tezinde Lebesgue

integralini daha ileri seviyede gelistirmistir. [2,3]

“Bulanik integral” terimi ise, bulanik oOl¢iimlerin sonucu elde edilen
integraller icin kullanilan genel bir terimdir. Bulanik integral teorisi, bulanik analizin
Oonemli bir parcasidir. Bulanik Ol¢clim ve bulanik integral, Olciilebilir fonksiyon
araliginin [0,1] oldugu klasik o —cebirinde 1974 yilinda Sugeno tarafindan
tanimlanmistir. Sugeno integrali, oOzellikle, bulanik kontrol teorisinde Onemli
uygulamalar saglar. Bulanik integralle ilgili baska arastirmalarda yapilmistir. Bu
arastirmalarin sonucunda bulanik integralin bir¢cok ¢esidi tanimlanmistir. Bunlardan
biri de bu g¢alismanin konusu olan bulanik pan-integraldir. Bulanik pan-integralle

ilgili ¢esitli makaleler yayinlanmistir. [1,4]

Bu tezin ikinci boliimiinde kiime bilgileri, bulanik kiime ve bulanik kiimeler
lizerinde tanimlanmis kiime islemleri hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ugiincii
boliimde klasik 6l¢im ve bulanik 6l¢iimlerle ilgili tanim ve teoremler verilmistir.
Dordiincli bolimde Lebesgue integrali ve bulanik integrallerle ilgili tanimlar,
ozellikler ve teoremler verilmistir. Besinci boliimde ise pan-yapilar ile pan bulanik
integralin tanimi, Ozellikleri, baz1 doniisiim teoremleri ile genellestirilmis pan-

integralle ilgili yapilan ¢aligmalar tizerinde durulmustur.



2. BOLUM
KUME BIiLGIiLERIi

Olgiim kavrami bir kiime fonksiyonu oldugundan dolay1 kiimelerin cebirsel
yapilart 6nemlidir. Bu boliimde, iizerinde Sl¢lim kuraminin tanimlanacagi kiime
siniflar1 ve bu kiime smiflarinin irettikleri halkalar, cebirler ile bulanik kiimeler ve
bulanik kiimeler lizerindeki cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve teoremler

verilmigtir.

2.1. Kiime Siniflar1

Kiime siniflari ile ilgili bilgiler i¢in [2] ¢alismasindan yararlaniimistir.

Tammm 2.1.1. X kimesinin tiim alt kiimelerinin sinifina X in kuvvet kiimesi denir

ve P(X) ile gosterilir.[2]
Tanim 2.1.2. Bos olmayan bir ® sinifina asagidaki sartlari sagliyorsa halka denir.
i) VE,F e® i¢in
EUFeq,
i) VE,F e® i¢in
E-Feg.
[2]
Onerme 2.1.1. Bos kiime halkanin bir elemanidir.[2]

Teorem 2.1.1. Her halka birlesim, kesisim ve simetrik fark islemleri altinda kapalidir

ve tersine birlesim, kesisim ve simetrik fark islemleri altinda kapali olan bos olmayan

bir sinif bir halkadir.[2]



Ispat:

EAF =(E-F)U(F-E) ve ENF =(EUF)-(EAF)

birinci sonug elde edilir. Simdi tersine
EUF=(EAF)A(ENnF) ve E-F=(EAF)NE
elde edilerek ispat tamamlanmuis olur. [}

Teorem 2.1.2. Bos olmayan ve kesisim, fark ve ayrik kiimelerin birlesimi altinda
kapali olan her sinif bir halkadir.[2]

Ispat. Teorem 2.1.1. ve asagidaki esitlikten ispat yapilmuis olur.

EAF= E-(EnF) U F—(EnF). [}
Ornek 2.1.1. X in tiim sonlu alt kiimelerinin sinifi bir halkadir.[2]
Ornek 2.1.2. X reel bir dogru olsun. Yani,

X = (—o0,00) = { X|—0 < X < oc}.

Biitiin sinirli, soldan kapali, sagdan agik araliklarin sonlu birlesimleri,
n
U{x‘—oo<ai < X<y <oo},
i=1

bir halkadir.[2]
Tanim 2.1.3. Asagidaki sartlari saglayan ve bos olmayan bir R smnifina cebir denir.
i) VE,F eRigin

EUFeq,

i) VE eQi¢in

[2]



Teorem 2.1.3. Cebir, X kiimesini igeren bir halkadir, tersine, X kiimesini igeren
bir halka cebirdir.[2]

Ispat: R bir cebir olsun.

T
mi
C

T

E-F=En

ve,eger EeQ ise
X=EUEe®
oldugundan teoremin birinci kismi1 gosterilmis olur.
Tersine R, X kiimesini i¢eren bir halka ise VE e R i¢in
E=X-Ee®
oldugundan teoremin ikinci kismi da gosterilmis olup ispat tamamlanir. [}
Ornek 2.1.3. Biitiin sonlu kiimeler ve onlari tiimleyenlerinin sinifi bir cebirdir. [2]

Tanim 2.1.4. Asagidaki sartlar1 saglayan ve bos olmayan bir .~ sinifina yar: halka

denir.
i) VE,F €.7 i¢in
EnFe.,
i) VEFe”, EcF, i=12..,n igin E=CjcC c..cC,=F ve

D; =C; -C,_; €./ olacak bi¢cimde . nin kiimelerinin sonlu bir {C;,C,,...,C}

siifi vardir.
Her halka bir yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkanin bir elemanidir. [2]

Ornek 2.1.4. X kiimesinin tek elemanl tiim alt kiimelerini ve bos kiimeyi iceren

kiime sinifi bir yar1 halkadir.[2]

Ornek 2.1.5. X kiimesi reel bir dogru olsun. Biitiin sinirli, soldan kapali, sagdan

acik araliklarin sinifi bir yar1 halkadir.[2]



Tamim 2.1.5. Asagidaki sartlar1 saglayan ve bos olmayan bir § simifina o —halka

denir.
i) VE,F eJi¢in
E-Feg,

i) VE; €8,i1=12,...,i¢in

e}
UEi eg.
i=1

Bir o —halka sayilabilir birlesim altinda kapali olan bir halkadir.[2]

Onerme 2.1.2. Bir o —halka sayilabilir kesisim altinda kapalidir. Bundan dolay1

eger § bir o —halkave E, €& bir kiime dizisi ise,

limsupE,ed ve IliminfE,e§
n n

olur.[2]
Ornek 2.1.6. Sayilabilir kiimelerin smifi bir o — halkadir.[2]

Tamim 2.1.6. X kiimesini iceren bir o —halkaya o — cebir (ya da o —cisim) denir.
[18]

Ornek 2.1.7. Tiim sayilabilir kiimelerin ve onlarin tiimleyenlerinin smifi bir

o — cebirdir.[2]

Onerme 2.1.3. Eger § bir o —halka ise, bu durumda § {E|E 5} bir o -
cebirdir.[2]

Tanmm 2.1.7. Bos olmayan ve her {E }c M monoton kiime dizisi i¢in eger
limE, e M ise M kiime sinifina bir monoton sinif denir.[2]

n

Onerme 2.1.4. Bir ¢ — halka bir monoton siniftir.[2]

Onerme 2.1.5. Eger bir halka ayn1 zamanda bir monoton smif ise, bu bir



o —halkadir. [2]

Ornek 2.1.8. X kiimesi reel dogru olsun. Biitiin araliklarin sinifi bir monoton

smiftir. (Bos kiime ve tek elemanli kiime: & = (a, a]ve{a} =[a, a])[2]

Tamm 2.1.8. T herhangi bir indeks kiimesi olmak iizere V{E|teT} =8, igin
Ut Et €8, Ve [ By € 8, ise bos olmayan & sinifina diizenli sinif denir.[2]
Onerme 2.1.6. Diizenli sinif bir monoton siniftir.[2]

Ornek 2.1.9. X =[0,1] olsun. a<[0,1] olmak iizere [0, a) veya [0, a] bigimindeki

biitiin kiimelerin sinifi bir diizenli siniftir.[2]

Onerme 2.1.7. E sabit bir kiime olmak iizere, eger ~ kiime smifi bir o —halka ise

"M E de bir o —halkadir.[2]

Teorem 2.1.4. ~ bir kiime siifi olsun. ~~ kiime smifin1 kapsayan en kiigiik bir R

halkasi vardir. Her R ve R, 27 igin R D7 = R DR,
Rg, ~ smufinin trettigi halka olarak adlandirilir ve R( ") ile gosterilir.[2]

Ispat: P(X), ~ smifim kapsayan bir halkadir. ~ yi kapsayan halkalarin kesisimi

de yine ~ yi kapsayan bir halkadir. Bu halka ® halkasidir. R n tekligi asikardir.

Benzer sekilde ~ nin irettigi o —halka, monoton smnif ve diizenli simif

tammlanip sirasiyla (), M(7"), 8, (") ile gosterilir.

Ornek 2.1.10. X sonsuz bir kiime olsun. Eger ~ biitiin tek elemanli kiimelerin

simift ise R(~) bitliin sonlu kiimelerin ve &(~) biitiin sayilabilir kiimelerin

siifidir.[2]

Ornek 2.1.11. X reel bir dogru olsun. Eger  biitiin acik arahiklarin smifi ise

M(~") biitiin araliklarm sinifi ve &, (v)=P(X) dir.[2]

Onerme 2.1.8. Eger 7, € 7, ise bu durumda (7)< K(,) dir, burada K yerine

R, &, M veya Ip den herhangi biri alinabilir.[2]



Teorem 2.1.5. .~ bir yar1 halka olsun. ®(.~), .~ deki biitiin kiimelerin sonlu,

ayrik birlesimlerinin sinifidir.[2]

Teorem 2.1.6. §(.) =&(R(-)).[2]

Ispat. ilk olarak . = R(.) oldugundan Onerme 2.1.8.’¢ gore,
() FR()).

Ikinci olarak (. )>.~ ve §(.~) bir halka oldugundan (. )>R(.~) olur.

Ayrica &(.~/) bir o —halka oldugundan,
(- )28(R(-)),
olur. Boylece,
F(. /) =F@R()). n

Ornek 2.1.12. X reel bir dogru ve .~ de Ornek 2.1.5. deki yar1 halka olsun. Bu

durumda &(.~) ye Borel cebiridir denir ve & ile gosterilir. 3 deki kiimeler Borel

kiimesi olarak adlandirilir. & ayn1 zamanda sirasiyla biitiin agik araliklarin sinifi,
biitiin kapali araliklarin sinifi, biitiin soldan ac¢ik sagdan kapali araliklarin sinifi,
biitlin soldan kapali sagdan agik araliklarin smifi veya biitiin araliklarin sinifi

tarafindan tiretilen bir o —halkadir.[2]

Teorem 2.1.7. Eger  bir kiime sinifi ise, bu durumda

gfp ()={U N ES|ES € 7, St ve T herhangi indeks kiimeleri}. [2]
teT se$;

Ispat. Esitligin sag tarafi /* ile gosterilsin.
(1) o ciinkii S; ve T tek elemanli olabileceklerinden,
(2) Bileske isleminin birlesme 6zelliginden ¢ , bileske islemine gore kapalidir.

(3) ~ deki kesisim ve bileske isleminin yer degistirebilmesinden ve kesisimin

birlesme 6zelliginden, * kesisim islemine gore kapalidir.

Bundan dolay1, ~, " yi igeren bir diizgiin simftir ve bu yiizden «* >, ().



Tersine olarak, ~ yi kapsayan her diizgiin simf ¢ yi de kapsar, buradan

§,(~) > . Sonug olarak & () =" bulunur. ]

Teorem 2.1.8. Eger ~ herhangi bir sinif ve A herhangi bir kiime ise, bu durumda
F()YNA=8(~ nA).[2]

Benzer sekilde halka, monoton sinif ve diizgiin siif i¢cinde ayni1 ifade dogrudur.

Ispat. (1) $(~) N A bir o —halkadir ve " A y1 kapsar, bu yiizden
F()NADF(~ NA).

(2) “ ={E|ENAe&(~ NA),Ee&(~)} olsun, * bir o —halkadir ve -" > . Bu

yizden ~ > &(~), yani, VE e §(v) i¢in
EnAed(v nA).
Buradan
F()YNACF( NA).
Sonug olarak,
F()NA=8(" NnA)
elde edilir. ]

Ornek 2.1.13. & reel dogru iizerinde bir Borel cebiri olsun. % [0,1], birim aralik
tizerindeki Borel cebiri olarak adlandirilir. Bu, [0,1] deki biitiin araliklarin sinifi

tarafindan tiretilen o —halkadir.[2]
Teorem 2.1.9. Eger ® bir halka ise, bu durumda
M(R) =F(R). [2]

Sonu¢ 2.1.1. Bir halkayr kapsayan bir monoton siif, bu halkanin {rettifi o —

halkay1 da kapsar.[2]



2.2. Bulanik Kiimeler

Klasik mantigin tanimlayamadigi belirsizlikler ¢ogunlukla bilimsel olmayan
bir sey olarak kabul gérmesine ragmen, 19.yy baslarinda belirsizlikler iizerine bir¢ok
filozof kafa yormustur. Belirsizligin, modern anlamda matematiksel olarak
modellenmesinde 6nemli bir doniim noktasi, Zadeh [5] in bulanik kiime teorisini
tanimlamasiyla baslamistir. Klasik mantikta, dnermeler ya dogrudur ya da yanlistir,
ticlinci bir alternatifleri yoktur. Bu nedenle klasik mantigin dogurdugu klasik
kiimeler, evrensel kiimenin elemanlarini, kiimeye ait olanlar ve ait olmayanlar diye
ikiye boler. Matematiksel olarak ifade edildiginde varlik kiime ile olan tiyelik iliskisi
bakimindan kiimenin eleman1 oldugunda ‘1’ kiimenin elemani olmadig1 zaman ‘0’
degerini alir. Bulanik kiime, klasik kiime gdsteriminin genisletilmesidir. Bulanik
kiimede her bir elemanin iiyelik derecesi vardir. Elemanlarin {iyelik derecesi, [0,1]

araliginda herhangi bir deger olabilir ve bu g(x) iiyelik fonksiyonu ile gosterilir.

Uyelik fonksiyonlarinin birgok farkli sekilde tamimlanabilmesi bulamk kiime

teorisinin esnekligini yansitmaktadir.[6,7]

Omek olarak normal oda sicakligi 23 derece olarak kabul edilirse, klasik
kiime kuramina gore 23 derecenin iizerindeki sicaklik dereceleri sicak olarak kabul
edilir ve bu derecelerin sicak kiimesindeki tiyelik dereceleri ‘1’ olur. 23’{in altindaki
sicaklik dereceleri ise soguktur ve sicak kiimesindeki iiyelik dereceleri ‘0’ olur.
Soguk kiimesi temel alindiginda bu degerler tersine doner. Bulanik kiime
yaklasiminda iiyelik degerleri [0,1] araliginda degerler almaktadir. Ornegin 14
derecelik sicaklik icin iiyelik degeri ‘0°, 23 derecelik sicaklik derecesi i¢in iiyelik
degeri ‘0,25’ olabilir.

Bu kisimda Zadeh’in [5,8,9] ¢alismalarindan yararlanilarak bulanik kiime

kavrami ile bulanik kiimelerde temel islemler {izerinde durulmustur.

X bos olmayan bir kiime olsun. X kiimesindeki bir bulanik kiime (veya X

in bir bulanik alt kiimesi) z: X —[0,1] iiyelik fonksiyonu ile karakterize edilir.

Eger,

sup u(x) =1

xeX

ise bulanik kiimeye normal denir. Klasik kiimelerde oldugu gibi bulanik kiimeler
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A, B, C,... gibi biiyiik harflerle ve bunlarmn tiyelik fonksiyonlart ua, ug, tc, ... ile
gosterilir. a(X) e X elemaninin A kiimesindeki tiyelik derecesi denir. X in biitiin
bulanik alt kiimelerinin sinifi §(X) ile gosterilir. P(X) deki klasik E kiimesi bir
YE - X >{0,1} Kkarakteristik fonksiyonu ile gosterilebildiginden 6zel bir bulanik

kiimedir, dolayisiyla P(X) < §(X) olur.

Tamim 2.2.1. Eger her xe X igin za(X) < ug(X) ise B bulanik kiimesi A bulanik

kiimesini i¢erir denir ve Ac B veya B A yazilir. Eger AcB ve BC A ise, A

ve B esittir (yada, A esittir B) denirve A=B yazilr.

Tamim 2.2.2. A ve B bulanik kiimeler olsun. ‘v’ en biiyiik islemi olmak tlizere A

ve B nin birlesimi, AUB,
Ao (X) = ua(X) v ug(x),  VxeX (2.2.1)
ile gosterilir.

Tamm 2.2.3. A ve B bulanik kiimeler olsun. ‘A’ en kii¢iik islemi olmak {lizere A

ve B nin kesisimi, ANB,

HUA~B(X) = ua(X) A g (X),  VxeX (2.2.2)
ile gosterilir.

Benzer sekilde, eger {A |t €T} bulanik kiimelerin bir smifi ise Ugcr A ve
Nter A bulanik kiimeleri de ayni iiyelik fonksiyonlari kullanilarak SUp.t Hay (x) ve

infyet 24, (X) ile bulunur.

Tamim 2.2.4. A bulanik kiime olsun. A nin tiimleyeni, A,
Ur(X)=1—pup(x), VxeX (2.2.3)
biciminde gosterilir.

Teorem 2.2.1. Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri asagidaki

ozelliklere sahiptir;
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Tiimleme: K =A

Tek kuvvet: AUA=A
AnA=A

Degisme: AuB=BUA
ANnB=BNA

Yutma: AU(ANB)=A
An(AuB)=A

Evrensel ve bos kiime de yutma: AuX =X

AN =0
Ozdeslik: AnX=A
Aud=A
Birlegsme: AuBuUC)=(AuB)uUC

An(BNC)=(AnB)nC

Dagilma: BA(U A)=UBNA)

teT teT

BU(NA)=NBUA)
teT teT

De Morgan kurallari: UA=NA
tel tel
NA=UA
teT teT

Ornek 2.2.1. X ={a,b,c} ve A, B,C bulanik kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar1 icin

bunlarin kiime iglemleri asagidaki gibi olur;



04, x=a
Ua(X)=40.7, x=b
X=C

06, x=a
ug(X)=<4 1, x=b
0.2, Xx=c¢

X=a
Uc(x)=3 0, x=b
X=C

04, x=a
Haoc(X) =407, x=b
1, x=c
0.1, x=a
Hanc(X) =4 0, x=b
0, x=c
04, x=a
ug(x)=4 0, x=b
08, x=c
06, x=a
ux(x)=403, x=b
1, x=c¢
06, x=a
Up,x(X)=40.7, x=b
1, x=c¢
# px (X)
04, x=a
Up~a(X)=403, x=Db
0, x=c
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# figz (X)-

Ornek 2.2.2. X =[0,100] insanlarin yas donemlerinin aralig1 olsun. Buna gore

insanlarin G, ‘geng’ bulanik kiimesinin tliyelik fonksiyonu;

1 , X<25
U (X)=1(40-x)/15, 25<x<40
0 , X240

ve Y, ‘yasli’ bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu;

0 ,  X<50
ty (X)=9(x=50)/15, 50<x<65
1 , X=>65

ise 28 yasin G bulanik kiimesinin tiyelik derecesi 0.8 iken 45 yasin hem G bulanik
kiimesine hem de Y bulanik kiimesine iiyelik derecesi 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla
45 yasindaki birisine gen¢ denilemeyecegi gibi yaslida denilemez. Bu iiyelik
fonksiyonlarina gore ‘geng¢ degil’, ‘yash degil’, ‘gen¢ degil ve yash degil’ kiimeleri

asagidaki gibi olur;
0 , Xx<25
us(xX)=1(x=25)/115, 25<x<40
1 ,  Xx=>40
1 ,  X<50
py (X)=1(65-x)/15, 50<x<65
0 , x>65
0 , X<25
(x=25)/15, 25<x<40
U~y (X) = 1 , 40<x<50
(65-x)/15, 50<x<65
0 , X265
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boylece Y =G yani ‘yasl’ ise ‘gen¢ degildir’ oldugu anlasilir. Bu iiyelik
fonksiyonuna gore 32 yasindaki bir insanin ‘gen¢’ bulanik kiimesine ait iiyelik

derecesi yaklasik 0.6, ‘yasli’ bulanik kiimesine ait iiyelik derecesi O olur.

Tanim 2.2.6. Ae&(X) olsun. {X|yA(X) >0} klasik kiimesi A nin destegi olarak

isimlendirilir ve suppA ile gosterilir.

Tamm 2.2.7. Ae§(X) olsun. Her o €[0,1] igin {X|ua(X) >} ve {x|ua(X) >}
klasik kiimelerine o — kesim ve giiclii o —kesim kiimeleri denir ve sirastyla A, A |

(94
ile gosterilir.

Ornek 2.2.3. Yukaridaki 6rnekte G bulanik kiimesi 0.2 ve 0.6 kesim kiimeleri
GO.Z =[0,37] ve GO.G =[0,31] olur.

Tanim 2.2.8. X = (-, ) olsun. Eger her « € (0,1] i¢in A, bir sonlu kapal1 aralik
ise Ae&(X) bulanik kiimesine bulanik sayr denir. Eger A bulanik kiimesinin tiyelik

fonksiyonu a, b reel say1 ve b>0 olmak iizere

0 , X<a-b veya x>a+b
(x—a+b)/b, a-b<x<a
Ha(X) =
(@+b-x)/b, as<x<a+b
1 , X=a

ise A vya iicgensel bulanik say: denir.

Her tiggensel bulanik say1 bir bulanik sayi, her reel say1 6zel bir iiggensel

bulanik say1 ve buradan her reel say1 ayn1 zamanda bulanik sayidir.

Tanim 2.2.9. X = (—o0,0) olsun. Eger her X;, Xy, X3 € X igin X < X, < X3 iken
HA(X2) 2 pia () A pp(X3)

ise Ae&(X) bulanik kiimesine konveks denir.

Teorem 2.2.2. Her bulanik sayi, (—o0,00) un konveks bulanik alt kiimesidir ve

bunlarin liyelik fonksiyonlari iistten yar1 siireklidir.
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Tanim 2.2.10. A, B bulanik sayilar olsun. Bu durumda A+B,A-B, A-B,A/B

asagidaki gibi tanimlanirlar:

tass(2) = sup [ua(X) A u(Y)],

X+Yy=2

ta-g(2)= sup [ua(x) A ug(Y)],
X—y=1

ta(2) = sup [ua(X) A ug(Y)],
X-y=1

up(2)= sup [ua(X) A ug(y)] (0 esuppB).
B %zz,y;to

2.3. Bulanik Cebir

Tamm 2.3.1. X bos olmayan bir kiime ve X kiimesinin bulanik alt kiimelerinden
olusan bir smf 5(X)z{A| A: X —[0,1]} olsun. §(X) in bos olmayan bir alt

kiimesi & asagidaki sartlar1 sagliyorsa & ye bulanik o — cebir denir.

i) I, X ed,

i) Ae§ ise, bu durumda A® € §,

iii) {A} = & ise, bu durumda Uj_4 A, € 8. [10]
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3. BOLUM
OLCUM

Bu boliimde klasik 6l¢iim kavrami ile bulanik 6l¢timler hakkinda genel tanim

ve teoremler incelenmistir.

3.1. Klasik Ol¢iim

Klasik oOl¢im teorisindeki Ol¢limiin toplamsallik 6zelliginden dolayr bu
Olctimler toplamsal oOl¢iimler olarak da adlandirilabilir. Bu konuda Fransiz
Matematikg¢iler Emile Borel ve Henry Lebesgue’ in caligmalari temel kaynaklar

olmustur. Klasik 6l¢iimlerle ilgili bilgiler i¢in [11] incelenmistir.

Tanmm 3.1.1. 4, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve u, 4 cebirinde

genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar saglandigi takdirde

4 Ye olgiim denir,

i) u(@)=0,

i) YVAe A4 igin u(A) =0,
iii) VA, € 4 ikiser ikiser ayrik dizisi ve Up_1 A, € 4 igin
(N1 Ay) = 2nq i(A,)  (sayilabilir toplamsallik dzelligi)

Eger ,u(Ulr(]zlAh) = er(]zl 4(A,) almirsa sonlu toplamsallik ézelligi denir.
Onerme 3.1.1. 1, 4 cebiri iizerinde bir 6lgiim olsun.

i) AcB, Ae 4, Be A4 i¢cin u(A) < u(B),

ii) Eger A, € A4, 1<n<o ve Ui A, igin;
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w(Un_1 Ay < 2nq i(Ay). (sayilabilir alt toplamsallik 6zelligi)
ispat:

i) B=AU(B-A); buradan A=A, A)=B-A ven>2i¢in A,=9 ise 4 niin

sayilabilir toplamsalligindan z(B) = (A) + (B — A) ve u(B) > u(A) olur.

i) n>1 igin A =B, ve B,=A,—U'FA olsun. ¥n i¢in B,e 4, B,c A, ve

B, ler ikiser ikiser ayrik kiimeler ise U?lozl B, = U‘F]Ozlﬁh e A4 . Buradan,

(o1 An) = (Upa Bn) = X0 4(Br) < Xhg p(Ay).-

Onerme 3.1.2. 1, A cebiri lizerinde bir 6lgiim olsun.
i)Bger Ayc Ay, Ave A 1<n<owve Un 1A e 4, ise

MU An) = limg o, (Ay). 3.11)
ii) Eger Ay D Ay, Ave A 1<n<oo, u(A) <o ve Nh A, €A, ise

Vg A = limy ., u(Ay): (3.1.2)

Ayrica, (i) den sonlu toplamsal x i¢in sayilabilir toplamsallik bulunur.

3.2. Bulanik Ol¢iimler

Bulanik Slgiimlerle ilgili ¢esitli tanim ve kavramlar gelistirilmistir. Bulanik
Olctimler ilk olarak 1974 yilinda Sugeno [12,13] tarafindan bulanik sistemleri ve
subjektif insan degerlendirme yapisin1t modellemek amaciyla tasarlanmistir. Sugeno
ayni zamanda A —bulanik 6l¢iimii de tanimlamistir. Weber [14] tarafindan yari
olgiim kavramina benzer bir kavram olan | —ayristirilabilir (decomposable) lgiim

kavrami gelistirilmistir.
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3.2.1 Bulanik 6l¢iim ve yari siirekli bulamk dl¢iim

X bos olmayan bir kiime, ", X kiimesinin alt kiimelerinin bos olmayan bir
smifi ve p:7 —[0,0] genisletilmis reel degerli, negatif olmayan bir kiime

fonksiyonu olsun.

Tanmmm 3.2.1. u, (X,7) tizerinde tanimhi z:7” —[0,00) a bir kiime fonksiyonu

olmak lizere asagidaki sartlar saglanirsa 1 ye monoton élgiim denir.
i) u(@)=0,
i) Ee”, Fer, ve ECF ise u(E)< u(F). [11]

Tanmm 3.2.2. 4, (X,7) flzerinde tanimli bir kiime fonksiyonu olmak iizere

asagidaki sartlar saglanirsa y kiime fonksiyonuna bulanik él¢iim denir.
) u(d)=0, Je~ ise
i) Ee”, Fev, ve EcF ise u(E) < u(F) (monotonluk)
i) {E,}c. BicEyc.., ve Un1E e ise
lim,, (E,,) = i1(Uh Ep) (iistten siireklilik)
iv) {E}c v EioEy ..., u(E)<mo, ve NH4E, e~ ise

lim, 2(Ep) = (N1 E,) (alttan siireklilik)[2]

1), 11), 1i1) veya 1), 1), 1v) Ozellikleri saglanirsa, x kiime fonksiyonuna
sirastyla azalan veya artan yari siirekli bulanik élciim denir. Ikisine de kisaca yari
stirekli bulanik 6l¢iim denir. Ayrica bulanik 6l¢iim veya yar siirekli bulanik 6lgtim

u icin X € 7 ve u(X)=1 ise u fonksiyonuna normal denir.

Genelde p fonksiyonunun tanimlandigi ~ smifit bir monoton sinif, yari
halka, halka, cebir, o -halka, o -cebir veya kuvvet kiimesi olarak géz oniine alinir.
Eger u, (X, &) de bir bulanik dl¢iim (veya yar siirekli bulanik 6l¢iim) ise (X, &, u)
ye bir bulanik él¢iim uzayr (veya yari siirekli bulanik 6l¢iim uzayi) denir.
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Bir yar1 halka iizerindeki bulanik dl¢timde, klasik Ol¢timdeki toplamsallik
yerine monotonluk, siireklilik ve bos kiimede sifir olma gelir. Bunun yaninda bulanik

ol¢time foplamsal olmayan ol¢iim de denir.[2]

Ornek 3.2.1. u, (X,§) iizerinde tanimli ve her E € § igin Xy, X kiimesinde sabit

bir nokta olmak lizere

1, XpeE

'U(E):{O, X2 E

bi¢giminde tanimlanan Dirac 6l¢timii bir normal bulanik él¢iimdiir.

R, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve 1, (X,R) iizerinde
taniml1 bir normal bulanik 6l¢iim (normal artan yar siirekli veya normal azalan yari

siirekli bulanik 6l¢iim) olsun. Eger V, (X, R) de bir kiime fonksiyonu ve

V(E) =1- u(E)

ise vV bir normal bulanik él¢iim ( sirasiyla, normal artan yart siirekli veya normal

azalan yart stirekli bulanik él¢iim) dir. vV ye u niin es bulanik 6l¢iimii denir.[2]

3.2.2. A —Bulanik Ol¢iim

1
Tanmm 3.2.3. sup i =SUpg, #(E) ve A€ (_—sup , 0) U{0} olmak iizere,
U

Eer Fer EUFe” ve EnF=0,
HEUF)=u(E) + pu(F)+ A u(E) - u(F) (3.21)

ise u kiime fonksiyonu, " sinifi iizerinde A —kuralini saglar denir. Eger,

1
STy 1+ 4-u(E) -1, A0
wULE =12 ! (3.2.2)

S u(E), A=0

ise birlesimleri de ~~ de olan her sonlu ayrik {E,...,E } kiime smufi i¢in z, ~
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tizerinde sonlu A —kuralin1 saglar.

Eger,

1
M 144 u(E) -1, A#0
uULE =42 ' (3.2.3)

22y u(Ep), A=0

ise birlesimleri de ~ kiime smifinda olan her ayrik {E,} kiime dizisi igin u,

tizerinde o — A — kuralini saglar.

A =0 oldugunda A —kurali, sonlu A—kurali , o—A-kurali sirasiyla

toplamsal, sonlu toplamsal, o —toplamsal olur.[2]

Teorem 3.2.1 Eger © =R bir halka ve u, A —kuralin1 sagliyorsa sonlu A —kuralini

da saglar.[2]

Ornek 3.2.2. X ={a,b} ve © =P(X) olsun. Eger,

0, E-0
02, E-{a}
“Zlos, E-{}
1, E=X

ise A =5 oldugunda x, A —kuralini saglar. ~ sinifi sonlu bir halka oldugundan y,

sonlu A —kuralini1 da saglar.[2]

Tanim 3.2.4. Eger 1, u(E) <o olacak bicimde en az bir E €~ kiimesi varken

de o — A —kuralini sagliyorsa g kiime fonksiyonuna « iizerinde A —bulanik l¢iim

denir.[2]

A —bulanik 6l¢iim genellikle g ile gosterilir. ', o —cebirve g,(X)=1

oldugunda A —bulanik 6l¢iim Sugeno 6l¢iimii olarak da adlandirilir. Yukaridaki

ornekte kiime fonksiyonu bir Sugeno 6l¢iimiidiir.

Teorem 3.2.2. Eger ¢, , bos kiimeyi igeren ~ kiime sinifinda bir A —bulanik 6l¢iim

ise g() =0 ve g,,sonlu A —kuralini saglar.[2]
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Teorem 3.2.3. Eger g, bir .~ yar halkasi tizerinde bir A —bulanik dl¢iim ise ¢,

monotondur.[2]

Teorem 3.2.2. ve Teorem 3.2.3. den A —bulanik 6l¢iimlerin siirekli ve
buradan bir yar1 halka tizerindeki A —bulanik 6l¢iimlerin bir bulanik 6l¢iim olduklari

anlagilir.

Tamm 3.25. E€7, E e, E, €7 ve E=E UE, olmak iizere
H(E) < u(E)) + u(E,)
ISe u, alt toplamsaldir denir.
Ee” B e” E,e” EnNE,=9 ve E=E UE, olmak iizere
H(E) 2 u(Ey) + u(E,)
ISe u, tist toplamsaldir denir.[2]

Teorem 3.2.4. g, bir >~ yan halkasi lizerinde bir A —bulanik 6l¢tim olsun. g,

A <0 ise alt toplamsal, A >0 ise iist toplamsal ve A =0 ise toplamsaldir.[2]

Teorem 3.2.5. ¢, ® halkas: iizerinde bir A —bulanik 6lgim olsun. Buradan her

E,F e icin,

9,(E)-0g,(ENF)
1+4-g,(ENF) ’

1) 94(E-F)=

2) g €)= 94E) 8P -9y ENF)+1-9,(E)-9,(F)
’ 1+4-9,(EnF) ’

1-9g,(E)

3) 9, (E) = 1+ 7-9,(E)

(X bir cebir ve g, normal ise)

ozellikleri saglanir.[2]
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3.2.3. T-conorm ve aynistirilabilir (decomposable) 6l¢iim

t-conorm ve t-normlar genellestirilmis toplama ve ¢arpma, ve ayni zamanda

maksimum ve minimum olan ikili iglemlerdir.

Tamim 3.2.6. [0,1] araliginda bir ikili islem asagidaki sartlar1 sagladig takdirde t-

conorm olarak adlandirilir.
p)rLl0=0Lr=r,
i) F<u ve S<V olmakiizere F L S<U LV,
i) rLs=s.lr,
iv) (r Ls) Lt=r L (sLt).[1,15]
Ornek 3.2.3. Bulanik kiime teorisinde cogunlukla asagidaki t-conormlar kullanilir.
mantiksal toplam
rvs=max{r,s}.
sintrlandirilmis toplam
rés=min{r+s,1}.

cebirsel toplam

r+S=r+S-—rs.

zorlayici toplam

1 r>0, s>0,
Frvs=+r, s=0,
S, =0,

Her t-conorm L asagidakileri saglar. Vr,s €[0,1] i¢in,
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rvs<r_Ls<rvs.
Her re[0,1] icin 1>r 1. 1=11r>11 0=1 olmak iizere

rll=11r=1.
Eger
n
lr=nlrl.Llr
i=1
olmak tizere

n

S< L
i=1

olacak sekilde bir pozitif n tam sayis1 vardir oyle ki her I',S reel say1 ¢ifti i¢in

O<r<s<lise, t-conorm L ’ye Arsimedyan(Archimedean) denir.[1]

Sinirlandirilmis toplam, cebirsel toplam ve zorlayici toplam Arsimedyandir ve

mantiksal toplam Arsimedyan olmayandir. Eger bir t-conorm L, Arsimedyan ise, bu
durumda Vr e (0,1) icin r<r Lr. Eger bir t-conorm L, siirekli ise, ve eger

Vr e (0,1) icin r <r L ise, bu durumda t-conorm L, Arsimedyandir.[1]

Teorem 3.2.6. Bir ikili islem L, bir siirekli Arsimedyan t-conormdur ancak ve

ancak her r reel sayist i¢in
+o=0+F=0+0=0w©

ve v nin pseudo-tersi i Y,

W(_l)(r) _ {W(_l)(r) r<w(,
1 r>w(l),

biciminde tanimlandiginda Vr,s €[0,1] i¢in
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r Ls=y Dy (r) +w(9)) (3.2.4)

olacak sekilde siirekli kesin artan bir y :[0,1] — [0, o] fonksiyonu vardir.[1]

Tammm 3.2.7. L bir t-conorm olsun. m,2% iizerinde tanimh bir kiime fonksiyonu

olsun. Eger m(@) =0, m(X)=1, ve X in A ve B ayrik kiimelerinin her ¢ifti igin

m(Au B) = m(A) L m(B)

ise, 2% de tammli kiime fonksiyonu m’ye X ’de bir L —ayristirilabilir

(decomposable) ol¢iim (kisaca ayristirilabilir 6l¢iim) denir.

Her t-conorm 1 igin, bir | —ayrnstirilabilir (decomposable) olgiim bir

normal bulanik 6lglimdiir; monotonluk L nin azalmayan olmasindan anlasilir.

(Tanim 3.2.6 (ii))

m, X iizerinde bir 1 —aynstirilabilir 6l¢iim olsun. X sonlu bir kiime

oldugunda, X inher A alt kiimesi i¢in

m(A) = L mE{xd).
xeA

[1]
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4. BOLUM
INTEGRALLER ve OZELLIKLERI

Bu boéliimde, 6nce Lebesgue integralinin tanimi ve 6zellikleri sonra da ¢esitli
bulanik integral tanim ve Ozellikleri verilmistir. Lebesgue integrali Henri Lebesgue
tarafindan tanimlanmistir. Lebesgue integrali Riemann integralinin daha genel bir
durumudur. Henri Lebesgue, 1902 de yaymlanan doktora tezinde Lebesgue
integralini daha ileri seviye de gelistirmistir. Bu boliimde Lebesgue integrali i¢in [16]

dan yararlanilmistir.

4.1. Lebesgue Integral

Tersi soylenmedikge, #(A) Olglimiinii, X kiimesinin alt kiimelerinin birimi
X olan bir Borel cebiri lizerinde tanimli, o —toplamsal olarak diisiinecegiz. Biitiin
Ac X kiimelerinin g —o6lgiilebilir, f(x) fonksiyonlarinin Xe X igin tanmimli ve

1 —Olciilebilir olduklar: var sayilacaktir.[16]

4.1.1. Basit fonksiyonlarin lebesgue integrali

[k olarak, sonlu ya da sayilabilir sayida deger alan &lgiilebilir fonksiyonlar

icin, Lebesgue integralini verelim. f(X), i# ] icin V; #Yj olmak izere,

Y1) Y2, s Yni ... degerlerini alan bir fonksiyon olsun.

f(x) fonksiyonunun A kiimesi tizerindeki integrali

[ f0du=3yn slx:xe A £ () =y} (41.1)

esitligi ile tanimlanir.[16]

Tanmm 4.1.1. Eger (4.1.1) dizisi mutlak yakinsak ise f(x) basit fonksiyon A

kiimesi tizerinde ( Lebesgue olgiimiine gore) integrallenebilirdir, denir. f(X)
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integrallenebiliyorsa (4.1.1) serisinin toplamima f(x) fonksiyonunun A iizerindeki

integrali denir.

Basit fonksiyonlar i¢in tanimlanan Lebesgue integralinin 6zellikleri agagida

verilmistir.[16]
D) [y fodu+ [,g(x) du= [ {F()+g(x)} dp

Sol taraftaki integralin varlig1 sag taraftaki integralin varligini gerektirir.

2) Her k sabiti igin
ijf(x) du= jA{k f(x)} d

3) A izerinde tanimli f(X) basit fonksiyonu, A iizerinde integrallenebilirdir.

Ayrica, eger A lizerinde | f(X)| <M oluyorsa HA f(x) d,u‘ <M u(A) elde edilir.

4.1.2. Lebesgue integralinin genel tanimi ve temel 6zellikleri

Tammm 4.1.2. A lizerinde integrallenebilen f,(X) basit fonksiyonlarin bir dizisi,

diizgiin olarak f(X) fonksiyonuna yakinsiyorsa f(x) fonksiyonuna, A iizerinde

integrallenebilir, denir.[16]

J= n|ian jA fo(X)d (4.1.2)
limiti
jAf(x) du

ile gosterilir ve buna, f(x) fonksiyonunun A iizerinde integrali denir. Bu tanimin

gecerli olabilmesi i¢in agsagidaki 6zelliklerin saglanmasi gerekir.

1) A iizerinde integrallenebilen basit fonksiyonlarin diizgiin yakinsak her dizisi i¢in,

(4.1.2) limiti vardir.

2) Verilen f(x) fonksiyonu igin, (4.1.2) limiti {f,(X)} dizisinin segilisine bagl
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degildir.

3) Basit fonksiyonlar i¢in integral ve integrallenebilme

fonksiyonlarin integralinde) verilenlerle esdegerdir.[16]
Lebesgue integralinin temel 6zellikleri:

Teorem 4.1.1.
Juldu= (A [16]
Teorem 4.1.2. Her k sabiti i¢in
ijf(x) du= jA{k f (x)}d 1.[16]

Teorem 4.1.3.

tanimlari

Jaf 00 dpet [,0() du= [{1()+9(0} de[16]

(basit

Teorem 4.1.4. A kiimesi tlizerinde tanimli olan f(X) fonksiyonu A iizerinde

integrallenebilirdir.[16]

Teorem 4.1.5. f(x)>0 ise

jAf(x) du>0.[16]
Sonug¢ 4.1.1. f(x)>g(x) ise

jAf(x) du> jAg(x) d . [16]
Sonug 4.1.2. A iizerinde m< f(X) <M ise

mu(A) < jAf(x) du <M u(A).[16]

Teorem4.16. i # j icin, A1 Aj =< olmak iizere A:L#An oluyorsa,

jAf(x) dy:ZjAnf(X) d .. [16]
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4.2. Bulanik Integraller ve Ozellikleri

Cesitli bulanik integral tanim ve kavramlar1 gelistirilmistir. Bulanik integral
ilk olarak Sugeno [12,13] tarafindan tanimlanmistir. Bulanik integral dizilerinin
monoton yakinsama teoremi de Sugeno tarafindan calisilmistir. Choguet [17]
tarafindan Choguet integrali tanimlanmistir. Choguet ve Sugeno integralleri benzer
olan karakteristik Ozelliklere sahiptirler. Bulanik integrallerle ilgili ¢esitli
arastirmalara devam edilmistir. Bulanik integralin bir genellestirilmesi Ralescu ve
Adams [18] ve Wang [19] tarafindan ortaya konulmustur. t-conorm integral teorisi
Weber [14] ve Murofushi ve Sugeno [15,20] tarafindan caligilmistir. t-conorm
integral teorisi Sugeno ve Choguet integrallerinin genellestirilmesinin bir sonucu
olur. [2,21]

4.2.1. Sifir (Null)-toplamsalhik

§, P(X) in kiimelerinin bir o — cebiri ve p . —[-, ] genisletilmis reel

degerli bir kiime fonksiyonu olsun.

Tanim4.2.1. E€§ Fed EnF =9, ve u(F)=0 olmak tizere
H(EUF)=u(E)
ise 1.8 —[—o0, 0] kiime fonksiyonuna, sifir (null)-toplamsaldir denir.[2]

Teorem 4.2.1. Bos olmayan her F €& kiimesi i¢in x(F)#0 ise, bu durumda g,
sifir (null)-toplamsaldir.[2]

Teorem 4.2.2. Eger u:8§ — [0, ] azalmayan bir kiime fonksiyonu ise, bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

1) u, sifir (null)-toplamsaldir;
ii) E€ed, Fed ve u(F)=0 olmak tizere (E UF) = u(E);
i) E€ed, Fed FcE, ve u(F)=0 olmak iizere u(E —F) = u(E);

iv) E€d F €3, ve u(F)=0 olmak tizere u(E—-F) = u(E);
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V) E€§ F €8, ve u(F)=0 olmak tizere u(EAF) = u(E).[2]

4.2.2. Olciilebilir fonksiyon

Bu bolimde, (X, §) olgiilebilir uzay, u:8 — [0, ] bir bulanik 6l¢iim (ya da

yar1 stirekli bulanik 6l¢iim) ve &, (-0, ) {izerinde Borel cisim olsun.
Tanim 4.2.2 Her B € % Borel kiimesi igin
f71(B) ={x|f(x) e B}e§

ise, X de f:X —(—o0,0) a reel degerli fonksiyona & — dlgiilebilir ( kisaca

Olctilebilir) denir.[2]

Teorem 4.2.3. Eger f :X — (—o0,0) reel degerli bir fonksiyon ise, bu durumda

asagidaki onermeler denktir.

i) f, olciilebilirdir;

ii) Her « e (~o0,00) igin {X| f (X) > o} € &;

iii) Her o e (—o0,0) igin {X|f (X) > o} € &;

iV) Her o € (—o0,) igin {x|f (x) <o} e§;

V) Her a € (—o0,0) i¢in {X| f (X) <a}e§ [2].

Sonu¢ 4.2.1. Eger f, ol¢iilebilir bir fonksiyon ise, bu durumda her « € (-, ®) igin

{X| f(X)=a}e§ dir.[2]

4.2.3. Bulanik integral ve 6zellikleri

X €& olmak iizere (X,8&) Oolgiilebilir bir uzay, u.§ —[0, 0] bir bulanik
olgtim, ve F, (X,§) de tanimli negatif olmayan tiim sonlu 6lgiilebilir fonksiyonlarin

bir smifi kabul edilsin. Verilen her feF i¢in «€[0,0] oldugunda
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F, ={X| f(x)=2e}, F . ={X| f(X) > a} yazilir. F, ve F | kiimeleri sirasiyla o —
o (24

kesim ve gii¢lii a —kesim olarak adlandirilir.

Tanim 423 Acd ve feF olsun. g ye gore A da f nin bulanik integrali

CfA f du ile gosterilir, ve

4Afdy: sup [ A u(ANF,)]

ael0, o]

biciminde tanimlanir.[2]

A= X oldugunda bulanik integral C§ f du ile gosterilir. Bazen, literatiirde bulanik

integral Sugeno integrali olarak da adlandirilir.

Lemma 4.2.1. (1) a<p oldugunda F, ve F ., a ya gore artmayandir, ve
a

F F .
2 5 dir

@) lim Fp= lim F
P—a L—oa

- F

24

oF
a+

= lim F
ﬂ—>a+ p

= I|m+ Fﬂ+.[2]

oo

Teorem 4.2.4. En kiigiik o —cebiri f, olgiilebilirdir d6yle ki &(f), f tarafindan

uretilen o — cebiri olmak lizere

cfAfdy: sup [ A u(ANF,)]

ael0, )

= sup [@am(ANF )]
a€l0, o] o
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= swp [anu(ANF )]
a€l0, ) o

sup [(inf f (X)) A u(ANE)]
Ee§(f) xeE

= sup[(inf f(x)) A u(ANE)]. [2]
Ec§ xeE

Ornek 4.2.1. X ={a,b,c}, §=P(X) veher Ec§ icin g,

ﬂ(E)={|E|, E #{a,b}

3 E={a,b}
ile verilsin, ve
3 X=a
f(x)=:2,5 X=Db
2 X=C
olsun.
Bu durumda

C}(A fdu=[BAu{aPlvI2,5A u{a,b})]v[2 A u({X})]
=1v2,5v2
=2,5 [2]

Ornek 4.2.2. X =[0,1] olsun, X de tim Borel kiimelerinin bir smifi &, m

2

Lebesgue ol¢iim olmak iizere p=m*, f(x)= g olsun.

F, :{X| f(X) > a}=[2a,1]
alalim.

T =[0, 1/2) oldugunda sadece « €[0,1/2) dikkate alalim. Buradan,
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g fdu= s [anu(F,)]
a€l0,1/2)

= sup [a/\y(l—Za)Z]
a€l0,1/2)

elde edilir.

Bu ifade de (1-2a)?, «€[0,1/2) olmak iizere @ nin azalan siirekli fonksiyonudur.

Bu nedenle, supremum, o = (1—2¢)? denkleminin ¢ziimlerinden biri olan noktada

elde edilecektir. Bu nokta ise o =1/4 tir.

Sonug olarak
§tdu=14
elde edilir.[2]

Asagidaki teorem bulanik integralin birgok temel 6zelliklerini verir.

Teorem 4.2.5. (1) Eger u(A) =0 ise, bu durumda her f € F i¢in <§Af du =0 dir.
(2) Eger 4Af du =0 ise, bu durumda z(An{x|f(x)>0}) =0 dir.

(3) Eger f; < f, ise, bu durumda 4A fidu < qu f, du dir.

(4) xa, A nin karakteristik fonksiyonu olmak tizere Cf Af du :gg f-ypduydir.
(5) Her ae[0,) sabiti icin <§Aa du=an u(A) dir.

(6) Her a [0, ) sabiti icin <§A(f +a)du < 4Af du + can dy dir.[2]

Sonuc¢ 4.2.2.

(7) Eger A> B ise, bu durumda quf du > chf du dir.
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(8) CfA(flv f)du > cfAfldy v g?Afzdu dir.
(9) g{A(flA f)du < (;fAfldy A C;fAfzd/l dir.
(10) cfAuBf du > qﬁAf du v ngf du dir.

(11) ngme du < <§Af du A ngf du dir[2]

Ispat: Ozellik (7), Teorem 4.2.5 in (3) ve (4) dzelliginden elde edilir. (8) ve (9).
ozellikler (3) den; (10) ve (11). ozellikler (7) den anlasilir. (1)-(2). ozellikler
[ve buradan (7)-(11)] klasik Lebesgue integralindeki 6zelliklere benzerdir ama (5) ve
(6), klasik olanlardan biraz farklidir. Genelde Lebesgue integralinin sahip oldugu
bazi1 6nemli 6zellikler bulanik integralde olmamaktadir. Ornegin, Lebesgue integral

dogrusalliga sahiptir; ama bulanik integral sahip degildir. Yani,
jA(f1+ f)du = IAfldﬂ + jAfZ du
ve
IAa fdu=a _[Af d

Bunu asagidaki 6rnekte gosterebiliriz.

Ornek 4.2.3. X =[0,1] olsun, X de tiim Borel kiimelerinin bir smifi & (sdyle ki,

BN[0,1]), m Lebesgue 6lgiim olsun. Her x € X igin f(x)=x ve a=1/2 alalim.

q(afdy:q(gdﬂzj/s
ve
1
4

ad fdyzéqxdyzéx%:

elde edilir.

Sonug olarak,
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Jatduzad fdu [2]

Teorem 4.2.6. u sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda f; = f, oldugunda

Cffld,uchfzdy olur.[2]

Sonu¢ 4.2.3. Eger u sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda A da f; = f, oldugunda

gﬁA fodu= cfA f, du olur.[2]

Sonu¢ 4.2.4. Eger u sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda Aeg, Be§ ile

4#(B) =0 olmak tizere her f e F igin
CfAuB f dy:quf d 2]

4.2.4. Choguet integral ve 6zellikleri

Tamm 4.24. ux, X de bir bulamk &lgiim olsun. x# ye gore f:X —>R"
fonksiyonunun Choguet integrali (C)jf(x) du(x) (yada (C)jf du ),

n
(©) If due=C,(f (), F(X2)s £ (X)) = D (F (XGiy) = (X2 ))-2(Aiy)
i-1

ile tammmlidir. 0< f(X(l)) <f (X(Z)) <..<f (X(n)) <1, '%I) ={X(1),X(2),..., X(n)} ve
f (X(O)) =0. [17]

Olgiimiin toplamsal oldugu durumlarda Choguet integral ile Lebesgue integral

denktir. Fakat bu Sugeno integral i¢in gegerli degildir.

Not 4.2.1. (C) IA f d x niin iki farkli tanimi1 vardir; birincisi

©f,fdu=(C)] f1adu
ve digeri

© ], fdu=©C)[ f dup
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Hp, A da g niin kisitlamasidir.[1]

Choguet integral asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Onerme 4.2.1. f ve g, X de fonksiyonlar ve A, X in bir alt kiimesi olsun.

(C) fLa duu= (A,
ii) Eger u bir bulanik 6l¢iim ve f <g ise, bu durumda
©)[f du<(C)[gdpu
iii) Eger a negatif olmayan bir reel say1 ve b bir reel say1 ise, bu durumda

(C) [(af +b) du=a-(C) [f du+b- u(X)

© J-f) du=—~©C) [t dz
v) X debiitiin f fonksiyonlari igin
fi=uise (C)f(-f)du=~C)[f du
vi) £T(x)=max{f(x), 0} ve f(x)=max{—f(x), O} oldugundan
©ff du=©) [f* () du-(©) [t (x) d.
vii) Eger a bir reel say1 ise, bu durumda
©)[f d(@a-w)=a-(©C)[f du.

viii) Eger u ve v, X de bulanik dlgtimlerdir 6yle ki p<v ve u(X)=v(X) ise,
X de biitiin f fonksiyonlari i¢in

©)[fdu=< (©)[f dv.
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ix) Eger N bir bos (null) kiime ve tim X ¢ N i¢in f(x) =g(x) ise, bu durumda
(©[f du=(C)[g du

[1]

4.2.5. Sugeno integral ve ozellikleri

Tanmm 4.2.5. x, X de bir normal bulanik dlgiim ve f :X —[0,1] bir fonksiyon

olsun. u ye gore f : X —[0,1] in Sugeno integrali cff(x)oy(x) (yada gff ou),

S (1 0), T0Q).wn FOR) = o 1= v (F(x)) A 1(Ai)
olarak tanimlanur.
0< f(X(l)) <f (X(Z)) <.<f (X(n)) <lve A(I) ={X(1),X(2),..., X(n)}. [12]

Sugeno integral asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Onerme 4.2.2. u ve v normal bulamk o6lciimler, f ve g, X den [0,1] e

fonksiyonlar olsunlar. A, X in bir alt kiimesi ve a €[0,1] olsun.

qglA o pt=p(A).

i) Eger f <g ise, bu durumda

C}f o,uSC';go,u.
iii)

Jav fyeu=av(dfou).
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1
fou—(C)|fdy<-.
\Cf 1= )J /1‘ 1
v) Eger u bir 0-1 bulanik 6l¢iim ise, bu durumda

Jfou=©C)[fdu

vi) Eger 1 <v ise, bu durumda

<§f o,usdf oV.
vii)
Jtetuvn=(dtemvdton.

viii) Eger N bir bos (null) kiime ve eger tim X¢ N igin f(x)=g(x) ise, bu

durumda

dfou=dgou

[1]

4.2.6. T-conorm integral

Tanim 4.2.6. Asagidaki sartlar1 saglayan bir islem ¢ :[0,1]x[0,1] —[0,1] ve siirekli
t-conormlar A, L, ]I nin meydana getirdigi (A, L, L1, 0) dortlii grup bir t-conorm

sistemdir.

i) 0 (0,15 de siireklidir,
i) a0r=0 ancak ve ancak a=0 yada r =0,
iii) Eger r L. s<1 ise, budurumda a¢(r Ls)=(aor)[I(a?¢s),

iv) Eger aAb <1 ise, bu durumda (aAb)0r=(aor) [I(bOr).
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A, L ve II nin iireteglerini eger varsa, sirastyla ¢,y ve ¢ ile gosterelim. Onemli

t-conorm sistemler agagidakilerdir.

Maksimum ¢esit:

A, L ve II t-conormlar, maksimum (v) islemlerdir.
Arsimedyan ¢esit:

A, L ve II t-conormlarm iretegleri sirasiyla ¢,y ve ¢ dir, ve bitin ae[0,1] ve

r €[0,1] i¢in

a0r=¢"Hp(@)-y(r).
(@, v, <) ye (A, L, 1, 0) nin direteci denir.[1]

Tamm 4.2.7. (i) ya da (ii) saglamyorsa 1 —ayrnstirilabilir (decomposable) dlgiim

m, normaldir.
) 1=v,
if) w om bir dlgiimdiir ve L, y {retecine sahiptir.[1]

Tamm 4.2.8. F =(A, L, 11,0) bir t-conorm sistem, m, X de bir normal L —

ayristirilabilir (decomposable) dlgiim, ve f : X —[0,1] bir fonksiyon olsun. m ye
gore f nin F— integrali ( ya da t-conorm integrali) (]—‘)J.f(x) dm(x) (ya da

(F) If dm) ile gosterilir, ve

(F) [fdm= 1T f(x)0m{x3)

XeX

biciminde tanimlanir.[1]
Tamim 4.2.9. A bir t-conorm olsun. [0,1] de bir ikili islem —x
a—pb=inf{cbAc>a}

olarak tanimlansin.
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Eger A=\ (maksimum islem) ise,

a, a=b
a—\ b=
0, a<b

ve eger A, bir ¢ iretece sahip ise,

a—y b= 0 v[p@)-pb)]).

Acik¢a, a—, 0=0. Eger A siirekli ise, bu durumda a>b oldugu zaman

(a—pb)Ab=a.[1]

Tanmm 4.2.9. F = (A, L,11,0) 6nemli bir t-conorm sistem, 4, X de bir normal
bulanik 6l¢lim, ve a <ap <...<a, olmak iizere f, {a1,a,,...,a,} araligiile X de
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu i¢in genellestirilmis t-conorm integral asagidaki

gibi tanimlanir. a5 =0 olmak tizere y ye goére f nin F —bulanik integrali (ya da t-

conorm bulanik integrali) (F) J-f () du(x) (yada (F) J. fdu),

n
(F) [ du=TT@5 =2 ai-1) © X (0 = &})
i=1

biciminde tanimlanir.[1]

Eger u, | —aynistirilabilir 6l¢iim normal ise, bu durumda u ye gore (A, L 11, 0) -
bulanik integrali ile u ye gore (A, L, I, 0) —integrali denktir. (v, Vv, v, A) —bulanik
integrali Sugeno integralidir. Eger (A, L, L1, 0), bir (¢, y, <) iiretecine sahip ise, bu
durumda (A, L, 1, 0) — bulanik integrali

(F) [f du=¢D (©) fo(f) d(wom)

olarak gosterilebilir.

Sag taraftaki integral Choguet integralidir.[1]
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5. BOLUM
PAN INTEGRAL ve OZELLIKLERI

Pan-integral kavrami, 1983 de Yang Qingji tarafindan 6zellikleri tartisilarak
calisgtlmigtir. Yang [22] tarafindan yeniden diizenlenerek tanimlanmistir. Pan-toplam
bulanik 6l¢iim uzayinda, pan-integralin daha fazla arastirilmasina Yang ve Song [23]

tarafindan devam edilmistir.[2]

5.1. Pan-toplam ve Pan-¢arpim

R, =[0,), R, =[0,0] %, =®NR, ve a,b,c,d,a;,b ve T indeks kiimesi olmak

lizere a; € §+ (i=12,..,teT) olsun.

Tamm 5.1.1. ©, R, de bir ikili islem olsun. Asagidaki sartlar saglandigi takdirde
® ya R, de bir pan-toplam ve (§+, ®) ikilisine de degismeli isotonik yar1 grup

denir.

i) a®b=b®a;

i) (@®@b)®dc=a® (bdc);

iii) Her € i¢cin a<b=a®c<b®c;

iv) a®0=a;

v) lim, a, ve lim, by, varise lim,(a, ®b,) vardir, ve
lim,(a, ®b,) =lim, a, ® lim, by,.

1) ve iii) den,

iii’y a<bve c<d=a®c<b®d.
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ii) den, & @ a, ®@...® a, icin 6—)?:1 gj yazilabilir. Ayn1 zamanda T sonlu bir dizin
kiimesi oldugunda (_BteT 8 kullanilir. Bundan bagka, eger T sonsuz bir dizin

kiimesi ise, T’ sonlu oldugundan
@teT at = SupT’CT @teT' at
seklinde tanimlanir.[2]

Tamm 5.1.2. O, §+ de bir ikili islem olsun. @, |§+ de bir pan-toplam olmak tizere

asagidaki sartlar saglandigi takdirde (R,,®,0) iigliisine ® ve O ya gdre bir

degismeli isotonic yari halka denir.
i)aOb=boa ;
i) (@0b)oc=a0((oc) ;
i) (@®b)oc=(aoc)@(boC) ;
iv) Her ¢ icin a<b=a®c<bocC ;
v)az0vebz0<a0Ob=0 ;
vi) Her ae R, icin | @a=a olacak sekilde | € R, vardur.
vii) lim,a, ve lim, by, var ve sonlu ise,
lim,(a, ©b,) =lim,a, ©lim,b,.

O ya §+ de bir pan-¢arpim denir ve | elemanina (§+,®,O) nin birim elemant
denir.
1) ve iv) den

iv)a<bve c<d=a®Gc<hod

elde edilir.
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Her ae R, i¢in a©0=0 ve 00a=0 m v) dzelligini icerdigini gormek kolaydir.

[2]

Ornek 5.1.1. R, reel sayilarda ortak toplam ve ortak ¢arpim ile bir degismeli

isotonik yar1 halkadir. (|§+, +,) ile gosterilir ve birim elemani 1 dir.[2]

Ornek 5.1.2. R, reel sayilarda mantiksal toplam v ve mantiksal garpim A ile bir

degismeli isotonik yar1 halkadir. (|§+, Vv, A) ile gosterilir ve birim elemam o dir. [2]

Ornek 5.1.3. R,, reel sayilarda mantiksal toplam Vv ve ortak carpim ile bir

degismeli isotonik yar1 halkadir. (§+, v, ) ile gosterilir ve birim elemani 1 dir.[2]

Tamm 5.1.3. (X,§, ) bir bulamk 8lgiim uzayr ve (R,,®,0) bir degismeli

isotonik yari halka ise, bu durumda (X, &, i, R,, ®, ©) uzayina pan-uzay denir.[2]

5.2. Pan-Integralin Tanimm

Tanm 5.2.1. (X, 8, ,R,,®,0) bir pan-uzay ve E < X olsun. I, (R.,®,®) nin

birim elemani olmak uzere

l xekE

ZE(X):{

0, diger durumda
ile verilen X de tanimlh fonksiyona E nin pan-karakteristik fonksiyonu denir.[2]

Tamm 5.2.2. (X, &) olgiilebilir bir uzay olsun. Her i i¢in Ej €§ oldugunda X in

bir boliintiisii {E;} olciilebilirdir denir.[2]

Tamm 5.2.3. (X, 1, R,,®,0) bir pan-uzay olsun. g eR,, i=12,..,n ve

{E;| i=12..,n}, X in &lgiilebilir bir bliintiisii olmak tizere

n

s =@ [a © zg ()]

i=1
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ile verilen X iizerindeki bir fonksiyona él¢iilebilir pan-basit fonksiyon denir.

Tim olgiilebilir pan-basit fonksiyonlarin kiimesi S ile gosterilsin. Agikea,

ScF dir. A€§ olmak iizere her S(X) = (‘Bin:l [ © XE; (x)] €S i¢in

P(s|A) =@ [a 0 u(ANE;)]
i=1

yazilir.
Verilen fj, f) € F ve her xe X igin, eger fi(X) < fy(X) ise fy < fy yazilir.[2]

Tamm 5.2.4. f €F ve Ae& olsun. (p) .[Af du ile gosterilen, i ye gore A da f

nin pan-integrali,

()] fdu=_sup Ps|A)

0<s<f,seS

seklinde tanimlanir.

A= X oldugunda (p) |, f du yerine (p)| f du yazilir.[2]
X

Teorem 5.2.1. f €F ve Aed olsun, ve 9 X in biitiin élgiilebilir béliintiilerinin

kiimesini gostersin. Bu durumda,

(P, f du=sup { @ [(int f(x»oy(AmE)]} dir.[2]

P |Eer XE

Teorem 5.2.2. ®, mantiksal toplam v ve O, mantiksal carpim A olmak fizere,

her f eF ve Ae§ icin

()], Fdu=d, fdu
Yani, pan-integral ve bulanik integral denktir.[2]
ispat: Her E €9 icin {E,E}, X in &lciilebilir béliintiileri oldugunda Teorem 5.2.1
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ve Teorem 4.2.4 den

(p)jAf dyquf du
esitsizligi elde edilir.
Tersine, verilen her £ >0 ve her // €9 icin

@ [(inf £(x)) © u(ANE)] = sup[(inf (X)) A u(ANE)]

Ec, XeE Ec,r XeE

<[(inf fOOIA(ANE) +e

xeEq
< CfA fdu+e.

olacak sekilde Eg € " vardir.
Boylece

(p)jAf dﬂggﬁAf du+e
elde edilir.
¢ keyfi olarak sifir alindiginda

() [ fdusd,fdu
elde edilir.
Sonug olarak,

(p) [, f du=d, f du
elde edilir. m

Teorem 5.2.3. x toplamsal olsun. @, ortak toplam ve ©, ortak carpim olmak iizere,

her f eF ve A€ i¢in
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() [ fdu= [, fdu
Yani, pan-integral ve Lebesgue integral denktir.[2]

Ispat: ®, + ve O, - oldugu zaman klasik 6l¢iim teorisinde kullanilan negatif

olmayan basit fonksiyon kavrami ile pan-basit fonksiyon kavrami denktir. Lebesgue

integralin tanimindan, limiti f olan azalmayan negatif olmayan fonksiyonlarin bir

dizisi {Sp} olmak iizere her f e F ve A€ § icin,
jAf du= Ii;n P(sn|A).
Buradan,
(p) [, f dp= f, fdu

oldugu kolayca goriiliir.

Tersine,
Iirr]n P(sn|A) =(p)jAf du
ve s, < f, n=12,.., olacak sekilde {S,} =S secelim.

Sy =SUPj<y S alalm, §,€S, n=12.. ve § / f elde edilir. P(s|A), teoremde

verilen sartlar altinda S ye gore azalmayan oldugundan
IlrrlnP(sn|A) =(p)jAf du

elde edilir.

{5y} in monotonlugundan dolay:
IImP(5,|A) = ' fdu
' ( n| ) A

elde edilir.
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Bunun sonucu olarak,
(p) [, fdu=J, fdu

elde edilir. n

f fonksiyonunun siirekli olmasi sartityla Teorem 5.2.3 de verilen sartlar altinda

Teorem 5.2.1 den pan-integralin sadece Riemann integral oldugu goriilebilir.
Teorem 5.2.4. (X,§, 4,R,,®,0) bir bulanik pan-uzay ve Aeg, feF olsun.
Eger (R,,®,0)=(R,,V,") ise, bu durumda

(p) [, fdu=(N) [, f du

(N) -[Af du=sup(a u(ANF,)), [24] de tanimlanmis olan (N) bulanik integraldir.

a>0

[10]

5.3. Pan-integralin Ozellikleri

Bu béliimde, Lebesgue integral ve bulanik integralin 6zelliklerine benzer olan bazi

ilging 6zellikler verilmistir.
Teorem 5.3.1. Her f eF ve A€ § icin
(P [, fdu=(p) [t © radu[2]

Asagidaki teoremde verilmis olan 6zellikler Tanim 5.2.4, Teorem 5.2.1 ve Teorem

5.3.1 den kolayca elde edilebilir.

Teorem 5.3.2. Her f, geF, ve A, Be§d, ve aeR, olsun. Bu durumda asagidaki

ozellikler elde edilir.

(1) Eger f <g ise, budurumda her A€ § igin (p) IAf du<(p) IAg du dir.
@ (M [,(t r@)dus(p) ], f dun(p)[,gdu di.

47



(3) (P) [,(F v a)du=(p) [, f duv(p)[,gdu dir
(4) Eger Ac B ise, bu durumda (p) jAf du<(p) jBf dy dir.
5) (), g fA<(p) [, Fdun(p)f;fdudi

©) (P) [, g T du=(p) [, Fduv(p) [ fdudi

(7) Eger w(A) =0 ise, bu durumda her f € F icin (p) jAf du=0 dir.

(8) (p)jAadyzaOu(A) dir.
(9) A da f =0 ise, bu durumda (p) IAf du =0 dir.[2,10]

Asagidaki 6rnek Teorem 5.3.2 in (8) esitliginin gegerli olmayabilecegini gdsterir.

Ornek 5.3.1. (X, J, u), Ormek 4.2.1 da verilen ayn1 bulanik 6l¢iim uzay1 olsun. @

ve O sirasiyla + ve - alalim.
(p) [1 dp=1- p({ay) +1- u({6})
=0,5+0,7
=12
elde edilir, ama
1- u(X)=1.12]
Teorem 5.3.3. Her f €F ve A€ olsun. Eger (p) _[Af dx =0 ise, bu durumda
t(ANLx| f (x)>0}) =0.[2]

Ispat: B, = Am{x| f (x) >1/n} ile gosterilsin.
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B,/ fj B, = An{x|f(x) >0}
n=1

elde edilir.

Teorem 5.3.2. i kullanarak
1 1
0=(p) [, Fdu=(p) [y Tdu=(p)f; ~du>=0uB,)>0

bulunur.
Pan-carpimin (v) 6zelliginden
u(Bn) =0, n=12,..;

buradan,

w(ACEX| F(x) > 0) = lim (By) =0

elde edilir. -

5.4. Pan Bulanik Integral icin Doniisiim Teoremleri

Bulanik integral i¢in doniisiim teoremleri mevcuttur. Simdi pan-toplam, ortak
toplam ve pan-carpim, ortak carpim oldugu durumda benzer teoremleri dikkate

alalim.

Teorem 5.4.1. (X, §, u, R, +, -) pan-uzaymnda, eger u iist toplamsal ise, bu

durumda her @ € R, i¢in

F, ={x|f(x)>a}

ve M, R, da Lebesgue 6lgiim, ve f € F, A€ & olmak iizere

(P) [(ANF,) dm > (p) [, f due.[2]

M, alt toplamsal oldugunda benzer bir sonug asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 5.4.2. (X, i, R,,+-) pan-uzayinda, eger u alt toplamsal ise, bu

durumda her € R, igin

F, ={x|f(x) >}

ve M, R, daLebesgue dl¢iim, ve f €F, A€ & olmak iizere

(p) [u(ANF,)dm<(p) [, f du.[2]

Teorem 5.4.1. ve Teorem 5.4.2. in dogrudan bir sonucu olarak asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 5.4.3. (X, &, 4, R,,+) pan-uzayinda, eger 4 toplamsal ise, bu durumda

her a € R, i¢in

F, ={x|f(x) >}

ve M, R, da Lebesgue 6lgiim, ve f € F, A€ & olmak iizere
(P) [u(ANF, ) dm=(p) [, f d.[2]

Yukaridaki ii¢ teoremde, (p) _[ Uu(ANF,)dm pan-integrale, A tzerinde u
ye gore f nin Choquet integrali denir ve (C)IAf d i ile gosterilir. (Choquet [17] ve
Sims ve Wang [25]) Her iki teorem, Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.2,
(X, 8, u, |§+, +,-) pan-uzay: iizerinde Pan-integral ve Choquet integral arasindaki
iligkiyi gosterir.

M, Lebesgue 6l¢iim oldugunda Teorem 5.2.3 den asagidaki sonug elde edilir

ki Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.3 de (p) _[,u(Am F,)dm pan-integrali sadece
Lebesgue integralidir Iy(Aﬁ F,)dm, ve benzer bir sonug igin, eger 4 toplamsal
ise (p) IAf du= .[Af du olur. Bundan dolayi, x4 klasik (toplamsal) bir 6lglim

oldugunda Choquet integrali ile Lebesgue integrali denktir. Choquet integral, pan-

integral kadar Lebesgue integralin iyi bir genellestirilmesidir.
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Teorem 5.4.4. Verilen her A€ § igin, eger her E€® igin ,u*(E) = u(ANE) ise,

bu durumda ,u*, B tizerinde bir bulanik olgtimdiir. ,u* a A ve u tarafindan

meydana getirilen bulanik 6l¢iim denir.[10]

Ispat: Gergekten,

(1) 4 (D) = W(AND) = u(D) =0,
(2) Eger Ej,Ey € B ve Ey c E, ise, bu durumda ,u*(El) S,u*(Ez);

(3) Alttan sureklilik: {E .} %, E, c Eyq, n=12,..., olsun, bu durumda

N—o0 N—o0

(U Eq) = (AN (U Eq) = u U (A0 Eq)) = lim w(AnEq) = lim 1 (Ey)

(4) Ustten siireklilik: Eger {En}=®. En D Epyq, N=12,..., ve eger 4 (Ep )<

olacak sekilde Ny varsa, bu durumda
x ® o) le'e) ) ] *
1 (N Ey)=u(An(N Ep)=u(N(ANER)) = lim u(ANEp) = lim u (Ep).
n=1 n=1 n=1 nN—o0 n—o0

Bu da demektir ki, ,u*, % tizerinde bir bulanik dl¢iimdiir. ]

Teorem 5.4.5. (Doniisim Teoremi 1) Aed, feF ve ,u*, Teorem 5.4.4 de

tanimlanmis olan bulanik dl¢iim olsun. Bu durumda E € B oldugunda
(P) [y Fdu=(M [ fdu’.

Ozellikle,  (p) -[E fd ,u*, [22] de verilen pan-integral olmak {izere
(P [, fdu=(p) [ fdu".[26]

Ispat: Her E € B igin
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n
(P, o fdu= sup (@ (i © ANE NED)
Ses i=1

= sup (@ (% Ou (ENE))
ses(f) j=1

=P f fdu. "

Tammm 5.4.1. f €F olsun. 3., R, iizerinde biitiin Borel kiimelerinin smifi olmak

iizere, eger E€® oldugunda f(E)e®, ve f, birebir 6rten fonksiyon ise, f

fonksiyonuna homeomorfik fonsiyon denir.[26]

Teorem 5.4.6. AcJ, feF olsun. Eger her Be®, icin u(B)=u(An f1(B))

ise, bu durumda x , (Ry,®,) iizerinde bir bulanik 6l¢iimdiir.[26]

Teorem 5.4.7.(Déniisiim Teoremi II) (X,& g) bir bulamk 6l¢iim uzayr, Ae§,
f € F bir homeomorfik fonksiyon , x, Teorem 5.4.6 da tanimlanmis olan bulanik

olciim ve g:R, — R, bir Borel fonksiyon olsun. Bu durumda go f, f ve g nin

bileske fonksiyonu ve (p) J.R gdu, u ye gore R, da g nin pan integrali olmak
+

uzere,
ofdu= d
(p)Jyg° fdu=(p) |, gdu
dir.[26]
5.5. Yakinsama Teoremleri

Teorem 551. (X,5 4,R,,®,0) bir bulanik pan-uzay, {f, f}cF, ve

fn<fi, N=12,.., olsun. Eger f, > f ise, bu durumdaher A€ § igin

lim (p) [, fn dpe=(p) [, f de

n—oo

dir.[10]
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Teorem 5.5.1. in sonucu olarak, agsagidaki Teorem elde edilir.

Teorem 5.5.2. (Fatou’s Lemma) (X, &, #, R,,®,®) bir bulanik pan uzay: olsun.

Eger {f,} c F ise, bu durumda

(p) J, lim o duz< lim (p) [, fy de
nN—0

n—aoo

dir.[10]

5.6. Pan-Genellestirilmis Bulanik Integral Tanimi ve Ozellikleri

Tamm 5.6.1. D =[0, 0] x[0, 0] \{(0, ), (0, 0)} ile gosterilsin. S:D —[0,] ye

asagidaki sartlar1 sagladigi taktirde bir C— genellestirilmis ii¢gensel norm denir.

(1) Tim X€[0,) igin S[0,x]=0 ve her bir x€[0,o] icin S[x,e]=x olacak

sekilde bir € € (0, 0] varsa, € ye S nin birim eleman denir.

(2) Biitiin (X, Y) € D i¢in S[X, y]=SIy, x];

(38) a<c, b<d olmakiizere S[a,b]<S][c,d];

(4) Eger {(Xy, Yn)}< D, (x,¥)eD, X, —>X, Yy, >V, ise
S [Xn: Yol = S[x, y1.[27]

Not 5.6.1. Bir genellestirilmis tiggensel norm ([2]), bir C — genellestirilmis li¢gensel

norm igerir.[27]
Not 5.6.2. S;[x, y]=min(x, ), So[x y]=k(xy)?, (k,p>0) ve

0 min(x, y) =0,

S , =
. {xy+k(xy)p min(x, ) =0 (k,p>0)

alalim. Bu durumda S5, Sy ve S5, C— genellestirilmis tiggensel normdur.[27]

53



Tamm 5.6.2. Ae&, f negatif olmayan 6lgiilebilir bir fonksiyon ve S, bir -

genellestirilmis {icgensel norm olsun. Sup{i:i € @} =0 biciminde tanimlansin.

Sz@in:lai@ZA‘-, agizaj (i#]), >0, Aed (i=12..,n) ve

QA(S) =SUPi<j<n S [, (AN A)] olmak iizere A da f nin(PG) bulanik integrali
PG)| fdu= inf S
(PG) [, f du=_inf Qu(s)

ile tanimlanir.[27]

Teorem 5.6.1. (PG) bulanik integrali icin asagidaki esitlikler elde edilir.
N, (f) ={x| f () > &} olmak iizere;

(PG) [, f dur=supS[a, (AN, (F))]

a>0

= sup S [ar, (AN N (£))]

a>0

= sup S[inf f(x), u(ANE)] [27]
Ee§,infycg f(x)>0 *€E

Teorem 5.6.2. (PG) bulanik integrali i¢in asagidaki dzellikler elde edilir.

(1) Eger f, < f, ise, bu durumda (PG)jA fidu< (PG)IA f,du dir.
(2) Eger A C Ay ise, bu durumda (PG) jﬂ& f du<(PG) jAZ fdu dir.
(3) Eger u(A) =0 ise, bu durumda (PG)_[Af du=0 dir.

(4) (PG) [, T du=(PG) [ f © zadu dir.

(5) Her Ae§ ve c €(0,0) sabiti icin (PG) -[AC du=S[c, u(A)] dir.
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(6) (PG)IA fiv fydu> (Pc;)jA fyduv (PG) jA fodu dir.
(7) (PG)jA fiAfodu< (F>c;)jA f,du A (PG) jA fodu dir.

(8) Her ce(0,%0) sabiti icin (PG)jA(cV f)dy:(PG)jAcdyA(PG)jAf du dir.

[27]

Teorem 5.6.3. f, g negatif olmayan &lgiilebilir fonksiyonlar olsun. f =g olmak

lizere w1, sifir (null)-toplamsal oldugunda (PG) If du=(PG) Ig du olur. [27]

Ispat: Kabul edelim ki 4, sifir (null)-toplamsal ve f =g dir. B={x: f(x) # g(X)}
ile ifade edelim. Bu durumda x«(B)=0 ve u(N,(g))=«(N,(g)w B). Buradan her
a>0 igin u(N,(f))<u(N,(9)UB)=u(N,(9)) elde edilir. Esitsizligin terside
saglamr,  u(N,(f))=u(N,(g)) elde edilir ~Teorem 56.1. den

(PG) [f du=(PG) [gdu elde edilir.

Her Acd Bed ve u(B)=0 igin, eger u(A)=o ise, bu durumda x niin
monotonlugundan (AU B) =00 = y(A) elde edilir. Simdi, x#(A) <o farz edelim. S

nin birim elemant € olmak tizere

e Xxe AUB
f = ! =
() {O, Xx¢ AUB ve 9(x) {

e, Xe A
0, X¢ A

seklinde tamimlanir, bu durumda f =g dir. Hipotezden, (PG) J f du=(PG) Ig d s

Bundan dolay1 S[e, u(AUB)]=S][e, u(A)] elde edilir. Buradan, p(ANB)=u(A)

sonucu elde edilir. Bu yiizden g, sifir (null)-toplamsaldar.

Sonu¢ 5.6.1. Eger 4, sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda A da f =g oldugu

Zaman
(PG) [, f du=(PG) [,gdu

olur.[27]
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Sonug¢ 5.6.2. Eger p, sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda Aed Bed, ile
1(B) =0 olmak iizere

(PG)IAUBf duz(PG)IAf d . [27]

Teorem 5.6.4. (X, &, i) bir bulanik 6lgiim uzayr ve f negatif olmayan &lgiilebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda m, Lebesgue dl¢tim ve ga(a) = (AN N, (),

g;‘(a') = u(An N;( f)) olmak lizere A€ § igin,
(PG) [, f du=(PG) [ ga(@) dm =(PG) [ ga() dm.[27]

5.7. Pan-Cift Yonlii Genellestirilmis Bulamik Integral

Tamm 5.7.1. D=[0,0]x[0, ] ile gésterilsin. T :D —[0,0] ye asagidaki sartlar:

sagladig1 takdirde bir C — genellestirilmis ii¢cgensel conorm denir.

(1) Vx€[0,] i¢in T[0,X]=x ve her bir x€[0,] igin T [X,€]=X olacak sekilde

bir e €[0, ] varsa, e ye T nin birim eleman: denir.

(2) V(x,y) €D igin T[x, y]=T [y, x];

(3) Xy <Xp, Y1 <Yp oldugunda T [x, 1] <T [Xp, y51;

(4) Eger {(X1, Yn)}< D, (x,y)eD, X, =X, Yy, =Y ise, budurumda
T [Xy, Yn] = T [X, y].[28]

Not 5.7.1. (1) ve (3) den, her X €[0, =] i¢in T[X, ] = c0.[28]

Not 5.7.2. Ti[X, yl=max[x, y], To[X, yl=x+Yy, T3[X,y]=xD Yy ve

o0, max{Xx, y} = o

Tl y]=
4[X y] {X+y+k(x)/)p! max{x,y}<°0 (k>0,p>0),

alalim. Bu durumda Ty, Ty, T3 ve T4, C— genellestirilmis licgensel conormdur.[28]
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Tamm 5.7.2. (X,9,1,R.,®,0) bir pan-uzay, ve T bir C-—genellestirilmis

licgensel conorm, ve f negatif olmayan o&lgiilebilir bir fonksiyon, A€ & olsun.
n . ..
s=@;_qlai Oxpl o #aj, (i#]) >0, ANA =D (i#])

Aes (i=12,..n), UL4A=X, A =X-A ve Za» A nin karakteristik

fonksiyonu ve

n
QAa(s) = i/_\lT [, (AN AD)]
olmak iizere A da f nin(PDG) bulanik integrali

(PDG) [,  du=inf Qa(s)

seklinde tanimlanir.[28]

Teorem 5.7.1. (PDG) bulanik integrali icin asagidaki esitlikler elde edilir.
N, (f)={x| f (X) > &} olmak iizere;
(PDG) [, f dpu=inf T [ar, (A Ng, ()]
A a>0

=inf T [a, u(AN N, ())]
a>0

= inf T [sup f(x), u(ANE®)].[28]

€5 xeE

Teorem 5.7.2. (PDG) bulanik integrali icin asagidaki dzellikler elde edilir.

(1) Eger f, < fy ise, bu durumda (PDG) jA f, d < (PDG) jA f,du;
(2) Eger A, c Ay ise, bu durumda (PDG)J‘A& fdu< (PDG)J’A2 fdy;
(3) Eger u(A) =0 ise, bu durumda (PDG)IAf du=0;
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(4) (PDG) |, f duu=(PDG) [ f-yads:
(5) (PDc;)jA(f1 A f,) d < (PDG) jA f, d,u/\(PDG)jA fod;
(6) Her Ae g ve ¢ e[0,%0] sabiti icin (PDG) jAc du=cA u(A).[28]

Teorem 5.7.3. f, g negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyonlar olsun. f =g olmak

lizere y, sifir (null)-toplamsal oldugunda (PDG) If du = (PDG) jg du olur.[28]

Sonug 5.7.1. Eger u, sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda A da f =g olmak

luzere
(PDG)jAf d = (PDG) jAg d 1. [28]

Sonug¢ 5.7.2. Eger u, sifir (null)-toplamsal ise, bu durumda Ae& Bed, ile

1(B) =0 olmak iizere
(PDG) jAuB f du=(PDG) jA f d . [28]
Teorem 5.7.4. (X, 8, i) bir bulanik 6l¢iim uzayr ve f negatif olmayan 6lgiilebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda m, Lebesgue 6lgiim ve ga(e)=pu(ANN,(f))

olmak tlizere A€ § igin,

(PDG) [, f d yz(PDG)J;Og (@) dm

olur.[28]
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6. BOLUM
SONUCLAR

Bu calismada bulanik integraller, pan-bulanik integral ve pan-bulanik

integralin ozellikleri ile ilgili yapilan ¢aligmalar incelenmistir.

Lebesgue integral, Sugeno integral, Choguet integral ile Pan-bulanik integral
arasindaki iliskiler incelenmistir. Bulanik 6l¢limiin alt toplamsal, {ist toplamsal ve
toplamsal oldugu durumlarda pan-bulanik integralin diger bulanik integrallerle olan

iligkileri incelenmistir.
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