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OZET

C,(X) FONKSIYON UZAYLARININ TOPOLOJIK SINIFLANDIRILMASI

KARAKUS, Ulkii
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Sabri BIRLIK
Mayis 2010, 47 Sayfa

Bu ¢alismada C,- teorisinin topolojik yonii Uzerinde durulmustur. C (X) in sahip

oldugu topolojik ve lineer topolojik 6zellikler incelenmistir.

X ve Y Tychonoff uzaylari olmak tzere C,(X) ve C,(Y) nin lineer homeomorfik

olmas1 durumunda X ve Y’nin hangi 6zellikleri i¢in X ve Y nin homeomorfik oldugu

arastirilmstir.

Fonksiyon uzaylar1 lizerine topolojiler kurularak olusan uzaylar arasinda lineer ve
siirekli lineer doniisiimler olusturulmustur. Ordinaller tizerindeki siirekli reel degerli

fonksiyonlarm C,([l,«]) uzaylarnmn siniflandirilmasi yapilmistir. Bir topolojik

uzayin n-boyutlu kiipe /-denk olmasi i¢in bu uzay iizerinde hangi sartin saglanmasi

gerektigi arastirilmistir.

Anahtar kelimeler: Tychonoff uzayi, fonksiyon uzayi, lineer homeomorfizma, C,-

teorisi, ordinal, /-denk



ABSTRACT

TOPOLOGICAL CLASSIFICATION OF C, (X) FUNCTION SPACES

KARAKUS, Ulkii
M.Sc.in Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Sabri BIRLIK
May 2010, 47 Pages

In this study, it is considered topological side of C,-theory. It is researched that

topological and linear topological properties of C,(X).

X and Y are Tychonoff spaces such that C, (X) and C,(Y)are linear homeomorphic.

It was searched that for which properties of X and ¥, X and Y are homeomorphic.

Topologies were formed over function spaces.And linear and continuous linear
mappings were formed between these spaces. It was given a classification of spaces

C,([La]) of continuous real valued functions on ordinals. It was searched that

which property is necessary on a topological space to be /-equivalent to the n-

dimensional cube.

Key words: Tychonoff space, function space, linear homeomorphic, C, -theory,

ordinal, /-equivalent
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1.BOLUM

GIRIS

X Tychonoff uzayr olmak tlizere X iizerindeki reel-degerli siirekli fonksiyonlarin
uzay1, noktasal yakinsaklik topolojisi ile donatilirsa lineer topolojik bir uzay olan

C,(X) uzayma ulasilir. X Hausdorff uzay1 olmak tizere zayif topoloji ile donatilmig
her Banach uzayi, C, (X)in kapali lineer bir alt uzayma lineer homeomorftur.
Boylece C,(X) in topolojik ve cebirsel yapisi, C (X) 1 topolojik uzay

calismalarinda 6nemli bir arag haline getirmektedir.

C,(X), Cebirsel Topoloji ve Fonksiyonel Analiz’e ait olan kavramlarla Genel

Topoloji arasinda bir koprii gorevindedir. Cp-teorisi ,Genel Topoloji’nin Fonksiyonel

Analiz’e bir uygulamasidir. Cy-teorisinde ¢aligilan temel konular, C,(X) in kendisi
ve C,(X) in kompakt alt uzaylaridir. Ayrica C,(X) ve X uzaylarinin 6zellikleri

arasindaki bag ile de ilgilenir.

C,-teorisinde esas konu l-denkligi ve t-denkligi ve buna bagli olarak l-degismezleri

ve t-degismezleridir. Eger C,(X) ve C,(Y)uzaylart homeomorf(lineer homeomorf)

ise X ve Y uzaylarma #-denktir denir. #-denkligi ve /-denkligi ile korunan topolojik
ozelliklere t-degismezleri ve /-degismezleri denir. ¢-degismezleri ve /-degismezleri
C,-teorisinin temel problemleri arasindadir. Bu durum C,-teorisinin dualite
teoremleri ile ilgili olan boliimiidiir. Yani herhangi bir X uzaymin bir 6zelligi,
C,(X) in topolojik (lineer topolojik) 6zelligi ile olusturulabilir, X “in bu 6zelligi #-
degismezdir.(/-degismezdir). C,-teorisinde 6nemli konulardan bir digeri ise siirekli
(ve lineer stirekli) genislemeler teorisidir. Bu konudaki ilk temel sonuglar Dugundji

tarafindan elde edilmistir.



Son 20 yilda C,-uzaylar1 ¢caligmalari, genisleme teorisi iginde gelistirilerek bir ¢ok
onemli problem A.V. Arhangelsk’ii, J. Baars, M. M. Choban, J. De Groot, S. P Gul’
ko, W. Marciszewski, J. Van Mill tarafindan ¢oziime kavusturulmustur. Bunlarin
disinda  Cp,-teorisinde ulasilan Onemli sonucglardan bazilar1 sunlardir:  W.

Marciszewski, sonsuz kompakt bir X uzay1 i¢in C,(X) in C,(X)xR ye lineer home-
omorf olmadigini kanitlamustir. J.Calbrix, eger C, (X) analitik ise X uzaymnm 6 -

kompakt oldugunu goéstermistir. N.V. Velichko, Lindelof 6zelliginin /-denkligi ile

nasil korunacagini kurmustur. R. Pol, sonsuz metriklenebilen kompakt X uzay1 i¢in

C,(X) inkaresinin C,(X) e lineer homeomorf olmadigint gdstermistir.

C,-teorisi Genel Topoloji’nin Fonksiyonel Analiz’e bir uygulamasi olmasma ragmen
son donemdeki C,-teorisinin konulari, metotlar1 ve sonuglar1 Fonksiyonel Analiz’in
ve matematigin diger dallarinda da uygulanmaktadir. Ozellikle S. Negrepontis’in,

“Banach Uzaylar1 ve Topoloji” makalesi bu duruma 1iyi bir 6rnektir.

C,(X) in lineer topolojik uzay olmasiyla beraber ayrica topolojik halka olmasindan

dolay1 topolojik halkalar ve topolojik gruplar teorisi iginde C,-teorisinin 6nemli bir

yeri vardir. Bu konuda L. Gilmann ve M. Jerison ‘un kitab1 6nemli bir referanstur.

Yukarida tarihsel siire¢ icerisinde C,-teorisinin nasil bir gelisme gosterdigi ve salt
topolojiye ait bir konu olmayip aslinda matematigin diger dallar1 ile ne kadar i¢ ice

oldugu ifade edilmeye caligildi.

Bu c¢alismada Cp-teorisinin topolojik yoni tizerinde durularak C,(X) in sahip

oldugu topolojik ve lineer topolojik 6zellikler incelenmistir. 2. boliimde genel olarak
fonksiyon uzaylarmin tanimi yapilmistir. 3. boliimde fonksiyon uzaylar: iizerine to-
polojiler kurularak olusan uzaylar arasindaki lineer ve siirekli lineer doniistimlerden

bahsedilmistir. 4. béliimde ordinaller tizerindeki siirekli reel degerli fonksiyonlarmn

C,([La]) vzaylarinmn smiflandirilmast yapilmstir.Bir topolojik uzayin n-boyutlu

kiipe /-denk olmasi i¢in bu topolojik uzay iizerinde hangi sartin saglanmasi gerektigi

arastirilmstir.



2. BOLUM
FONKSIYON UZAYLARI
2.1. Fonksiyon Uzaylan

Bos olmayan bir X kiimesinden R ye giden tiim fonksiyonlarin kiimesini R* ile

gosterecegiz. R*, aeR,f,g,heR* olmak iizere asagidaki islemlere gore vektor

uzay1 ve ayni zamanda halkadir;
(o f +gh)(x) = a f(x)+g(x)h(x)

R* birim elemanli degismeli bir halkadir. R* in sifir eleman1 0 ve birim eleman1 1

ile gosterilir. /€ R* in toplamaya gore tersi —f ile gosterilir ve

(=/)x)=-f(x)

dir. feR* in ¢arpmaya gore tersinin olmasi icin gerekli ve yeterli kosul her

x € Xi¢in f(x)#0 olmasidir. Bu durumda f nintersi ' fonksiyonudur ve

dir. R* asagida tamimlanan siralamaya (noktasal siralamaya) gore kismi sirali bir

kiimedir:
f<g:f(x)<g(x) (Her xe X igin).

Ayrica



fLge f+h<g+h(Vhe(C(X))
ve
0<f,0<g=0<fg

oldugu agiktir.

f,geR" i¢in k fonksiyonu

k(x) = max(f(x),g(x)) = f(x) v g(x) = (f v g)(x)

olarak tanimlansin. Bu durumda k> fvek>gdir. h>f ve h>g kosullarm
saglayan he R i¢in h>k dir. Yani her f,geR* i¢in f ve g nin R* icinde
supremumu vardir ve f v g ile gosterilir. Ayrica bu siralamaya gére R* bir latis-
sirali halkadir. feRY i¢in fv(—f) fonksiyonu |f| ile gosterilir ve asagidaki

esitligi saglar:
/1) =]/ ()] (vx e X)

X topolojik uzaymmdan R topolojik uzayr i¢ine olan tiim reel-degerli stirekli

fonksiyonlarm kiimesi C(X) ile gosterilir. Siirekli iki fonksiyonun toplami ve

carpim siireklidir. Eger f, C(X) in bir eleman1 ise —f de C(X) e aittir. Buradan

C(X) bir degismeli halkadir ve R* in bir alt halkasidir. 1 sabit fonksiyonu C(X)

in birim elemanidir. Eger f'stirekli ise |f| de siireklidir. g, f € C(X) i¢in
fvg=2"(f+g+|f-g)

oldugundan f v g e C(X)dir. Buradan C(X), R* in bir alt latisidir.

feR* ve 0<reR igineger f>0 ise f bir tek negatif olmayan r-inci kuvvete sa-

hiptir ve f" ile gosterilir. Her x € X i¢in

ST = 1)



olarak tanimlanir. Eger f € C(X) ise f” siireklidir.

Eger X uzay: ayrik ise X iizerindeki her fonksiyon siireklidir yani R* ile C(X)

ozdestir. Tersine R*=C(X) ise X iizerindeki her kiimenin karakteristik fonksiyonu

stirekli oldugundan X uzayi ayrik uzaydir.

C(X) deki tiim smirli fonksiyonlarm kiimesi C*(X) ile gosterilir. C*(X), cebirsel

ve sralama islemleri altinda kapalidir. Buradan C"(X), C(X) in bir alt halkas1 ve

alt latisidir.

Tamm 2.1.1: C"(X)=C(X) ise yani, her siirekli /' e C(X) fonksiyonu smirli ise X

uzayima pseudokompakt denir. Her kompakt uzay pseudokompakttir.

Tanim 2.1.2: X uzaymnda sayilabilir her agik ortii, sonlu bir alt ortiiye sahip ise X

uzayma sayilabilir kompakttir denir. Sayilabilir kompakt uzay pseudokompakttir.

X sayilabilir bir kompakt uzay ve f € C(X) olsun. Her ne N igin
{x:|f(x)|<n:neN}

kiimesi X in sayilabilir acik bir Ortiisiidiir. Buradan sonlu bir alt aile X 1 Orter,

dolayisiyla f smirhidir. C(Y) den C(X) icine olan her izomorfizma siralamay1
korur. Ayrica f =k ve fsmirli ise k smirlidir. Buradan C*(Y) den C(X) igine olan

bir izomorfizma siralamay1 korur.

Teorem 2.1.3: C(Y)(C'(Y)) den C(X) igine her ¢ halka homomorfizmas: bir latis

homomorfizmasidir. [12]

Ispat: g =7* oldugundan @g = (¢/)*’dir. ¢, negatif olmayan fonksiyonlari, negatif
olmayan fonksiyonlarim i¢ine tasir yani ¢ sirayi korur.

(@le])’ =o(g]) = p(g”) = (pg)
5



ve go|g|" B oldugundan (p|g| :|(pg| elde edilir.

(gvh)+(gvhy =g+h+|g—hl
oldugundan

o(gv ) +p(gvh)=pg+oh+|pg —oh|=(pg v ph)+(pg v oh)
esitliginden @(g v h)=@g v @h dir. Yani, ¢ latis homomorfizmadir.

Fonksiyonlarm smirliligimin baska bir 6zelligi, C(X) in cebirsel yapisi ile asagidaki

sekilde belirlenmistir.

Teorem 2.1.4: C(Y)(C'(Y)) den C(X) igine olan her ¢ halka homomorfizmasi

sinirli fonksiyonlari, sinirli fonksiyonlara tasir.[12]

Sonu¢ 2.1.5: Eger X pseudokompakt degil ise Y icin C(X),C"(Y) nin bir

homeomorfik goriintiisii degildir. [12]

C(X) ve C'(X) nin izomorfik olmasi igin gerekli ve yeterli kosul C(X) ve C (X)

in 6zdes olmalaridir.

Teorem 2.1.6: ¢, C(Y) den C(X) icine bir homomorfizma olsun ve goriintiisii

C"(X) iigersin. Bu durumda ¢, C"(Y) yi C'(X) in iizerine tagir.[12]
2.2. F (X.,Y) Fonksiyon Uzaylar

Tanmm 2.2.1: X ve Y herhangi iki kiime olsun. X ten Y i¢ine olan biitiin
fonksiyonlarm ailesini F (X,Y) ile gosterelim. F (X,Y) nin herhangi bir alt ailesi,

bir 7 topolojisi ile donatilirsa bu alt aileye fonksiyon uzay1 denir.

6



F (X.,Y) bir carpim kiimesi ile 6zdestir: Y kiimesi, xe X i¢in Y =Y seklinde

olsun. Elde edilen Y_ kiimelerinin ¢arpimini F ile gosterelim. Yani
F=II{Y :xe X}

olsun. p=<a_:xe X > noktalarther xe X 1 bir a, €Y, =Y elemani ile eslestirsin.
F, tim p=<a_:xe X > noktalarini igerirse X ten Y i¢ine olan biitiin fonksiyonlar1

daigcerir buda F =F (X,Y) oldugu anlamina gelmektedir.

Tamm 2.2.2: Her xe X i¢in & (f)= f(x) ile tammlanan
EFX,)Y)>Y

doniisiimiine X iizerinde evaluation doniisiimii denir.

Ornek 2.2.3: F (I,R),I =[0,1] tizerinde tanimli, reel-degerli fonksiyonlarm bir

koleksiyonu olsun. f,g,h€F (I,R) fonksiyonlar1

f(x)=x", g(x)=2x+1, h(x)=sinzx
seklinde olsun. Evaluation donisimi &, :F (/,R) > R ile tammlansin ve j :%

olsun. Bu durumda;

N RN
é,(f)zfm—f(z] -
é,(g)zg(j)zgejzz

E(h) =h(j>=h6]=1

olur. Grafik olarak &, (f),&;(g) ve &,(h) noktalary, £, g ve & nin grafiklerinin x=;
7



den reel eksene ¢ikilan R, nin kestigi noktalardur.

& /
—

Ri= 4

Sekil 2.2.1. &, :F ({,R) > R ile taniml1 baz1 fonksiyonlar i¢in R, nin kestigi nokta-
lar

2.3. F (X,Y) Fonksiyon Uzaylanr1 Uzerindeki Topolojiler

2.3.1. Acik nokta topolojisi

Tamm 2.3.1.1: X bir kiime, Y topolojik bir uzay olsun. F (X,Y) ile
F=Il{Y.:xe X} ile ¢arpim kiimesi dzdes olmak iizere F (X,Y) ilizerinde bir 7
carpim topolojisi arastiralim. F nin
x [Gl={f 7 (f) G}

seklindeki tiim alt kiimelerini i¢eren, F {izerindeki ¢arpim topolojisinin alt tabani S
olsun. Burada x,€X ve G,Y =Y koordinat uzaymin agik bir alt kimesidir.
¢, (f),x, € X tlzerinde evaluation doniisimii olmak tizere 7, (f) =&, (f)=/(x,).
Buradan F (X,Y) {izerindeki 7 ¢arpim topolojisi i¢in belirlenen S alt tabani,
F (X.,Y) nin {f: f(x,) € G} seklindeki biitiin alt kiimelerini igerir. Yani bir x, € X
noktasmi Y nin bir G agik kiimesine doniistiiren biitiin fonksiyonlarin dontistimiidiir.
F (X,Y) lzerinde tanimlanan bu ¢arpim topolojisine acik nokta topolojisi denir.
Ornek 2.3.1.2: Eger ATI{X, :iel} carpim uzaymn bir alt kiimesi ise 4, kendi

izdiistimlerinin ¢carpimmin alt kiimesidir. Yani

8



Aclln,:iel]

bi¢imindedir.

[4] 6
T M {i€l}

Sekil 2.3.1. AcTI{X, :iel}

Buradan ¢/ z,[A],7,[ A] nin kapanist olmak tizere 4 < [I{Y, : x € X} ¢arpim uzaymin

kompakt bir alt kiimesidir.

Teorem 2.3.1.3: Y Hausdorff uzayr ve 4cF (X,Y) olsun. 4 nin acik nokta

topolojisine gore kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 4 nin kapali olmas1 ve

her x € X i¢in c|{f(x): f € A} nin kompakt olmasidir.[19]

2.3.2. Noktasal yakinsakhk topolojisi

Tanim 2.3.2.1: X herhangi bir kiime, Y topolojik bir uzay ve (f,),F (X,Y) de bir

dizi olsun. Eger her x, € X i¢in

Liigﬁz(xo) =g(x))
ise (f,) dizisi, g: X =Y fonksiyonuna noktasal yakmsaktir denir.

Ornek 2.3.2.2. (f\» f55---), 1 =[0,1] dan R ye tanimli fonksiyonlarin dizisi olsun ve

asagidaki sekilde tanimlansin:



D) =x, f,(0)=x", fi(x) = x°,...

f1

£

fz

g 1

Sekil 2.3.2. f :[0,1] > R ile tanimh1 f, (x)=x" fonksiyonlar dizisi

(f,) fonksiyon dizisi,

0;0<x<l1
glx)=1
1 ;x=1

biciminde tanimlanan g:/ — R fonksiyonuna noktasal olarak yakinsaktir. Bu 6r-
nekte, f, fonksiyonlarinin her biri siirekli oldugu halde limit fonksiyonu olan g nin

stirekli olmadig1 goriliiyor.

Noktasal yakisaklik ile a¢ik nokta topolojisi arasindaki iliskiyi asagidaki teorem
aciklamaktadir.
Teorem 2.3.2.3: F (X,Y) acik nokta topolojisi ile donatilmis olup (f,),F (X.Y)

i¢inde bir dizi olsun. Bu durumda (f,) dizisinin, g € F (X,Y) ye yakinsak olmasi

i¢in gerekli ve yeterli kosul (f,) nin g ye noktasal olarak yakinsamasidir. [19]

Ispat:=: x, € X ve g(x,) € G,Y kiimesinin agik bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
geF(x,,G)={f eF (X.Y): f(x,)eG}
10



ise F(x,,G),F (X,Y) nin g yi igeren 7 -acik bir alt kiimesidir. (f,),g € F(X,Y) ye

7 ’ya bagl olarak yakinsadigindan
n>n,= f €F(x,,G)

olacak sekilde en az bir n, € N vardir. Buna bagh olarak
n>n, :ﬁ,(xo)eGSEgr?oﬂ,(xo):g(xo)

olur. x, keyfi se¢ildiginden (f,), g ye noktasal yakinsaktir.

< F(x,,G)={f eF (X,Y): f(x,) e G}, gyliceren 7 i¢in tanimlanmis bir alt taban

olsun. g(x,)e G dir. (f,), g ye noktasal yakinsak oldugundan
n>n,= f(x,)eCG

olacak sekilde en az bir n, € N vardir. Sonug olarak

n>n,= f e€F(x,,G)=(f,),g ye 7 -yakinsaktir.

Bu teoremle F (X,Y) {izerindeki acik nokta topolojisinin ayni1 zamanda noktasal

yakinsaklik topolojisi oldugu goriilmektedir.
2.3.3. Diizgiin yakinsakhk topolojisi

Tamm 2.3.3.1: (f,)=(f,,f,,...) bir X kiimesinden (Y,d) metrik uzay1 i¢ine olan
fonksiyonlarm bir dizisi ve n>n, olsun. Her x € X i¢in d(f,(x),g(x))<¢& olacak
sekilde bir n,=n,(e)e N varsa (f,) dizisi, g:X —Y fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir.
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Eger (f,) dizisi g ye diizgiin yakinsak ise ayni zamanda g ye noktasal yakimsaktir.

Cunkii noktasal yakinsaklikta n, sayis1 & ve x e bagliyken diizgiin yakinsaklikta n,
sayist sadece & baghdir.

X kiimesinden (Y,d) metrik uzay1 i¢ine olan tiim sinirli fonksiyonlarmn koleksiyonu
B(X,Y) ile gosterilsin ve p(f,g)=sup{d(f(x),g(x)):xe X} seklinde tanimlanan

p, B(X,Y) lizerine metrik olsun. Bu metrik asagidaki 6zellige sahiptir:

Teorem 2.3.3.2: (f,),B(X,Y) icindeki fonksiyonlarm bir dizisi olsun. (f,) nin p
metrigine bagh olan g eB(X,Y) ye yakinsak olmasi i¢cin gerekli ve yeterli kosul

(f,) nin g ye diizgiin yakimsiyor olmasidir. [19]

Tanmm 2.3.3.3. B(X,Y) lzerinde p(f,g)=sup{d(f(x),g(x)):xe X} metrigi

tarafindan dogurulan topolojiye diizgiin yakinsaklik topolojisi denir.

Y metrigi lzerinde verilen diizgiin yakinsama genel topolojik bir uzay icin
tanimlanamaz. Ancak diizgiin yakinsama durumu, topolojik uzaylarla metrik uzaylar
arasindaki uzaylarm bir koleksiyonu olan diizgiin uzaylara genisletilebilir. Her

metrik uzay diizgiin uzaydir.
2.3.4. Kompakt acik topoloji

Tamm 2.3.4.1: «x, X i¢inde kompakt ve U,Y i¢inde a¢ik bir kiime olsun. F (X,Y)
iizerindeki topoloji
(,U)={f eF (X.Y): flk]c U}

kiimesini alt taban kabul eden topolojidir.Bu topolojiye kompakt agik topoloji denir.

Teorem 2.3.4.2. F (X,Y) ilizerindeki agik nokta topolojisi, F (X,Y) tlizerindeki

kompakt acik topolojiden daha zayiftir. [19]

Sonug 2.3.4.3. £ :F (X,Y) > Y evaluation doniisiimi, F (X,Y) tlzerindeki

kompakt acik topolojiye bagl olarak siireklidir.[19]
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Ornek 2.3.4.4. Eger Y Hausdorff uzay: ise F (X,Y) iizerindeki kompakt agik
topoloji de bir Hausdorff uzayidir.

f,geF(X,Y)f#g) olsun. Bu durumda f(p)# g(p) olacak sekilde en az bir
p € X vardir. Y Hausdorff uzay1 ise f(p)eG,g(p)e H ve GNH =¢ olacak
sekilde Y nin G ve H gibi agik kiimeleri vardir. Buradan

J€eF(p,G),geF(p,H) ve F(p,G)NF(p,H)=¢
dir. Ancak {p} tek nokta kiimesi kompakt oldugundan F(p,G) ve

F(p,H),F (X,Y) iizerindeki kompakt ac¢ik topolojiye aittir. Yani, F (X,Y)

Haussdorft uzayidir.
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3.BOLUM

FONKSiYON UZAYLARI UZERINDEKI DONUSUMLER

3.1. Fonksiyon Uzaylar1 Uzerindeki Topolojiler

X ve Y iki Tychonoft uzay1 olmak iizere eger X ve Y topolojik uzaylar ise X in Y ye
homeomorf oldugunu gostermek i¢cin X =Y sembolii kullanilmigtir. Eger X ve Y
lineer uzaylar ise X : Y semboli, X in Y ye lineer homeomorf oldugunu

gostermektedir.

K,X in bir ortisi olmak iizere feC(X),keK ve &6>0 igcin
N(f,x,0)=<f,k,0 >={geC(X):| f(x)—g(x)|<d, her xekx i¢in} seklindeki
biitiin kiimelerden olusan aile bir alt taban olmak lizere C(X) tizerinde bir topoloji

tanimlansm. C(X) lizerinde tanimlanan bu topoloji X in K - Ortiistine baghdir. Eger

bu form f € R* olarak genisletilirse f nin komsuluklar tabanidir.

Tammm 3.1.1. N(f,x,0) ye x ve ¢ tarafindan tanimlanmis f nin komsuluklar

tabani denir.

Eger K - ortiisii, X in sadece kompakt alt kiimelerini i¢eriyorsa bu sekildeki kiimeleri

alt taban kabul eden topoloji ile donatilan C(X) bir topolojik gruptur. Bu durumda
genellikle ke K ve 6 >0 i¢in <0,x,0 > seklindeki agik kiimeleri goz Oniinde

bulundurulacaktir.

Tamim 3.1.2. 4, X in bir alt kiimesi olsun. Eger her f € C(X) i¢in f(A4), R de sinirh

ise A ya X de smurli denir. Eger 4, X' in smurh bir alt kiimesi ise o zaman A4 nin kapa-

nist olan ¢| 4da ayni zamanda X in sinirl bir alt kiimesidir.
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Tanim 3.1.3. Eger K -ortiisii X in biitiin tek nokta kiimelerini i¢eriyorsa o zaman bu

topoloji ile donatilan C(X),C,(X) ile gosterilir. Bu topolojiye noktasal yakinsaklik

topolojisi denir.
Tamm 3.1.4. Eger K - 6rtiisii, X in sadece biitiin kompakt alt kiimelerini igeriyorsa o

zaman bu topoloji ile donatilan C(X), C, (X) ile gosterilir. Bu topolojiye kompakt-

acik topoloji denir.

Tanmm 3.1.5. Eger K = {X} ise o zaman bu topoloji ile donatilan C(X),C, (X) ile

gosterilir. Bu topolojiye diizgiin yakmsaklik topolojisi denir.

Eger K -0Ortiisii X in sadece sinirli alt kiimelerini igeriyorsa, o zaman bu topoloji ile

donatilan C(X),C,(X) ile gosterilir.

Yukarida tamimlanan C,(X),C,(X),C,(X) ve C,(X) birer topolojik vektor

uzaylaridir.

X ve Y uzaylar1 i¢in X <Y gosterimi, X ve Y nin ayni kiime elemanli olmas1 ve ¥
nin topolojisinin X in topolojisinden daha kuvvetli veya esit olmas1 demektir. Bu

gosterim ile C,(X)<C,(X)<C,(X)<C, (X) dir.

3.2. Lineer Homeomorfik Uzaylar

X ve Y birer Tychonoff uzayi, normal ve birinci sayilabilir uzaylar olsunlar. C,(X)

ve C (Y) lineer olarak homeomorfiktir. X, bazi a <w, i¢in sayilabilir kompakt

olsun.

X bir topolojik uzay ve 4, X in bir alt kiimesi olsun. ¥ =Y, ,, X den elde edilmis bir
katsayr uzaymi ifade etmektedir. C, ,(X),4 {izerinde sifir degerini alan
fonksiyonlardan olusan C,(X) in alt uzayive C,,(Y) de « da sifir degerini alan

fonksiyonlardan olusan C,(Y) nin alt uzayidir.
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Yardimer Teorem 3.2.1. X bir uzay ve 4, X in bir alt kiimesi olsun.

C,,(X): C,,(Y) olur. [10]

X topolojik uzay1 ve her a ordinali i¢in X in ¢ -1nc1 tiirevi timevarim yontemiyle

asagidaki gibi tanimlanur.

(@) X=X ve X ={xe X |x,X inbir y1§1lma noktasidir.}
(b) a=p+1ise X =(XP)D olur.
(c) Eger a bir limit ordinal ise X =] X dir.

P<a

Bir a ordinali fved ordinalleri igin @ = f+06 seklinde ise o bir asal bilesendir.
Bu durumda ya 6 =0 yada 6 =« olur. Her o ordinali i¢cin a dan daha kiiciik veya

ona esit olan en biiyiik asal bilesen “«a'” seklinde gosterilir.

C,o([l,a]) ile a da sifir degerini alan fonksiyonlardan olusan C,([l,¢]) nm alt

uzaylarini ifade ederiz.

Yardimel Teorem 3.2.2. o bir ordinal olsun. O halde

C,o([Lal): C,([Lal) olur.[10]

Yardimer Teorem 3.2.3. w'' o, <w, olsun. o’ f&a" ise

C,([La]): C,([L, A1) olur. [10]

X ve Y Tychonoffuzaylari, ¢:C(X)— C(Y) lineer bir doniisiim ve y €Y olsun.
Eger X i¢inde x in her U- komsulugu i¢in

S(X\U)c {0} ve ¢(f)(»)#0
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olacak sekilde bir f e C(X) varsa o zaman bu tir xe X lerden olusan supp(y)
kiimesine y € Y nin destegi denir. X i¢indeki bu destek ¢ ye baghdir ve suppg(y)
seklinde gosterilebilir. ¥ nin bir 4 alt kiimesi i¢cin U,_,supp(y) yi suppA ile

gosterelim. Her f,geC(X) ve yeY icin fve g , supp(y) nin komsulugunda
bulunmak iizere ¢(f)(y)=¢(g)(y) dir ve ¢ doniisiimii etkindir.

Egerher f e C(X) i¢cin f(A4), R de smirli ise X in A4 alt kiimesi de sinirhdir.

Onerme 3.2.4. X ve Y Tychonoff uzaylar1 ve ¢:C,(X)—>C,(Y) lineer

homeomorfizma olsun. Bu durumda,

(a) ¢ etkindir.

(b) Eger A4, Y nin sinirh bir alt kiimesi ise suppA, X igerisinde sinirhdir. [10]

Yardimer Teorem 3.2.5. X ve Y Tychonoff uzaylar1 ve ¢:C, (X)—>C (Y) bir
homeomorfizma olsun. f,, siireksiz f e R* fonksiyonuna yakinsamak iizere
(f)en» €, (X) igerisinde bir kiime olsun. g:Y — R,{¢(f,)|n e N} kiimesinin bir

yigilma noktasidir. Bu sebeple g siirekli degildir. [10]

Ispat: {f |[ne N $,C,(X)  igerisinde  kapali ve ayrik oldugu siirece,

{9(f,)|ne N}, C (Y) igerisinde kapali ve ayriktir.

Teorem 3.2.6. X ve Y normal uzaylar ve birinci sayilabilir topolojik uzaylar olsunlar.

C,(X) ve C,(Y) lineer homeomorfiktir. O halde X in sayilabilir kompakt olmasi

icin gerekli ve yeterli kosulY" in sayilabilir kompakt olmasidir.[10]

Ispat: X sayilabilir kompakt olmasin ve Y sayilabilir kompakt olsun. X
dizisel kompakt olmadigi siirece igerisinde kapali ayrik bir /' ={x |n e N} kiimesi

vardir. Her ne N i¢in {U7 | j € N} kiimesi x, de azalan bir agik taban ve f;' ifadesi

17



bir Urysohn fonksiyonu olsun.

O halde f/(x,)=1 ve f/(X\U;)=0 olur. Bu sebeple f'— X, streksizdir.

Ayrica ¢:C,(X) — C,(Y) lineer bir homeomorfizma ve g7 =¢(f;') olsun.

Yardimcr Teorem 3.2.7. Her yeY ve ne N icin {gj(y)|je N} kimesi R de

sinirhidir. [10]

X @Y veya @ X, ile topolojik X ve Y uzaylarmm veya X,(i € N) nin topolojik

1

toplamlarini ifade ederiz.

Ornek 3.2.8. X =®7 [L,w], olsun. 4=X" olmak lizere ¥ =Y, , ifadesi X den

elde edilmis katsay1 uzay1 olsun.

X birinci sayilabilir ve normal uzaydir. ¥ de normal uzaydir ancak birinci sayilabilir

uzay degildir. Yardimei Teorem 3.2.1 e gore C, ,(X): C, (YY) dir. Ayrica,
Cp,A (X) : H Cp,u ([1’ W])l
i=1

: 1:[ C,([1,w]) (Yardimci Teorem 3.2.2)

: C,(X)
dir. Her Z Tychonoff uzay1 ve her zeZ i¢in C,(Z) igerisinde z de sifir degerini
alan fonksiyonlardan olusan C,  (Z) iin C,(Z): C, (Z)xR olur. Buna gore
Yardimer  Teorem 3.2.2 ye gore C, ([Lw]): C,([Lw)xR olur. Bu da
C,(X): C,(X)xR oldugunu gosterir. Boylece,
C,(X): C (X)xR
0 C, 4(X)xR
0 C,o(Y)XR
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: C,(Y) olur.

Ancak X = 4 sayilabilir kompakt degildir ve Y ={oo} sayilabilir kompakttir.
Teorem 3.2.6 ya gore eger C (X)ve C,(Y) lineer homeomorfik ise ve X sayilabilir

kompakt ise Y sayilabilir kompakttir. Asagidaki gibi bir tahmin yapilabilir: a keyfi
bir ordinal olsun. Eger X ve Y nin her ikisi de normal uzay ve birinci sayilabilir

uzaylar ise C,(X) ve C,(Y) lineer homeomorfik olur ve X'“’ sayilabilir kompakt

olur. Béylece Y'* da sayilabilir kompakt olur.

Asagidaki ornek, eger a asal bilesen degilse yukaridaki tahminin yanlis oldugunu

gostermektedir.

Ornek 3.2.9. o <w, asal bilesen olmayan bir ordinal olsun. Bu durumda 1" o'& a

olur.

X=@7[L,w'] ve Y=@®7[,w*] olsun. Teorem 323 e gore
C,((Lw" D : C,([1Lw*]) dir. Bu sebeple C,(X): C,(Y) dir. Ancak sayilabilir

kompakt olmayan Y'“ ~ N dir ve sayilabilir kompakt olan X‘* =¢ dir.

3.3. Fonksiyon Uzaylar1 Arasinda Lineer Doniisiimler

C,(X) fonksiyon uzay1 ¢arpim topolojisi ile birlikte R” in yogun alt uzay1 olan bir
topolojik  vektdr uzayidir. Eger lineer olan C,(X) ve C,(Y) arasinda bir

homeomorfizm varsa C, (X) ve C (Y) fonksiyon uzaylari da lineer homeomorfiktir.

Xve Y tamregiler uzaylar, ¢ =C (X)— C,(Y) stirekli lineer fonksiyon ve y € Y
olsun. w(y)(f)=¢(f)(») ile tanimlanan v : C,(X) — R fonksiyonu siirekli ve li-
neerdir. e C,(X) i¢in, &, (f)= f(x) ile tanimlanan &, (x € X') evaulation doni-
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simi L(X) i¢in bir Hamel bazi olusturur, bu sebeple w #0 i¢in x,,...,x, € X ve
Jiseest, € R\{0} ve y, = Z&.éxi olur. feC,(X) i¢in, ¢(f)(y)= z&l.f(xl.) dir.
i=1 i=l1

Genellikle ¢(f)(y)= z A f., dir. Eger w =0 ise supp(y) bos kimedir.

ze (»
AcY i¢in, U{supp(y):y € A} ifadesi suppA ile gosterilir. feC, (X) ve f(A4),R

nin sinirl1 bir alt kiimesi ise 4, X i¢inde sinirhidir.

Teorem 3.3.1. C,(X) ve C,(Y) linecer homeomorfik olmak tzere X ve Y tam

regiiler uzaylar olsunlar. O halde;

(a) X in pseudokampt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ¥ nin pseudokampt

olmasidir.
(b) X in kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul ¥ nin kompakt olmasidir.

(c) X in o -kompakt olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Y nin o -kompakt

olmasidir.

(d) X in reelkompakt olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul Y nin reelkompakt

olmasidir. [11]

Yardimer Teorem 3.3.2. X ve Y birer tam regiiler uzay ve ¢:C (X)—>C,(Y)

siirekli, lineer ve Orten olsun. O halde, X in her kapali ve smirli x alt kiimesi i¢in

L={yeY:supp(y)c k} kiimesi Y nin kapal1 ve sinirl1 bir alt kiimesidir.[11]

Ispat: Oncelikle L nin kapali oldugunu ispatlayalim. Herhangi bir y ¢ L alalim.

x ¢ kK olmak iizere x € supp(y).f € C(X) icin f(x)=1 ve
SO upp(N\ X)) =0dir.g()(»)= Y, Af, =4y, #0d.

zesupp(y)

W={zeY:¢(f)(z)#0} olsun. Buradan yeW dir. ze WL ise ¢(f)(z)=0 ve

f(supp(z)) =0 oldugundan supp(z) c k ve ¢(f)(z)=0 dir.. L nin Y igerisinde si-

nirl oldugunu ispatlamak i¢in tam tersini diistinmek gerekir

h(L)c R ve h:Y — R strekliolsun. {¢ :n e N}, R nin kapali ve ayrik bir alt kiime-
20



sidir. ¢, € h(L)\{0}.h(y,)=t, ve s, =n. z |A. | olacak sekilde ne N igin

zesupp(y,)

v, €L olsun.

¢ orten ve supp(y,) # ¢ oldugundan s, >0 dir. Bu durumda, g(¢,) =s, olmak
tizere siirekli olan bir g:R — R vardir. ¢ Orten oldugundan ¢( /) = goh esitligini
saglayan bir f e C(X) vardir.

k smirsiz oldugundan f(x) c[-c,c] kosulunu saglayan bir ce R vardir. n>c

i¢in,
Sn = ¢(f)(yn) = z //Lz'f;z)
zesupp(y,)
S z |/Iz|’|.f;z)|£c’ z |/1'z|<sn
zesupp(y,) zesupp(y,)
celiskisi elde edilir.

Sonug¢ 3.3.3. X ve Y tam regiiler uzay ve ¢:C,(X)— C (Y) stirekli, lineer ve drten

olsun. X pseudokompakt oldugunda Y de pseudokompakttir. [11]

Sonu¢ 3.3.4. X ve Y tam regiiler uzaylar ve ¢:C,(X)—> C,(Y) strekli, lineer ve

orten olsun. u -uzayi i¢in

(a) X kompakt ise ¥ de kompakttir.
(b) X bir o -kompakt ise ¥ de o -kompakttir.[11]

Ispat: (a) Sonug 3.3.3 ve u -uzaymnm tanimmdan kolayca goriiliir.

(b) X=U"X,,X, kompaktve X, c X, .Y ={yeY supp(y) < X,}olsun.

n+l n

Yardime1 Teorem 3.3.2 ile 4 -uzaymin tanimindan Y, kompakttir.
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Y ¥,

n+l

ve bir noktanin support’u sonlu oldugundan ¥ =U"_ Y, .

Sonug 3.3.5. X ve Y tam regiiler uzaylar ve ¢:C,(X)—> C,(Y) strekli, lineer ve

orten olsun. Eger Y normal uzay ve X o -pseudokompakt ise Y de o-

pseudokompakttir. [11]

Ornek 3.3.6: X, o -kompakt olmayan herhangi bir pseudokompakt uzay olsun. Bu
sebeple X ayni zamanda ne kompakt ne de reel kompakttir. ¢(f)=f|X ile

tammlanan ¢:C,(fX)— C,(X) fonksiyonu stirekli lineer bir fonksiyondur. X

pseudokompakt oldugundan X {izerindeki herhangi bir reel degerli siirekli fonksiyon

her zaman smirlidir. Bundan dolay1 bu fonksiyon SX e genisletilebilir. Bu ¢ nin
orten oldugunu gosterir. Dolayisiyla Teorem 3.3.1.(a) ya gore ¢ bir homeomorfizma

olamaz.

Yardimer Teorem 3.3.7: X ve Y tam regiiler uzaylar ve ¢:C, (X) — C (Y) sirekli,

lineer ve 1-1 olsun. supp(y) ,X igerisinde yogundur. [11]

Sonug¢ 3.3.8. X ve Y tam regiiler uzaylar ve ¢:C (X) — C (Y) siirekli, lineer ve 1-1

olsun. Y pseudokompakt ise X de pseudokompakttir. [11]
3.4. Fonksiyon Uzaylar1 Arasinda Siirekli Lineer Doniisiimler
X, Y ve Z sonlu Tickhonoft topolojik uzaylar1 olsunlar.

C;(X)z{feCp(X):fszmrlz} ve C(X)={feC(X): fsmrl.

G, R nin agik bir alt kiimesi olsun. V(x;G)={f €C, (X), f(x) e G} kimelerinin

ailesi, C,(X) in bir agik alt tabanidur.

7 ve A sonsuz kardinaller olmak tlizere X,(7,4) ¢apina sahip bir uzay ve |y |=7
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dir. X in bos olmayan agik alt kiimelerinin her bir y ailesi icin Ny, #¢ ve |;/,| =1

olmak tizere bir y, — y alt ailesi vardur.

Ac X ve feC,/(X) igin f nin 4 ya kisitlanmigim /[, ile f nin destegini

suppf ={x e X : f(x)# 0} ile ve 4 nn kapanisin1 A ile gosterelim.

feC,(X) igin e(x)=x ve X(f)= f(x) olmak iizere e: X — C,(C,(X)) dir.
z=a,X +...+a,x, seklindeki sonlu lineer kombinasyonlardan olusan aile L,(X) ile
gosterilir. L,(X),C,(X) in dual uzayidir. Eger 6,C,(X) ten C,(Y) ye bir stirekli
lineer fonksiyon ise o zaman 6°(y) = yo8 seklinde tanimlanan 6" L,(Y)—> L, (X)
fonksiyonu da y € L, (Y) i¢in lineer ve siireklidir. y €Y ve her f e C,(X) i¢in

0" () f)=0(f)(y) olur. yeY igin a,...,a, #0 olmak iizere

0 (y)=ax +..+a,x, . X igerisinde y nin tamm kiimesi D(y,0) = {x,,...,x,}
seklindedir. D(y,0) yerine kisaca D(y) yazabiliriz. Agik¢a goriilityor ki,
feC,(X) ve her x, € D(y)=1{x,....x,} icin f(x)=0 ve

0 =0" () =(ax +..+ax)f)=af(x)+..+a,f(x,)=0 olur. Bundan
dolay1 f,geC (X) i¢in fl,,,=glp,, ve O(/)»)=0()(»).

Boylece xe X i¢in ve her Ge N, igin xe D(y) olur. feC,(X) i¢in suppf =G
ve O(f)(»)#0 olacak sekilde x¢ D(y) vardr. GND(y)=¢ ve GeN, igin
suppf =G ve O(f)(y)=0 dir. Tersine feC, (X),f(x)#0 ve xeD(y) igin

suppf < G,suppf N (D(y) \{x}) =¢ ve ayrica ¢(f)(y)# 0 dur.

Yardimei Teorem 3.4.1. 0:C,(X) — C,(Y) lineer siirekli bir fonksiyon ve x, € X
olsun. y, €Y i¢in asagidakiler her zaman dogrudur.

(@) x,€D(y,) ve f,gC,(X) ioin [y, \x,} =gy, \x,} olmak iizere
0()(,)=0g(y,) ve f(x,)=g(x,).

(b) ACY igin y, € 4 ise D(y,)cU{D(y):ye A}.

(c) ¢ bir homeomorfizma olmak lizere D(y,)={x,} ve D(x,)={y,}olur. [21]
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Onerme 3.4.2. 0: C,(X)—>C,(Y) lineer bir homeomorfizma olsun. feC (X)

icin £>0 ise 8(f)=0. Bunedenle X ve Y uzaylar1 homeomorfiktir. [21]

Ispat: x,€eX ve n>2 i¢in D(x,)=1{y,,...,»,} olsun. Yardimci Teorem 3.4.1.(c) ye
gore her i=1,.,n i¢in D(y)\{x,}#¢ olur. F=U"D(y)\{x,} olsun. Her

xeF,x=x"ve G.eN_1i¢in x, ¢ G_ ve mele =¢.

fo€eC,(X) igin f(x)20.Her xe F i¢in suppf, =G, ve fy(x)=1.Heri=1..,n
ve [ = fo stirekli fonksiyonu i¢in 6(f)(y,)>0. Her i=1,...,n i¢cin V, e N,

xeF

segelim. i # j,h, € C,(Y) ve h, 20 i¢in supph, <V, ,h(y,)=0(f)(y,)>0 ve
V.nV;=¢. Yardimcr Teorem 3.4.1.(a) dan 07'(h)(x,)>0. Dolayisiyla

0'(h)(x,)=f(x,)=0. Bu durumda 9'](h)(xu):ZnIQ'](hi)(xu)>0 seklinde bir

i1
celiski ortaya ¢ikar. Buradan D(x,)={y,} ve Yardimci Teorem 3.4.1.(c) den
D(y,)=1{x,} olur. D(y)={x} ve t(y)=x i¢in ¢:Y - X seklinde bir fonksiyon
tanimlayalim. Yardimci Teorem 3.4.1 den ¢ nin bir homeomorfizma oldugu goriiliir.

0:C,(X)—>C,(Y) lineer fonksiyonu i¢in 6O(max{f,g})=max{0(f),0(g)}

oldugundan @ bir latis homeomorfizmadir. Béylece g >0 icin (g) >0 dur.

Sonug¢ 3.4.3. 0:C,(X) — C,(Y) homeomorfizma ve bir latis homeomorfizma olsun.

O halde X ve Y uzaylar1t homeomorfiktir. [21]

X ve Y kompakt uzaylart i¢in 7:C,(X)— C,(Y) izomorfizmas: varsa bu uzaylar
homeomorfiktir. ~ (Banach  Stone  Teoremi). Bu teoremin ispatindan
T:C,(X)— C,(Y) nin bir homeomorfizma oldugu gorilir.

Sonug 3.4.4. 0:C,(X)— C,(Y) bir izometri ve ayni zamanda 6 :C,(X)— C,(Y)
lineer bir homeomorfizma ve 6(1,) =1, ise X ve ¥ uzaylari homeomorfiktir.[21]
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Onerme 3.4.5. 0 lineer, siirekli ve C,(X) ten C (Y)ye 1-1 fonksiyon ise X in

pseudokompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Y nin pseudokompakt

olmasidir.[21].
Ispat: B={D(y):yeY} igin B=¢.B+ X isebaz1 xe X \B i¢in C,(X) de, B de
sifir degerini alan ve f(x) =1 kosulunu saglayan bir fonksiyonu vardir. 8(f), Y de

sifir degerini alir. Bu da 8 nin lineer ve 1-1 fonksiyon olmasiyla ¢elisir.

Bu sebeple B =X.0 lineer oldugundan B smirlidir. Dolayisiyla X, yogun smirl bir
alt kiime icerdiginden X pseudokompakttir.

Onerme 3.4.6: 0:C,(X)—>C,(Y) strekli, lineer ve 1-1 fonksiyon ve 7 ile

A,T > A >w seklinde sonsuz kardinaller olsunlar. Y,(zr,4) capima sahipse X de ayni

capa sahiptir. [21]

Ispat: G, X in acik bir alt kiimesi olsun. U{D(y):yeY}=X oldugu icin
V={yeY:D(y)NG#¢} kimesi bos olmayan bir kiimedir. Bu kiimenin agik

oldugunu ispatlayalim. F=Y\V ve yE F\F olsun. Buradan
D(y)NG ={x,,...,x,} olur.

Her x.,k=1,..,n i¢in f, €C (X) vardwr. Boylece suppf, cG ve 0(f,)(y)>0

olur. Ancak her ze F i¢in, f |,.,=0 oldugundan H(ka)(y) :zQ(fk)(y) >0 ve
k=1 k=1

0. f,)1r=0 olur; bu bir geliskidir.

k=1

{G, :i <1}, X igerisinde a¢ik kiimelerin bir ailesi olsun. Buna gore Y igerisinde agik

kiimelerin bir {V; :i <t} ailesi vardir. Boylece her i <7 igin
V.={yeY:D(y)NG, #¢}.Y,(r,A) ¢apma sahip oldugundan |A| =Ave Acr.
Dolayisiyla W=n{V,:je A} #¢.y,eW ve je A i¢in D(y,)NG, #¢.D(y,) sonlu

oldugundan bir x, € D(y,) vardir. Bundan dolay1 X,(r,A) capina sahiptir.
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4. BOLUM
ORDINALER UZERINDEKi FONKSIiYON UZAYLARI
4.1. Ordinaller Uzerindeki Fonksiyon Uzaylari

C,(X) ve C,(Y) uzaylari (diizglin) homeomorfik ise X ve Y uzaylarna t-denktir

t
veya wu-denktir denir. X ve Y uzaylar1 t-denk ise bu durum X : Y seklinde, u-denk

ise X : Y seklinde gosterilir.

E ve L lineer topolojik uzaylar olsun. L de ki sifirin her U komsulugu i¢in £ de

sifirin bir ¥ komsulugu vardir ve her f,geE,(f—-g)eV icin ¢o(f)—p(g)eU

oluyorsa ¢: E — L lineer doniisiimii diizgiin siirekli olur.

Teorem 4.1.1. o ve S birer ordinal olsun.
(a) |a|=|B| ise C,([L,a}) ve C,([1,8]) homeomorfik degildir.
(b) |e|=|B|=% k=w, k tekil ya da a, B2k* ise C,([l,a}) ve C,([1,B]) diizgiin

homeomorfiktir.

(c) k diizenli sayilamaz bir kardinal ve a €[kA,,k(4,+1)],B €[k4,,k(4, +1)] ve

A, 2, €[1,k) igin a, B e[k K) dir.
Sonug olarak |4,|=|4,| ise C,([L,a]) ve C,([1,3]) (diizgiin) homeomorfiktir. [14]

Bu teoremden C,([Lk"k]) ve C, ([l,(¥ )*]) nin (diizgiin) homeomorfik olup

olmadigini kesin olarak sdyleyemeyiz.
Bundan boyle aksi belirtilmedikce iizerinde ¢alisilan biitiin uzaylar tam regiiler uzay
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olarak kabul edilecektir.

xeX i¢in C (X,x)={feC,(X):f(x)=0} dir. X kompakt ise C,(X,x) sup

normal ile donatilir.

Teorem 4.1.2. C,(X) ve C,(Y) homeomorfik ise | X|=|Y| dir. [14]

a ve f ordinalleri i¢in [ex, B] ve [a, B) kiimelerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

[a, Bl={y:a<y<p} ve [a,f)={y:a<y<p}.

Biitiin ordinalleri “Ord” ile, limit ordinalleri “Lim” ile, kardinalleri “Card” ile

gosterecegiz. [a, f] lzerindeki topoloji ve onun alt kiimeleri her zaman sira

topolojisi olacaktir.
iddia 4.1.3. B,w<a icin [L,a + B] ve [1,a] homeomorfiktir.[14]

Ispat: Ozellikle k sonsuz bir kardinal olmak iizere (ke Card ve k>w) her B <k

icin [1,k+ B] ve [1,k] homeomorfiktir.

Tamm 4.1.4. Her ¢ €T igin E, bir lineer topolojik uzay ve ||, E, iizerinde bir norm

\(

B =D r € B 1Y, >0,

te

fi| <&, sonlu t T igin} olsun.

. E, iizerindeki topoloji ¢arpim topolojisidir. . E, i¢in |(f),.
teT

teT

=max,

Al

normu lizerinde duracagiz. . E, sembolii her te7T ve E, =F igin . E, ¢arpimini
teT teT

gostermektedir.

Tamm 4.1.5 E ve F lineer topolojik uzaylar ve || sirastyla £ ve F lizerindeki

1212

normlar olsun. Her ¢ >0 ve her f € E i¢in

A+ £, <l O, <1/,
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kosulunu saglayan u, : £ — F homeomorfizmasi i¢in bu durum (E,

DQUF,

)

seklinde gosterilir.

E ve F normlu uzay olarak diisiiniildiigiinde bu durum EQF seklinde gosterilir.

Sirasiyla £ ve F' lineer topolojik uzaylari tizerindeki normlar |||| , Ve |||| , Olsun. Ex F

carpim uzay1 lizerindeki norm ise

e, f|| = max(|e|,.| /], seklindedir.
"Q" bagntisinin baz1 6nemli 6zelliklerine asagida deginilmistir.

ddia 4.1.6. XQX, ve YQY, ise XxYQX xY,.[14]

Iddia 4.1.7. Her T icin X,QY, ise . X,Q .Y .[14]
teT tel
Teorem 4.1.8. Her kompakt X uzay1 ve her x, € X i¢in C,(X)QC (X, x,)xR [14]

9

Yardimer Teorem 4.1.9. R* gergel diizlemi ||(x,,x2)||:max(|xl

X, |) normu ile

donatilmis olsun. ¢, : R - R ve w, : R> —> R fonksiyonlari igin;
(@ (x,x)a (x,0.(x,x,)) donisimi, dizlem ile (x,x,)a (x,y.(x,x,))

doniisiimiiniin tersi arasinda bir diizglin homeomorfizmadir.

(b) x,=x, 1se @, (x,,x,)=0 dur.

© (xR igin (o) Jogm)] <P, ()| <[] - [14]

fddia 4.1.10. Eger a bir sonsuz ordinal ise C,([LaDQC,([l,a],a) dir. Eger

[,a] ve [1, B] homeomorfik ise de C,([1,a],)QC ([1, B],B) dir.[14]

Ispat: Teorem 4.1.8 den C,([LaDQC,([I,a],a)xR
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C,([Lal,a)xR ve C,([l,a]®{.},c) nin 6zdes oldugu agiktir. Diger taraftan
h:[la]®{}—>[lLa] homeomorfizmasi i¢in h(a)=a dr. (a=w oldugu
varsayllmaktadir.) Bu homeomorfizma  C,([La]®{},)QC, ([Lal,a) nin

homeomorfik olmasina yol agmaktadir.

Teorem 4.1.11. ave [ ordinal olsunlar.

(@) |a|#|B| ise C,([L,a]) ve C,([1,B]) lineer homeomorfik degildir.

(b) |er|=|B|=kk=w veya k bir tekil kardinal veya da a, 8 >k" ise C,([l,a]) ve
C,([LA]) nm lineer homeomorfik olmast igin gerekli ve yeterli kosul
max(a, f) <[min(e, #)]" olmasidir.

() k bir diizenli sayilamaz kardinal, a,Be[k¥) ve vy,,7,€[l,k) ise
aelky,,k(y,+1D] ve Belky,,k.(y, +D] dir. Boylece C,([La])ve C,([L, B])
nin lineer homeomortfik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul |;/a| = |;/b| olmasidir.

(d) & bir diizenli sayilamaz kardinal, a <k*ve >k* ise C,([La]) ve C,([L B])

lineer homeomorfik degildir. [14]

Teorem 4.1.12 € Ord ve t,keCard(t>wve k>1) igin k<t ve a €[t.k,7.k")
ise

C,(LaDQ[] ¢, (LD ¢, (Lrlr) [14]

Pek Pek
Yardimei Teorem 4.1.13. y bir limit ordinal (y € Lim) ve (4,),.., ordinallerin

artan bir dizisi olmak tzere

(1) £ (0,y]N Lim igin lg zlimﬂ<§ Aﬂ
2) 4,=0,
1se

C,([1,4,1,2)QC, (L7 L 1 C (A +1. A1 Aey) - [14]
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iddia 4.1.14.C,[(1,4, 1,1 )QXxY [14]
iddia 4.1.15. C,([L,y],7)QX . [14]
iddia 4.1.16. gy* C, (A +1, 2,1 2,.)QY . [14]

Teorem 4.1.17.Her n,me N, her 7>w dizenli kardinal sayis1 ve
aeltmr.(m+),Belrnr(n+l) icin C,([La]) ve C,([1,8]) (lineer)

homeomorfiktir. [14]

Teorem 4.1.17.Her nmeTl,t>w diizenli kardinal sayis1 ve
aelt.mzm®),f elrtn,t.n’) i¢in C,([La)) ve C,([L 8D (lineer)

homeomorfiktir.[14]
Bu teoremi ispatlamak i¢in 6nce asagidaki yardimci teoremleri inceleyelim.

Yardimcar Teorem 4.1.19. A4 veB, swasiyla X ve Y nin alt uzaylar1 olmak
uzere X =U{4, :aet},Y=U{B, :a et} olsun. a<p icin
Ay =U{4, :a < B},B, =U{B, :a < B} ise ve B limit ordinali igin |4, |.|B,| <7 ise

A, < AyveB, < B olur. E ve F sirasiyla R* veR" nin yogun alt uzaylar1 ve

T:-E—>F bir homeomorfizma olsun. 0) halde
L={aer;Nf.geE:f|4, =g|4, © If|B, =Tg|B,} kimesi 7([0,7]) i¢inde kapal
ve siirsizdir. [14].

Yardimc1 Teorem 4.1.20. E ve F lineer topolojik uzaylar, 7:E — F bir

homeomorfizma ve E, ve F,,v = weight(E) = weight(F') den daha kii¢iik olan agur-

ligin kapali alt uzaylari olmak tizere E =J{E, :a €7} ve F ={F,:a €r}olsun.
a<f icin; Ey =clU{E, :a < B},F, =clU{F, :a < B} ve B bir limit ordinali ise
E, c E, dir. O halde

M={aet:T(E))=F,}
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kiimesi 7([0,7)) igerisinde kapali ve smirsizdir. [14]
Simdi Teorem 4.1.18 1 ispatlayabiliriz.

Teorem 4.1.18 in ispati: C ([L,a])veC ([1, ]) homeomorfik ve m, n sonsuz olsun.

Teorem 4.1.12 ye gore;

E=[] c,(Lel0QC, (Lal) ~C, (L AN C,(Ltl.0)=F .

Oem Oen

T:E — F bir homeomorfizma ve T(0)=0 ve E, F swrastyla R ve R"V™ nin

yogun alt kiimeleri olsun. ¥ <7 i¢in asagidaki tanimlar1 yapalim:

4, ={n,¢) e[l,r)xm:n <y}, B, ={(n,¢) € [l,0)xmn <y}

\

E, ={(f)sen e[, C,ALTD:Y ., /. |[7,71=0},

F,={(cen €[ 1, € QLTD Vo | [7,7] = 03

Yukarida tanimlanan kiimeler i¢in Yardimci Teorem 4.1.19 ve Yardimci Teorem

4.1.20 ye bagvuralim. L ve M bu teoremlerde tanimlandig1 gibidir. e M1 L1 Lim

ve G ={(f)ren € E:V 0, J: @) =0}, Hy ={(f);e € F 1V, f;(§) = 0} olsun.

T(Gg) = Hy olduguna dikkat ediniz. (f,),., € G¢ olsun. f![[1,§)= f;|[1,8) ve

S2 118,7]=0 ifadeleri tanimlayalim. §e M i¢in T((f}),.,)=(g;);., € F;-§ € Ldir;
bundan dolay1 x <§ i¢cin g, (x) =g} (x) olur. Ciinkii § e Lim , g.(§)=g;(§)=0 ve
(8 )ren =T((f);n) - Bundan dolayr T((f;),.,) € H dir. O halde T™'(H) < G,

dir. Ispat1 tamamlamak i¢in asagidaki yardimei teoremi verelim.

Yardimei Teorem 4.1.21: £, R in yogun bir alt kiimesi ve T : E — R" siirekli bir

fonksiyon olsun. Her sonsuz B c Y alt kiimesi i¢in kardinalite|A| < kardinalite|B|
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olacak sekilde bir A kiimesi vardir ve her f,geFE i¢in f|A=g|A Buradan
Tf|B=Tg|B dir. [14]

C/ ={(S,0):0 em} ve C; ={(5,0);0 en} olsun. C; i¢in Yardimer Teorem 4.1.21
uygulandiginda 4 c[1,7)xm elde edilir ve her f,geFE i¢in f|A=g| A Buradan
ise Tf | C; =Tg|C; elde edilir. m>n igin, [1,7)x{x}I A=¢ esitligini saglayan bir x
sayist vardir. & #x i¢in f, =0 ve { =x i¢in f, =1 olacak sekilde f =(f,)., €E
alahm. f ¢ G, ve Tf € Hdir. Ancak bu T(Gy)=H, olmasi ile celisir. Buradan

m < n oldugunu ispatlanmis olur. Ayni1 zamanda m > n oldugu da agiktir.

Teorem 4.1.22. «,f,y, a<y<p seklinde ordinaller olsunlar.C, ([l,a]) ve
C,([L,B] (dizgin) homeomorfik ise C,([Ly]) da C,([L,a]) ve C ([I,B]) ile
(diizglin) homeomorfiktir.[14]

Ispat: o, 8,7 nin ayn1 kardinaliteye sahip oldugu agiktir. k> w olsun. Teorem

4.1.11 (b) ve Teorem4.1.17 den k.w< f dir. Teorem 4.1.12 den;

C,(LaDQ] "¢,k

neky

C,(IL DRI “C, [k

nekg

C,(LyDR[] "¢, (LKD)

nek,

bilgisine ulasiriz. Burada kg, k, vek, kardinaller, k, e[w,k")vek,,k, [l,k") dir.

k, <k, <k, oldugunu biliyoruz. O halde

C,(LyDR[] ‘¢, aLkpe [ "¢, aLkDx[] C,qLkD

nek, nek, \k, nek,

o( [T ¢,rpxC,(Lal)

nek, \k,

@~( ] ¢, [LADxC, (LA

nek, \k,

Q] ¢ aukdx]] C, Lk

nek, \k, nekg

32



bilgisine ulasiriz. Buradan ‘ky \k,|<kgve ky,=w dir.

[T ¢ ainx<[] ¢, auide]] C,a.knec,q, )

nek, \k, nekg nekg

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,

C,([L,BDveC, ([L,y] (diizgin) homeomorfiktir.

Simdi Teorem 4.1.1 in ispatin1 yapabiliriz.

Teorem 4.1.1 in ispati: Teorem 4.1.3’den (a) saglanir. «,f >k olsun. Teorem

4.1.12 den C,([1,a]) ve C,([L, B]) mn diizglin homeomorfiktir. Eger k=w yada k
tekil ise Teorem 4.1.11 (b)den ., B €| k,k* | igin C,([La])ve C,([1,B]) diizgiin

homeomorfiktir. Buradan (b) nin ispat1 tamamlanmistir (c¢) ise Yardimci Teorem

4.1.13 de ki gibidir.
4.2. Birim Arahga /-denk Olan Uzaylarin Siniflandirilmasi

C,(X) ve C,(Y) swasiyla X ve Y uzaylari tizerindeki siirekli fonksiyonlarin uzay1
olmak tizere C, (X) ve C,(Y) arasinda bir lineer (diizglin) homeomorfizma varsa X

ve Y topolojik uzaylarina /-denktir ya da wu-denktir denir. /-denk ya da u-denk olan
uzaylarim hangi topolojik Ozellikleri sagladigmni inceleyelim. X uzaymm, X ve Y
uzaylarmin /-denk(u-denk) olmasini saglayan topolojik P 6zelliklerine sahip olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul Y uzaymin da bu P 6zelliklerine sahip olmasidir.

Teorem 4.2.1. Her pozitif n tamsayisi i¢in bir X uzaymin /" ye wu-denk olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul
(1) X uzaymin n-boyutlu kompakt metrik olmasi

(2) X in her bos olmayan kapali alt kiimesinin /" igine gomiilebilen acik, bos

olmayan bir alt kiime igermesidir. [20]
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Teorem 4.2.2. n>0 ve ie N olmak iizere X" = x!"! esitligini saglayan bir X

uzay1 icin, asagidaki sartlar denktir.

(1) X, I" ye [-denktir.

(2) X, n-boyutlu kompakt metrik bir uzay ve X" =¢ dir. [19]

i € N ve X, n-boyutlu kompakt metrik bir uzay olsun. X ol = ¢ icin X in I" yel-

denk olup olmadigini ve bu durumun » =1 i¢in saglanip saglanmadigini inceleye-

lim. /-denkligini saglayan bazi sonlu i i¢in bir boyutlu i-ninci gdmme tiirevinin sahip
oldugu o6zelliklere deginecegiz. C(X), X tlizerindeki smirli siirekli fonksiyonlarin

Banach uzaymi , C (X) ve C; (X) swrasiyla X tizerindeki siirekli ve sinirlt stirekli

fonksiyonlarin uzaymi géstermektedir.

H:Cp (X)—>Cp'(Y)

lineer homeomorfizmasini goz 6niinde tutalim. A nin

F(H)< Cp'(X)xCp'(Y)

grafigi kapalidir. C(X) mnorm topolojisinin C, (X) noktasal yakmsaklik

topolojisinden daha ince olmasi
F(H)c C(X)xC(Y)

nin de ayni zamanda kapali oldugunu gosterir, bu ylizden Kapali Grafik

Teoremi’nden

H:C(X)— C(Y)

sinirlidir. Bunun tersi de sinirlidir.

Tamim 4.2.3: Verilen bir lineer H :Cp"(X) — Cp'(Y) lineer homeomorfizmasi igin
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L(H) = max {|H].|#7'[} ey

kiimesini ele alahm. H:C (X)— C,(Y) bir lineer homeomorfizma olsun. yeY
icin v(y)f =(Hf )(y) seklinde tanimlan v(y):C,(X)— R lineer fonksiyonu siirekli

ise bu fonksiyon

C,(X) ={D> a6, :DcCX,card D<w,a, € R}

xeD

kiimesinin bir eleman: olarak tanimlanabilir. Burada 6, , x teki yonli Olglimii

gostermektedir. v(y) igerisinde O, inkatsayis1 v () ile gosterilmek iizere

v(y) =D v ()8,

xeX

seklindedir.

Her sirekli feC,(X) fonksiyonu i¢in Hf eC,(Y) gorinti uzayr ve
v:Y —>C,(X) fonksiyonu siireklidir. z: X — C,(¥)" siirekli doniigiimii ve u,(x)
katsayilar1 dnceden tanimlandig1 gibidir. p(x)’in destegi (support’u) suppu(x) ile

gosterilmektedir.

(1) den v(») ve u(x)igin

[0 =2,

xeX

v,(V)|SL(H),VyeY

[ueoll=2

yeY

1 ()| < L(H), Vx e X

bilgisine ulasiriz.

Tanmim 4.2.4: Her agik U < X kiimesi i¢in, ind U =n ise topolojik bir X uzay1 her
yerde n-boyutludur denir.
Tamim 4.2.5: " i¢ine gomiilebilen X in biitiin a¢ik alt kiimelerinin ailesi
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{U,:s€S}ve en fazla (n-1) boyutlu olan X in biitiin agik alt kiimelerinin ailesi

{V, :t €T} olmak lizere X topolojik uzay1 ve ne N i¢in

L(x)=Uu,, J,x)=Uy,

seS teT

olsun.

Bir o ordinali icin ath n-boyutlu, ¢ -mc1 X 1 gdmme tiirevini asagidaki gibi

tanimlayalim.

X = x;
X‘a+l,n‘ _ X‘a,n‘ \In (X‘a,n‘);

X" =T X" o limit ordinali ise.
p<a

Benzer sekilde, n-boyutlu, a -mc1 X o giiclii gdmme tiirevini asagidaki sekilde

tanimlayalim:

X = x\J (X
XH“”J'H — XHW'H \([n (XHO‘J’H)UJ” (XH%"H \[n (XHO""H)))

xert T xP\J )T x¥" a limit ordinal ise.
P<a P<a

Bir kompakt metrik uzaymn her gommesi ya da giicli godmme tiirevi kompakt
metriktir. n=1 ve baz1 ie N igin X -1 =¢ ise X & =¢ olmas1 i¢cin gerekli ve
yeterli kosul baz1 j € N i¢in X I = ¢ olmasidir. Bagka bir deyisle herhangi evrensel

(n-1)-boyutlu kompakt metrik uzayr benzer ifadelerin »n>2 i¢cin saglanmadigini

gosterir.

Teorem 4.2.6: X bir topolojik uzay olsun. Eger X, n-boyutlu kiipe /-denk ise o halde
bazt me N igin X" = ¢ dir [20].
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Teorem 4.2.7: I" nin kompakt bir alt kiimesinin n-boyutlu olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul bos olmayan ice sahip olmasidir [20].
Teorem 4.2.8: Her sifir-boyutlu ayrilabilir metrik uzay /' igine gdmiilebilir . [20]

Teorem 4.2.9: X ayrilabilir metrik uzay olsun. X, n-boyutlu kapali alt uzaylarmn bir
sayilabilir birlesimi ise n-boyutludur [20].

Yardimci Teorem 4.2.10: X ve Y metrik uzaylar ve

u:X > Cp(Yy
bir siirekli fonksiyon olsun. O halde her agik B — Y kiimesi i¢in ve her n € N i¢in
{x e X :card(suppu(x)1 B)=>n}

kiimesi agiktir [20].

Yardimci Teorem 4.2.11: se N, Vxe X ve cardsuppu(x)=s olmak iizere
p:X—->C (Y )

bir siirekli fonksiyon ve X, Y metrik uzaylar olsunlar. Her xe€ X , x in bir acik
N, = X komsulugu ve u(x)=) a,(x)8, (x)igin
i=1
s tyses i N —Y

a,,0,,....0 N —> R

1°

stirekli fonksiyonlar1 vardir.[20]
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Ispat: xe X keyfi ve suppu(x)= {V»-»y,} olsun. y,eB, 1<i<s igin ikiger
ikiser ayrik, acik B;,...,B;' kiimelerini secelim. Yardimci Teorem 4.2.10 dan her
zeN_ve 1<i<s ig¢in card(suppu(z)1 B.)=1 olmak iizere bir agtk xe N, ¢ X

kiimesi vardir. ze N_ ve 1<i<s i¢in

H;(z) =sup pu(z)1 B)ic’ai(z) = :Ll,ui(z)(z)
olsun. Tekrar Yardimc1 Teorem 4.2.10 dan y, fonksiyonlar1 N iizerinde stireklidir
ve u 'nun strekliligi a, katsayilarmm siirekliligini gostermektedir. Bu da Yardimci

Teorem 4.2.11 in ispatin1 verir.

Yardimer Teorem 4.2.12: X bir kompakt metrik uzay, X' onun kompakt alt kiimesi

\(

X > C (1", vil" —C,(X)

strekli fonksiyonlar olsunlar. Bir U < X acik kiimesi ve /€ N i¢in s,,5,,...,5, € N

sayillarmin bir kiimesini ve B,,..,B, <" ag¢ik yuvarlarmnm ikiser ikiser ayrik

kiimesini tanimlayalim.

U ={xeX'l V:cardsup pu(x)=1[,card(sup pu(x)1 B;)=1

card (suppv(supp u(x)1 B))=s,, 1<i<l}

kiimesi X' i¢inde ikinci kategoriden bir kiime olup bos olmayan ice sahiptir. [20]

Ispat: Yardimci Teorem 4.2.10 dan 1<i</ icin

{xe X'1 U:card(suppu(x)I B,) =1}

kiimesi X' i¢inde aciktir.

38



U,={xeX'1 U:cardsupp u(x)=1,card (supp u(x)I B,))=1L1<i<[}

kiimesi X' i¢indeki acik ve kapali kiimelerin bir sonlu sayisinin kesigimidir. Tekrar

Yardimci Teorem 4.2.10 dan 1<i</ i¢in

{xeU,:card(suppv (suppu(x)1 B,))=>s,}

kiimesi U, , icinde ac¢iktir, bu yiizden U ,U, , ig¢indeki agik ve kapali sonlu kiimele-
rin kesisimidir. Bundan dolayr X' kompakt metrik oldugundan U, in X' i¢inde i-

kinci kategoriden bir kiime olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul U, in X' iginde bos

olmayan ice sahip olmasidir. Bu da ispat1 bitirir.

Yardimer Teorem 4.2.13: Herhangi kompakt metrik X uzayr ve o ordinali i¢in,

X bostur ya da her yerde n-boyutludur [20].

Yardimer Teorem 4.2.14: Bazi me N i¢in X" #¢ olmak iizere X bir kompakt

metrik uzay olsun ve X in her bos olmayan kapali alt kiimesi /" i¢ine gomiilebilen

bos olmayan bir agik alt kiime i¢ersin.

X i alt kiimelerinin asagidaki 6zellikleri saglayan bir X, X,,..., X kiimesi vardur.

Buna gore,

(1) X,, yerel kompakt ve her yerde n-boyutludur, i =1,...,m
(2) X, cclX,,1<i<j<m

(B) X,ncl X, =¢,1<i<j<m

ispat: X, =1 (x'™""),i=1,.,m i¢in

Xl e x bos olmadig1 ve kapali oldugu i¢cin X, nin X = pin bir yogun agik
alt kiimesidir. Bu yiizden 6zellikle X bos olmayan, yerel kompakt ve her yerde n-
boyutlu olan bir kiimedir. 1<i< j<m i¢in
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Xj =1, (XHJ'—""H) - XHJ'—""H - XHIU"H =cl X, )

dir. Bu da Yardime1 Teorem 4.2.14 de ki (1) ve (2)’yi ispatlar. (2) den X" nin
bir kompakt alt kiimesi olan X“i'"H,Xj yiigerir, 1<i< j<m igin
X,nelX, cX,nx" =1 (X~ xt =g

bilgisine ulasiriz. Bu da Yardimc1 Teorem 4.2.14 deki (3)’1 ispatlar, boylece ispat

tamamlanmis olur.

Yardimel Teorem 4.2.15. Her kompakt metrik X uzayi ve me N i¢in
) GRRED GalD GRla [20]

Ispat: Ispata baslamadan once eger X ve Y birer topolojik uzay ise X <Y nin

X\I(X)cY\I,(Y) olduguna dikkat edelim. UcY kiimesi [' igine
gomiilebiliyorsa o halde UI X de I' igine gdmiilebilir. Teorem 4.2.8 den ayni

zamanda her kompakt metrik X uzay: icin J,(X)c /,(X) oldugunu biliyoruz. Her

me N i¢gin X il =y oldugu agiktir. m {lizerinde tlimevarimi uygulayalim.

m =0 olsun. O halde

XM= X\L(X)c X \J,(X)=X"" olur.
Eger bazt me N igin X*" ™ < xI" M se

) GEED GUEAVAD Gt T=D ¢ AVAS ¢an ) W ite
Bundan dolayz,

X\2m+1,1\ _ X\zm,l\ \[1 (X\zm,l\)
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- (XH’"—‘-‘H \J, (XH'"—UH NAVA (XH"’—UH) \J, (XH’"—UH)) 3)

olur.

J, (XH'"—‘-‘H \J, (XH'"—‘JH)) 1, (XH’"—‘JH NAVA (XH’"—‘JH))

oldugundan (3) ten

yPmLl — (XH'"—UH \ 1, (XH’"—UH N\J, (XH’"—UH \ 7, (XH’"—‘JH))

bilgisine ulagiriz. Tiimevarim saglanmistir, bu da ispat1 bitirir.
4.2.1. n-boyutlu kiipe /-denk olmayan uzaylar

Yardimci Teorem 4.2.1.1: X bir kompakt metrik uzay ve X', X in her yerde n-

boyutlu olan kompakt alt kiimesi ve
p:X—>C 1", viI">C (X)

siirekli fonksiyonlar olsunlar. Her £ >0,U1 X' #¢ ve her agik U c X kiimesi i¢in
bir VcclVcU acgik kimesi vardir. 0<k </ tamsayilar, s,,s,,....5,€ N ve

G,,G,,...,G, < I" olmak lizere

VI X'#¢
(2) Gl G, =¢,1<i<j<I
(3)her xeV'1 X' igin cardsuppu(x) =1
(4)her xeV1 X',1<i<] 1i¢in card(suppu(x)l G,)=1
(5) her xeV'1 X', 1<i<[ i¢in card (suppv(supp u(x)I G,))=s,
(6) her xeVI1 X' ve yesuppu(x) igin suppv(y)I V' #¢ olmasi baz1 1<i<k
i¢in y € G, oldugunu ve suppv(y)I V ={x} oldugunu gosterir.
(7)her 1<i<kveyeG, igin suppv(y)l V #¢ olmas1 suppv(y)l V c X"
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oldugunu gostertir.

8 her 1<i<kueVveu €Vl X' igin

&

1
‘usupp,u(u’)l Gi(u ) _Z

> |z

yesuppu (1)l G;

(9) her 1<i<k ve bos olmayan agik W VI X' kiimesi i¢cin [ supp(x)1 G,

xeW

n-boyutludur.[20]

Sonu¢ 4.2.1.2: X, X', U,V ,k,[,G,...,G,, Yardimc1 Teorem 4.2.1.1 de tanimlandig1
gibidir. Herhangi agik B [" kiumesi i¢in V' ve G, ’yi segelim, 1< j<k ve her

sabit jicinya G, B yada G, 1 B=¢ dir.
ispat: B, = B ve B, =1" \¢l B olsun. Bir o €{0,1}" igin
C,={xeVl X' :suppu(x)l G, € B, (j),1<j<k} olsun.

C, kiimeleri X' iginde aciktir. Teorem 4.1.7 den B en fazla (n-1)-boyutludur.

Yardimci Teorem 4.2.1.1 in (9). sonucundan

O'E(O,])k
ifadesi V' I X' i¢cinde yogundur, 6zellikle baz1 o € {0,1}* icin C, 1 X' bos degildir.
Tekrar yardime1 Teorem 4.2.1.1 den Ul X' #¢ ve bir actk U c V' kiimesi i¢in

Ul X' cC,dr.

Teorem 4.2.1.3: X, n-boyutlu kompakt metrik uzay ve

H:C,(X)—>C,(I")
bir lineer homeomorfizma olsun.Bazt me N igin X L ¢ iseL(H)> Jm ’dir.[20]
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Sonug¢ 4.2.1.4: Topolojik X uzay1 " ye [-denk olsun. Bazt me N igin Xl =¢
dir. [20]

Sonug 4.2.1.5: w, ilk sonlu ordinal olmak tizere X bir topolojik uzay olsun. X, /" ye

[-denk ise
(1) X uzay1 kompakt metriktir ve n-boyutludur.

(2) X in her bos olmayan kapali alt kiimesi /" i¢cine gdmiilebilen acik bos olmayan
bir alt kiime igerir.

(3) Bazt m<w i¢in X" = ¢ dir.[20]

Sonug¢ 4.2.1.6: :Topolojik bir X uzaymnm I' e /-denk olmas: i¢in gerekli ve yeterli

kosul

(1) X in bir-boyutlu, kompakt, metrik bir uzay olmasi ve

(2) bazt m<w i¢in X" =4 olmasidir.[20]

Sonu¢ 4.2.1.7: X ve Y [-denk olan kompakt metrik uzaylar olsunlar. Baz1 m e N

icin X [ =¢ olmas! i¢in gerekli ve yeterli kosul bazi m' e N i¢cin ¥V I =¢

olmasidir.[20].

Sonu¢ 4.2.1.8: Bir a ordinali i¢in /"X[l,a] uzaymmin [" ye /-denk olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul o <w"” olmasidir. [20]
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5. BOLUM

SONUCLAR

Genel olarak fonksiyon uzaymin tanimi yapilarak bu yapinin bir alt taban bulunmasi
sart1 ile noktasal yakinsaklik topolojisi, kompakt-agik topoloji, diizgiin yakmsaklik
topolojileri ile donatilabilecegi gosterilmistir. Daha sonra uzay, reel-degerli siirekli
fonksiyonlar wuzayr secilerek iizerine ayni topolojiler kurulup topolojiler

kargilagtirilmistir. Béylece C,(X) < C, (X) <C,(X) iliskisine ulagilmistr.

X ve Y normal ve birinci sayilabilir uzaylar olmak tizere C,(X) ve C,(Y) lineer

) sayilabilir

homeomorfiktir. w ilk sonlu ordinal olmak tlizere baz1 a <w, i¢in X
kompakt ise o =1 iken Y'“ nm da ayn1 zamanda sayilabilir kompakt oldugu

goriildil.

X ve Y tam regiiler uzaylar ve C,(X) ile C,(Y) lineer homeomorfik olmak tizere
eger ¢:C,(X)— C,(Y) bir sirekli, lineer, 6rten ise X pseudokompakt oldugunda Y
nin de pseudokompakt oldugu ve eger ¢ siirekli, lineer, 1-1 ise Y pseudokompakt

oldugunda X in de pseudokompakt oldugu sonucuna ulasild1.

Noktasal yakinsaklik topolojisi ile ordinaller lizerindeki reel degerli fonksiyonlarin

C,([1,a]) uzaylarnm siniflandiriimasi yapildi. o, Bvey nin a <y <f esitsizligini
saglayan ordinaller oldugunu kabul ettigimizde C,([l,a]) ve C,([1,8]) ifadeleri
diizgiin homeomorfik ise C,([L,7]) ifadesinin de C,([1,a]) ve C,([1, B]) ile diizgiin

homeomorfik oldugu sonucunu elde ettik.

C,(X) ve C,(Y) swastyla X ve Y uzaylar1 lizerindeki siirekli fonksiyonlarin uzay1
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olmak tizere C,(X) ve C (Y) arasinda bir lineer homeomorfizma varsa X ve ¥ to-

polojik uzaylarina /-denktir ya da u-denktir denir. X uzayinm, X ve ¥ uzaylarinm /-
denk olmasini saglayan topolojik P 6zelliklerine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli

kosulun Y uzaymi da bu P 6zelliklerine sahip olmasi1 gerektigi sonucuna ulasild.

Her pozitif n-tamsayisi i¢in X uzaymm /" ye u-denk olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosulun X uzaymin n-boyutlu kompakt metrik olmasi ve X in her bos olmayan

kapali alt kiimesinin /" i¢ine gomiilebilen agik, bos olmayan bir alt kiime icermesi

ve bazt me N i¢in X el — ¢ olmasi gerektigi sonucu elde edildi.

w ilk sonlu ordinal olmak iizere topolojik X uzaymm I' e l-denk olmasi igin
gerekli ve yeterli kosulun X in bir-boyutlu kompakt metrik bir uzay olmasi ve
m<w icin X [ =¢ olmasi gerektigi ve bir a ordinali i¢cin /"X[l,a] uzaymin

1" ye I-denk olmasi i¢in a < w" olmasi gerektigi bilgisini elde ettik.
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