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OZET

GENELLESTIRILMIS ANTIi-GAUSS VE OPTIMAL DERECELI
AVERAJ INTEGRASYON KURALLARI

KOZKIRAN Hatice
Yuksek Lisans Tezi, Matematik Bolimu
Tez Yéneticisi: Dog. Dr. Ali thsan Hasgelik
Temmuz 2010, 65 sayfa

Gauss integrasyon kurallari, verilen bir integralin degerini yaklasik olarak
hesaplamak i¢in kullanilir. Fakat bu integrasyon kurallarinin hatasin1 hesaplamak
pratikte kolay degildir. Gauss integrasyon kurallarinin hata tahmini i¢in genelde Gauss-
Kronrod integrasyon kurallar1 kullamilir. Ancak bazi agirlik fonksiyonlari igin reel
pozitif Gauss-Kronrod formiilleri yoktur. Alternatif  kurallar arasinda 6zellikle
ilgilenilen kurallar anti-Gauss kurallari, averaj kurallari ve bu kurallarin genellestirilmis

versiyonlaridir.

Bu calismada genellestirilmis anti-Gauss ve averaj kurallar1 kisaca tanitildiktan

sonra (n-+1)—nokta anti-Gauss kurallar1 kullanilarak elde edilen optimal dereceli averaj

metotlart ile 2n+1 boyutlu ii¢c kdsegenli Jacobi matrisleri kullanilarak olusturulan
genellestirilmis averaj metotlart karsilastirilmistir. Ayrica Gegenbauer Ol¢limiine gore
bu metotlarin denkligini gérmek i¢in niimerik 6rnekler verilmistir. Genel 6l¢iimlerde bu

metotlarin dogruluk dereceleri 2n+ 2, simetrik 6l¢gimlerde ise 2n+3 dr.

Anahtar Kelimeler: Gauss integrasyon metotlari, Hata tahmini, Gauss-Kronrod
kurallari, Genellestirilmis anti-Gauss kurallari, Optimal dereceli averaj kurallari,

Gegenbauer 6lglimdi.



ABSTRACT

GENERALIZED ANTI-GAUSS AND THE DEGREE OPTIMAL
AVERAGE QUADRATURE RULES

KOZKIRAN, Hatice
M.Sc.in Department of Mathematics
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Ali ihsan HASCELIK
July 2010, 65 pages

Gauss integration rules are used to compute the value of an integral
approximately. But it is not easy to compute error of these quadrature rules in practice.
For the estimation of the error of Gauss quadrature rules, Gauss-Kronrod rules are
widely used; however, it is well known that for some weight functions real positive
Gauss-Kronrod rules do not exist. Among the alternatives which are available in the
literature, the anti-Gauss rules, average rules and their generalized versions, are of

particular interest.

In this study, generalized anti-Gauss rules and generalized average rules are

summarized, then the degree optimal average rules obtained by using (n+1)—point

generalized anti-Gauss rules and the generalized average rules generated by tridiagonal
Jacobi matrices of order 2n+1 are compared. In addition, to see equivalence for
Gegenbauer measure these methods numerical examples are given. Both of these
methods have degree of exactness 2n+2 for general measures, 2n+3 for symmetric

measures.

Key Words : Gauss quadrature methods, Error estimation, Gauss-Kronrod rules,

Generalized anti-Gauss rules, The degree optimal average rules, Gegenbauer measure.
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1. BOLUM
GIRIS

Integral hesabi birgok alanda siklikla karsimiza cikmaktadir. Bazi
durumlarda integralin tam degeri her zaman analitik olarak bulunamamaktadir. Bu
sekildeki integrallerin tam ya da yaklasik olarak hesaplanmasi i¢in ¢esitli niimerik

integrasyon metotlar1 gelistirilmistir.

2. bolimde niimerik integrasyon metotlarinin olusturulmasi igin temel
tanim ve teoremler verilmistir. NUmerik integrasyon metotlari, integrali alinacak
fonksiyonun bazi noktalardaki (integrasyon noktalarindaki) degerleri kullanilarak

olusturulur. Ancak iyi bir yaklasim olmasi ig¢in ka¢ tane integrasyon noktasi
b
gerektigi ve hangi fonksiyon degerlerinin kullanildigi o6nemlidir. I f (x)dx

seklindeki integralin yaklasik degerini hesaplarken X, integrasyon noktalari, W,

integrasyon agirliklar1 olmak tizere n nokta integrasyon metodu Zin:lwif(xi)

seklinde formiile edilebilir. Buradaki integrasyon noktalarmi ve integrasyon
agirliklarm hesaplamak igin gesitli integrasyon metotlar1 gelistirilmistir. Ornegin
2. bolimde anlatilan Newton-Cotes formullerinde [a,b] integrasyon araligi n esit
parcaya bolinerek, polinomlar tam olarak integrallenebildiginden, integrasyon
noktalarinda f(x) fonksiyonlartyla uyusacak polinomlar alinip integrale yaklasik
bir deger elde edilir. Daha iyi bir yaklasim igin [a,b] araligi pargalanarak elde
edilen her bir araliga integrasyon metodu ayri ayri uygulanir. Bu sekilde olusturulan
metotlara kompozit metotlar denir. n nokta kullanilarak elde edilen Newton-Cotes
formdalleri genel olarak derecesi n—1 olan polinomlari tam olarak integralleyebilir.
Ancak n’nin biyiikk degerleri ig¢in bu sekildeki formiiller integrale yaklasim igin
uygun degildir. Bu durumlarda ii¢ terimli yineleme bagintis1 verilen n. dereceden
ortogonal polinomlarin kokleri kullanilarak olusturulan Gauss integrasyon metotlari
kullanilabilir. Gauss integrasyon metodunun integrasyon noktalarinin ve

agirliklarinin  hesabi 2. boliimde detayli bir sekilde ele alinacaktir. n  nokta



kullanilarak elde edilen bu metodun dogruluk derecesi 2n—1 dir. Gauss integrasyon
metodunun yaklagimi ¢ok iyi neticeler vermesine ragmen hata  terimindeki

fonksiyonun 2n. turevini hesaplamak pratikte kolay degildir.

3. bolimde Gauss integrasyon metodunun hatasim1 yaklagik olarak
hesaplamay1 saglayan Gauss-Lobatto, Gauss-Radau ve Gauss-Kronrod integrasyon
metotlar1 verilmistir. Gauss integrasyon metodunun hatasini hesaplamak igin
olusturulan integrasyon metotlar1 durdurma fonksiyoneli olarak adlandirilir. Gauss
integrasyon metotlarinin durdurma fonksiyonelleri iki kategoride incelenebilir [1].
Birincisi, ek integrasyon noktalar1 kullanilarak olusturulan genisletilmis metotlar
ikincisi ise Gauss integrasyon noktalari kullanilarak olusturulan integrasyon
metotlaridir.  Ilk kategorinin en &nemli metodu Gauss-Kronrod integrasyon
metodudur. Gauss-Kronrod integrasyon metodu 1960’larda A.S. Kronrod tarafindan
olusturulmustur [2]. Gauss integrasyon metodunun n tane integrasyon noktasina
ek olarak n+1 nokta igeren dogruluk derecesi 3n+1 olan Gauss-Kronrod
integrasyon metodu 3. boliimde bahsedildigi gibi yeni bir agirhik fonksiyonuna
gore  olusturulur. Ancak Kronrod noktalarinin hesaplanmasi lineer olmayan
sistemlerin ¢oziimiinii gerektirdigi icin bu ydntemle Gauss-Kronrod integrasyon
metodunun elde edilmesi gligtiir. Bu durumda Laurie’nin yineleme katsayilarim
iceren matrisler kullanilarak olusturdugu algoritmadan yararlanilabilir [3]. Fakat
baz1 agirlik foksiyonlart icin reel integrasyon noktasi ve bunlara karsilik gelen
pozitif agirlik fonksiyonu olmadiginda dogruluk derecesi yliksek olan bu metot
yoktur. Gauss-Kronrod integrasyon metotlar1 basli bagina incelenmesi gereken ve
halen bir¢ok soru isareti iceren bir konu oldugundan burada daha fazla detaya

girmeden konuyla ilgili bir kag¢ 6rnek verilecektir.

4. boluimde Gauss-Kronrod integrasyon metotlarinin olmadigr durumlarda
gelistirilen metotlar verilmistir. Bunlardan birisi 1996 yilinda Laurie tarafindan
olusturulan ve anti-Gauss metodu olarak adlandirilan integrasyon metodudur [4].
Derecesi 2n+1den kiigiik tiim reel katsayili polinomlar i¢in bu metodun hatasi
Gauss integrasyon metodunun hatas1 ile aymi biiyliklikte fakat zit isaretlidir.
Genel olarak anti-Gauss integrasyon metotlart kullanilarak olusturulmus averaj

metodunun dogruluk derecesi 2n+1dir. Anti-Gauss ve averaj metotlar, y>-1



olmak tizere genellestirilmis anti-Gauss ve Gauss integrasyon kurallarinin hata

terimleri R ve R, arasindaki baginti R, =—(+ 7)R, olacak sekilde Ehrich

n+l,y n+l,y

tarafindan genellestirilmistir [5]. Ozel y degerleri i¢in dogruluk derecesi 2n-+1den

yiiksek olan bu formiiller optimal dereceli averaj formiilleri olarak adlandirilirlar.
Optimal dereceli averaj formiillerinin yaklasim dereceleri, klasik Hermite ve
Laguerre polinomlart i¢in Ehrich [5] tarafindan, genel Hermite polinomlar1 ve
Gegenbauer polinomlar1 i¢in Hasgelik [6,7] tarafindan elde edilmistir. 4. boliimde
bu polinomlar icin genellestirilmis anti-Gauss kurallar1 kullanilarak olusturulmus
optimal dereceli averaj formiillerinin &zellikleri verilmistir. Ayrica simetrik
araliklarda genellestirilmis anti-Gauss ve Gauss-Lobatto integrasyon metotlarinin
denkliginden bahsedilip, Gauss ve genellestirilmis anti-Gauss integrasyon
metotlarinin integralin gercek degerini kusattigini niimerik olarak gdsteren bir tablo

verilmistir.

5. bolimde Spalevig¢ [8,9]’in 1i¢ kosegenli Jacobi matrisini farkli bir
sekilde tanimlayarak elde ettigi optimal dereceli averaj metodu tanitilmistir. Ayrica
bu optimal dereceli averaj formiilii ile 4.boliimde genellestirilmis anti-Gauss
metodu kullanilarak elde edilen optimal dereceli averaj formiilleri karsilastirilmistir.
Her iki sekilde elde edilen ve ayn1 dogruluk derecesine sahip optimal dereceli averaj
metotlarinin Gegenbauer 6l¢iimii i¢in denkligi gosterilmistir. Son olarak Gegenbauer
6l¢limii icin optimal dereceli averaj formiilleri kullanilarak elde edilen integrasyon
noktalarinin, n nin kii¢clik degerlerinde sembolik, biiylik degerlerinde ise niimerik

olarak esitligini gosteren tablolar verilmistir.



2.BOLUM
NUMERIK INTEGRASYON

|(f)=i f (X)dx (2.1)

seklinde verilen bir integralin degerini yaklasik ya da tam olarak hesaplamaya
yarayan formiillere niimerik integrasyon metotlar1 (kurallari) denir. Bu tiir metotlar
integralin analitik olarak hesaplanamadigt durumlarda kullanilir. Niimerik

integrasyon metotlar1 genel olarak

()= 100dx= 33w, £, @2)

i=0 k=0

bicimine ifade edilebilirler. Buradaki X, € R sayilarma integrasyon noktalari

W, € R sayilarma da integrasyon agirliklar1 denir. Integrasyon noktalarinin ve
agirliklarinin hesaplanmasi ile ilgili tanim ve teoremler bu boliimde verilecektir. Eger
integrasyon araligimin iginde f (x) fonksiyonu tiirevlenebilir degilse veya tiirev

kullanilmak istenmezse sadece fonksiyon degerleri kullanilarak elde edilen (2.2)

ifadesindeki m—nokta integrasyon metodu

j‘ f(X)dx =~ ivvi f(x) (2.3)

formundadir.

Bu sekilde olusturulan integrasyon kurallarinda;
e Eger, tiim integrasyon noktalar1 ve agirliklar: reel ise metot reeldir.
e Eger, tiim integrasyon agirliklar pozitif ise metot pozitiftir.

Ayrica Q,(f) kullanilan niimerik integrasyon metodunu gostermek iizere

integralin tam degeri ve niimerik metot ile elde edilen deger arasindaki

R(f)=1(f)-Q,(f) (2.4)



farki integrasyon hatasini verir. P, , derecesi en fazla m olan polinomlarin kiimesi

olmak Uzere hata terimi

R(p)=0 V¥ pelP
R(p):{ (p) pelP, 25)

R(p)=0 3 pelp,,
seklinde gosterildiginde Q,(f) integrasyon metodunun polinomsal mertebesinin m

oldugu séylenir. Asagidaki boliimlerde gesitli integrasyon metotlari incelenecektir.

2.1 Newton — Cotes Formulleri

Newton — Cotes formiillerinde verilen [a,b] araligi n esit parcaya boliinerek

elde edilen

X, =a+ih , i=01..,n, h=— (2.6)
noktalari kullanilir. f(x) fonksiyonlari bu noktalarda
P(x)=f =f(x), 1i=01..,n (2.7)

seklinde uygun bir P(X) polinomu ile uyusan fonksiyonlardir. L (X), Lagrange

polinomlar1 olmak {izere yukaridaki sartlar1 saglayan

ROO=2LOf, L= [~ (2.8)

(interpolasyon) polinomunun integrali alinarak integralin gergek degerine yaklasik

bir sonug elde edilir :
.Tf(x)dij.Pn(x)dx:Zn: fi‘TLi(x)dx (2.9)

Esitligin sag tarafindaki integralde

x:a+ht=a+b_Tat (2.10)

degisken degisikligi yapilirsa,



L0o= T] 2% = [T -0 (2.11)

k0iei X =X keoiei 1 —K

olacagindan (2.9) ifadesi

T f (x)dx zz fii L (x)dx = hz f (Xi)]lgoi (t)dt (2.12)

formunda yazilabilir. Bu sekilde elde edilen integrasyon metodu

ntk

k= k::l k

a :j(pi (t)dt :jl (2.13)

olmak tizere

i f(x)dx ~ h{ay T (%) +a, T (%) +. e, (X))} (2.14)

seklindedir ve n. dereceden (kapali) Newton-Cotes formiilii olarak adlandirilir.

Newton-Cotes formdillerindeki ¢, sayilarmin her biri bir rasyonel sayidir ve bu

rasyonel sayilarin ortak paydast S olarak alinirsa Z::O o, =n sarti saglanmak

kosuluyla

a ="t i=123..,n (2.15)

sayilar1 i¢in Newton-Cotes formulleri

b n
.y = [RO)dX=hD" fo, ——Zf (2.16)
3 i=0
seklinde yazilabilir. | ve K degerleri sadece n degerine bagli olmak iizere
b b
[P.(0dx—[ f()dx=h"'K (&) &e(ab) (2.17)

farki Newton-Cotes formiilleri icin integrasyon hatasini verir. Kullanilan nokta

sayisina gdre Newton-Cotes formiillerine farkli isimler verilmistir. Ornegin,



Newton-Cotes formlli n=1 i¢in yamuk kurali, n=2 i¢in Simpson kurali olarak
adlandirtlir. n nin  biiylik degerlerinde bazi ¢; degerleri negatif ¢iktig1 icin

Newton-Cotes formili nidmerik yaklasim i¢in uygun degildir.

n—nokta Newton-Cotes formiillerinin dogruluk derecesi en fazla n—1 dir.
Ayni sayida nokta kullanilarak daha yiiksek dereceli integrasyon metotlart n.
ortogonal polinomlarin kokleri kullanilarak olusturulabilir. Bu amagla kullanilan
ortogonal polinomlarin o6zellikleri ayrica konuyla ilgili tanim ve teoremler bu

bolimde verilecektir.
2.2 Ortogonal Polinomlar

W (x) agirlik fonksiyonu olmak iizere bundan sonraki boliimlerde, i¢
carpim  dA(x) =W(x)dx, —o<a<b<o mutlak siirekli dl¢iimiine bagli olacak

sekilde tanimlanacaktir. W (x) agirlik fonksiyonu pozitif ise dA Olgimunin pozitif
oldugu sdylenir. A(x), reel eksen lizerinde x ——oo ve X —>+o0 iken sonlu limitlere

sahip azalmayan bir fonksiyon ve dA pozitif 6lglim olmak Uzere
# = 11, (dA):= [x'dA(x), r=012.. , >0 (2.18)
R

seklinde tanimlanan biitiin mertebeden sonlu momentleri olsun. IP reel polinomlar

uzay1 olmak ilizere V p,qeIP igin, dA dlglimiine gore olusturulan i¢ ¢arpim

J.p(x)q(x)dxl(x) (2.19)

R

(p.a)y,

sekilde tanimlanir. Eger p=( ise

I pndf( | pZ(x)dz(x)] (2.20)

ifadesine P nin normu denir. Eger (p,q) 4, =0 ise p ile g polinomlari ortogonaldir

denir. Sayilabilir bir kiimenin tiim elemanlarinin birbiriyle i¢ carpimi sifir ise
kiimeye ortogonal kiime denir. Bu kosullar1 saglayan ortogonal bir kiimenin

polinomlarinin bas kaysayist bire esitse bu polinomlara monik ortogonal



polinomlar denir.
Normlart bire esit olan ortogonal elemanlardan olusan kiimeye ortonormal
kiime denir. Ortogonal polinomlar1 ortonormal duruma getirmek (normallestirmek)

icin

A=k k=012,.. (2.21)
A
seklinde

0, k=1

1, k=l (2.22)

(ﬁ.kJ%I)di =0y ::{

bagitisint saglayan polinomlar kullanilir. Bundan sonraki boliimlerde kullanilan ig¢
carpim ifadelerinde sag alt kdseye dA Olglimii yazilmasa da bu Olglime gore ig

carpim yapildig1 kabul edilecektir.
2.2.1 Ug terimli yineleme bagintisi

Ug terimli yineleme bagintis1 ortogonal polinomlari ve tiirevlerini bulmak igin
kullanilir. Gauss integrasyon kurali i¢in hesaplanmasi gereken agirlik fonksiyonlari
ve integrasyon noktalari, li¢ terimli yineleme bagintisinin yineleme katsayilar
kullanilarak simetrik ii¢ kdsegenli matristen elde edilebilir. Ayrica monik ortogonal
polinomlardan ortonormal polinomlar olustururken de kullanilabilir. (2.19)’da

tanimlanan i¢ ¢carpima gore

(tp,a),, =(pta),,, Vp.gelP (2.23)

degisme o6zelligi saglanir.

Teorem 2211 : rx(-)==x/(;di), k= 0,1, dA olgimine bagh monik

ortogonal polinomlar kiimesi olsun. 7, ortogonal polinomlarinin

7,(x)=0, m(x)=1
Tn (X) = (X=a ) (X) = B, (X) . k=0,12,... (2.24)



ti¢ terimli yineleme bagmtisinin yineleme katsayilar ¢, =, (d 1) ve g, = £, (dA)

ile gosterilmek Uzere

a, _mem) oy oo (2.25)
(7. 7)
B, - mem) Ly, (2.26)
(”k 1 7Tk 1)
seklinde bulunur [10].

k=0 i¢in S, katsayisinin garpani 7 , =0 oldugundan

Bo(dA) = (g, 7,) = [ dA(%) (2.27)

seklinde tanimlamak uygun olacaktir. (2.26) ve (2.27) bagntilarindan tim f,

katsayilarinin pozitif oldugu aciktir.

Tanmm 2.2.1.2 : (2.24) ifadesinde verilen ii¢ terimli yineleme bagntisinin ¢, S,

yineleme katsayilari kullanilarak dA4 6lgiimiine gore olusturulan

a, \/,Fl 0
J,=3,(dA):= VB B (2.28)
2=, o -

0

seklindeki matrise sonsuz boyutlu Jacobi matrisi denir. Bu ii¢ kosegenli Jacobi

matrisinin nxn tipindeki temel min6r matrisi

3,=3,(d2):=[3.(d2) ] ooy (2.29)

ile gosterilir. Sonlu boyutlu Jacobi matrisi, integrasyon noktalarin1 ve integrasyon
agirliklarim1  hesaplamada ©nemli rol oynar. Bununla ilgili bagintilar asagida

verilecektir. Eger Teorem 2.2.1.1°deki indis degerleri sonlu yani 0<n<d igin

k<d-1 ise J, omatrisi iyi tanimhdir. dA  Olglimine  bagh

7,()=7.(;dA) k=0,1,... ortogonal polinomlari



1
7,(X)=0 , T (X)=—=
Z4(X) 7o (X) M (2.30)

ﬂk+lﬁ.k+1(x):(x_ak)ﬁ'k(x)_ ﬂkﬁ'k,l(x) , k=01...

yineleme bagintisini saglamak iizere bu yineleme bagintisinin ilk n esitligi
X7, (X) = By (X) + a7 (X) + B Zea (X) + k=0,1..,n-1 (2.31)

seklinde tanimlansin.

Z(X)=[ 7 (%), (X) s Fpy ()| (2.32)

alinirsa e, =[0,0, ...,1]T R" de n—nokta koordinat vektorii olmak iizere (2.30)’daki

yineleme bagintist genel olarak

x#(x) =3, (d2)7(x)+B,7(x)e, (2.33)

matris formunda ifade edilebilir.

Teorem 2.2.1.3 : z,(-;dA) ortogonal polinomunun kokleri 7" degerleri n.

dereceden J (dA) Jacobi matrisinin Szdegerleridir ve ﬁ(ré")) degerleri bu

Ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir [10].

Teorem 2214 : 7" ozdegerlerine karsilik gelen  J (d2) matrisinin

normallestirilmis dzvektorleri v, vektorleri olsun. Yani J, (dA)v, = z'\(,n)u vy, =1

V!
esitligi saglansm. Bu kosulu saglayan 6zvektorlerin birinci bileseni o,, olmak
uzere

pot=——t  y=12..n (2.34)

> 2]

k=

o

saglanir [10].
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2.3 Gauss Integrasyon Kural

Newton-Cotes formidilleri, [a,b] aralig1 esit pargalara boliinerek olusturulmus

fakat yaklagim istenilen dogrulukta olmamistir. Bu yiizden yaklasim derecesinin
maksimum olmasini saglayacak sekilde metotlar aranmistir. Bu sekilde elde edilen
Gauss integrasyon metodu asagidaki kosullar1 saglamak sartiyla, dogruluk

derecesi 2n-—1 olacak sekilde olusturulabilir.
W (x)>0, Vxe[a,b], (W (x)=0) agirlik fonksiyonu olmak iizere

I(f)=IW(x)f(x)dx (2.35)

a

seklinde verilen integrali distinelim. Buradaki [a,b] integrasyon araligi
[a,00], [-o0,0], [-0,b] seklinde olabilir. Genel olarak agirlik fonksiyonu asagidaki

ozellikleri saglar.

b
1. W(x)=0 ve Vxe[a,b] icin JW(x)dx>0 olur.

b
2. u,>0o0lmak (zere tim yk:kaW(x)dx, k=0,1,.. momentleri var ve

sinirlidir.
3. [ab] integrasyon araliginda negatif olmayan P(x) polinomlar igin

iW(x)P(x)dx:O ise P(x)=0 dur.

Pratikte ¢ok sik kullanilan agirlik fonksiyonlar: ve ilgili ortogonal polinomlar

asagidaki tabloda verilmistir. Tablo 2.3.1 [11]’den alinmistir.

Tablo 2.3.1 Bazi agirlik fonksiyonlari ve ilgili ortogonal polinomlar

[a,b]—aralig: Agirlik Fonksiyonu Ilgili Ortogonal Polinom
[-1,1] W(x)=1 P.(x) :Legendre polinomlari
[-11] W(x) = (1— XZ)_% T,(X) : Chebyshev polinomlari
[0,0] W(x) =g E,(X): Laguerre polinomlari

[-o0,0] W(x)=e™ H, (x) : Hermite polinomlar1

11



Verilen W(X) agirlik fonksiyonuna gore olusturulan n.ortogonal polinomun

kokleri x; integrasyon noktalart ve W, degerleri de integrasyon agirliklar1 olmak

uzere f :[a,b]—> R fonksiyonunun tirevlerini icermeyen
b n b
IW(X) f)dx~ D> wf(x), w= J.W(x) L, (x)dx (2.36)
a i=1 a

seklinde tanimlanan integrasyon metoduna n—nokta Gauss integrasyon metodu
denir. Buradaki L(x) degerleri (2.8) ifadesinde verilen Lagrange polinomlaridir.

2n—1 dogruluk derecesine sahip bu integrasyon metodunun nasil hesaplanacagi bu

boliimde detayli bir sekilde incelenmistir.
2.3.1 Integrasyon agirhklarin hesaplanmasi

Integrasyon agirliklar;, (2.8)’ de tanimlanan temel Lagrange polinomlari

kullanilarak

b

W, =IW(X)Lk(x)dx:T(W(x) f[ X7 de (2.37)

a j=Lj=k Xy _Xj

bagintisindan hesaplanabilir. Ancak n nin biiyiik degerleri igin pratikte hesaplamaya

uygun degildir. Bu yiizden agirliklari hesaplamak i¢in c,,b, >0 olmak (zere

ga_l(x):O , (po(x);tO

2.38
Ck+l(pk+l(x)=(x_ak)¢k(X)_bk¢k_1(x) y k=0,1,... ( )

yineleme bagintisini saglayan {gok |k=0,1,...,n} ortogonal polinomlar1 kullanilir.

{x} degerleri ¢, (x)=AX"+... ortogonal polinomunun kokleridir. Agirliklar ise

__ A (Do(xk)((ﬁn,(ﬁn)
W, ( A jq)nﬂ(xk)(or'](xk) (2.39)

bagintis1 kullanilarak hesaplanir. Ancak n nin biiyiikk degerleri i¢in bu sekilde
hesaplamak da pratik olmadigindan integrasyon noktalarmin ve agirliklarin hesabi

icin yineleme katsayilari ile olusturulan ii¢ kosegenli matrisler kullanilacaktir.

12



Teorem 2.3.2 : f € C*"[a,b] ise Gauss integrasyon metodu icin niimerik integrasyon

hatasi,

b n (2n)
jW(x>f(x>dx—Zwif(xi>=%n PIE, £e(@b) (2.40)

esitligi ile verilir [11].

Sonug 2.3.3 : R®(f) hata terimiigin f®", [a,b] araliginda siirekli olmak sartiyla

f(2n) f(2n)
ARG | R CTB

Ro(f)< (2n)! (2n)!

Loy 1, (2.41)

esitligi saglanir.

(F.R)

b
ispat 233 : B, =[w()dx=|RI?, [10] seklinde secilip ﬂk:ﬁ
a k-11 Tk-1

k=1,2,.. oldugu dikkate alinarak

(R _(R.R) _

BB Py mREIR

ﬂoﬁl“'ﬂn—lﬂn = (R)v Po)

bulunur. Bu sonug (2.40) bagintisinda yerine yazilirsa teoremin ispati tamamlanir.

Sonug 2.3.4: ¥ dA nin destek kiimesi iizerinde siirekli ve sabit isaretli
ise hata terimleri icin

signf® =1 = R (f)>0

signf® =-1 = R (f)<0 (2.42)

esitsizlikleri saglanir.

aoﬁ 0

Teorem235: J, = VA 'al matrisi i¢in P,(x), n. ortogonal

n
n-1

0 ﬂn—l an—l
polinom olmak {izere Teorem 2.2.1.1°de verilen yineleme bagintisina gore J,

Jacobi matrisinin 6zdegerleri n.ortogonal P,(x) polinomunun kokleridir.
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Ispat 2.3.5:
n=1igin det(xl —J,) = (X—a,) By (X) = B.(X)
n=2 igin det(xl —J,)=(X—a)R(X)— B, =R, (X)
n=3 igin det(xl —J,) = (x—a,) P, (X) — B,R(X) = P,(X)

seklinde devam ettirilirse ortogonal polinomlarin bilinen ii¢ terimli yineleme

bagntisindan da yola ¢ikilarak det(xl —J,) =P, (x) bulunur.

2.3.2 Gauss integrasyon kuralimin integrasyon noktalarimin ve agirhklarinin

hesaplanmasi

a, =a.(d1) ve b, =b(d1)>0 reel yineleme katsayilarina sahip 7,

polinomlar1
7Z'_1(t)=0, ﬂo(t)=1
7 () =(t-a)7r (t)-br_ (1), k=012,..

(2.43)

seklindeki 1i¢ terimli yineleme bagmtisin1 saglayan ortogonal  polinomlar

olsun. Bu ortogonal  polinomlara gore olusturulan  Gauss  integrasyon

kurali
If(t)d/l(t):znlﬂff(rve)+Rf(f) (2.44)
(tﬁk’”k )d/l
a, =— L k=012,
(”k’”k )dﬁ.
(2.45)

N G PP

(”k—ll”k—l)dz ,

bagintilar1 kullanilarak

3, b 0
nan-|Boa b (2.46)
0 bn—l a'n—l



seklinde olusturulan ii¢ kosegenli Jacobi matrisi yardimiyla hesaplanir. Buradaki
2, Gauss integrasyon noktalari, J_ (dA) Jacobi matrisinin 6zdegerleri ve = (-;dA)

polinomunun kokleridir. Ayrica bu Ozdegerlere karsilik gelen normallestirilmis

Ozvektorler v, ’ler olmak iizere V =[v,,V,,...,v,] matrisi olusturulsun. J =J (dA4)
matrisinin 6zdeger dzvektér ayrigimmdan D, =diag(z’,z;,...,z0) olmak Uzere
JV =VD, ifadesi saglanir. Bu ayrisim kullanilarak elde edilen integrasyon

agirliklar asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.3.2.1: n-nokta Gauss integrasyon kuralinin TVG , v=0,12,... integrasyon

noktalart J (dA) Jacobi matrisinin 6zdegerleri ve V,, bu 6zdegerlere karsilik
gelen normallestirilmis ozvektorlerin ~ birinci  bilesenleri  olsun. b,, (2.27)

ifadesindeki gibi tanimlanmak iizere A° agirliklari

A8 =by? (2.47)

formunda elde edilirler [10].

Ispat 2.3.2.1: 7, (t)=7,(t;d1) ,dA dl¢iimiine bagh ortogonal polinomlar ve

() =[ 7 (1), A (t),... 7 (t)]T vektéri (2.32) ifadesindeki gibi bu ortogonal

ey Mg g

polinomlarm ilk n tanesinin vektorii olsun. Teorem 2.2.1.3 ve Teorem 2.2.1.4’den

v=12,...,n (2.48)

saglanir. Diger taraftan (2.44) esitligindeki  Gauss integrasyon formiiliinde
k<n-1 icin f(t)=7%(t) almarak ve 7, =b"* ifadesi kullanilarak

ortogonallikten
by%s, , :Zn“ﬂfﬁk (¢) (6, Kronecker delta)
yar}
elde edilir veya matris formunda, P 6zdegerlerin matrisi, A° agirhiklarin vektorii
28 =[28, AT P=[7(zl), #(zy ), ... #(z )] ve € =[10,..,0]eR" ilk koordinat
vektorl olmak uzere
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PA® =%, (249)

matris formunda yazilabilir. P matrisinin siitunlar1 birbiriyle ortogonal oldugundan

n-1

P'P=D, , D, =diag(dyd,..d,,) . d=>|7()]

k=0

saglanir. (2.49), P' ifadesi ile soldan c¢arpilirsa e=[1,1,...,1]T eR" olmak lzere

D_1° =b’PTe, =by’h;"%e =¢

elde edilir. Buradan 2°=D]'e olur, yani  A° :H—lz , v=L12..n
2 A ()]
k=0

sonucuna varilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur [10].
Gauss integrasyon kuralinin integrasyon noktalarim1 ve agirliklarini veren

algoritma (gauss.m) Matlab ortogonal programlar paketinde bulunmaktadir.

Sonug 2.3.2.2 :  fonksiyonu 7° Gauss integrasyon noktalarmi igeren aralikta
analitik bir fonksiyon ve J=J (dA) Jacobi matrisi i¢in f(J) fonksiyonu

taniml1 olsun. (2.44) esitligindeki Gauss integrasyon toplami

zn:sz(rf)zboef1=(J)e1 , ¢ =[4,0,.,0]eR" (2.50)

formunda ifade edilebilir. J=VDV' ve A’ =hy,,* ifadeleri kullanlarak

beer f(3)e, =bye/VE (D, )V e,=by > V2, f(z7)=D A7 f(z)) esitligi elde edilir [10].
v=l v=1
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3.BOLUM
GAUSS INTEGRASYON METODUNUN HATASINI YAKLASIK OLARAK
HESAPLAMAK iCIN KULLANILAN METOTLAR

Bu bolimde anlatilacak integrasyon metotlarinin amaci herhangi bir n— o
degeri i¢in bir niimerik integrasyon metodundan elde edilen sonucun integralin tam

degerine yakinsadigini farzederek
[1(F)=Q,(F)) 3.1)

hatasini hesaplamaktir. Bunun igin en iyi yaklagim, m>n olmak lizere m—nokta

ikinci bir integrasyon metodu kullanilarak

[1(F)=Qu ()] =]Q,(T)-Q,(F) 3.2)

bagintis1 yardimiyla hata hakkinda fikir sahibi olmaktir. Bu amagcla kullanilan

integrasyon metotlarindan bazilar1 bundan sonraki boliimlerde verilecektir.
3.1 Gauss-Radau ve Gauss-Lobatto Integrasyon Metotlari

Sonlu [a,b] araliginin u¢ noktalarindan biri veya her ikisi integrasyon

noktas1 olarak almip kalan diger integrasyon noktalari metodun mertebesi
mimkiin oldugu kadar biiyilk olacak sekilde secilirse, Gauss integrasyon
metodundan yeni bir integrasyon metodu olusturulabilir.

Eger integrasyon araliginin ug¢ noktalarindan birisi integrasyon noktasi olarak
almip kalan diger integrasyon noktalari, metodun mertebesini miimkiin oldugu
kadar biiyiik yapacak sekilde secilirse elde edilen metot Gauss-Radau integrasyon
metodu, integrasyon aralifinin her iki ucu integrasyon noktasi olarak alinip
kalan diger integrasyon noktalart metodun mertebesini miimkiin oldugu kadar
biiyiikk yapacak sekilde segilirse elde edilen metot Gauss - Lobatto integrasyon

metodu olarak adlandirnilir.  Gauss-Radau metotlart  agirlik  fonksiyonlari
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a<t<b olmak Uzere (b-t)W(t) veya (t—a)W(t) alinarak elde edilen Gauss
integrasyon  metotlari, Gauss-Lobatto  metotlar1 da agirhik  fonksiyonu

(b-t)(t—a)W(t) almarak olusturulan Gauss integrasyon metotlar1 gibi

diistiniilebilir.
3.1.1 Gauss-Radau integrasyon metodu

Olgimi  dA,(t)=(t—a)dA(t) ve integrasyon noktalarindan  biri

a=inf(sup p(d1)) =7, seklinde olan (n+1)—nokta Gauss— Radau formulu
b n
[ f®dA0) =45 F (@) + D2 A f (20)+R(F) (33)
a v=1

formiilii ile edilebilir [12]. Bu integrasyon metoduna gore olusturulan (n-+1)

boyutlu modifiye edilmis Gauss - Radau Jacobi matrisi

SRCH =(J"(M) me”} (34)
Ben

seklindedir.

Buradaki S, = £,(dA) yineleme katsayilari Gauss integrasyon metodunun
katsayisina esittir, bilinmeyen « Kkatsayist ise 7, (t)=(t—a )z, (t)- L7, ()

Bimna(d)

seklinde elde edilir. Gauss-Radau
,(a)

yineleme bagimtisi kullamlarak o =a—

integrasyon metodunun z3(=a), 7,..,7° integrasyon noktalar, J%(dA) Jacobi

matrisinin 6zdegerleridir ve A2, 17,...,A* integrasyon agirliklari  J*3(d2) Jacobi
matrisinden (2.47) ifadesinde verildigi gibi elde edilir [12].

Ayni sekilde, 7,,, =b noktas: alinirsa Gauss-Radau integrasyon metodu

b n
If(t)d/’t(t)ZZﬂCJf(Tf)Jr/lfﬂf(bHRﬁ(f) (3.5)
a v=1

seklinde ifade edilir.
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(3.3) ve (3.5)’deki integrasyon formiilleri (2.50)’deki ifadeye benzer

sekilde J_ yerine J*2 ve J*? yazilarak ve e, vektdriiniin boyutu bir arttirilarak

n+l n+l

matris karakterizasyonu elde edilebilir.

(n+1) —nokta Gauss- Radau integrasyon formiiliiniin  yaklasim derecesi
2n dir (R (f)=0 , felPR,). [ab] aralig1 lizerinde Gauss-Radau integrasyon

formulunin  R?, R” hata terimleri igin

sign f® =1 = R*f)>0, R’(f)<0
(3.6)
sign f®™ =-1 = R*(f)<0 , R(f)>0

esitsizlikleri saglanir. Bu ise fonksiyonun tiirevi sabit igaretli ise Gauss-Radau
yaklasiminin  u¢ noktalarindan birinin  integralin tam degeri igin alt sinir,

digerinin ise integralin tam degeri i¢in iist sinir olacagi anlamina gelir.

3.1.2 Gauss-Lobatto integrasyon metodu

dA,,(t) =(t-a)(b-t)dA(t) Ol¢timlii, integrasyon noktalarinin

L
n+l

ikisiz, =a , 7, =b ve x,(.;d4,,) polinomunun kokleri, 7, aradaki integrasyon

noktalart olmak ftizere (n+2)—nokta Gauss-Lobatto formili
b n
[TOAAO =4 T @+D A4 (5)+ 4. f (0)+R () 3.7)
a v=1

seklinde verilmistir [12]. Bu sekilde tanimlanan Gauss-Lobatto integrasyon
metodunun yaklagim derecesi 2n+1 dir (R (f)=0, f €IR, ). Gauss-Radau
integrasyon metodunda oldugu gibi Gauss-Lobatto integrasyon metodu igin
asagidaki 6zellik verilmistir.

sign @2 =1 = R*(f)<0
(3.8)
sign @ =1 = R*(f)>0

Gauss-Lobatto integrasyon metodu ig¢in (n+2) boyutlu modifiye edilmis Jacobi

19



matrisi

(3.9)

JLZ(d/l)[‘]I’H—l(dﬂ’) ﬂnL+len+lJ

f L L L
anJrl en+1 an+1

seklinde olacaktir. Burada a, ve B-, katsayilar, 7, ,(t)=(t—a )7z, (t)- Bz, (1)

ti¢ terimli yineleme bagintisi kullanilarak elde edilen2x 2 tipindeki

|:7[n+1(a) ﬂn (a):||:arl1_+l} _ |:aﬂ-n+l(a):|
ﬂ.n+1 (b) ”n (b) ﬂnL+1 b7Z'n+1 (b)
lineer sistemin ¢6zimdiinden bulunur.

7,=4a ve 7,,,=Db noktalarmi iceren Gauss-Lobatto integrasyon metodunun

integrasyon noktalari, Gauss integrasyon metodunda oldugu gibi Jrhz(d/l) Jacobi
matrisinin ~ 6zdegerleridir ve A, , v=0,12....agirhiklarinin, normallestirilmis
ozvektorlerin birinci bilesenlerinin karesinin £, kati oldugu [12]’de verilmistir.

(3.7)’deki  integrasyon formiiliiniin (2.50)’deki  ifadeye benzer sekilde

L
n+2

J yerine J matrisi yazilarak ve € vektoriiniin boyutu iki artirilarak

n

matris karakterizasyonu elde edilebilir.
3.2 Gauss - Kronrod Integrasyon Metodu

Hata terimini hesaplamada kullanilan bu integrasyon metodu ilk olarak
1960’larda Kronrod tarafindan one siiriilmiis ve incelenmistir [2]. (2n+1)—nokta
Kronrod metotlari mertebesi (2n-1) den biiyiik olacak sekilde olusturulmustur.

Gauss - Kronrod integrasyon metotlart  bir bakima Gauss - Radau ve
Gauss-Lobatto integrasyon metotlarinin  genellestirilmis halidir. Daha 6nceki
bolimde verilen bu kurallarda ug noktalardan bir veya ikisi alinip, diger noktalar
metodun mertebesi maksimum olacak sekilde secilmisti. Bu metotta ise Gauss

integrasyon metodunda kullanilan w(x) agirlik fonksiyonuna gore olusturulan

2,00 =T1(x-75) (3.10)
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ortogonal polinomun koklerine ek olarak n+1 tane integrasyon noktasi belirlenir.

Ayrica A , A, degerleri Gauss-Kronrod integrasyon agirhiklari olmak iizere

(2n+1) — nokta Gauss- Kronrod integrasyon formuld

If(t)d/l(t)zzn:ﬂv‘(f(rf)+nz+1:i;Kf(r§)+er(f) (3.11)

seklinde ifade edilebilir [3].
Metodun mertebesinin maksimum olmasi i¢in 7,7} ..., 7, Kronrod noktalari

ile ﬂ,lK , /12'( I /1,:( X ﬂ; K /12* Ko /Irffl integrasyon agirliklari asagidaki yontemle belirlenir:

Bunun icin 6nce Stieltjes polinomu olarak bilinen

n+1

V009 =TT(x=7) (3.12)

polinomu ile, genelde isaret degistiren

W) =W (T (x-75) =W (X)e, (X (313

g . o . " K - .
yeni bir agirlik fonksiyonu tanimlansin. Buna gére 7, degerleri

b
(PWn), = JWQ¥,sp()dx=0 ,  Vper, (3.14)

ya da bu bagintiya denk olan

b
(P¥ra), = [WO)p,¥dx=0,  j=01..n (3.15)

esitligini saglayacak sekilde segilir. Gauss-Kronrod integrasyon formdlinin var ve
tek olmasi i¢in Stieltjes polinomunun koklerinin ( Kronrod noktalarinin ) verilen
araligin icinde olmasi, integrasyon agirliklarinin pozitif olmasi ve Kronrod

noktalarinin

A<t <zl <1y <1y <.<7p <7, <b (3.16)

seklinde secilmesi gerekir ¢linkii araligin disinda olan integrasyon noktalari i¢in

fonksiyon tanimli olmayabilir.
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Gauss-Kronrod —metotlarinin  integrasyon  agirliklar1 Gauss integrasyon
metodunda oldugu gibi integrasyon noktalar1 i¢in olusturulan Lagrange

polinomlarinin

b b
20 = WL Jdx  j=12....n, 4% = [W)L,,()dx j=12,..n+1 (3.17)

integrallerinden elde edilir.

Genel olarak Kronrod noktalarinin hesabi igin lineer olmayan cebirsel
sistemlerin ¢6zimi gerekir, bu yontemle Gauss-Kronrod metodunu hesaplamak
pratikte oldukca zordur. Ancak buyik n degerleri i¢in integrasyon noktalar1 ve
agirliklar1 daha az hata ile Gauss integrasyon metodunda oldugu gibi ii¢
kosegenli matris  olusturarak  hesaplanabilir. Belirlenen matrisin 6zdegerleri
integrasyon noktalar1 ve integrasyon agirliklarimin da (2.47) esitligindeki gibi
elde edildigi Laurie tarafindan gosterilmistir [3]. Simetrik iic kosegenli Jacobi-

Kronrod matrisi
J.(dA) B.e, 0
Ima(@A) =| JBer  «, B..e (3.18)
0 Bra& 1y (dA)

formunda gosterilmistir [12]. J5 . (d A) matrisinin tiim &zdegerlerini bilmedigimizden

Gauss metoduna benzer algoritmayr kullanmamiz olanaksizdir. Buradaki J'

matrisi n’nin tek ve ¢ift olmasi durumunda degisecektir.

Jip.q(dA) matrisi, kdsegeninde «,...,a, elemanlar1 bulunan matris olmak

tizere J" matrisi,

n tek iken;
3 (dA) = Iz \BanayzCor (3.19)
VBanwioCoz  Jiniyzam
n cift iken;
I = Yo VBt (3.20)

* T
ﬁn en/2 ‘J[(Sn+2)/2 :2n]

matrisleriyle ifade edilir [10].
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Yukaridaki matrisler kullanilarak Gauss-Kronrod integrasyon metodunu
hesaplamak i¢in kullanilan algoritma Laurie tarafindan olusturulmustur [3]. Ug

kosegenli Jacobi — Kronrod matrisi icgin

Jan+1 :P2n+lA2n+1P;n+l , A2n+l = diag[ﬂ;v/fzv-"ﬁ;nﬂ] ' P2n+1P;n+1 =1 (3'21)

seklinde matris karakterizasyonu elde edilebilir. Bu sekilde olusturulan Gauss-
Kronrod integrasyon metodunun dogruluk derecesi n tek iken 3n+2, n cift iken
3n+1 olur. Ayrica Gauss - Kronrod integrasyon metodu igin

e Agirliklar ve integrasyon noktalari reel ise metot reeldir.

e Tiim integrasyon noktalar1 integrasyon araligindadir.

e TUm agirliklar pozitif ise integrasyon metodu pozitiftir.

Teorem 3.2.1 : Jacobi - Kronrod matrisi vardir ve reeldir < Gauss-Kronrod

formali var, reel ve pozitiftir [3].

Buradaki ifade Kronrod formiiliiniin integrasyon araligi disinda noktaya
sahip olmayacagi anlamina gelmez. Monegato’nun sonuglarina gore yeni noktalarin
agirliklarinin pozitifligi, herhangi birbirini izleyen iki Kronrod integrasyon noktasi
arasinda bir tane Gauss integrasyon noktasinin bulunmasina baglidir [13]. Bu
durumda integrasyon araliginin disinda en fazla iki nokta olabilir. Bu noktalar da

ancak integrasyon araliginin ug noktalar1 olur.

Gauss-Kronrod formiilii reel ve pozitif olmadiginda Gauss-Kronrod
formiiliinii hesaplamak i¢in kullanilan algoritma yine de iyi sonug verebilir. Fakat

Jacobi-Kronrod matrisi reel olmayabilir, bu durumda yineleme katsayilarindan

herhangi bir j; katsayis1 negatif olur, bu da algoritmanin Gauss-Kronrod formalinu

hesaplamada kullanilamayacagi anlamina gelir. Gauss-Kronrod integrasyon metodu
reel olmayan integrasyon noktalarina veya negatif agirliklara sahipse reel Gauss-

Kronrod integrasyon metodu yoktur. Ornegin 3- noktali Hermite formiiliiniin 7-
noktali Gauss-Kronrod formuliini elde etmeye ¢alisngimizda ) =-1 bulunur. 4-

noktali Hermite formiiliiniin 9-noktali Gauss-Kronrod formullini elde etmeye

1 1 .
calistigimizda 'B7K:_Z’ﬂ8K:Z bulunur. Burada Gauss-Kronrod integrasyon
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formiilii reel integrasyon noktalarina sahip olmasina ragmen " katsayilar1 negatif

oldugundan integrasyon agirliklar1 negatif olacaktir. Bu da baz1 agirlik fonksiyonlar
icin Gauss-Kronrod formiiliiniin olmadig1 anlamina gelir.
Asagidaki orneklerde Klasik Laguerre agirlik fonksiyonuna gore n=1 ve

n=2 igin Gauss-Kronrod integrasyon metodunun olup olmadigi gosterilecektir.

3.3 Ornekler

Ornek 3.3.1 Integrasyon araligi [0,00] olan W(x)=e klasik Laguerre agirlik
fonksiyonuna gore n=1 i¢in Gauss-Kronrod integrasyon metodunu olusturalim.

@ (X)=E,;(X)=1-Xx birinci dereceden Laguerre polinomudur. Dolayisiyla yeni

olusturulan agirlik fonksiyonu w(x) =e*(1—x) seklinde elde edilir. Ayrica Stieltjes

polinomu
w,(X) = (x—7)(x-17,)
seklinde olacaktir. 7., 7, degerleri
(<) = [ X @-X)(x 7 ) (x~ 75 )xIdx =0 j=01
0

esitliklerinden elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa integrasyon noktalari

=1, 7=2-J6, t¥=2+6

seklinde elde edilir. Integrasyon agirliklari ise

Tle =1, 2'2622—\/6 , 2'36:2+x/6

apsis noktalari i¢in olusturulan L;(x), j=1,2,3 Lagrange polinomlar: kullamlarak
Ao=ferLodx, 4% =[e "L (xdx, j=23
0 0

« 4 w1 w_ 1
A 5'11 26 +12 A 206 +12

integrallerinden
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olarak elde edilir. Yukarida elde edilen integrasyon noktalar1 ve agirliklar1 (3.11)
formiiliinde yerine yazilarak reel Gauss-Kronrod integrasyon metodunun sonucu

elde edilir.

Ornek 3.3.2 Yukaridaki 6rnekte uygulanan yontemle W (x) =€ klasik Laguerre

agirhk fonksiyonuna goére n=2 ic¢in Gauss-Kronrod integrasyon metodunu

2
olusturalim. ¢,(x) = E,(X) =1—2x—X? ikinci dereceden Laguerre polinomu olmak

2
lizere yeni olusturulan agirlik fonksiyonu w(x)=e™* (1—2X—X?j seklinde elde

edilir. Ayrica

v () = (x— 7 )(X— 73 ) (X —73)

seklindeki Stieltjes polinomu kullanilarak 7, 75 , 75 degerleri

o 2
xw,), = J'e‘X [1—2x—%}(x — ) x—-) (x-S )x'dx=0 j=0,12.
0
esitliklerinden elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa integrasyon noktalari

8 =—2-6, £=2+6, £ =241825 X=6.40141, £=19.9803

seklinde elde edilir. n=2 igin W(x) =€ klasik Laguerre agirlik fonksiyonuna
gore olusturulan  Gauss-Kronrod integrasyon metodunun integrasyon
agirliklarindan  birisi (3.17) formiilleri uygulandiginda A" =-2,52861bulunur.

Goriildigi gibi integrasyon noktalar1 reeldir ancak bunlara karsilik gelen agirliklar
pozitif olmadigindan klasik Laguerre agirlik fonksiyonuna gore n=2 igin Gauss-

Kronrod formulleri yoktur. n=3,4,5,... degerleri icin de Gauss-Kronrod
formullerinin olmadig farkli calismalarda gosterilmistir.
Lemma3.2.2: J) , Jacobi-Kronrod matrisinin nxn tipindeki J° yardimct

matrisi ile nxn tipindeki J, temel matrisinin karakteristik polinomlari aynidir [3].
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K
2n+

Ispat 3.2.2 : ¢ ve y, swasiyla JS . ’in nxn tipindeki J. ve J° temel ve
yardimc1 matrislerinin  karakteristik polinomlar1 olsun. ¢, (1) =det(J) ,—Al)

ifadesinin (n-+1). satira gére agilimi yapilirsa

¢2n+1 (ﬂ’) = _¢n—1 (ﬂ’)ﬂn l//n (ﬂ‘) + (an - 2’)¢n (ﬂ‘)l//n (ﬂ’) - ¢n (ﬂ')ﬂnﬂl//n—l (}i’) (322)

bagimtist elde edilir. ¢, .,,@, carpanina sahip olacagindan ( Gauss-Kronrod metodu
Gauss integrasyon noktalarini bicereceginden) S, katsayisi sifirdan farkli oldugu
icin ¢ ., terimi ¢, ile bolunebilmelidir. Fakat ¢, ve ¢, , ortogonal polinomlar
dizisinin ardigik terimleri olduklar1 igin aralarinda asallardir. O halde y, polinomu
@, polinomu ile bdliinebilir. Bu iki polinom ayni bas katsayiya sahip olduklar i¢in

0zdes olmalidirlar [3].

Sonu¢ 3.2.3 : ¢ =y, polinomlarmnin esit oldugunu biliyoruz. (3.22) esitligini
¢2n+l _

y, polinomu ile boldiiglimiizde == =-¢, 8 +(a,— )¢, —L,..¥,, Sonucu

n
elde edilir, bu da Kronrod integrasyon noktalarinda sifir olan polinom i¢in agik

bir bagint1 verir.

Laurie, karisik momentleri kullanarak Gauss—Kronrod integrasyon metodunu
hesaplayan bir algoritma olusturmustur [4]. Kronrod formiilii var, reel ve pozitif
ise  Gauss-Kronrod metodu r_kronrod.m ve kronrod.m isimli matlab ortogonal
polinomlar paket programlar1 kullanilarak hesaplanabilir. ~ Gauss-Kronrod
integrasyon metotlarinin ilk ortaya cikist 1960 olmasina ragmen farkli  agirhik
fonksiyonlarina gére metodun varligt ve tekligi, Kronrod noktalarmin ve
agirhiklarimin - hesaplanmasi  gibi  konular halen giincelligini koruyan aragtirma

konular1 oldugundan burada daha fazla detaya girilmeyecektir.

26



4. BOLUM
ANTI-GAUSS VE AVERAJ KURALLARI

4.1 Anti-Gauss Integrasyon Metodu

Onceki boliimde belirtildigi gibi 1(f)-Q°(f) hatasim tam olarak
hesaplamak kolay degildir. A, derecesi 2n—1 den biyik nimerik integrasyon
metodu olmak tzere 1(f)—QS(f) hatasim elde etmek icin genelde A(f)—Q°(f)

farki kullanilir. Bu durumda yeni olusturulan A integrasyon metodunun en az

(n+1) ek noktaya sahip olmasi gerekir. Cilinkii n nokta kullanilarak elde edilen bir

metodun dogruluk derecesi en fazla 2n—1 dir.

(n+1) ek nokta iceren A formiiliinii olusturmak i¢in bir kag olasilik vardir:

1. Dogruluk derecesi 2n+1 olan (n+1)—nokta Q°, Gauss integrasyon metodu A

integrasyon metodu olarak hata hesaplamada kullamlabilir. Ornegin tam degeri

1.582233 olan

j- dx

o xt+x2+0.9

integraline 3 ve 4-nokta Q7 (f), Q7 (f) Gauss integrasyon metotlar1 uygulanirsa
sirastyla 1.585026 ve 1.585060 sonuglar1 elde edilir. Burada hata terimleri
1(f)—QF(f)~27.93x107, Q7 (f)-QF(f)~34x10"° seklinde bulunur. Hata
hesabinda kullanilan algoritmanin ‘ 1(f)-QS(f )‘ <10*  oldugu siirece islem
yapmasini istedigimiz taktirde olusturulan algoritma QF(f)-QS(f)~34x10"°
hatasini  dikkate almayacaktir. Fakat hata 34x10° kadar oldugundan integrale

yaklagim hatali olur. Bu yiizden (n+1)—nokta Q°, Gauss integrasyon metodu

hata hesab1 i¢in glivenilir bir yontem degildir [14].
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2. Baz1 agirlik fonksiyonlari igin (w(x) =1 dahil ) orijinal n tane Gauss integrasyon

noktasini igeren 2n-+1 noktali dogruluk derecesi en az 3n+1 olan integrasyon
formalind bulmak miimkiindiir. Bu sekildeki formiiller ilk olarak Kronrod tarafindan
olusturulmustur ve integrasyon katsayilar1 otomatik bir algoritma ile istenilen

dogrulukta elde edilmistir. Q°(f) Gauss integrasyon noktalarmi igeren Gauss-

Kronrod formiiliiniin dogruluk derecesi maksimumdur. Ancak oOnceki bolimde
bahsedildigi gibi bazi agirlik fonksiyonlar1 igin reel Gauss-Kronrod formudilleri
yoktur.
3. Reel Gauss-Kronrod formiiliiniin olmadigi durumlarda Begusima ve Robinson
[15] dereceyi asama asama azaltarak derecesi 2n den fazla 3n+1 den az olan
formiile ulagsmaya calismislardir, ancak pratikte uygulamasi zor oldugundan bu
yontem ¢ok fazla ilgi gormemistir.

Gauss integrasyon kuralinin hatasini 6lgmenin bir diger yolu da ilk olarak

Laurie [4] tarafindan olusturulan anti-Gauss integrasyon metodunu kullanmaktir.

Laurie (n+1)—nokta anti-Gauss integrasyon kuralini 7; integrasyon noktalari ve A

integrasyon agirliklart olmak tizere

n+l

Qua(f):=2 A (2) (41)

formunda gdstermistir ve anti-Gauss integrasyon hatasim, Q°(f) Gauss-Christoffel

formiiliiniin hatas1 ile zit isaretli olacak sekilde

(1-Qu)p=-(1-Q%)p, VpelP,,, (4.2)

belirlemistir. Bu esitlige gore derecesi 2n+1e kadar artan tim polinomlar igin Gauss
ve anti-Gauss integrasyon kurallarindan elde edilen hatalar ayni biiyiikliikte, fakat
z1it isaretlidir. Bu sekilde olusturulan anti-Gauss integrasyon metodunun dogruluk
derecesi 2n—1 dir.

Burada verilen anti-Gauss integrasyon metodu Ehrich [5] tarafindan
genellestirilerek genel averaj formiilleri elde edilmistir. Bu bolimde sadece
genellestirilmis anti-Gauss ve averaj formiillerinin elde edilisi ve 6zellikleri detayli

bir sekilde verilecektir. Benzer sekilde y =0 igin Laurie’nin olusturdugu (4.1)’deki

anti-Gauss ve ilgili averaj metotlarina ulasilabilir [4].
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4.2 Genellestirilmis Anti-Gauss Integrasyon Metodu ve Optimal Dereceli Averaj

Formdulleri

QMW (n+1) —nokta genellestirilmis anti-Gauss integrasyon kurali 7,

integrasyon noktalar1 ve /fi integrasyon agirliklar1 olmak tizere

n+1

Qua, (=22, f(7) (4.3)

seklinde gosterilebilir.  Genellestirilmis anti-Gauss metodunun integrasyon
noktalarinin ve agirliklarinin hesabi bu boliimde detayli bir sekilde verilecektir.
(4.1) ifadesinde verilen anti-Gauss integrasyon metodu, Ehrich tarafindan

y >—1 olmak {izere, genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodunun hata terimi

ile Gauss integrasyon metodunun hata terimi arasinda

R . XI=—@+»)RS[x*] , k=01..,2n+1 (4.4)

seklinde bir bagint1 olacak sekilde genellestirilmistir [5].
QMJ ve QP genellestirilmis anti-Gauss ve Gauss integrasyon metotlari igin

bilinen hata terimleri (4.4) bagntisinda yerine yazildiginda;
1(£)-Q,0, =@+ N[ 1(H)-QC J=— @+ NI(F)+(L+7) QS
1 G X
I(f)z—((1+7/)Qn +Qn+1,;/) (45)
2+y

ifadesi elde edilir. y > -1 icin elde edilen

Q=5 (@ NQ Q) 46
7y

formiillerine genellestirilmis averaj formiilleri denir. Bu sekilde olusturulan

genellestirilmis averaj metotlarinin integrasyon hatasi

@+ )1 =Q)(F)+(1-Q,.., )(F)
2+y

R2n+1(f) = (I _Q2n+1,y)( f ) =

seklinde elde edilir. Derecesi 2n+1 den diisiik tiim polinomlar i¢in (4.4) bagintisi
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saglanacagindan averaj metotlarinin dogruluk derecesi 2n-+21olur.

Bu sekilde olusturulan genellestirilmis averaj formiillerinin dogruluk derecesi
2n+1 dir [5]. Ancak y 'nin bazi degerleri kullanilarak dogruluk derecesinin genel
bir 6l¢im igin 2n+2, simetrik dlgumler i¢cin 2n+3 oldugu gosterilmistir [5,7,8].
Dogruluk derecesi yiiksek olan bu sekildeki formiiller optimal dereceli averaj

formiilleri olarak adlandirilirlar. Eger Q¢ Gauss integrasyon metodu varsa,

genellestirilmis anti-Gauss formdlleri ve optimal dereceli averaj formilleri  her
zaman vardir, pozitif agirliklara, reel integrasyon noktalarina sahiptir ve en fazla
iki noktast integrasyon araliginin disindadir. Bazi ortogonal polinomlar i¢in optimal

dereceli averaj formillerini elde etmemizi saglayan y degerleri ve dogruluk

dereceleri 6nimuizdeki bolimlerde verilecektir.

4.2.1 Genellestirilmis anti-Gauss formiillerinin olusturulmasi

(4.6) bagintisindan elde edilen

Qus, (P) =2+ N1 (P)-L+7)Q5(P), Pe IR, (4.7)

ifadesi ve Q°(p)=Ip ,Vpe IR, , esitligi icin Q,.,, genellestirilmis anti-Gauss

integrasyon metodu  T=(2+»)I-(1+»)Q°  lineer fonksiyoneli igin Gauss
integrasyon formaludur.

1. 7; ortogonal polinomlarina gére olusturulan

7,x)=0 , =m (x)=1

i, ()=(x—a;)z;(X) - Bz, (%) , j=0L..,n
tic terimli yineleme bagintisinin {aj,j =0,1,...,n} ve {ﬂj,j =12,...,n} yineleme
katsayilar1 (2.45)’deki gibi bulunabilir. 7; polinomlart (2+y)1—(1+ Q=T
lineer fonksiyoneline gore ortogonaldir. 7, =0 oldugundan S, katsayist herhangi
bir sonlu sayr olabilir. Burada T=(2+y)I—-(1+»)Q° lineer fonksiyoneli igin

B=12+7)1 —(1+y)Q¢1x, kabul edilmistir.
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(4.8)
JB.

modifiye edilmis simetrik ii¢ kosegenli Jacobi matrisinin 6zdegerleri anti-Gauss

integrasyon noktalarini, normallestirilmis Ozvektorlerinin birinci bilesenlerinin

karelerinin katlar1 ise integrasyon agirliklarini verir.

Bu yineleme bagintisina gore olusturulan yineleme katsayilari

T(xz2) (@+7)1-+7)Q7 ) (x7?) _
aj= N s N j=01...,n
T(7)  (@+N1-@Q+NQ ) (x7})

(4.9)
T (@1 -@+nQr) ()

DT (@)1 -+ Q) (7))

j=12,..,n

seklinde olacaktir. {Pj, j=01,.. } Gauss integrasyon metodunda kulanilan  w(x)

agirlik fonksiyonuna gore olusturulmus ortogonal polinomlar dizisi

P,(x)=0, R(x)=1

PL..(X)=(x-a,)P,(x)—b,P,(X) j=0.1,..

Py (4.10)
_|aaﬁ o010

i = |(Hz) 1=0,12,...
UGS -

m__NH45 j=12,.. (4.11)

seklinde verilen {i¢ terimli yineleme bagintisin1 saglasin.

Gauss integrasyon kuralinin yaklagim derecesi 2n—1 oldugundan ( yani,
Gauss integrasyon kurali derecesi 2n—1 den diisiik tiim polinomlar1 tam olarak
integralleyebildiginden )

(@+1-@+nNQF)p=1Ip,  pe IR, (4.12)
esitligi saglanir. Dolayisiyla
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" :T(X7zj) _ (R+y)1-@A+p) )(Xﬂi) _ I(x;zzjz) _a, j=0L..n-1
T(n}) ((2+7)|—(1+;/)|)(X7zj) I(7})

_ T(7zj2) _ ((2+7) I —(1+7/)|)(X7rj2) _ I(7z'j2) _
T(”J—lz) ((2"'7/) I —(Q+p)1 )(7712_1) I(”J—lz)

B, b, j=12,..,n-1  (4.13)

=P . j=012..n

] J

ifadelerine ulasihir. Bu durumda Q genellestirilmis anti-Gauss integrasyon

n+Ly

kuralinin ilk n-1 tane ¢, , S, katsayilar1 Gauss integrasyon metodunun yineleme

katsayilar1 ile aynmidir. O halde sadece ¢, ,f, en son yineleme katsayilari

n

bilinmemektedir. x.,i=12,..,n sayilar1 P, =z  polinomunun kokleri olsun. Q°

Gauss integrasyon metodunda yerine yazilirsa
QnG (X”nz) = ZWiXi”nz(Xi) =0
R (4.14)
Qy (7,") = 2 wim,*(%) =0
i=1

degerleri elde edilir. (4.12) fonksiyoneli «, yineleme katsayisina uygulanirsa

o (@+N1-@+7Q7 ) () _ (2+)1(xa)
(@I =N )= R+NI(E)
_IeR)

TGO

n

(4.15)

bulunur. Ayni sekilde 7>, e IP, , oldugu ve Gauss integrasyon metodu derecesi
2nden  kiicik tim polinomlar1 tam olarak integralleyebildigi igin

| (72,)=QS(x 2, esitligi dikkate alinarak

(@ 1-a+9Q7 )7 _ @+9)1 (z2)
T (@)1 -+ Q) () @I (E) - A+ ()
(4.16)
_ (2+7)1(z7) _@NHm) _py
@+ ) -7 ) ey ”

katsayisi elde edilir.
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O halde genel olarak J,(dA) Gauss integrasyon kuralinin Jacobi matrisi

olmak lzere (4.3) ifadesindeki genellestirilmis anti-Gauss formullnin integrasyon

noktalari

JBe

modifiye edilmis Jacobi matrisinin Ozdegerleridir, integrasyon agirliklar1 ise

J”W(dz):[ o */Ee”},ﬁﬁ(zw)bn , el =[0,0,...]]eR"  (4.17)

modifiye edilmis anti-Gauss Jacobi matrisinden (2.47) esitligindeki gibi elde

edilir [5]. Burada Q_, (f) integrasyon metodu icin Gauss-Christoffel formiiliiniin

n+l,y
katsayilari, (2+y) katina ¢itkan S katsayisi disinda ayni kiime olacaktir.

O halde (4.6) esitligi ile verilen genellestirilmis averaj metotlari,
integrasyon noktalari ve integrasyon noktalarindaki fonksiyon degerlerinin ¢ogu
Gauss metodundan bilindiginden hesaplama avantaji saglayacaktir.

Genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodu kullanilarak elde edilen

genellestirilmis averaj metodu, ya

J.(d2) 0 0
J00,dA)=| O 3.2 J@+y)be, (4.18)

0 ,/(2+7/)bne: a

seklinde tanimlanan Jacobi matrisinden bilinen Gauss yontemindeki gibi hesaplanir
yada Gauss ve anti-Gauss integrasyon metodunun ayri ayri elde edilip (4.6)
formiiliinde yerine yazilarak hesaplanir. Daha kii¢iik boyutlu matrislerle islem

yapilmasi agisindan ayr1 ayr1 hesaplamak avantaj saglayacaktir.

Tamim 4.2.3: Laurie [16] ve Patterson [17] bir 6 R sayisi igin [a,b] integrasyon
b
arah@ tzerinde |,(f)= IW(X) f(X)dx—60Q°C fonksiyoneline  gore olusturulan
a
optimal dereceli integrasyon formulind
Q1 =0Q7 +Q,.; (4.19)

seklinde belirlemislerdir. Daha 6nce kullanilan metodun integrasyon noktalarini
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kullanarak olusturulan Q,,,, seklindeki integrasyon metotlarina stratified metotlar

denir. Yeni olusturulan Q,,, integrasyon metodu hesaplanirken Q¢ integrasyon

metodunun integrasyon noktalar1 ve o noktalara karsilik gelen fonksiyon degerleri
bilindigi i¢in stratified metotlar hesaplama avantaji saglar.

Bu tanima gore genellestirilmis optimal dereceli averaj kurallar
genellestirilmis optimal stratified formiillerdir. Dolayisiyla, optimal dereceli averaj
metodu, daha once kullanilan metodun integrasyon noktalar1 ve 0 noktalardaki
fonksiyon degerleri kullanildigindan hesaplama yoniinden avantaj saglayan bir
metottur.

y=0 degeri i¢in (4.1) esitligi ile verilen anti-Gauss kurallar1 asagidaki
Ozellikleri saglar. Bu ozellikler genellestirilmis anti-Gauss kurallari i¢in de benzer

sekilde olusturulabilir.

4.2.2 Anti-Gauss metodunun teorik ozellikleri

Teorem 4.2.2.1: Q_,(f) , anti — Gauss integrasyon metodu asagidaki 6zelliklere

n+1

sahiptir.
1. A4, i=12,..,n+1 agirliklar pozitiftir.
2.7, i=12,..,n+1 anti-Gauss kuralinin integrasyon noktalari reel ve  Q° Gauss

integrasyon noktalarinin arasina ardisik olarak yerlesmistir.
3. Ug noktalar disindaki integrasyon noktalar1 integrasyon araliginin igindedir. Yani

7,,75.., T, €[a,0] olur,
4. B, j=12..,n+1 polinomlari ortogonal ve orijinal agirlik fonksiyonuna denk

gelen B, katsayilari (4.13) esitligini saglamak tizere

7, € [a,b] & Mzﬁn ver e [ab]l < MZ

P.(a) WONE (420

bagintilar1 saglanir [4].

Ispat 4.2.2.1 : b, >0 oldugundan ﬂbe yineleme katsayisi reeldir ve metodun

n

integrasyon noktalari, reel simetrik ¢ kosegenli matrisin 6zdegerleri oldugundan

reel olacaktir. Agirliklar, Gauss integrasyon kuralindaki gibi reel sayilarin karesi
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olarak alindigindan pozitiftir. Gauss integrasyon noktalari, 6zdegerleriz; olan ¢
kosegenli matrisin, nxn tipindeki temel matrisinin 6zdegerleridir ve Cauchy

aralama deger teoremine gére Gauss integrasyon noktalarinin her birinin arasina

anti-Gauss integrasyon noktasi yerlesir. Bundan dolay1 arada kalan noktalar [a,b]
integrasyon araligindadir. Ayrica 7z, u¢ noktasinin integrasyon araliginda olmasi
icin gerek ve yeter sart asagida bulunmustur. Benzer sekilde 7, noktasi i¢in ayni
islem yapilabilir.

Bagkatsayis1 1 ve b ug¢ noktasinin saginda en fazla bir kdke sahip olan
herhangi bir polinom , b den biyUk ise negatif, b de sifir ise sifir, b den kugik ise
pozitiftir. O halde P, (b) veP, ,(b) pozitiftir ve koklerin birbiri arasinda olma
ozelliginden 7, , polinomunun tiim kokleri b den kiigiik oldugundan =, (b) de

pozitif olacaktir. Anti-Gauss integrasyon formiilii i¢in (4.13), (4.15), (4.16) esitlikleri

kullanilarak

Pn+l(x) = (X_an)Pn(X) _IBn Pn—l(x)
7Z.n+l(x) = (X_an)Pn(X) - zﬂn Pn—l(x)

ifadeleri elde edilir. Bu bagmtilar taraf tarafa ¢ikanldiginda 7., =P, ,—8.P

I:)n+l (b)
F.1(b)

Bu teoreme gore anti-Gauss integrasyon metodu pozitif agirliklara sahiptir ve

ifadesi bulunur. Boylece z,,(b)>0 < > . kosulu saglanir [4].

integrasyon noktalart integrasyon araligmin ic¢indedir. Ancak baz1 agirlik
fonksiyonlarina gore integrasyon noktalarmin en fazla iki tanesi integrasyon
araliginin disinda kalabilir. Ayrica genellestirilmis anti-Gauss kuralinda anlatildig
gibi (n+1) —nokta Gauss kural1 gibi kolayca hesaplanir.

Klasik agirlik fonksiyonlart igin yineleme katsayilari ve ortogonal
polinomlarin u¢ noktalarda aldigi degerler agik olarak bilindiginden Teorem 4.2.2.1

i¢in asagidaki teoremi elde edebiliriz.
Teorem 4.2.2.2 : Asagida verilen agirlik fonksiyonlarina gore elde edilen anti-

Gauss formiillerinin integrasyon noktalar1 integrasyon aralifindadir ve integrasyon

agirliklar1 pozitiftir.
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1
1.w(x) = (1-x?) ?,integrasyon aralig1 [-1,1] ve a > —% (Gegenbauer)

Gegenbauer agirlik fonksiyonunun 6zel durumlari

(@) w(x) =1, [-1,1] (Legendre),
(b) w(x) = (1—x2)’%, [-1,1] (Chebyshev),

1
(€) w(x)=(@1-x*)?2, [-1,1] (ikinci gesit Chebyshev).
2.wW(X)=x“e™*, integrasyon aralig1 [0,+w) Ve o >—1 (Genel Laguerre).

3. w(x) =[x“|e™", integrasyon araligi (—oo,+o0) Ve & >—1 (Genel Hermite) [4].

Ispat 4.2.2.2 : Gegenbauer agirlik fonksiyonu Jacobi agirlik fonksiyonunun &zel

durumudur. Genel Hermite agirligi igin [12]

b =n(+a) ve P.(0)= (—1)"n![n;“j

bagintilar1 kullanilarak

_1\(n+D)
Pn+1(o) — ( 1) (n +l) I[
Pn—l(o) (_l)(n—l)(n _1)!(n—1+6¥]

n+1+aj

=(n+a)(n+a+1)>b, a>-1

n-1

sonucu elde edilir [4].

Q~n+1’7 genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodunun en dnemli 6zelligi

Gauss QF integrasyon metodu ile bir ¢ok integrant igin hatalarinin hemen hemen

ayni biiyiikliikte fakat zit isaretli olmasidir. O halde anti-Gauss ve Gauss integrasyon

metodundan elde edilen sonuglar bir ¢ok integrant igin integralin gergek degerini
alttan ve iistten sirlar. QS (f) ve Q,,,(f) degerlerinin integralin gercek degeri igin

ist ve alt siir oldugunu D.Calvetti, F.Sgallari, L.Reichel isimli yazarlar teorik ve

nimerik olarak gostermislerdir [18,19].

Ornegin, f () :%exp(2arccos(x)sin3(3arccos(t)) fonksiyonunun —1<x<1
1
integrasyon araliginda dA(X)=(1— Xz)a 2 Gegenbauer Olgumine gore
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olusturulmus n—nokta Q° Gauss integrasyon metodu ile (n+1)—nokta Q

n+l,y
genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metotlarinin hatalar1 ayni biiyiikliikte fakat
z1t igaretlidir. Integralin gercek degeri 1(f)~-0.889225 olmak (izere y =0 ve

3 2a(a-1)
" n(n+2a-1)(n+a+1)

degerleri i¢in tablolar asagida verilmistir. Buradaki y

degeri Gegenbauer Ol¢limiine gore olusturulan optimal dereceli averaj kurallarimi

olusturmak i¢in Hasgelik tarafindan elde edilmistir [7].

Tablo 4.2.1 =4, y =0 degerleri i¢in Gauss ve anti-Gauss integrasyon kurallarinin

hatalar1
n (I_QnG)f (I_Q~n+1,y)f
5 -0.0220 0.0220
10 9.47838x10°° -8.87091x10°°
20 1.03823x10°® -9.67357x107°

2a(a-1)

Tablod.22 a=4, y=
n(n+2a-1)(n+a+1)

degerleri icin  Gauss ve

genellestirilmis anti-Gauss integrasyon kurallarinin hatalari

n (I_QnG)f (I_Qm—l,y)f
5 0.023029 -0.022061
10 9.47838x10°° -9.07567 x10°°
20 1.03823x10°® -9.80104x10°°

Teorem 4.2.3 : {P,} derecesi n olan monik ortogonal polinomlari gostermek tizere
a<0 icin P=ap, ,+bp,+p,, lineer kombinasyonunun n+1 tane basit koki

vardir. Bu sekilde bir lineer kombinasyon olan P polinomunun, p, polinomunun

kokleri arasinda en az bir kokii vardir [20].
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Teorem 4.2.4 : w(x), R 0zerinde integrallenebilir ve (P,),.,, monik ortogonal

polinomlar olsun.

n’’'n

(PR =h, = [W()(R, (x))*dx (4.21)

seklinde tanimlanmak tizere an anti —Gauss integrasyon formiliindin integrasyon

noktalar

W p (4.22)
hn—l

Qq = I:)m-l - (1+ 7)

sekilde tanimlanan q,,, polinomunun kokleridir.Vy >-1 igin q,,, polinomunun
kokleri reel ve P, polinomunun kokleri ile i¢ icedir (Yani P, polinomunun iki

kokii arasinda q,,, polinomunun enaz bir kokii vardir) [7].

ispat 4.2.4: P_,(X) Ve ¢,,(X) swasiyla J ., ve J , matrislerinin karakteristik

n+1 n+1

polinomlart olsunlar. P, ,(X) ve ¢,,,(X) polinomlarma gore olusturulan

determinantlar son satira gore acilirsa
Pn+1(x) = (X - an) I:)n (X) - bn Pn—l(x)
(om—l(x) = (X -a, ) Pn (X) - (2 + y)bn Pn—l(x)

esitlikleri elde edilir. %  degerleri J

: matrisinin Ozdegerleri ve

n+l

®,.,1(X) polinomunun  kokleri olarak alinirsa

Pri(%) = @,.1 (%) = B. (%) = 1+ )b, R, 1 (%)

bulunur. Ayrica yukaridaki ¢,,, polinomu P, ve P, _; ardisik polinomlar: cinsinden

n+l n

yazildigindan Teorem 4.2.3’den P, polinomunun iki kokii arasinda ¢, .,

polinomunun bir kokii oldugu soéylenebilir [7].

n-1
Lemma4.25: P (x)=x"+ Z Am.xj m=0,1,2,... monik ortogonal polinomlari
i=0

ve (,,, polinomu (4.22) esitligindeki gibi tanimlanmak iizere vn,k e IN i¢in
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b n-1
RD™ 1= [W()R,()x™ dx— > A R[X™*]

j=n-k

ﬁnJrl,y[in] = _(1+ 7/) Rr? [in] = _(1+ j/)hn

b
Ry, DX 1= [ W() 0.5 ()X el

n-1 n-1 .
_ Aﬁ—l,n Z RnG [X2n+k—l] _ Z (A’H.]”i _ (1+ }/)bn A1_11i)R r/;\fl[xmkﬂ—l]
j=n—k i=n—k+1

esitlikleri saglanir[5]. Lemma 4.2.5’ in ispat1 [5]’de verilmistir.

4.3 Simetrik Olciimler icin Anti-Gauss ve Gauss-Lobatto Metotlar

Tammm 4.3.1: dA(t)=w(t)dt mutlak siirekli O6l¢iimii i¢in destek aralif
[-c,c],0<c<oo Ve w(-t)=w(t),teR seklinde ise dl¢iim simetriktir denir.

[-c,c] araliginda negatif olmayan dA(t) O6lgimi (2.17) ifadesindeki gibi
tanimlanan tiim mertebelerden sonlu momentlere sahip olsun. f,g polinomlarinin

simetrik aralikta i¢ ¢carpimi

c

| RICLIOLFIL (4.23)

—C

seklinde tanimlansin. Bu i¢ carpima gére p;, j=0,12,... ortogonal polinomlar

ailesi

/Bj pj(t):tpj—l(t)_ﬁj—lpj—Z(t) , 2<j<n (4.24)

tic terimli yineleme bagimtisin1 saglasin. Simetrik Ol¢timlerde genellestirilmis anti-
Gauss kurali ve Gauss integrasyon metodu bir ¢ok integrand i¢in integrasyon
degerini smirlar yani integralin gercek degeri i¢in alt ve iist sinir olustururlar.
Gauss-Lobatto integrasyon metodu ile Gauss integrasyon metodunun hatasinin zit
isaretli oldugu D.Calvetti ve L.Reichel tarafindan gosterilmistir [19]. Bunu teorik

olarak gostermek icin dncelikle

f(t):injpj(t) _c<t<c (4.25)

serisinin integralin gergek degerine yakinsadigini farzedelim.
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1/2

Ip, =44", 1p; =0, j>0 ve (2.35)’de tamimlanan | integral operatorii (4.25)

bagmtisina uygulandiginda |(f)=7,.4> elde edilir ve dA(t) 6lgimi orijine gore

simetrik oldugundan simetrik araliklar tizerinde

Qr? p2j+l :(5”+l,y p2j+l :O j :O,l, 2, (4.26)

saglanir. Q° ve Q~n+l,y integrasyon metotlarinin (4.25) esitligine uygulanmasiyla

(4.26) oOzelligi kullanilarak Gauss integrasyon metodu

Qf(f)ZZUZij Py = I(f)+772nQnG P + Z UsznG P2; (4.27)
=0

j=n+1

ve anti-Gauss integrasyon metodu igin

Q~n+1,;/ ( f ) = anjém—l,;/ p2j
j=0

=3[ =@ Qs + 3 1O, P
j=0

j=n+1

22772][(2+7)|p2j _2772](1+7)Qr? Py + Z 772]@n+1,;/ Py; (4.28)
j=0 j=0

j=n+1

= I(f)_nannG Pan + Z UZJQMM P2

j=n+1

bagintilart elde edilir. 7,; katsayilarimin sifira yakinsadiginda (4.27) ve (4.28)

ifadeleri icin R®f ve Iimlyyf integrasyon hatalarinin zit isaretli oldugu goriiliir [19].

O halde Gauss ve genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metotlari

QT (f)<1(f)< Q. (f) vada Q. (F)<1(f)<Q7(f) (4.29)

esitsizliklerini saglar.

Teorem 4.3.1: f(t), simetrik [-c,c] araliginda (4.25) seklinde seri agilimina sahip

olsun. Ek olarak

>

Z i Q~n+1, P2

j=n+1

720 (L4 7)QS Py (4.30)
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>

> 1Qu, Py (4.31)

j=n+1

‘772n 1+ 7)Qr? Pan

esitsizlikleri saglanmak tizere yukaridaki (4.29) bagintisi saglanir [19].

ispat 4.3.1 : Rnt =(I _QnG)f =_772nQnG Pon — Z 772,-QnG Py;

j=n+1

ve (4.26) esitsizliginden sign(R, ) =—sign(,,,Q°p,,) veya R f =0 olur.

Iin+1,y f= (I _Q~n+l,y) f= (1+7/)772an Pon — Z nzj(jml,;/ p2j

j=n+1

ve (4.27) esitsizliginden Sign(limlyyf) = —sign(7,,Q° p,,) veya Iiml’yf =0 olur.
Boylece (4.29) bagmtist saglanir. O halde [1(f) integralinin gercek degeri her

zaman anti-Gauss ve Gauss metodunun degerlerinin arasinda kalir. Bununla ilgili

tablo asagida verilmistir [19].

Tablo 4.3.2 Tablo 4.2.2°de kullanilan fonksiyonun integralinin yaklagik degeri
I1(f)~-0.889225 olarak verilmisti. Asagidaki tabloda goriildiigii gibi bu integralin

gercek degeri, Q° Gauss ve Q genellestirilmis  anti-Gauss integrasyon

n+ly
metotlarindan elde edilen degerlerle sinirlanir (kusatilir). Baska bir deyisle integralin
gercek degeri Gauss ve genellestirilmis anti-Gauss kurallarindan elde edilen

degerlerin arasinda kalir.

Nokta Sayisi QS(f) QMJ (f)
n=1 0 -1,98785
n=2 -0,445169 -1,36309
n=3 -1.9271 -0,541397
n=4 -0.87107 -0,908312
n=>5 -0.867164 —0,912254
n=6 —0.888359 -0,890146
n=10 -0.889225 —-0.889216
n=15 -0.889225 -0.889225




Tablodan da gorildiigli gibi anti-Gauss ve Gauss integrasyon metotlari
integrali kusatarak n nin belirli bir degerinden sonra integralin gercek degerine
yaklagirlar. Oniimiizdeki boliimde bahsedilecegi iizere bu kusatma averaj
kurallarinda 6nem teskil edecektir.

Genellestirilmis anti-Gauss kurallarinda kullanilan y sayisinin bazi 6zel

degerleri ig¢in anti-Gauss integrasyon metotlart Gauss-Lobatto integrasyon

metotlaridir. Bu y degeri asagidaki teoremde elde edilmistir.
Teorem 4.3.3: Gauss Lobatto metotlar1 [-c,c] simetrik integrasyon araliginda

__© 4.32
! ﬂn pn—l(c) ( )

degeri i¢in modifiye edilmis anti-Gauss metotlaridir.

Ispat 4.3.3 : (n+1)— nokta Gauss - Lobatto formliinin Jacobi matrisi

3 .(d2) Jﬁ_Le]

LT L
ﬂn en an

‘Jrl;+l(d/1)=[

ve (n+1)—nokta genellestirilmis anti-Gauss Jacobi matrisi

i @ne] 2@n  J@Ehe
M J@+ )be! a,

olsun. Gauss - Lobatto yineleme bagintisindan n. Lobatto katsayilarina ve [-c,c]

integrasyon aralifina gore olusturulan sistem

{Pn(—c) Pn_l(—C)} a, _{—Cpn(—c)}
R.(©)  R© |4 ] [ cR()
seklindedir. Cramer metodunun sisteme uygulanmasiyla

—CP,(-¢) P,,(~c)
cPc)  P,(0)
P.(0) Pp.(-0)
R©) P

P.(-c) —cP,(-c)
P.(c) cP(c)
P.(-¢) PR.(=c)
P.(c) R

. b=

n=
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elde edilir. Herhangi bir simetrik 6l¢im icin P,(-c)=(-1)"P,(c) oldugu dikkate

alinarak

a L_ —C Pn_1 (C) Pn (_C)_ C Pn (C) Pn—l (_C) =0
" F)n (_C) F)n—l (C)_ Pn—l (_C) Pn (C) -

ﬂL _ c I:)n (C) I:)n (_C)+ c I:)n (_C) I:)n (C) _ 2c (_1)” F)n2 (C) _ C I:)n (C)
" P ()P ,(c)-P,_(-C)P,(c) 2(-1)"P,(c)P,,(c) P, ,(c)

sonuglart bulunur. Gauss-Lobatto ve genellestirilmis anti-Gauus integrasyon

metotlarnin ¢, katsayilar1 sifira esittir. B, katsayilarmin esitliginden ise

_CR, (©)

n

2+y)b

elde edilir. O halde genellestirilmis anti-Gauss kurali ile Gauss -
n-1

Lobatto integrasyon kuralinin esit oldugu genel bir [-c,c] simetrik 6lgimi igin y

degeri

_ ¢ PR
b

n Pn—l (C) B

(4.33)
bagmtisi ile hesaplanabilir. Ayrica p;(c) >0 ve f; >0 esitsizlikleri yardimiyla
cp,(c)—b,p,,(c)>0 (4.34)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Asagidaki boliimlerde bazi klasik ortogonal polinomlar i¢in optimal dereceli

averaj metotlar1 elde edilmistir. Genel olarak 2n+1 dogruluk derecesine sahip

averaj formillerinin 6zel y degerleri i¢in dogruluk dereceleri 2n+3 e kadar

arttig1 asagidaki bolimlerde verilmistir.
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4.4 Gegenbauer Polinomlan icin Genellestirilmis Anti-Gauss Kurallar ve

Optimal Dereceli Averaj Formulleri

Yineleme katsayilar1

:r(a+1/2)ﬁ . k(k+2a-1)

, bg= k>1 (4.35)
T(a+1) Ak + a)(k + 1)

bg

olan ve

C%(x)=0, C‘x)=1, a>-1/2
(4.36)
Coa(x)=CZ(x)-bCs,(x), k=0,1..

seklinde verilen {¢ terimli yineleme bagintisini saglayan [12] monik Gegenbauer

1
(Ultrakiiresel)  polinomlari [-1,1] arahiginda we =(1-x%)" 2 agirlik

fonksiyonuna goére ortogonaldir. Ayrica J,, kronicker delta ve Gegenbauer

polinomlarinin normu

22 T(K + 2a) 7

he=1[(C*)*]= 4.37
=G ] I'(k+a)(K+a+1) (437)
olmak (izere
1 1
IC Crl= I (1-x3)" 27 (X)CZ (x)dx =5,,hC (4.38)
-1

esitligi saglanir. Gegenbauer polinomu agik olarak

(D mIT(M+a—k)

m
Com o<k<| T 4.39
An, mo2ka An, m-ak 4k )(M=2K)IT(N+ ) { 2} @39

katsayilarina sahip olmak iizere

Co(X)=X"+A, o X"+ AL, (4.40)

seklinde yazilabilir.

Teorem4.4.1: Q°, n=0,1,.. icin monik Gegenbauer polinomlarma gore

n
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olusturulmus Nn—nokta Gauss integrasyon formili olsun. Bu integrasyon formiliine
karsilik gelen Qril’y genellestirilmis anti-Gauss integrasyon formdli ve chml’y

optimal dereceli averaj formdilleri

R, [XI= —@+)RI[X] k=0,1,...2n+1 (4.41)
1 ~
Qa5 [+ + QL ] (4.42)

c

bagmtilarini saglasin. Herhangi » > —1 sayist igin (':)MJ

genellestirilmis anti-Gauss

kuralinin integrasyon noktalari

C _poa
qn+1 _Cn+1

—(1+y)b.C”, (4.43)

polinomunun kokleridir ve Q° Gauss integrasyon kuralinin integrasyon noktalar

arasina ardisik olarak yerlesmistir [7].

Ispat 4.4.1 : Ispatin ilk kismi Teorem 4.2.2.1°de P,=C/ alinarak elde edilir.

(4.17) esitligindeki Q

1, anti-Gauss integrasyon formiilii i¢in olusturulan J

n+l,y
matrisi Vo >-1/2 ve y>-1 degerleri i¢in reel ve simetrik oldugundan matrisin

c

tim oOzdegerleri ve buna karsilik gelen ozvektorleri reeldir. Sonug olarak QHM

formulunin butiin  agirliklarn reeldir. jn+1,y matrisinin 4, 6zdegerlerini ve bu
ozdegerlere karsilik gelen U, u, =1 &zelliini saglayan U =[U, Uy, - Uy ]
Ozvektorlini alalim. (4.18) bagintisindan ©n+1,;/ anti-Gauss formulunin W, agirliklart
b; >0 olmak uzere W,=hb (u,,)* olur. Burada u,,# 0 olacagini gdstermek
mumkunddr. Farzedelim ki u,,=0 olsun. vk>0 igin b >0 oldugu dikkate
almirsa  ozdeger Gzvektor aynsmmyla  J U, =4 u, sisteminin sadece u, =0
¢oziimiine sahip oldugu gosterilir, bu da U, ‘nin 6zvektdr olmasi ile gelisir. O halde
(jncﬂy formiliiniin integrasyon agirliklart pozitif olur. Sonug¢ olarak Gauss

integrasyon formiilleri de pozitif oldugu i¢in (4.38) tanimindan ngl’y averaj

kurali pozitif olacaktir [7].
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Teorem 4.4.2 : >0 icin Gegenbauer Ol¢iimiine gore olusturulan genellestirilmis

anti-Gauss  formiillerinin  integrasyon noktalarinin tamami [-1,1] aralifinda

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul —-1<y< 2a olmasidir [7].
n

Ispat 4.4.2 : Teorem 4.1.1°den (jncﬂ,y integrasyon noktalari, n>1 igin
Qyu=P,,—@+»)b, P, polinomunun kokleridir. Her bir k icin P, monik
polinomunun kokleri (-1,1) araliginda ve P, (—o0)=R, («) oldugundan p, ,(1) ve

P, . (1) pozitiftir. Boylece q,,, >0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

F)n+1 (1) _
Pl (4.44)

olmasidir. ¥YneIN icin simetrik dlgimlerde P,(x)=(-1)"P,(-x) 6zelligine sahip
oldugundan q,(—x)=(-1)"q,(x) saglandigi gorilir. Bu da simetrik 6l¢iimler igin
anti-Gauss integrasyon noktalarinin da simetrik olacagi anlamina gelir. R* ,d,

katsayili k. dereceden klasik Gegenbauer polinomunu gostermek lzere [21],

(4.44) de b =bS, p (X)=CZ(x) alnip

-2+ - | prg-tkea 2Tk

,d, L a>0 (4.45)
d, KIT(2a) KIT(a)

sonuglart kullanilarak 2a> ny>—n bulunur [7].

Teorem 4.4.3: a>0 iken Gegenbauer dl¢iimil igin olusturulan (n-+1)—nokta Gauss

- Lobatto integrasyon formuli ve

y=r =— (4.46)

c
n+l,y

degeri icin Q genellestirilmis anti-Gauss integrasyon formaldur [7].

Ispat 4.4.3 : Gegenbauer polinomlari icin integrasyon araligi [-1,1] oldugundan

P
ey

Teorem 4.222’de  c=1 alindiginda =0, 0<k<n ve pi= elde
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edilir. P, (x)=C%(x) , b, =b® almip ve (4.32) yineleme bagmtist kullanilirsa x =1
icin C*, ()=C*(D)-bSC*,(1) esitligi elde edilir. Her iki taraf h°C“, (1) terimine

Cra@® _ G @
b°Cs,@ bCL,®

n+1

Cr?:l (1) _2_a+1

bsliindiizind _
oliindiigiinde b°Ce () n

—1 bulunur. Bu baginti ve

sonucu kullanilarak

precl) [ zual) 1jb§=(27“+2jb§=(y+2>b:

Cra@ (byCr, @
7=27a A d ‘Jrll-+1_‘J

oldugu gortiliir [7].

Teorem 4.4.4 : n>2 igin, n—nokta Gauss - Gegenbauer formiiliine karsilik gelen

(n+1) — nokta chmy* optimal dereceli stratified averaj formali

2a(a-1)

(4.47)
n(n+2a-1)(n+a+1)

¥ =r'(na)=

degeri i¢in vardir ve tektir.

Ayrica dogruluk derecesi deg (Q5 | ~)=2n+3 olur [7].

Ispat 4.4.4: Lemma4.2.1.3°de verilen degerler

[X2n+2] + (1+ 7/) RG[X2n+2]
2+y

[X2n+2] n+l Y

2n+1y

ifadesinde yerine yazildiginda ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda

1= (1-n—2a)(2a’(yn—1) + yn(n? —1)+a(2+;/n(1+3n)))

[X n+ 22n+2a+1((a + n) _1)(F(n +a +1))

2n+l Y

sonucu elde edilir.

2n+2

y igin Ry, [X™"]=0 denkleminin tek ¢6zim

2a(a-1)
nin+2a-)(n+a+1)

¥y =r'(na)=
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bulunur. ¥ n>1 igina>—% oldugundan payda pozitifir. Bu davn>2 icin

7 >-1 olacag1 anlamina gelir. Bdylece ispatm ilk kism1 tamamlanmis olur. ikinci

2n+4]

kismin ispati i¢in gerekli degerler yerine konularak R, ., [X . #0 oldugu

gosterilebilir  R,,,, [x"*]=0,k=123 saglandigindan deg (Q; , -)=2n+3
bulunur, ispat tamamlanmis olur [7].

Sonu¢4.45: n>2 ve a>0igin y, (4.47)de verildigi gibi alindiginda Q°

2n+1,y"

genellestirilmis averaj formiiliiniin tim integrasyon noktalar1 integrasyon

araligindadir [7].

2a(a—1)

< esitsizligi  tim
nin+2a-1)(n+a+1) n

Ispat 445 : @20,-1<y =
n > 2 degerleri i¢in saglanir.

Bu sonug teorem 4.4.2°den de goriilebilir.

4.5 Genellestirilmis Hermite Agirhk Fonksiyonu Icin Modifiye Edilmis Anti-

Gauss Kurallar1 ve Optimal Dereceli Averaj Formulleri

Ug terimli yineleme bagintis

H4(X)=0 , Hg (x)=L
HZ (X)=xHZ (X)-b' HZ,(X), k=1,2,... (4.48)
olan ve yineleme katsayilari [9]
k 1+(-D**

bj!= Bl =2 +=——a, k=12. (4.49)

seklinde verilen H,” monik Hermite polinomlari (—oo,00) araliginda

du()=w()dx  ,  w=|x""exp(-x%) (4.50)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Genellestirilmis Hermite polinomlar1 i¢in

reel pozitif Gauss-Kronrod integrasyon formdlleri yoktur, bu polinomlar igin
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olusturulan genellestirilmis anti-Gauss ve averaj kurallart ile ilgili teoremler
asagida verilmistir. Bu teoremler Gegenbauer  Ol¢iimiine  benzer  sekilde

ispatlanabilir.

Teorem 451 : H/, k=0,1, 2, monik genellestirilmis Hermite Sl¢iimiine gore
olusturulmus Q" n-—nokta Gauss integrasyon Kurali olsun. n—nokta Gauss ve

buna karsilik gelen (n+1)—nokta genellestirilmis anti-Gauss integrasyon

formiillerinin hata bagintilar1  igin
R [X]=—@+»)R"[x*] , k=01..2n+1 (4.51)

esitligi verilsin. Herhangi bir »>-1 i¢in QnHﬂ’y genellestirilmis anti-Gauss

integrasyon kuralinin integrasyon noktalari

qr|1-|+l:H N

n+1

—~@+y)b ' HY, (4.52)

seklinde tanimlanan polinomunun kékleridir ve bu polinomun kokleri Q" Gauss

integrasyon  metodunun  integrasyon noktalarinin arasmna ardisgtk  olarak

yerlesmistir. Bu 6l¢iime gore olusturulmus genellestirilmis Hermite averaj formiilii

1t

(2+7)[(1+7/)Qn +Qn+1,y] (453)

H
Q2n+1,}/:

seklinde tanimlanir. Teorem 4.4.4” e benzer sekilde ispatlanabilir.
Genellestirilmis Hermite Ol¢limiine gore olusturulan modifiye edilmis averaj

kuralin1 optimal dereceli olmasini saglayacak y degeri asagida verilmistir [7].

Teorem 45.2 : n>1 i¢cin Genellestirilmis Hermite Ol¢limiine gore olusturulan

optimal dereceli averaj kurali asagidaki y =y~ degeri icin vardir ve tektir.

Qa+1/n , ngift

(1-2a)/ (2a+n), ntek (4.54)

Y =r"(n, a)={
Ayrica dogruluk derecesi deg(QzHn " y*) = 2n+3tir [7].
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4.6 Genellestirilmis Laguerre Agirlik Fonksiyonu i¢cin Modifiye Edilmis Anti-

Gauss Kurallar1 ve Optimal Dereceli Averaj Formiilleri

Ug terimli yineleme bagintis
L9(x)=0, L (x) =1

L& ()=(x—a )L 00— LA (x) k=01, (4.55)

yineleme katsayilar1 [12]

ar=2k+a+1 k=01.., bi=T(l+a), b =k(k+a) k=12..  (4.56)

seklinde verilen L,” monik Laguerre polinomlar1 [0, 0] araliginda

d z(X)=w; (x)dx W= x“exp(—Xx) (4.57)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Teorem 4.6.1: Lff‘) ,k=0,1,2,...monik genellestirilmis Laguerre Ol¢limiine gore
olusturulmus n-—nokta Q°" Gauss integrasyon metodu ve buna karsilik gelen

(n+1) — nokta QHLW genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodu icin

RE X I=—+»)R'X*], k=012,..,2n+1 (4.58)

L

bagintis1 saglanir. Herhangi bir y >—1 sayisi igin Q~n+1’y

formalinin integrasyon

noktalar

Ora =L (L) (N + )Nl (4.59)

seklinde tanimlanmis polinomun kokleridir. o > yn—1 iken tim «,y sayilar igin
0, nin kokleri negatif degildir, o« <yn—1 iken tim y,a sayilari igin g-, nin
koklerinden biri negatif digerleri pozitiftir. & >—-1 ve y > -1 igin QLM ve QZLMJ

fomiilleri pozitiftir. Bu agirlik fonksiyonuna gore olusturulmus optimal dereceli

averaj formulleri igin » degeri asagidaki teoremde verilmistir [5].
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Teorem 4.6.2 : VneN igin QLM (n+1) —nokta genellestirilmis anti-Gauss

formiiliine karsilik gelen optimal averaj metodu y =y degeri icin vardr, tektir ve

(2n+a+1)

n(n+a) (4.60)

y =r-(na)=

bagintisi ile elde edilir. Ayrica dogruluk derecesi deQ(Qan+1 y*) = 2n+2’dir [5].

Teorem 4.6.1°den goriildiigi gibi « >1 igin Q;M P integrasyon metodunun

integrasyon noktalarinin hepsi negatif degildir. —1< a <1 aralifinda ise integrasyon

noktalarindan sadece biri negatiftir.
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5. BOLUM
GENELLESTIRiLMiS OPTIMAL DERECELI GAUSS AVERAJ KURALI

Onceki béliimde genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodu
kullanilarak elde edilen optimal dereceli averaj metotlar1 verilmisti. Bu béliimde ise
Spalevi¢’in Jacobi matrisini farkli bir formda secerek elde ettigi optimal dereceli
averaj formulleri incelenecektir [9].

A, [a,b] araligt lizerinde mutlak siirekli ve  dA, sl veya sinirsiz
[a,b] =sup p(dA) araligi lizerinde verilen pozitif bir 6lgim olsun.w agirlik
fonksiyonu igin dA(x) = w(x)dx Ol¢iimiine gore olusturulan genellestirilmis optimal
dereceli Gauss averaj formiliiniin integrasyon noktalari X <X, <..<X; ve

integrasyon agirliklart w; e R, j=1,2,..., p olmak lzere

J1(0d2(0 =Q, (1) +R,(F) Qp(f)=iwjf(xj) (5.1)

seklinde tanimlanan integrasyon formiilii interpolasyona dayali integrasyon formiilii

olarak adlandirilir. Bu formiiliin dogruluk derecesinin (2p—m-—1) oldugundan
[9]°da bahsedilmistir (R,[f]=0,f e P, ). w, ,j=012,.. agrlklari pozitif
ise integrasyon metodu, pozitif (2p—m-1, p,do) integrasyon metodu olarak

adlandirilir. Eger t;, X <X, <..<X, seklinde sirali p basit koke sahip ve

p
tp:,-’fl(x_xi) seklinde olusturulmus ise t, €IP, polinomundan x;, j=0,12,..

integrasyon noktalar1 kullanilarak olusturulan (2p—m—1) dogruluk derecesine sahip
integrasyon formdaili elde edilebilir [9].

Derecesi k olan monik ortogonal polinomlar P, ile gosterilsin. Bu

polinomlar dA 6lglimune gore p, , ile ortogonaldirler. Yani

?ijk(x)d/i(x):O, j=01,..k-1 (5.2)
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esitligi saglanir. (R,) polinomlart S, ’lar pozitif olmak iizere

P,x)=0 R(x=1

(5.3)
Pk+1(x) = (X_ak)Pk (X) _ﬂkpk_l(x) k=0,1,...

li¢ terimli yineleme bagintisin1 saglasin. Bu polinomlara gore olusturulmus

(2n+1) —nokta optimal dereceli averaj kurali Q,*,(f) olsun. Bu optimal dereceli
Gauss averaj integrasyon metodunun integrasyon noktalart 7, , integrasyon

agirhiklart A, olmak Uzere bu formiil

2n+1

2n+l(f) sz f (ﬂ'k) (54)

formunda gosterilebilir. Onceki béliimde tanitilan (2n-+1)—nokta optimal stratified

averaj integrasyon metodunun

Qna, ()= @+7)QS () + Q. () ] (5.5)

(2+7) [
seklinde hesaplanacagini vermistik. (5.4) ve (5.5) formiilleri kullanilarak

n+1

Qo (F) = [(1+7)Zﬂ«f(fk)+zﬂkf(fk)]

(2)

S5 are 3 i

2n+1

=2 At (6)
k=1

esitligi elde edilir. Bu esitlikten  Q,,,, Ve Q,), integrasyon kurallarinin esit

integrasyon noktalarina ve Q,,,, integrasyon metodunun agirliklarinin belli bir

katinin Q,/, integrasyon metodunun agirliklarina esit olacag: agiktir.

Nn—nokta Gauss kuralinin integrasyon noktalarin1 ve agirliklarimi veren

J,(dA) Jacobi matrisi (2.41) ifadesindeki gibi tanimlansin. M.Spalevig¢ [8]

¢alismasinda J_(dA) Jacobi matrisini kullanarak farkli bir yontemle Q,”, Gauss

averaj metodunun integrasyon noktalarini ve agirliklarini veren Jacobi matrisini
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asagidaki sekilde olusturmustur. Bu sekilde olusturulan integrasyon metotlar1 ayni

zamanda dogruluk derecesi maksimum olan genellestilmis stratified metotlardir.
J,h (dA), Jacobi matrisinin hesabi igin  (n+1)x (n+1)ve nxn tipinde iki

alt matris kullanilacaktir.

5.1 Genellestirilmis Optimal Dereceli Averaj Metodunun Numerik Olarak

Olusturulmasi

(1) (n+1) x(n+1) tipindeki ust matris (n-+1)—nokta Gauss integrasyon metodunun

J.,.,(dA) Jacobi matrisi ile aynidir.

(2) nxn tipindeki J (dA) yardimci matrisi, n—nokta Gauss integrasyon metodu

icin olusturulan Jacobi matrisinin ters sirali durumudur.

3°(dA) = VA Gz (5.7)
0 \/71 120
(3) Geriye kalan elemanlar (n+2)—nokta Gauss integrasyon metodunun J..,(dA)

Jacobi matrisinin iki kosegeni ile aynidir.

Sonug olarak simetrik modifiye edilmis li¢ kdsegenli Jacobi matrisi

J.(dA) B.e, 0
‘J;nA+1(dﬂ’) = ﬂn e: an ﬂn+leI (58)
O ﬂn+lel ‘]:(dﬂ“)

seklindedir. Burada e, , k —mc1 koordinat vektoriidiir.

Lemma 5.1.1: n—nokta Gauss integrasyon kuralinin J, (dA) Jacobi matrisi ile

ters sirali J°(dA) Jacobi matrisinin 6zdegerleri esittir.

Ispat 5.1.1: R satir, C siitun islemi olmak iizere n=2 igin
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|J (dﬂ)_/l”:ao_l \jﬁ1 _ _ \/ﬁl al—ﬂ _ al_;t \/Fl

2 M a, - AROR oy — A \/Fl CoC, \/E g — A
=[35(d2)- 1]

n=3 ic¢in

-4 B 0O 0 JB a-2
3, d0)-a|=| B a-2 B, ET JB: a-2 B
0 JB a-2 a,-A B, 0

o, -1 \[E 0
ROR, \/ﬂ_z -4 \/ﬁ_l -
0o JB a-2

J;(d2)-Al|

seklinde devam ettirildiginde gerekli satir siitun iglemleri yapilarak

3,(d2) - Al|=

J; (dﬂ)—ll‘ karekteristik polinomlarinin esit oldugu goriiliir.

(5.1)’de tanimlanan (2p-—m-1) dogruluk derecesine sahip interpolasyona
dayali integrasyon metodu P ve m sayilarinin  6zel se¢imleri i¢in optimal
dereceli averaj kuralin1 olusturur.

Bu sekilde olusturulan (2n+1)—nokta genellestirilmis averaj metotlar
asagidaki ozelliklere sahiptir.

I. p=2n+1 ve m=2n-1 alinirsa genellestirilmis averaj metodunun dogruluk
derecesi 2(2n+1)—(2n—1)—1=2n+2 elde edilir.

ii. n—nokta Q° Gauss integrasyon metodunun integrasyon noktalari yeni
olusturulan metodun integrasyon noktalarmin alt kiimesidir.

lii. Bu integrasyon noktalarmna karsilik gelen agirliklar boliimiin basinda
bahsedildigi gibi orijinal agirliklarin katlaridir.

Jacobi matrisinin derece 6zelliginden (1) ve (2) saglandiginda (i) 6zelliginin
varlig1 goriiliir. Eger agirlik fonksiyonu verilen aralikta simetrik yani w(—x) = w(x)

ise (i1)’deki dogruluk derecesi 2n+3 tlr.

55



5.1.1 Genellestirilmis anti-Gauss integrasyon kurah kullanilarak elde edilen
genel averaj metodu ile genellestirilmis averaj metotlarimmn Gegenbauer

ol¢iimiine gore denkligi

3.b6lumde incelenen Gauss-Kronrod integrasyon metodunun JJ . (dA)
Jacobi matrisi  (3.16)" daki gibi verilsin. J_(dA) ile J (dA) matrislerinin
karekteristik polinomlar1 sirastyla  7,(X),w, (X) olmak iizere (5.8)’de verilen

Jacobi matrisinin (n+1). satira gore acilimi yapildiginda karakteristik polinomu

Lemma 3.3.5” den

A1 =332, A1) = (e, = D)2, (W, (D) = ot s D0, (D) = ot s (W7, (2) (5.9)

seklinde elde edilir. Lemma 5.1.1°den J,(d4) ve J (dA) matrislerinin karekteristik
polinomlarinin esit oldugu biliniyor. O halde w,(X)=7,(X),w, ,(X)=7,,(X)

esitlikleri ve Peherstorfer’in karakterizasyon teoremine gore olusturulan

a,=a, j=012,..,n+1

. (5.10)
Bi=b;, j=12,.,n+l

esitlikleri kullanilarak
A1 =3;2,d2)| = (a, - D, (D7, () - by, , (D7, () =47, (D7, (A) (5.11)

seklinde yazilabilir. Anti-Gauss integrasyon metodu kullanarak elde edilen optimal

dereceli averaj kuralinin

J(di) 0 0
Ja,(dA)=| 0 3.(d2) (B, (5.12)
0 Ben a4,

seklindeki Jacobi matrisine gore olusturulan karekteristik polinomunu elde etmek

icin Once

3. (d2)= {J”(df) Jﬂ_s} (5.13)
JB &
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genellestirilmis anti-Gauss Jacobi matrisinin karakteristik polinomunu elde edelim.

n=2 i¢in 3. satira gére determinant agilimi1 yapilirsa

3,-4 b
J,@n-a|=| o a-2 B |=(a,-2)

*

0 B a,-4

a,— 4

3,-4 Jh 0
WA

Jb arfm

= (az _1)

a,—A \/E‘ . .
-5, (ao —A)=(a, =) 7, () - 7, (A)
Jbooa-2 i

Genel olarak genellestirilmis anti-Gauss Jacobi matrisinin karakteristik polinomu

T, ()= 21| = (@, = )7, (A) - B, 4(2) (5.14)
elde edilir. Bu sonug¢ kullanilarak (5.12) esitliginin karakteristik polinomu

|9pner, (A ) = 2| = 7, (O [(A -2, 7, (X) — By, 4 (X)] (5.15)

seklinde elde edilir. (5.11) ve (5.15) Jacobi matrislerinin karekteristik polinomlarinin

esitliginden
fr=@+y)b,=b,+b,, = (@+yb,=b,, (5.16)

ifadesi bulunur. [7]” de elde edilen

- 3 2a(a-1)
7= )= e Dt a D)

degeri i¢in monik Gegenbauer polinomlarinin yineleme katsayisi [10]

¢ nh(n+2a-1)
" 4n+a-)(n+a)

kullanilarak

L+ )b :{“ 2a(a-1) M (n+1)(n+2a—1)}

nin+2a-)(n+a+1) || 4dn+a-1)(n+a)
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n®+2n%a +n’a+2a’n+na—n+2a’-2a
4n+l+a)(n+a)(n+a-1)

dn+l+a)n+a)(n+a-1)

_ {nz(n+2a)+na(n+1)+2a2(n+1)—n—2a}

n(n+2a)+a(n+1)(n+2a)-(n+2a)
dn+l+a)(n+a)(n+a-1)

dn+l+a)(n+a)(n+a-1)

{ (n+2a)(n+D)(n+a-1) }

=b

n+1

(5.16) esitligi  kolay bir sekilde elde edilir. O halde Spalevig[8] tarafindan
olusturulan genellestirilmis averaj kurallari, Gegenbauer agirlik fonksiyonuna gore
genellestirilmis anti-Gauss integrasyon metodu kullanilarak elde edilen optimal

averaj kuralina denktir.

Bu denklik Peherstorfer’in  karektarizasyon sonuglart kullanilarak da

gosterilebilir [22,23].

Gegenbauer agirlik fonksiyonuna gore elde edilen y degeri icin Spalevig
tarafindan olusturulan optimal dereceli averaj metodunun integrasyon noktalart,
anti-Gauss integrasyon metodu kullanilarak elde edilen optimal dereceli averaj
metodunun integrasyon noktalart ile aymidir. Ayrica (5.6)° da bahsedildigi gibi

. . . 1+
integrasyon agirliklar1  Gauss ve anti-Gauss integrasyon agirliklarmin (2—7/j ve
Ty

1

(2—) katidir. Gegenbauer agirlik fonksiyonu icin anti-Gauss kurali kullanilarak
Ty

elde edilen optimal dereceli averaj metodu ile Spalevi¢ [8]’de olusturulan

genellestirilmis averaj metodunun denkligi n sayisinin kiigiik degerlerinde sembolik

bliylik degerlerinde ise niimerik olarak gosterilebilir.
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5.1.2 Gegenbauer olciimii icin optimal dereceli averaj metotlarimin niimerik

olarak karsilastirilmasi

Tablo5.1.2.1

Gegenbauer 6lgiimiine gore =4,y =y°*(n,a)= 2a(a—1) ve n=1

n(n+2a-D(n+a+1)

icin (5.8) ve (5.11) Jacobi matrisleri kullanilarak olusturulan optimal dereceli
averajformdllerinin  integrasyon noktalarinin  ve integrasyon agirliklarinin

karsilastirilmasi.

Integrasyon Noktalari 1ntegrasy0n Agirliklart
Qnit,y 0o 11 357 357 357
L 272 128 ' 256 ' 256
o B 7z 2z Tz
2 2 128128 '128
Tablo5.1.2.2

Gegenbauer Olcimiine gore Tablo 5.1.2.1°deki veriler baz alinarak n=2 igin
optimal dereceli averaj metotlarinin integrasyon noktalarinin ve agirliklarinin

karsilastirilmasi.

Integrasyon Noktalar Integrasyon Agirliklari

., | 1 1 [3 [3| 357 357 497 16lr 49r
NN 7’0’ 7 256 ' 256 1536 768 1536

*AC

et 33 1 1 3437 3437 8757 8757 4971
A7 ?_ﬁ’ﬁ’o 23552 ' 23552 '11776 11776 512

Tablo5.1.2.3
Gegenbauer Olglimiine gore Tablo 5.1.2.1°deki veriler baz alinarak n=3 igin

optimal dereceli averaj metotlarinin integrasyon noktalarinin ve agirliklarinin

karsilastirilmasi.
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Qner,s o
Integrasyon Integrasyon | Integrasyon Integrasyon
Noktalar1 Agirliklart Noktalar1 Agirliklar

-0,5 0,171806 -0,746838 0,136626
0 0,515418 0,746838 0,136626
0,5 0,171806 0,5 0,0899935
—-0,746838  0,0286915 -0,5 0,0899935
-0,259292  0,400823 -0,259292 0,190868
0,259292  0,400823 0, 259292 0,190868
0,746838  0,0286915 0 0,269981
Tablo5.1.2.4

Gegenbauer Olglimiine gore Tablo 5.1.2.1°deki veriler baz alimarak n=5 igin

optimal dereceli averaj metotlarinin integrasyon noktalarinin ve agirliklarinin

karsilastirilmasi.
Qnit,y o

Inte grasyon Inte grasyon Inte grasyon Inte grasyon

Noktalar Agirliklart Noktalar Agirliklar
-0,698349 0,0283257 0,847111 0,0017135
-0,370552 0,0212202 0,698349 0,0144406
0 0,0377973 0,544761 0,0474202
0,370552 0,0212202 0,370552 0,1081817
0,698349 0,0283257 0,188779 0,1614126
-0,847111 0,0349568 0 0,1926920
-0,544761 0,0967372 -0,188779 0,1614126
-0,188779 0,0329282 -0,370552 0,1081817
0,188779 0,0329282 -0,544761 0,0474202
0,544761 0,0967372 -0,698349 0,0144406
0,847111 0,0349568 -0,847111 0,0017136

Yukarida verilen tablolardan da

fonksiyonlarina gore Q,,.;,,Q,

AC
n+l

optimal dereceli averaj kurallarinin integrasyon
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noktalar1 esittir. Ayrica Q," genellestirilmis averaj metodunun integrasyon

agirliklart Gauss ve anti-Gauss integrasyon metotlarinin agirliklarinin sabit  bir

katidir. Ornegin Tablo 5.1.2.1°de 7, =0 Gauss integrasyon noktasina karsilik gelen

*

. 1+ « . . .
integrasyon agirliginin (2 y*j kati Q"¢ optimal dereceli averaj metodunun
T

integrasyon agirliklarindan biri olacaktir. n=1 ve a =4 icin elde edilen 5" =

N~

degeri kullanilarak

357 (1+y _ 357
128 2+y

esitligi elde edilir. Benzer sekilde 7, =% anti-Gauss integrasyon noktasina karsilik

. 1 * - - -
gelen integrasyon agirliginin (2 *j kat1 Q" optimal dereceli averaj metodunun
+r

integrasyon agirliklarindan biridir. Gerekli islemler yapildiginda

35z 1 )\ 3Bz| 1 | Iz
256\ 2+y" ) 128 ,,1| 128

2

integrasyon agirligi elde edilir.

Her iki averaj metodu da optimal dereceli olmasina ragmen anti-Gauss
integrasyon metodu kullanilarak olusturulan optimal dereceli averaj metodu tercih
edilir. Cunku anti-Gauss kurali kullanilarak elde edilen averaj kurallari, integrali
kusatarak integralin gergek degerine yaklasir ve diger averaj metoduna oranla daha

kiiclik boyutlu matrislerle islem yapilmasi agisindan avantaj saglar.
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SONUC

Bu calismada, verilen bir integralin de§erini tam veya yaklasik olarak
hesaplamak i¢in kullanilan integrasyon metotlar1 tanitilarak bu metotlarin 6zellikleri
detayli bir sekilde incelenmistir. Integralin gercek degerine yaklasim igin genelde
Gauss integrasyon metodu kullanilir. Ancak Gauss integrasyon metodunun hatasini
hesaplamak pratikte olduk¢a zordur. Bu yiizden integrasyon hatasini hesaplamak
icin g¢esitli integrasyon metotlar1 gelistirilmistir. 3. bolimde bahsedilen

(2n+1) —nokta dogruluk derecesi 3n+1 olan Gauss-Kronrod integrasyon formuli

bu amagla kullanilabilir. Ancak reel pozitif Gauss-Kronrod integrasyon formili

bazi agirlik fonksiyonuna gore yoktur.

Gauss-Kronrod integrasyon metotlarinin olmadigi durumlarda Laurie
tarafindan  anti-Gauss integrasyon metodu olusturulmustur. Gauss metodu ile
birlikte integralin gercek degerini kusatan bu metot Ehrich tarafindan
genellestirilerek, dogruluk derecesi 2n+1 den fazla olan genellestirilmis averaj
metodu bulunmustur. 4. bdliimde bazi agirlik fonsiyonlarina gore olusturulmus

optimal dereceli averaj metotlarinin elde edilmesini saglayan y degerleri verilmistir.
Bu y degeri kullanilarak elde edilen genellestirilmis averaj metotlarinin dereceleri

Ehrich [5] tarafindan Hermite agirlik fonksiyonu i¢in 2n+3, Hasgelik [7] tarafindan
Gegenbauer agirlik fonksiyonu i¢cin 2n+3 elde edilmistir.

5. boliimde Spalevi¢ tarafindan Jacobi matrisi farkli bir sekilde segilerek
olusturulan genellestirilmis averaj metodu tanitilmistir. Bu averaj metodu anti-Gauss
integrasyon metodu kullanilarak elde edilen optimal dereceli averaj metodu ile
karsilagtilmis ayni dogruluk derecesine sahip bu metotlarin denkligi goriilmiistir.
Ayrica Gegenbauer agirlik fonksiyonu igin n nin kicgik degerlerinde sembolik,
biiyiikk degerlerinde ise niimerik olarak bu averaj kurallarmin denkligini gdsteren

tablolar verilmistir.
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