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OZET

BERNOULLI VE ¢-BERNOULLI POLINOMLARI

VE
YAKLASIM OZELLIKLERI

ERDAL, Dilek
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Agustos 2010, 34 sayfa

Sayilar teorisinde 6nemli bir yeri olan ve matematigin bir ¢ok alaninda

kullanilan Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 1* +2"+..+(n-1" sonlu toplaminin
hesaplanmasinda kullanilir.

g -Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: ise fizikte 6nemli bir yeri olan Quantum
calculus de 6zel bir konudur.

Bu calismada Bernoulli, ¢-Bernoulli sayr ve polinomlar1 verilecek ve bu

anlamda baz1 teoremler ispatlanacaktir.
Bernoulli ve 6zellikle ¢-Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlarmna, p -

adik ¢ -integral ve Dirichlet ¢-/ fonksiyonu ile yeni bir yaklasim elde edilecektir.

Ayrica, yaklasimda 6nemli bir yeri olan Bernstein polinomlarinin ve sayilar teorisinde
onemli bir yeri olan Bernoulli polinomlarin birbirleri ile baglantis1 verilecektir.

Sonu¢ olarak yukarida tanimladigimiz sonlu toplami Bernstein polinomlar1 ve
Bernoulli sayilar1 cinsinden ifadesi verilecektir. Bu sonlu toplamin ¢ -versiyonunun, g -

Bernstein polinomlar1 ve ikinci Sitirling sayilar1 cinsinden iliskisi kurulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Bernoulli sayilari, Bernoulli Polinomlari, ¢ -Bernoulli
sayilari, g -Bernoulli polinomlari, Dirichlet karekteri, p -adik ¢ -integral, Bernstein
polinomlari, ¢ -Bernstein polinomlari, ikinci Stirling sayilari, Mellin doniisiimii,

Riemann Zeta fonksiyonu, Beta fonksiyonu.



ABSTRACT

BERNOULLI AND ¢-BERNOULLI POLYNOMIALS

AND
THEIR APPROXIMATION PROPERTIES

ERDAL, Dilek
M.Sc. in Maths Department.
Supervisor: Assist. Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
August 2010, 34 pages

Bernoulli numbers and ¢ -Bernoulli polynomials hold an important position in
the theory of numbers and can be implemented in various mathematical fields to
count 1 + 2% +...+ (n—1)" finite addition.

g -Bernoulli numbers and polynomials are also special topics in Quantum
calculus which have important position in physics.

In this work, Bernoulli, ¢ -Bernoulli numbers and polynomials will be identified

and some theories which are used in this frame will be proven.
There will be obtained a new approach toward Bernoulli, especially derivative
functions of ¢ -Bernoulli polynomias, p -adic function and Dirichlet ¢ -/ function

and also the relationships of Bernoulli polynomials and Bernstein polynomials will
be given.

As a conclusion, finite addition of Bernstein polynomials and Bernoulli
numbers which are mentioned above will be obtained . This finite additon 1is
established in terms of ¢ - version of this addition, g -Bernstein polynomials and

second stirling numbers.

Key words: Bernoulli numbers, Bernoulli Polynomials, ¢ -Bernoulli numbers,
¢ -Bernoulli polynomials, Dirichlet character, p -adic ¢ -integral, Bernstein
polynomials, g -Bernstein polynomials, second stirling numbers, Mellin

transformation, Riemann zeta functions, Beta function.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Reel sayilar

Dogal sayilar

Her

En az bir

Keyfi pozitif say1

Fark operatorii
Riemann-zeta fonksiyonu
Bernoulli sayilari
Bernoulli polinomlari
x’in p -adik degeri

g -integer noktast

q -faktoriyel

g -binom katsayilari
f(x)’in ¢ -diferensiyeli
f(x)’in h-diferensiyeli
f(x)’in g -tiirevi
f(x)’in h-tiirevi

q -Bernoulli sayilar1



1.BOLUM

GIRIS
1.1. Temel Tanimlar

Tanim 1.1.1: Dogal sayilar kiimesinde taniml1 bir fonksiyona dizi denir. f* bir dizi
ise her bir n dogal sayisina bir a, sayis1 karsilik geleceginden [ dizisi {a,}
seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.2: {an}j:l dizisi verildiginde @ € R olmak iizere V& >0 sayist ig¢in her

n>N iken

a,—a|<e olacak sekilde bir N =N(g,a)eN bulunabilirse {a,}

n=1

dizisi a ya yakinsar denir ve lima, = a ile gosterilir. {an} dizisinin bir limiti varsa

bu diziye yakinsak dizi, yakinsak olmayan diziye de raksak dizi denir.

Tanmm 1.1.3: AcR ve F(4), A kiimesi lizerinde tanimli reel degerli biitiin
fonksiyonlarm kiimesi olsun. Dogal sayilar kiimesi iizerinde F(4) kiimesinde
taniml1 fonksiyona fonksiyonel dizisi denir.

Tanmm 1.1.4: 4 c R kiimesi lizerinde taniml { fn}w fonksiyonel dizisi verilsin.

n=1

Ve>0 sayisi, Vxed ve her n>N igin fn(x)—f(x)| <¢ olacak sekilde bir

N=N(e,x)eN bulunabilirse {f,}"

denir.

. dizisi f* fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir

Tamm 1.1.5: VneN i¢in a,=b, ise (a,) ve (b,) dizisine esittir denir ve
(a,)=(b,) ile ifade edilir.

Tanmm 1.1.6: a,r € R olmak tizere (an):(ar"_]):(a,ar,arz,...,ar"_],...) dizisine

geometrik dizi denir. Geometrik dizinin ilk n terim toplam1 S, = a 11_ T dir.
—r

Tanm 1.1.7: ¢ R olmak tizere, VneN i¢in a, =c ise (an) dizisine bir sabit dizi
denir ve (a,)=(c,c,....c)=(c) ile gdsterilir.
Tanmmml.8: 4, € R olmak iizere;

(an):(a +(n—l)r):(a,a+r,a+2r,...,a+(n—l)r,...)



dizisine aritmetik dizi denir. Aritmetik dizinin ilk n terim toplami
S, = g[2al +(n-1)r] dir.

Tanmm 1.1.9: (an) dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her

¢ eR" saysiiginn,m> N(g) =

a,—a,|<¢e

gerektirmesini gercekleyen ¢ a bagh bir N(g) dogal sayismin var olmasidir.

Tanmm 1.1.10: q,,a,,...,a,,... gibi bir dizi verilmis olsun. Bu diziden hareketle

olusturulan,
0
S, =a,+a,+..+ta,+..= Zan
n=l1

toplamina sonsuz seri veya kisaca seri denir.
S, =aq

S,=a,+a,

S =a+a,+..+a,

olmak tizere {Sn} dizisine Zan serisinin kismi toplamlar dizisi denir. {Sn} kismi

n=l1

0
toplamlar dizisi yakinsak ve limS, =s ise Zan serisine yakimsak seri denir. s

n—0
n=l

sayisina serinin toplami veya limiti denir. Yakinsak olmayan serilere wraksak seri
denir.

0
Tamm 1.1.11: ) a/"' =a +a,r+ayp’+..+ay"" +.. serisine geometrik seri

n=l
denir.
1 . . ..
= lal<1  seklinde ifade edilir.
n=1 —a

Tanim 1.1.12:

0

Mla+(n-Dd]l=a+(a+d)+..+(a+(n-1d)+..

n=l1

serisine aritmetik seri denir.

Tanmim1.1.13: Zan (x—a)" = a,+a,(x—a)+a, (x—a) +.+ a, (x—a)" +..

n=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir.
a=0 i¢in;

0

n o__ 2 n

D ax" =ay+ax+ax +..+ax"+..

n=0
elde edilir.

Tamm 1.1.14: 1, [a,b] kapah araliginda tammli bir fonksiyon ve x, € (a,b) olsun.

2



Eger
limf(x)—f(xo)

X‘)XO x —_ xo

limiti varsa f fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

Tanmm 1.1.15: f fonksiyonu, a noktasm ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

tirevlenebilir olsun.

o 0
f(x)=szfa)(x—a)k

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi adi verilir.
Taylor agiliminda 6zel olarak a =0 alinirsa,
)
RON
=g

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi ad1 vertilir.

Tamm 1.1.16: ) a, (x—x, )" kuvvet serisinin |x—x,| <R i¢in yakinsak oldugu en

biiyiik pozitif R sayisina, bu kuvvet serisinin yakimsaklik yarigapi, (xo -R,x, +R)

araligma da yakinsaklik araligi denir.

Tanmm 1.1.17: a>0 ve a #1 olmak iizere f(x)=a" ve e=2,71828... olmak iizere

f(x)=e" fonksiyonuna iistel fonksiyon denir.

Tanim 1.1.18: zeC, neZ", Re(z) >1 i¢in Riemann zeta fonksiyonu,

()= n

bagintis1 ile tanimlanir. Riemann zeta fonksiyonu sayilar teorisinde, 6zellikle asal
sayilarin dagiliminda, serilerin yakinsakliginda ¢ok onemli rol oynar.

Tanim 1.1.19: Im(s) >0 olmak tizere

S(s.a)=y—

n=0 (n+a)s

fonksiyonuna Hurwitz zeta fonksiyonu denir.
a =1 ise; Hurwitz zeta fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonuna indirgenir.

Tamim 1.1.20: Dirichlet /-fonksiyonu Re(s)>1 ve y Dirichlet karekteri olmak

tizere; Dirichlet /-fonksiyonu

L;ﬁ%@)

n=l1 n
seklinde tanimlanir.
Ozel olarak y = y, alinirsa,



L(s.x)=¢(s)

olur. Burada ¢ (s) Riemann zeta fonksiyonudur.

Tammm 1.1.21: f ve f' fonksiyonlar1 her kapali aralikta pargali siirekli ve

j |/ (x)|<w ise f, x noktasmnda siireklidir ve

—o0

0

M{f(t); f}=F(s)=]r () at

0

integraline f(x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii denir.

Tanmm 1.1.22: p bir asal say1 olsun. Eger ¢#0 bir kesirli sayr ise, pye

boliinmeyen a ve b tamsayilari ve bir » tamsayisi igin

_aa
‘]pb

olur. n tamsayisi ¢ tarafindan belirlenmistir. Bu durumda,
val, (q) =n ve val, (0) =0
olarak tanimlanir. Dolayisiyla
val,:Q— Z U {}
fonksiyondur.

n!

- rl(n—r)!
B, (0 =(1)r ="

seklinde tanimlanan polinomlara » . dereceden Bernstein polinomlar: denir.

Tamm 1.1.23: 1 €[0,1], (”f) ve i=0,1,2,...,n

Tamim 1.1.24: lkinci Stirling sayilar1 (n,k)parametresi ile S(n,k)bigiminde
gosterilir. Ikinci Stirling sayilarmin iirete¢ fonksiyonu;
(_l)k & © tn
F(t,k)=—"-A1-¢') =" S(n,k)—
(2.k) X Z(; ( )n!
seklinde verilir.

Tamm 1.1.25: Klasik ¢ -Bernstein polinomunun iirete¢ fonksiyonu;

(¢[

k n
Fk(q;t,x):%?et[l—x]ZZB,?"(JC)%, neN,1eC
. n=k .

seklinde verilir.



2.BOLUM
BiNOM KATSAYILARI

Sayilar teorisinde dnemli bir problem olan, ilk N dogal sayilarm toplama,
karelerinin toplami ve kiiplerinin toplami ¢ok 1yi bilinen formiillerle,

N

Zn:1+2+3+...+N:M

n=l1 2

. <
N*(N+1)

nw=1+2+3+...+N’=

M=

4

ﬁnszNz(ZZH) :(N(JZH)) :(in] W)

n=l1

=
i

seklinde gosterilir. Burada

dir.

Jacob Bernoulli, yukaridaki denklemlerin daha yiiksek kuvvetleri lizerinde
calismistir. Dogrudan dogruya kuvvet fonksiyonlarini kullanmadan fonksiyonlari
toplama yontemiyle daha iyi bir sekilde elde etmistir.

Oncelikle binom katsayilarmi inceleyelim. Binom katsaylari,

x)_ x! _x(x—l)...(x—j+1)
(j)_j!(x—j)!_ ! (1:2)

ozelligini saglarlar. Burada

(;):(;ﬁ)_(jil) (1.3)

sonucuna ulasilir. Simdi bu esitligi gosterelim:

x+1 x (x+D! x!
(j+1)_(j+1j_(x—j)!(j+1)!_(x—j—l)!(j+1)!
~ GaDxt (=)t
=G (=G D!
:x!(x+1—x+j)
(v= 1)+

)




Buradan istenilen elde edilmis olur. O halde

N-1

Z(j):(,]f])—(%)

n=M
esitliginden s6z edilebilir.

x? kuvvetleri binom katsayilarinin kombinasyonu olarak ifade edilebilir.
Binom katsayilari, x degiskeninin tamsay1 degeri i¢in bir tamsay1 degerine sahip
olan polinomlardir. Ayrica, binom katsayilar1 bu polinomlarin tamamai i¢in bir taban
olusturur.

f(x), n. dereceden tamsayi degerli bir polinom olsun ve

F)=dy+4(F)+.r4,(3) (1.4)

seklinde tanimlansin. 4, nin belirlenebilmesi igin,

x=0 i¢in £(0)=4,,
x=1 igin f(D)=d+4,(})=4,+4,
x=2 igin f(2)=dy+ A4 (?)+4,(2)=4,+24,+4,,

.xzn igin fm)=A+A(])+4(0) 4t A, ()4, +..e (1.5)

dir.

Bu lineer denklem sistemi A, lerin tek sekilde belirlendigini gosterir ve
f(j) tamsay: olarak alindigindan A; ler tamsayidir. Burada n den daha yiiksek

dereceli bir polinom iiretildiginden (;‘) binom katsayilarindan sonra (1.4) iin sag

tarafinda bu x’ in sonsuz tamsay1 degeri i¢in n—inci dereceden bir polinom ile

eslesmeyebilir. O halde (1.4) i genel olarak

F@=34). (3)=1 (1.6)

seklinde ifade edilir.

Burada (1.5) in genislemesi olan bu ifade de

olarak bulunur. Ciinkii

(1.,)=0 (1.7)



dir. Bu sonuclarda kuvvet formunda yazilan

=347,  q=12.. (1.8)

j=0
alinirsa seklindeki 6zel polinomlari ele alinirsa sag tarafta sonlu bir toplam elde edilir
ve j>q icin;

A.=0 (1.8a)

q)

bulunur. (1.8)de ¢=0 ve j>0 icin
Ay =1 ve 4y, (1.85)

genel durumlari elde edilir.

ise, ¢ =0 i¢in yukaridaki durumlar;
x = Aoy (5)+ Aoy (7) 4t 4, ()
1= 4y,
olarak bulunur. Eger (1.8) de ¢ >1 icin x=0 almirsa (1.5) den

4,=0, ¢>0 (1.8.c)

elde ederiz.

x=0 ve ¢ 21 i¢in bu ifadeyi ispatlayalim;

X =0"=" A, (1) =4y (0)+ 4 (V) +
=
olmak tizere 4,, =0 oldugu goriilir.
x in kuvvetleri (1.8) in esitliginin her iki tarafi ile eslesmeyebilir. Ozellikle j =g

icin bu esitligin saglandig1 gosterilirse;

x! :quj(;)

>0
= A (3)+ 4, ()4t 4, ()
x!
= AqO +Aq]x+...+ Aqq(x_—q)!q!
(x=D(x=2)..(x—g+1
=A,+A,x+..+4, (x=g+1)

q!
elde edilir ve buradan

A =q!

99



bulunur. Burada 4, ; ler pozitif tamsayilar olup gzlvel +l,+..+1, =q igin;

—Z A !...z !

1>O

seklinde verilir.

Bu ifadelerde yiliksek kuvvetli terimlerin katsayilarmin, bir toplam ile ifade

edilebilecegi goriiliir. (1.5) ifadesi (1.8) ile birlikte yiiksek kuvvetli terim
teoreminden elde edilebilir.

A4, ifadesi, x=1=0,1,2,... ve k<gq igin (1.8) de yazilarak saglanir ve

(-1)' (f‘) ile carpimindan sonra toplam seklinde tanimlanir. Bu tanimdan,

S (1)

Y k=D 1= ) (k=)
k! oy (k=)
quj!(k_j)!j<l<k( D (l—j)!(k—l)!

4,(0) 2 V()

j=0 J<I<k

:Zq:A, (_1) k! I (k=j)
2

esitligi bulunur. Ikinci esitlikte j =k icin, icerdeki toplam (-1)" olarak almabilecegi
goriiliir. Aksi takdirde

> ()=’ kzﬂ‘;(—l)l("j) =0 (1.9)
olur. Boylece
i(—l)l (F)rr=(-1"4, (1.9.4)

elde edilir. Eger bunu asagidaki formda yazarsak,

=S D" () k)

x?nun k - ninci farki olarak Aq , bulunur ve bunu

Aqk = AFx1

x=0

seklinde ifade edilir. Burada A operatorii, Af (x) = f(x+1)— £ (x) seklindedir.



3.BOLUM
BERNOULLI SAYILARI

p ve n pozitif tamsayilar olmak tizere, Bernoulli sayilari,
n—l
S, (n)= ; k?

denkleminden hesaplanabilir. Ayrica Bernoulli sayilari,

=1
¢(2p)=2 &7
) — kZp
Riemann zeta sayilarmin hesaplanmasi ve tanx, tanhx, L gibi birgok

sinx
fonksiyonun genislemesinde ortaya ¢ikar. Belki en dnemli sonuglardan biri Euler-
Maclaurin toplam formuliidiir ki bu formiil yavas yaklasan serilerin degismesini
hizlandirabilen ve devam eden Bernoulli sayilaridir.

Boylece Jacob Bernoulli,
S,(n)=n

1 1
S (n)==n*-=n
2 2

S (n)zln“—1n3+l 2_"2(”—_1)2
’ 47 2 4 4
_ _ 2 A

Sty Lyl 1, n(=D@n=-DGn’=3n-1)

5.2 3 30 30

1 1 1 2 3 A 1)
S, =dp Ly 2 Lo (2 = 2n-1)(n-1)

6 2 12 12 12

oldugunu fark etti ve daha sonra Jacob Bernoulli deneysel olarak, S (n)

polinomlarinin

S, (n)=—— n”+]—ln”+£n""]+... (2.1
s+l 20 12

formuna sahip olugunu gordii. (2.1) ifadesi ispatlanirsa;

p ve n pozitif tamsay1 olmak {lizere o zaman

l n—1
p+1)S (n)= p+1 p+1 k
! =0 =0

9



azilir. Buradan k7 = B ., (k+1)-B , (k)) esitligi kullanilirsa
y g

1
m p+l p+l
n—l1
= Z(BPH (k+1)-B,, (k))
k=0

=B (1)-B _(0)+..+B _(n)-B__ (n-1)

p+l pHl p+l pHl
:Bp+](n)_Bp+] (0)
ve dolayisiyla
B (n)-B
Sp (n): p+l p+l
p+l1
elde edilir.
p=0icin,
B -B
s, =2 =B gy p —n
p=1 icin,
B -B -1
S (n) = ,(n)-B, _n(n-1)

2 2

-1 1
bulunur. (1,7,8,0,...) Bernoulli sayilar1 ortaya ¢ikar ve bu sayilar p ye bagh

degillerdir. Genel olarak, S, (n) toplamlar1 asagidaki formda yazilabilir.

S (n)Zi:kP:L N (P+1)B np+l—k
g k=1 p+13 k) k

— ﬂ p' p+l-k
p+l B B
:ﬂn—+in” +£pn"" +=Z2p(p-)n"? +..+—Ln
o' p+1 1! 2! 3! 1!

B, , Bernoulli sayilar1 p den bagimsizdir. Yukaridaki tanimda Bernoulli
sayilarmdan bazilarmi bulalim.
-1 1
BOZI’BIZT’BZZE’B_?:O"“
Bu formiil 6rneklerle agiklamak i¢in kullanigsizdir. Ornegin S,,(1000) i hesaplamak

cok fazla zaman alacagindan daha kullaniglh bir tanim verilecek olursa;

10



0 k

G(z)= z - BZ— , <27
e -1 ; k!
ve buradan gerekli acilimlar yapilirsa
z _ z _ z
-1 2 - 2 3
I+z4+—+...]-1 +—+—+
! 21 3l

z
21 3
4 22 Z4
) P A
2 12 720

elde edilir. Buradan Bernoulli sayilariin bazi degerleri,

olarak bulunur. Daha agik bir ifadeyle,

2 2
G<Z>+§:§( 2 1+1jzze tel ZoomZ
e p—

cosh Z_ sinh z
2

sinh = 2
2

11



Bulunur. Burada coth x, hiperbolik fonksiyondur. G(z) +§ bir ¢ift fonksiyon ve

her n>1 i¢in B, ., Bernoulli sayilar1 sifirdir. Dolayistyla Bernoulli sayilar:

n+l

hiperbolik fonsiyon cinsinden yazilabilir.

3.1. Clause-Van Staudt Teoremi:

Asagida verecegimiz, Karl Van Staudt (1798—1867) tarafindan 1840 yilinda

yayinlanan ve Bernoulli sayilarmin kesirli boliimiiniin kolay hesaplanmasini
saglayan bu cok Oonemli teorem, ayni yil bagimsiz olarak Thomas tarafindan da
bulunmustur. p asal say1 olmak iizere

seklindedir.

Ispat 3.1: p herhangi bir asal say1 olmak iizere,

1
Wy=B, + ;
-1
pasalve%
tanimlanir. Eger p —1 sayis1 2k y1 boliiyorsa, yani W, nimn yukaridaki tanimindaki

toplamda yer aliyorsa, o zaman

p

valp(Wk)valp[Bk+$+ Z l}

pasal veg—;(]q¢p

> minqval, (Bk +lj,valp { Z l}
q

p

-1
pasal veg—kvezpp

>0
olur.
Eger p—1 sayis1 2k y1 bolmiiyorsa, yani W, nin yukaridaki tanimdaki

toplamda yer almiyorsa, o zaman

valp(Wk)valp[Bk+ Z ]%}

-
asalve~—
Py

12



> min valp(Bk),valp[ Z l}

p-1 P

asalve—
Pk

>0

olur. Demek ki, p hangi asal say1 olursa olsun, val, (W, )>0 dir. Bu da ayni
zamanda W, € Z demektir.
k>1 iken, p=2,3,... ve p—1, 2k y1 bdlen asal sayilar olduguna dikkat

edilmelidir. Bu teoremin dogrulugunu birkag¢ 6rnekle gorelim.

k=1 igin;
—Bzzzl:l"'l:é (mod1)
p_%p 2 3 6
Bzzl (mod1)
6
k=5 i¢in;
~B,, = l:%+% %:% (mod1)
p—%p
B,=— (mod1)
k =8 igin;
~B, = T LT 47 (hodD)
~rvp 2 3 5 17 510
16
B]6_4f8 (mod1)
elde edilir.
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4.BOLUM

BERNOULLI POLINOMLARI

Bernoulli polinomlarnin iirete¢ fonksiyonu,

F(x,t)=-% lziBn (x)% <27 (4.1)
- n=0 .

e

seklinde tanimlanir. Bernoulli polinomlarinin agik ifadesi
B, (x)= Z(Z)ka""k
k=0

olarak verilir. Burada n>0 i¢in B, (x) Bernoulli polinomlar1 ve B, Bernoulli

sayilaridir. Bernoulli sayilar1 B, = B,(0) seklinde gosterilir. Dolayisiyla,
n>2 icin, B, =Y (})B,,
k=0

B,(0)=B,(1), B, =1
esitligi bulunur. Simdi n ye degerler verip Bernoulli sayilarmin bazilarmi bulalim.

n=2 i¢in,

B =

2

2
()8,
k=0

=B,+2B +B,

gerekli islemler yapildiktan sonra, B, = _?1 olarak bulunur.

n=3 icin,

buradan B, :% oldugu bulunur.

14



n=4 i¢in,

:(S)Bo"'(f)Bl +(;)Bz +(§)Bs +(:)B4

ve buradan B, =0 bulunur.

Benzer yolla n=35 i¢in B, :;—(1) bulunur.

Bulunan bu Bernoulli sayilar1 yardimiyla Bernoulli polinomlar1

B,(x)=3(2)Bx"*

denkleminde;
n=0 i¢in,
B, (x)=1,
n=1 igin,
1
B (x)=x——,
2
n=2 igin,

B,(x)=x" —x+é

seklinde bulunur. Bu sekilde devam ederek biitiin Bernoulli polinomlar1 bulunur.
(4.1) de tanimlanan Bernoulli polinomlarmin iirete¢ fonksiyonunun ézelliklerinden
yararlanarak Bernoulli polinomlarmin bazi 6zelliklerini verelim:

t 2 t"
1 =0 icin, F(0,1)=——=S"8 1
) x=0 igin, F(0,z) 1 ; -

bulunur. Buradan Bernoulli polinomlar1 x =0 i¢in, Bernoulli sayilarina esit olur.
Yani B,(0)=B, du.

2 x=ligin, F(Lr)=——= = = F(0,~)

bulunur. Bu esitlikten;

B(1)=(-1)'B (0)=(~1)"B,

bagintisi elde edilir.
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3) Ureteg fonksiyonun ikinci degiskene gore tiirevi alimirsa,

ot ZE e—-1) e

xt 2 xt 0 n
9P (1) a(fe j:” 3B (05
t_l n=0 I’l!

bulunur ve buradan,

2 _xt

Le :tF(x,t):iBn(x)

tn+]

t

e -1 n!

elde edilir. (4.2) ve (4.3) esitliklerinin t—' katsayilar1 esitlenerek
n!

nB,  (x)=B (x)

bulunur.

4) F(x,~t)=

t o0 n tn
e =>(-1)"B (x)—
-1 ; " n!

—t

Burada gerekli cebirsel islem yapildiktan sonra,

t

4 t(1-x) S t"
. =B (1-x)—=F(1-x,t
e—le ; Al n! (1=x1)

elde edilir. F(x,—¢)=F(1-x,t) esitligi ortaya ¢ikar ve buradan

B, (1-x)=(-1)" B, (x)

bagintisi elde edilir.

5) B, (x+1)-B,(x)=nx""

B,(x+1)-B,(x)= zn:(;)Bk((x+1)"'k —x"*)

16
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6) (-1)" B, (-x)=B, (x)+nx"".

B,(1-x)=(-1)" B, (x) bagmtisinda x yerine x+1 yazarsak

B (—x)=(-1)" B, (x+1)

elde edilir ve B, (x+1)— B, (x) =nx"" esitligi kullanilarak,

sonucuna ulasilir.

(-1)" B, (-x)=B, (x)+nx""

7) neN icin B, (%j = (g _1)Bn

dir. Rabbe teoreminden [§],

m=2 ve x=0 alinirsa

bulunur.
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5.BOLUM

g -BERNOULLI SAYILARI VE POLINOMLARI

1924 yilinda Norlund ve daha sonrada Carlitz ¢ -Bernoulli sayilar iizerinde
calismistir. Bu sayilara baglamadan 6nce Quantum calculus’ iin iki ¢esiti olan ¢ -

calculus ve % -calculus in tanimlarini verelim.

Tamm 5.1: £ (x) herhangi bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun g - diferansiyeli

dqf(x)zf(qx)—f(x)

ve h- diferansiyeli

d,f(x)=f(x+h)- f(x)

seklinde tamimlanir. Bu tanimlardan yararlanarak d x=(¢—1)x ve d,x=h oldugu

gortliir. Bilinen diferansiyelden ¢ - diferansiyelinin farki, iki fonksiyonun

carpiminin diferansiyelinde simetrik olmamasidir. Yani,

d,(f(x)g())= 1 (qx)g(gx)- £ () g (x)
f(gx)g(gx)- 1 (gx)g(x)
+1(gx)g(x)- f(x) g (x)
:f(qx)dqg(x)+g(x)dqf(x)

ve benzer sekilde

d,(f(x)g(x)=f(x+h)d,g(x)+g(x)d, f(x)

g ve h quantum tiirevleri tanimlanir.

Tanim 5.2: f nin g -tlirevi ve 4 -tiirevi sirasiyla;

dqf(x)_f(qx)—f(x)
d,x - (q—l)x

D, f(x)=

18



d,f(x) _ fGeth) - f(x)

WX h

th(x):

tanimlanir. Eger f tiirevlenebilirse,

hmD f(x)—hmD f(x )_df(x)

yazilir. Her a ve b sabitlerii¢in D, ve D,;
D, (af (x)+bg(x))=aD, f (x)+bD,g(x)
D, (af(x)+bg(x)) =aD, f(x)+bD,g(x)

lineer 6zelliklerine sahiptir.

Ornek 5.2.1: f(x)=x" in ¢- ve h-tiirevini hesaplayalim.

n bir pozitif tamsay1 olmak tizere, tanimdan,

(9x) —x" _q"—1 .

D x" = =
1 (¢g-)x q-1
ve
n _ n _1
D,x" = —(x+h})l SR nln-1) x"Ch+.+h"
"1
elde edilir. " boliimi oldukea sik goriildiigiinden, asagidaki gosterimle
q f—
tanimlayalim;
+ e . qn _1 n-1 n-2
neZ" igin [n]= =q" +q" " +...+1
qg—1
ve dolayisiyla
Dx" = [n]x"

olur. Bu da x" nin bilinen tiirevine benzerdir.

g—1iken, [n]l=¢""'+. . +1=1+1+.+1=n

bulunur.

n tamsayist, bilinen calculus da yapildig1 gibi ¢ -calculus de ayni rolii oynar.
Diger yandan, D,x" ifadesinin anlasilmasi daha zordur. x", ¢ - calculus da daha

kolay anlasilir bir fonksiyondur. Ancak # -calculus i¢in ayn1 seyi sdylemek miimkiin
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olmayabilir. Bu nedenle burada daha ¢ok ¢ -calculus ile ilgilenilecektir. Simdi

f(x) ve g(x)’ in bdliim ve ¢arpimmnin ¢ -tiirevlerini hesaplayalim.

4,(f()gl) =2 ((J; (fi)g x(x))
_/a) d,g(x)+g(x)d, f(x)
(g—1)x
ve buradan
D,(f(x)g(x))=f(gx)D,g(x)+g(x)D, f (x) .

simetriden f ve g yer degistirilirse
D,(f(x)g(x))=g(gqx)D,f(x)+ f(x)D,g(x) (5.2)

bulunur. Bulunan (5.2) ifadesi (5.1) ifadesine esittir. Eger (5.1) ifadesi
diferensiyellenebiliyorsa

o(x )f(x)

A

yazilir ve her iki tarafin ¢ - tlirevi alinirsa

g(gx)D (f(")] AN g(x)=D,f(x)
Nglx)) glx) €

bulunur ve bdylece boliimiin ¢ - tiirevi;

(f(x)] g(x)D f(x)-f(x)D g(x) (

: ! 5.3)
g(x) g(x)g(gx)
olarak elde edilir, eger (5.2) ifadesi kullanilsaydi

g(x)D (f(X)] f(q )D g(x)=D, f(x)
g(x)) gl(gx) * I
ve dolayisiyla
(f(x)] g(qx)D,f (x)- f(gx)D,g (x) (5.4)
g(x) g(x) g(gx) ’
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bulunurdu.

q -diferansiyelinin, boliim ve ¢arpim kuralin1 verdikten sonra zincir kuralinin

quantum versiyonuna bakalim. Bununla birlikte g -tiirevler i¢in genel zincir kurali

yoktur. o ve f sabit ve u =u(x)=ax” olmak iizere f(u(x)) seklindeki bir

fonksiyonu zincir kuralinin nasil uygulandigini gérelim:

D,[f ()] =p,[ f(ax")]
flag"x")-f(ax)

qx—x
_flag"x)- flax’) ag’x’ —ax”
 ag’xf—ax T gx—x
_ S (g )=/ @) u(gx)=ulx)
 Pu-u T gx—x

ve buradan

qu(u (x)) = (Dqﬂf)(u (x))un (x)
elde edilir. Fakat u(x) fonksiyonu i¢in genel bir zincir kurali vermek miimkiin
degildir. Ornegin, u(x)=x+x" veya u(x)=sinx igin genel bir zincir kurah

yazilamaz. Ciinkii u(gx) ifadesi # nun terimleri cinsinden ifade edilemez.

5.1. Polinomlar icin Genellestirilmis Taylor Formiilii

Bilinen calculuste, herhangi bir £ (x) fonksiyonunun tiim tiirevleri x=a da

analitiktir. Eger f (x), x =a noktasi civarinda kuvvet serisi gibi ifade edilebiliyorsa

Taylor teoremi bir kuvvet serisini
=3 1 (a)@
n=0 n:

olarak tanitir. ¢ in Taylor acilimi, kompleks sayilar ve kare matrisin {isslinil
tanimlamada kullanilir. Taylor formiiliiniin ¢ -benzerini formiile edelim. Fakat bunu

yapmadan 6nce asagidaki durumu ele alalim:
Teorem 5.1.1: @ herhangi bir say1 ve D, polinomlar {izerinde bir lineer operator

olmak iizere {PO (x),P(x),P, (x),...} polinomlar dizisi asagidaki 3 kosulu saglasim.

a) Vn>1 i¢in P,(a)=1 dir,
b) derP, =n;
¢) Vn>1ve P(1)=0 igin DP,(x)=P,_ (x),
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o zaman, N. dereceden her f (x) polinomu
7@ =3 (D)@ ()

genellestirilmis Taylor formiiliine sahiptir.

Ispat: V', N den daha biiyiik dereceden polinomlarin uzayi ve dim¥ = N +1 olsun.
{PO (x),B(x),....P, (x)} polinomlar1 lineer bagimsizdir. Ciinkii () kosulundan

polinomlarin derecesi kesin artandir. Buradan V' i¢in bir taban olusturulursa, Vf €V

polinomu
@)=Y P (x)

seklindeki ifade edilir. Bazi tek ¢, sabitleri i¢in ve x =a almnarak (a) kosulu

kullanilirsa ¢, = f'(a) elde edilir. Ciinkii x=a ve k=0 igin

F(@)=Y P (a) = ¢ = f(a)

olur. O halde D lineer operatoriiyle yukaridaki esitligin n defa tiirevi alinirsa ve

1<n<N, olmak iizere () ve (c) kosullar1 kullanilirsa
N N
(D"f)(¥) =Y e DR ()= Y e,P, ()
k=n k=n

elde edilir. Buradan x =a almir ve (@) kosullar1 kullanilirsa

cn:(D"f)(a) 0<n<N

bulunur.
5.2 (x—a)" nin ¢ -analogu ve Binomun g -tiirevleri

Daha 6nceki kisimda bahsedildigi gibi, D, , polinomlar uzayi iizerinde lineer

bir operatordiir.
D =D, i¢in n! nin agagidaki g -analogu na ihtiyacimiz var;

1 ;n=0
[n]!:{[n][n—l]__.l n=12,..

seklinde tanimlanir. D = D, ile TeoremS5.1.1 in ti¢ kosulunu saglayan

{PO (x),P(x),P, (x),...} polinomlar dizisini olusturalim. Eger a =0 ise
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P (x)=
" [n]!
secebiliriz. Ciinkd,
(a) n>11igin R (0)=1, P(0)=0
(b) derP, =n,
(c) n>1igin
D x" [n] xn—] xn—]
DP(x)=—L—= = =P (x)
o [n]t  [al'  [n-1]t "
5 : (x-a)" . . .
dir. Eger a #0 ise, P,(x) = dir. Ornegin;
n]!
2
D Mz(x—a)

“ 2]

dir. Simdi ilk birkag P, (x) polinomunu bulalim ve genel formiiliinii yazalim.
P(x)=1, D,R(x)=1 ve F(a)=0

olmast i¢in

P(x)=x-a
almaliy1z.
D, P, (x)=x-a
olmasi i¢in
? ? (x—a)(x—qa)
P, (x)zx——ax—a—+a2 =
2] [2] [2]

olmalidir. Benzer sekilde

(x—a)(x—qa)(x—qza)

R lx)= 2IG)

olur ve bdylece devam eder.

Tanim 5.2.1: Ozel olarak x =0 igin

v (1. m=1
q(qﬁ—i_l) _IB = 0 Z>1

dir. Bu tanim kullanilarak birka¢ ¢ -Bernoulli sayisin1 bulalim.
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m=1 1i¢in;

q(qB+1)-p =1
qzﬂl +g-pB =1

m=2 i¢in;
q(gB+1) - B,=0
(4’ B, +2qB +1)- B, =0
OB, +24° B +q-B, =0

elde edilir. Buradan da gerekli cebirsel islem yapilirsa S, = 94 pyunr.

[2][3]
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6.BOLUM

BERNOULLI VE ¢-BERNOULLI POLINOMLARINA YENI BiR
YAKLASIM

¢ -Bernoulli sayilari, Tanim 5.1.1 de tanimlanmist1. Burada lirrll B,,=B, ve
i

B, Bernoulli sayisidir.

N dogal sayisi, g € C ve |q| <1 i¢in, g-Bernoulli polinomlarinimn iirete¢

fonksiyonu;
tn
(t,x)= thl Ll Zﬁn’q(x); (6.1)
n=0 .

seklinde tanimlanir. Buradan

lim F, (z,x

q—1

zB (x)_ <2z

elde edilir. Burada x =0 alinirsa n.dereceden ¢ -Bernoulli sayilarinin iireteg

fonksiyonlar1

F,(t)=F,(t,0)= thl [k Zﬁnq—

olarak bulunur. Burada x =1 alinirsa
— _tqueteq[l]t — et]_;; (qt)

elde edilir. Ayrica

qF, (¢,1) - F, (1) = qe'F, (q?) - F, (¢)

S0 DTN e

=0 - m=0
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qF, (t,1)-F, (1) =1 (6.3)
bulunur. (6.2) ve (6.3) den

pu =t ve (e AR5 030
sonucu elde edilir.
Teorem 6.1: n €N i¢in
B, =1 ve q(gB+1)" =B, Z{})’, .

dir. Burada genellikle S, , 8" ile gosterilir.

(6. 1) esitligi kullanilirsa

F; (t,x) :e[x]thq (qxl‘)

bulunur. Burada Cauchy ¢arpimi yapilirsa,

_ L Ix [ ]n—l tn
2,24 P e

elde edilir. Toplam i¢indeki ifade n! ile carpilip boliintirse,

bulunur. Bulunan bu ifadeyi asagidaki teoremle verelim.

Teorem 6.2: n €N i¢in

ﬂnq(x) Z( )qlxﬂlq ]

Teorem 6.2 ifadesi ve (6.1) kullanilarak
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> t
= ;ﬁn -
elde edilir.
Sonug¢ 6.2: ne N ic¢in,
1 !  1+1
B, =——> (1)1
4 (l_q) 1:0(1) [l+1]

dir.

x Dirichlet karakteri olmak tizere, ¢ -Bernoulli polinomlarinin y karakteri

iizerindeki iligkisi
F () =3 (D =3, ()

seklinde tanimlanir.

x=0 icin; B v (: By (0)) , x karakteri iizerinde genellestirilmis

q -Bernoulli sayisidir. Boylece y karakteri lizerinde genellestirilmis ¢ -Bernoulli

polinomunun iirete¢ fonksiyonu;

0

F;I,Z (’)—‘fz%(m)qm " Z nxq

n=0

seklinde tanimlanir.

s € C igin (6.1) esitligine Mellin doniisiimii uygulanirsa,

0

J‘ Szdl‘—z q"

F(S) n=0 [.x "'n]3
s €C igin ve x#0,-1,-2,... zeta fonksiyonu;
o0 qn
¢ (s,x)=
g[xﬂz]

olarak tanimlanir. £*(s,x) kompleks diizlemde analitik fonksiyondur. g — Bernoulli

polinomlarma zeta fonksiyonuyla yaklasim;

-n" (1-n,x)=B,,(x)
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seklindedir. Bu metotla;

L o _ 2 5, N\ Z(n)qn
T For 00 =3

denklemi elde edilir.

s € C i¢in Dirichlet tipi ¢ —/ fonksiyonu x # 0,—1,-2,... olmak {izere

lq (s,x

X (")q]’:
n=0 X

[n+

seklinde tanimlanir. y karakteri lizerinde genellestirilmis ¢ -Bernoulli polinomlarina

Dirichlet tip1 ¢ —/ fonksiyonuyla yaklagim;

x)=P,,,(x)

—nlq(l—n,x

ifadesi verilir.

Z ,, p -adik rasyonel sayilar halkasini gosterir. p sabit tek asal say1 ve

(p,d) =1 olmak iizere,

- —lim Z -
X_X"_h;mA’pNZ ve X, =7,

dir. aeZ ve 0<a<dp" olur.

a

K, (a + deZp) = [dqu

seklinde tanimli olup, g —1 i¢in g, (a +dp"Z p) =

L1

1
dp

~ bulunur. Bulunan bu dl¢t

yardimiyla;

de—l

Jf(x)d/,tq (x):]{]ig}o > 0, (x+deZp)

elde edilir. Elde edilen bu ifadeye p -adik ¢ -integral denir. Bu integralde, g=1 icin,

1 dp -1
dp"” Z;‘ fio

[ £ dp (x)=lim
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elde edilir ve burada f (x)=x" almirsa

1 A
k : k
jx du,(x):]lv1£13072x
VA x=0

P

= limLN(l" +2F 4+ (p" —l)k)

N—)Ex)p

1%
= lim — J B, (x)dx
0

N—>w pN
bulunur. B] (x)=4B,_, (x) dzelliginden yaralamlirsa

g =1 L 1 " '
jx d,u] (X)_I{IILIEOPN 1 O Bk+] (x)dx
1.1 v
:k+1£1£%7(3k+1(17 )-8, (0))

elde edilir. }]im p" =0 oldugundan % belirsizligi ortaya ¢ikar. Buradan L’ Hospital

kurali uygulanirsa ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa;

k+1)B M) pN1
jxkdu,(x): 1 lim( +1) ",gp )p np
; k+1N- p ' Inp

P

:,{,iEEOBk (pN):Bk(O):Bk

elde edilir. Sonug olarak ;
J. x'dp (x)=B,

Z,

bulunur. Benzer sekilde f(x) =(x+y)" igin

[(e+3) du (v)=B,(x)

Z,

esitligi elde edilir.
p -adik ¢ -integralle Bernoulli polinomlarma yaklasim;

dp" -1

j(x+y)kdu](y):lim (x+y)k

N
Zp N> dp =0

seklinde verilir. Burada y = a + dy esitligi kullanilirsa,
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bulunur ve buradan

elde edilir. Boylece Bernoulli polinomlarina yaklagim tanimlanmas olur.

Sonug 6.2’ nin ispati i¢in,

I[x]nduq (x)= (l—lq)" I (l—q")nduq (x)

_ ! {i( )1 bf}zuq(x)

(1-q)" 2,

= - (7)(—1)1 J.qlxduq (x)

z,

—~
—_—
|
*Q
~—
-
o

bulunur. Burada éncelikle J. q"du, (x) integralini hesaplayalm.

J‘]lxd/l (x)—hm[ ]qux x
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elde edilir. N — ooigin % belirsizligi oldugundan L’ Hospital kurali uygulanirsa,

1 lim (l+1)(ql+])pl p'Inplng
[7+1] V= g p"Inplng

bulunur ve buradan

I I+l
qu a’uq(x)—[“_l]

P

ve sonug olarak

_ n 1 Sy L]
ﬁn,q—ZJ;[x] d/,tq(x)—(l_q)n 10(,) 1 ]

elde edilir.

Simdi de, 1* +2* +...+(n— D toplami, yaklasim teorisinde 6nemli bir yere sahip
olan Bernstein polinomlari ile sayilar teorisinde dnemli bir yere sahip olan Bernoulli
sayilar1 cinsinden yazilacak ve bu toplamin g -versiyonu, g -Bernstein polinomlar1

ile ikinci stirling sayilar1 cinsinden ifade edilecektir.

Sonuc¢ 6.3: k€ N,meZ" olmak lizere;

n—1
S, (M =142+ +(n-1" ="

s=1

seklindeki toplamin Bernoulli sayilar1 ve Bernstein polinomlar1 cinsinden ifadesi;

1 & -1
S, (n) = m;B,B,M (1-n)(1-n)

ile verilir.

k =1igin bu toplam;

1< :
4244 (m=1)=—3 BB, (1=m).(1-m) :
=0

_n(n-1)
)

2
k=2 ve k=3 i¢in ayn1 toplam sirasiyla, n(n- 1)6(2n ) ve (n (n2— 1)] seklinde

bulunur.

Sonu¢ 6.4: Sonuc 6.3 deki toplamin Bernstein polinomlar1 ve Beta fonksiyonu
cinsinden ifadesi;
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S, (W= DBk +Ln—k+1)S B (m)(1-m)™

seklinde verilir.

Sonug¢ 6.5: k€N, neZ" olmak iizere;

n—

5 (am) =S IS

s=l1

seklindeki toplamin ¢ -Bernstein tipi polinomu cinsinden ifadesi,

S, (q:n) =01 +[21" +...+[n-1T"

:kﬂ(k,n—k+1)niYn (k) (g (1-1])

Jj=1
seklinde verilir. Buradan

lqlglsk (g:n) =S8, (n)
elde edilir.

Sonug 6.6: Sonug 6.5 deki S, (¢;n) toplammin ¢ -Bernstein tipi polinomu ve ikinci

Stirling sayilar1 cinsinden esitligi;

(D" k1ot .
S, (k,n)=———=—>"Y (k,s:q) D, ) (s:9)

seklinde verilir. Burada

D,, (s;9)= Z (n—k:l—] ) q*S(m,n —k)((l—s)log q)m

m,[>0 m'

dir.
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1)

2)

3)

4)

S)

7. BOLUM
SONUC VE TARTISMA

1. ve 2. Boliimde ¢aligmamizda faydalanacagimiz gerekli 6n bilgiler verildi.
3.Boliimde Bernoulli sayilar1 farkli yontem ve teorem ile elde edildi. 4. Bolim ve 5.
Boliimde sirasiyla  Bernoulli sayilar1 ve polinomlari, ¢ -Bernoulli sayilar1 ve

polinomlar1 elde edildi. Ayrica Bernoulli say1 ve polinomlariin iirete¢ fonksiyonlar:
kullanilarak baz1 6zellikler verilip ispatlandi.

6. Boliimde ise Bernoulli ve 6zellikle g -Bernoulli polinomlarinin, p -adik ¢ -
integraline, Dirichlet ¢-/ fonksiyonuna yeni bir yaklasimi verildi. Ayrica

yaklasimda onemli bir yeri olan Bernstein polinomlarmin ve sayilar teorisinde
onemli bir yeri olan Bernoulli polinomlarinin birbirleri ile baglantis1 verildi.

Sonlu toplam, Bernstein polinomu ve Bernoulli sayis1 ile ifade edildi. Bu
sonlu toplamm ¢ -versiyonu, ¢ -Bernstein polinomu ve ikinci Stirling sayilari

cinsinden iliskisi kuruldu.

Quantum calculus ta 6nemli bir yeri olan ¢ -Bernoulli say1 ve polinomlarmin elde
edilen yeni bir yaklasimi fizikte nasil bir etki olusturacagi arastirilabilir.

Elde edilen sonlu toplam yaklasim teorisinde yer alan Bernstein polinomlar1
cinsinden yazilmasi sayilar teorisinde nasil bir 6nem arz edecek?

Bernstein polinomlarinin diger tip polinomlar ile iligkisi arastirilabilir.

p-adik ¢-Olglim tipta ciger kanserlerinde habis hiicrelerin belirlenmesinde
kullanilir, (Su ve Qiu 2008). p -adik ¢ -0lciim yardimiyla diger bilim dallarindaki
uygulamalar1 arastirilabilir.

p -adik ¢ -Olciimii yardimiyla Bernstein polinomlar1 ve ¢ -Bernstein polinomlari
tanimlanabilir mi? Sorusu tizerinde ¢alisilabilir.
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