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ÖZET 

BULANIK ÖLCUM TEORİSİ ÜZERİNDE TANIMLI OLAN BAZI 

BULANIK İNTEGRALLER 

ULU£AY, Vakkas 

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Böliimii 

Tez Yöneticisi: Yrd. D09. Dr. Mehmet §AHİN 

Temmuz 2010, 64 sayfa 

Bu tezde bulanık ölfjiim iizerinde tanımh olan bazı bulanık integraller 

incelenmi§tir. 

İlk böliimde bu 9ah§ma ile ilgili ön bilgiler sunulmu§tur. İkinci böliimde 

kiime sınıflannın cebirsel yapılan iizerinde durulmu§tur. U9iincii böliimde klasik 

6l9iim ve bulanık 6l9iimlerle ilgili temel tanım ve teoremler incelenmi§tir. Dördiincii 

böliimde integral ve bulanık integrallerle ilgili temel tanım ve teoremlere, be§inci 

böliimde 6l9iim ve integrallerle ilgili temel tanım ve önermelere yer verilmi§tir. 

Son böliimde 6l9iim iizerinde tanımh bazı bulanık integrallerin tanımlan ve 

özellikleri incelenmi§tir. 

Anahtar Kelimeler: Öl9iim, Bulanık Öl9iim, İntegral, Bulanık İntegral 
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ABSTRACT 

SOME FUZZY INTEGRALS THAT DEFINED ON THE FUZZY MEASURE 

THEORY 

ULUÇAY, Vakkas 

M. Sc. Thesis, Math Department 

Adviser: Assistant Professor Doctor Mehmet ŞAHİN 

July 2010, 64 Pages 

In this thesis some fuzzy integrals that defined on the fuzzy measure are 

studied. 

The first section the preliminaries that are required in this thesis are 

presented. The second section focuses on the algebraic structures of classes of sets. 

In the third section the basic definitions and theorems related to classical 

measurement and fuzzy measures are studied. In the fourth section definitions and 

theorems about the integral and fuzzy integrals are included in. In the fifth section 

the concepts of measure and integration are studied. 

In the last section definitions about some fuzzy integrals that defined on the 

fuzzy measure and their properties are studied. 

Key Words: Measure, Fuzzy Measure, Integral, Fuzzy Integral. 

ii 



TE§EKKÜR 

Bu çah§ma siiresince gösterdiği yol ve yöntemlerle desteğini esirgemeyen 

Sayın Hocam Yrd. Doç. Dr. Mehmet §AHİN ve sabırlanyla destek olan kıymetli 

aileme, maddi manevi desteklerinden dolayı te§ekkiir ederim... 

iii 



iCINDEKİLER 

ABSTRACT ii 

TE§EKKÜRLER iii 

iCINDEKİLER iv 

SEMBOLLER DİZİNi vi 

§EKİLLER LİSTESI vii 

1.BÖLÜM: GİRi§ 1 

2.BÖLÜM: KÜME BİLGİLERi 3 

2.1.Kiime Sınıflan 3 

2.2.Bulamk Kiimeler 9 

2.3.Bulamk Kiime Kavramı 10 

3. BÖLÜM: ÖLCUM 16 

3.1.Klasik Öl9iim 16 

3.2.Bulamk Ölfjiim Metodlan 18 

3.3.Bulamk Ölfjiim 18 

4. BÖLÜM: İNTEGRALLER 21 

4.1.Belirsiz İntegral Kavramı 21 

4.2.Riemann Toplamı ve Belirli İntegralin Tanımı 22 

4.3.Bulanık İntegraller 24 

4.4.Bulanık integralin Özellikleri 31 

iv 



4.5.Bulamk İntegralle Tammlanan Bulanık Ölciimler 41 

5. BÖLÜM: ÖLCUM ve İNTEGRAL 46 

5.1.Kiime Fonksiyonlan 46 

5.2.Ölciimler 47 

5.3.İntegral 51 

6BÖLÜM:ÖLCUM ÜZERJNDE TANTMLI OLAN BAZI İNTEGRALLER 55 

6.1.Choquet İntegral 55 

6.2.Sipos İntegral 57 

6.3.Sugeno integral 59 

7. BÖLÜM: SONUÇLAR 61 

KAYNAKLAR 62 

v 



SEMBOLLER DİZİNİ 

f°g f ve g fonksiyonlannın bilesjtesi 

EAF E ve F kiimelerinin simetrik farkı 

fl kiime fonksiyonu 

Y A A nın karakteristik fonksiyonu 

(s}\fdfi fl ye göre X de f nin sipos integrali 

(p / </// fl ye göre X de f nin bulanık (Sugeno) integrali 

(p fdu ii ve göre A da f nin bulanık (Sugeno) integrali 

(C)f fdu fl ye göre 4̂ da f nin Choguet integrali 
i A 

vi 



§EKİLLER LİSTESİ sayfa 

§ekil (4.3.1) Özel durumlar altında bulanık integrallerin geometrik yorumu 25 

§ekil (4.4.2.) Örnek 4.4.2.nin grafiği 34 

§ekil (5.2.1) X iizerindeki olasihk 6l9iimler ailesi noktasal 6l9iimler ve 

ölfjumdiirler 48 

§ekil(5.3.1) / n i n grafiği 51 

vii 



1. BÖLÜM 

GENEL BİLGİLER 

GİRI§ 

Ölfjiim kavramı ilk olarak diizlemde bir doğru par9asınm uzunluğunu 

hesaplamakla ba§lamı§tır. Daha sonra bir dikdörtgenin alanı ölglildü. Bundan sonra 

dikdörtgenlenebilen diizlemsel bölgelerin alanlannı bulma problemi ortaya atıldı. Bu 

problemle birlikte ölfjiim kavramı ortaya gıktı. 

A.L.Cauchy (1789-1857); integrali bir limitin toplamı olarak tanımlayan ilk 

matematikfji oldu. Daha sonra Riemann (1826-1865) Cauchy'nin 9ah§malannı 

siirdiirdii. Harnock (1883); trigonometrik seri teorisinde fonksiyonlar sınırsız 

olduğunda böyle fonksiyonlann integrallerini toplayarak bulmaya 9ah§mı§tır. 

G.Peano (1858-1932) ve C.Jordan (1838-1922) integralleme iizerine 9ah§tılar. 

Bununla birlikte G.Cantor (1845-1918) integralle 6l9iim arasındaki bağlantıyı 

sezinlemi§tir. H.Lebesgue (1875-1941); integrate' Longuer Aire 1902 de 

yayınlanmıs. tezinde integralin yeni teorisini ke§fetmi§tir. Adına has integrali, yine 

adına has, Lebesgue ö^iimiine bağh olarak, Riemann integralinin geni§letilmi§ 

olarak tammladı, sayısız örneklerle bunu ispat etti. 

integral teorisine önemli bir katkı, W.H. Young (1863-1942) tarafından 

yapılmı§tır. Bu iinlii matematik9i Lebesgue integral teorisini modernize etmi§tir. 

F.Riesz (1880-1956), A.Denjoy (1884), J.Radon (1887-1956) ve daha bh"9ok 

matematik9i Lebesgue integral teorisini geli§tirmi§lerdir. 

1930'lann ba§lannda Polonyah mantık9ı Jan Lukasiewicz ilk U9 değerli 

mantık sistemini geli§tirdi. 1930'larda kuantum filozofu Max Black, siirekli değerlere 

sahip mantigı, eleman diizeyinde kiimelere uyguladı. Black, bulamk-kiime iiyelik 

fonksiyonlanndan bahseden ilk ki§i oldu. 
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Bulanık kiime kavramı ilk olarak L.A Zadeh tarafından 1965 yihnda "Fuzzy 

Sets" adh çah§masıyla birlikte ortaya atılmı§tır. Bu 9ah§mayla birlikte "Fuzzy" 

kelimesini teknik terimlere dâhil etti. Aynca bu çah§ma ile bilinen kiime teorisi de 

geni§letilmi§tir [33]. 

Bulanık mantigın uygulama alanlan 90k geni§tir. Sağladigı en biiyiik fayda 

ise “insana özgii tecriibe ile öğrenme” olayimn kolayca modellenebilmesi ve belirsiz 

kavramlann bile matematiksel olarak ifade edilmesine olanak tanımasıdır. Bu §ekilde 

zor ve kan§ik Aristo mantigı yerine son 40 -45 yıldır geli§tirilen bulanık mantık ile 

90k karmasjk sorunlann 90k basit §ekilde 96ziilebileceğini gösterdi [6]. 

Bulamkhk, rastgelelikle aynı §ey midir? Hayır, kısaca bulamkhk olaydaki 

belirsizliği ifade eder. Bir olayın olup-olmadigını değil hangi dereceye kadar 

olduğunu 6l9er. Rastgelelik, olayın olu§umundaki kesin olmayı§hgı ifade eder. Bir 

olayın olmadigı rastgeledir, yani olay olabilir de olmayabilir de. Hangi dereceye 

kadar olduğu ise bulamkhktır. Bulanık genel olarak "gereklilik" olmasına rağmen, 

rastgelelik “tahminsefdir [22]. 

Toplamsalhk özelliği etkili ve uygun olabilir ancak 90k keskindir ve esnek 

değildir. i§te bu noktada 6l9iimiin toplamsalhk özelliği daha zayıf bir §art olan 

monotonlukla yer deği§tirmi§tir. Toplamsalhk özelliği göstermemesi bulanık 

6l9iimlerin ana karakteristiğidir. Bu yiizden bazı kaynaklarda toplamsal olmayan 

6l9iim diye de isimlendirilir. "Bulanık integral" terimi ise bulanık 6l9iimlerin sonucu 

ile elde edilen integraller ifin kullamlan genel bir terimdir. Chouget İntegral, Sipos 

İntegral, Sugeno integral vb, bulanık integral bi9imleri mevcuttur [10]. 
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2.BÖLÜM 

KÜME BİLGİLERİ 

Öleum kavramı bir kiime fonksiyonu olduğundan dolayı kiimelerin cebirsel 

yapılan önemlidir. Bu böliimde iizerinde 6lciim kuramının tammlanacağı kiime 

sınıflan ve bu kiime simflarının iirettikleri halkalar, cebirler ile bulanık kiimeler ve 

bulanık kiimeler iizerindeki cebirsel yapılar ile ilgili temel tanım ve teoremler 

verilerek, incelenmi§tir. Bu böliimde kiime sınıflan ile ilgili kısım [9,14,20,30] 

bulanık kiimelerle ilgili kısım Zadeh’in [33] çalı§masından derlenmi§tir. 

2.1. Kiime Sınıflan 

Tanım 2.1.1. Xkiimesinin tiim alt kiimeleri sınıfına kuvvet kümesi denir ve P(X\ 

ile gösterilir. P(X\ in alt kiimelerine simf denir. 

Tanım 2.1.2. A§ağıdaki §artlan sağlayan bos. kiimeden farkh biri? sınıfına halka 

denir. 

vHi,r GK j Ci\Jr GK ve Ci—r GK 

Önerme 2.1.1. Bo§ kiime her halkamn elemamdır. 

Teorem 2.1.1. Her halka birle§im, kesi§im ve simetrik fark i§lemleri altında kapahdır 

ve tersine arakesit ve simetrik fark i§lemleri altında kapah olan bo§ olmayan bir 

kiime sınıfı bir halkadır. 

İspat: 

P i p / E* c\i i( T7 T?\ -usi IT ^ 1 7 ( T71 ■ T?\ I F A 17 ̂  
CJ/ST = ICi — r \\J\r —&) ve CiC\r =1 i l \ J r j — lH/Sr I 

bu §ekilde birinci sonuç bulunur. Şimdi tersine 

E*. .17 / IT A 17 \ A I 1 7 ^ 17 \ -usi 17 17 I17\J7\ ^ 17 

olup ispat tamamlanmı§ olur. ■ 
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Teorem 2.1.2. Kesi§im, fark ve aynk kiimelerin birle§imleri altında kapalı olan bos. 

olmayan her kiime sınıfı bir halkadır. 

ispat: Teorem 2. 1. 1 ve a§ağıdaki e§itlikten sonuç bulunur. 

EilSr = Ci — \E, C\r \ \KJ\ r — \Ei H r I 

Örnek 2.1.1. Xkiimesinin sonlu biitiin alt kiimelerinin sınıfı bir halkadır. 

Tanım 2.1.3. A§ağıdaki §artlan sağlayan bo§ kiimeden farkh bir R sınıfına cebir 

denir. 

I. VEI,E GK j Ci\Jr GK 

ii V / J 7 / - JP - T7 r- JO 
II. VE G K , Ei GK 

Teorem 2.1.3. Cebir, X kiimesini içeren bir halkadır ve tersine X kiimesini içeren 

bir halka, cebirdir. 

ispat: R bir cebir olsun. 

¥-» ¥-» rr rr I T-» rr \ 

E— r = EC\r =\hi^Jr I 

ve EGRise 

V E*. . E* r- JO 
A. = Hi KJhi GK 

o halde teoremin birinci kısmı tamamlanmı§ olur. Tersine R, X kiimesini içeren bir 

halka ise Vis e R için 

E* V E* r- JO 
E = A. —Ei GK 

olduğundan teoremin ikinci kısmı da gösterilmis. olup ispat tamamlamr. ■ 

Örnek 2.1.2. Biitiin sonlu kiimeler ve onlann tiimleyenlerinin sınıfı bir cebirdir. 

Tanım 2.1.4. q> bo§ olmayan bir simf a§ağıdaki §artlan sağhyorsa q> kiime sınıfına 

yarı halka denir. 

/. VEi,r Gq> ; kiC\b Gq> 
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u. vEczr e(p ; / = 1,2,3,...,n igin 
E = C0 c= Cj c= C2 c=... c= Cn = F 

olacak bi9imde q> nin i9inde sonlu bir {C0,C1,C2,...,C#I} kiime sınıfı vardır. Her 

halka yan halkadır ve bos. kiime her yan halkanın bir elemanıdır. 

Örnek 2.1.3. X kiimesinin tek elemanh tiim alt kiimelerini ve bo§ kiimeyi i9eren 

kiime sınıfı bir yan halkadır. 

Tanım 2.1.5. F bo§ olmayan bir kiime sınıfı a§ağıdaki §artlan sağhyorsa F kiime 

simfına a - halka denir. 

/. VE,FGF ; E-FGF 
oo 

ii. V ^ - G F ; / = 1,2,3,..., \jEtG¥ 
i=l 

Bir a - halka sayılabilir birle§im altında kapah olan bir halkadır. 

Önerme 2.1.2. Bir a - halka sayılabilir arakesit altında kapahdır. Bundan dolayı F 

bir a - halka ve {En\ G F bir kiime dizisi ise; 

limsupis_ G F ve liminl E e F 
#I #i 

olur. 

Örnek 2.1.4. Tiim sayılabilir kiimelerin sınıfı bir a - halkadır. 

Tanım 2.1.6. X kiimesini i9eren bir a - halkaya a - cebiri denir. 

Örnek 2.1.5. Tiim sayılabilir kiimeler ve onlann tiimleyenlerinin sınıfı bir a -

cebirdir 

Önerme 2.1.3. F bir a - halka ise WVJ{E:EGW\ bir a - cebirdir. 

Tanım 2.1.7. Bo§ olmayan ve her {En\(zM monoton kiime dizisi ifin eğer 

lim£'#I GM ise M kiime smıfma monoton smif denir. 
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dnerme 2.1.4. Bir a - halka bir monoton simftır. 

dnerme 2.1.5. Bir halka aynı zamanda bir monoton sınıf ise bu bir <r-halkadır. 

Tanım 2.1.8. F_ bos. olmayan bir sınıf ve T keyfi indeks kiimesi olmak iizere 

\Lt: t G 11 cz F_ 19m 

( l i s ^eF ve O i ^ e F 

ise F simfına düzenli sınıfı denir. 

Önerme 2.1.6. Düzenli sınıf bir monoton simftır. 

Örnek 2.1.6. X = [0,l]kapah birim arahk olsun. ae[0 , l ] olmak iizere 

[0,a) yada [0,a] bi^mindeki tiim kiimelerin sınıfı diizenli bir simftır. 

Önerme 2.1.7. E sabit bir kiime olsun. q> bir a - halka ise (sırasıyla halka, yan 

halka, monoton sınıf, diizenli sınıfı) q>r\Ede a - halkadır. 

Teorem 2.1.4. q> bir kiime sınıfı olsun. q> simfını kapsayan en kiiciik bir RQ 

halkası vardır. 

VR ve Rg^xp igin R z> q> => R z> Rg 

Rg, q> sınıfimn iirettiği halka olarak adlandinhr ve R((p) ile gösterilir. 

İspat: P(X), q> simfını i9eren bir halkadır. q> yi i9eren halkalann kesisjmi de yine 

q> yi i9eren bir halkadır. Bu Rg halkası ile gösterilir. Rg ın tekliği a§ikârdır. ■ 

Benzer §ekilde q> nin iirettiği a - halka, monoton sınıf ve diizenli sınıf i9in 

tanımlanıp sırasıyla F(#>), M{p), ^ (#>) ile gösterilebilir. 

Örnek 2.1.8. X sonsuz bir kiime olsun. q> biitiin tek elemanh kiimelerin sınıfı ise 

R(^>) biitiin sonlu kiimelerin ve F((p) biitiin sayılabilir kiimelerin simfıdır. 
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Örnek 2.1.9. X reel doğru olsun. q> turn açık arahklann sınıfı ise M{m\ turn açık 

arahklann sınıfı ve F„{(p)= P{X) dir. 

Önerme 2.1.8. ^cz^>2 ise K(^)czK(^>2) dir. Burada K yerine R, M, F veya 

F den herhangi biri alınabilir. 

Teorem 2.1.5. q> bir yan halka olsun. R((p), q> deki biitiin kiimelerin sonlu, aynk 

birle§imlerinin sınıfıdır. 

Teorem 2.1.6. W((p) = F (R((p)). 

ispat: ilk olarak q>czR(q>\ olduğundan Önerme 2. 1. 8 e göre; 

F ( p ) c F ( * ( p ) ) 

ikinci olarak F((p) Z> q> ve F((p) bir halka olduğundan 

F(p) =>*(?) 

olur. 

Aynca F((p) bir a- halka olduğundan, 

F(<p)^F(R(<p)) 

olur. Böylece 

¥((p) = F (R(tp)) 

bulunur. ■ 

Örnek 2.1.10. X reel doğru ve q> de Örnek 2.1.3 deki yan halka olsun. Bu durumda 

¥((p) ye Borel cebiri denir ve " B" ile gösterilir. B deki kiimeler Borel kiimesi 

olarak adlandinhr. B aym zamanda sırasıyla tiim acik arahklann sınıfı, tiim kapah 

arahklann sınıfı, tiim soldan açık sağdan kapah arahklann sınıfı, biitiin soldan kapah 

sağdan açık arahklann sınıfı veya tiim arahklann sınıfı tarafından iiretilen bir a-

halkadır. 
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Teorem 2.1.7. q> bir kiime sınıfı ise, 

„(0>) = ,!l \ \E,:E,e.q> St ve i keyfi indeks kiimelen> 

olur. 

ispat: Esjtliğin sağ tarafını V ile gösterelim. 

i. St ve T tek elemanh olabileceklerinden V z> q> 

ii. Bilesjte i§leminin birle§me özelliğinden V, bilesjte i§lemine göre kapahdır. 

Hi. q> deki kesi§im ve birlesjm i§leminin yer deği§tirebilmesinden ve kesi§imin 

birle§me özelliğinden V, kesisjm i§lemine göre kapahdır. 

Bu yiizden V, q> yi içeren bir diizenli sınıftır ve KDF(#>). 

Tersine q> yi içeren her diizenli sınıf V i de kapsar buradan F {p) z> V . 

Sonuç olarak 

Fp(<p) = V 

bulunur. ■ 

Teorem 2.1.8. q> herhangi bir sınıf ve A herhangi bir kiime ise, 

F(<p)r^A = W(<pr^A) 

dır. 

Benzer §ekilde halka, monoton sınıf ve diizenli sınıf içinde aynı ifade geçerlidir. 

ispat: /". W(q>\r\A bir a -halkadır ve q>r\A yı kapsar, bu yiizden 

F(<p)r^A^>W(<pr^A) 

olur. 
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ii. V = [E:Er\A^L¥[q)r\A), EGW(<P)\ olsun. V bir a -halka ve V^>q> olur. 

F D F ( ^ I ) olduğundan V £ e F ( ^ ) ifin 

Er^A^¥{(pr^A) 

olur. Buradan, 

W(<p)c^A<^W(<pc^A) 

bulunur. Sonu9 olarak 

F(<p)r^A = F(<pr^A) 

elde edilir. ■ 

Örnek 2.1.11.B reel doğru iizerinde bir borel cebiri olsun. l n [ 0 , l ] birim aralık 

iizerindeki borel cebiri olarak adlandinhr. Bu, [0,1] deki türn aralıklann sınıfı 

tarafından iiretilen a -halkadır. 

Teorem 2.1.9. Eğer R bir halka ise M(R) = F(R) olur. 

Sonu? 2.1.1. Bir halkayı kapsayan monoton sınıf, bu halkamn iirettiği a -halkayı da 

kapsar. 

2.2. Bulanık Kiimeler 

1965 yihna kadar matematikte, incelenen konulann (olaylann) daha önce 

saptanmıs. olan kurallara kesin olarak uyup uymadigı incelenmi§tir. Bu incelemeler 

de her zaman kendimize göre bir kesinlik aranmı§tır. Araç olarak, dii§iince 

sistemimizde, iki değerli mantık kullamlmı§tır. Örneğin bir önerme i9in, daha önce 

saptanan kurallara uyuyorsa doğru, uymuyorsa yanh§ denilmi§tir. Buna kar§in 

ya§adigımız evrende birçok olay vardır ki, bunlarla ilgili önermelerin doğru ya da 

yanh§ olduğunu ayırt etmek 90ğu kez bizi gii9 durumda bırakabilir. Ba§ka bir deyi§le 

bizi yamlgıya diisjirebilir. Örneğin elinizdeki elmanın bir pa^asim lsinn ve §u 

soruyu sorun;"elimdeki nedir?" yanıt "elma" olacaktır. Bir par9a daha aim ve yine 

aym soruyu sorun. Yamtınız belki yine "elma" olacaktır ama i9inizden bu yanıtı biraz 

daha a9mak ge9ecektir. Örneğin, "biraz yenmi§ bir elma" gibi. Isırmaya ve soruyu 
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sormaya devam edin. Öyle bir an gelecektir ki, elinizde tuttuğunuz, her neye 

benziyor ise, artık sadece "elma" sözciigii ile a9ıklanamayacaktır. Yemeye devam 

edin. Sonunda elma yok olacak ve sorunun yanıtı da "hiçbir §ey" olacaktır. §imdi 

sorunuzu deği§tirin, "elma ne zaman elma olmaktan ciktı? ". Bu soruya bir yanıt 

bulamayacaksimz. Burada verilen örnek, bulanık mantigın mantigını anlatan 90k 

giizel bir örnektir. 

Soruda, "ne zaman" sözciigii, i9erisinde bir kesinlik ta§ımaktadır. Yani 

yanıtın "5.ısinktan sonra", ya da "elma yemeye ba§ladıktan 5 dk. sonra" gibi, kesin 

bir §ekilde ifade beklenmektedir. 

Bulanık mantık, " elmadan, elma değile ge9i§i" bir derece meselesi olarak 

algılar, klasik mantık(Aristo mantigı) ise, kesin bir an ister [3]. 

Bu gözlemler ve 9e§itli ara§tırmacılar, iki değerli mantiga dayanan bugiinkii 

matematiğin kesinlik göstermeyen bir9ok olaylan tarn olarak a9ıklayamayacağı 

diisjincesini doğurmu§tur. Bu durumu ilk kez 1965 yihnda Zadeh yayınladigı "Fuzzy 

Sets" [33] , adh makalesiyle ortaya koydu ve bulanık kiime (Fuzzy set) kavramını 

tanitti. Zadeh daha sonra bulanık kiimelerle ilgili bir9ok 9ah§ma yaptı [34-36]. 

2.3. Bulanık Küme Kavramı 

SJmdiye kadar, bir kiimenin belirtilmesini bu kiimenin iyi tanımlanmıs. olması 

ko§uluna bağladık. Ba§ka bir deyi§le, A kiimesinin tanımh olması ifin evrensel 

kiimeden se9tiğimiz bir x elemanı A kiimesinin elemanı mıdır? Sorusuna kesinlikle 

evet ya da hayır dememiz gerekirdi. Bunu X^0 bir kiime olmak iizere, A 

kiimesinin 

. . \\ XGA 
VxeX icin uA[x) = < 

\\J Ji ft -/I 

ile tanımh fiA :X —>{0,l} iiyelik fonksiyonu ile ifade ediyorduk [17]. Zadeh'in [33] 

de ortaya koyduğu a§ağıdaki tanıma göre 0 < r < 1 olmak iizere XGX elemanı, A 

kiimesinin iiyelik derecesi r olan bir elemanı olmaktadır [21,24]. 

Tanım 2.3.1.X = {X:XGX\ kiimesi verilmi§ olsun. VXGX i§m fiA(x)G\0,\\ 

olmak iizere 
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MA:X^[0,1] 

kiimesine X in A bulanık kümesi denir. u. fonksiyonuna A bulanık kiimesinin 
»A 

iiyelik fonksiyonu, fiA (x) değerine JC n iiyelik derecesi (ya da değeri) ve fiA (x) 

kiimesine de A bulanık kiimesine ait elemanlann iiyelik derecelerinin kiimesi denir 

[33]. 

0 ve 1 sayılan [0,1] araligimn elemanlan olduğundan her kiimeyi bir bulanık kiime 

olarak diisjinebiliriz. 

Eğer; 

sup/^(x) = l 
XEX 

ise bulanık kiimeye normal denir [18,19,32]. 

Tanım 2.3.2. Eğer he rXGX için fiA(x)<fiB(x) ise A<^B denir. 

Tanım 2.3.3. Bulanık kiimelerde birlesjne i§lemi AKJB, "v" verilen bulanık 

kiimelerin en biiyiik i§lemi olmak iizere a§ağıdaki biçimde tammlanır; 

VAVB{X) = VA{x)v VB{X) V x e X 

Tanım 2.3.4. Bulanık kiimelerde kesisjm i§lemi, Ar\B,”A” verilen bulanık 

kiimelerin en kiiciik i§lemi olmak iizere a§ağıdaki biçimde tammlanır; 

Benzer biçimde eğer U : / e r } bulanık kiimelerinin bir sınıfı ise 

KJ^A, ve r\^ A bulanık kiimeleri de aym iiyelik fonksiyonlan kullamlarak; 

sup//> (x) ve inf u. (x) 

ile bulunur [37]. 

Tanım 2.3.5. A bir bulanık kiime olsun. A nın tiimleyeni A, a§ağıdaki gibi 

tammlanır; 
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^W=1-^W VXGX 

Teorem 2.3.1. Bulanık kiimelerde birle§im, kesi§im ve tiimleyen i§lemleri a§ağıdaki 

özelliklere sahiptir [4,38] ; 

Tek kuwet A\ i A — A 
A v> A — A 

Ar\ A— A 

Deği§me AKJB = BKJA 

Ar\B = Br\A 

Tiimleme A — A 
fl — y l 

Yutma AKJ{AC^B) = A 

An(AvB) = A 

Evrensel ve bo§ kiimede yutma AKJX = X 

Ar^0 = 0 

Özde§lik Ar^X = A 

Av0 = A 

Birle§me AKJ{BKJC) = {AKJB)KJC 

Ar^(Br^C) = (Ar^B)r^C 
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Dağılma 
\teT ) feT 

Wri4 =n(4^) 
vter / <GT 

De Morgan kuralı I j 4 = f}4 

fri4 l=ii4 

Klasik kiimelerde farkh olarak; 

"AKJA \ I "X \ ) 

V. -. (x) *■ Voi (x) 
"Ac\A \ I "fo V, ) 

olabilir. 

Örnek 2.3.1. X={a,b} ve A, B bulanık kiimelerin iiyelik fonksiyonlan ifin bulanık 

kiime i§lemleri a§ağıdaki gibi olur; 

, . [0,3 x = a 
r~A\ j I ft Q >■ — A U. o X — O 

[0,9 x = a 
1 x = b 

[0,9 x = a 
1 x = b 

( \_J0'3 x = a 
U. o X — O 
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. v [0,7 x = a 
0 . 2 X = D 

. v [0,1 x = a 
a W 0 JC = A 

, » [0,7 x = a 
PAJAK ) | j x = b 

. . [0,3 x = a 
MAr^y ' 1 0 x = b 

*V0(x) 

Tanım 2.3.6. Ae.V{x) olsun. jjc://^(JC)>0} klasik kiimesi A nın desteği olarak 

isimlendirilir ve sup A ile gösterilir. 

Tanım 2.3.7. AGV(X) olsun. Vare[0,l] ifin 

\x: u. (x) > a] ve \x: uA (x) > a) 

klasik kiimelerine a - kesim ve siiclü a - kesim kiimeleri denir ve sırasıyla A , A + 

ile gösterilir [5]. 

Tanım 2.3.8. X = (-oo,oo) olsun. Eğer Vare(0,l] için Aabiv sonlu kapalı aralık ise 

AGV(X) bulanık kiimesine bulamk sayı denir. Eğer A bulanık kiimesinin iiyelik 

fonksiyonu a,b^R ve Z»>0olmakiizere; 
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MA(X) 

0 ,x<a — b veya x>a + b 
{x — a + b)lb ,a — b<x<a 
{a + b — x)lb ,a<x<a + b 

1 ,x = a 

ise A ya uggensel bulamk sayı denir [7]. 

Her iicgensel bulamk sayı bir bulamk sayı, her reel sayı özel bir iicgensel bulamk 

sayı ve buradan her reel sayı aynı zamanda bulamk sayıdır. 

Tanım 2.3.9. X = (-oo,oo) olsun. Eğer VJI^,JI^,XJ GX için xl <x2<x3 

ise A G V(x) bulamk kiimesine konveks denir [4]. 

Teorem 2.3.2. Her bulamk sayı (-oo,oo) un konveks bulamk alt kiimesidir ve 

bunlann iiyelik fonksiyonlan iistten yan siireklidir. 

Tanım 2.3.10. A, B bulamk sayılar olsun. Bu durumda A+B, A—B, AB, AlB 

a§ağıdaki gibi tanımlanır; 

t*A+B (z) = sup [uA (X)*VB (y)] 
x+y=z 

VA-B (*) = sup \_/iA (x)AfiB (y)] 

x—y=z 

t*A.B (z) = SUp [flA (x) A flB (y)] 
x.y=z 

PA/(Z)= sup [vA(x)*t*B(y)] 
—=z,y#0 
y 
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3.BÖLÜM 

ÖL£UM 

Bu böliimde klasik anlamdaki 6lciim kavramı ve bulanık ölciimlerle ilgili 

genel tanım ve teoremler verilmi§tir. 

3.1.Klasik Öl^iim 

Klasik anlamdaki ölciimler toplamsal ölciimler olarak da adlandinhrlar. 

Klasik ölciimlerle ilgili olarak genel tanım ve teoremler [2], [13], [20] 

kaynaklanndan derlenmi§tir. 

Tanım 3.1.1. if, X kiimesinin alt kiimelerinden olu§an bir cebir ve// , "if cebirinde 

geni§letilmi§ reel değerli fonksiyon olsun. A§ağıdaki §artlan sağhyorsa p ye ölçüm 

denir. 

i.fi(0) = O 

00 

Hi. yAn G & iki§er iki§er aynk kiime dizisi ve M^i e & igin 

( 00 A 00 

I \A. \ = ^ U(A\ (sayılabilir toplamsalhk özelliği) 
n=l J n=\ 

eğer 

(k \ k 

\n=\ J n=\ 

alimrsa sonlu toplamsallık özelliği denir. 

Önerme 3.1.1. / / , if cebiri iizerinde bir 6lciim olsun. 
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i. AczB, AG ^ , 5 G %, icin fi(A)<fi(B\ 

00 

ii. Eger y^e ^ , l<n<oo ve \\An icin 

00 A 00 

u\ I \A. <y^//(yl.)(savilabilir toplamsalhk özelliei). 

İspat: 

i . B = AKJ(B—A\; buradan A^ =A , A^ =B—A vew>2 i$in An = 0 ise // nin 

sayılabilir toplamsalhgından; 

^( Je) = //(y4)+//(5-y4) ve fi(B)>fi(A) 

olur. 

n—1 

ii.n>l ve Al=Bl Bn=An—\\Ai olsun. Vw için; 

Bn G & , Bn a A^ ve Bn ler iki§er iki§er aynk kiimeler ise 
ao ao 

n=l n= 

buradan 

oo \ ao 

\n=l / \n=l J n=l n=l 

Önerme 3.1.2. / / , & cebiri iizerinde bir ölfiim olsun. 

ao 

i. Eğer A^ cz ^ ^ , .4, e ^ , 1 < w< oo M ^ , G ^ ise 
11=1 

p \\Jjl. = l im/ i ( i i ) 

II. Eğer y^ 3 ^ H . 1 AnG ^ , ise; 1<AI<QO / / ( ^ ) < Q O , f l ^ e if ise 

■ 
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f \ 
\ ' ' I n-yn v ' 
\n=\ J 

Aynca, /".) den sonlu toplamsal p i9in sayılabilir toplamsalhk bulunur. 

3.2. Bulanık Ölçüm Metotları 

Bulanık 6l9iimlerde iiyelik fonksiyonlanndan ziyade giiven, olasıhk ve 

benzerlik dereceleri önem ta§ir. Bu derece bir evrensel kiimedeki aitliği belli 

olmayan bir elemanın, evrensel kiimesinin bir alt kiimesine olan aitliğinin 

derecesidir. Bu böliimde klasik kiimeler iizerindeki bulanık 6l9iimler yiizeysel olarak 

incelenmi§tir ve bulanık 6l9iimlerle ilgili ge§itli tanım ve teoremler verilmi§tir. 

Bulanık 6l9iim diisjincesi ilk olarak Sugeno [27,28] tarafından tasarlanmı§tır. 

3.3. Bulanık Ölçüm 

X ^ 0 bir kiime, if , X 'in alt kiimelerinin bo§tan farkh bir sınıfı ve 

m: if —>[0,ool negatif olmayan, if iizerinde tanımh geni§letilmi§ reel değerli bir 

kiime fonksiyonu olsun. Bu durumda; 

supjjc: x G [0,oo]| = 0 

inf \ x: x e f 0, am = 1 
I G 0 l L J) 

^\Ai =0 (burada j^.} bir reel sayı dizisidir.) olarak alalım. [29,30]. 
1 6 0 

Tanım 3.3.1. m: if —»[0,oolbir fonksiyon olsun. A§ağıdaki §artlan sağlayan bu m 

fonksiyonuna bulanık ölgum denir. [25] 

/. JW(0) = O , 0 £ ^ ifin 

ii. AG if 5 e ^ AczB igin m(A\<m(B\ (monotonluk §artı) 

m.^nsN \Anfd if 
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4 cz A^ cz..., \ \ \ G ^ i9in 

limy«(J4I) = y« I \An (iistten siirekli) 

00 

n=\ 

Mmm(A^) = m\ O^i. (alttan siirekli) 
\n=\ J 

Tanım 3.2.2. Eğer (X, if ) iizerinde Tanım 3.3.1. deki (i), (ii) ve (iii) ko§ullan 

sağlanıyorsa m' ye iistten yarı siirekli bulanık ölgiim; (i), (ii) ve (iv) ko§ullan 

sağlanıyorsa m'ye alttan yarı siirekli bulanık ölgum; kısaca her ikisine birden yarı 

siirekli bulanık ölgiim denir. 

Bundan ba§ka l e if , m(x) = l ise mbulanık 6lciim veya yarı siirekli 

bulanık ölciim normaldir denir. 

Genellikle m niin tanımh olduğu if sınıfı olarak monoton sınıfı yarı halka, 

halka, cebir, <r-cebir, a -halka, diizenli sınıf veya kuvvet kiimesi göz öniine 

ahnabilir. Eğerm , (X,F) de bir bulanık 6lciim (veya yarı siirekli bulanık ölciim) ise 

(X,F,yw)ye bir bulanık ölgiim uzayı( veya yarı siirekli bulanık ölciim uzayı) denir. 

Bir yarı halka iizerindeki bulanık ölciimde, klasik ölciimdeki toplamsalhk 

yerine monotonluk, siireklilik ve bos. kiimede sıfır olma anlamına gelir. 

Bunun yanında bulanık ölciime toplamsal olmayan 6lciim de denir [31]. 

Örnek 3.3.1. ft, (X,F) iizerinde tanımh ve her £ e F için xQ, X kiimesinde sabit 

bir nokta olmak iizere 
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(17\ I 1 ' X»GE 

biçiminde tammlanan Dirac Ölciimii bir normal bulanık ölciimdiir. 

R, X kiimesinin alt kiimelerinden olu§an bir cebir ve fi, (R,X) iizerinde 

tanımh diizenli bir bulanık 6lciim (diizenli artan yan siirekli bulanık 6lciim veya 

diizenli azalan yan siirekli bulanık ölciim) olsun. Eğer v, (R,X) de bir kiime 

fonksiyonu ve 

v(E) = l-M(E) 

ise v diizgiin bulanık ölciime sırasıyla, diizenli artan yan siirekli veya diizenli azalan 

yan siirekli bulanık ölciim) diir. v ye p niin iki yönlü( dual) bulanık ölciimii 

denir[16,23,26]. 
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4.BÖLÜM 

İNTEGRAL 

Bu böliimde integral konusunun önce klasik integral, sonra bulanık integralle 

ilgili tanım ve teoremler verilmi§tir. Burada klasik integralle ilgili kısımlar [9,15] ve 

bulanık integralle ilgili kısım [11,12] çalı§malannda derlenmi§tir. 

4.1.Belirsiz İntegral Kavramı: 

Tiirev konusu i§lenirken §u sorunun cevabını ara§tırdık: y = f(x) 

fonksiyonunun tiirevi nedir? Bu soru kadar doğal olan bir ba§ka soru da §udur: 

y = f(x) fonksiyonu verildiğinde bu fonksiyonu tiirev kabul eden fonksiyon 

hangisidir? I§te bu sorunun cevabı bizi belirsiz integral kavramına götiiriir. 

Bunu bir örnekle açıklayahm: f(x) = 3x2 fonksiyonunu göz öniine alahm. 

Tiirevi f(x) = 3x2 olan bir fonksiyon Fn(x) = x3 dir. Ancak, 

F(x) = x3+l F(x) = x3+70 F(x) = x3+20m> 

fonksiyonlannın da her birinin tiirevi f(x) = 3x2 dir. Dolavisivla verilen v= fix) 

fonksiyonunu tiirev kabul eden birden fazla fonksiyonun olduğu göriiliir. Bu 

fonksiyonlan, c sabit olmak iizere; 

F t \ 3 
I X I = X + C ■ Jkr f Jkr I Ks 
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§eklinde belirtiriz. I§te bu F(x) = x3+c fonksiyonlanna f(x) = 3x2 fonksiyonunun 

ilkelleri veya belirsiz integrali adı verilir. Bu örnekten sonra a§ağıdaki tanımı 

verebiliriz. 

Tanım 4.1.1. y=f[x) fonksivonu venlsin. Eğer b ( JC)= / ( JC) lse r\x) + cye 

y = f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali denir ve 

f f(x)dx=F(x)+c 
J J \ / V / 

olarak yazihr. Burada c ye integral sabiti, / ( j t ) e integrand ve dx diferansiyelindeki 

JC e de integral değisjteni adı verilir. 

Yukandaki açıklamalar ve tammlar göz önline alınırsa verilen y = f(x) 

fonksiyonunun belirsiz integrali §u sorunun cevabı olur: Hangi fonksiyonun tiirevi 

y = f(x) dir? 

4.2. Riemann Toplamı ve Belirli İntegralin Tanımı 

§imdi de [a,b] kapalı arahgında tammlanan sınırh bir f fonksiyonunu göz 

önline alahm. [a,b] arahgının böltinttisti P= { x0,xl, ... ,xn} olsun. Aynca, 

x < z ^ x x < z < x x ^ z ^ x 

olmak lizere zx, z2, ... , zn noktalannı göz önline alahm. Fonksiyonun bu 

noktalardaki değeri / (z t), f(z2), ... ,f(zn) olmak lizere 

n 

ftzJAx, + f(z2)Ax2 +....+f(zn)Axn = 2 / ( ^ ) ^ . ^ 4 ^ . 1 ) 
i=l 

toplamını te§kil edelim. / fonksiyonu \a,b\ kapalı arahgında sınırh bir fonksiyon 

olduğundan her bir / (Z j ) , f(z2), ... ,f(zn) belirli bir reel sayıdır. Dolayısıyla 

(4.2.1) toplamı anlamh olur. Eğer / fonksiyonu [a, b\ kapalı arahgında sınırh 

olmazsa bir / için /(z,)—»°o olabilir. Bu durumda yukandaki toplam oo olur. Bu 

bizim için istenilen bir netice değildir. Onun için verilen arahkta fonksiyona 

yliklenilen sınırhhk §artı oldukça önemlidir. 
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Tanım 4.2.1. / , \a,b\ kapalı arahgında tanımh ve sınırh bir fonksiyon ve 

P{x0,xl,....,xn} bu arahgın bir böliintiisii olsun. Aynca, 

x < z ^ x x < z < x x ^ z ^ x 

olmak iizere zx, z2, ... , zn noktalannı göz önline alahm. Bu durumda, 

n 

B^iJ ,F) = j {zl)Axl + j (z2)Ar2 +....+/ {zn)Axn = 7/(z,.)Ar,. (4.2.2) 
i=l 

toplamına / fonksiyonunun [a, b\ kapalı arahgındaki Riemann toplamı denir. 

Zj,z2, ... ,zB noktalan deği§tiği zaman bazı fonksiyonlar için 

/(Zj),/(z2),....,/(zB)değerleri de deği§ebileceğinden (4.2.2) toplamı da deği§ebilir. 

(4.2.2) toplamimn / ^ ( / , P ) ile göstermemizin nedeni bu toplamın P böliintiisiine ve 

/ fonksiyonu ile bağh olarak deği§tiğini vurgulamaktadır. 

Tanım 4.2.2. / , [a, b\ kapalı arahgında tanımh ve sınırh bir fonksiyon ve 

P = {xQ,xl,....,xn\ bu arahgın bir bölüntüsli olsun. Aynca, 

x < z ^ x x ^ z ^ x x ^ z ^ x 

olmak iizere zl,z2,....,zn noktalannı göz önline alahm. Bu durumda 

n 

S = l imR(f,P)= lim y /Yz)Ar. (4.2.3) 
\\p\\->o M-»o 

limiti varsa / fonksiyonunun [a,A] kapalı arahgında (Riemann anlamında) belirli 
b 

integral! vardır denir ve \ f(x)dx ile gösterilir. Bu semboldeki “a” ya integalin alt 
a 

sınin, “b” ye de integralin list sınin adı verilir. 

Bu tanıma göre; 

b n 

\ f(x)dx = lim y f(z.)Ax. 
a r " «"=1 

23 



olur. Buradaki limitin zt noktalanna bağh olarak deği§meyeceğini vurgulayahm. 

Belirli integralin tanımı daha önce gördiigiimiiz belirsiz integral göz önline 

alındigında, bizi biraz §a§irtmaktadır. Belirli integral dediğimiz ashnda özel bir 

limittir. Belirli integrali göstermek ifin kullandigımız 

b 

\f(x)dx 
a 

sadece bir semboldiir. 

4.3.Bulanık İntegraller 

Bu böliimde X e F iken (X,F) ölglilebilir uzay, fi:¥—»[0,ool bulanık 

6l9iim ve F, (X,F) iizerinde tanımh negatif olmayan biitiin sonlu öl^ulebilir 

fonksiyonlann sınıfı olduğunu kabul edelim. Verilen herhangi bir / G F i9in, 

a e[0,ool iken 

F ={x\ f(x)>a\, F + = {x\ f(x)>a] 

yazalım. F ve F + kiimeleri sırasiyla bir a - kesim ve f nin bir giiclii a - kesimi 
a a J j a s 

olsun. 

Bu böliimde / fonksiyonunun değer kiimesini [0,oo) kabul ettiğimiz i9in, 

inf f(x) = oo 

elde ederiz. 

Tanım 4.3.1. AeF ve feF olsun. p ye göre A iizerinde / nin bulanık 

integrali 

(D fdu J J 
A 

ile gösterilir ve 

&fdu= sup [aAii(Ar^F„)] 
J r L ^ \ a > J 
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ile tanımlamr. A = X olduğunda bulanık integral 

(p fdu 

ile gösterilebilir. 

Literatiirde bazen bulanık integral sugeno integrali olarak da anihr. 

Bundan sonrası için (i>fd/j iken AGF ve f^F olduğunu göstersin. Eğer 
A 

X = (—co,co),F Borel cisim B, ft Lebesugue 6lciim ve f:X—»[0,oo) bir tek 

model siirekli fonksiyon ise Sfiifi nim geometrik anlamı f(x) eğrisi ve x-ekseni 

arasındaki en geni§ karenin kenar uzunluğudur.(§ekil 4.3.1) 

Ön teorem 4.3.1. 

(1) F ve F + her ikisi de aye gore artmaz ve a < B iken F + 3 F „dir. 
a a ° r a f t 

§ekil 4.3.1. Özel durumlar altında bulanık integrallerin geometrik yorumu 

(2) lim FB = lim F^ 
ft-ya~ P ft-ya~ P 

D f 

■ lim rn 
P-ya+ p 
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1" T"* 

l i m F 

İspat: 

( l)aciktır. 

(2)0nerme §u gerçeklere dayanmaktadır: 

P|{j | f(x) > /?} = P|{x | f(x) > J3} 
P<a p<a 

= {x\f(x)>a} 

3 { x | / ( * ) > « } 

= \J{x\f(x)>0} 
P>a 

P>a 
■ 

Teorem 4.3.1. F(f), f ile olu§turulan bir ^-cebiri, / ölciilebilir olacak §ekilde en 

kiiciik S - cebiri olduğunda 

I fdu= sup [aAii(Ar^F„)] 
flfe[0,ao) 

sup aAulAr^F + ) 
m iL V " 'A 

n c II m l 1 - —■ 

= sup a A / / U n F t ) 
flre[0,<x>)"- - 1 

sup inf f(x)s\u(Ar\E) 
E G F ( / ) 

sup I inf / (JC) I A fi(A c\ E) 

dir. 

İspat: (1) a = ao için F =F + = 0 oldueundan 
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ve 

f fdu= sup [aAii(Ar^F„)] 
*A ae[0,°o) 

sup a,Au\Ar\F A =sup as\u\Ar\FA 
m 1L V o / J , . iL V <* IA 

flrGfO.ool1- - 1 f®.00) 

olduğu açıktır. 

(2) sup \a Au(Ar^F„ n = sup \ aAulAr^F +)\ 
ae[0,°o) aEfO.oo)1- X ' - 1 

olduğunu ispatlayahm. Diğer taraftan Ön teorem 4.3.1 den ve p ’niin monotonluğu 

ile herhangi bir are[0,oo) için 

M(A^Fa)>M(Ar^Fa+) 

elde ederiz. Böylece 

sup [aAu(Ar\F„\\= sup \aAu\Ar\FA\ 
ae[0,°o) aEfO.oo)1- X ' - 1 

olur. Diğer taraftan, herhangi bir e>0 ve are(0,oo)için ar'e((ar—f)vO,ar] 

ahrsak 

or A u( A r\F„ ) < (a' + e) A U( A n f +) 

elde ederiz. Buradan: 

sup [ a A / / ( y 4 o i ^ ) ] = sup [ a A / / ( ^ n F a ) l 
flfG[0,oo) aE(0,oo) 

< sup \(a' + e)Au\Ar^F_,+) 
or a 0,00)"- - 1 

< sup a ' A / / M o F , + ) +£ 
rw'd A m i 1 — —' flf'efO.ao) 

: sup \ aAulAr^F +)\ + £ 
• r«T \ L V a /J 

a e[0,a>j"- -1 

elde ederiz. £ keyfi olarak sıfıra yakın olabileceğinde 
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sup [aAii(Ar^F„)]< sup laAulAr^F +)\ 
ore[0,<x>) aEfO.oo)1- X ' - 1 

elde ederiz. Dolayısıyla 

sup [aAii(Ar^F„)]= sup laAulAr^F +)\ 
ore[0,<x>) aEfO.oo)1- X ' - 1 

olur. Geriye 

f fdu= sup inf f(x)s\u(Ar\E)\ 
E G F ( / ) 

sup I inf / (JC) I A //(y4 o E) 

olduğunu ispatlamak kalır. 

ilk olarak herhangi bir arerO,ool için inf„=, f(x)>a olduğundan F„GF(f) 

olduğuna dikkat edersek, 

\as\u(Ar\F„X\< sup inf f(x)s\u(Ar\E)\ 
E G F ( / ) 

elde ederiz ve böylece 

f fdu= sup Tff A//fy4oF„)l 
J.4 r i L * a ' J aE[0,oo] 

< sup inf f(x)s\u(Ar\E)\ 
E<=F(f) 

olur. Sonra, / F -ölciilebilir olduğundan F(f}czFve böylece 

sup inf f(x)s\u(Ar\E) < sup (inf f(x)\Aii(Ar^E) 
E G F ( / ) 

olur. 

Son olarak herhanei bir E G F için eğer a ' = inf fix) ahrsak E GF. olur. 

Burada // niin monotonluğu ile 
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M(A^E)<fi(A^Fa,) 

olur ve bu yiizden herhangi bir EGF için, 

inf f(x) \Au(Ar^E)<a'Au(Ar^F„.) 

< sup [ a A / z ^ n i ^ ) ] 
aE[0,ao] 

= \fdfi 

olur. Sonuç olarak 

7 \ l r 
sup linf f(x)]Au(Ar^E) \< fdu 

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanmı§ olur. ■ 

Verilen herhangi bir (X,F,fi), fsFve AeF için bulanık integral hesaplamasını 

kolayla§tırmak için 

r = | a | a e [ 0 , o o ] , / / ( y 4 n F a ) > ( y 4 n i O herhangi bir /?> a \ 

yazanz. 

I /£/// = sup T« A//(y4nF„y| 

olduğunu göstermek kolaydır. 

Örnek 4.3.1. Herhangi bir EeF için, X = {a,Z>,c}, F = P(JC) olsun. 

p a§ağıdaki gibi tammlansın. 

"(EY 
\E\, E*{a,b] 

13, E = {a,b} 

ve 
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/ ( * )= 

3 , x = a ise 
2,5 , x=b ise 
2 , x = c ise 

olsun. O zaman 

(f£/t//I=[3A//({fl})]v[2,5A//({fl,A})]v(2A//(x)) 

= l v 2 , 5 v 2 

= 2,5 

dir. 

Örnek 4.3.2. X = [0,l], F X deki biitiin Borel kiimelerinin sınıfı m lebesgue 6lciim 

olmak üzere u — m , / (JC) = — olsun 

Fa={*:/(*)>«} = [2«,1] 

elde ederiz. 

r = |~0,^) olduğundan sadece as \0,)4) olduğunu du§unmemiz gerekir. Böylece 

<j>fdM= sup L « A / / ( F J J 
ae[°-K) 

[ 9 ~l 
arA(l-2a) 

e|u,y„, J ae[°-X) 

elde ederiz. 

Bu ifade de, ore fO,K) iken (l—2a) anm siirekli azalan fonksiyonudur. Buradan, 

en ku9iik list sınır a=(l — 2a) e§itliğinin cozümiinden biri olan noktada yani 

a = y. de kabul edilecektir. Sonuç olarak 

4 
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elde ederiz. 

4.4. Bulanık İntegrallerin Özellikleri 

A§ağıdaki teorem bulanık integrallerin temel özelliklerini vermektedir. 

Teorem 4.4.1. 

(1) Eğer fi{a) = 0 ise herhangi bir / GF için (p Afd = 0 dır. 

(2) Eğer (p . fd„ = 0 ise ulAr^ix: f(x)>0\) = 0 dır. 

(3) Eğer /T < /I ise (p . £</„ < (p . f,d„ dır. 

(4) X . A nın karakteristik fonksiyonu iken (p . /£/„ =(p . fX.d„ dır. 
J1 J .4./ /I j AJ A ft 

(5)Herhangi bir sabit ae[0,oo) için <b Aad = <ZA//(y4) dır. 

(6) Herhangi bir sabit a e [0,oo) için (p ^ ( / + a ) ^ , <̂P ^ ^ « +9 ^ ^ u dir. 

ispat: Sadece (2) ve (6) yi ispatlayacağız, diğerleri bulanık integrallerin tammından 

hemen elde edilebilirler. 

(2) nin ispatında olmayana ergi metodunu kullanacağız, 

u(Ar\ix: fix)>OJ) = c>0 

olduğunu varsayahm. 

Ar>{x:f(x)*)QSAr>{x:f(x)>o} 

olduğundan p niin alttan siirekliliğini kullanarak 

Kmu(Ac\ix:f(x)> V]\ = c 

elde ederiz. 
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Böylece, 

AAr^F, \ = fi\An\x:f{x)> V > -

olacak §ekilde n0 vardır. Sonuç olarak, 

J £e[0,<x>]L V / J AI0 2 

elde ederiz. Bu (p ^^/„ = 0 olu§u ile geli^ir. 

(6) için Teorem 4.4.1. den 

<M/+«K =SUPRP£ [f(x)+a]\Afi(Ar^E) 
' £ E F LAGS'- J J 

<sup inf[ f(xY\\Au(Ar^E) +\a/\u(Ac\E)\ 

<sup inf|V(*)l \/^u{Ar\E) +\a/\u{A\\ 

sup 
Ee.Fl 

[r inf r / ( j c ) l l A / / ( ^ o E) l + fa A / / ( ^ ) l 

^Af^+^A^M 

elde ederiz. ■ 

Sonuç Teorem 4.4.1. 

(7) Eğer A z> 5 ise (p ^^/„ > (p A./*/,, 

(8) (p ,( £ v f,)d„ >(p , /"</„ v(p . fi,d„ 
T ^V-'l ** 2 / ft j AJ i ft JT AJ £ ft 
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(9) (p A f, A f,)d„ >(p . fd„ A(D . fi,d„ 
T ^V-'l ■/ 2 / /I j AJ i ft j AJ 2 ft 

(10) (p > „/£/ ><l>.fd v(Dn/z/ 
J A\<Jo«/ /I jT AJ ft j Z»«/ /J 

(11) (D Ar&fdu - f , ( A A f j A 

dir. 

İspat: Özellik (7) Teorem 4.4.1. deki özellik (3) ve (4) den elde edilebilir. Özellik 

(8) ve (9), (3) den gelir. Özellik (10) ve (11), (7) den hemen göriilebilir. 

Özellik (1) - (4) (ve bu yiizden (7)-(ll)) klasik Lebesgue integrali özelliklerine 

benzemektedir, fakat (5) ve (6) klasik olanlardan bir dereceye kadar farkhdır. §unu 

da belirlemeliyiz ki genel de Bulanık integral, Lebesgue integralinin sahip olduğu 

bazı önemli özelliklere sahip değildir. Örneğin, Lebesgue integrali lineerlik 

özelliğine sahiptir. Yani, 

<$> A( f, + f>)d„ = (6 . fM„ +(fc . f,d„ 
J A\J1 • ' 2 / ft j AJ\ ft j AJ1, ft 

ve 

\qfil,=a\fil, 
A A 

diir. Fakat Bulanık integral lineerlik özelliğine sahip değildir. Bunu a§ağıdaki örnekte 

görebiliriz. ■ 

Örnek 4.4.1. X = [0,l], F, X (açıkçası Bo[0 , l l ) deki biitiin Borel kiimelerinin 

sınıfı ve u Lebesgue öleum olsun. Herhangi bir jceX ve a = — için f(x) = x 

alahm. O zaman 

1 SJ X x J 

ve 

flQ) fd„ =—<S)xd„ =—x 
J J P 9 J P 9 2 2 4 

33 



elde ederiz. Sonuç olarak 

j>afdp *aj>fdp 

elde ederiz.(§ekil 4.4.1.) 

f(x) = x 

2/3 1 x 

§ekil: 4.4.1. Örnek 4.4.1.nin grafiği 

Ön Teorem 4.4.1. AsF,a G[0 ,QO] ,^ GF ve f2^F olsun. A iizerinde 

\f\~fi\-a ise 

ffidp-^fidp <a 

elde ederiz. 

İspat: A iizerinde f^< f2+a olduğundan bulanık integralin (Teorem 4.4.1.) (3), (5) 

ve (6) özelliklerini kullanarak 

<fM,̂ <f(/2+«K 

< ffid/l+fad/l 
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< 

A 

elde ederiz. 

Benzer §ekilde Aiizerinde f2< fx+a dan 

elde ederiz. Sonuç olarak 

WfldM-yfldM 
A A 

<a 

elde ederiz. 

Ön Teorem 4.4.2. Herhangi bir flrG[0,oo] için 

j>fdM<avfi(Ar^Fa+)<fi(Ar^Fa) 

dır. 

ispat: Herhangi bir a e[0,ooliçin Teorem 4.4.1. ve Ön Teorem 4.4.1. i kullanarak, 

Q> A fd„ = sup \a AiilAr^F.+) v sup \ a AiilAr^F.+ ) \ 
J AJ P - r „ , L V a /J ■ r , L V a IA a<={0,a] 

< sup a v sup u\Ar\F .A 
a ElO.al a era.aol 

< arv u[Ar\F.+ 

elde ederiz. ■ 
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4.4.3.6n Teorem: Herhangi bir aG\0,ao) için (p/z/„=oo ancak ve ancak 
L / J J P 

A 

fii Ar\Fa ) = oo dur. 

ispat: <= (p fd„ = oo ise Ön Teorem 4.4.2 den 
A 

(A r- \ 

a v nyA r\Fa ) = oo 

olur. Böylece areTOjOo) ise, 

fi{Ar^Fa) = co 
dur. 

=> Tanım 4.3.1’ den hemen çıkar. ■ 

Ön Teorem 4.4.5. Herhangi bir a e[0,oo) için, 

(1) Herhangi bir fl<a<=fi(Ar^F„)>a için, 

(p fd„ >a<=> u[Ar\FR\>a 
A 

dır ; 

( A T"» 1 £ A ¥~* \ £ J I - * 1 

Ar\FR\<a^> u[Ar\F„)<a^>u[Ar\F + )<a 
PI *^ \ a / ^ \ a f 

olacak şekilde B <a vardır o ( b fd„ <a dır. 
A 

(2) (p fd,<a<=> u[Ar\F + )<a<=u(Ar^F„)<a ; 

J J M *^ \ a J *^ \ a J 
A 

f 
(3) (p fd„ = a <=> herhangi bir B <a için, 

#(y4 r\F„) > a > u( A r\F +) <= u( A r^F„) = a 
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dır. fi(A)<ao olduğunda 

(4) (p fd > a r o u.{Ar\F)>a 
A 

(5) &>fij.=aou(Ar\F„)>a>ii\Ar\F+] 
J J /» r^ \ a / ^ \ a/ 

elde ederiz. 

ispat :(1) sadece are(0,oo) durumunu diisjinmemiz yeterlidir. Herhangi bir p<a 

için, fi(Ar\Fg\>a ise, 

j>Af^„= sup U A / z ^ n i ^ ) ] 

> sup \p^n(A(^Fp)\ 

> Sup [/?Aff] 
/fe[o,a) 

> sup P 
/fe[o,a) 

= a 

dır. 

Tersine , fi(Ar\FA<a olacak §ekilde P<a varsa, Ön Teorem 4.4.2’den 

j ) / ^ < ) ? v / / ^ n F / , ) < a 

dır. Böylece (1) ‘deki denklik bağıntısını ispatladık. Diğer gerektirme bağıntılannı 

Ön Teorem 4.4.1. ve p niin monotonluğundan çıkar. 

(2) u[Ar\F + )<a ise Ön Teorem 4.4.2. den 

(p fd„ <av u[Ar\F + ) = a 
J J P r^ \ a / 
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dır .Tersine Ön Teorem 4.4.1. ve p nün alttan siirekliliğinden, 

lim u.\Ar\FA = u.\Ar\F A 

elde ederiz. 

Eğer u[Ar\F A>a ise u\Ar\F„ )>a olacak şekilde an>a vardır. 

Böylece Tanım 4.3.1. den 

(j>fd/l>a0Afi(Ar^Faoj>a 
A 

elde ederiz. Böylece (2) deki denklik bağıntısını ispatlamıs. olduk, kalan özellikler 

(1) yolla ispatlanabilir. 

(3) Bu özellik (1) ve (2) nin birle§tirilmesiyle hemen elde edilebilir. 

(4) fi(A)<ao iken 

lim n(Ar^Ffi) = n(Ar^Fa) 

elde ederiz. Böylece herhangi bir B<a için, u\Ar\F„ )>a ancak ve ancak 

fi(Ar^Fg)>a dır. 

Bu yiizden (4), (1) den hemen cikar. 

(4) Benzer §ekilde bu özellik (3) den de hemen çıkar. ■ 

Klasik 6lciim teorisin de, iki 6l9iilebilir fonksiyon fx ve f2 h.h.h. (hemen 

hemen heryerde) e§it ise bu fonksiyonlann integralleri de e§ittir. 

Bulanık 6l9iim uzayı iizerindeki bulanık integraller i9in bu doğru mudur? A§ağıdaki 

örnek de görüldiigii gibi cevabı hayırdır. 

Örnek 4.4.2. X = {0,l} , F = P(X\ 

[\, E = E 
v ' lO, E*X 
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olsun. Eğer 

f( \ J1' X = 1 
fi(x) = i 1V ; 0. x = 0 

ise h.h.h. fx= f2 dir. Fakat 

Q) f*d„ = 0 ve d) f-d = 1 
A 

dır. Bununla beraber bulanık integraller ifin önemli bir teorem elde ederiz. 

Teorem 4.4.2. h.h.h. fx = f2 ve 

f f 

<¥fid„ =(ffidp 

ancak ve ancak p sıfır- toplamsaldır. 

ispat: => ft sıfır toplamsal ise, 

fi({x:Mx)*f2(x)}) = 0 

dan herhangi bir a e [0,ool için, 

^ ( { x : / 2 ( x ) > a } ) < / / ( { x : / ( x ) > a } ) ^ { x : / ( x ) ^ / 2 ( x ) } 

= /<({* :/(*)>«}) 

olduğunu biliyoruz. Kar§it e§itsizlik de sağlanır. Böylece herhangi bir are[0,ool 

için, 

M({* ■ fi (*) ^ «}) = M({X: f2 (x) > «}) 

elde ederiz ve bu yiizden Tanım 4.4.1. den 

<¥fid„ =(ffidp 
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elde ederiz. 

<= Herhangi bir EeF, / / (F) = 0 ile FeF için, [i(E\ = QO ise, p ruin 

monotonluğu ile 

fi\E\jF) = 00 = fi\E) 

dir. §imdi [i(E\<ao olduğunu varsayahm ve /I{EKJF\ =/i{E\ olduğunu 

göstermek ifin geli^ki ile bir ispat kullanahm. Eğer bu doğru değil ise [yani eğer 

H\E\JF)>H\E) isej, aG.\H\E\JF), H\E)\ alahm ve 

m \a, xeE 
lo r& F 

/,W= \a, xeE^jr 
lO, xtEvF 

ise 

dır. Yani 

dir. 

Böylece 

fi{x:fl(x)^f2(x)} = fi(F-E)<fi(F) = 0 

sağlanmahdır. Fakat §imdi 

ve 

h.h.h. f\= fi 
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elde ederiz. Böylece bir çeli§ki elde ederiz. ■ 

Sonuç 4.4.2. Eğer p sıfır toplamsal ise, A iizerinde h.h.h. fx= f2 olduğunda 

j> fdM =j>fdM 
AuB A 

dür. 

İspat: A iizerinde h.h.h. f. = f. ise h.h.h. f.JC' = f,JC. dır. Teorem 4.4.2. ve 

Teorem 4.4.1.den sonucu elde ederiz. ■ 

Sonuç 4.4.3. Eğer p sıfır toplamsal ise, herhangi bir / GF için, AeF, 

fi(B} = 0 ile BGF olduğunda, 

j> fdM =j>fdM 
AuB A 

dır. 

ispat: Sonuç 

_/" XT' _/" XT' 

h.h.h / JL ., ,„ = f JL. 
J A\Ja J A 

dan hemen çıkar. 

Benzer §ekilde p.h.h.h. fx= f2 olduğunda 

f f 

olan bir sonuç elde edebiliriz. ■ 

4.5. Bulanık İntegrallerle Tanımlanan Bazı Bulanık Ölciimler 

Bu kesimde verilen bir bulanık ölciime göre verilen ölciilebilir fonksiyonun 

bulanık integralini kullanarak bir bulanık ölcumii nasıl tanımlayacağımızdan 

bahsedeceğiz. Bu kısım [11,12] de derlenmi§tir. 

Teorem 4.5.1. (X,F,u) bulanık öleum uzayı ve feF olsun. (X,F) iizerinde 

herhangi bir AeF alt yan siirekli bulanık 6lciim ifin v kiime fonksiyonu 
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v(A) = j>fdM 
A 

ile tanımlamr. Aynca , ft sonlu ise (X,F\ iizerinde v sonlu bulanık ölciimdiir. 

İspat: Teorem 4.4.1. den v ( 0 ) = O ve v nin monoton olduğunu biliyoruz. Böylece v 

nin alttan siirekli olduğunu ispatlamamız gerekir. 

{E\ F içinde artan kiime dizisi, En/i E e F olsun. O zaman 

f v \ f v 
■/ it ■/ it 

elde ederiz. Ön Teorem 4.4.4. den 

Kmv{En) = Km§fd 
En 

= ]imj>JXd 

E„ 

E 

elde ederiz. Aynca, p niin sonlu olduğunu varsayahm En\iE e F olmak iizere F 

içinde verilen herhangi bir kiime dizisi {E\ için, 
■/ if ■/ i t 

ve Ön Teorem 4.4.4. den aynca 

]imv(En) = v(E) 
n 

elde ederiz. Yani v iistten siireklidir. Sonuç olarak v bir bulanık ölciimdiir. 
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v(0) = j>f(x)d/l=O 
0 

ifadesinden v nin sonlu olduğu göriiliir. ■ 

A§ağıdaki örnek v kiime fonksiyonun iistten siirekli olmayabileceğini gösterir. 

Örnek 4.5.1. X = [0,ao},F [0,oo) içindeki Borel kiimelerinin sınıfı [i Lebesgue 

ölciim, f{x\ = \ olsun. E_ = \n,aoi),n = 1,2,3,...alırsak n = 1,2,3,...icin E_ \ 0 ve 
* mf \ J ft / 7 7 7 7 7 7 5 ff 

y Mp — l 
[0,») 

elde ederiz, fakat 

v(0) = j>f(x)d/l=O 
0 

dır. Bu yiizden v iistten siirekli değildir. 

v nin p ye göre mutlak siirekli olup-olmadigını sormak doğaldır. Genel olarak 

konu§ursak, maalesef cevap hayırdır. Bunu a§ağıdaki örnekte görebiliriz. 

Örnek 4.5.2. X = {a,b\ F = P(x) ve 

JO, E = 0 
[1, digerleri 

ile fi, (X,F\ üzerinde bir bulanık 6lciim olsun. 

, . JO, x = a 
v ' [l, x = b 

alırsak herhangi bir EGF için 

v(E) = j>fdM 
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ifadesi ile bir v bulanık ölciim elde ederiz. Şimdi herhangi bir e = — >0 için, 
2 

F = X, E = {a} alahm. F D £ ve herhangi bir pozitif sayı S>0 dan kutjiik olan 

fill1 ) — filE) = 0 a rağmen 

v(F)-v(E) = j>fd/l-j>fd/l 
W 

= 1-0 

= 1 

olur. // ye göre mutlak siirekli değildir. 

Bununla beraber, mutlak siireklilik kavramından daha zayıf bir kavram olan 

zayıf mutlak siireklilik kavramını tamtırsak, yukanda bahsedilen soru hakkında 

pozitif cevap elde ederiz. 

Tanım 4.5.1. p ve v, q> iizerinde iki bulanık 6l9iim olsunlar. Eğer herhangi bir 

19m E^q> ve v(is)<<> olduğunda //(is)<oo olacak §ekilde <?>0 varsa fi 

ye v ye göre zayıf süre klidir denir ve / /4 :v ile gösterilir. 

Eğer /j ve v C^*^) iizerinde iki bulanık 6l9iim ise fi<s:v iken fi<k.v olacağı 

a9ıktır. Daha önce verilen mutlak siireklilik gibi, zayıf mutlak siireklilik de klasik 

6l9iim teorisin de verilen mutlak siireklilik kavramimn bir genellemesidir. 

Teorem 4.5.2. (X,F,fi) sonlu bulanık 6l9iim uzayı feF olsun. Eğer herhangi 

bir EGF ifin v; 

v(E) = j>fdM 

ile tanımlamrsa, v<k.fi dir. 
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ispat: Verilen herhangi bir e>0 itjin e = S alahm. Böylece fi(E)<e = d ile 

herhangi bir EGF itjin, 

v(E) = j>fd/l<fi(E)<£ 
E 

elde ederiz. Yani v4: fi dir. 
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5. BÖLÜM 

ÖLCUM VE İNTEGRAL 

5.1. Kiime Fonksiyonlan 

Bu böliim de kiime fonksiyonlan ile ilgili tanım ve teoremler [12] de 

derlenmi§tir. 

Tanım 5.1.1 £ fonksiyonu kiimeler ailesi iizerinde kiime fonksiyonu diye 

adlandinhr. £, 2X iizerinde tanımh bir kiime fonksiyonu olsun. 

i. g kiime fonksiyonu X in A ve B aynk alt kiimelerinin her çifti için toplamsal 

ise 

£(AvB) = £(A)+£(B) 

dir. 

ii. X in A ve B alt kiimelerinin her çifti için A<^B olacak §ekilde 

5(A)* £(B) 

ise g kiime fonksiyonu monotondur. 

Hi. £ kiime fonksiyonu normalle§tirilmi§ ise 

min|£(y4):y4czXj = 0 ve msjn\^{^A):A(^X\ = \ 

£ toplamsal ise £ ( 0 ) = £ ( 0 ) + £ ( 0 ) olduğundan £ ( 0 ) = 0dır . Negatif olmayan 

toplamsal kiime fonksiyonu monotondur. % negatif olmayan ve toplamsal ise 

/ l c 5 c X ise 

B/A = {X:XGB,X£A}, g(B/A)>0 
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olduğunda 

£(B) = €(Av(B/A)) = €(A) + €(B/A)*€(A) 

dır. X sonlu bir kiime olduğunda 2X iizerinde g toplamsal kiime fonksiyonu ifin 

XGA 

dır. 

Tanım 5.1.2. £, 2X iizerinde tanımh bir kiime fonksiyonu ve A<^X olsun. A ya 

<f nın E. kısıtlaması; 

olarak tanımhdır. 

£ nın ^ kısıtlaması, g ile aym özelliklere sahiptir. g toplamsal ise (ya monoton 

ya da negatif olmayan) gA toplamsaldır. 

5.1.3 Tanım: g kiime fonksiyonu £ ( 0 ) = O olacak §ekilde 2X iizerinde tanımhdır. 

Onun e§lenik g kiime fonksiyonu ve A mn tumleyeni Ac için 

£(A) = £(X)-£(AC) VACX 

olarak tanımhdır. Bu tammdan £ ( 0 ) = O dır. £ ( 0 ) = O ise £ (X) = £ (X) ve 

bundan dolayı % = % dır. % monoton ise % monotondur. % normalle§tirilmi§ ve 

monoton, onun e§leniği % olunca % iki yönlii (dualdir )denir. 

5.2.Ölçümler 

Tanım 5.2.1. X iizerindeki 6lciim, 2X iizerinde tanımh negatif olmayan toplamsal 

kiime fonksiyonudur. Normalle§tirilmi§ 6lciim olasilk ölqiimii diye de adlandinhr. 

X iizerindeki noktasal ölciim, 2X iizerinde tanımh toplamsal kiime fonksiyonudur. 
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Bir olasihk ö^iimii ö^iimdiir ve bir ölfjiim de noktasal 6l9iimdiir.(§ekil 

5.2.1) P kiime fonksiyonu olasihk ö^iimdiir <=> P kiime fonksiyonu P(x) = l 

olacak §ekilde ö^iimdiir. 

Olasihk 6l9umleri 

Ölçümler 

Noktasal ölçümler 

Şekil 5.2.1.X iizerindeki olasihk 6l9iimler ailesi noktasal 6l9iimler ve 

ö^iimdiirler. 

Kiimelerin biiyiikliik ö^iimleri bir ö^iimdiir. Kiimenin elemanlannın sayısı 

kiimelerin biiyiikliik 6l9iimiiniin bir 9e§ididir. 

Örnek 5.2.1. X sonlu bir kiimedir. mc kiime fonksiyonu \A\, A nın elemanlannın 

say l sı 

IM I A 1 — I A\ mc {A) — |y*| 

olarak tanımh ise X iizerinde bir 6l9iimdiir. X iizerindeki bu 6l9iim sayılabilir 

6l9iim diye de adlandinhr. 

Kiitle ve hacim aym zamanda kiimelerin biiyiikliigii sayılabilir. Genellikle biiyiikliik 

negatif olmayandır. Biiyiikliigiin negatif değerlerini söyleyerek imgeleyebiliriz. 

Elektriğin niceliği biiyiikliik olarak dikkate ahnabilir. 

Örnek 5.2.2. X nesnelerin sonlu kiimesi olsun. 

i. Her JC nesnesinin hacmi Vx cm3 diir. V: 2X —» R+ kiime fonksiyonu X in her A 

altkiimesinin hacim 6l9iimleri; 
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XGA 

X iizerinde ö^iimdiir. 

ii. Her JC nesnesinin kiitlesi mxg dır. M : 2X —» R+ kiime fonksiyonu X in her A 

altkiimesinin kiime ölciimleri; 

M(A) = Ymx 
XGA 

X iizerinde 6l9iimdiir. 

Hi. Her JC nesnesi a coulombsla birlikte elektriksel alandır. Q:2X—>R^ kiime 

fonksiyonu X in her A altkiimesinin elektriksel nicelik ölciimleri; 

X iizerinde noktasal 6l9iimdiir. 

Olasihk 6l9iimiinii kiimelerin biiyiikliigii olarak da dikkate alabiliriz. 

Örnek 5.2.3. Bir zar atıldigı yerde durumlan göz öniine alahm ve list yiiziindeki 

sayılan gözlemleyelim. X = {1,2,3,4,5,6} olası sonu9lar kiimesidir. P: 2X —» R+ 

kiime fonksiyonu X in her A altkiimesinin olasihk 6l9iimleri bir olasihk 

6l9iimiidiir. Zar tarafsız ve doğru ise VXGX i§m 

dır. A§ağıdaki özel bir 6l9iimdiir. 

Örnek 5.2.4. xn, X in bir elemanı olsun. 8 kiime fonksiyonu 

, . f l Xn G A 

*>v ' [0 x0eA 

tanımh iken X iizerinde 6l9iimdiir. x0 iizerinde odaktır. X iizerinde Dirac ölgüm 

diye adlandinhr. 
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Tanım 5.2.2. m, X iizerinde noktasal 6lciim olsun. X in N altkiimesi M czN 

iken jw(Af) = Oise m- boş küme diye adlandinhr. 

Örnek 5.2.5 (Örnek 5.2.2 den) X in A alt kiimesi bir 0 - bo§ kiime ancak ve ancak 

A nın elemanlannın tiimii elektriksel alanda değildir. 

Örnek 5.2.6. (Örnek 5.2.4. den) xn GX, X in A alt kiimesi 8 -boş kiimedir ancak 

ve ancak x0 g A dır. 

A§ağıdaki Önerme 5.2.1. ile bo§ kiimenin özelliklerini gösterelim. 

Önerme 5.2.1. m bir noktasal ölciim olsun. 

i. Bo§ olmayan bir kiime bo§ kiimedir. 

ii. Bo§ kiimenin ölciimii sıfırdır. 

Hi. m negatif olmayan bir ölciim ise bo§ kiimenin ölciimii sıfırdır. 

iv. Bir bo§ kiimenin alt kiimesi de bos. kiimedir. 

v. Bo§ kiimenin birlesjmleri de bo§ kiimedir. 

vi. N kiimesi bo§tur o[M(AKJM\ = [i(A\ VMczN,AczX 

on(AIM) = n(A) VM<zN,A<zX 

<z> n(A/SM) = fi(A) VM<zN,A<zX 

AAB = (A/B)KJ{BIA) = {AKJB)I{A(^B) 

dir. 

Tanım 5.2.3. m, X iizerinde noktasal ölciim olsun. / bir fonksiyon ve F de 

bo§tan farkh bir kiime olsun. F iizerinde / nin essential sup ve essential inf 

sırasıyla 

esssupfx) = min \r: \x e F: fix) > r}kiimesi m-bostur) 
r \ / i i j \ / ) x j 
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ve 

tfcpin /"/ TT I — fns iY <#"*<TT^/* T * f I ~Y\ ^ V >1riifYif»ci m-Vinct i i r > 
t̂ *J*J 1M± f I A I — ' " f l * W , 1 A C i . / I Jir I ^ * f | A . I U 1 1 5 0 1 111 U U a L U i . | ■ / \ / ^ I J \ I ) * ) 

XGF 

olarak tanımlamrlar. ess sup(x) ve essmf(x) ile gösterilir. 
I G i ? xeF 

Yukanda tanımlanan X in iirettiği durumlardan biri farz edelim sonlu kiime 

olmasın. Eğer X sonlu kiime ise ess sup ve essinf 

era sup /"(x) = max { f (x): x e F,{x\tek elemamh kiime bos degildir) 
XGF 

es s inf f (x) = min j f (x): x e F,ix\tek elemamh kiime bos degildir? 
XGF 

olarak tanımlanabilirler. 

0 halde essential sup ve essential inf sırasıyla essential max ve essential min diye 

adlandinlabilir. 

5.3.İntegral 

Tanım 5.3.1. m, X iizerinde noktasal 6lciim ve / bir fonksiyon olsun. 

4 v ( l 
Jr J -w -w -w -w -w I 

^v |-*1 j -*2» 3» 4» 5 / 

/ ( * s ) 

/to 
x x x x x 
Jv-w "") "**! "*A "**k 

Şekil 5.3.1. / n i n grafiği ( Not: X sonlu kiimedir.) 
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m ile birlikte /"nin integrali F f(x)dm(x) [yada \ fdm\ 

\fdm = Ydf(x)m({x}) 
xeX 

olarak tanımlanır. 

y4<=Xolsun. A iizerinde \ fdm \ya da \ f(x)dm(x)\ 
J J \f J J \ / V J} 
A 

fdm=\ fljdm J J 
A 

olarak tanımhdır. 

1., A nın karakteristik fonksiyonu 

" V ' | 0 J C ^ ^ 

a9ık9a 

J J 

ve 

I fdm=? f(jrirail<JT>I= 1 £Aw 

dır. 

Örnek 5.3.1 (Örnek 5.2.1. den) mc, X iizerinde siirekli bir 6l9iim olsun. \/A<^X 

ve X iizerindeki her / fonksiyonu 

\fdmc = > fix) 
X G J 4 

dir. 
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Örnek 5.3.2. (Örnek 5.2.2. den) Her XGX için yoğunluğu f(x) "/ , olsun. v 
J v / / c y w

J 

nin / integrali X in toplam kiitlesine e§ittir. Bundan ba§ka \/A <z X için 

M(A)={ fdv 

dir. 

P olasihk ölcumiinün / integrali / n i n beklenen değeri diye adlandinhr ve 

El f:P), E I flya da isl / ) lie göstenhr. 

Örnek 5.3.4. (Örnek 5.2.4 den) XQGX ve Sx , Dirac ölcumiin jc0odagi olsun. X 

iizerindeki her / fonksiyonu 

\fdS_ =fix0) 

dır. 

Önerme 5.3.1. m, X iizerinde noktasal 6lciim olsun. X iizerinde 

a,b,a.,a,,CL,...,a reel sayılar, f ve g fonksiyon ve A, A, A,, A,,...., A ,X in 

altkiimeleri olsun. 

i.\(of+bg\dm = a\ fdm+blgdm j \ j °J j - 7 j*-* 

n n 
a.\.dm = y ami A) 

i=l i=l 

özellikle 

\\Adm i A A 

dır. 

Hi. m 6lciim ve f <g ise 

[ fdm< [gdm 

n>. N bir boş kiime ve Vx&N için /"(JC) = g(x) ise 
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[ fdm= [gam 

Yukandaki önermenin /"/". maddesi bu notla X iizerindeki her fonksiyon için 

gösterilebilir. 

Not: 

Örneğin ; 

= > f(x)\. (5.3.1) 

■■X*.h 
■■A'>+) 

(5.3.2) 

= > (a. — a. , )lf ,, w , (5.3.3) 
i=l 

{a.,a,,a,,...,a_i, f nin değer kiimesi ( f[x):xeX\ ,a. <a , <a, < ... <a ve 

a0 = 0 dır. 

(5.3.1) olarak temsil edilen / fonksiyonu önerme 5.3.1 den verildi. 

(5.3.3) integrali; 

dir. 

5.3.3 integrali; 

Jyaw = ^a,Jw({x: f(x = a,)}) 

Jam = > (a. - a . , )m, ,. w , 
J J £—t\ ' ' - 1 / {JC/(I)><%} 

dir. 
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6.BÖLÜM 

ÖLCUM ÜZERİNDE TANIMLI OLAN BAZI İNTEGRALLER 

Bulanık integraller, farkh bulanık ö^iimlerin sonucu ile elde edilen 

integraller i9in kullamlan genel bir terimdir. Choquet İntegral, Sipos İntegral, Sugeno 

İntegral ve t-conorm İntegral diye isimlendirilen birçok bulanık integral biçimleri 

mevcuttur [8,11,12]. 

Bulanık İntegral, 90k kriterli bir ortamda bulanık o^iime dayalı olarak 

yapılan bir bilgi toplama, bilgi birle§tirme ve kayna§tırma i§lemidir. Kısacası bulanık 

integral, uzman göriisjine dayalı olarak bir karar mekanizmasıdır. Genelde uzman 

göriisjinii ifade eden bulanık ö^iimiin en önemli karakteristiği doğrusal olmamasıdır. 

Bu nedenle klasik birle§tirme operatörlerine göre daha esnek ve etkili sonu9lar 

vermektedir. 

Bu kavram Bulanık kiime teorisi alanına 1974 yihnda Michio Sugeno ve 

Karar teorisi alanına 1982 yihnda David Schmeidler tarafından sunulmu§tur. Ulrich 

Höhle, 1982 yihnda ilk defa Choquet İntegralini bulanık kiime teorisi alanına 

sunmu§tur. 

“ Choquet integral”, en doğal ve en sade bulanık integral tipi diye 

anılmaktadır [1]. Choquet İntegral de olmayan normalizasyon ve kriterlerin 

etkilesjmi i§in i9erisine katıldigında bunun “Sugeno İntegral” olduğu hemen akla 

gelen ilk §eydir. Zaten bu iki temel tipin dı§ındakiler, biiyiik oranda bu bi9imlere 

benzemekle birlikte bazı değisjklikler ile olu§mu§lardır. 

Burada Choquet integral, Sipos integral ve Sugeno integral tanımlan ve 

özellikleri incelenmi§tir. 

6.1. Choquet İntegral 

Choquet integral klasik integralin geli§mi§ halidir ve en doğal bulanık 

integral bi9imidir. Bu bulanık integral tipinde önce hipotezi destekleme oranlan (h 
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değerleri) sıralamr. jc-ekseni, özellikleri veya göz önline alınan kriterleri ve v-

ekseni ise JC -eksenindeki özelliğe veya kritere göre hipotezi destekleme oranını 

göstermektedir. ( jc=kriter veya özellik, /i(jc)=hipotezi destekleme oranı). 

Dolaysıyla Choquet İntegral sonucu bulunan alan, turn kriterler göz önline ahnarak 

hipotezin ne kadar doğru olacağını gösterir. ( Eğer h değerleri [0,l] arahgında 

normalize edilmis. ise yine [0,l]arahgında sonuç verecektir.) [10]. 

Tanım 6.1.1.//, X lizerinde monoton olmayan bir bulanık ölctim ve / ise aynı 

§ekilde X iizerinde tanımh olan a, <a2 <Oj <,...,< an olmakiizere {a^a^a, , . . . ,^} 

arahgında bir fonksiyon olsun. Choquet integral; (c)J/(jc)t///(jc) veya kısaca 

(c)\fdn ile gösterilir ve denklem a§ağıdaki gibi hesaplanır [11,12]. 

n 

(c)\fdfi = £(a,. -a^)ft{x: f(x) > a,},^ = 0 
i=l 

dır. 

Yukanda göriildiigii gibi a4>a3>a2>al>a0 = 0 dır ve türn değerleri 

pozitiftir. Yani türn kriterlere göre /hipotezi farkh oranlarda olmakla birlikte pozitif 

(olumlu) desteklenmektedir. Eğer /değerleri için negatif eksende söz konusu olursa 

bazı kriterlere göre /hipotezi olumsuz göriiliiyor demektir. Anlatıldigı gibi negatif 

değerleri de içeren bulanık integral biçimi “Sipos İntegral” dir. Choquet İntegralde 

olduğu gibi pozitif ve negatif değerlerin bulanık integral değerleri hesaplanır ve 

sonra birbirinde çıkanhr. 

A§ağıdaki Önerme 6.1.1.de Choquet İntegralinin özellikleri verilmi§tir. 

Önerme 6.1.1./ve g ,Xiizerinde birer fonksiyon ve Ac^Xolsun. 

ii. fi bir bulanık 6l9iim ve / < g ise 

(c)jfdfi<(c)\gdfi 
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Hi. a negatif olmayan bir reel sayı ve Z»bir reel sayı ise 

{c) f (af+b\du = a(c)[ fdu+bu(x) 

**■ {c)\-fdH = -{c)\fdJi 

v.(c)\(-fyn = -(c)\fdn 

X iizerinde biitiin / fonksiyonlan için gerek ve yeter §art fi = fi olmasıdır. 

vi. {c)\fdn = {c)\f+dn-{c)\fdn 

f+(x) = max.\ f(x),0\ ve f~(x) = max.\— f(x),0> 

dır. 

vii. a bir reel sayı ise 

<*{c)\fd{ati) = a{c)\fdn 

viii. fi<v fi(x) = v(x) olacak §ekilde fi ve v,Xiizerinde bulanık ölciimler ise X 

iizerinde tiim fonksiyonlar için 

{c)\fdn<{c)\fdv 

ix. N bir boş kiime ve Vx&N için f(x) = g(x) ise 

(c)jfdfi = (c)jgdfi 

6.2.Sipos İntegral 

Tanım 6.2.1./i, X iizerinde monoton olmayan bir bulanık ölciim ve X ile birlikte 

tanım kiimesi \aX3a23ai3...3am3bX3b23...3b\ ,bn ^bn_x <3...,<bl <0<a , <a2 <,...,<am 

olan / fonksiyonu olsun. / ile birlikte p niin Sipos İntegrali; 

(s) \ f(x)du(x) (ya da (s) \ fdu) \ / j j \ / r \ / \ / j j r ' 
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m n 

P)f/^=Z(fli-^>|{jc:/W^}+Zft-^Wi:/W^U=^=o 
i=l i=l 

dır. Sipos integrali a§ağıdaki özelliklere sahiptir [11,12]. 

Önerme 6.2.1. a bir negatif olmayan reel sayı /veg,Xiizerinde birer fonksiyon 

ve A a X olsun. 

/. /negatif olmayan bir fonksiyon ise 

{s)\fdn = {c)\fdn 

özellikle 

(s)jlAdfi = fi(A) 

dır. 

ii. ft bir bulanık 6lciim ve f<g ise 

(s)jfdfi<(s)\gdfi 

Hi. (s) \afdu = a(s) \ fdu, 

özellikle 

{s)\{-f)dn = -{s)\fdn 

iv. {s)\fdn = {s)\f+dn-{s)\fdn 

f+(x) = max.\f(x),0\ ve f~(x) = max.\— f(x),0\ 

v- (s)\fd(afi) = a(s)\fdfi 

vi. Nbiv boş kiime ve Vx&N için /"(.*) = eYx) ise 

(s)jfdfi = (s)jgdfi 
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6.3 Sugeno İntegral 

Sugeno İntegralinin en önemli özelliği; özellik veya kriterlerin birbirleriyle 

etkile§imlerini baz almasıdır [11,12]. 

Tanım 6.3.1. p, Xiizerinde normal bulanık 6lciim ve f,X ile birlikte tanım 

kiimesi {a.,a,,...,a\ 0<a. <a, < ... <a <l,olan bir fonksiyon olsun. /"ile u niin 

gösterimiyle Sugeno integrali; 

<P f(x)on(x) ( ya da (p f°u) 

^ / o ^ = vra1.A//{x:/(x)>a1.}l 

olarak tammhdır. 

Sugeno integrali a§ağıdaki özelliklere sahiptir. 

Önerme 6.3.2. / / v e v normal bulanık 6lciim, fve g X den [0,l] e fonksiyonlar 

A a X ve a e [0,l] olsun. 

/. j>lA°fi = fi(A) 

ii. f < g ise 

yf°v<tyg°v 

in. (plav f O// = AV (D / o / / 

IV. \j>fofl-(c)ffdfl 

v. fi bir 0—1 bulanık 6lciim ise 

1 < — 
4 

j>f°U = (c)\fdfi 

vi. fi<v ise 
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( D / o / / < ( P / o V J J ^ J J 

vii. (6 f°(uvv) = (S> f°u)v(&) fov) 

viii. Nbir boş kiime ve Vx&N için f(x) = g(x) ise 

j>f°v=j>g°v 
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7.BÖLÜM 

SONUÇLAR 

Bu 9ah§ma boyunca göriildiigii gibi 9e§itli bulanık 6l9iimler iizerinde bulanık 

integrallerin farkh tanımlan yapılmı§tır. 

Buradan da göriildiigii gibi klasik integral Riemann toplamı iizerinde, bulanık 

integraller ise farkh 6l9iimler iizerinde tammlanmı§tır. Bulanık 6l9iim iizerinde 

9ah§malar yapan bazı ara§tırmacılar bu 9ah§malar sonucu; monoton olmayan bulanık 

6l9iim iizerinde Choquet ve Sipos bulanık integrallerini ve normal bulanık 6l9iim 

iizerinde Sugeno bulanık integrali gibi... Farkh bulanık integralleri tammlamı§lardır. 

Sonu9 olarak tammlanan bulanık integraller, bulanık 6l9iim iizerinde 

tammlanmı§ ve özellik olarak birka9 özellik dı§ında burada tammlanan bulanık 

integraller aym özelliklere sahiptir. 
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