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OZET

BULANIK OLCUM TEORIiSIi UZERINDE TANIMLI OLAN BAZI
BULANIK INTEGRALLER

ULUCAY, Vakkas
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumi
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet SAHIN
Temmuz 2010, 64 sayfa

Bu tezde bulamk o6l¢im uzerinde tanimli olan bazi bulanik integraller

incelenmigtir.

Ik boélimde bu galigma ile ilgili on bilgiler sunulmustur. Ikinci bélimde
kiime siniflarinin cebirsel yapilart iizerinde durulmustur. Ugtincii boliimde klasik
olgtim ve bulanik ol¢iimlerle ilgili temel tanim ve teoremler incelenmistir. Dordiinct
bolimde integral ve bulanik integrallerle ilgili temel tanim ve teoremlere, beginci

boliimde o6l¢tim ve integrallerle ilgili temel tanim ve 6nermelere yer verilmistir.

Son bolimde 6lgim tzerinde tanimli baz1 bulanik integrallerin tanimlart ve

ozellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Olgiim, Bulanik Ol¢tim, Integral, Bulanik Integral



ABSTRACT

SOME FUZZY INTEGRALS THAT DEFINED ON THE FUZZY MEASURE
THEORY

ULUCAY, Vakkas
M. Sc. Thesis, Math Department
Adviser: Assistant Professor Doctor Mehmet SAHIN

July 2010, 64 Pages

In this thesis some fuzzy integrals that defined on the fuzzy measure are

studied.

The first section the preliminaries that are required in this thesis are
presented. The second section focuses on the algebraic structures of classes of sets.
In the third section the basic definitions and theorems related to classical
measurement and fuzzy measures are studied. In the fourth section definitions and
theorems about the integral and fuzzy integrals are included in. In the fifth section

the concepts of measure and integration are studied.

In the last section definitions about some fuzzy integrals that defined on the

fuzzy measure and their properties are studied.

Key Words: Measure, Fuzzy Measure, Integral, Fuzzy Integral.
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1. BOLUM
GENEL BIiLGILER
GIRIS
Olgiim kavrami ilk olarak diizlemde bir dogru pargasmin uzunlugunu
hesaplamakla baglamistir. Daha sonra bir dikdértgenin alani 6lgiildii. Bundan sonra

dikdortgenlenebilen diizlemsel bolgelerin alanlarint bulma problemi ortaya atildi. Bu

problemle birlikte 6lgim kavrami ortaya ¢ikt1.

A L.Cauchy (1789-1857); integrali bir limitin toplami1 olarak tanimlayan ilk
matematik¢i oldu. Daha sonra Riemann (1826-1865) Cauchy'nin ¢aligmalarini
surdirdi. Harnock (1883); trigonometrik seri teorisinde fonksiyonlar sinirsiz

oldugunda boyle fonksiyonlarin integrallerini toplayarak bulmaya galigmigtir.

G.Peano (1858-1932) ve C.Jordan (1838-1922) integralleme tizerine ¢aligtilar.
Bununla birlikte G.Cantor (1845-1918) integralle ol¢iim arasindaki baglantiy:
sezinlemistir. H.Lebesgue (1875-1941); Integrale’ Longuer Aire 1902 de
yayinlanmis tezinde integralin yeni teorisini kesfetmistir. Adina has integrali, yine
adina has, Lebesgue oOl¢cimine bagli olarak, Riemann integralinin genigletilmis

olarak tamimladi, sayisiz 6rneklerle bunu ispat etti.

Integral teorisine 6nemli bir katki, W.H. Young (1863-1942) tarafindan
yaptlmistir. Bu unli matematik¢i Lebesgue integral teorisini modernize etmisgtir.
F Riesz (1880-1956), A Denjoy (1884), J.Radon (1887-1956) ve daha bircok

matematik¢i Lebesgue integral teorisini gelistirmiglerdir.

1930'larin  baglarinda Polonyali mantik¢t Jan Lukasiewicz ilk t¢ degerli
mantik sistemini gelistirdi. 1930'larda kuantum filozofu Max Black, stirekli degerlere
sahip mantig1, eleman dizeyinde kiimelere uyguladi. Black, bulanik-kiime uyelik

fonksiyonlarindan bahseden ilk kisi oldu.



Bulanik kiime kavrami ilk olarak L. A Zadeh tarafindan 1965 yilinda "Fuzzy
Sets" adli caligmasiyla birlikte ortaya atilmistir. Bu c¢aligmayla birlikte "Fuzzy"
kelimesini teknik terimlere dahil etti. Ayrica bu ¢aligma ile bilinen kiime teorisi de

genisletilmistir [33].

Bulanik mantigin uygulama alanlart ¢ok genistir. Sagladigi en biyik fayda
ise “insana 0zgl tecribe ile 6grenme” olayinin kolayca modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilmesine olanak tanimasidir. Bu sekilde
zor ve karigik Aristo mantig1 yerine son 40 -45 yildir gelistirilen bulanik mantik ile

cok karmasik sorunlarin ¢ok basit sekilde ¢oziilebilecegini gosterdi [6].

Bulaniklik, rastgelelikle ayni sey midir? Hayir, kisaca bulaniklik olaydaki
belirsizligi ifade eder. Bir olayin olup-olmadigini degil hangi dereceye kadar
oldugunu olger. Rastgelelik, olayin olusumundaki kesin olmayisglig: ifade eder. Bir
olayin olmadig: rastgeledir, yani olay olabilir de olmayabilir de. Hangi dereceye
kadar oldugu ise bulanikliktir. Bulanik genel olarak "gereklilik" olmasina ragmen,

rastgelelik “tahminsel”dir [22].

Toplamsallik 6zelligi etkili ve uygun olabilir ancak ¢ok keskindir ve esnek
degildir. iste bu noktada ol¢iimiin toplamsallik o6zelligi daha zayif bir sart olan
monotonlukla yer degistirmistir. Toplamsallik o6zelligi gostermemesi bulanik
olgimlerin ana karakteristigidir. Bu ylizden bazi kaynaklarda toplamsal olmayan
olgiim diye de isimlendirilir. "Bulanik Integral” terimi ise bulanik dlgiimlerin sonucu
ile elde edilen integraller i¢in kullanilan genel bir terimdir. Chouget Integral, Sipos

Integral, Sugeno Integral vb, bulanik integral bicimleri mevcuttur [10].



2.BOLUM
KUME BILGILERI

Olgiim kavramu bir kiime fonksiyonu oldugundan dolay: kiimelerin cebirsel
yapilart 6nemlidir. Bu boluimde tzerinde 6lgim kuraminin tanimlanacagi kiime
siniflar1 ve bu kiime siniflarinin urettikleri halkalar, cebirler ile bulanik kiimeler ve
bulanik kiimeler tzerindeki cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilerek, incelenmistir. Bu bolimde kiime siniflari ile ilgili kistm [9,14,20,30]

bulanik kiimelerle ilgili kistm Zadeh’in [33] ¢aligmasindan derlenmistir.

2.1. Kiime Simiflan

Tanim 2.1.1. X kiimesinin tim alt kiimeleri sinifina kuvvet kiimesi denir ve P(X )

ile gosterilir. P(X ) in alt kiimelerine sinif denir.

Tammm 2.1.2. Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R simifina halka

denir.
VE,FeR ; EUFeR ve E—-FecR

Onerme 2.1.1. Bos kiime her halkanin elemanidir.

Teorem 2.1.1. Her halka birlesim, kesigim ve simetrik fark islemleri altinda kapalidir
ve tersine arakesit ve simetrik fark iglemleri altinda kapali olan bos olmayan bir

kiime sintfi bir halkadir.
Ispat:

EAF =(E-F)U(F-E) ve EnF=(EUF)—(EAF)
bu sekilde birinci sonug bulunur. Simdi tersine

EUF =(EAF)A(EnF) ve E-F=(EAF)NE

olup ispat tamamlanmis olur. [


file:////J/r

Teorem 2.1.2. Kesigim, fark ve ayrik kiimelerin birlesimleri altinda kapali olan bos

olmayan her kiime sinifi bir halkadir.

Ispat: Teorem 2. 1. 1 ve asagidaki esitlikten sonug bulunur.
EAF =[ E—(EnF)|U[F—(EnF)]

Ornek 2.1.1. X kiimesinin sonlu biitiin alt kiimelerinin sinifi bir halkadir.

Tanmm 2.1.3. Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R sinifina cebir

denir.

i. VE,FeR ; EUFeR
ii. VE€ER ; E€R

Teorem 2.1.3. Cebir, X kiimesini i¢eren bir halkadir ve tersine X kiimesini i¢eren
bir halka, cebirdir.

Ispat: R bir cebir olsun.

ve EeRise

o halde teoremin birinci kismi tamamlanmis olur. Tersine R, X kiimesini i¢eren bir

halka ise VE € R i¢in

E=X-EeR
oldugundan teoremin ikinci kismi da gosterilmis olup ispat tamamlanir. m
Ornek 2.1.2. Biitin sonlu kiimeler ve onlarin timleyenlerinin sinifi bir cebirdir.

Tamim 2.1.4. ¢ bos olmayan bir sinif asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢ kiime sinifina

yart halka denir.

i. VE.Fep ; EnFegp



ii. VEcFee ; i=123,..,n igin
E=C,cCGc(Cc..cC,=F
D,=C,-C €9

olacak bigimde ¢ nin iginde sonlu bir {CO,CI,CZ,...,C,,} kiime sinifi vardir. Her
halka yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkanin bir elemanidir.

Ornek 2.1.3. X kiumesinin tek elemanl tim alt kiimelerini ve bos kimeyi iceren

kiime sinift bir yar1 halkadir.

Tanim 2.1.5. F bos olmayan bir kiime sinifi asagidaki sartlar1 sagliyorsa IF kiime

sinifina o - halka denir.

i. VE,FeF ; E-FelF

ii. VE,eF ; i=123,., |JE eF

i=1
Bir o - halka sayilabilir birlesim altinda kapali olan bir halkadir.

Onerme 2.1.2. Bir ¢ - halka sayilabilir arakesit altinda kapalidir. Bundan dolay1 F

bir o - halka ve {E,} €F bir kime dizisi ise;

limsupE, eF ve liminfE,elF

olur.
Ornek 2.1.4. Tum sayilabilir kiimelerin sinifi bir ¢ - halkadir.
Tanim 2.1.6. X kiimesini igeren bir o - halkaya & - cebiri denir.

Ornek 2.1.5. Tium sayilabilir kimeler ve onlarin timleyenlerinin smifi bir o -

cebirdir

Onerme 2.1.3. F bir o - halka ise ]Fu{E:Ee]F} bir o - cebirdir.

Tanmm 2.1.7. Bos olmayan ve her {E"}CM monoton kiime dizisi i¢in eger

lim E, e M 1se M kiume sinifina monoton smif denir.
n



Onerme 2.1.4. Bir ¢ - halka bir monoton siniftir.
Onerme 2.1.5. Bir halka ayni zamanda bir monoton sinif ise bu bir ¢ -halkadir.

Tamim 2.1.8. F, bos olmayan bir siif ve T keyfi indeks kiimesi olmak tizere

V{E :teT}cF, igin

JE, €F, ve (E €F,
t
ise I, sinifina diizenli smnifi denir.

Onerme 2.1.6. Diizenli sinif bir monoton siftir.

Ornek 2.1.6. X =[0,1]kapali birim aralik olsun. ae[0,1] olmak uzere

[O,a) yada [O,a] bigimindeki tiim kiimelerin sinifi diizenli bir siniftir.

Onerme 2.1.7. E sabit bir kiime olsun. ¢ bir o - halka ise (sirasiyla halka, yari

halka, monoton sinif, dizenli sinifi) ¢ E de o - halkadir.

Teorem 2.1.4. @ bir kiime sinifi olsun. ¢  smifim kapsayan en kiigik bir Ry

halkas1 vardir.

VR ve RyD ¢ icin ROp=>R>OR,
R,, @ smifinin irettigi halka olarak adlandirilir ve R(¢) ile gosterilir.

Ispat: P(X ) , @ siifini igeren bir halkadir. @ yi iceren halkalarin kesigimi de yine

@ yiigeren bir halkadir. Bu Ry halkasi ile gosterilir. Ry 1n tekligi asikardir. m

Benzer sekilde ¢ nin trettigi o - halka, monoton simif ve dizenli sif igin

tanimlanip sirasiyla ]F(¢), M (q)), F, (¢) ile gosterilebilir.

Ornek 2.1.8. X sonsuz bir kiime olsun. ¢ biitiin tek elemanli kiimelerin simfi ise

R( ) butun sonlu kiimelerin ve ]F(q)) biitiin sayilabilir kiimelerin sinifidir.



Ornek 2.1.9. X reel dogru olsun. @ tiim agik araliklarm sinifi ise M (@) tim agik

araliklarin sinifi ve T, (q)): P(X ) dir.

Onerme 2.1.8. @, C @, ise K(q)l)cK(q)z) dir. Burada K yerine R, M, F, veya

F den herhangi biri alinabilir.

Teorem 2.1.5. @ bir yar1 halka olsun. R(@), @ deki biitiin kiimelerin sonlu, ayrik

birlesimlerinin sinifidir.

Teorem 2.1.6. ]F(q)) =F (R(q;)).

Ispat: 1lk olarak @  R(@) oldugundan Onerme 2. 1. 8 e gore;

F(p) cF(R(p))

Ikinci olarak F(@)> @ ve F(g) bir halka oldugundan

F(p)> R(p)

olur.

Ayrica ]F(q)) bir o - halka oldugundan,

F(¢) > F(R(0))
olur. Boylece
F(p) = F (R(p))
bulunur. .

Ornek 2.1.10. X reel dogru ve ¢ de Ornek 2.1.3 deki yar1 halka olsun. Bu durumda
]F(q)) ye Borel cebiri denir ve "B " ile gosterilir. B deki kiimeler Borel kiimesi

olarak adlandirilir. B ayni zamanda sirasiyla tiim agik araliklarin sinifi, tim kapali
araliklarin sinifi, tim soldan agik sagdan kapali araliklarin sinifi, butiin soldan kapali
sagdan acik araliklarin simifi veya tim araliklarin sinifi tarafindan tretilen bir o -

halkadir.



Teorem 2.1.7. ¢ bir kiime simifi ise,

F, (¢)={1L6JT QE :E,ep S, ve T keyfi indeks kiimeleri}

olur.
Ispat: Esitligin sag tarafini1 V ile gosterelim.
i. S, ve T tek elemanli olabileceklerinden ¥V 5 ¢
ii. Bilegke isleminin birlesme 6zelliginden V, bileske islemine gore kapalidir.

iii. @ deki kesisim ve birlesim isleminin yer degistirebilmesinden ve kesisimin

birlesme ozelliginden V, kesisim islemine gore kapalidir.
Bu ylzden V, ¢ yi igeren bir diizenli siniftir ve ¥V D ]F(¢)
Tersine @ yi igeren her duzenli siif V i de kapsar buradan F, (q)) or.
Sonug olarak
F, (¢) =V

bulunur. -

Teorem 2.1.8. ¢ herhangi bir sinif ve A herhangi bir kiime ise,
]F(q;)nA = ]F(q;nA)

dir.

Benzer sekilde halka, monoton sinif ve diizenli sinif i¢inde ayni ifade gegerlidir.
Ispat: i. ]F(q))nA bir o -halkadir ve ¢ m A y1 kapsar, bu ylizden
]F(q;)nA D ]F(q;nA)

olur.



ii. V= {E:EnA e]F(q)nA), Ec ]F(q))} olsun. ¥ bir o -halka ve ¥ D¢ olur.
V 5F(p) oldugundan VE e F(p) icin
EnAe ]F(q;nA)

olur. Buradan,
F(p)nAcF(pn4)
bulunur. Sonug olarak
F(p)n4=F(pn4)
elde edilir. [

Ornek 2.1.11.B reel dogru iizerinde bir borel cebiri olsun. ]Bn[O,l] birim aralik

tizerindeki borel cebiri olarak adlandirilir. Bu, [0,1] deki tim araliklarin sinifi

tarafindan uretilen o -halkadir.

Teorem 2.1.9. Eger R bir halka ise M (R) = ]F(R) olur.

Sonug¢ 2.1.1. Bir halkay1 kapsayan monoton sinif, bu halkanin trettigi o -halkayi da

kapsar.
2.2. Bulanik Kiimeler

1965 yilina kadar matematikte, incelenen konularin (olaylarin) daha 6nce
saptanmig olan kurallara kesin olarak uyup uymadigi incelenmistir. Bu incelemeler
de her zaman kendimize goOre bir kesinlik aranmigtir. Ara¢ olarak, distince
sistemimizde, iki degerli mantik kullanilmustir. Ornegin bir énerme igin, daha once
saptanan kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa yanlig denilmigtir. Buna karsin
yasadigimiz evrende bir¢cok olay vardir ki, bunlarla ilgili 6nermelerin dogru ya da
yanlig oldugunu ayirt etmek ¢ogu kez bizi giic durumda birakabilir. Bagka bir deyisle
bizi yanilgiya diisiirebilir. Ornegin elinizdeki elmanin bir par¢asini 1sirin ve su
soruyu sorun;"elimdeki nedir?" yanit "elma" olacaktir. Bir par¢a daha alin ve yine
ayni soruyu sorun. Yanitiniz belki yine "elma" olacaktir ama i¢inizden bu yaniti biraz

daha agmak gegecektir. Ornegin, "biraz yenmis bir elma" gibi. Isirmaya ve soruyu

9



sormaya devam edin. Oyle bir an gelecektir ki, elinizde tuttugunuz, her neye
benziyor ise, artik sadece "elma" sozciigi ile agiklanamayacaktir. Yemeye devam
edin. Sonunda elma yok olacak ve sorunun yanit1 da "hi¢bir sey" olacaktir. Simdi
sorunuzu degistirin, "elma ne zaman elma olmaktan ¢ikt1? ". Bu soruya bir yanit
bulamayacaksiniz. Burada verilen 6rnek, bulanik mantigin mantigin1 anlatan ¢ok
giizel bir 6rnektir.

Soruda, "ne zaman" sozcugu, igerisinde bir kesinlik tagimaktadir. Yani
yanitin "5.1siriktan sonra", ya da "elma yemeye bagladiktan 5 dk. sonra" gibi, kesin
bir sekilde ifade beklenmektedir.

Bulanik mantik, " elmadan, elma degile gecisi" bir derece meselesi olarak

algilar, klasik mantik(Aristo mantig1) ise, kesin bir an ister [3].

Bu gozlemler ve ¢esitli arastirmacilar, iki degerli mantiga dayanan bugiinki
matematigin kesinlik gostermeyen bir¢ok olaylari tam olarak agiklayamayacagi
distincesini dogurmustur. Bu durumu ilk kez 1965 yilinda Zadeh yayinladig: "Fuzzy
Sets" [33] , adli makalesiyle ortaya koydu ve bulanik kiime (Fuzzy set) kavramini

tanittt. Zadeh daha sonra bulanik kiimelerle ilgili birgok ¢aligma yapti [34-36].
2.3. Bulanik Kiime Kavrami

Simdiye kadar, bir kiitmenin belirtilmesini bu kiimenin iyi tanimlanmig olmast
kosuluna bagladik. Bagka bir deyisle, A kiimesinin tanimli olmasi igin evrensel
kiimeden sectigimiz bir x elemani A kiimesinin elemani midir? Sorusuna kesinlikle
evet ya da hayir dememiz gerekirdi. Bunu X #& bir kime olmak izere, A

kiimesinin

1 xe4

Vxe X igin pA(x):{O iy

ile tammlt g, : X — {0,1} tiyelik fonksiyonu ile ifade ediyorduk [17]. Zadeh'in [33]

de ortaya koydugu asagidaki tanima gore 0<r <1 olmak lizere x€ X elemani;, A

kiimesinin tyelik derecesi r olan bir eleman1 olmaktadir [21,24].

Tanmm 2.3.1. X ={x:xe X} kiimesi verilmis olsun. VxeX i¢in u,(x)e[0,]]

olmak uzere

10



1 X —[0,]]

kiimesine X in A bulanik kiimesi denir. g, fonksiyonuna A bulanik kiimesinin

uyelik fonksiyonu, u, (x) degerine x n iyelik derecesi (ya da degeri) ve u, (x)

kiimesine de A bulanik kiimesine ait elemanlarin tyelik derecelerinin kiimesi denir

[33].

0 ve 1 sayilart [0,1] araliginin elemanlar1 oldugundan her kiimeyi bir bulanik kiime

olarak disiinebiliriz.
Eger;
su; x)=1
sepa(*)
ise bulanik kiimeye normal denir [18,19,32].

Tanim 2.3.2. Eger herxe X i¢in u,(x)< g, (x) ise Ac B denir.

Tanmm 2.3.3. Bulanik kiimelerde birlesme islemi AuwB, "v" verilen bulanik

kiimelerin en biiyiik iglemi olmak tizere asagidaki bigimde tanimlanir;
pAuB(x):pA(x)va(x) VxeX

Tanmm 2.3.4. Bulanik kiimelerde kesisim islemi, AnB,”A” verilen bulanik

kiimelerin en kiigtk islemi olmak tizere agsagidaki bigimde tanimlanir;
pm(x):pA(x)ApB(x) VxeX

Benzer bigimde efer {4,:fe€T} bulank kumelerinin bir smufi ise

U4, ve myg A bulanik kiimeleri de ayni tiyelik fonksiyonlari kullanilarak;
sup 1, (x) ve inf 1, (x)
ile bulunur [37].

Tamm 2.3.5. 4 bir bulanik kime olsun. 4 nin tiimleyeni A, asagidaki gibi

tanimlanir;

11



pz(x):l—pA(x) VxeX

Teorem 2.3.1. Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve timleyen iglemleri agagidaki

ozelliklere sahiptir [4,38] ;

Tek kuvvet AuA=A4
AnA=A
Degisme AUB=BuUA
AnB=BnA
Tumleme A=4
Yutma Au(AnB):A
An(AuB):A
Evrensel ve bos kiimede yutma AuX =X
AnD =D
Ozdeslik AnX =4
Aud=A4

Birlesme Au(BuC):(AuB)uC

An(BnC):(AnB)nC

12



Dagilma Bn(UA,) = tg(A, NB)

teT

BU(ﬂA,)=Q(A,uB)

De Morgan kurali ( 4 1=N4
teT

Klasik kiimelerde farkli olarak;
Haa (%) # e (x)

Bz (%) Z 15 (%)
olabilir.

Ornek 2.3.1. X={a,b} ve A, B bulanik kimelerin tyelik fonksiyonlari igin bulanik

kiime islemleri asagidaki gibi olur;

0,3 x=a
”‘(x):{os x

0,9 x=a

#3(x) {1 z:b

Haon (x) =

0,9 x=a
1 =b
0,3 x=a
Harw (%) {08 =b

13



0,7 x=a
”Z(x):{oz x=>b

0,1 x=a

us(x)={ S

0,7 x=a
”AuZ(x):{ 1 x=>b

£ iy (x)

0,3 x=a
”AnZ(x):{O x=>b

£ (%)

Tanim 2.3.6. A€V (x) olsun. {x:pA (x)>0} klasik kiimesi A4 mmn destegi olarak

isimlendirilir ve sup 4 ile gosterilir.

Tanim 2.3.7. Ae¥V(x) olsun. Va €[0,1] i¢in

{x:pA(x)Za} ve {x:pA(x)>a}

klasik kimelerine @ - kesim ve giiclii @ - kesim kuimeleri denir ve sirasiyla 4,, 4 ,

ile gosterilir [5].

Tanm 2.3.8. X :(—oo,oo) olsun. Eger Va e(O,l] i¢in A, bir sonlu kapali aralik ise

. | eV(x) bulanik kiimesine bulanik say: denir. Eger A bulanik kiimesinin tiyelik

fonksiyonu a,be R ve b>0olmak iizere;
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0 ,Xx<a-b veya x>a+b
(x—a+b)/b ,a—-b<x<a
(a+b—x)/b ,as<x<a+b

1 ,X=a

Ba(x)=

ise A ya iiggensel bulanik sayt denir [7].

Her tg¢gensel bulanik say1 bir bulanik sayi, her reel say1 6zel bir tiggensel bulanik

say1 ve buradan her reel say1 ayn1 zamanda bulanik sayidir.

Tanim 2.3.9. X =(—0,00) olsun. Eger Vx,,x,,x, € X i¢in x, <x, <x,
IACAETACYIVACY
ise Ae V(x) bulanik kiimesine konveks denir [4].

Teorem 2.3.2. Her bulanik say1 (—0,00) un konveks bulanik alt kimesidir ve

bunlarin tyelik fonksiyonlar: tistten yari sureklidir.

Tanim 2.3.10. A4, B bulanik sayilar olsun. Bu durumda A+ B, A—B, AB, A/ B

asagidaki gibi tanimlanir;

Han(2)= 599 [y (x) A sty (7)]
Hap (Z) = xs_“ygz[ﬂA (x) Alg (y )]
#an(2)= s [ me(x) A1ty (7)]

#y, ()= swp [ma(x)n sty ()]

==z,y#0
y Y+

15



3.BOLUM
OLCUM

Bu bolumde klasik anlamdaki 6l¢iim kavrami ve bulanik olgimlerle ilgili

genel tanim ve teoremler verilmigtir.
3.1.Klasik Ol¢iim

Klasik anlamdaki ol¢iimler toplamsal olgimler olarak da adlandirilirlar.
Klasik olgtimlerle ilgili olarak genel tanim ve teoremler [2], [13], [20]

kaynaklarindan derlenmistir.

Tamm 3.1.1. 2, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve g, % cebirinde
genisletilmis reel degerli fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 sagliyorsa g ye olgiim

denir.
i.p(@) =0

iiNAe z  u(4)>0

iii. VA e ¢ ikiser ikiser ayrik kiime dizisi ve UA" € % i¢in

n=1

;{UA,) =>u(4,) (sayilabilir toplamsallik 6zelligi)
n=1

n=1

eger

u(QA,)=Zk:u(An)

n=1
alinirsa sonlu foplamsallik ozelligi denir.

Onerme 3.1.1. g, % cebiri tizerinde bir 6lciim olsun.

16



i. AcB, Ae 2 ,Be 7. igin p(A)Sp(B)

ii. Eger A € © ,1<n<wo ve UA,, icin

n=1

,u(UA,,) < Z p(A")(sayllabilir toplamsallik 6zelligi).

n=1 n=1
ispat:
i.B=AU(B-A4); buradan A4 =4, 4,=B—A4 ven>2 igin 4,=D ise g nin

sayilabilir toplamsalligindan;

#(B)=p(4)+p(B-4) ve p(B)>pu(4)

olur.
n1

iin>1 ve A =B B, =4 —UA, olsun. Vn igin,
n=1

B, e © ,B,c A, ve B, ler ikiser ikiser ayrik kiimeler ise
OB.. = OA,, € ?
1 1
buradan
u(QA,)=u(QB,)=gu(B")Sgu(A,) .
Onerme 3.1.2. g, % cebiri iizerinde bir 6lgiim olsun.

i.Eger 4, cA,, A, e ©, 1<n<ow UA,,G% ise
n=1

ﬂ(QA,)=ygu(An)

[+

ii. Eger 4,5 4,, A,e 7, ise; 1<n<o p(4)<w, [)4,€ 7 ise

n=1
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u(ﬂA,) =1im p1(4,)
n=1
Ayrica, i.) den sonlu toplamsal g igin sayilabilir toplamsallik bulunur.

3.2. Bulanik Ol¢iim Metotlar:

Bulanik o¢lgtimlerde tuyelik fonksiyonlarindan ziyade giiven, olasilik ve
benzerlik dereceleri 6nem tasir. Bu derece bir evrensel kiimedeki aitligi belli
olmayan bir elemanin, evrensel kimesinin bir alt kiimesine olan aitliginin
derecesidir. Bu bolumde klasik kiimeler tizerindeki bulanik ol¢timler yiizeysel olarak
incelenmigtir ve bulanik olgimlerle ilgili ¢esitli tanim ve teoremler verilmistir.

Bulanik 6l¢iim dustincesi ilk olarak Sugeno [27,28] tarafindan tasarlanmaigtir.
3.3. Bulanik Ol¢iim

X #O bir kime, Z , X 'in alt kiimelerinin bogstan farkli bir sinift ve

m: —)[0,00] negatif olmayan, % lzerinde tanimli genigletilmis reel degerli bir

kiime fonksiyonu olsun. Bu durumda;

sup{x:x e[O,oo]}:O

xed

inf{x:xe[O,oo]}:l

xed

ZA, =0 (burada {A,} bir reel say1 dizisidir.) olarak alalim. [29,30].

ied

Tanim 3.3.1. m: & —)[O,w]bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bu m

fonksiyonuna bulanik 6l¢giim denir. [25]
im(B)=0 ,De Z ign
ii. Ae ¥ Be © AcB igin m(A) < m(B) (monotonluk sart1)

iii.vneN {4,}c ¢

18



Acd C., UA,,e & i¢in
n=1

h{lnm(A,,) = m(OA") (ustten siirekli)

iv.VneN {4}c &

ADA4>D., m(4)<o ve ﬁA"e% icin

n=1

h{lnm(A,,) = m(ﬁA") (alttan strekli)

Tammm 3.2.2. Eger (X, & ) uzerinde Tanim 3.3.1. deki (1), (ii)) ve (iii) kosullari
saglaniyorsa m' ye iistten yari siirekli bulamik olgiim; (1), (i) ve (iv) kosullar
saglaniyorsa m'ye alttan yari siirekli bulanik olciim; kisaca her ikisine birden yari

siirekli bulanik 6lgiim denir.

Bundan bagka Xe %, m(x):l ise mbulanik ol¢im veya yari surekli

bulanik 6lgim normaldir denir.

Genellikle m ntn tanimli oldugu % sinifi olarak monoton sinifi yar1 halka,

halka, cebir, o -cebir, o -halka, dizenli sinif veya kuvvet kimesi goz Oniine

alinabilir. Egerm , (X ,]F) de bir bulanik 6l¢iim (veya yar1 stirekli bulanik 6lgtim) ise

(X , ]F,m) ye bir bulanik olgiim uzayi( veya yari siirekli bulanik 6l¢tim uzayi) denir.

Bir yart halka tizerindeki bulanik 6lgimde, klasik olgimdeki toplamsallik

yerine monotonluk, siireklilik ve bos kiimede sifir olma anlamina gelir.

Bunun yaninda bulanik 6lgiime toplamsal olmayan 6l¢iim de denir [31].

Ornek 3.3.1. u, (X,F) uzerinde tammli ve her E e i¢in x,, X kiimesinde sabit

bir nokta olmak tizere
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L x€E
u(E)—{O, % ¢ E

bigiminde tanimlanan Dirac Olgiimii bir normal bulanik élg¢iimdiir.

R, X kumesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve u, (R,X ) tizerinde
tanimli diizenli bir bulanik 6l¢im (duzenli artan yari siirekli bulanik 6l¢im veya
dizenli azalan yari sturekli bulanik o6l¢iim) olsun. Eger v, (R,X ) de bir kiime

fonksiyonu ve
v(E)=1-p(E)

ise v duzgiin bulanik ol¢iime sirastyla, dizenli artan yari surekli veya diizenli azalan
yart surekli bulanik olgim) dir. v ye g nin iki yonli( dual) bulanik olgtimi

denir[16,23,26].
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4. BOLUM
INTEGRAL

Bu bolumde integral konusunun 6nce klasik integral, sonra bulanik integralle
ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Burada klasik integralle ilgili kisimlar [9,15] ve

bulanik integralle ilgili kisim [11,12] ¢alismalarinda derlenmistir.

4.1.Belirsiz integral Kavramu:

Tirev konusu islenirken su sorunun cevabini arastirdik: y=f (x)

fonksiyonunun tirevi nedir? Bu soru kadar dogal olan bir bagka soru da sudur:
y=f (x) fonksiyonu verildiginde bu fonksiyonu tirev kabul eden fonksiyon

hangisidir? Iste bu sorunun cevabr bizi belirsiz integral kavramina gotiiriir.

Bunu bir 6rnekle agiklayalim: f (x) =3x” fonksiyonunu goz oniine alalim.
Turevi f(x)=3x olan bir fonksiyon F,(x)=x" dir. Ancak,
F(x)=x"+1, F,(x)=x'+70, F(x)=x"+20"",...

fonksiyonlarinin da her birinin tirevi f(x)=3x* dir. Dolayisiyla verilen y= f(x)

fonksiyonunu tirev kabul eden birden fazla fonksiyonun oldugu gorialir. Bu

fonksiyonlari, ¢ sabit olmak tizere;

F(x)=x"+c
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seklinde belirtiriz. iste bu F (x) =x" +c fonksiyonlarina f (x) =3x” fonksiyonunun

ilkelleri veya belirsiz integrali adi verilir. Bu ornekten sonra asagidaki tanimi
verebiliriz.
Tamm 4.1.1. y= f(x) fonksiyonu verilsin. Eger F'(x)zf(x) ise F(x)+cye

y=f (x) tonksiyonunun belirsiz integrali denir ve
If(x)dx =F(x)+c

olarak yazilir. Burada c ye integral sabiti, f (x)e integrand ve dx diferansiyelindeki

x e de integral degiskeni ad1 verilir.

Yukaridaki agiklamalar ve tanimlar goz oOnine alinirsa verilen y= f(x)

fonksiyonunun belirsiz integrali su sorunun cevabi olur: Hangi fonksiyonun tirevi

y=f(x) dir?

4.2. Riemann Toplami ve Belirli Integralin Tanim
Simdi de [a,b] kapali araliginda tanimlanan sinirlt bir f fonksiyonunu goz

ontine alalim. [a,b] araliginin bolintisi P= { x,,x,, ... ,x,} olsun. Ayrica,

Xx<z<x, <z,2<Xx,,...,X,,<z<Xx
olmak uzere z,z,, ... ,z, noktalarim goéz Oniine alalim. Fonksiyonun bu

noktalardaki degeri f(z,), f(z,), ..., f(z,)olmak Gizere

F@IAG + @)%+t (2)%, = 3 @)%, (42.1)

toplamini tegkil edelim. f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda sinuirlt bir fonksiyon
oldugundan her bir f(z), f(z,), ... ,f(z,) belirli bir reel sayidir. Dolayisiyla
(42.1) toplami anlamli olur. Eger f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda sinirl
olmazsa bir i i¢in f(z,) oo olabilir. Bu durumda yukaridaki toplam o olur. Bu

bizim i¢in istenilen bir netice degildir. Onun i¢in verilen aralikta fonksiyona

yiiklenilen sinirlilik sart1 olduk¢a 6nemlidir.
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Tammm 4.2.1. f, [a,b] kapali araliginda tanimli ve simrlt bir fonksiyon ve

P{x,,x,,....,x,} bu araligin bir boliinttisii olsun. Ayrica,

X<z <x, <z,<Xx,,...,X,,<z<Xx
olmak tzere z,,z,, ... ,z, noktalarin1 gz 6niine alalim. Bu durumda,

R(fP)= f@MG + f@)A + 4 fE )N, =3 f@)AG,  (422)

toplamma f fonksiyonunun [a,b] kapali araligindaki Riemann toplam: denir.

PR

258y wm gl noktalar1  degistigi zaman bazi  fonksiyonlar  igin

f(2), f(z,),--.., f(z,)degerleri de degisebileceginden (4.2.2) toplami da degisebilir.
(4.2.2) toplaminin R_(f,P) ile gostermemizin nedeni bu toplamin P bolintiisiine ve

f fonksiyonu ile bagli olarak degistigini vurgulamaktadir.

Tanmmm 4.2.2. f, [a,b] kapali araliginda tammli ve smirli bir fonksiyon ve

P={x,,x,,....,x,} bu araligin bir bolintiisii olsun. Ayrica,

X%<z<x, xz,<Xx, x

n-1

, Y e <z, <Xx,

olmak iizere z,,z,,....,z, noktalarin1 g6z ontine alalim. Bu durumda

lim R, (f,P)= Zf( DAY, (423)

IIP||—>° IIPII

limiti varsa f fonksiyonunun [a,b] kapali araliginda (Riemann anlaminda) belirli

(14 77

b
integrali vardir denir ve I f(x)dx ile gosterilir. Bu semboldeki ya integalin alt

sinirt, “b” ye de integralin Ust sinir1 ad1 verilir.

Bu tanima gore,

[ fds= lim, Zf( DAY
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olur. Buradaki limitin z, noktalarina bagli olarak degismeyecegini vurgulayalim.

Belirli integralin tanimi daha 6nce gordugumiiz belirsiz integral goz oniine
alindiginda, bizi biraz sasirtmaktadir. Belirli integral dedigimiz aslinda 6zel bir

limittir. Belirli integrali gostermek i¢in kullandigimiz
b
[ fe)ax

sadece bir semboldir.

4.3.Bulanik Integraller

Bu bolimde X eF iken (X,F) olcilebilir uzay, u:F-—>[0,0] bulank
ol¢im ve IF, (X ,]F) tizerinde tanimli negatif olmayan biitin sonlu olgiilebilir
fonksiyonlarin smnifi oldugunu kabul edelim. Verilen herhangi bir feF i¢in,

a €[0,] iken
F, :{x|f(x)2a}, Fa+:{x|f(x)>a}
yazahm. F ve F . kumeleri sirastyla bir @ - kesim ve f nin bir giigli & - kesimi

olsun.

Bu bolimde f fonksiyonunun deger kiimesini [0,00) kabul ettigimiz igin,

inf f(x)=c0

xed

elde ederiz.

Tanmmm 4.3.1. AeF ve feF olsun. g ye gore A lzerinde f nin bulanik

integrali

$ dp

A

ile gosterilir ve

@fdu = sup [aAp(A nFa)]
] ad0,]
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ile tanimlanir. A=X oldugunda bulanik integral

$ sip
ile gosterilebilir.
Literatirde bazen bulanik integral sugeno integrali olarak da anilir.
Bundan sonrasi igin @ fdu iken AeF ve feF oldugunu gostersin. Eger
4

X =(—oo,00), F Borel cisim B, u Lebesugue olcim ve f:X —[0,00) bir tek
model strekli fonksiyon ise (ﬁ Jdp nim geometrik anlam1 f(x) egrisi ve x-ekseni

arasindaki en genis karenin kenar uzunlugudur.(sekil 4.3.1)

On teorem 4.3.1.

(1) F  ve F , her ikisi de aye gore artmaz ve @ < f iken F , :)Fﬂdir.

N
f(x)
T
(ﬁde y7i
<+— F —> tX

Sekil 4.3.1. Ozel durumlar altinda bulanik integrallerin geometrik yorumu

(2) ,}iﬂ-Fﬂ:,}iﬂ-Fw

=F

a
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ispat:
( Dagiktir.

(2)Onerme su gerceklere dayanmaktadir:

(Vx[ £ 2 By =x| f(x)> B
f<a P<a

={x| f(x)2a}

o {x| f(x)>a}

=t =8}
pra

=t > B} -
pra

Teorem 4.3.1. F(f), f ile olusturulan bir & -cebiri, f olgtlebilir olacak sekilde en

kiigiik & - cebiri oldugunda

[ fiu= sup [anu(4nE,)]

= sup _ar/\y(Ar\Fa+ )]

ac[0,=] -

= sup _ar/\y(Ar\Fa+ )]

ae[o,m) -

= ES;E) _ixlgz'f(x)/\p(AnE)]

—sup| (inf £()) A 4 B) |

EeF
dir.

Ispat: (1) a@=w igin F,=F , =9 oldugundan
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[ fiu= sup [anu(4nE,)]

ve

asegg)][a /\,u(Ar\Fa+ )]: ﬁ:l});l:a Aﬂ(AﬂFa+ )]
oldugu agiktir.
(2) aigg))[a/\p(AnFa)]:ai}(l)g))[a/\p(Aan )]

oldugunu ispatlayalim. Diger taraftan On teorem 4.3.1 den ve g ’niin monotonlugu

ile herhangi bir & €[0,) i¢in
u(AnF,) 2p(AnFa+)
elde ederiz. Boylece

sup [aAp(AnFa)]: sup [ar/\y(Ar\Fa+ )]

acf0,) acfo,o)

olur. Diger taraftan, herhangi bir £>0 ve ae(0,o)i¢in o' e((a—s)vO,a)

alirsak
anp(AnF,)< (a’+£)Ap(A F, )
elde ederiz. Buradan:

sup)[aAﬂ(AﬂFa)] = S?P)[“"”(A”Fa)]
ae(0,o

ad0,o

< a'sel(tl,)m) :(a’+£)Ap(A NF,, )]

< a'sel(tl,)m) :a’Ap(AnFa,+ )]+£

= sup _aAp(A r\Fa+ )]+£

a'e[0,m)-

elde ederiz. € keyfi olarak sifira yakin olabileceginde
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sup [aAp(AnFa)]s sup [aAp(AnFa+)]

ae[o,m) ae[o,m)

elde ederiz. Dolayisiyla

sup [aAp(AnFa)]: sup [aAp(AnFa+)]

adf0,) acf0,)

olur. Geriye

Lfdu = sup [ F(x)Ap4 nE)]

EEF( f) xcE

—sup| (inf () A w4 B) |

EcF

oldugunu ispatlamak kalir.

Ik olarak herhangi bir e €[0,0] igin inf, . f (x) >a oldugundan F,eF ( f )

olduguna dikkat edersek,

[aAp(AnFa)]s sup [inff(x)Ap(AnE)]

EEF( f) xcE

elde ederiz ve boylece

[ fdu= s [arn(4nF,)]

< sup [inff(x)Ap(AnE)]

EEF( f) xcE

olur. Sonra, f F -olgiilebilir oldugundan F ( f ) c F ve boylece

sup |inf f(x)A (ANE) |<sup|(inf f(x))A p(ANE)
EcF(f)L*<E EeF L\*<E

olur.

Son olarak herhangi bir E € F igin eger &' = inf f (x) alirsak E e F,, olur.

Burada g niin monotonlugu ile
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HANE)< y(ANF,)

olur ve bu ylizden herhangi bir E € F i¢in,

[m£ f(x)] AMANE)<a' Au(ANE,)

< sup [aAp(AnE,)]

ad[0,o]

-

olur. Sonug olarak

sup| (inf S A udE) |5 [, fip

EcF

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Verilen herhangi bir (X I, p), feFve AeF igin bulanik integral hesaplamasini

kolaylastirmak igin
I ={a|ae[0,],u(4NF,)>(ANF,) herhangibir 8 > o}
yazariz.
| fin=sup[anu(4nF,)]
oldugunu gostermek kolaydir.

Ornek 4.3.1. Herhangi bir E € F igin, X :{a,b,c}, F :P(x) olsun.

p asagidaki gibi tanimlansin.

|E|, E=+{a,b}
3, E={ab}

)|

Ve
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3, x=a ise
f(x)=42,5, x=b ise
2 x=c ise

2

olsun. O zaman

$, 14, =[3nu({a}) [v[ 257 u({a b)) [v(2An(x))
=1v2,5v2
=25
dir.

Ornek 4.3.2. X = [0,1], F X deki butiin Borel kiimelerinin sinifi m lebesgue 6lgtim

olmak iizere y=m’ , f(x)= ; olsun

F,={x: f(x)>a}=[2a,]]
elde ederiz.

I'= [0, Vz) oldugundan sadece a € [0,}{) oldugunu disinmemiz gerekir. Boylece

ac| 0, )

d = sup |aAu(F
$ 7, [I;/)[ #(F,)]

:aes[l(i%)[aA(l—Za)z]

elde ederiz.

Bu ifade de, @ € [0,}{) iken (1—20:)2 a nin siirekli azalan fonksiyonudur. Buradan,
en kiguk ust sinir a=(1—2¢1:)2 esitliginin ¢oziimiinden biri olan noktada yani

a= % de kabul edilecektir. Sonug olarak

$ra.=),
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elde ederiz.

4.4. Bulanik integrallerin Ozellikleri
Asagidaki teorem bulanik integrallerin temel 6zelliklerini vermektedir.

Teorem 4.4.1.

(1) Eger p(a):O ise herhangi bir f e F i¢in (PAfdﬂ =0 dir.

(2) Eger (ﬁAfdﬂ =0 ise p(An{x:f(x)>0}):0 dir.

(3)Eger fi<f,ise $, fid, <, fd, dr

(4) X, A nin karakteristik fonksiyonu iken (ﬁ Ja, =¢ JXd, dir
(5)Herhangi bir sabit a e [0,00) igin (ﬁ 4ad, =anp(4) dr

(6) Herhangi bir sabit a€[0,0) icin ¢ ,(f+a)d, < ,fd, +$ ,ad, dir

Ispat: Sadece (2) ve (6) yi ispatlayacagiz, digerleri bulanik integrallerin tanimindan

hemen elde edilebilirler.

(2) nin ispatinda olmayana ergi metodunu kullanacagiz,
p(An{x:f(x)>0}):c >0

oldugunu varsayalim.

An{x:f(x)z%}/'An{x:f(x)>0}

oldugundan g nin alttan sturekliligini kullanarak

tim u(dn{z:1 (x)2 Y7 }) =

elde ederiz.
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Boylece,

ﬂ(Ar\P:/m):p(An{x:f(x)Z%o})zg

olacak sekilde m, vardir. Sonug olarak,

é,‘fdﬂ = sup I:aAﬂ(AﬁFa+):|ZiA£>O

E€[0,] no
elde ederiz. Bu (ﬁ +Jd, =0 olusu ile gelisir.

(6) igin Teorem 4.4.1. den

éA(f+a)dﬂ :ilg[g[f(x)+a]]Ap(AnE)
< ilg[[i;g;[f(x)]]/\p(AnE)]+[aAp(AnE)]
<sup| [t [ £ (x)]|a (4 ) [+[ar n(4)]

- sup[[int [/ ()| (A )|+ [anu(4)]

= fd,+$ ,ad,

elde ederiz. m

Sonu¢ Teorem 4.4.1.
(7) Eger ASB ise § fd, >, fd,

(3) @A(fiv.f?,)dp Z@A-’;dpvélbﬁdﬂ
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http://Ee.Fl

) @A(fi/\.f?,)dp Z@A-’;dp/\élbﬁdﬂ
(10) $ o fd, 2§ fd, v, fd,

(D) $ psfd, < S, A, A,
dir.

Ispat: Ozellik (7) Teorem 4.4.1. deki 6zellik (3) ve (4) den elde edilebilir. Ozellik
(8) ve (9), (3) den gelir. Ozellik (10) ve (11), (7) den hemen goriilebilir.

Ozellik (1) - (4) (ve bu yiizden (7)-(11)) klasik Lebesgue integrali 6zelliklerine
benzemektedir, fakat (5) ve (6) klasik olanlardan bir dereceye kadar farklidir. Sunu
da belirlemeliyiz ki genel de Bulanik integral, Lebesgue integralinin sahip oldugu
baz1 onemli ozelliklere sahip degildir. Ornegin, Lebesgue integrali lineerlik

ozelligine sahiptir. Yani,

b+ 1)d,=$.fd+$ s,
ve

[afd,=a 7,

4 4
dir. Fakat Bulanik integral lineerlik 6zelligine sahip degildir. Bunu asagidaki oérnekte
gorebiliriz. [
Ornek 4.4.1. X=[0,1], F, X (agikcast BN[0,1]) deki biitiin Borel kiimelerinin
sinift ve g Lebesgue 6lgiim olsun. Herhangi bir xe X ve a:% icin f (x):x
alalim. O zaman

afd, =9’>§d,, =§

Ve

| -

af fd, =%9’>de =%x%:
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elde ederiz. Sonug olarak
$afd, zaf fd,

elde ederiz.(sekil 4.4.1))

f(x):x

1 lf)

1/2

) /

7z 23 1
Sekil: 4.4.1. Ornek 4.4.1 nin grafigi

On Teorem 4.4.1. AeF,ac[0,0],ficF ve f,eF olsun. A izerinde

|f1—f2|Sa ise

<a

¢ 1d,~$ fd,

elde ederiz.

Ispat: A iizerinde f, £ f, +a oldugundan bulanik integralin (Teorem 4.4.1.) (3), (5)

ve (6) ozelliklerini kullanarak

$ £d, <§(f,+a)d,
<$f,d,+ad,
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= fd, +[aru(4)]
<$f,d,+a

elde ederiz.

Benzer sekilde A tizerinde f, < f,+a dan
$£d,<$fd,+a
A 4

elde ederiz. Sonug olarak

<a

$rd,~$ fd,
A A
elde ederiz. m

On Teorem 4.4.2. Herhangi bir @ € [0,00] icin

@fdﬂ < avp(AnFa+)Sp(AnFa)

A

dir.

Ispat: Herhangi bir @ €[0,0]i¢in Teorem 4.4.1. ve On Teorem 4.4.1. i kullanarak,

él‘ d, = sup [a'Ap(AnFa.+)]v sup [a'Ap(AnFa.+)]

acfo.q] a'e[a,m]

< sup @ v sup p(AnFa.+)

adoa]  ddas
<avp(4AnF,)
<av u(AnF,)
elde ederiz.

35



4.4.3.0n Teorem: Herhangi bir ae[O,oo) i¢in @ Jfd,=mo ancak ve
A

#(ANF,)=owdur.

Ispat: < @fdﬂ =0 ise On Teorem 4.4.2 den
A

av u(AnF,)=w
olur. Boylece ae[O,oo) ise,
#(ANnF,)=o

dur.

=> Tanim 4.3.1’den hemen ¢ikar.

On Teorem 4.4.5. Herhangi bir & e[O,oo) icin,

(1) Herhangi bir B<a < p(4nF,)2a igin,
@fdﬂ 2a & p(AnFl,)Za
A

dir ;

p(AnFl,)<a:>p(AnFa)<a:>p(AnFa+)<a

olacak sekilde f<a vardir <:>§ Jd,<a dr.
A
(2) @fdﬂ Sa<:>p(AnFa+)Sa<:p(AnFa)Sa :
A
@fdﬂ >a<:>p(AnFa+)>a:>y(AnFa)>a
A
3) 43 fd,=a < herhangi bir f<a igin,
A

p(AnFl,) >a 2p(AnFa+)<:p(AnFa) —a
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dir. p(A) <o oldugunda

@) $fd,>a e p(AnF)>a

(5) @fdﬂ =a o u(AnF)>a 2p(AnFa+)

elde ederiz.

Ispat :(1) sadece @ €(0,00) durumunu disinmemiz yeterlidir. Herhangi bir f<a

icin, p(AnFl,)Za ise,
éAfdﬂ :ﬂZE(l)g))[ﬁAp(AnFl,)]

Zﬂigg)[ﬁAp(AnFﬂ)]

> sup [BAa]
ﬂe[o,a)

> sup S
ﬂe[o,a)

dir.

Tersine , p(A nFl,) <a olacak sekilde B <a varsa, On Teorem 4.4.2’den
@fdﬂ sﬁvp(AnFl,)<a
A

dir. Boylece (1) ‘deki denklik bagintisini ispatladik. Diger gerektirme bagintilarini

On Teorem 4.4.1. ve uniin monotonlugundan ¢ikar.

(2) p(AnFa+)s a ise On Teorem 4.4.2. den

@fdﬂ Savp(AnFa+):a
A
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dir Tersine On Teorem 4.4.1. ve u niin alttan siirekliliginden,
im glAnF,)=ulAnF ,
elde ederiz.

Eger p(A NE, ) >a ise p(A NF, ) >a olacak sekilde a,>a vardir.

Boylece Tanim 4.3.1. den
éfdﬂ >a, Ap(AnFao) >a
A
elde ederiz. Boylece (2) deki denklik bagintisini ispatlamig olduk, kalan 6zellikler

(1) yolla ispatlanabilir.

(3) Bu ozellik (1) ve (2) nin birlestirilmesiyle hemen elde edilebilir.

4) p(A) <o iken

;i_gll_p(AnFﬂ) :p(AnFa)

elde ederiz. Boylece herhangi bir f<a igin, p(AnFao)Za ancak ve ancak

p(AnFl,) >¢q dir.

Bu ytizden (4), (1) den hemen ¢ikar.
(4) Benzer sekilde bu 6zellik (3) den de hemen ¢ikar. ]

Klasik ol¢iim teorisin de, iki olgulebilir fonksiyon f; ve f, h.h.h. (hemen

hemen heryerde) esit ise bu fonksiyonlarin integralleri de esittir.

Bulanik 6l¢tim uzay1 tizerindeki bulanik integraller i¢in bu dogru mudur? Asagidaki

ornek de gorildugi gibi cevabi hayirdir.
Ornek 4.4.2. X={0,1} , F=P(X)

|, E=E
ME)=10 pex
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olsun. Eger

=
I
S -

ﬁ&%{ﬁ

f(x)=1

ise hhh. f = f, dir. Fakat
$fd,=0 ve $fd,=1
A A

dir. Bununla beraber bulanik integraller i¢in 6nemli bir teorem elde ederiz.

Teorem 4.4.2.h.hh. fi=f, ve
$fd,=$ 14,

ancak ve ancak g sifir- toplamsaldir.

Bspai: = g tepmsal e,
w({x: £i(x) % £ (x)}) =0
dan herhangi bir & €[0,0] igin,
({5 a) < e £1) > a) ol 1) £, (9)

= p({x 4 (x) > a})

oldugunu biliyoruz. Karsit esitsizlik de saglanir. Boylece herhangi bir ae[O,oo]

p({x:fl(x)Za}) =p({x:f2(x)2a})

elde ederiz ve bu yiizden Tanim 4.4.1. den

$1d, = 1d,
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elde ederiz.

< Herhangi bir EeF, wu(F)=0 ile FeF i¢in, y(E)=o ise, g nin

monotonlugu ile
#(EUF)=0=pu(E)

dir. Simdi  g(E)<co oldugunu varsayalim ve u(EUF)=p(E) oldugunu
gostermek icin ¢eligki ile bir ispat kullanalim. Eger bu dogru degil ise [yani eger

#(EUF)> p(E) isel, ae(p(EuF), p(E)) alalim ve

xek
xe E

Ae-{;

f(x)— a, xeEUF
L 0, xeEUF

ise
ulx: £,(x)% £ (D))= n(F~B) < u(F) =0
dir. Yani
h.hh, fi=f
dir.
Boylece

$fd, = 1d,
saglanmalidir. Fakat simdi

$d, =anu(E)=u(E)
ve

(ﬁfzdl‘:al\p(EuF):a;tp(E)
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elde ederiz. Boylece bir ¢geligki elde ederiz. [

Sonuc 4.4.2. Eger u sifir toplamsal ise, A tizerinde h.h.h. f = f, oldugunda

{) s, :43fdﬂ

AUB A4

dur.

Ispat: A tzerinde hhh f=f, ise hhh f£X,=f,.X, dir. Teorem 4.4.2. ve

Teorem 4.4.1.den sonucu elde ederiz. ™

Sonu¢ 4.4.3. Eger g sifir toplamsal ise, herhangi bir feF igin, AeF,

p(B) =0 ile B e F oldugunda,

{) s, :43fdﬂ

AUB A4

dir.
Ispat: Sonug

hhh fX, ,=fX,
dan hemen c¢ikar.

Benzer sekilde p.h.h.h. f = f, oldugunda
§1d,=p e,

olan bir sonug elde edebiliriz. [
4.5. Bulanik integrallerle Tamimlanan Bazi Bulanmik Olciimler

Bu kesimde verilen bir bulanik 6lgime gore verilen olgulebilir fonksiyonun
bulanik integralini kullanarak bir bulamk 6lgimi nasil tanimlayacagimizdan

bahsedecegiz. Bu kisim [11,12] de derlenmistir.

Teorem 4.5.1. (X JF, p) bulanik 6l¢iim uzayr ve  f € F olsun. (X F ) tizerinde

herhangi bir A4 € F alt yar siirekli bulanik 6l¢tim i¢in v kiime fonksiyonu
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v(4)=$d,
A
ile tammlamr. Ayrica, g sonlu ise (X, F) iizerinde v sonlu bulanik ¢lgiimdiir.

Ispat: Teorem 4.4.1. den v(@) =0 ve v nin monoton oldugunu biliyoruz. Béylece v

nin alttan sirekli oldugunu ispatlamamiz gerekir.

{E,} F icinde artan kume dizisi, E, /' E € F olsun. O zaman
S Xe, N f Xy
elde ederiz. On Teorem 4.4.4. den

limv(£,)=lim fd,
E,
=1i£n<ﬁjXE'dﬂ
E,
zéfXEdp

- 43 fd,
-v(E)

elde ederiz. Ayrica, g niin sonlu oldugunu varsayalim E, \W E € F olmak lizere F

icinde verilen herhangi bir kiime dizisi {E"} i¢in,

fXg, N fX,
ve On Teorem 4.4.4. den ayrica
limv(E,)=v(E)

elde ederiz. Yani v istten stireklidir. Sonug olarak v bir bulanik 6lgtimdiir.
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v(@):if(x)dﬂ =0

ifadesinden v nin sonlu oldugu goérulur. [
Asagidaki 6rnek v kiime fonksiyonun tistten stirekli olmayabilecegini gosterir.

Ornek 4.5.1. X =[0,oo),F [0,00) icindeki Borel kiimelerinin sinift g Lebesgue

Ol¢iim, f(x) =1 olsun. E, = [n,oo),n =1,2,3,...alirsak n=1,2,3,...igin E, \v O ve
v(E)=$f(x)d,
E,
=$ 14, =1
[0.)

elde ederiz, fakat
v(9)= éf(x)dﬂ =0
%]

dir. Bu ytizden v ustten suirekli degildir.

v nin g ye gore mutlak siirekli olup-olmadigini sormak dogaldir. Genel olarak

konusursak, maalesef cevap hayirdir. Bunu asagidaki 6rnekte gorebiliriz.

Ornek 4.5.2. X:{a,b} F:P(x) ve

0, E=0
1

u(e)-{

, digerleri

ile g, (X,F) uzerinde bir bulanik 6l¢giim olsun.

0, x=a
f(x) B {1 x=b
alirsak herhangi bir E € F i¢in
v(E)=§ 7,
E
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ifadesi ile bir v bulanik 6l¢im elde ederiz. Simdi herhangi bir £:%>0 igin,

F=X, E :{a} alalim. F o E ve herhangi bir pozitif say1 § >0 dan kiigiik olan

p(F)—p(E) =0 aragmen

v(F)-v(E)=§ fd,- ?} fd,

=1-0
=1
>

olur. g ye gore mutlak siirekli degildir.

Bununla beraber, mutlak siireklilik kavramindan daha zayif bir kavram olan
zayif mutlak sireklilik kavramini tanitirsak, yukarida bahsedilen soru hakkinda

pozitif cevap elde ederiz.

Tammm 4.5.1. 4 ve v, ¢ uzerinde iki bulanik 6lgim olsunlar. Eger herhangi bir

e>0icin Ecg ve v(E)<5 oldugunda p(E)< o olacak sekilde & >0 varsa u
ye v ye gore zayif siireklidir denir ve p<:< v ile gosterilir.

Eger u ve v (X,F ) tizerinde iki bulanik 6l¢im ise g<v iken p<:<v olacagi

aciktir. Daha once verilen mutlak sureklilik gibi, zayif mutlak sureklilik de klasik

olgtim teorisin de verilen mutlak siireklilik kavraminin bir genellemesidir.

Teorem 4.5.2. (X ,F, p) sonlu bulanik dl¢im uzayr f e F olsun. Eger herhangi

bir E€F igin v,

v(E)=§ 7,

ile tanimlanirsa, v g dir.
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Ispat: Verilen herhangi bir £>0 igin £=6 alalim. Boylece p(E)<£=5 ile

herhangi bir E e F igin,

v(E)z@fdﬂ <u(E)<e

elde ederiz. Yani v& o dir.
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5. BOLUM
OLCUM VE INTEGRAL
5.1. Kiime Fonksiyonlar:

Bu bolim de kiime fonksiyonlar: ile ilgili tamim ve teoremler [12] de

derlenmistir.

Tamm 5.1.1 & fonksiyonu kiimeler ailesi Uzerinde kiime fonksiyonu diye

adlandirilir. &, 2% tizerinde tanimli bir kiitme fonksiyonu olsun.

i. £ kime fonksiyonu X in 4 ve B ayrik alt kiimelerinin her ¢ifti i¢in toplamsal

ise
£(4uB)=¢£(4)+£(B)

dir.

ii. X in A ve Balt kiimelerinin her gifti igin 4 c B olacak sekilde
£(4)<£(8)

ise £ kiime fonksiyonu monotondur.

iii. & kiime fonksiyonu normallestirilmis ise

min{£(4):AcX}=0 ve max{£(4):4cX}=1

£ toplamsal ise §(®)=§(®)+§(®) oldugundan & (Q):Q dir. Negatif olmayan
toplamsal kiime fonksiyonu monotondur. & negatif olmayan ve toplamsal ise

Ac Bc X ise

B/A:{x:xeB,xqu}, f(B/A)ZO
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oldugunda
E(B)=£(AU(B/ A))=&(A)+E(B1A)>E(A)
dir. X sonlu bir kime oldugunda 2* tizerinde & toplamsal kiime fonksiyonu igin

£(4)=2¢({})

xcA

dir.

Tammm 5.1.2. &, 2% tzerinde tanimli bir kiime fonksiyonu ve 4c X olsun. A ya

& nin &, kisitlamast;
&,(B)=£¢(4NB) VBc X

olarak tamimlidir.

& nmin &, kisitlamasi, & ile aym ozelliklere sahiptir. £ toplamsal ise (ya monoton

ya da negatif olmayan) £, toplamsaldir.

5.1.3 Tanmmm: & kime fonksiyonu f(@):o olacak sekilde 2" tizerinde tanimlidir.

Onun eglenik ;‘ kiime fonksiyonu ve A nin tiimleyeni A° i¢in
£(4)=¢£(X)-¢(4) VAc X

olarak tanimlidir. Bu tanimdan f(@):o dir. §(®)=0 ise ;‘(X ):f(X ) ve
bundan dolay1 :‘26 dir. & monoton ise ;‘ monotondur. & normallestirilmis ve
monoton, onun eslenigi ;‘ olunca £ iki yonli (dualdir )denir.

5.2.0I¢iimler

Tamim 5.2.1. X uzerindeki 6l¢tim, 2° tzerinde tanimli negatif olmayan toplamsal
kiime fonksiyonudur. Normallestirilmis 6l¢im olasilik olgiimii diye de adlandirilir.

X uzerindeki noktasal 6lgiim, 2* tizerinde tanimli toplamsal kiime fonksiyonudur.
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Bir olasilik ol¢imu olgimdir ve bir olgim de noktasal olgimdiir.(sekil
5.2.1) P kiume fonksiyonu olasilik ol¢iimdir <> P kiime fonksiyonu P(x):l

olacak sekilde olgtimdur.

Olasilik dlgtimleri

Olgiimler

Noktasal 6lgimler

Sekil 5.2.1. X tzerindeki olasilik olgimler ailesi noktasal ol¢imler ve

ol¢umdurler.

Kumelerin buyuklik o6lgimleri bir o6lgiimdir. Kimenin elemanlarinin sayist

kiimelerin buytiklik élgiminiin bir ¢esididir.

Ornek 5.2.1. X sonlu bir kiimedir. m, kiime fonksiyonu |A|, A nin elemanlarinin

sayist
m,(4)=|4

olarak tanimli ise X TUzerinde bir dlgimdir. X tzerindeki bu olgim sayilabilir

olgtim diye de adlandirilir.

Kutle ve hacim ayni1 zamanda kiimelerin buyuklugi sayilabilir. Genellikle buyuklik
negatif olmayandir. Buyukligin negatif degerlerini soyleyerek imgeleyebiliriz.

Elektrigin niceligi buyuklik olarak dikkate alinabilir.

Ornek 5.2.2. X nesnelerin sonlu kiimesi olsun.

i. Her x nesnesinin hacmi ¥, em® diir. ¥ :2* — R, kiime fonksiyonu X in her 4

altkiimesinin hacim 6lgtimlert;
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V(4)=3v,

xcA
X uzerinde olgimdur.

ii. Her x nesnesinin kiitlesi m g dir. M :2* — R, kime fonksiyonu X in her 4

altkiimesinin kiime 6lgiimlerti;
M(4)=2m,
xcA
X uzerinde olgimdur.

iii. Her x nesnesi q, coulombsla birlikte elektriksel alandir. Q:2* —» R, kiime

fonksiyonu X in her A altkiimesinin elektriksel nicelik 6lgtimleri;

0(4)=24

xe4
X 1tzerinde noktasal 6lgtimdur.
Olasilik 6l¢timiinii kiimelerin biyiikliigii olarak da dikkate alabiliriz.

Ornek 5.2.3. Bir zar atildig1 yerde durumlari goz oniine alalim ve iist yizindeki
sayilart gozlemleyelim. X :{1,2,3,4,5,6} olasi sonuglar kimesidir. P:2* - R,

kiime fonksiyonu X in her A altkimesinin olasilik o6lgimleri bir olasilik

olgtimiuidiir. Zar tarafsiz ve dogru ise Vxe X ig¢in

1
P(x)=—
(9)=1
dir. Asagidaki 6zel bir olgimdur.

Ornek 5.2.4. x,, X in bir elemani olsun. d, kume fonksiyonu

|1 xe4d

tamml1 iken X Uzerinde olgimdir. x, tizerinde odaktir. X uzerinde Dirac élgiim

diye adlandirilir.
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Tanim 5.2.2. m, X tzerinde noktasal 6l¢im olsun. X in N altkimesi M cN

iken m(M ) =0ise m- bos kiime diye adlandirilir.

Ornek 5.2.5 (Ornek 5.2.2 den) X in A alt kiimesi bir &- bos kiime ancak ve ancak

A nin elemanlarinin tiimi elektriksel alanda degildir.

Ornek 5.2.6. (Ornek 5.2.4. den) Xy €X, X in Aalt kiimesi &, -bos kimedir ancak

ve ancak x, ¢ 4dir.

Asagidaki Onerme 5.2.1. ile bos kiimenin dzelliklerini gosterelim.
Onerme 5.2.1. m bir noktasal 6l¢iim olsun.

i..Bos olmayan bir kiime bog kiimedir.

ii. Bos kiimenin 6l¢timu sifirdir.

iii. mnegatif olmayan bir 6lgiim ise bos kiimenin 6l¢imu sifirdir.
iv. Bir bos kiimenin alt kiimesi de bos kiimedir.

v. Bos kiimenin birlesimleri de bos kiimedir.
vi. N kimesi bostur < g(AuM)=pu(4) VM cN,AcX
< u(A/M) = p(4) VM cN,Ac X
< p(AAM) = p(4) VM cN,Ac X
AAB=(A4/B)u(B/ A)=(4UB)/(ANB)
dir.

Tammm 5.2.3. m, X uzerinde noktasal 6lgim olsun. f bir fonksiyon ve F de
bostan farkli bir kiime olsun. F iizerinde f nin essential sup ve essential inf

sirastyla

esssup(x) = min{r : {x eF:f(x)> r}kiimesi m—bostur}

xeF
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ve

essin f(x)=max {r : {x eF:f(x)< r}kiimesi m—bostur.}
xeF
olarak tamimlanirlar. ess sup(x) ve essin f (x) ile gosterilir.
xcF xcF

Yukarida tamimlanan X in Urettigi durumlardan biri farz edelim sonlu kiime

olmasin. Eger X sonlu kiime ise esssup ve essinf

esssup f (x)=max { f(x):xeF,{x}tek elemamh kiime bos degildir}
xeF

ess inff(x):min{f(x):x € F,{x}tek elemamh kiime bos degildir}
xeF

olarak tamimlanabilirler.

O halde essential sup ve essential inf sirasiyla essential max ve essential min diye

adlandirilabilir.
5.3.Integral

Tamm 5.3.1. m, X tzerinde noktasal 6l¢iim ve f bir fonksiyon olsun.

X:{xl,xz,x3,x4,x5}

f(xs) ..............................................................

f(x4) ................................................

(=) =)} e

f(x)

v

0 X X, X x, >

Sekil 5.3.1. f nin grafigi ( Not: X sonlu kiimedir.)
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m ile birlikte f nin integrali [ £ (x)dm(x) (yada | fim)

[ fam= 3. s (x)m({)
olarak tanimlanir.

Ac X olsun. 4 iizerinde I fdm (ya da I f (x)dm(x))

[ fam=[ f1,dm

olarak tamimlidir.

1,, 4 nin karakteristik fonksiyonu

1 xe4
lA(x):{O ng

acikca

| iim = | i

[ sam =31 (x)m({x}) ] sim,
dir.

Ornek 5.3.1 (Ornek 5.2.1. den) m,, X uzerinde surekli bir 6l¢giim olsun. VAc X

ve X uzerindeki her f fonksiyonu
J fame =31 (x)
A xcA

dir.
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Ornek 5.3.2. (Ornek 5.2.2. den) Her x€ X igin yogunlugu f (x) % o olsun. v

nin f integrali X in toplam kutlesine esittir. Bundan bagka VAc X i¢in
M (A4)=| fav
A

dir.

P olasilik olgiminin f integrali fnin beklenen degeri diye adlandirilir ve

E(f:P), E,(f)yada E(f) ile gosterilir.

Ornek 5.3.4. (Ornek 5.2.4 den) x, € X ve d, , Dirac dlgimin x,o0dagt olsun. X

tzerindeki her f fonksiyonu

[ a5, = f(x,)
dir.

Onerme 5.3.1. m, X zerinde noktasal olgim olsun. X  izerinde

a,b,a,a,,a,..,a, reel sayilar, f ve g fonksiyon ve 4,4,,4,,4,,....,4, .X in

altkiimeleri olsun.

i.[(af +bg)dm=a| fdm+b| gdm

ii. iz;:ailA'_dm :iz;:aim(A,.)

ozellikle

Il am=m,
dir.
iii. m dlgim ve f<g ise

| fdm < | gam

iv. N bir bos kime ve Vx¢ N i¢in f(x)=g(x) ise
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 fam= g

Yukaridaki onermenin ji. maddesi bu notla X Ttzerindeki her fonksiyon igin

gosterilebilir.
Not:
f= iz;:a,.l 4
Ornegin ;
f=2 1)y (53.1)
- ; A o)a) (5.3.2)
- iz:;(ai _ai—l)l{x:f(x)zai} (5.3.3)

{al,az,a3,...,a"}, f nin deger kimesi {f(x):xeX} aq<a,<asx,..,<a, ve

a, =0 dir.
(5.3.1) olarak temsil edilen f fonksiyonu dnerme 5.3.1 den verildi.

(5.3.3) integrali;
[ fam =Y am({x: £ (x=a)})

dir.

5.3.3 integrali;

[ am=3(a -0 )My

dir.
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6.BOLUM
OLCUM UZERINDE TANIMLI OLAN BAZI INTEGRALLER

Bulanik integraller, farkli bulamk ol¢iimlerin sonucu ile elde edilen
integraller icin kullanilan genel bir terimdir. Choquet Integral, Sipos Integral, Sugeno
Integral ve t-conorm Integral diye isimlendirilen birgok bulanik integral bigimleri

mevcuttur [8,11,12].

Bulanmk Integral, ¢ok kriterli bir ortamda bulamk 6lgiime dayali olarak
yapilan bir bilgi toplama, bilgi birlestirme ve kaynastirma iglemidir. Kisacasi bulanik
integral, uzman goristine dayali olarak bir karar mekanizmasidir. Genelde uzman
gorusini ifade eden bulanik 6l¢timiin en 6nemli karakteristigi dogrusal olmamasidir.
Bu nedenle klasik birlestirme operatorlerine gore daha esnek ve etkili sonuglar

vermektedir.

Bu kavram Bulanik kiime teorisi alanina 1974 yilinda Michio Sugeno ve
Karar teorisi alanina 1982 yilinda David Schmeidler tarafindan sunulmustur. Ulrich
Hohle, 1982 yilinda ilk defa Choquet Integralini bulanik kiime teorisi alanina

sunmusgtur.

“ Choquet Integral”, en dogal ve en sade bulanik integral tipi diye
amlmaktadir [1]. Choquet Integral de olmayan normalizasyon ve kriterlerin
etkilesimi isin igerisine katildiginda bunun “Sugeno Integral” oldugu hemen akla
gelen ilk seydir. Zaten bu iki temel tipin disindakiler, biiyiik oranda bu bi¢imlere

benzemekle birlikte baz1 degisiklikler ile olugmuslardir.

Burada Choquet Integral, Sipos Integral ve Sugeno Integral tanimlari ve

ozellikleri incelenmisgtir.
6.1. Choquet Integral

Choquet Integral klasik integralin gelismis halidir ve en dogal bulanik

integral bi¢imidir. Bu bulanik integral tipinde once hipotezi destekleme oranlari (h
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degerleri) siralanir. x-ekseni, ozellikleri veya goz onine alinan kriterleri ve y -
ekseni ise x-eksenindeki ozellige veya kritere gore hipotezi destekleme oranini
gostermektedir. (  x=kriter veya ozellik, A(x)=hipotezi destekleme oran).
Dolaystyla Choquet Integral sonucu bulunan alan, tiim kriterler goz oniine alinarak

hipotezin ne kadar dogru olacagini gosterir. ( Eger h degerleri [0,1] araliginda

normalize edilmis ise yine [0,1]araliginda sonug verecektir.) [10].

Tammm 6.1.1. g, X uzerinde monoton olmayan bir bulamk 6l¢iim ve f ise ayni

sekilde X uzerinde tamimli olan @ <a, <@, <,...,<a, olmak uzere {a,a,,a;,...,a,}
araliginda bir fonksiyon olsun. Choquet Integral; (c)I f(x}u(x) veya kisaca

(c)I fdpu ile gosterilir ve denklem asagidaki gibi hesaplanir [11,12].

(c)j'fdp:iz;:(ai —a_Ju{x: f(x)>a},a,=0

dir.

Yukarida goruldiugi gibi a, 2a, >2a,>2a >a,=0 dir ve tim degerleri
pozitiftir. Yani tim kriterlere gore f hipotezi farkli oranlarda olmakla birlikte pozitif
(olumlu) desteklenmektedir. Eger f degerleri i¢in negatif eksende s6z konusu olursa
bazi kriterlere gore f hipotezi olumsuz goriliyor demektir. Anlatildigr gibi negatif

degerleri de igeren bulanik integral bigimi “Sipos Integral” dir. Choquet Integralde
oldugu gibi pozitif ve negatif degerlerin bulanik integral degerleri hesaplanir ve

sonra birbirinde ¢ikarilir.
Asagidaki Onerme 6.1.1.de Choquet Integralinin 6zellikleri verilmistir.

Onerme 6.1.1. fve g, X iizerinde birer fonksiyon ve 4 c X olsun.
i (c)IlAdp =u,
ii. p bir bulanik dlgim ve f< g ise

(c)Ifdp < (c)Igdp
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iii. a negatif olmayan bir reel say1 ve bbir reel say ise
(¢)[(af +b)du=a(c)| fdu+bu(x)
w. (c)[-fdu=—(c)| fdu
v () rYn=()] fdu
X iizerinde biitin f fonksiyonlar: igin gerek ve yeter sart 4= olmasidir.
vi. (¢)[ fdu=(c)| frdu—(c)| fdu
fH(x)=max{f(x),0} ve f (¥)=max{-f(x),0}
dir.

vii. a bir reel say1 ise
a(c)Ifd(ap) = a(c)Ifdp

vili. u<v p(x) :v(x) olacak sekilde u ve v, X tizerinde bulanik dlgimler ise X

iizerinde tim fonksiyonlar igin
()] fdu<(c)[ fav
ix. N bir bos kiime ve Vxe N icin f(x)=g(x) ise
()] fdpu=(c)[ gdn

6.2.Sipos Integral

Tammm 6.2.1. g, X tzerinde monoton olmayan bir bulanik 6l¢iim ve X ile birlikte
tanim kiimesi {@,4,,4;,...,a,,8,b,,...,b,}.b,<b,  <,..,.<h <0<a <aq,%,. ., <a,

olan f fonksiyonu olsun. f ile birlikte g niin Sipos Integrali;

)] f(x)du(x) (vada (5)] fdu)
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(E)Ifdp:iz::(ai —ai_l)p{x:f(x)Zai}+iz:1:(bi —b )u{x: f(x)<b},a,=5,=0

dir. Sipos Integrali asagidaki dzelliklere sahiptir [11,12].

Onerme 6.2.1. a bir negatif olmayan reel say1 fve g, X iizerinde birer fonksiyon

ve Ac X olsun.

i. fnegatif olmayan bir fonksiyon ise

(5)] fdp=(c)[ fdu
ozellikle

(5)[Ledn=p(4)
dir.

fi. g bir bulanik olgiim ve f<g ise
(5)[ fdp<(5)| gdn
ii. ()| afdp = ()] fap
szellikle
@) Yu=—@)| fdn

w. (5)] fdu=(5)[ f*du~(3)[ f du

S (x)=max{f(x),0} ve f (x)=max{-f(x),0}
v. (3)[ fd(ap)=a(3)[ fdu
vi. N bir bos kime ve Vxe N igin f(x)=g(x) ise

(5)] fdn=(5)] gdn
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6.3 Sugeno Integral

Sugeno Integralinin en onemli ozelligi; 6zellik veya kriterlerin birbirleriyle

etkilesimlerini baz almasidir [11,12].

Tanmm 6.3.1. g, X tuzerinde normal bulamik 6l¢gim ve f,X ile birlikte tanim
kimesi {a,a,,...,a,} 0<a <a,<,...,<a, <1 o0lan bir fonksiyon olsun. file g niin

gosterimiyle Sugeno Integrali;
$f(x)on(x) (vadafop)
@fopzi\:/l[aiAp{x:f(x)Zai}]

olarak tamimlidir.

Sugeno Integrali asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Onerme 6.3.2. g ve v normal bulamk 6lgiim, fve g X den [0,1] e fonksiyonlar

Ac X ve ae|0,1] olsun.
i §p1,0u=p(4)
ii. f<g ise
$fou<gon
iii. §(av f)ou=av(§ fou)
. |9’>fop—(c)jfdp|s%
v. g bir 0—1 bulanik slgiim ise

$fon=(c)] fdn

vi. u<v ise
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$fou<fov

i § )= (52

viii. N bir bos kime ve Vx¢ N i¢in f(x)=g(x) ise

$fon=fgon
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7.BOLUM
SONUCLAR

Bu ¢alisma boyunca goriildiigi gibi ¢esitli bulanik 6lgtimler tizerinde bulanik

integrallerin farkli tanimlar1 yapilmistir.

Buradan da gorildiigi gibi klasik integral Riemann toplami tizerinde, bulanik
integraller ise farkli olgiimler tzerinde tanimlanmistir. Bulanik o6l¢iim tizerinde
caligmalar yapan bazi aragtirmacilar bu ¢aligmalar sonucu; monoton olmayan bulanik
olgtim tizerinde Choquet ve Sipos bulanik integrallerini ve normal bulanik 6lgim

tizerinde Sugeno bulanik integrali gibi... Farkli bulanik integralleri tanimlamiglardir.

Sonug olarak tamimlanan bulanik integraller, bulanik 6lgim Uzerinde
tanimlanmig ve oOzellik olarak birka¢ 6zellik diginda burada tanimlanan bulanik

integraller ayn1 6zelliklere sahiptir.
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