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OZET

FUZZY n-NORMLU LINEER UZAYLAR VE BU UZAYLARDA BAZI
SONUCLAR

KIR, Mehmet
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimi
Tez Yéneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Agustos 2010, 63 sayfa

Bu ¢alismada fuzzy normlu uzaylar, fuzzy metrik uzaylar, fuzzy 2-normlu,
fuzzy 2-metrik ve fuzzy n-normlu uzaylar hakkinda bilgiler verilecek ve bu

uzaylarda yaklasim incelenecektir.

Ayrica bu caligmada reel degerli ¢ fonksiyonu yardimiyla tanimlanan ¢-n
normlu uzaylari tanimlanacak ve buna bagli olarak fuzzy ¢@—n normlu uzaylari

olusturulacak ve bu uzaylarda bazi sonuglar verilecektir.

Anahtar kelimeler: 2-norm, n-norm, ¢ fonksiyonu, fuzzy norm, fuzzy metrik,

fuzzy 2-normlu uzay, fuzzy n-normlu lineer uzay.



ABSTRACT

FUZZY n-NORMED LINEAR SPACES AND SOME RESULTS IN THESE
SPACES

Mehmet KIR
M.Sc.in Depertment of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
August 2010, pages 63

In this study, it will be given information about the concept of fuzzy metric
spaces, fuzzy normed spaces, fuzzy 2-norm, fuzzy n-norm, and be investigated the

approximation in these spaces.

Also in this study fuzzy ¢ -n-normed lineer spaces will be introduced

produced from ¢ -n-norm, by ¢ function which is defined on real numbers.

Key Words : 2-norm, n-norm, ¢ function, fuzzy norm, fuzzy metric, fuzzy 2-

normed spaces, fuzzy n-normed linear speces.
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1.BOLUM
TEMEL BILGILER
Giris
Fuzzy kiimelerini ilk olarak Liitfi Zadeh 1965 de tanimladi. Daha sonra
Sugeno Zadeh’in tanimladigi bu kiimeler iizerine fuzzy Ol¢iimlerini tanimladi ve

ilerleyen tarihlerde daha bircok matematik¢i fuzzy kiimeleriyle ilgilendiler ve bazi

sonuglar elde ettiler [1].

Bununla beraber 1964 de Alman matematikg¢i S. Gahler 2-norm kavramini ve
2-normlu uzaylar1 tanimlayip iizerine bazi sonuglar verdi [2]. Gahler’den sonra A.
Misiak, S. S. Kim, Y. J. Cho, R. Malceski, Gunawan, Mashadi gibi isimler 2-norm
kavramini n-norm kavramina genisleterek n-normlu uzaylar ve bu uzaylar tizerinde

cesitli sonuglar elde ettiler [3,4].

S. C. Cheng, J. N. Mordeson , T. Bag, S. K. Samanta gibi matematikgiler
1974’lerde lineer uzaylar iizerine fuzzy norm tanimladilar [5]. Son yillarda AL.
Narayanan ve S. Vijayabalaji fuzzy n-normlu lineer uzaylar ve bu uzaylarda

yaklasim tizerine ¢alistilar [6].

loan Golet reel degerli bir ¢ fonksiyonu tanimlayip buna bagli olarak ¢
normlu uzaylar ve bu uzaylardan elde edilebilecek fuzzy ¢ normlu uzaylari

tamimladi [7].

Bu ¢aligmada yukarida gecen tiim kavramlar tanimlanip incelenecektir. Daha

sonra loan Golet’in tanimladigir ¢ fonksiyonu yardimiyla fuzzy n-normlu uzaylar

kurulup bu uzaylarda baz1 sonuglar verilecektir.

Son olarak 5.Boliimde de «—n—normlu lineer uzaylar tanimlanip bu uzaylar

tizerinde yaklasim incelenmistir [8].



1.1 Lineer Uzaylar
Tanmm 1.1.1:  bos olmayan bir kiime ve , reel veya karmasik sayilar cismi olsun.

icinde toplama , dontigiimii ile ve  iginde ¢arpma
, doniigiimii ile tanimlayalim. Eger bu dontigiimler her

ve her igin,

1) ,

2) :

3) igin olacak bigimde bir vardir,
4) icin olacak bi¢gimde bir vardir,
5)

6)

7)

8)

kosullarini sagliyorsa,  kiimesine  cismi ilizerinde lineer uzay denir.
Tamm 1.1.2: Bir X lineer uzaymin bos olmayan bir Y alt kiimesi verilsin.
Eger Vx,yeY ve VaeK i¢cin x+yeY axe¥Y

oluyorsa Y kiimesine X lineer uzayinin bir alt uzay: denir.

Tanmm 1.1.3: Say1 cisimleri ayni olan iki lineer uzay X ile Y ve T:X —Y bir

fonksiyon olsun.

Eger Vx,ye X ve aeK i¢in
a) T(x+y)=T(x)+T(y)
b) T(ax)=aT(x)
ise T fonksiyonuna lineer doniisiim denir.
Tanim 1.1.4: ve normlu uzaylar ve

T:X =Y lineer bir déniisiim olsun.



Eger igin olacak bigimde bir sabiti varsa
dontsimiine sinmirli lineer donitisiim denir.

Yukaridaki sart1 saglayan  sayilarinin en biiyiik alt sinirina nin normu

denir. Yani,
dir.
Tamm 1.1.5: normlu uzayinda bir dizi olsun.
a) icin ise olacak bigimde bir dogal sayisi
varsa dizisine yakinsak dizi denir.
b) icin olacak bigimde dogal sayisi var ise

dizisine Cauchy dizisi denir.
c) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach

uzayr denir.

Tanim 1.1.6: ile birer normlu uzay ve lineer bir

doniisiim olsun.
Egerbu  doniislimii normu koruyorsa yani;
i¢cin
oluyorsa  doniisiimiine /ineer esmetrel doniigiim denir.
Bu esmetrel doniisiim birebirdir.

Eger bu doniisiim ayrica Orten ise bu donlisimiine  lineer esmetrel esyapi
doniigiimii ad1 verilir ve bu durumda  ve uzaylarina esmetrel esyapili normlu

uzaylar denir.
Ayrica lineer esyap1 dontistimii siireklidir.
Tanim 1.1.7: Bos olmayan bir  kiimesi verilsin.

foksiyonu asagidaki Ozellikleri saghiyor ise  ye  kiimesi

tizerinde bir metrik ve ikilisine metrik uzay denir.
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igin
icin d(x,y)=0 & x=y
VX, y,ze X igin d (X, y) <d (X, Z)+d (X, y) (liggen esitsizligi)
Tanim 1.1.8: metrik uzayinda bir dizi ve olsun.

Ve >0igin n, <n iken d (Xn, X) <& olacak bicimde dogal sayis1 varsa (Xn)

dizisi X noktasina yakinsaktir denir ve (Xn) dizisine yakinsak dizi denir.
Tanim 1.1.9:(X,d) metrik uzayinda (Xn) bir dizi olsun

Ve>0igin n, <n,m iken d (Xn,Xm)<€ olacak bigimde n, dogal sayist var ise

(Xn) dizisine Cauchy dizisi denir.
Tanim 1.1.10: (X,d) metrik uzayi ile X, € X ve r >0 sayisi verilsin.
B(xo,r):{Xe X :d (%, X) < r} kiimesine x, merkezli r yarigapl aczk yuvar denir.

B[Xo,r]z{XE X Id(XO,X)S I’} kiimesine X, merkezli r yarigapli kapali yuvar

denir.

S(XO, I‘) :{Xe X:d (XO,X): I‘} kiimesine de x, merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi

denir.

(X , d) metrik uzaymin bir G alt kiimesi verilsin.

Eger G kiimesinin her Xnoktasi i¢in B(X, I’) G olacak bigimde r >0 sayis1 var

ise G kiimesine ac¢ik kiime denir.

(X , d) metrik uzaymin tiimleyeni agik olan bir K kiimesine de kapali kiime denir.

Tamm 1.1.11:(X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar olsun.



X, € X ve X uzayinda Y uzayinin i¢ine bir fonksiyon f olsun.
Eger V& >0 igin dl(X,XO)<5 iken dz(f (X), f (XO))<8

Ya da f(B(X0,5))C B(f(XO),g) olacak bicimde & >0 sayisi var ise f

fonksiyonuna X, noktasinda stireklidir denir.

Onermel.1.1:(X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar olsun. f:X —Y fonksiyonunun

siirekli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart ;

x, =X, iken f(x,)— f(x)
olmasidir.

Onerme 1.1.2:(X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar olsun. f :x — v fonksiyonunun

siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G Y acik alt kiimesi i¢in f (G) c X in

acik olmasidir.

Tamim 1.1.12:  bostan farkli herhangi bir kiime olsun ve ~ fonksiyonu X x X x X

tizerinde reel degerli bir fonksiyon olsun.

birbirinden farkli icin d (X, Y, Z) # 0 olacak bi¢imde bir z e X vardur.
d (X, Y, Z) =0 < X,Y,zden en az ikisi esittir.
d(x,y,z)=d(xzYy)=d(y,2,X) vx,y,ze X
d(x,y.z)<d(xy,w)+d(x,w,z)+d(w,y,z) ¥xy,z,we X

sartlar saglandiginda  ye 2-metrik denir ve (X,d) ikilisine de 2-metrik uzay denir.

2-metrik uzaya Ornek olarak X =[1° olmak {lizere “d(X, y,z):: X,V,Z

noktalarinin olusturdugu iicgensel bolgenin alan1 ” seklinde tanimlanabilir.
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Ya da formiil olarak X =01° ve X:(Xl,XZ,X3), y:(yl,yz,y3), Z:(Zl,22,23)

olmak iizere d(X,Y,2)=[X (Y,23=2,Y5) =X, (YiZs = ¥s2y )+ X (YiZ, — Y2, )|

seklinde tanimlanan X =01 ° {izerinde 2-metrik belirtir.
1.2 Bulamik Mantik

Gelencksel kiime teorisinde kesin sinirli kiime kavrami kullanilir. Bu kavram bir
nesnenin bir kiimenin eleman1 olmasi ya da olmamas1 gibi iki segcenekli bir mantiga

dayanmaktadir.

Bulanik kiime kavrami 1960’larin ortasinda Zadeh’in klasik sistem kuraminin
matematiksel yontemlerini ger¢ek diinyadaki Ozellikle insanlari igeren kismen

karmasik sistemlerle ugrasirken yetersiz kalmasindan hosnut kalmayisindan dogdu.

Zadeh, niteliklerin ikili {yelik fonksiyonuyla ifade edildigi klasik kiimeler
yerine, dereceli iiyelik fonksiyonuyla ifade edildigi bulanik kiimeler tanimlanmasini

Onerdi.

Bir ¢esit ¢cok degerli kiime kurami olan bulanik kiime kurami, belirsizligin bir
cesit formiillestirilmesidir. Bulanik kiimedeki her birey, klasik ¢ift degerli kuraminda

oldugu gibi iiye ya da {iye degil olarak degil bir dereceye kadar iiye olarak goriiliir.

Bulanik kiime degisik tiyelik derecesinde ogeleri olan bir topluluktur. Klasik
kiime teorisindeki siyah-beyaz ikili tyelik kavrammi kismi {yelik kavramina

genellestirir. Burada O degeri iiye olmamayr 1 degeri tam iiye olmay1 belirtirken

(0,1) aras1 degerler de kismi tiyelik kavramina karsilik gelir.

Giindelik yasantimizda bulanik kiime kavramu ile oldukea sik karsilasiriz. Ornek
olarak , evli ¢iftlerin olusturdugu kiime bir klasik kiime olarak ifade edilebilir. Ancak
mutlu evli ¢iftlerin olusturdugu kiime bulanik bir kiime olacaktir. Aynm sekilde bir
tiniversiteden mezun olan &grencilerin olusturdugu kiime klasik kiime belirtirken
ayni Universiteden iyi derece ile mezun olan grencilerin olusturdugu kiime bulanik

kiime belirtir [9].

Tanim 1.2.1: U evrensel kiime olsun.
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A= {(X, ,uA(X)) ‘xeU, ,uA (X) € [0,1]} kiimesine fizzy kiimesi denir.

Gorildiigi gibi A swali ¢iftlerden olusan iki degiskenli bir bagmti olarak

tanimlanmaktadir. Burada £¢ i fonksiyonuna iiyelik fonksiyonu denir.
Tamim 1.2.2: gO(X ), X kiimesinin kuvvet kiimesi olmak iizere
g:¢(X)—[0,1] bir fonksiyon olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan ¢ fonksiyonuna fuzzy él¢iimii denir.

) 9()=0 ve g(X)=1,

) VABep(X) icin AcB ise g(A)<g(B),

) ('Ah )neﬂ c SO(X) artan (veya azalan) dizisi i¢in

limg(A)=g(lmA,).
Tanim 1.2.3: Bir bulanik alt kiimede {iyelik derecesi 1 e esit olan elemanlara 6z

denir.

Tamm 1.2.4: Bir bulanik alt kiimenin tiim elemanlarini igeren araliga dayanak ve
tiyelik dereceleri 1 veya 0 olmayanlarin olusturdugu kisimlara ise iiyelik

fonksiyonunun simirlar: veya genis bélgeleri denir.

Ha(X) =106z , 0< p,(X)<1—>smrlar,  p,(x)>0—> dayanak

olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.5: Uyelik degeri o degerinden az olmayan iiyelerden olusan kiimeye A

kiimesinin « kesim kiimesi denir.

A, ={x€E:pu,(x)2a}
Burada > yerine > olursa buna giiclii a kesim kiimesi denir.
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Ornek 1.2.1: Yaslar verilen insanlarin kiimesi olarak,

E:{S, 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85} alabm. Bulanik kiimeleri bebek, geng,

yetiskin, olarak siniflandiralim ve bunlarin iiyelik dereceleri asagidaki tablodaki gibi
olsun [9].

Tablo 1.2.1: Bulanik kiimelere 6rnek tablo,

Yag(eleman) Bebek Geng Yetigkin Yagh
5 0.0 0.0 0.0 0.0
15 0.0 0.2 0.1 0.0
25 0.0 1.0 0.9 0.0
35 0.0 0.8 1.0 0.0
45 0.0 0.4 1.0 0.1
55 0.0 0.1 1.0 0.2
65 0.0 0.0 1.0 0.6
75 0.0 0.0 1.0 1.0
85 0.0 0.0 1.0 1.0
Tabloya gore ;

Geng bulanik kiimesinin dayanagi dayanak(gen¢)={15, 25, 35, 45, 55}0Iup klasik

kiimedir.

a =0.2 igin Geng bulanik kiimesinin « kesim kiimesi G, olsun

Gy, ={12, 25, 35, 45} ve G, , nin elemanlar1 0.2 ve daha fazla olasilikla gengtir.

o =0.1igin yash bulanik ¢ kesim kiimesi vy, olsun

Y,, ={45, 55, 65, 75, 85}

13




2.BOLUM
FUZZY METRIK UZAYLAR VE FUZZY NORMLU UZAYLAR

2.1 Fuzzy Metrik Uzaylar ve Bu Uzaylarda Yaklasim

Tanmm 2.1.1: * Z[O,l]X[O,l] —)[0,1] seklinde tanimlanan « islemi asagidaki sartlari

saglar ise = islemine siirekli t—norm denir.
) Va,be[O,l] icin a*b=Db=*a
) axl=a, 0x0=0
) Va<c, b<d ve ab,c,d e[O,l] icin a*b<c=*d olmaldir.

Ornek 2.1.1: a*xb=ab islemi bir siirekli t-norm belirtir.
Coziim:
t;) ab=b.a oldugundan a*b=b=a dur.

t,) axl=al=a, 0x0=0
t;) c=a+X, d=b+y X ye[0,1] olsun.
cxd =(a+x).(b+y)=ab+ay+xb+xy

=a*b+z, ze[0,1]
olur. Boylece
cxd>ax*h
oldugu gortiliir.
Ornek 2.1.2: a*b=min{a,b} bir siirekli t-norm belirtir.

14



Coziim:
t,) axb=min{a,b} =min{b,a} =b=*a

a=1

t,) a*lzmin{a,l}z{a ve 0x0=min{0,0}=0

a , O<axl
t;) C=a+X, d=b+y X Ye€[0,1] olsun

cxd =min{c,d} =min{a+x,b+y}>min{a,b}
Buradan c*d >a=*b olur.

Ayrica a*b=max{a+b—1,0} islemi de bir siirekli t-norm belirtir.

Tammm 2.1.2: X keyfi bir kiime, * silirekli t—norm ve M de XxXx(O,oo)

tizerinde fuzzy kiimesi olsun.

) Vt>0 ve x,yeX icin M(X,y,t)>0

) M(x,y,t)=1le x=y

) M(x,y,t)= M(y,xt)

)V t,5>0, M(XY,t)xM(y,2,5)<M(X,z,t+5)

) M(x,Y,.):(0,00) >[0,1] siirekli
sartlar saglandiginda (X, M, *) icliisiine fuzzy metrik uzay denir.
Burada ax*b=min{a,b} segilirse

) Vt,5>0, M(x,zt+s)zmin{M(x,y,t),M(y,zs)|

seklinde olur.

15



Onerme 2.1.1: * islemi siirekli oldugundan ve fm,) sartindan

limM (x,y,t)=1

t—w

olur.

Tanim 2.1.3: (X, M,*) fuzzy metrik uzayinda {Xn} bir dizi olsun. 0<& <0 ve t>0

icin 3n, el Oyle ki wn,m>n, olmak lizere

M (X,,X,,t)>1-¢ oluyorsa {X,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Diger bir ifade ile p>0 tamsayisi i¢in limM (Xn+p, Xn,t) =1 oluyorsa {Xn} dizisine

nN—oo

Cauchy dizisi denir.

Tanm 2.1.4: (X,M,*) fuzzy metrik uzayinda {Xn} bir dizi ve xe X olsun.
limM (x,,x,t)=1 oluyorsa {Xn} dizisine yakinsak dizi denir ve x, — X seklinde

gosterilir.

Tamm 2.1.5: Bir fuzzy metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya

tam fuzzy metrik uzay denir.

Ornek 2.1.3:(X,d) bir metrik uzay ve a*b=min{a,b} veya a+b=ab olmak

lizere ,

M (X, y,t) = segilirse (X, M, *) tigliisit fuzzy metrik uzaydir ve bu uzaya d

t
t+d(xy)

metrigi tarafindan elde edilen standart fuzzy metrik uzayr denir.

Coziim:

fml) ‘v’t>0, M(X,y,t):t_’_dtw>o

fm,) M (X, y,t) =1 olmasi i¢in,

16



t
t+d(xy)

olmalidir. Bdylece
d(xy)=0
olur. Buradan x=vy

elde edilir.

fm,) d(x,y)=d(y,x) oldugundan,
M(x,y,t)= M(y,xt)

olur.

fm,) axb=min{a,b} alalim
M (x,z,t+s)=min{M (x,y,t),M(y,25)} oldugunu gsterclim.

Eger M (X, y,t)>M(y,z,5) kabul edilirse,

t S
>
:>t+d(x,y)_ s+d(y,z)

t S
— >0
3t+d(x,y) s+d(y,z)

t(s+d(y,z))-s(t+d(xy))=0

olur. Ayrica,
t+s
M(X,z,t >
(x2.t+s) t+s+d(xz)
S t+s
S t+s+d(xy)+d(y,2)
dir.

17



t+s S
M(xz,t+s)-M(y,zt)= .
()(Z +S) (yz ) t+S+d(X,Y)+d(y’Z) S+d(y’z)

_ ts+d(y.z))-s(t+d(xy)) >0

(t+s+d(x,y)+d(y,z)).(s+d(y.z))

bulunur. Boylece

M(x,z,t+s)>M(y,z,5)

elde edilir. Ayni sekilde,
M(y,z,5)=M(x,y,t)

kabul edilirse,

M (x,z,t+5)>M(X,y,t)
bulunur. Yani her durumda

M (X zt+s)>min{M(xy,t),M(y,zs)|

dir.
fm,) d(X,Y) metrigi siirekli oldugundan M (X,Yy,.):(0,00) >[0,1] siireklidir.

Lemma 2.1.1: (X, M, *) fuzzy metrik uzay olmak iizere M (X, Y, ) metrigi

azalmayandir.

Ispat: t<S ve x,y e X olsun.
M(X,y,t)=M(xy,t)*1
=M (x,y,t)*M(x x5-t)

<M(X,Y,s)
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boylece
M(X,y,t)<M(xy,s)
olur.

Ornek 2.1.4: X reel sayilar kiimesi ve Vt > 0igin,

Xy
M(xy,t)=e ' olmakiizere M fuzzy metigidir.

Coziim:
fm,) tammdan vt>0, M (X, ¥,t)>0 oldugu asikardur.
fm,) M(x y,t)=1

<|x-y|=0

=
fm,) [X— Y| =|y—X| oldugundan

M(x y,t)=M(x,y,t)

dir.

fm,) M (X, y,t)>M/(y,z,5) olsun. Buradan

bulunur. Gerekli islemler yapilirsa,
s|x—y|-t|y-2|<0
elde edilir. Ayrica,

X-Z

M(x,zt+s)=¢€ t+s
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olmak tlizere ve

X2l _|x-yl+ly—7
t+s t+s

oldugundan

[x—y|+|y—1| _|y—z| _ s.|x—y|-t.|y—z] -

0
t+s S s.(t+5)

M(x,z,t+s)-M(y,z,5)>0
oldugu goriiliir,
Buda M(X,2,t+5)>M(Y,,5) oldugunu gésterir.
Eger M(y,z,5)>M(X,Y,t) oldugu kabul edilirse benzer sekilde
M(x,z,t+s)>M(X,y,t)
olur. Béylece her durumda
M (x,z,t+s)=min{M(x,y.t),M(y,zs)}

oldugu gortiliir.

fm, ) Ustel fonksiyon ve mutlak deger fonksiyonu siirekli oldugundan M siireklidir.
Lemma 2.1.2: (X, M, *) fuzzy metrik uzayinda (yn) bir dizi olsun.

Eger M (yn+2, yM,q.t) >M (yn+1, yn,t) olacak bi¢imde (€ (0,1) saylisl var ise (yn)
X de Cauchy dizisidir.

Ispat:

vt>0 ve QE(O,l) icin
M(yz,y3,q-t)2M(yl,yz,t)zlvl(yo,yl,%)
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veya

M (Y, Yrt)>M (yo, yp%z)

bu sekilde devam edilirse

M (yn+l’ yn+21t) >M (yl’ yZ’%n)

olur . Boylece p >0 tamsayisi igin,

p—tane
f—/%
>M (yl’yz’%).q“j* ................. * M (yl,yz,%).qmpzj

buradan limit alinirsa ,
MM (Y, Yyprt) 215 x1>1

olur. Bu da (yn) nin X de Cauchy dizisi oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.6: (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay ve x € X ,
olmak iizere
B(x,r.t)={yeX:M(xy,t)>1-r}
kiimesine agtk yuvar denir. Boylece Ac X kiimesi ,
vxeA, 3re(01), B(x,y,t)c A
oluyorsa A kiimesine a¢ik kiime denir.
Tamm 2.1.7:  kiimesi (X M, *) uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.

A kiimesi ile X kiimesi arasindaki uzaklik,

icin M(AXxt)=sup{M(y,xt):yeA]
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seklinde tanimlanir. Ayrica

P )=y AM (Ax1) =M (y.x1)]

olmak iizere PAI(X) kiimesinin her bir elemanina x in A kiimesindeki t-en iyi

yaklasigi denir.

Tamim 2.1.8: (X, M, *) uzayinin bostan farkli herhangi  alt kiimesi igin
P.(x)={geG:M(g,xt)=M(G,xt) vt >0} olmak iizere

P, (X)# O oluyorsa alt kiimesine fuzzy proximinal denir.
Lemma 2.1.3: Her fuzzy proximinal altkiime kapalidir.
Ispat: G, (X, M,*) fuzzy metrik uzayinin fuzzy proximinal altkiimesi olsun ve
Vt>0, xeG icin M (G, X,t) =1 dir.
Eger g, € P (X) ise x=g olur. O halde G kapaldir.

2.2 Fuzzy Normlu Uzaylar ve Bu Uzaylarda Yaklasim

Tamm 2.2.1: X lineer uzay = siirekli t-norm ve N X x(0, oo) tizerinde bir fuzzy

kimesi

VX, ye X Vt,s>0 i¢cin

) N(xt)>0

) N(X,t)=1<:>x=0

) N(cx,t)=N (xﬁ]

) N(xt)=N(y,s)<N(x+y,t+s)
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) N(x,.):(0,00)—>[0,1] siirekli ve limN (xt) =1 sartlani saglandiginda
N ye fuzzy norm (X, N,*) iigliisiine fuzzy normlu uzay denir.
Eger a*b=min{ab} secilirse ) kosulu
N(x+y,t+s)=min{N(xt),N(y.s)}

seklinde olur.

Lemma 2.2.1: (X, N,*) fuzzy normlu uzay olsun.

i) N (X,t) t - ye baglh olarak azalmayandir.

i) N(x—y,t)=N(y-x,t)
Ispat:
i) t<s, k=s—tolsun,

N (x,t)=N(xt)*1
=N(xt)*N(0k) < N(xt+k)
~N(x5)

N (x,t) <N(xs)

i) N(x=y,t)=N((-1)(y—x).t)

Lemma 2.2.2: (X, N, *) bir fuzzy normlu uzay olsun.
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M (X, y,t) =N (X— y,t) seklinde tanimlandiginda M X {izerinde fuzzy metrik olur.

Bu metrige N tarafindan elde edilen metrik denir.

Ispat:
fm) vt>0, M(Xy,t)=N(x-y,t)>0
fm,) M(x,y,t)=1
& N(x-yt)=1
& x—y=0
ex=y
olur.
fm,) N(x—Yy,t)=N(y-Xt) oldugundan
M(x,y,t)=M(y,xt)
fm,) M (X z,t+s)=N(x-z,t+s)
=N(Xx-y+y-zt+s)
>N (x-y,t)*N(y-2z5)
=M (x,y,t)*M(y,z,5)
boylece
M (X z,t+s)>M(xy,t)x*M(y,z,5s)

olur.

fm;) N siirekli oldugundan M siireklidir.
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Lemma 2.2.3: (X, N, *) fuzzy normlu uzay olsun.

M de N normundan elde edilen fuzzy metrik olmak tizere

i) M(x+2,y+z,t)=M(x,y,t)

ii) M (cx,cy,t)=M [x, y|t?|)
dir.
Ispat:
i) M(x+2,y+z,t)=N(x+z2—(y+2), t)
=N(x-y.t)
=M(x,y,t)

i) M (cx,cy,t)=N(cx—cy,t)

oo

Ornek 2.2.1: (D ,| . |) asikar metrik uzay1 olmak tizere , a*b=ab olsun.

N(x,t)= bir fuzzy normdur.

t+[x

Coziim:

fn) N(x,t)>0

fn,) N(xt)=1
<(x|=0

= x=0
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fn,) N(x+Y,t+8)=N(xt).N(y,s) = t+s ts

t+5|x+Y| _(t+|x|) (s+|y|)

S t+s 3 t.s
Ctas+[x|+y| (t+]X])(s+]y])

gerekli islemler yapilirsa ,

t2]y|+t|x.[y]+s

2|X|+s.|x.|y| =0 olur.
Boylece N(X+Y,t+5)>N(xt).N(y,s) olur.

fn,) H Mutlak deger fonksiyonu stirekli oldugundan,

N(X,t) siireklidir ve lim

=1 dir.
o t+|X

Ornek 2.2.2: (X|| [}) normlu lineer uzay ve
axb=min{a,b} olsun

okt
Kt m||x||

N (xt)

k,m,nel]* olmak lizere

( X, N, *) fuzzy normlu lineer uzaydir.

Coziim: k =m=n=1 seg¢ildiginde 6rnek 2.2.1 deki gibi ¢dziim yapilabilir.
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n=1ve k,mel[]" durumunu inceleyelim. Yani

N (x,t)

= ifadesinin fuzzy norm oldugunu gosterelim.
k.t +m.|x]

fn,) , fn,) , fn,), fn;) sartlarinin saglandig kolayca goriilebilir.
fn,) sartin1 inceleyelim.
Eger N(X,S)ZN(y,t) kabul edilirse

ks kit
ks+mx| kt+[y|

Boylece k.ms||y|—ktm|x|>0 olur.

k.(t+5)
k.(t+s)+m.[x+Y]|

N(x+yt+s)=

k.(t+5)
>
k.(t+s)+m.|x|+m.y|

Ayrica,

k.(t+5) okt k.s.m.|ly|—kt.m.||x] .
k(ts)em (X +lyl) ke+lyl (k. (t+s)+m(lx]+IyD))-(ke+]vl)

elde edilir.

Buda N (X+ y,t+ S) >N (y,t) oldugunu gosterir.
Eger N(y,1)>N(X,5) kabul edilirse,

benzer sekilde N (X+Y,t+5)>N(X,s) olur.
Boylece her iki durumda da,

N(x+y,t+s)=min{N(y.t),N(xs)}
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elde edilir.

Ornek 2.2.3: (X, ||) normlu uzay olsun a*b=ab, xe X , t >0 olmak iizere

-1
N(x,t)= (exp”ti”] ifadesi bir fuzzy norm belirtir.

Coziim:
fn) N(x,t)>0
fn,) N(xt)=1
<[x=0

<= x=0

fn,) ”CtX” =|C|t”X” = ”tX” oldugundan N (cx,t)= N{x,ﬁ} olur.
g

fn,) N (X+ y,t+s) >N (X,t).N (y,s) oldugunu gostermek i¢in
N (X+ y,t+ S)— N (X,t).N (y, S) >0 oldugunu gostermeliyiz.
Norm 6zelliginden HX-}- yH < HxH+HyH oldugundan

I I N I

t S t+s t S t+s t+s

olur.
el S _elt X[yl [Ix+y
N(x+Y,t+8)=N(XY).N(Y.8) =z Xy Ve ”t_”+@——”t+5”20
pt4S ot S

oldugundan

N(x+y,t+s)-N(xt).N(y,s)>0
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olur.

fn,) Ustel fonksiyon siirekli olmasindan

N(x,.):(0,00) —>[0,1] siirekli ve limN (x,t)=1

t—ooo

Teorem 2.2.1: (X, N, *) fuzzy normlu uzay ,ayrica

fn;) vt>0, N(xt)>0 vt>0 dyleki x=0,
ozelligi saglansin.

X, =inf {t N (%)= a} a €(0,1) olmak iizere

{” : ||a ‘a e (0,1)} ailesi X {izerindeki fuzzy normuna karsilik gelen artan normlar
ailesidir.

Bu ailenin her bir elemanina X {lizerinde denir.

Ispat: Ik olarak ” : Ha nin X tizerinde norm oldugunu gosterelim. Daha sonra « ’ya

bagli olarak artan oldugunu gésterelim.
W [, =0

=inf {t:N(xt)2a}=0
N(xt)2a>0, fn) szelliginden x=0 olur.

Ayrica,

x=0 olursa fn,) 6zelliginden
N(x,t)=1
olur. Boylece

inf {t:N(x,t)>a}=0
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[, =0
elde edilir.

n,) [ox|, =inf{s:N(cx,s)>a}

=inf{s: N(X,EJZa} Lt
c] c]

=inf {t.|c|:N(xt)2a}
=c|.inf {t:N(xt)>a]
"
ng) X[, +]y], =inf {t:N(xt)>a}+inf{s:N(xs)>a}
=inf {t+s:N(xt)>a, N(xs)2a}
>inf{t+s:N(X+Y,t+s)2a} ve t+s=r degisken degistirilirse
X, +Ivl, Zinf {r:N(x+y.r) = aj

olur. Boylece

4, +1v1, =[x+,
olur.

Simdi de yukarida tanimladigimiz ailenin artan normlar ailesi oldugunu

gosterelim.

Bunun i¢in 0< ¢4 <, olsun.
||x||wl =inf {t: N (x,t)Zal} ve ||x||a2 =inf {t N (x,t)Zaz}
a, <a, oldugundan
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{tiN(xt)2a,} = {t:N(xt)2a} olur.
Her tarafin infimumu alinirsa,

inf {t:N(x,t)>a,} > inf {t:N(xt)2 e}

XL, =],
olur.

Tanm 2.2.2: (X, N, *) fuzzy normlu uzay ve 0 <r <1 olsun.

B(X,r,t):{yeX:N(X—y,t)21—r}kﬁmesine X merkezli r capl agik yuvar

denir.

B[x,r,t]:{ye X: N(X—y,t)Zl—l’} kiimesine de X merkezli r ¢apli kapali yuvar

denir.

Tamm 2.2.3: (X, N, *) fuzzy normlu uzayinda (Xn) bir dizi olsun.

limN (x, —x,.,t)=1 ise (Xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

N—o0

Eger limN(x, —x,t)=1 olacak sekilde xe X varsa (Xn) dizisine yakinsak dizi

N—o0

denir.

Lemma 2.2.3: (X, N,*) fuzzy normlu uzay

a) (X,Y)—>X+Y islemi siireklidir.

b) (a, y) —>aX islemi siireklidir.

Ispat: a) x, —> xve y, — Yy yakinsak dizilerini segelim

t t
N - )= N —X,— |*N —-V,—
(%, + ¥y —(x+Y).t) (Xn xzj* (yn sz

N —o0 iken limit alinirsa,
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N (X, +Y,—(x+Yy),t)=N (xn —x,%j* N (yn -~ y%) —1 olur.
O halde,

(X,y) > X+Y islemi siireklidir.
b) X, > X ve, &, >a «a, #0 olmak iizere

N (%, —ax,t)=N(a, (%, —X)+X(a, —a),t)

> N(an(xn—x),%j*N(x(an—a),%j

N — oo iken limit alinirsa,

X, —X—>0ve o, —»«a oldugundan
N (%, —axt)=N(0, 1)« N(0, 1) =1
olur.

Tamm 2.2.4: A kiimesi (X, N,*) fuzzy normlu uzaymin bir alt kiimesi olsun.

Xxe X ve t>0 i¢in
d(Axt)=sup{N(y-xt):yeA} olmak iizere

N (yo —X,t):d (A, X,t) oluyorsa y, € A elemanina x-in A kiimesindeki t-en iyi
yvaklasig denir.

Tanmim 2.2.5: A kiimesi (X, N,*) fuzzy normlu uzaymin bostan farkli altkiimesi

olsun.

xe X ,t>0 olmak lizere x-in A daki t-en iyi yaklasiklariin kiimesi P;(X) ile

gosterecegiz. Yani,
Pr(x)={yeA:d(Axt)=N(y-xt)}
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dir.
Eger x e X inen az bir tane t—en iyi yaklasigi A kiimesinde var ise A ya

t — proximinal kiime denir.

Teorem 2.2.2: (X, N, *) fuzzy normlu uzaymin bos kiimeden farkli bir A

altkiimesi igin,

a) vx,ye X ve t>0icin d(A+y,x+y,t)=d(AXt) d.
b) P}\(x+y):P£\(x)+y

c) aell —{0} olmak iizere d(aA axt)=d {A, X,|t—J dir.
a

d) aell —{0} olmak iizere Po‘fﬂ't (ax)=a.Py(x) du.
Ispat:

a) d(A+y,x+ y,t):sup{N (z+y—(x+y),t):2 eA}
=sup{N(z-xt):ze A}
=d(AXxt)

b) Y, € P/i (X+ y) ise a) segenegini kullanarak

Yo € Pas (X+Y)
S Yo A+y ve d(A+y,x+Yt)=N(X+y-y,t) =N((y,-y)-xt)
SvY,—yeAve y,—yeP,(x)
&Y, ePy(X)+y
¢) d(azAaxt)=sup{N(az-axt):zeA}
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dir.

:sup{N(a(z—x),t): Ze A}

p{N[ﬁ]A}

d) c) segeneginden faydalanarak
Yo € Pﬁ't (aX)

S Yy,eaA ve d (aA, ax,|a| .t) =N (y0 —ax,|a| .t)

oY epve N(ﬁ—x,t]:d(A,x,t)
a |

@ﬁeP,;(x)

o

& Yy €a.Py ()
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3.BOLUM
FUZZY 2-METRIiK VE FUZZY 2-NORMLU UZAYLAR

3.1 Fuzzy 2-Metrik Uzaylar ve Ozellikleri
Tamm 3.1.1: *:[0,1]x[0,1]x[0,1] = [0,1] olmak iizere
) *(a,L1)=a, *(0,0,0)=0
) *(a,b,c)=+(a,c,b)=+(b,c,a)
) a,>a,, b,>b, c,>c olmakiizere *(a,h,c,)>*(a,,b,c,)
) #(*(ab,c),d,e)=+(a*(b,c,d),e)=+(ab,x(c,d,e))
sartlarin1 saglar ise = islemine 2-stirekli t-norm denir.

Tamm 3.1.2: X herhangi bir kiime « siirekli 2-t-norm ve M XxX XXX[O,OO)

tizerinde bir fuzzy kiimesi

) M(x,y,a,0)=0

) t>0, M(X y,at)=1, & x,y,adan en az ikisi esit
) M(xy,a,t)=M(y,axt)=M(a,yxt)

) VX, y,z,a€ X ,r,s,t>0 icin

M(xy.ar+s+t)>M(xy,zr)*M(x,z,a,s)*M(z,y,at)

) M(X, y,a,.):[0,00)—)[O,l] soldan siirekli ve !irEM (x,y,a,t)=1
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sartlar1 saglanirsa (X, M, *) t¢lisiine fuzzy 2-metrik uzay denir .

Ornek 3.1.1: X = {1, 2, 3 4} kiimesi ve bu kiime iizerinde

, x=y=1z ve {xy,z}={123}

, diger durumlar

0
d(x,y,z)= 1
2

seklinde 2-metrik tamimlansin.

Ayrica te [0, OO), axb=*c=ab.c siirekli --norm olsun.

0 , t=0
M(xy,21t)= t

— , t>0,x,y,2eX
t+d(x,y,t) ZRnYze

olmak iizere (X, M, *) fuzzy 2-metrik uzaydir.
Coziim:

2fm;) M(x,y,2,0)=0

1

2fm,) M(x,y,2,t)
<d(xy,2)=0
< X, Y,z den en az ikisinin esit olmasidir.
2fm,) d(xy,2)=d(y,x,z)=d(z,XY) oldugundan

M(xYy,z,t)=M(y,x z,t)=M(z,xy,t)

2fm,) (r +%).(t+%).(r+s+t) >r.st {(r +s+t)+%} oldugundan

r+s+t > rst

r+s+t+1 (r+1j.(s+lj.(t+lj
2 2 2 2
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M(xy.ar+s+t)>M(xy,zr)*M(x,z,a,5)*M(z,y,at)

2fm) M (X, Y, Z,.) : [O, oo) —>[0,l] soldan siirekli ve !im M(x,y,z,t)=1

—>0

Bu 6rnekten goriildiigii gibi her 2-metrik uzaydan bir fuzzy 2-metrik uzay

elde edilebilir. Bu fuzzy uzayina standart fuzzy 2-metrik uzay denir.
Tanim 3.1.3: (X, M,*) fuzzy 2-metrik uzaymda (Xn) bir dizi olsun.

vt>0, limM(x,,x,z,t)=1

n—oo

olacak sekilde x e X varsa (Xn) dizisine yakinsak dizi denir.
Tanim 3.1.4: (X, M,*) fuzzy 2-metrik uzayinda (Xn) bir dizi

vt>0 igin lim M (x,,x,,z,t)=1 oluyorsa (Xn) dizisine Cauchy dizisi denir.

n,m-—co

Tamm 3.1.5: (X, M,*) fuzzy 2-metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise

(X, M, *) uzayma tam uzay denir.
Lemma 3.1.1: (X, l\/l,*) tam fuzzy 2-metrik uzaymda (yn) bir dizi olsun.
M (yn' yn+1’a' at) 2 M (yn—l’ yn’a’t)

olacak bi¢cimde a € (0,1) var ise (yn) dizisi X kiimesinde bir noktaya yakinsar.

Ispat: vt>0 igin 2fm,) sartindan

t t
M (ym1 yn’a’t)2 M (ym’ Yns yn+l’§j*|v| (ynﬂ’ ynaigj
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t t
*M Y1 Yo yn+2’3_2j>l< M (yn+2’ yn+1’a’3_2j

t
*M ym—liym 2’ 3m n—1j [ym’yn+l’yn+2’ ]*M (ym’ym! ' — ]
m-n-2 m-—n—2
M ym!yn’a!t 2 M(yn+ ’yn++!ym’ +)* M(yn+ ’Yn++’a +)
( ) E([ k k+1 Ak 1 ' k k+1 3k 1

Boylece M(V,,Yo0,8,0t)2M(Y, 4, Y,,at) esitsizliginden

m-—n-2 m-n-1

M(ym’Yma’t)z H M(Yk’ykwym’%kﬂ_an)* H M(yk’yk+l’a’ t3k+1.an)

k=0 k=0

dir.

2fm,) ozelliginden lim M (y,,,y, a,t)>1*1..x1=1

Bu da (yn) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir.
X tam oldugundan (yn) dizisi yakinsaktir.

Teorem 3.1.1: (X, M, *) tam fuzzy 2-metrik uzay ve
f,g: X — X fonksiyonlar olsun.
a) g(X)cf(X),
b) f surekli,
c) vx,y,ae X ve 0<a<1, M(gx gy,aat)>M(fx fy,at)

sartlar1 altinda f ve g fonksiyonlar1 genel sabit noktaya sahiptirler (common fixed

point)
Ispat: x, € X a) sikkindan y, = fx, = gx, olacak sekilde X, € X vardir ve

(X, M, *) tam oldugundan y, = fx, =gx, , olacak sekilde (Xn) dizisi vardir.
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Yine (X, M,*) tam oldugundan

M (yn' yn+1’ a't) = M (gxn—l’ an’a’t)

>M (fxn_l, fxn,a,%)= M (yn—l’ yn,a,%)

Bir 6nceki Lemma 3.1.1 den (yn) Cauchy dizisi ve X tam olmasindan
y,=fx =gx_, —>yolur f sirekliliginden {gfx } - ay ve gfx = fgx, olur.
Boylece fgx, — fy olur ve limitin tekliginden fy =gy olur.

Ayrica ffy = fgy ve

M (gy.ggy.a.t)=M (fy’ fgy’a’%:)

>M (gy, ggy,a,%{) >.>2M (gy, ggy,a,%{n) olur.

2fm,) Ve 2fm,) sartlarindan gy = ggy
= gy = g9y = fgy
Buda gy nin f ve g foksiyonlarmin sabit noktast oldugunu gosterir.

Teklik: f ve g fonksiyonlarinin y ve z seklinde iki tane sabit noktasi olsun.

Bunlarin birbirine esit olduklarini gosterelim:

1>M(y,z,at)>M(gy,0z,at)

ZM(fy, fz,a,ta)

Boylece y =1z dir.
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3.2 Fuzzy 2-Normlu Uzaylar ve Ozellikleri

Tamm 3.2.1: H, .HIX x X =L fonksiyonu asagidaki sartlari saglar ise

X kiimesi tizerinde 2-norm olarak adlandirilir ve (X,||,||) ikilisine

2-normlu uzay denir.

1%, %,[|=0<> X, X, lineer bagimli
V X, X, € X dgin X, X, =[|%,, x|
o xel[=[e x| e et
V Xy, Xp0 Xg € Xigin [|X, X, X[ <[ | %0 X
Tamim 3.2.2:L R cismi iizerinde boyutu birden biiyiik lineer bir uzay olsun.
N:LxLx[0,00) fonksiyonu wx,y,z e L ve S,t €[0,%0) icin
N(x,y,0)=0
N(x,y,t)=1<> x vey lineer bagimh.
N(x y,t)=N(y,xt)

N(x+y,z,t+s)>N(x,zt)*N(y,z,5)

N(axyt)=N (x, y,%ad a#0

N (X, Y, ) : [O, oo) — [O, 1] soldan stirekli
sartlar1 saglanirsa (L, N,*) uzaymna fuzzy 2-normlu uzay denir.
Tanimdan goriilebilecegi gibi N (X, Y, ) t ye bagli olarak azalmayan bir

fonksiyondur.
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Ayrica asagidaki 6rnekle goriilecegi gibi her 2-normlu uzaydan fuzzy 2-normlu uzay
elde edilebilir.

Ornek 3.2.1: (L, I ||) 2-normlu lineer uzay olsun ve a*b=min{a,b} olmak iizere

N(x,y,t)= fuzzy 2-norm dur ve (L, N,*) ticliisii de fuzzy 2-normlu

t+x ]

uzaydir.
2fn) N(xy,0)=0
2fn,) N(x y,t)=1

Sly=0

& x ile y lineer bagimhidir.
2fn,) [% y| =]y, X| oldugundan

N(x y,t)=N(y,xt)
dir.
2fn,) axb=min{a,b} olmak iizere
N(x+y,z,t+s)2min{N(x,z,t),N(y,z,s)}

oldugunu gosterelim.

t+s S t+s
t+s+|x+y,z| t+s+|xz|+]y. 7|

N(x+y,z,t+s)=

N(x,z,t)>N(y,z5s)

olsun.
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t s
trlxz] s+ly.z]

gerekli islemler yapilirsa,
t(s+[y.zf)=s.(t+x y])=0
elde edilir.
N(x+y,z,t+s)-N(y,z5s)
ifadesini ele alalim

t+s s t(s+]y.z])-s.(t+[xy])
t+s+|xz|+|y.z| s+|y.Z| (t+s+||x,z||+||y,z||+(s+||y,z||))

boylece

N(x+Yy,z,t+s)>N(y,z,5s)
olur. Benzer sekilde,

N(y,z,5)>N(xzt)
olursa
N(x+Yy,z,t+s)=N(y,z,5s)

olur . Béylece her durumda da

N(x+y,z,t+s)=min{N(x,zt),N(y,z5s)|

t t

2fn) N(cx,z,t) = =
5) N(cx,2,t) troxy]  trclxy]

t/c t
=————=N|X,z,— | (c#0)
tjcl+[x vl ( ICIJ

olur.
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2fn,) N(x,.):[0,00) =>[0,1] soldan siireklidir.

Tanim 3.2.3: (L, N,*) fuzzy 2-normlu uzayinda (Xn) bir dizi olsun ve

aelL,t>0

a)limN(x, —x,a,t)=1 olacak sekilde xeL eleman var ise (Xn)

n—o0

dizisi yakisaktir denir.

b)limN(x,,, ~x,,at)=1 p>0 oluyorsa (X,) dizisine Cauchy

nN—o0

dizisi denir.
C) (L, N,*) fuzzy 2-normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise

(L, N,*) uzayina tam fuzzy 2-normlu uzay denir.
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4.BOLUM

FUZZY ¢ —NORMLU UZAYLAR
4.1 Fuzzy ¢—2 Normlu Lineer Uzaylar ve Ozellikleri

Tamim 4.1.1: ¢ 1 — [ asagidaki gibi tanimlanir.
1) vt>0 i¢in p(-t)=p(t)

2) p(1)=1
3) ¢ fonksiyonu (0, ) iizerinde kesin artan

4) limg(a)=o ve limp(a)=0

a—w a—0

Bu fonksiyonlara 6rnek olarak asagidaki fonksiyonlar verilebilir.

p

o(@)=lal,  ola)=ll’ peD.
2.a2n
= [] *
@)=t "
Tamm 4.1.2:”.,.”2 XxX =l fonksiyonu asagidaki sartlar saglar ise X kiimesi

iizerinde ¢-2-norm belirtir ve (X.|.,.|) ikilisine p-2- normlu uzay denir.
1%, %,||=0<> X, X, lineer bagiml
kg X i [ ] e 1)
ookl =l bl <t

Y X X, X € X igin [[X % % <[ X | H]X |
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Burada (D(O!) = ‘OC‘ secilirse S.Gahler’in [2] tanimladig1 2-norm elde edilir.

Tamim 4.1.3: *2[0,1]><[0,l] —)[0,1] fonksiyonu birlesme, degisme 6zelliklerine sahip

olup, ayn1 zamanda azalmayan birimi 1 ise bu fonksiyona t-norm denir.

Fuzzy uzaylarinda en ¢ok kullanilan t-norm 6rnekleri sunlardir.

axb=min{a,b}, axb=max{a+b-1,0},a*b=ab

Tamm 4.1.4 :02[0, oo)x[O, 00)—)[0, OO) fonksiyonu birlesme, degisme ozelliklerine

sahip olup ve ayni zamanda azalmayan ve birimi 0 olan bir islem olsun.

Bu tiir islemlere 6rnek olarak

1

o(s,t)=t+s, o(s,t)=max{s,t} , o(s,t)z(snﬂn)ﬁ
verilebilir.

Tamim 4.1.5: X boyutu birden biiyiik ya da esit reel vektor uzayr olsun.
N:XxX x[O,oo) —)[0,1]

fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar ise N fonksiyonuna X iizerinde fuzzy

@-2-norm denir.
VXY, zeX ve S,te[0,00) icin
N(x y,0)=0
N(X,y,t)=1< x vey lineer bagiml
vt>0 igin N(x y,t)=N(y,xt)
N(x+Y,z,tes)>N(x,z,t)*N(y,z,5s)

N (X, Y, ) X [O, oo) - [O, 1] soldan siirekli
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acl, a#0, N(ax,y,t):N(x,y,L]

o(a)
(X, N, *) iicliisiine "o operatorii altinda fuzzy ¢-2- normlu uzay denir.
o(a,b)=a+b
alinirsa (X, N,*) ticliisiine fuzzy ¢-2- normlu uzay denir.
o(a,b)=max(a,b)
alinirsa (X, N,*) ti¢liistine non-Archimedean fuzzy ¢-2- normlu uzay denir.

Asagidaki ornek her ¢@-2-normlu uzaydan fuzzy ¢-2-normlu uzay elde

edilebilecegini gostermektedir. Bu uzaya standart fuzzy ¢-2- normlu uzay denir.

Ornek 4.1.1: (X,]..]) ¢-2-normlu uzay olsun. t—norm olarak axb=min{a,b}

veya a*b=ab seg¢ilsin. Vx,y e X ve Vt >0 igin,

t
R T
olmak iizere (X[, |,*) tigliisii fuzzy -2- normlu uzaydur.
Céziim:
f,) N(xy,0)=0

f,)N(xy,t)=1

t
—— =1
t+[x ]

[ y=0

< X ve y lineer bagimlidir.
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f) % y|=[y.X| oldugundan
N(x y,t)=N(y xt)
dir.
f,) axb=min{a,b} ve o(a,b)=a+b
alarak
N(x+Y,z,t+s)=min{N(x,zt),N(y,zs)}

oldugunu gosterelim.

t+s S t+s
t+s+|x+y,z| t+s+|x z|+]y.z]

N(x+y,zt+s)=

Eger N(X,z,t)>N(y,Z5) oldugu kabul edilirse,

t s
t+|x,z| s+|y.z|

|20

gerekli islemler yapildiginda,
t(s+[y.zf)=s.(t+x v]) =0
elde edilir.
N(x+y,z,t+s)-N(y,z5s)
ifadesini ele alalim,

t+s s t(s+[y.z])=s(t+]x.y])
t+s+|xz|+|y.z| s+|y.z| (t+s+||x,z||+||y,z||+(8+||yiz||))

boylece

N(x+y,z,t+s)>N(y,z,5)
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olur.

Eger N (y, Z, S) >N (X, Z,t) oldugu kabul edilirse, benzer sekilde,
N(x+y,z,t+s)>N(y,z,5)

olur. Boylece her durumda da

N(x+Y,z,t+s)=min{N(x,zt),N(y,zs)}

olur.
t .
f.) N(x,z,t) =———— soldan siirekli
DN =]
t t
f.) N(cx,z,t) = =
N2 = o] e
:—t/q)(c) :N(x,z,—t J
t/o(c)+|x | o(c)
olur. (c=0)

Tanim 4.1.6: ( XN, *) bir fuzzy @-2-normlu lineer uzay olsun

a) {Xn} X de bir dizi olmak iizere limN (x,—x,a,t)=1Vvt>0ae X olacak

N—oo

sekilde xe X varsa {Xn} dizisine X de yakinsak dizi denir ve limx =X ile

N—o0

gosterilir.

b) {Xn} X de bir dizi olmak iizere,

Vt>0 ve ae X icin IimN(me—Xn,a,t):l olacak sekilde

nN—o0

p>0 varsa {x,} dizisine X de Cauchy dizisi denir.

c) Bir fuzzy ¢-2-normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak bir dizi ise bu

uzaya tam fuzzy ¢-2-normlu uzay denir. Vt>0ae X
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Teorem 4.1.1: (X, N,*) t-norm altinda bir fuzzy ¢-2-normlu uzay olsun.
M : X xXxX x[O,oo)—)[O,l]
M(xy,z,t)=N(y—x,z-xt)

olmak {izere (X, M,*) tclisii bir fuzzy 2-metrik uzaydir.
Ispat:
m;) M(xY,2,0)=N(y-xz-x,0)=0
m,) M(x,y,z,t)=1<=N(y-xz-xt)=1

< y—x ile z—x lineer bagiml

S Y—X=17-X

oy=z

buda X, Y,z den en az ikisinin esit oldugunu gosterir.

my) M (X y,z,t)=N(y—-x,z-xt)

M(X,z,y,t)=N(z-x y—xt)=N(y-xz-xt)

olur. Ayni sekilde
M(y,z,xt)=N(y-x,z-xt)
olur. Béylece
M(xy,z,t)=M(x,z,y,t)=M(y,z,x1)
elde edilir.

m,) M(X Y, Zt+r+s)=N(y—x,z-Xx,t+r+s)
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> N(y—x,z—x,t)*N(y—x,z'—z,z—x,r+s)

> N(y—x,z—x,t)*N(y—z',z—x,r)*N(z'—x,z—x,s)

=M(x,y,2,t)*M(Z,y,2,r)*M(x,2,2,5)
olur.
mg) M(X,Y,2..)=N(y—X,z2=X,.) soldan siireklidir.
M) imM (x,y,z,t)=limN(y-x,z-x,t)=1 olur.

4.2 Fuzzy ¢@—n Normlu Lineer Uzaylar ve Ozellikleri

Tamm 4.2.1: BoyutX >n, nell | ve X reel vektor uzay olsun. H,,H X" =0

fonksiyonu asagidaki sartlari saglar ise H,,H fonsiyonuna ¢-n-norn (X ,||,,||)

ikilisine de g-n-nornlu lineer uzay denir.

HXl,..., XnH =0 ©X,..,X, lineer bagiml
Hxl, vy XnH permiitasyon altinda degismeli

%= p(@) o], et

<[ % xn||+Hx1,..., X,

Hxl,...,xn+xn

(p(a)z\a\ se¢ildiginde Gunawan ve Mashadi’nin [6] tanimladigit n—norm elde
edilir.

Tamim 4.2.2: X reel F cismi iizerinde lineer uzay olsun ve X x...x X x[] nin bir
H—J

n

fuzzy alt kiimesi N, N:Xx..xXxUO —[0,1] asagidaki sartlar saglar ise N

n

ifadesine X iizerinde bir fuzzy ¢—n—norm (X, N) ikilisine fuzzy ¢@-n-normlu
uzay denir.
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vt<0 igin N(X,...,X,,t)=0
vt>0 N(Xl,...,xn,t)zl & X, X, lineer bagiml

N (Xl, e X t) permiitasyon altinda degismeli

t
N(X,...cX,,t)=N| X,....x,,—— | c#0ceF
. ) (Xl w(C)]

N (X, X, + X, 5 +1) 2 min {N (X %0 8) s N (X x'n,t)}

N (X,..., X,,.) azalmayan ve MmN (%, %, t) =1

ey Ny

gﬁ(a) = ‘a‘ secildiginde , Narayanan ve Vijayabalaji’nin [6] tanimladigi fuzzy
n—norm elde edilir.
Asagidaki Ornekten Qoriilebilecegi gibi her uzaydan fuzzy
uzay elde edilebilir. Bu uzaya uzayin Standart

fuzzy uzayr denir.

Ornek  4.2.1:(X.[.... ) lineer uzay olsun.
; ’ t>0

N (X, Xy e Xy £) = 4 T Xy X, |
0 , t<0

olmak {izere (X, N) fuzzy lineer uzaydir.

Coziim:

F) Vt <0 i¢in tanim geregi N(Xi,,__,xn,t):()
F,) vt >0 igin N(X,...,X,,t)=1
S [|%,0 %[ =0

< X,.. X, lineer bagimhidir.
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F) ||><1 ..... Xn” permiitasyon altinda degismeli oldugundan

N (Xl, e X, ,'[) ifadesi de permiitasyon altinda degismelidir.

F) Vt>0c=#0cell

oldugunu gosterelim.

a)s+t <0 olursa

)t>0, s<0ise 0=min {0, 0+} saglanir,
i) t<0,5<0 ise 0>min {0, 0} saglanir,

b) s=t=0 olsun 0> min{O, 0} saglanir,
c) s+t >0 olursa
s> 0, t >0 durumunu inceleyelim:

S+t
s+t+”x1,...xn +X,

N (xl,...xn +x'n,s+t)=

S S+t
S+t+[x, ., xn||+Hx1,..., X

Eger N(X,....%,,5)> N(xl,...,x'n,t) kabul edilirse,

>0 dir.
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paydalar esitlenip gerekli islemler yapilirsa,

s(t+”x1 ..... X, )—t (s+||x1 ..... xn||)20
olur.
s+t — — t ifadesini ele alalim
S+t+[x,..., xn||+Hx1 ..... X, t+Hx1 ..... X,
_ s.(tJer1 ..... x'n)—t.(s+||><1 ..... X)) 0
(s+t+||x1 ..... xn||+‘x1 ..... X, )(t+”x1 ..... x'n)

olur. Boylece

N (XX + X, 8 +8) 2 N (X0 X 1)

Eger N ()(1 ..... X'n,t)z N (Xl,..., Xn,s) olursa benzer sekilde

N (XpoeX, + X, S+8) 2N (X100 X,,5)

oldugu goriiliir. Bu da her durumda

oldugunu gosterir.
F)N (Xl,..., Xn,.) azalmayan oldugunu gosterelim t, >t, ise

t, B t,
X X |G Xee X

%00 X |+ (t, 1)
(& e X ) (b X 3,

)ZO

olur.

N (X Xt ) 2 N (X X1
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olur. Dolayisiyla N artandir.
Ayrica,

limN (x,..., X, t) =1

t—oo

seklindedir.

Teorem 4.2.1: (X,N) fuzzy ¢-n—normlu lineer uzayi

vt>0,N ()<1,X2,..., X3,t)20 oyle ki, X, X,,..., X, lineer bagimli,
||x1,...,xn||¢(a) =inf {t:N(X, %, ... X,,t) 2 () a€(0,1)}

olmak iizere {”.,...,.”(o(a) ‘ae (0,1)} kiimesi X {lizerinde artan @—n-—normlar
ailesidir.
Ispat:
W bl =0
=inf {t: N(X, X,,.... X,,t) > p(a) @ €(0,1)} =0
n,) N(x,X,,..., X,,t) permiitasyon altinda degismeli oldugundan

||X1, e X, ||¢ @ permiitasyon altinda degismelidir.

N) XXy =INFASIN(X, X, 0, CX,,8) 2 (@) @ €(0,1)]

=inf {s: N(xl,xz,...,xn,ﬁ) > o(a) a e(O,l)}

S =t olsun,
»(c)

||x1,...,cxn||¢(a) =inf {to(c) : N(X, %,,.... X,,t) > p(a) a €(0,1)}

=(C)inf {t:N(X, %,,.... X,, 1) 2 p(ax) e €(0,1)}

54



=) X0 X,

%, ..o cxn||(p(a):||x1 ..... 0 =0.[%,... %]

o(a)

e Xl %00 X,

o(a)

=inf {t:N(X, X000 X, 1) 2 (@)} +INF {SIN(X, X, X, 5) 2 (@)

=inf {t+5 NG, X000 X, 0) 2 0(@) N(X, X000 X, 8) 2 (@), @ €(0,1)}

2inf {riN(X, Xy0om X, + X, 1) 2 (@) @ €(01)] 1 =t+s

Simdi ||X1 ..... Xn”(,,(a) artanligin1 gosterelim 0<e, < @, <lolsun ¢ fonksiyonu (0, )

tizerinde kesin artan oldugundan

0<p(a)<p(a,)<1

olur.
%, .- xn||¢(a1) =inf {t:N(X, X,,.... X, 1) 2 () o €(0,1)}
(. xn||¢(a2) =inf {t:N(X, %,,....X,,t) 2 p(a,), &, €(0,1)}

@ (051) < (0(062) oldugundan
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{EINQG X e X ) 2 () e {EN(X, X, X, 1) 2 () |

{1 N(X, Xy X, 1) 2 ()} Zi0F {EN(X, Xy, X0 1) = ()

O halde

T e Lo

olur.
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5.BOLUM

a—n—NORMLU UZAYLARDA EN IYI YAKLASIM

Bu boliimde Boliim 4.2 de tanimlanan kavramlarin (p(a ) = \a\ alinmasi

durumunda olusan yeni ifadeleri ve bu ifadeler lizerinde bazi sonuglar verilecektir.

Ayrica a—N—normlu uzaylar tanimlanip bu uzaylar {izerinde yaklasim

incelenecektir [8].

Tamim 5.1: BoyutX >n, ne[] " ve X reel vektdr uzay1 olsun.

H.,...,.HZX”—)D fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglar ise H,,H fonsiyonuna

n—norm (X||||) ikilisine de n—normlu lineer uzay denir.
HXv"”XnHZO &> Xy X, lineer bagiml
Hxl, - XnH permiitasyon altinda degismeli

%0, =lal [ X e

<[%, e xn||+Hx1 X

Hxl,...,xn +X,
Tanmm 5.2: X reel F cismi iizerinde lineer uzay olsun ve X x...x X x[] nin bir
%f_/
n

fuzzy alt kiimesi N, N: X x..x X x0 —[0,1]
%/—J

n

vVt <0 i¢in N(Xl,...,xn,t):O,
vi>0 N(Xi,...,Xn,t)zl < X, X, lineer bagimli,

N (X11 e X ,t) permiitasyon altinda degismeli,
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(Xy.n Oy, 1) =N (xlxnéJ cx0ceF,

N (xl,...,xn +x'n,s+t)2 min{N (%, %,,8), N (xlxnt)}

N (X,,.... X,..) azalmayan ve MmN (.., %,,t) =1,

ey Ay

sartlar1 saglar ise N ye X iizerinde bir fuzzy n-norm ve (X, N) ikilisine de fuzzy

n-normlu uzay denir.

Ornek 5.1:(X_.,...,.]) n-normlu lineer uzay olsun
; , t>0

N (X, Xy ey Xy £) = 4 T Xy X, |
0 , 1t<0

olmak tizere (X ,N ) fuzzy n-normlu lineer uzaydir.

Coziim:
Ormnek 4.2.1 in ¢dziimiinden yararlanilarak benzer sekilde yaplir.

Teorem 5.1: (X, N) fuzzy n-normlu lineer uzay1
N(X,X,,..., X,,t) =0 Vt>0 dyleki x,X,,...,X, lineer bagiml,
sartin1 saglasin.

X X, =10 {E:NO X, %, D) 2 @, 2 €(0,1)]

olmak tizere {”,,”a :ae(O,l)} kiimesi X {izerinde artan normlar ailesidir. Bu
ailenin her bir elemanma fuzzy n—normuna karsilik gelen ve
(X||||a) ikilisine de uzay denir.
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=inf {t:N(X, %, ... X,,1) >, a€(0,1)}

n,) N(X,X,,...,X,,t) permiitasyon altinda degismeli oldugundan

HX1 ..... XnHa permiitasyon altinda degismelidir.

n) X X[, =inF{SIN(X, X,,...,CX,,8) 2, € (0,1)} ,c=0

=inf {S:N(xl,xz ..... xn,ﬁ) >a, ae(O,l)}
C

S =tolsun,
c

%m0, =inf{tIc]:N (X, Xy X ) 2 @, @ €(0,1)}
=|cfinf {t: N(X,, X,,... X,,t) >, @ €(0,1)}

=l s X e

[0, =% O, = 0% %,

a

:inf{t:N(Xl,xz,...,xn,t)Za}+inf{s:N(x1,x2 ..... x'n,s)Za}
=inf {t+5IN (X, X0 X D) 2@, N(X, X000 X, 8) 2 2
2inf {1 N(X, X0 X, + X, 1) 2@, @€(01)] r=t+s
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boylece
Hx1 ..... X <% xn||a+Hx1 ..... Xl
dir.
Simdi Hxl, o nH artanligini gdsterelim 0<ea, < ar, <1 Olsun .

(. xn||a1:inf{t:N(x1,x2 ..... X, t) >, oy €(0,1)}
1% xn||a2 =inf {t:N(x,%,,.... X,,t) 2 a1, @, €(0,1)}

0<a, < a, <loldugundan
(LN X X, D) 2, P {EIN(G X X, 1) 2 0 )

inf {t: N(X, X, X, ) 2 0} 20nf {E N X0 X, 1) 2 0

o halde
0wl 2,
olur.
Tanim 5.3: (X||||a) a—n normlu uzay olsun.
G bos kiimeden farkli X kiimesinin keyfi bir alt kiimesi ve olsun.
Her X, X, X. X, %, € X segiminden bagimsiz olmak iizere
d,, »..x (X.G)= inf X =8, X, Xg, 00 X%, |

seklinde tanimlanir ve

dX2X3 ..... xn( )<HX XOXZ’st 1nH+dx2x3,...,xn(Xo’G)
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Tamm 5.4: Her G < X ve X, € X olmak iizere,

sz,x3 ..... xn(XO’G)
Z{XEXZdXZ’XBMXn(X,G)=||X—X0,X2,X3 ..... X, +dX2’X3MXn(x0,G)}

Tanmm 5.5: G bos kiimeden farkli X kiimesinin keyfi bir alt kiimesi ve

olsun.

VX Xy X x e X ve X, €G seciminden bagimsiz olmak {izere

- (x):{g0 €G:[[X=0g Xy Xgreer X, |, =d, . « (X,G)}

seklinde tanimlanir.

Ayrica,

P (Xo) ={Xe X 2] X =X X0 Xgueees Xy | = Ay, (X,G)}

seklinde tanimlanir.

Simdi de tanimlanan bu kiimeler {izerine baz1 sonuclar verelim.

Teorem5.2: xeD, , . (%,G) ve ye D -~ (x,G) igin,

i) Hy—xo,xz,...,ana =[ly—x.x ,xs,...,ana+Hx—x0,x2,x3,...,ana,
ii) Y—X+X, erz,x3,...,xn(X0’G)

Ispat:

i)  xeD_,  (%.G)veyeD, , . (xG) oldugundan tanim 5.4 den,
Ay xn(X’G):HX_X01X21X3""1XnHa+dx2,x3 ,,,,, .. (%,G)
dy .. Xn(y,G)=Hy—x,x2,x3,...,ana+dX2,X3,,__,Xn(x,G)

olur.
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Z“(Y—X)+(X—Xo),X2,X3,...,Xn

a

<Y =X K 0, X0 X

,,,,,,,,

Hy—xo,xz,x3 ..... ana <Y =X Xy Xy X |, X=X X X1 X

<y =% %0 X

1Y =X X Xl =Y =X X X X |, X=X X g1 X |
i) Metrik tanimindan

dxz,x3,...,xn (y_X+XO’G)

ZdXZxxsx---!Xn (y’G)_Hy_(y_X—'_XO)’X2’X3"'7Xn o

=0, s, (96)=[x=%0%0 %, %],

(||y—x, Xo Xgseens Xo| L + 0y s (X,G))—||x—x0, Xor Xgyeenr X

=y =% %, Xg oo X, |, +(||x—x0, Xor Xgyoon X+, (xO,G))

=[]y =X, %5, X, .., ana +d, . . (%.6)
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=y =%+ %) = %0, % X X |, 0 (%,6)

Tanim 5.3 den

d><2,x3,...,xn (y_X+XO7G) :H(y_x+XO)_XO’XZ’X37"'7Xn o +dx2,x3,...,xn (XO’G)

bu da

y_X+X0 € sz,xs,...,xn (XO’G)

oldugunu gosterir.

Teorem5.3: XeD,, (%, G) ise

i) [%,X]= {/1x0 +(1-2)x: 0<2 Sl} <D, . (%:G),

i) D, (xG)=D,,  (%.6).
ispat: i) 0<2<1olmak iizere y=1%+(1-A)X olsun.
A (V,6)
2d, o (X%G)= X=X X X,
=X =% X X+ (%,G) =X =Y, X,

=[y=%.% 55,5, 0, (%:6)

tanim 5.3 den

dxz,xs,...,xn (y’G) :Hy_XO’ Xpy Xgyeey Xy Ha +dx2,x3,...,xn (XO’G) olur.
Buda yeD, , . (%,G) demekir.

i) yeD, , (X,G) olsun. Tanim 5.4 ve Teorem 5.2(i) den,

63



Ay (V.G) =]y —%.%, X ..., ana +d, (x,G)

=[ly =% %, Xg oo X | +(||x—x0, Xos Xgyoonn Xl 4+, (xO,G))

=1y =% X, +0 s (%,8),

di.Bu yeD,_,  (%,G) demektir.
Teorem 5.4:

i) vxeD, . ., (%.G) icin,

Po sotatn (%) = P, (%)
i) ¥ X, €G icin,
Dy, sy (%0:G) =P 6, (%)

ispat: i) xeD, , . (%,G) ve gePs, . , (%) olsun.

d x,G)

Xp 1 X3 1-r X (

:HX_XO’ X2’ XS""’ XnHa +dx2,x3,...,xn <X07G)

= [ X=X Xy X X, | X = G X X X,

Teorem 5.2 (i) den,

dxz,x3,.,.,xn (X’G) :HX_QO’ XZ’XS""’ Xn Ha :

seklindedir. Boylece,

go € I:)G,><2,x3,...xn (XO)

olur .
O halde I:)G,xz,x3,...xn (XO) - I:)G,xz,x3,...xn (X) dir.
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i) x, G ve Xe Dy (X,G) olsun,

dxz,x3,...,xn (XiG)
:HX_XO’XZ’XS""’XnHa -l_dx2,><3,...,><n (XO'G)
=[x =% % X1 %], % €6,

Buda xe P_le,xz,xg,...,xn (%,) demektir.

Boylece |:’G’X2’X3W”Xn (XO)C PG,xz,x3,---Xn (X) olur.

Tersine ,
Xe P_lG,xz,x3,...,xn (Xo)
olsun.
X% €P 6, (%)
olur.
% €G ve dxz,x3,,_,,xn (XoaG) =0
oldugundan,

d, ... (xG) =[x =%, X5 X1 .., ana +d, . . (%:G)

olur.

-1

Béylece Xe Dxz,xs,...xn (XO’G) ve P G, Xy, %3, %n (XO)C sz,x3,...,xn (XO’G)
olur. O halde,
sz,x3 ..... Xn (XO’G) = P_lG,xz,x3,...,xn (XO)

dir.
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6.BOLUM
SONUCLAR
S.Gahler’in 2-norm kavramini tanimlamasi ve L. Zadeh’in fuzzy kiimelerini
tanimlamasi matematik biliminin gelismesinde ¢ok biiyiik katkilar saglamistir.

Bu tezde fuzzy kiimeleri, fuzzy norm, fuzzy metrik, fuzzy 2-metrik, fuzzy 2-
norm, fuzzy n-norm gibi kavramlar verilecek bu kavramlarin olusturdugu uzaylar

tizerinde yaklagim {izerine baz1 sonuglar verilmistir.

Ayrica bu calismada loan Golet’in ¢ fonksiyonu yardimiyla tanimladig
@—2-—norm tanim verilerek fuzzy ¢—2normlu uzaylar tanimlandi. Bu uzaylar

Boliim 4.2 de n-normlu uzaylara genisletilerek bazi sonuglar elde edilmistir.

Bolim 5 de fuzzy ¢ —2—normlu uzaylarin genisletilmesiyle elde ettigimiz
fuzzy ¢ —n—normlu uzaylarin bir 6zel hali olan fuzzy n-normlu uzaylar ele alinmig

ve bu uzaylar lizerinde yaklasim incelenmistir.
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