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OZET

B(r,s) VE B(r,s)" BANT MATRISLERININ BAZI DiZi UZAYLARI
UZERINDEKI SPEKTRUMLARI

BOZKURT Ragip
Yiksek Lisans Tezi, Matematik A.B.D.
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Kuddusi KAYADUMAN
Temmuz 2010, 55 sayfa

Alt1 béliimden olusan bu tez, bant matrislerinin bazi dizi uzaylari iizerindeki
spektrumu ile ilgilidir. Birinci bdliimde; dizi uzaylari, matris doniisiimleri ve belirli
dizi uzaylar1 tizerindeki matris doniisiimleriyle alakali temel teoremler ispatsiz olarak

verildi.

Ikinci béliimde; smirli lineer doniisiimler, spektrum ve fine (ince) spektrum

kavramlar: verildi

Ugiincii boliimde; B(r,s) bant matrisinin ¢, ve ¢ dizi uzaylari iizerindeki

spektrumu ve fine spektrum kavramlari incelendi.

Doérdiincii boliimde; B(r,s) bant matrisinin ¢, ve bv dizi uzaylari iizerindeki

spektrumu ve fine spektrumu verildi.

Besinci boliimde; B(r,s) bant matrisinin ¢, ve bv, dizi uzaylar iizerindeki

spektrumu ve fine spektrumu verildi.

Son béliimde; ¢alismamizin orijinal kismi olan, B(r,s)+ bant matrisinin ¢,

dizi uzay1 iizerindeki spektrum ve fine spektrum incelendi.

Anahtar Kelimeler: Matris doniisiimii, spektrum, fine spektrum, Mercerian teoremi.



ABSTRACT

SPECTRUMS OF THE BAND MATRICES B(r,s) AND B(r,s)” OVER
SOME SEQUENCE SPACES

BOZKURT, Ragip
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Kuddusi KAYADUMAN
July 2010, 55 pages

This thesis consists of six chapters, that is related to spectrum of the band
matrices over some sequence spaces. In the first chapter, sequence spaces, matrix
transformations and fundamental theorems concerning matrix transformations on

certain sequence spaces were given without proof.

In the second chapter, bounded linear operators, spectrum and fine spectrum

concepts were given

In the third chapter, spectrum and fine spectrum of the band matrix B(r,s)

over the sequence spaces ¢, and ¢ are studied.

In the fourth chapter, spectrum and fine spectrum of the band matrix B(r,s)

over the sequence spaces ¢, and by are given.

In the fifth chapter, spectrum and fine spectrum of the band matrix B(r,s)

over the sequence spaces £, and by, are given.

In the final chapter, that is original part of our thesis, spectrum and fine

spectrum of the band matrix B(r,s)+ over the sequence space ¢, are studied.

Key Words: Matrix transformations, spectrum, fine spectrum, Mercerian theorem.
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SEMBOL VE KISALTMALAR LISTESI

(An (x)) x dizisinin 4 matrisi altindaki doniisiim dizisi

bs Sinirli seri olusturan dizilerin uzayi

bv Sinirh salinimhi dizilerin uzay1

bv, Hem sinirli salinimli hem de sifira yakinsak dizilerin uzay1
bv, p. kuvvetten sinirli salinimli dizilerin uzay1

B (X ,Y ) X den Y uzayina sinirli doniigsiimlerin uzayi

B (r,s)+ B (r,s) bant matrisinin transpozu

C Kompleks sayilar kiimesi

c Yakinsak dizilerin uzay1

c, A matrisinin yakinsaklik alani

I Sifira yakinsak dizilerin uzay1

@ Direkt toplam

D (T ) T doniisiimiiniin tanim kiimesi

1 Ozdeslik doniisiimii

l, Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzay1

‘, p- kuvvetten mutlak yakinsak seri olusturan dizi uzay1
l, Sinirh dizilerin uzay1

L (X Y ) X den Y uzayina lineer doniisiimlerin uzay1
Y ) X diziuzaymn Y dizi uzay1 i¢ine doniistiiren matrislerin sinifi
,Y; p) Toplamlar1 ya da limitleri koruyan matrislerin sinifi
N Dogal sayilar kiimesi
N(T) T doniisiimiiniin ¢ekirdegi
Reel sayilar kiimesi

R(T) T déniisiimiiniin gdriintii kiimesi

vi



T doniistimiiniin goriintii kiimesinin kapanigi
T doniistimiiniin spektral yarigapi
T dontisiimiiniin regiiler degerlerinin kiimesi

Kompleks ve reel terimli biitiin dizilerin uzay1

X uzayindaki 7' doniisiimiiniin spektrum kiimesi

X uzayindaki 7' doniisiimiiniin siireklilik spektrumu kiimesi

X uzayindaki 7' doniisiimiiniin nokta spektrumu kiimesi

X uzayindaki 7' doniisiimiiniin rezidii (kalint1) spektrumu kiimesi

T doniistimiiniin tersi

T doniistimiiniin adjointi

T doniisiimiiniin ¢ 6zdegerine karsilik gelen doniisiimii
X uzaymin duali

Carpimsal matris

vii



GIRIS

C" vuzaymnda tanimhi bir 7 lineer doniisiimiiniin karakteristik degerleri

(T —-al ) ifadesinin determinantim1 sifir yapan « kompleks sayilaridir. Bu tir o

degerlerine 7 doniigiimiiniin spektrum kiimesi denir. Eger « Kkarakteristik kok

degilse det (T —-al ) # 0 olacagindan (T -al ) doniistimiiniin tersi mevcut olur.

Sonsuz boyutlu uzaylar lizerindeki doniisiimlerin spektrum tartigmalari
olduk¢a karmasik, ilging ve doniisiimleri anlamada ¢ok Onemlidir. Doniistimlerin
spektral analizi, matematiksel fizikte dnemli bir yere sahiptir. Ornegin; kuantum
mekanigindeki Hamilton doniisiimleri, Hilbert uzayinda sinirli olmayan bir self-
adjoint dontigiimiidiir. Hamilton donilisiimiiniin nokta spektrumu, sistemin sinir
durumundaki enerji seviyesine karsilik gelir. Diger spektrum cesitleri, sistemin

dagilim teorisinde 6nemli rol oynar [1].

Dizi uzaylar lizerindeki doniistimlerin spektrumu ile ilgili ilk ¢aligma, 1965
yilinda Brown, Halmos ve Shields [2] tarafindan birinci mertebeden Cesaro
doniisiimiiniin, ¢, Hilbert uzay1 lizerindeki karakteristik degerlerini ve spektrum
kiimesini belirleyen c¢alismadir. Daha sonra, Wenger [3], Rhoades [4], Reade [5],
Gonzalez [6], Akhmedov ve Basar [7] gibi yazarlar ¢esitli donilistimlerin spektrumu
ile ilgilendiler. Bu yazarlardan farkli olarak, Sharma [8] ve [9] caligsmalarinda matris

smiflariyla ilgilenmistir.

Son yillarda fark matrisinin bazi dizi uzaylarn lizerinde ¢alismalar yapilmistir.

De Malafosse [10], fark matrisini
||
I"k

Isl,, =sup=5 (r>0)
4 keN

normlu dizilerin s, uzayinda ele almistir. Altay ve Basar [11] de ¢, ve ¢ dizi



uzaylarinda, Akhmedov ve Bagar [12] de ¢, dizi uzayinda, Akhmedov ve Basar [13]
de bv, dizi uzayinda fark matrsinin spektrumu ile ilgilendiler. Basar ve Altay [14] de

matris doniisiimleri ve p. dereceden smirli salinnmh dizi uzaylar iizerindeki

spektrumu ile ilgilendiler. Ayrica Altay ve Basar [15] de ¢, ve ¢ dizi uzaylarinda,
Furkan, Bilgi¢ ve Kayaduman [16] da ¢, ve bv dizi uzaylarinda, Bilgi¢ ve Furkan

[17] de 7, ve bv, dizi uzaylarinda bant matrisinin spektrumunu incelemislerdir.

Bu calismada [15], [16] ve [17] ¢alismalardan faydalanarak spektrum ve fine

spektrum kavramalart ele alindi. Ayrica c¢alismanin sonunda kullanilan bant

matrisinin transpozu yardimiyla ¢, dizi uzaymnda spektrum kavramlar1 da incelendi.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezin sonraki kisimlarinda kullanilan dizi uzaylar1 ve matris

dontistimleriyle ilgili temel tanim ve teoremler verildi.
1.1. Dizi Uzaylan

Bu calisma boyunca kompleks ve reel terimli biitiin dizilerin uzayr s,

yakinsak dizilerin uzay1 c, sifira yakinsak dizilerin uzay1 ¢,, mutlak yakinsak seri
olusturan dizilerin uzayr ¢,, 1 < p <oo olmak iizere p. kuvvetleri mutlak yakinsak
seri olusturan dizilerin uzay1 ¢, sinirh dizilerin uzayr ¢ _, smirl saliniml dizilerin
uzayr bv, hem smirli salinimli hem de sifira yakinsak dizilerin uzayr bv,, p.
dereceden sinirl salimiml dizilerin uzayr bv, ve sinirh seri olusturan dizilerin uzayi

ise bs ile gosterildi. Buna gore;

c= {x =(x,):limx, =r mevcut}
k

Co

{x =(x,):limx, = 0}

él

{x: (xk):z|xk| <oo}

¢, :{x: (xk):Z|xk|p <oo}, 1<p<oo
k

l. :{x: (xk):supk|xk| <oo}



bv:{x:(x,():Z]x,c —xk+1|<oo}

bvy=c,Nbv

by, :{x:(xk): P EAE A <oo}
k
<oo}

Tanim 1.1.1. X bos olmayan bir kiime ve C kompleks sayilarin cismi olsun.

veE

n
E :xk

k=0

bs = {x =(x,):sup,

seklinde ifade edilir [18].

+: X xX—=X
eCxX—X

fonksiyonlart eger x,y,z€ X ve \, p€C igin

) x+y=y+nx,
2) (x+y)t+z=x+(y+2)
3) x+a = x olacak sekilde bir a € X vardir,
4) x+ (—x) = a olacak sekilde bir (—x) € X vardir,
5) x.1=x,
6) N(x+y)= +N,
) N+ p).x =Xx+p.x,
8) N(p.x) = (A p)x,
sartlarini sagliyorsa X kiimesine C cismi tlizerinde bir vektor uzay: denir [18].
X, C cismi iizerinde vektor uzayr ve Y C X ise, Y kiimesinin de X

tizerinde tanimlanan + ve e« islemleri altinda vektor uzayr olmasi igin A€ C ve

¥,,¥, €Y alindiginda Xy, +X\y, € Y sartinin saglanmasi yeterlidir.



Tanmm 1.1.2. X bir vektor uzay1 ve g: X — R fonksiyonu olsun. Vx,y € X ve
X, € C i¢in,

P1) g(6)=0,

P2) g(x)=g(—x),

P3) g(x+y)<gx)+g),

—NoXy) — 0,

n-n

P4) X\, — X\, ve x, — x, oldugunda g(\ x

sartlarin1 sagliyorsa, g fonksiyonuna X {izerinde bir paranorm ve (X,g) ikilisine

de paranormlu uzay denir [18].

Tamm 1.1.3. X bir vektor uzay1 ve || . ||:X — R olsun. Eger Vx,y € X ve biitiin X

skaleri icin;

D >0
2) Jo|=0
3 [ =l

9 e+ <+

b

sartlar1 saglaniyorsa, || fonksiyonuna X iizerinde bir yari-norm ve (X,

ikilisine de yari-normlu uzay denir. Eger ||x||:0(:) x =10 sart1 saglaniyorsa || . ||

fonksiyonuna bir norm, <X , - ||) ikilisine de normlu uzay denir [18].

Tamm 1.1.4. (X,

. ||) bir normlu uzay ve (xn ) bu uzayda bir dizi olsun. Eger her

£ >0 sayisina karsilik

x,—x,|<e

olacak bigimde bir n, <n, m dogal sayis1 varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir

[19].

Tanmim 1.1.5. Eger (X,

. ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X



normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzay: denir [18].

Tamim 1.1.6. X bos olmayan bir kiime d : X x X — R bir fonksiyon olsun.
Vx,y,z € X igin;

M1) d(x,y)>0,

M2) d(x,y)=0&x=y,

M3) d(x,y)=d(y,x),

M4) d(x,y)<d(x,z)+d(z,),

sartlarin1 saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik, (X,d) ikilisine de bir

metrik uzay denir [18].

Tammm 1.1.7. Bir (X,d) metrik uzaymin alt kiimesi S olmak {lizere § =X

oluyorsa § kiimesine X de bir yogun kiime denir [18].

Tanim 1.1.8. a,q,,a,,...,a, >0 , b,b,,b,,....b, >0 ve p>1olsun.

1 1

Cla+n)) < (X@)) + (X))

SEES

(k = 1,2,3,...,n) esitsizligine Minkowski esitsizligi denir [18].

1.2 Matris Doniistimleri

Tanim 1.2.1. X ve Y, s uzayinn iki alt uzay1 ve 4=(a,, ) reel ya da kompleks terimli

bir sonsuz matris olsun. Bu durumda x = (x,) € X ve her n >0 i¢in

v, =A4, (x):Zankxk (1.1)

mevcut ise yani (1.1) deki seri her n i¢cin yakinsak oluyorsa 4Ax = A4, (x) doniisiim
dizisi mevcuttur denir. Eger her x€ X icin y, = 4 (x) doniisiim dizisi mevcut ve

yveY ise A=(a, ) matrisi X den Y i¢ine bir matris doniisiimii tanimlar. X dizi



uzayimi Y i¢ine doniistiiren biitiin matrislerin smifi (XY) ile gosterilir ve eger 4, X

den Y icine bir matris doniistimii ise 4 € (X,Y) seklinde ifade edilir. Toplam1 ya da

limiti koruyan matrislerin sinifi ise (X, Y;p) ile gosterilir [18].

Tanmm 1.2.2. 4 € (¢,c) ise A ya konservatif matris ve A€ (c,c; p) ise A ya regiiler

matris (ya da kisaca regiilerdir) denir. O halde 4 matrisin regiiler olmasi i¢in gerekli

ve yeterli sartlar asagida verildi [18].

Teorem 1.2.3. Bir 4 matrisinin regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

i) ||A|| =sup, Z a
k

| < OQ
ii) lim, a,, =0 (her  igin)
iii) lim, ) "a,, =1
k
olmasidir [18].

(1.1) serisi her n i¢in yakinsak oldugundan matris doniisiimlerinin lineer
oldugu aciktir. X ve Y dizi uzaylari iizerinde goz Oniine alinan normlarla birlikte 0,

X lineer uzaymin sifir elemanini gostermek iizere eger,

||x||

ise A matris doniisiimii sinirlidir denir ve 4 € B(X,Y) seklinde gosterilir. Eger X=Y

4] = sup

ise B(X,X) yerine kisaca B(X) yazilir.
Tanim 1.2.4. 4 = (a,,) sonsuz matris olmak lizere,

={x=(x,):Ax€ec}

kiimesine 4 nin yakinsaklik alani (toplanabilirlik alant) denir ve eger ¢, = c ise 4

matrisine denktir denir [18].

Tanmm 1.2.5. 4 € B(c) olsun. a, = lima,, olmak lizere her ki¢in a, =0 ise 4 ya



carpimsal matris,

X()=lim} Ja,—> a
k k

sayisina 4 nin karakteristigi denir ve x(A4)=0 olacak bigimdeki 4 matrisine de

koregiiler matris denir. x € ¢ igin
lim Ax =X (A4) limx + Z a,x,
k
olarak verilir [20].

Teorem 1.2.6. 4 € B(¢_ ) olmasi igin gerek ve yeter sart

a,|<oo (1.2)

1= s, 3
olmasidir [20].

Teorem 1.2.7. 4 € B(¢,) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

a,|<oo

[ 4]l =sup, >

n

olmasidir [20].

Teorem 1.2.8. 4 € B(c,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i) |14 =sup, >

k

a.. < o0

ii) lima, =0 (her kicin )
sartlarint saglamasidir [20].

Teorem 1.2.9. (Kojima-Schur) 4 € B(c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a,|<oo

D) |14 =sup, >
k

ii) lim» "a,, =a, (herpigin)
n —p



sartlarin1 saglamasidir [18].

Lemma 1.2.10. 4 < B(c) olsun. Eger 4 matrisi (1.2) sartin1 saglayan bir 4~' tersine

sahip bir matris ise 4~' € B(c) olur [20].

Teorem 1.2.11. 1< p < o0 l—f—l =1 olsun. Her n ve ki¢in b, > 0 olmak iizere
p 9

(bnk )i < 00

sup, Z

k

ank

Ve

a (bnk)q < 00

sup, Z

n

nk

saglanmasi durumunda 4 € B (€ p) olur [21].

Teorem 1.2.12. (Riesz-Thorin) 4 € B({_) olsun. Eger A€ B<€p), (1< p<o0)ve

g>pise A€ B(ﬁq) olur [22].

Teorem 1.2.13. 4 € B(bv) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

00

(i) sup,,

n=0

m

(an,k - an—l,k) <00, (1.3)

k=0

(ii) Ae€ bv,

sartlarinin saglanmasidir. Buradaki e = (1,1,1,....) dir [20].

Teorem 1.2.14. A< B(bvo) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (1.3) ifadesi ile birlikte

her & i¢in lima,, =0 Ozelliklerinin saglanmasidir [20].



BOLUM 2

SINIRLI LINEER DONUSUMLER, SPEKTRUM VE FINE SPEKTRUM

Bu boéliimde, sinirhi lineer doniisiimler ile birlikte spektrum ve fine spektrum

kavramlarina yer verildi.
2.1 Simirh Lineer Doniisiimler

X ve Y, bir K cismi lizerinde normlu iki uzay ve 7: X — Y bir doniisiim

olsun. Eger her x,y€ X ve a €K i¢in
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(ax)=aT(x)

ya da buna denk olarak her x,y € X ve her o, f €K i¢in

T(ax+ﬂy)=aT(x)+ﬂT(y)

ise T doniistimiine lineer doniisiim denir. Burada 7 lineer doniisiimiiniin tanim

kiimesi D(T'), goriintii kiimesi R(7') ve ¢ekirdegi N (T') ile gosterilen uzaylar
D(T)={xeX: T(x)eY]}
R(T)={yeY: y=T(x),xe X|
N(T)={xeD(T): T(x)=0}

seklinde tanimlanir. Ayrica 7: X — Y lineer doniisiimii her x € X i¢in

7] < a

10



olacak bigcimde bir M >0 sayist varsa 7 doniisiimiine X den Y igine bir suurls

lineer doniigiim adi verilir. X den Y igine tanimli lineer doniistimlerin kiimesi

L(X Y ) ve sinirhi lineer doniisiimlerin kiimesi B(X Y ) ile gosterilir. Ozel olarak
X =Y ise B(X,Y) yerine kisaca B(X) yazilir. Burada 7 doniisiimiiniin normu

I
T|= Tx||= =
Irl=uoll=sunl

ile tanimlanir ve B(X Y ) lineer uzay1 bu norm ile tanimlanir. ¥ bir Banach uzay1

ise B(X,Y) de bir Banach uzay1 olur.

Teorem 2.1.1. X bir Banach uzay1 olsun. B(X ) de tersi mevcut olan elemanlarin

kiimesi B (X ) Banach uzayi i¢ine diiger [23].

Tanmm 2.1.2 X, K cismi iizerinde normlu bir uzay ve 7T € B(X ) olsun. X, X
uzaymim sirekli dualini gostersin. X~ = B(X ,K) olmak iizere, her x€ X ve
feX igin
T:X —-X
(T*f)x:f(Tx)

bi¢iminde tanimlanan 7~ ddniisiimiine 7 nin adjointi denir [19].

Teorem 2.1.3. X bir normlu uzay ve 7 € B(X) olsun. Bu durumda 7~ € B(X*)

olup ||T||: HT*H dir [23].

*

Teorem 2.1.4. Eger T ve T doniisiimiiniin tersi mevcut ise (T ’l) :<T *)71 olur

[24].

Teorem 2.1.5. X bir normlu uzay ve T€B(X) olsun. Bu durumda 7'

doniisiimiiniin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7~ adjoint doniisiimiiniin drten

olmasidir [24].
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Teorem 2.1.6. X normlu bir uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda 7 nin X de

yogun bir goriintii kiimesine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7~ ifadesinin bire-
bir olmasidir [24].
2.2. Spektrum

Bu kisimda X i, C kompleks sayilar cismi iizerinde normlu bir lineer uzay

olarak goz online alindi. 6 ile X lineer uzayi sifir elemani ve / ile X den X icine

taniml 6zdeslik doniistimii gosterildi. Bunun yani sira 7, doniistimii 7, = (T —al )

seklinde tanimlandi.

Tanim 2.2.1. X = {9} ve T € B(X) olsun. Eger (T—a])fl mevcut, siirli ve X de

yogun bir kiime {lizerinde tanimli ise o € C sayisina T nin bir regiiler degeri denir.

T nin biitiin regililer degerlerinin olusturdugu kiimeye 7 nin resolventi denir ve bu

kiime p(T ) ile gosterilir. Buna gore

p(T,X) = {a eC: m: X, (T—od)f1 mevcut ve siirekli}
olur. Ayrica burada o(7)=C\p(T) kiimesine de T nin spektrumu ad1 verilir. O
halde eger a € o (T) ise
i) (T—al)' meveut,
i) (7T—of )71 sinirly,
iii) (T —al )71 X de yogun bir kiime iizerinde taniml
Ozelliklerinden en az biri gerceklenmez.

Eger bir T smirli lineer doniisiimii birden fazla normlu lineer uzay iizerinde

g0z Oniline alintyorsa, géz oniine alindigt X normlu lineer uzaymi belirtmek igin

p(T) yerine p(T,X) ve o(T) yerine o(T,X) yazilir [19].

Tanim 2.2.2. 7: X — X bir lineer doniisiim olsun. Eger 7x = aux olacak bigimde X
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de bir x = 6 elemani varsa « kompleks sayisina 7' nin bir ozdegeri ve x € X

elemanina da 7 nin bir ozvektérii denir [19].

Tanim 2.2.3. X in {x eX:Tx= 9} alt kiimesine 7' nin ¢ekirdegi denir ve Cek(T)

ya da N(T) ile gosterilir [19].

Tanim 2.2.2 geregince “« kompleks sayisinin 7 nin bir 6zdegeri olmasi i¢in
gerek ve yeter sart 7 —a/ doniisiiminiin bire-bir olmamasidir” énermesi dogrudur.

Gergektende o € C, T i¢in bir 6zdeger ise Tx = ax olacak bigimde X de bir x =0

eleman1 vardir. Buna gore 7x =ax ise (T—a])xz@ olur. xeCek(T—oJ) ve

x =60 oldugundan (T —al ) dontlistimii bire-bir olmaz. Ayni yontemlerle tersini

gostermek zor degildir. Ayrica buradan su sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.24. X #0 ve T € B(X) olsun. O halde « € C kompleks sayis1 T nin bir

Ozdegeri ise a € U(T) olur [19].

Ayrica spektrum kavrami kendi igerisinde nokta spektrumu, siireklilik

spektrumu ve rezidii (kalint1) spektrumu olmak tizere 3 kisma ayrilir.

Tamm 2.2.5. 7,' doniisiimiiniin mevcut olmadig1 durumlardaki « € C kompleks
sayilarinin olusturdugu kiimeye nokta spekirum kiimesi denir ve o, (T , X ) ile

gosterilir. Ayrica buradaki a €0, (T , X ) elemant 7 doniisiimiiniin 6zdegeridir [19].

Tamm 2.2.6. 7.' doniisiimiiniin mevcut, sinirsiz ve goriintii kiimesinin yogun
oldugu a € C kompleks sayilarinin olusturdugu kiimeye siireklilik spektrumu denir

ve bu kiime o, (T, X) ile gosterilir [19].

Tamim 2.2.7. 7,' mevcut (smirli veya sinirsiz) oldugu fakat 7' doniisiimiiniin X

de yogun olmadigi a€C kompleks sayilarimin olusturdugu kiimeye rezidii

spektrumu denir.
Rezidii spektrum kiimesi o, (T, X) ile gosterilir [19].

Yukaridaki tanimlar géz oniine alindiginda
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C=p(T)ua(T)
=p(T)Uo,(T)Uo,(T)Uo,(T)

ayrik kiimelerin birlesiminin ¢alisilan uzay verdigi de agik¢a goriiliir.

X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve 7: X — X lineer doniisiimii sinirlt bir

doniisiim olmak iizere ve T~ ters ddniisiimiiniin mevcut olmasi icin gerek ve yeter

sart 7 nin bire-bir olmasidir. O halde su 6nemli sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.2.8. X 1{0} sonlu boyutlu normlu bir uzay ve 7:X — X lineer bir
doniigtim olsun. Bu durumda o, (T) = U(T) dir [25].

Elde edilen bu sonu¢ asagidaki 6rnekle de kolayca goriilmektedir

Ornek 2.2.9. T:/, — /,
x—>Tx:(xo,xl,...):(O,xo,xl,...)

bi¢iminde tanimlanan 7 doniisiimii g6z oniine alinsin. Tanim geregince 7 lineer ve

It =[Sk | =1

oldugundan sinirl yani 7 € B(¢,) dir. Ayrica T doniisiimiiniin bire-bir oldugu da
agiktir. Dolayisiyla a=0¢ o, (T) dir. Ancak x,=0 olacak bigimdeki biitiin
x:(xk)€€ , elemanlari T nin goriintii uzaymin elemani olmadigindan 7' in

tanim kiimesi ¢, de yogun degildir. O halde o =0 degeri 7' nin bir regiiler degeri

degildir yani a =0¢€ 0, (T) dir [25].
Tamm 2.2.10. X = {0} ve T € B(X) olsun.

r,(T)=sup{lo|: a€a(T)}

sayisina 7' nin spektral yarigapt denir. Eger X bir Banach uzayi ise
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r, (T)=lim THy

seklinde ifade edilir. Buna gore o € o(T) ise |of < r(T) <|T| yazilir [23].

Teorem 2.2.11. X = {6} ve T € B(X) olsun. Bu durumda O'(T*> Co(T) olur. Eger

X bir Banach uzayi ise U(T*> = J(T) olur [23].

Ancak o, (T ) ile o, (T ) arasinda her zaman Teorem 2.2.11 deki gibi bir

karsilagtirma yapilamamaktadir.

2.3. Fine (Ince) Spektrum
X bir Banach uzay1 ve T € B (X ) olsun. 7' nin gorilintii kiimesi R(T ) ve

R(T ) nin X i¢indeki kapanisi (T ) ile gosterilsin. Bu durumda R(T ) i¢in

L R(T)=X

II. R(T)= X ancak R(T)=X

L R(T)=X
ve R(T ) lizerinde gz oniine alman 7' i¢in
1. T7' mevcut ve sirh

2. T7' mevcut ancak smirh degil

3. 7' mevcut degil

durumlar1 vardir.

Ayrica burada T, =(7—al) déniisimiindeki o € C elemanmm 7, ve T’

ifadeleri i¢in;

I. T, orten
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Ve

IL R(T,)=R(T,

T
S

L R(T,)= X

0%

1. 7, déniisiimii bire-bir ve 7' ters doniisiimii siirekli
2. T, doniisiimii bire-bir ve 7' ters doniisiimii siireksiz

3. T, dontisiimii bire-bir degildir

durumlart da mevcuttur.

Yukaridaki  incelemeler  birlikte  gdz  Oniine

alinwrsa; I, 1,, 1,

I, I, II,;, 1II,, II,, III, olmak tizere dokuz farkli durum ortaya ¢ikar. Eger burada

a sayist T, el veya T, ell, olacak bi¢gimde bir kompleks say1 ise a € p(T ) ve

diger durumlarda ise « € J(T) olur. Ornegin, T €1, ise R(T) =X ve T ' mevcut

ve smmrhdir, 7 €l1ll, ise

(T ) =X ve T', R(T ) iizerinde mevcut ancak sinirh

degildir. Bunun yani sira doniigsim 1I, durumunda ise R(T)=R(T)=X ve T~

mevcut fakat siirekli olmadigi anlami da ortaya cikar. Buradan da kisaca

e HZO'(T ) yazilir. Bu incelemelere fine spektrum denir [24].
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BOLUM 3

B(r,s) DONUSUMUNUN ¢, VE ¢ DiZi UZAYLARI UZERINDEKI
SPEKTRUMU

Bu boéliimde B(r,s) donlistimiiniin  spektrumu, fine spektrumu, rezidi

spektrumu, stireklilik spektrumu ve nokta spektrumu kavramlan ¢, ve ¢ dizi
uzaylarinda incelendi. Son olarakta Mercerian Teoremi verildi. Ayrica bu tezde

kullanilan B(r,s) doniisimii , s €R ve s# 0 olmak iizere

r 00
s r 0
B(r,s): 0 s r

seklindedir.

3.1. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Spektrum

Lemma 3.1.1. B(r,s):c—> c ifadesi simirli bir ddniisiim olup bu doniisiimiin normu

HB(I",S)

o =1+ ls]
dir [15].

Lemma 3.1.2.B(r,s):c, —>¢, ifadesi sinirli bir déniisim olup bu ddniisiimiin

normu

HB(I",S) () = HB(r,s) r| + |s|

o) =
seklindedir [15].
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Teorem 3.1.3. a(B(r,s),cO):{ae(C: |a—r|§|s|} [15].

Ispat: Bu teoremin ispatinda ilk ©once |a—r|>|s| igin (B(r,s)—a[)_l
doniigiimiinin  meveut ve (c,:c,) smifina ait oldufu ve sonrada B(r,s)

donilistimiiniin |a — r| < |s| icin (c0 :co) sinifina ait olmadigin1 gostermek yeterlidir.

O halde a ¢ O'(B (r,s),co) olsun. <B(r,s)—a1) iicgensel matris oldugundan

(B(r,s)—ody1 mevcut ve bu ters doniisiim <B(r,s)—a1)x:y denkleminin

¢Ozlimiinden elde edilir. Bu ters doniisiimiin £ <# i¢in n. satir k. slitunda genel
terimi

()

(3.1)

seklinde olur. Aksi takdirde yani k > n igin ters doniisiimiin genel terimi sifir olur.

Buradan

H(B(I’,S) - OCI>71 = Supz n—k+1
(corco) neN j—g (l”—oz)
1 Z ¢
= 32
el < 6.2

elde edilir. Buise (B(r,s)—al )71 € (¢, :¢,) oldugunu gosterir.

Simdi « € cr(B(r,s),cO) olsun. Bu durumda a=r ve a=r durumlar

ortaya cikar.

1) ae U(B (r,s),co) ve a = r olsun. Burada B(r,s)—al ticgensel matris oldugu
icin (B(r,s)—al )71 mevcuttur. (3.2) den

=00 (3.3)

(coeo)

H(B(r,s)—ozl)l
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oldugu goriiliir. O halde o € U(B(r,s),co) olmasi durumunda (B(r,s)—od>_1 ters

doniisiimiiniin B (co) de olmadig goriiliir.

2) ae U(B(I",S),CO) ve a =r olsun. Bu durumda (B(r,s)—od) :B(O,s) matrisi

(3.4)

sekildeki gibi bir gosterime sahip olur. R <B (O,S))zco oldugundan B (O,S)

ifadesinin tersi mevcut olmaz ve dolayisiyla da ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4. 5, (B(r,s),c,) =@ [15].

denklemden

rxX, = QX,,
sx, +rx, = ax,

sx, 71X, = aux,, (3.5)

SXy Xy = AXpy

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin goziimiinden x=(x,) dizisinin x, ilk

teriminin sifirdan farkli olmasi durumunda o = r olur ve Vk € N igin

X, =0 (3.6)

olacagindan bu x, =0 kabulu ile gelisir. O halde x =0 icin B(r,s)x = cux lineer

denklemini saglayan « degeri meveut olmadigindan o, (B (r,s),co) =g olur.

T:c, — c, doniisiimii 4 matrisiyle sinirl bir lineer doniisiim teskil ediyorsa,

T" da A matrisinin A’ transpozesi yardimiyla tanimlanan adjoint déniisiimii teskil
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o0
* * * . * .
eder ve T' : ¢, — ¢, seklinde tanimlanir. Ayrica ¢, in ¢, dual uzayi ||x||: E |xk| ile
k=0

¢, Banach uzayina izometrik olarak izomorf olur.
Teorem 3.1.5. o, (B(r,s)* ,c;) = {a eC:la—r|< |s|} [15].

Ispat: ¢, ~ /¢, uzaymda x =6 igin B (r,s)* x = ax denklemi g6z Oniine alindiginda

X, +8x, = ax,,
rx, +8x, = ax, 3.7)

X, + 8X; = ax,,

rX, +8X, ., = ax,,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden x dizisinin genel

terimi

X, :[a—r]n X, (3.8)

seklinde olur. O halde x €/, olmasi i¢in gerek ve yeter sart |a—r| < |s| olmasidir.

Bu da istenen oldugundan ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.6. o, (B(r,s),co) = {a eC: |a - r| < |S|} [15].

Ispat: B(r,s)—al donisiminiin bir tersinin meveut ve |a—r|<[s| igin

R (B (r,s)—ad ) = ¢, oldugu gosterildigi takdirde istenilenler elde edilir.

a=r i¢in B(r,s)—al iggensel oldugundan tersi mevcuttur. o =r olmasi

durumunda B(r,s)—al bire-bir oldugundan B(r,s)—al déniisiimiiniin bir tersi

vardir. Ancak B (r,s)* —al doniisiimii Teorem 3.1.5 ten dolayr bire-bir degildir.

Boylece Teorem 2.2.6 dikkate alindiginda R (B (ros)—ad ) = ¢, oldugu goriiliir.
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Teorem 3.1.7. o, (B(r,s),co) = {a eC:la—r|= |s|} [15].

Ispat: Siireklilik spektrumu tammmindan dolay1 o€ O'C(B<}",S),CO) olmasi

durumunda B(r,s)—al doniisiimiiniin tersinin mevcut ve

R(B(r,s)—al)=c,, (3.9)

oldugu gosterilirse istenilenlere ulagilir.

Eger a=r ise B(r,s)—al iiggensel ve tersi meveut olur. Bdylece Teorem

3.1.5 ten B(r,s) —al bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan (3.9) oldugu elde edilir.

Asagidaki iki teoremin ispati Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 e benzer

oldugundan ispatlar1 verilmedi.
Teorem 3.1.8. U(B(r,s),c) = {a eC:la—r|< |s|} [15].

Teorem 3.1.9. ¢, (B(r,s),c)=2 [15].

Eger T:c— ¢ doniisimii 4 matrisiyle sinirli bir matris doniisiimii temsil

. * * * v es e o o .
ediyorsa, 7' :¢c — ¢ doniisimii C@ ¢, lizerinde

(3.10)

x 0
b A

seklinde bir matris temsiline sahip olur. Bu matris gosterimindeki y ve b elemanlar
x=1lim)» a, —> lima, ve b=lima,
k=0 n n

seklindedir. O halde B(r,s):c— ¢ i¢in B(r,s)* € B(¢,) matrisi

r+s 0
0 B(r,s)t

*

B(r,s) = (3.11)
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olur.

Teorem 3.1.10. o, (B(r,s)* ,c*) = {a eC: |a — r| < |s|} U {r—f—s} [15].

Ispat: ¢, de x=0 igin B (r,s)* x =ax olsun. O halde lineer denklemden

(r—f—s)xo = aX,,

rx, +8sx, = ax,

(3.12)
rx, +8x; = ax,,
rX, +8X, ., = ax,,
denklem sistemi elde edilir. Sistemin ¢oziimiinden
o—7 n—1
xn:[ ] X, (n22). (3.13)
S

olur.

Eger x,=0 ise a=r+s olur. Bdylece a=r+s ifadesi x=(x,,0,0,...)
Ozvektoriiniin bir 6zdegeri oldugu goriiliir. Eger av=r+s ise x, =0 olur ve (3.13)

de x € {, olmasi i¢in gerek ve yeter sart |a — r| < |S| olmasidir. Bu da istenedir.

Teorem 3.1.11. o, (B(r,s),c) =0, (B(r,s)* ,c*) [15].

Ispat: Teorem 3.1.6 nin ispatindaki benzer ifadelerden elde edilir.

Teorem 3.1.12. o, (B(r,s),c) = {a eC: |a — r| = |S|}\{l" + s} [15].

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.1.7 nin ispatina benzer olarak o == 7 +s olmasi

durumunda |a — r| = |s| olacagindan istenilenler bulunur.

Teorem 3.1.13. U(B(r,s),€m> = {a eC: |a—r| < |s|} [15].
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Ispat: Cartlidge [22] de A, c¢ iizerinde sirli bir matris doniisimil ise
o(A,c)=0(A4,0 ) dir. Béylece A= B(r,s) alinmast durumunda Teorem 3.1.8 den

ispat kolayca goriiliir.

3.2. ¢, ve ¢ Dizi Uzaylarinda Fine Spektrum

Bu kisimda ise bu uzaylar iizerindeki fine spektrum kavramlar1 ve bunlarla

ilgili teoremler verildi.

Teorem 3.2.1. |a—r|<|s| esitsizliginde eger a=r alimirsa (B(r,s)—al)e

Lo (B(r,s),c,) olur [15].

Ispat: o =r icin B(r,s)—od = B(O,s) oldugundan Teorem 3.1.7 den B(O,S) e I,
veya B(O,s) € III, olur. Simdi B(O,s) doniisiimiiniin sinirh bir terse sahip oldugunu
gostermek icin B(O,s) nin alttan simnirli oldugunu gostermek yeterlidir. O halde

X €c, igin

|B(0.5)x] z%”x , (3.14)

oldugu kolayca goriiliir. B(0,s) alttan sinirli oldugundan (B(r,s) —al ) € 111, dir.

Teorem 3.2.2. |a—r| <[s| esitsizliginde eger a=r ve a€o,(B(r,s).c,) ahmrsa

(B(r,s)—od) elll,o (B(r,s),co) olur [15].

Ispat: Teorem 3.1.6 dan B(r,s)—al € 11, veya € 1II, dir. Boylece (3.2) den

B (r,s) — o doniisiimiiniin tersi slireksiz ve B (r, s) — ol smirsiz bir terse sahip olur.

Bu da istenendir.

Teorem 3.2.3. |a—r|<|s| esitsizliginde o € o, (B(r,s),co) alinmasi durumunda

(B(r.s)—al)e Lo (B(r,s),c,) olur [15].
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Ispat: (3.2) dikkate alindiginda B(r,s)—a/ doniisiimiiniin tersi siireksiz ve sinirsiz
olur. Teorem 3.1.5 ten B(r,s)*—al bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan B(r,s)—al
dontisiimii yogun bir deger kiimesine sahip olur. B(r,s)—al donilisiimiiniin orten
olmadigint gdstermek igin (B (r,s)—al )x: » denkleminde y € ¢, olmak iizere

x,&c, oldugunu gostermek yeterlidir. Boylece y=(1,0,0,0,...)€c, i¢in

X, :( s ] P, x & ¢, oldugundan B(r,s)—al doniisiimii 5rten degildir.
a-r) a-r

Ayrica B(r,s) donlisimiiniin ¢ wuzayr {lzerindeki fine spektrumu ¢,

uzayindaki fine spektruma benzer oldugundan asagidaki teoremler ispatsiz olarak

verildi.

Teorem 3.2.4. |a—r|>|s| esitsizliginde agZa(B(r,s),c) ise (B(r,s)—od)ell

olur [15].

Teorem 3.2.5. | —r| <|s| esitsizliginde v =r olmasi durumunda <B(r,s)—a1) €

I, O’(B(I’,S),C) olur [15].

Teorem 3.2.6. [a —r| <|s| esitsizliginde o € o, (B(r,s),c) alinirsa (B(r,s) — od) €

HZO'<B<I",S),C) olur [15].
Teorem 3.2.7. |a—r|<|s| esitsizliginde a€o, (B(r,s),c)\{r} kabul edilirse
(B(r,s)-al)ell,o(B(r,s),c) olur[15].

Mercerian teoremi olarakta bilinen asagidaki teorem B(r,s) doniistimii ile

spektrum arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Teorem 3.2.8. ‘a(l—r)—l—r‘>‘s(l—a)‘ esitsizligini saglayan o kompleks degeri

icin A=al + (1 — a)B (r,s) matrisinin yakinsaklik alani ¢ uzayi olur [15].
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Ispat: Eger a=1 ise A=I olacagindan ispat i¢in bir sey gerekmez. O halde a =1

olmasi durumunda Teorem 3.1.8 den ve a nin se¢iminden dolayr B(r,s)—

[oz / (a — 1)]1 doniistimi B (c) de bir terse sahip olur. Béylece 4 matrisinin tersi

A7 :—[B(r,s)—izr]1 € B(c) (3.15)

a_
dir.
Buradan A matrisi liggensel ve B(c) de oldugundan A~' konservatif matris yani

¢, = ¢ olmasidir.
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BOLUM 4

B(r,s) DONUSUMUNUN ¢, VE bv DiZi UZAYLARI UZERINDEKI
SPEKTRUMU

Bu béliimde Furkan, Bilgi¢c ve Kayaduman [16] ¢alismalarindan faydalanarak

B(r,s) doniigiimiinin spektrumu, fine spektrumu, nokta spektrumu, siireklilik
spektrumu ve rezidii spektrumu kavramlar1 ¢, ve bv dizi uzaylar iizerinde incelenip

bunlarla ilgili teoremler verildi.

4.1. ¢, ve bv Dizi Uzaylarinda Spektrum

Asagida lemmalar spektrumla ilgili teoremlerin ispatinda kulanildigindan

ispatsiz olarak verildi.

Lemma 4.1.1. B(r,s):(, > (, ifadesi smurli bir doniisiim olup bu déniisiimiin

normu
[8(rs),..., =l
dir [16].

Lemma 4.1.2. B(r,s):bv— by ifadesi sl bir doniigiim olup bu déniisiimiin

normu

HB(F’S)H(ﬂI,f,’I) :HB(’”’S)

(bv,bv)

dir [16].

Teorem 4.1.3. U(B(r,s),€1> = {a eC: |a —r| < |S|} [16].
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-1

Ispat: Bu teoremin ispatinda ilk 6nce o 9!{@ c (C:|a—r|§|s|} i¢in (B(r,s)—al)
doniislimiiniin mevcut ve (6 ,:¢,) smifina ait oldugu yani resolvent kiimesi
gosterildikten sonra (B(r,s)—a]) doniisiimiiniin ae{ae@:|a—r|§|s|} icin
(E . :El) simifina ait olmadigi yani spektrum kiimesinin gosterilmesi ispat icin

yeterlidir.

O halde a¢ {a eC: |a - r| < |s|} olsun. s=0 i¢in =« olacagindan
B(r,s)—od licgensel ve tersi mevcut olur. <B(r,s)—al )x =y denkleminin

¢dziimiinden (B(r,s) —al )_1 doniisiimiine ulasilir. Bu ters doniisiimiin & <# igin n.

satir k.sutunda genel terimi

(=)

seklinde olur. Aksi takdirde yani k£ >n i¢in bu doniisiim sifir olur. Buradan

doniistimiin tersi

(r—la) 0 0
—s 1 0
(B(r,s)—al)fl = (F—CY>2 (r—a)
s —8 1
(r—a) (r—.a)z (r—a)

olur. Boylece

|
:Supz
(€1.6) k =k |7"_Of|

H(B(r,s) — 041)71

sonucuna ulasilir. Buradan da (B(r,s)—al)fle(ﬁl,él) ve U(B(r,s),€1>

C {a eC: |a — r| < |s|} oldugu ortaya ¢ikar.
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Eger a € {a eC: |a — r| < |s|} ise = r ve o =r durumlar ortaya ¢ikar.

1) ae{ae@:|a—r|§|s|} ve a=r olsun. Bu durumda B(r,s)—al ii¢gensel

oldugu i¢in (B(r,s) — 041)71 mevcut ve (4.1) den

H(B (r,s) — 041)71

=0
(6.0

olur ki bu (B(r,s) —al )_1 doniigiimiiniin B(E 1) de olmadigin1 gosterir.

2) ae{aE(C:|a—r|§|s|} ve a=r olsun. Bu durumda (B(r,s)—od):B(O,s)

olur ve bu matris

oS O

B(O,S):

O L O
o O O

R

selinde gosterilir. B(0,s)x=0 denkeleminin ¢dziimiinden x=06 olacagindan
B(0,s):¢, — ¢, doniisiimii bire-bir olur fakat orten olmaz. Bdylece B(0,s)
matrisinin tersi mevcut olmadigindan {aE(C:|a—r|§|s|}§0(B(r,s),€1) elde

edilir. Bu da J(B(r,s),ﬁl) = {a €C:la—r|< |s|} oldugunu gosterir.
Teorem 4.1.4. 5, (B(r,s),(,)=¢ [16].

Ispat: ¢, uzayinda x=6=(0,0,0,..) i¢in B(r,s)x=ax denklemi gbz Oniine
alindiginda

rxX, = QX
8X, +rx; = ax,

sx, +rx, = ax,

denklem sistemine ulagilir. x =(x, ) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi x, alindiginda

a =r olur. Buradan da sistemin ¢oziimiinden
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SX, +IX = QX

bulunur. B(r,s) doniisiimiinden s =0 oldugu dikkate alinirsa yukaridaki esitlikten
sx, =0 ve x, =0 bulunur. Bu durum yukaridaki x, =0 kabuli ile gelistigi i¢in
B(r,s)x=ax denklemini saglayan & degeri mevcut olmaz ve a(B(r,s),€ 1) =¢
olur.

T:¢, — (¢, donlisimii 4 matrisiyle sinirli bir lineer doniisiim teskil ediyorsa,
T":4" — ¢ donisimii de 4 matrisinin A’ transpozesi yardimiyla tanimlanan

adjoint doniistimiinii teskil eder. Burada ¢, uzaymnin duali ¢__ uzayina

|| = suplx|
k
normu ile izomorf olur.
Teorem 4.15. o, (B(r,s) ¢, )= {a € C:ja—r|<|s]} [16]
Ispat: ¢ =~/¢_ uzaymda x=6 igin B(r,s)* x=ax denklemi g6z Oniine
alindiginda bu lineer denklemden
rX, + sx, = ax,

rx, +8sx, = ax,

X, + 85X, = Qx,

denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sistemi ¢ézlimiinden x dizisinin genel

terimi

seklindedir. Burada x:(xn)eﬁl* olmas1 icin gerek ve yeter sart |oz—r|§|s|

olmasidir ki bu da istenendir.

Teorem 4.1.6. o, (B(r,s),€1> = {a € (C:|a —r| < |s|} [16].
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Ispat: {ae@:|a—r|§|s|} i¢in ilk Once B(r,s)—a[ doniistimiiniin bir tersinin

mevcut oldugu gosterildikten sonra R(B (r,s)—od ) = (, oldugunun gosterilmesi

ispat icin yeterlidir.

a=r igin B(r,s)—od dontistimii iiggensel oldugundan tersi mevcuttur ve
a=r i¢in B(r,s)—od donlistimii  bire-bir oldugundan bir tersi vardir.

B (r,s)* —aJ dontlistimii Teorem 4.1.5 ten dolay1 bire-bir degildir. Teorem 2.2.6 goz

oniine almdiginda R (B (r.s)—ad ) = (, ifadesi agik¢a goriiliir.

Teorem 4.1.7. o, (B(r,s),(,)=¢ [16].

Ispat: Teorem 4.1.4 ten o, (B(r,s),fl):cb dir. Ayrica U(B(r,s),€1> kiimesi de
ap(B(r,S),fl), ar(B(r,s),El) ve UC<B(F,S),€1> kiimelerinin ayrik birlesimi

oldugundan o, (B(r,s),é 1) = ¢ oldugu kolayca goriiliir.
Teorem 4.1.8. o (B(r,s),bv)={a € C:|a—r|<|s|} [16].

Ispat: Teorem 4.1.3 teki gibi ilk once a€{a€@:|a—r|§|s|} olsun. s=0

oldugundan r=a elde edilir. O halde B(r,s)—al ii¢gensel olup bir tersi de

mevcuttur.

(B(r,s)—al)x:y 4.2)

denkleminin ¢oziimiinden

(r—la) 0 0
—s 1 0
(B(r,s)—a])fl = (7’—(1)2 (r—a)
s —8 1
(r—.af (,»_'a)z (V—.a)
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seklinde bir (B(r,s)—al)_l ters doniisimiine ulagilir. Buradan |s|<|r—q/

esitsizligi i¢in

bv bv |

H(B (r,s) — od)

<00 (4.3)
r—a|

elde edilir. Bu da (B(r,s)—od)_l € (bv,bv) ve a(B(r,s),bv) C {a eC:la—r|< |s|}

oldugu sonucunu verir.

Simdi de ae{ae@:|a—r|§|s|} olsun. O halde burada « =r olmasi

durumunda B (r,s) —ad tiggensel ve dolayisiyla bir terse sahip olur. (4.3) ten

H(B (r,s) — 041)_1

=0
(bv,bv)

olur ki bu da (B(r,s)—al )71 doniisiimiiniin B(bv) de olmadigini gdsterir.

Eger burada a=r almirsa Teorem 4.1.3 iin ispatindaki benzer diisiinceyle

B (r,s) —al=8 (O,S) doniistimiiniin tersinin olmadig goriliir. Boylece

{aeC:la—r|<|s|} Co(B(r,s),bv) oldugu elde edilir ve ispat biter.
Teorem 4.1.9. o, (B(r,s),bv)=¢ [16].

Ispat: bv uzayinda x =60 =(0,0,0,...) i¢in B(r,s)x=ax olsun. O halde
B(r,s)x=ax denkleminden

rx, = QX
8X, +rx; = ax,

sx, +rx, = ax,

denklem sistemi bulunur. x=(x,) dizisinin sifirdan farkli ilk terimi x, olarak

alimirsa o« = r ve denklem sisteminden

SX, + X = QX
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elde edilir. Burada sx, = 0 oldugu aciktir. s = 0 oldugundan x, =0 olmalidir. Bu da

x, = 0 olmasi ile gelisir. O halde a(B(r,s),El) =¢ olur.

Eger T :bv — bv donlisimii 4 = (ank) matrisi ile siirli bir matris doniistimii

teskil ediyorsa C @ bs tizerindeki 77 : bv" — bv" ifadesi

seklinde bir matris formuna sahip olur ve bu matrisin elemanlar1

n—oo k—o0

)Zzlimianv, a,=lima, , v, :Q<T(6)),
—0

seklinde ifade elde edilir. Burada 6 = (1,1,1,...) ve P, herbir k €N i¢in k. dereceden

koordinat fonksiyonudur. B (r,s) :bv— bv icin B (r, s)* €B (C &5, bs) matrisi

r+s —s 0 0 0

0 r s 00

B(r,s)*: 0 0 r s O
0 0 0 r s

formunu alir.

Teorem 4.1.10. 7, (B(r,s) ,bv* | ={a € C:|a—r| <|s]} [16].

Ispat: x=0eby' =C®bs i¢in B(r,s) x=ax olsun. B(r,s) x=ax lineer

denkleminden

(r+s)x, —sx, = ax,
rx, +8x, = ax, (4.4)

rxX, +8x; = Qx,
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denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sistemi ¢oziimii yardimiyla

x :[0‘_”]" [r_a+1]x0; (n>1) (4.5)

n
S S

x dizisi bulunur.

(a—r)

S

=1 yani a =r+s olursa s=0 olacagindan x, =0, x,=0

sy X, =0,... olur. Bdylece x=(x,,0,0,..) vektdri a=r+s ifadesinin bir
O6zvektori olur.

(a—r)

Eger ———= =1 ise x € C®bs olmasi igin gerek ve yeter sart
s

+1{sup

n 1_[0[—1"]
N

saglanmasidir ki bu da |a—r|§|s| olmasiyla miimkiindiir. Bu da isteneni

‘r—a

N

verdiginden ispat tamamlanir.
Teorem 4.1.11. o, (B(r,s),bv)={a € C:|a—r|<|s|} [16].

Ispat: Rezidii spektrumunun tanmimi geregince B(r,s)—a] doniisiimiiniin tersinin

mevcut ve goriintii kiimesinin yogun olmadig: gosterildiginde istenilenler elde edilir.

a=r i¢in B(r,s)—al doniisimii iiggensel oldugundan tersi mevcuttur ve

a=r i¢in  B(r,s)—al doniisimii bire-bir oldugundan bir tersi mevcuttur.

B(r,s) —al doniisiimii Teorem 4.1.5 ten dolay1 bire-bir degildir. Teorem 2.2.6 gz

oniine alindiginda R (B(r,s) —al ) = by olur.

Teorem 4.1.12. o, (B(r,s),bv)=¢ [16].
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Ispat: Teorem 4.1.7 deki benzer diisiinceyle ispat kolayca goriiliir.

4.2. ¢, ve bv Dizi Uzaylarinda Fine Spektrum

Bu boliimde B(r,s) doniistimii yardimiyla ¢, ve bv dizi uzaylarinda fine

spektrumu kavramlar1 ve B(r,s) donilistimiiniin resolvent kiimesinin simifinin

hesaplanmasi ile ilgili teoremler verildi.

Teorem 4.2.1. |a—r| <|s| esitsizliginde eger o = r alindiginda <B(r,s)—al) e III,
o(B(r.s).¢,) olur[16].

Ispat: a=r ve Teorem 4.1.5 ile Teorem 2.2.6 dikkate alindiginda
B(r,s)—od €Il olur. Diger taraftan a=r ve Teorem 4.1.4 de g6z Oniine
alindiginda B (r,s)—od doniisiimii o, <B (r,s),é 1) kiimesinde mevcut olmaz ve
buradan da B(r,s)—r] donilisiimiiniin bir terse sahip oldugu goriiliir. Bdylece

(B(r,s)—rI)€lll,, elde edilir.

(B(r,s)—r] ) doniisiimiiniin 1 sartim sagladigin1 gdstermek icin Teorem
2.2.5 yardimiyla B(r,s) —rI = B(0,s) doniisiimiiniin Srten oldufunu gdstermek
yeterlidir. y=(y,)€¢_ i¢in B(0,s) x=y denkleminde x=(x,)€¢ _ olacak
sekilde bir dizi elde edilise B(0,s) orten olur. O halde B(0,s) x=y

denkleminden

1
xn __ynfl
S

ifadesi elde edilir ki bu da B(0,s) doniisiimiiniin érten oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.2. |a —r|<|s| esitsizliginde eger a=r ve a€o,(B(r,s),(,) almrsa

(B(r.s)—al)e Lo (B(r,s),¢,) olur [16].
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Ispat: a = r oldugundan B(r,s)—l ddniisiimii iiggensel olup bir terse sahiptir. (4.
1) den B (r,s)—a[ doniisiimiinlin  tersi siireksiz oldugundan (B(r,s)—od )
donlistimii  fine spektrumun 2 sartin1 saglar. Teorem 4.1.5 ten B(r,s)*—al
doniisiimii bire-bir degildir. Bdylece Teorem 2.2.6 dan B(r,s)—al donisimii

yogun bir deger kiimesine sahip olmadigindan (B (r, s) —al ) e III olur.

Teorem 4.2.3. |a—r|>|s| esitsizligini saglayan « lar igin (B(r,s)—al)ell olur

[16].

Ispat: B(r,s)—od donilistimiintin  bire-bir orten oldugu ve bu doniisiimiin
|a—r| > |S| esitsizligini saglayan « lar igin tersinin siirekli oldugu gosterilecektir.
s=0 i¢in a=r elde edilir ve B(r,s)—al iggensel olur. Bu durumda
B(r,s)—al doéniisimiiniin  bir tersinin mevcut oldugu goriiliir. (4.1) den
B(r,s)—al doniisiimiiniin tersi meveut ve siireklidir. y € ¢, ve x=(x,) dizisi her

neN igin

-1

seklinde tanimlansin. (B(r,s)—al ) doniisiimii (¢,,¢,) de oldugundan (4.1) ile

x € £, sonucuna ulagilir. Boylece B(r,s)—al doniisiimiiniin rten oldugu bulunur.

Teorem 4.24. |a—r|<|s| esitsizliginde eger a=r ise (B(r,s)—a[)e

Lo (B(r,s),bv) olur [16].

Ispat: Teorem 4.1.10 ve Teorem 22.6 dikkate alindiginda «o=r igin

(B(r,s)—al)€ll olur. Ayrica Teorem 4.1.9 yardimyla o =r igin B(r,s)—al
doniisimii o, (B(r,s),bv) kiimesinde degildir. Boylece B(r,s)—al donisimii bir

terse sahip ve (B(r,s)—rl) €11, olur.
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(B (r,s)—r] ) doniisiimiiniin  fine spektruma ait 1 sartin1 sagladigimi
gostermek i¢in Teorem 2.2.5 ten B(r,s)*—rl :B(O,s)* doniisiimiiniin  Orten
oldugunu gostermek yeterlidir. y = ( yn)E Cobs igin B(O,s)*x= y denkleminde

x=(x,)€Ca@bs elde edildigi takdirde B(0,s) orten oldugu gdsterilmis olur.

.. * .. 1
Bunun i¢in B(0,s) x=y denkleminin ¢dziimiinden x, =—y, ve
s

olur. Buradan da x, = 0 olacagindan B(0,s) déniisiimii 5rten olur.

Teorem 4.2.5. |a—r|<|s| esitsizliginde a=r ve aco, <B(r,s),bv) aliirsa

(B(r,s)—al)ellLo(B(r,s),bv) olur [16].

Ispat: o= r oldugundan B(r,s)—al doniisiimii iiggensel ve bir terse sahip olur.

(4.3) ten B(r,s)— ol déniisiimiiniin tersi siireksiz ve (B(r,s)—al ) doniisiimii fine
spektrumun 2 sartin1 saglayan bir doniisiim olur. Teorem 4.1.10 dan B(r,s)* —al
doniisiimii bire-bir degil ve Teorem 2.2.6 dan B(r,s)—al doniisimii yogun bir

deger kiimesine sahip olmaz. Boylece B(r,s)—al €11l elde edilir.
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BOLUM 5

B(r,s) DONUSUMUNUN ¢, VE bv, DiZi UZAYLARI UZERINDEKI
SPEKTRUMU

Bu bolim Bilgi¢ ve Furkan [17] calismalar1 olan B (r,s) doniisiimiiniin

spektrumu, fine spektrumu, nokta spektrumu, siireklilik spektrumu ve rezidi

spektrumu kavramlarinin

Ep:{x:(xk)€s:2|xk|p<oo}, (1<p<oo)
k
ve

bvp:{x:(xk)es:zm—xk1|p<oo}, (1< p<oo)
k

uzaylari iizerinde incelenmesi ile ilgilidir.

5.1. £, ve bv, Dizi Uzaylarinda Spektrum

Asagidaki lemmalar spektrum kavramini anlamada ve incelemede kolaylik

sagladig1 i¢in ispatsiz olarak verildi.

Lemma 5.1.1. a =(a, ) dizilerini i¢eren d, ve d , Uzaylarmin normu

Zn:aj <®

], = sup
keN j=k

n,ke

Ve

n
a,
ok

¢\
J <o (I<g <)

=| sup.
., {S;;g k
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seklinde tanimlanir. Burada {bvl}* ve {bvq}* dual uzaylar1 sirasiyla d, ve d,

uzaylarina izometrik olarak izomorftur [13].

Lemma 5.1.2. {bvp} uzayinda her £ € N i¢in

(k) 0, n<k
b= ; k,neN
1, n>k

seklinde tanimlanan p¥) ={b,(lk)} seklindeki dizisi bv, uzaymm bir tabanidir.

neN

Ayrica x e by, dizisi her k€N igin
x=> 46", A =X~ X,
k
seklinde tanimlanmaktadir [ 14].

Teorem 5.1.3. B(r,s): ¢, — ¢, sirl lineer doniigiimii

1

(15T )7 <[Bs)

| <l +ls

esitsizligini saglar [17].

ispat: B (r,s) dontigiimiiniin lineerligi aciktir. ¢ , uzaymda e = (1, 0, O,...) dizisini

alinirsa

B(r,s)e(o) = (r,s,0,0,...)

olur. £ uzaymnda bu doniigtimiin normu géz oniine alindiginda

1

HB(r,s)e(o) , 1
= P

H e

‘,
esitligi elde edilir ki her p>1 icin

1
(1" +sl") <[B(rs)
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esitsizligi bulunur. Simdi x=(x,)€ ¢, olsun. Minkowski’s esitsizligi ve x ;=0

ifadeleri dikkate alindiginda

HB (r,s)x

P

1
o0 » p
.= E |sxk71+rxk|
k=0

1

+[§:|rxk|p]p

k=0

IN
<=

00
p
D55

k=0

1 1

[ S| |t S|
k=0 k=0

(k1

elde edilir. Buadan da

< |r| + |S| (5.2)

esitsizligine ulasilir. (5.1) ve (5.2) esitsizlikleri birlestirilirse istenilen sonug¢ elde

edilir ve ispat biter.

Lemma 5.14. 1<p<oo ve A€({ ¢ _)N({,¢,) olsun. O halde AE(EP,EP>

olur [26].

Ispat: Holder esitsizligi ile

1 1
x| < Dlanl?la, )|
k

) ()

nk

<[ Sk

olur. Burada L + 1 =1 dir. Ayrica
P q

P

JA

kX nk

ps(;a

)2

ank
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dir. O halde

P
[ =Y x4l

n

P
<l Sl o
n

ank

B3

z a, X
p

P
<l ) ),
olur ki bu durumda A€ (¢_,¢_)N(¢,,¢,) dir. Buradan da 4 € (Ep,ﬁp) olur.
Teorem 5.1.5. U(B(r,s),fp) = {a eC:la—r|< |s|} [17].

Ispat: Bu teoremin ispatinda resolvent kiimesi ve bu kiimeye ait 6zellikler ile

spektrum kiimesi gosterildigi takdirde istenilenler elde edilir.

Simdi «a¢ {a eC: |a — r| < |s|} olsun. s=0 oldugundan a=r ve
B (r,s) —al donlisimii tiggensel olur. Dolayisiyla (B (r,s) —al )71 dontlistimii de
mevcut olur. y= ( yk) €L, igin <B (r,s) —al ) x=1y denkleminin ¢dziimiinden

(B (r,s) —al )71 doniisiimiiniin k£ <n igin n. satir k. siitundaki genel terimi

bulunur. Ayrica burada £>n igin {ist licgensel matris olacagindan doniisiimiin genel

terimi sifir olur. O halde (B(r,s) —al )71 ters doniisiimii

<r—1a) 0 0
—s 1 0
<B(r,s)—oz1)7l = (7”—05)2 <r—a>
s —s 1
(r—a) (r—.a)z (r—a)
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seklindedir. Boylece

I <o (5.3)

olur. Buradan da (B(r,s)—al )_1 €(¢,,¢,) ifadesi elde edilir ki buradan da

<00

H(B(r,s)—a[)_l

olur. Buradan da (B(r,s)—od)fl el .0 )N(L,,¢,) oldugu goriilir. Lemma 5.1.4

ten (B(r,s)—a])fle(ﬁp,ﬁﬁ olur. Bu da U(B(r,s),ép)Q{aEC:|oz—r|§|s|}

olmasi demektir.

Simdi de a € {a eC: |a —r| < |s|} ile a=r ve a=r durumlar ele alinirsa

iki durum ¢ikar.

1) aE{aE(C:|a—r|§|s|} ve a=r olsun. Bu durumda B(r,s)—al ii¢gensel

oldugundan (B(r,s)—al)fl meveut  olur.  y=(1,0,0,..)e ¢, dizisi igin

k
(B(r,s)—od)fl ters doniigiimiiniin genel terimi olan x, :<_—S)k+1 dizisi

|s|>|cv—r| igin ¢, de olmadigindan (B(r,s)—od)f1 doniisiimii de ¢, de degildir.

2) aE{aEC:|a—r|§|s|} ve a=r olsun. Bu durumda (B(r,s)—a]>:B(O,s)

dontistimi
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seklinde olur. B(0,s)x=0 denkleminden x=0 oldugundan B(0,s):(, —¢,
dontigiimii bire-birdir fakat orten degildir. Boylece tersinin olmasi da miimkiin

degildir. O halde {a eC: |a —r| < |s|} C O’<B(7’,S>,£p) olur.

2 P

¢ , ¢ " uzaylarinda Up(B(r,s),E

p>p

) ve crp(B(r,s)* E*) nokta

p

spektrumlarinin farkli anlamlara geldigi asagidaki iki teoremde gosterildi.

Teorem 5.1.6. o, (B(r.s),(,)=¢ [17].

ispat: 12 » uzaymda x=60= (0,0, 0,...) igin B(r,s)x =ax denklemini géz Oniine
alalim. Bu denklemden
X, = X,
SX, +rx; = ax,

sx, trx, =ax,
denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sisteminin ¢oziimiinden x = (xk)
dizisinin x, ilk terimi sifirdan farkli alinirsa o = » ve denklem sisteminden

SX, +IX, = QX

ve sx, =0 olur. B(r,s) doniisiimiiniin tanimindan s=0 olduundan x, =0 dur.

Bu da x, =0 olusuyla celistiginden o, <B(r,s),€p) = ¢ olur.
Teorem 5.1.7. o, (B(r,s) ¢, | ={a € C:|a—r| <|s]} [17]

Ispat: p~'+¢ ' =1 olmak ilizere x=0€(,' =( i¢in B(r,s) x=ax olsun. O

halde B (r, s)* x = ax lineer denkleminden

rX, +8x, = ax,
rx, +sx, = ax,

rx, +sx; = awx,
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denklem sistemi elde edilir. Buradan da x dizisinin genel terimi

dir.

x=(x)el;

, olmasi i¢in gerek ve yeter sart |a—r|<|s| olmasidir. Buradan da

o, (B(r,s)*,fp*>:{a eC:la—r| <|s|} olur.

Teorem 5.1.8. o, (B(r.s),¢,)={a € C:la—r|<|s|} [17].

Ispat: Bu teoremin ispati i¢in B(r,s)—al doniisiimiiniin bir terse sahip oldugu

gosterildikten sonra |a—r| <|S| esitsizligindeki « igin R(B(r,s)—a] ) =( , oldugu
gosterilecektir. o= r i¢in B(r,s)—od dontistimii iiggensel olup bir terse sahiptir.
a=r i¢in  B(r,s)—al donisimi bire-bir oldugundan tersi mevcuttur. Fakat

B(r,s) —al doniisiimii Teorem 5.1.7 den dolay: bire-bir degildir. Ayrica Teorem

2.2.6 dan B (r,s) —al doniigiimiiniin deger kiimesi ¢, de yogun olmadigindan ispat

tamamlanir.
Teorem 5.1.9. o, (B(r.s),¢,)={a € C:la—r|=]|s]} [17].

Ispat: o, (B(r,s),ép):qﬁ oldugundan  ve a(B(r,s),ép) kiimesi  de
o, (B(r,s),ﬁp), o, (B(r,s),ﬁp) ve o, (B(r,s),ﬁp) kiimelerinin ayrik birlesimi ile

elde edildiginden o, (B(r,s),¢,)={a € C:Ja—r|=]|s|} olur.
Teorem 5.1.10. B(r,s)€ B(bv,) [17].

Ispat: B(r,s) doniisiimiiniin lineerligi agiktir. Simdi her x=(x,)€bv, olsun.
Minkowski’s esitsizligi ve negatif indisli dizi teriminin x , =0 oldugu goz oniine

alinirsa
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k=0

i St Sl -]

<

= (|s[+IrDlx

bulunur. Buradan da

bvp

HB(r,s)

) ||+ 7| (5.4)

sonucuna ulasilir. Boylece B (r,s) €eB <bvp) olur.

Teorem 5.1.11. U(B(r,s),bvp) = {a eC:la—r|< |s|} [17].

Ispat: Teorem 5.1.5 teki benzer diisiinceyle o ¢ {a € (C:|a—r| < |s|} olsun. s=0
oldugundan =0 ve (B(r,s)—al) iicgensel olup (B(r,s)—od)fl seklinde bir

tersi vardir. y = (yk ) € bv, oldugundan (yk — y,H) € by, olur. <B(r,s) — al)x =y

lineer denkleminin ¢oziimiinden

(r_la) 0 0
—s 1 0
(B(r,s)—al)fl = (7”—05)2 (r—a)
s —8 1
(r—a) (r—.a)z (r—a)

ters doniisiimii elde edilir. Buradan da

X =X = Z%(% —y ) keN)  (55)

k
j=0 (r—Oé
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ve
Xy — X :(B(r,s)—al)(y_, _y.i—l)

elde edilir. Teorem 5.1.5 ten (B(r,s)—oz])fl €<£p,£p) ve (x, —xk_l)eﬁp olur.

Boylece x, €bv, ve a(B(r,s),bvp) Q{a eC:la—r| §|s|} dir.

Simdi de ae{ae@:|a—r|§|s|} icin a=r ve a=r durumlan ele

alinsin.

ae {a eC: |a —r| < |s|} ve a = r olsun. Bu durumda B(r,s)—a] iicgensel

-1

oldugundan (B(r,s)—a]) doniisiimii mevcut olur. Ancak y:(l,0,0,...)Ebvp

olan dizi

dizisi i¢in (B(r,s)—od ) ters doniislimiiniin genel terimi x, =

|s|>|cv—r| i¢in bv, de olmadigindan (B(r,s)—od)f1 doniisiimii de B(bvp) bir

doniisiim olamaz.

ae {a eC: |a — r| < |s|} ve o =r olsun. Teorem 5.1.5 in ispatindaki benzer
diisiinceyle (B(r,s) —al ) =B(0,s) doniisiimiiniin bir terse sahip olmayacag

goriiliir. Buradan {a eC:la—r|< |s|} C J(B(r,s),bvp) olur ki bu da istenendir.

Teorem 5.1.12. HB(r,s)

| =l 7.

(bvp bvp)

Ispat: r, (B(r,s)) =|r|+]s| oldugundan ve Teorem 5.1.11 den

o[+l <[B(r.s)

()

esitsizligi elde edilir. Bu ifade (5.4) ile birlestirilirse
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[B(rs)| =l

(p )

esitligi elde edilir.

B (r,s) matris doniiglimiiniin by, dizi uzayindaki spektrumu ¢ = dizi

uzayindaki spektruma benzer olarak yapilabileceginden asagidaki teoremler ispatsiz

olarak verildi.

Teorem 5.1.13. [17]

i) o,(B(r.s).bv,)=¢.

i) o, (B(r,s) by, | ={aeC:la—r|<|s}.
iii) o, (B(r.s).bv,)={aeC:la—r|<|s}.

iv) o, (B(r,s),bvp):{a € (C:|a—r|:|s|}.

5.2. ¢, ve by, Uzaylarimn Fine Spektrumu

Bu kisimda B(r,s) dénsiimiiniin £, ve bv, dizi uzaylan iizerindeki fine

spektrum kavramlari incelendi.
Teorem 5.2.1. Eger a = r ise (B(r,s)—ozl) € IIIIJ(B(r,s),Ep) olur [17].

Ispat: Teorem 5.1.7 ve Teorem 2.2.6 dan (B(r,s)—r[ ) €III oldugunda o =r olur.
Diger taraftan Teorem 5.1.6 dan o = r ifadesi o, (B(r,s),€ p) de degildir. Boylece
B(r,s)— ol doniisiimii bir terse sahip ve (B (r.s)—rl ) doniisiimii fine spektrumun 1

veya 2 sartin1 sagladig kolayca goriiliir.

(B (r,s)—rl ) doniistimiintin 1 sartin1 sagladigini gdstermek i¢in Teorem 2.2.5 ten

B(r,s) —rl =B(0,s) ifadesinin drten oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.
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y=(»,)€¢, i¢in B(0,s) x=y denkleminde x=(x,)€(  olacak sekilde bir x

dizisi mevcut ise B (O,s)* Orten olur. B(O,s)* x =y lineer denkleminden x dizisinin

genel terimi

1
xn __yn—l
S

olur. Béylece B(0,s) doniisiimiiniin drten oldugunu gdsterir ve ispat biter.

Teorem 5.2.2. Eger a=r ve ozEar(B(r,s),Ep) ise (B(r,s)—od)61112

o(B(r.s).¢,) olur [17].

Ispat: a = r oldugundan B(r,s)—al déniisiimii liggensel olup bir tersi vardir. (5.3)
ten B(r,s)—od donilistimiintin tersi siireksiz oldugundan (B(r,s)—od ) fine

spektruma ait 2 sartini saglayan bir doniisiim olur.

Teorem 5.1.7 den B(r,s) —al bire-bir degildir. Teorem 2.2.6 dan
B(r,s)—al doniisiimii yogun bir deger kiimesine sahip degildir. Dolayistyla da
(B(r,s) — od) € I1I olur.

Teorem 5.2.3 Eger a €0, (B(r,s),fp) ise a €1I, olur [17].

Ispat: aco, (B(r,s),€p> olsun. s=0 oldugundan =« olur. @ €1l, oldugunu
gostermek icin B(r,s)—od donilistimiiniin 6rten olmadigin1 gostermek yeterlidir.

y=(1,0,0,0...) i¢in B(r,s)—al doniisimii altinda elde edilen ters doniigiimiin

x
(_—S)k“ olur. Burada |s|:|a—r| oldugunda x, =

genel terimi x, =

dizisi ¢, de olmaz. Béylece B(r,s)—al doniisimiiniin érten olmadig: goriiliir.
Asagida verilen ince spektrum kavramlari /, uzayindakine benzer olarak

elde edilebilecegi icin ispatsiz olarak verildi.
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Teorem 5.2.4. [17]

i) Eger a=r ise (B(r,s)—od) € IHIO'(B (r,s),bvp) olur.

ii) Eger a=r ve aco, (B(r,s),bvp) ise (B(r,s)—od) GIIIZU(B<}",S),pr) olur.

iii) Eger a € o, (B(r,s),bvp) ise a €11, olur.

48



BOLUM 6

B(r,s)" DONUSUMUNUN ¢, DiZi UZAYI UZERINDEKi SPEKTRUMU

Bu bolimde B(r,s)  matrisi yardimiyla ¢, dizi uzay: iizerinde spektrum,

nokta spektrumu, siireklilik spektrumu, rezidii spektrumu ve fine spektrumu

kavramlar1 incelendi.
6.1. ¢, Dizi Uzayinda Spektrum

Teorem 6.1.1. a(B(r,s)+ ,co) = {a €eC: |a—r|< |s|}

-1

Ispat: Bu teoremin ispatinda ilk once o ¢ O'(B<I’,S>+,CO) icin (B(r,s)+ —a[)
déniisiimiiniin meveut ve (c¢,:¢,) smifina ait oldugunu gosterdikten sonrada

B (r,s)+ donilisimiiniin « € U(B(r,s),co) icin (c0 :¢,) smifina ait olmadig yani

spektrum kiimesi gosterilecektir.

O halde a¢ CT(B(I’,S>+,CO) olsun. (B(r,s)+—a1) iist iiggensel matris

—1
oldugundan (B(r,s)+ —al ) mevcuttur ve bu ters doniisiim (B(r,s)+ —al )x =y

denkleminin ¢ézlimiinden elde edilir. Bu durumda

r—a s 0 X Vo
r-a s X
(B(r,sy—al)x: H=| N

denklem sisteminden
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dizisi bulunur. O halde buradan

) | (_ )n—k k N )
(B(F,S) —all = (r— )n—k+l =
0 k<n

elde edilir. Buradan da

WBQJY—aﬂl

a3
(coicp) neN j—o

k

<0 (6.1)

n

sup
neN p_gq

r—o r—o

-1

olur. Bu ise (B(r,s)+ —od) €(c,:¢,) dir.

Simdi de a€ U(B(V,S>+,CO> olsun. Bu durumda karsimiza spektrum

kiimesine ait iki tane durum ¢ikacaktir.

1. Durum: o€ a(B(r,sf,cO) ve a=r olsun. Bu durumda B(r,s) —al

-1
licgensel matris oldugu igin (B(r,s)+ —al ) mevecuttur. (6.1) den

1
=00

(C’o o )

WB@JY—aQ

1

oldugu goriiliir. O halde «€ U(B(V,S)+,CO) oldugu zaman, (B(r,s)+—a1)7

doniisiimii B(c,) da olmadig1 goriiliir.
2. Durum: a € U(B(r,s)+ ,co> ve a =r olsun. Bu durumda
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(B(r,s)+ —al) = B(O,s)+ matrisi

sekildeki gibi bir gdsterime sahip olur. R(B(O,s)+)¢co oldugundan B (O,s)+

ifadesinin tersi mevcut degildir. Boylece ispat tamamlanir.
+

Teorem 6.1.2. o, (B(r,s) ,co) = {a eC:la—r|< |s|} .
Ispat: ¢, uzaymda x=0 igin B (r,s)+ x =ax denklemini goz Oniine alalim. Bu
denklemden

X, +8x, = ax,,

rx, +sx, = ax,

rxX, + sx; = ax,,

rX, +8X, ., = ax,,

denklem sistemi elde edilir. Buradan x dizisinin sifirdan farkli ilk terimi x, icin

genel terimi elde edilir. O halde x € ¢, olmasi icin gerek ve yeter sart |a —r| < |S|

olmasidir.

¢, uzayr iizerindeki matris doniisiimiiniin, adjoint doniisiimii matrisin

tranpozu oldugundan asagidaki teoremin ispati kolayca goriiliir.

Teorem 6.1.3. o, (B(r,s)+* ,co) =4.
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Teorem 6.1.4. o, (B(r,s)+ ,co) ={aeC:la—r=|s}.

Ispat: Ispaticin B (r,s)+ —aJ doniigiimiiniin tersinin mevcut ve

R(B(r,s)+ —al):co,

oldugunu gostermek yeterlidir.

O halde aeo, (B(r,s)+ ,co) oldugunda « =r olacagindan B(r,s)+ —al

ticgensel ve dolayisiyla da bu doniisiim bir terse sahiptir. Teorem 6.1.3 geregince

B(r,s)" —al doniisiimii bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan da R(B(r,s)+ —al):co

olur. Bu durumlar birlestirilirse teorem ispatlanmis olur.

Teorem 6.1.5. o, (B(r,s)+ ,co) =¢.

Ispat: Spektrum kiimesi, ayrik nokta spektrumu, siirelilik spektrumu ve rezidii

spektrumu kiimlerinin birlesimi oldugundan o, (B (r, s)+ ,co) =¢ olur.

6.2. ¢, Dizi Uzayinin Fine Spektrumu

Bu kisimda da ¢, dizi uzay: iizerinde B(r,s)  dniisimii yardimiyla fine

spektrum kavramlarini inceledik.

Teorem 6.2.1. |a—r|=|s| esitsizligini saglayan « #r skaleri i¢in (B(r,s)+ —al)

S IIZJ(B(r,s)+ ,co) olur.

Ispat: Teorem 6.1.4 ten (B (r,s) —al ) ell, yada II, oldugu agiktir. Simdi bizden

istenen bir diger ifadeyi yani (B (r,s) —al ) € 2 oldugunu gosterelim.
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Teorem 6.1.1 den « € cT(B(r,s)+ ,co) ve «a #r olmasi durumunda B(r,s)+ —al
doniistimii bire-bir fakat

=00

(coico)

H(B(r,s)+ = od)il

oldugundan (B (r,s)+ —-al ) € 2 elde edilir.
Teorem  6.2.2. |a - r| < |s| esitsizligini  saglayan a=r  skaleri i¢in
(B(r,s)+ —a]) € IIIIU(B(r,s)+ ,co) olur.

Ispat: Teorem 6.1.1 den dolay1 (B (r,5) —al ) e III, ya da 111, oldugu agiktir. Simdi

a =r i¢in (B (r,s)+ —al ) =B (O,S)+ olur. Buradan bu doniisiimiin normu géz 6niine

alinirsa
Joto.sy = Ll
’ 2

olur. Dolayisiyla da (B (r,5) —al ) e III, olur.
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