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ÖZET 
 

( ),B r s  VE ( ),B r s
+

 BANT MATRĐSLERĐNĐN BAZI DĐZĐ UZAYLARI 

ÜZERĐNDEKĐ SPEKTRUMLARI 
 
 

BOZKURT Ragıp 
Yüksek Lisans Tezi, Matematik A.B.D. 

Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Kuddusi KAYADUMAN 
Temmuz 2010, 55 sayfa 

  

 Altı bölümden oluşan bu tez, bant matrislerinin bazı dizi uzayları üzerindeki 

spektrumu ile ilgilidir. Birinci bölümde; dizi uzayları, matris dönüşümleri ve belirli 

dizi uzayları üzerindeki matris dönüşümleriyle alakalı temel teoremler ispatsız olarak 

verildi. 

 
 Đkinci bölümde; sınırlı lineer dönüşümler, spektrum ve fine (ince) spektrum 

kavramları verildi 

 

 Üçüncü bölümde; ( ),B r s  bant matrisinin 0c  ve c  dizi uzayları üzerindeki 

spektrumu ve fine spektrum kavramları incelendi. 

 

 Dördüncü bölümde; ( ),B r s  bant matrisinin 1ℓ  ve bv  dizi uzayları üzerindeki 

spektrumu ve fine spektrumu verildi. 

 

 Beşinci bölümde; ( ),B r s  bant matrisinin pℓ  ve pbv  dizi uzayları üzerindeki 

spektrumu ve fine spektrumu verildi. 

 

 Son bölümde; çalışmamızın orijinal kısmı olan, ( ),B r s
+

 bant matrisinin 0c  

dizi uzayı üzerindeki spektrum ve fine spektrum incelendi. 

 
Anahtar Kelimeler: Matris dönüşümü, spektrum, fine spektrum, Mercerian teoremi. 
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ABSTRACT 

 

SPECTRUMS OF THE BAND MATRICES ( ),B r s  AND ( ),B r s
+

 OVER 

SOME SEQUENCE SPACES 
 
 

BOZKURT, Ragıp 
M.Sc. in Mathematics 

Supervisor: Asist. Prof. Kuddusi KAYADUMAN 
July 2010, 55 pages 

 
 

 This thesis consists of six chapters, that is related to spectrum of  the band 

matrices over some sequence spaces. In the first chapter, sequence spaces, matrix 

transformations and fundamental theorems concerning matrix transformations on 

certain sequence spaces were given without proof. 

 
 In the second chapter, bounded linear operators, spectrum and fine spectrum 

concepts were given  

  

 In the third chapter, spectrum and fine spectrum of the band matrix ( ),B r s   

over the sequence spaces 0c  and c  are studied. 

  

 In the fourth chapter, spectrum and fine spectrum of the band matrix ( ),B r s  

over the sequence spaces 1ℓ  and bv  are given. 

 

 In the fifth chapter, spectrum and fine spectrum of  the band matrix ( ),B r s  

over the sequence spaces pℓ  and pbv  are given. 

 
 In the final chapter, that is original part of our thesis, spectrum and fine 

spectrum of  the band matrix ( ),B r s
+

 over the sequence space 0c  are studied. 

 
Key Words: Matrix transformations, spectrum, fine spectrum, Mercerian theorem.
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GĐRĐŞ 
 

 n
ℂ  uzayında tanımlı bir T  lineer dönüşümünün karakteristik değerleri 

( )T Iα−  ifadesinin determinantını sıfır yapan α  kompleks sayılarıdır. Bu tür α  

değerlerine T  dönüşümünün spektrum kümesi denir. Eğer α  karakteristik kök 

değilse  ( )det 0T Iα− ≠  olacağından ( )T Iα−  dönüşümünün tersi mevcut olur. 

 

 Sonsuz boyutlu uzaylar üzerindeki dönüşümlerin spektrum tartışmaları 

oldukça karmaşık, ilginç ve dönüşümleri anlamada çok önemlidir. Dönüşümlerin 

spektral analizi, matematiksel fizikte önemli bir yere sahiptir. Örneğin; kuantum 

mekaniğindeki Hamilton dönüşümleri, Hilbert uzayında sınırlı olmayan bir self-

adjoint dönüşümüdür. Hamilton dönüşümünün nokta spektrumu, sistemin sınır 

durumundaki enerji seviyesine karşılık gelir. Diğer spektrum çeşitleri, sistemin 

dağılım teorisinde önemli rol oynar [1]. 

 
  Dizi uzayları üzerindeki dönüşümlerin spektrumu ile ilgili ilk çalışma, 1965 

yılında Brown, Halmos ve Shields [2] tarafından birinci mertebeden Cesãro 

dönüşümünün, 2ℓ  Hilbert uzayı üzerindeki karakteristik değerlerini ve spektrum 

kümesini belirleyen çalışmadır. Daha sonra, Wenger [3], Rhoades [4], Reade [5], 

Gonzãlez [6], Akhmedov ve Başar [7] gibi yazarlar çeşitli dönüşümlerin spektrumu 

ile ilgilendiler. Bu yazarlardan farklı olarak, Sharma [8] ve [9] çalışmalarında matris 

sınıflarıyla ilgilenmiştir. 

 

 Son yıllarda fark matrisinin bazı dizi uzayları üzerinde çalışmalar yapılmıştır. 

De Malafosse [10], fark matrisini  

 

( )sup ,   0
r

k

ks
k N

x
s r

r∈
= >   

 
normlu dizilerin rs  uzayında ele almıştır. Altay ve Başar [11] de 0c  ve c  dizi 
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uzaylarında, Akhmedov ve Başar [12] de pℓ  dizi uzayında, Akhmedov ve Başar [13] 

de pbv  dizi uzayında fark matrsinin spektrumu ile ilgilendiler. Başar ve Altay [14] de 

matris dönüşümleri ve p. dereceden sınırlı salınımlı dizi uzayları üzerindeki 

spektrumu ile ilgilendiler. Ayrıca Altay ve Başar [15] de 0c  ve c  dizi uzaylarında, 

Furkan, Bilgiç ve Kayaduman [16] da 1ℓ  ve bv  dizi uzaylarında, Bilgiç ve Furkan 

[17] de pℓ  ve pbv  dizi uzaylarında bant matrisinin spektrumunu incelemişlerdir. 

 

 Bu çalışmada [15], [16] ve [17] çalışmalardan faydalanarak spektrum ve fine 

spektrum kavramaları ele alındı. Ayrıca çalışmanın sonunda kullanılan bant 

matrisinin transpozu yardımıyla 0c  dizi uzayında spektrum kavramları da incelendi. 
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BÖLÜM 1 
 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 
 

 

 Bu bölümde, tezin sonraki kısımlarında kullanılan dizi uzayları ve matris 

dönüşümleriyle ilgili temel tanım ve teoremler verildi.  

 

1.1. Dizi Uzayları 

 

Bu çalışma boyunca kompleks ve reel terimli bütün dizilerin uzayı s , 

yakınsak dizilerin uzayı c , sıfıra yakınsak dizilerin uzayı 0c , mutlak yakınsak seri 

oluşturan dizilerin uzayı  1ℓ , 1< <∞p  olmak üzere .p  kuvvetleri mutlak yakınsak 

seri oluşturan dizilerin uzayı ℓ p , sınırlı dizilerin uzayı ∞ℓ , sınırlı salınımlı dizilerin 

uzayı bv , hem sınırlı salınımlı hem de sıfıra yakınsak dizilerin uzayı 0bv , .p  

dereceden sınırlı salınımlı dizilerin uzayı pbv  ve sınırlı seri oluşturan dizilerin uzayı 

ise bs  ile gösterildi. Buna göre; 

 

                                             { }( ) : lim  mevcut= = =k k
k

c x x x r  

 

                                             { }0 ( ) : lim 0= = =k k
k

c x x x  

 

                                             1 ( ) :
   = = <∞ 
   

∑ℓ k k

k

x x x  

 

                                             ( ) : ,  1<p<
   = = <∞ ∞ 
   

∑ℓ
p

p k k

k

x x x  

 

     { }( ) : sup∞ = = <∞ℓ k k kx x x
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             1( ) : +

   = = − <∞ 
   

∑k k k

k

bv x x x x  

 
                                              0 0= ∩bv c bv        

           

             ( ) 1:  
p

p k k k

k

bv x x x x +

 
= = − < ∞ 

 
∑  

ve 
 

                                             
0

( ) : sup
=

   = = <∞ 
   

∑
n

k n k

k

bs x x x  

 
şeklinde ifade edilir [18]. 

 
Tanım 1.1.1. X  boş olmayan bir küme ve ℂ  kompleks sayıların cismi olsun. 

 
:+ × →X X X  

 
: × →i ℂ X X  

 
fonksiyonları eğer  , , ∈x y z X  ve  ,  λ µ ∈ℂ  için  

 
  1)  ,+ = +x y y x  

 
  2) ( ) ( )+ + = + +x y z x y z  

 
  3) + =x a x  olacak şekilde bir ∈a X  vardır, 
 
  4) ( )+ − =x x a  olacak şekilde bir ( )− ∈x X  vardır, 

 
  5) .1x x= , 
 
  6) ( ) ,λ + = λ +λx y x y  

 
  7) ( ). . . ,λ+µ =λ +µx x x  

 
  8) ( . ) ( . ) ,λ µ = λ µx x  

 
şartlarını sağlıyorsa X  kümesine ℂ  cismi üzerinde bir vektör uzayı denir [18]. 

 
X , ℂ  cismi üzerinde vektör uzayı ve ⊂Y X  ise, Y  kümesinin de X  

üzerinde tanımlanan +  ve i  işlemleri altında vektör uzayı olması için λ ∈ℂ  ve 

1 2, ∈y y Y  alındığında 1 2λ +λ ∈y y Y  şartının sağlanması yeterlidir. 
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Tanım 1.1.2. X  bir vektör uzayı ve : → ℝg X  fonksiyonu olsun. ,∀ ∈x y X  ve 

λ ∈ℂn  için,  

 
 P1)  ( ) 0,θ =g  

 
 P2)  ( ) ( ),= −g x g x  

 
 P3)  ( ) ( ) ( ),+ ≤ +g x y g x g y  

 
 P4)  0λ → λn  ve  0→nx x  olduğunda 0 0( ) 0,λ −λ →n ng x x  

 
şartlarını sağlıyorsa, g  fonksiyonuna X  üzerinde bir paranorm ve ( , )X g  ikilisine 

de paranormlu uzay denir [18]. 

 

Tanım 1.1.3. X  bir vektör uzayı ve  . : X → ℝ  olsun. Eğer ,∀ ∈x y X  ve bütün λ  

skaleri için; 

 
 1)  0x ≥  

 
 2)  0θ =  

 

 3)  λ = λx x  

 

 4)  x y x y+ ≤ +  

 

şartları sağlanıyorsa,  .  fonksiyonuna X  üzerinde bir yarı-norm ve ( ,   . )X  

ikilisine de yarı-normlu uzay denir. Eğer 0  = ⇔ = θx x  şartı sağlanıyorsa  .  

fonksiyonuna bir norm, ( ),   . X  ikilisine de normlu uzay denir [18]. 

 

Tanım 1.1.4. ( ),   . X  bir normlu uzay ve ( )nx bu uzayda bir dizi olsun. Eğer her 

0ε >  sayısına karşılık  

     n mx x ε− <  

 

olacak biçimde bir 0 ,  n n m≤  doğal sayısı varsa ( )nx  dizisine bir Cauchy dizisi denir 

[19]. 

 

Tanım 1.1.5. Eğer ( ,   . )X  normlu uzayındaki her Cauchy dizisi yakınsak ise X   
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normlu uzayına   tam normlu uzay  veya  Banach uzayı  denir [18]. 

 
Tanım 1.1.6. X  boş olmayan bir küme :d X X× → ℝ  bir fonksiyon olsun. 

, ,x y z X∀ ∈  için; 

 
 M1)  ( , ) 0d x y > , 

 
 M2)  ( , ) 0 ,d x y x y= ⇔ =  

 
 M3)  ( , ) ( , ),d x y d y x=  

 
 M4)  ( , ) ( , ) ( , ),d x y d x z d z y≤ +  

 
şartlarını sağlayan d  fonksiyonuna X  üzerinde bir metrik , ( , )X d  ikilisine de bir 

 uzaymetrik  denir [18]. 

 

Tanım 1.1.7.  Bir ( , )X d  metrik uzayının alt kümesi S  olmak üzere S X=  

oluyorsa S  kümesine X  de bir  yoğun küme  denir [18]. 

 
Tanım 1.1.8. 1 2 3, , ,..., 0na a a a ≥  , 1 2 3, , ,..., 0nb b b b ≥   ve 1p> olsun.  

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
11 1

    
pp ppp p

k k k ka b a b+ ≤ +∑ ∑ ∑  

 

( )1,2,3,...,k n=  eşitsizliğine Minkowski eşitsizliği denir [18]. 

 
 
1.2 Matris Dönüşümleri 

 
Tanım 1.2.1. X ve Y, s uzayının iki alt uzayı ve A= ( )nka  reel ya da kompleks terimli 

bir sonsuz matris olsun. Bu durumda ( )kx x X= ∈  ve her 0n≥  için 

 

                                                           ( )n n nk k

k

y A x a x= =∑                                  (1.1) 

 

mevcut ise yani (1.1) deki seri her n için yakınsak oluyorsa ( )nAx A x=  dönüşüm  

dizisi mevcuttur denir. Eğer her x X∈  için ( )n ny A x=  dönüşüm dizisi mevcut ve 

y Y∈  ise ( )nkA a=  matrisi X  den Y içine bir matris dönüşümü tanımlar. X dizi 
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uzayını Y içine dönüştüren bütün matrislerin sınıfı (X,Y) ile gösterilir ve eğer A, X 

den Y içine bir matris dönüşümü ise ( , )A X Y∈  şeklinde ifade edilir. Toplamı ya da 

limiti koruyan matrislerin sınıfı ise (X,Y;p)  ile gösterilir [18].  

 
Tanım 1.2.2. ( , )A c c∈  ise A ya konservatif matris ve ( , ; )A c c p∈  ise A ya regüler 

matris (ya da kısaca regülerdir) denir. O halde A matrisin regüler olması için gerekli 

ve yeterli şartlar aşağıda verildi [18]. 

 
Teorem 1.2.3. Bir A matrisinin regüler olması için gerekli ve yeterli şart  

 

 i) supn nk

k

A a= <∞∑  

 

 ii) ( )lim 0   her  içinn nka k=  

 

 iii) lim 1n nk

k

a =∑  

 
olmasıdır [18]. 

         

(1.1) serisi her n için yakınsak olduğundan matris dönüşümlerinin lineer 

olduğu açıktır. X  ve Y dizi uzayları üzerinde göz önüne alınan normlarla birlikte θ , 

X  lineer uzayının sıfır elemanını göstermek üzere eğer, 

 

sup
x

Ax
A

x≠θ

= <∞  

 
ise A matris dönüşümü sınırlıdır denir ve ( , )A B X Y∈  şeklinde gösterilir. Eğer X=Y 

ise B(X,X) yerine kısaca B(X) yazılır. 

 
Tanım 1.2.4. ( )nkA a=  sonsuz matris olmak üzere, 

 

{ }( ) :A kc x x Ax c= = ∈  

 
kümesine A  nın yakınsaklık alanı (toplanabilirlik alanı) denir ve eğer Ac c=  ise A  

matrisine denktir denir [18]. 

 
Tanım 1.2.5. ( )A B c∈  olsun. limk nk

n
a a=  olmak üzere her k için 0ka =  ise A ya 
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çarpımsal matris,                      

 

( ) lim nk k
n

k k

A a aχ = −∑ ∑  

 
sayısına A nın karakteristiği denir ve ( ) 0Aχ ≠  olacak biçimdeki A matrisine de 

koregüler matris denir. x c∈  için  

 

lim ( ) lim k k

k

Ax A x a x=χ +∑  

 
olarak verilir [20]. 

 
Teorem 1.2.6. ( )A B ∞∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart  

 

                                                supn nk

k

A a= <∞∑                                           (1.2) 

 
olmasıdır [20]. 

 
Teorem 1.2.7. 1( )A B∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart 

                          

supk nk

n

A a= <∞∑  

 
olmasıdır [20]. 

 
Teorem 1.2.8. 0( )A B c∈  olması için gerek ve yeter şart  

 
 i) supn nk

k

A a= <∞∑  

 
 ii) lim 0nk

n
a =      (her k için  ) 

 
şartlarını sağlamasıdır [20]. 
 

Teorem 1.2.9. (Kojima-Schur) ( )A B c∈  olması için gerek ve yeter şart 

 
i) supn nk

k

A a= <∞∑  

 
ii) lim nk p

n
k p

a a
=

=∑     (her p için ) 
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şartlarını sağlamasıdır [18]. 
 
Lemma 1.2.10. ( )A B c∈  olsun. Eğer A matrisi (1.2) şartını sağlayan bir 1A−  tersine 

sahip bir matris ise 1 ( )A B c− ∈  olur [20]. 

 

Teorem 1.2.11. 1 p< <∞  
1 1

1
p q
+ =  olsun. Her n ve k için 0nkb >  olmak üzere  

 

                            ( )
1

sup p
n nk nk

k

a b <∞∑  

ve 

 

                            ( )
1

sup q
k nk nk

n

a b
−

<∞∑   

 

sağlanması durumunda ( )pA B∈ ℓ  olur [21]. 

 

Teorem 1.2.12. (Riesz-Thorin) ( )A B ∞∈ ℓ  olsun. Eğer ( )pA B∈ ℓ , (1 p≤ <∞ ) ve 

q>p ise ( )qA B∈ ℓ  olur [22]. 

 
Teorem 1.2.13. ( )A B bv∈  olması için gerek ve yeter şart  

 

(i) ( ), 1,
0 0

sup
m

m n k n k

n k

a a
∞

−
= =

− <∞∑∑ ,                                                                        (1.3)                                                                                     

 
(ii) Ae bv∈ , 
 

şartlarının sağlanmasıdır. Buradaki ( )1,1,1,....e=  dir [20]. 

 
Teorem 1.2.14. ( )0A B bv∈  olması için gerek ve yeter şart (1.3) ifadesi ile birlikte 

her k  için lim 0nk
n

a =  özelliklerinin sağlanmasıdır [20]. 
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BÖLÜM 2 
 

SINIRLI LĐNEER DÖNÜŞÜMLER, SPEKTRUM VE FĐNE SPEKTRUM 
 
 

 Bu bölümde, sınırlı lineer dönüşümler ile birlikte spektrum ve fine spektrum 

kavramlarına yer verildi. 

 

2.1 Sınırlı Lineer Dönüşümler 

 

X  ve Y , bir K  cismi üzerinde normlu iki uzay ve :T X Y→  bir dönüşüm 

olsun. Eğer her ,x y X∈  ve α ∈K  için 

 

( ) ( ) ( )T x y T x T y+ = +  

 

                                           ( ) ( )T x T xα α=  

 
ya da buna denk olarak her ,x y X∈  ve her ,α β ∈K  için  

 

( ) ( ) ( )T x y T x T yα β α β+ = +  

 
ise T dönüşümüne lineer dönüşüm denir. Burada T  lineer dönüşümünün tanım 

kümesi ( )D T , görüntü kümesi ( )R T  ve çekirdeği ( )N T  ile gösterilen uzaylar  

 

( ) ( ){ }:  D T x X T x Y= ∈ ∈  

 

                                       ( ) ( ){ }:  y= ,R T y Y T x x X= ∈ ∈  

 

                                       ( ) ( ) ( ){ }:  N T x D T T x θ= ∈ =  

 

şeklinde tanımlanır. Ayrıca :T X Y→  lineer dönüşümü her x X∈  için 

 

  Tx M x≤  
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olacak biçimde bir 0M >  sayısı varsa T  dönüşümüne X  den Y  içine bir sınırlı 

lineer dönüşüm adı verilir. X  den Y  içine tanımlı lineer dönüşümlerin kümesi 

( ),L X Y  ve sınırlı lineer dönüşümlerin kümesi ( ),B X Y  ile gösterilir. Özel olarak 

X Y=  ise ( ),B X Y  yerine kısaca ( )B X  yazılır. Burada T  dönüşümünün normu  

1 0

sup sup
x x

Tx
T Tx

x= ≠

= =  

 

ile tanımlanır ve ( ),B X Y  lineer uzayı bu norm ile tanımlanır. Y  bir Banach uzayı 

ise ( ),B X Y  de bir Banach uzayı olur.  

 
Teorem 2.1.1. X  bir Banach uzayı olsun. ( )B X  de tersi mevcut olan elemanların 

kümesi ( )B X  Banach uzayı içine düşer [23]. 

 
Tanım 2.1.2 X , K  cismi üzerinde normlu bir uzay ve ( )T B X∈  olsun. *X , X  

uzayının sürekli dualini göstersin. ( )* ,X B X K=  olmak üzere, her x X∈  ve  

*f X∈  için  

 
* * *:T X X→  

 

( ) ( )*T f x f Tx=  

 

biçiminde tanımlanan *T  dönüşümüne T  nin adjointi denir [19]. 

 

Teorem 2.1.3. X  bir normlu uzay ve ( )T B X∈  olsun. Bu durumda ( )* *T B X∈  

olup  *T T=  dır [23]. 

 

Teorem 2.1.4. Eğer T  ve *T  dönüşümünün tersi mevcut ise ( ) ( )
* 11 *T T

−− =  olur 

[24]. 

 

Teorem 2.1.5. X  bir normlu uzay ve ( )T B X∈  olsun. Bu durumda 1T−  

dönüşümünün mevcut olması için gerek ve yeter şart *T  adjoint dönüşümünün örten  

olmasıdır [24]. 
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Teorem 2.1.6. X  normlu bir uzay ve ( )T B X∈  olsun. Bu durumda T  nin X  de 

yoğun bir görüntü kümesine sahip olması için gerek ve yeter şart *T  ifadesinin bire- 

bir olmasıdır [24]. 

 
 
2.2. Spektrum 

 
Bu kısımda X  i , ℂ  kompleks sayılar cismi üzerinde normlu bir lineer uzay 

olarak göz önüne alındı. θ  ile X  lineer uzayı sıfır elemanı ve I  ile X  den X  içine 

tanımlı özdeşlik dönüşümü gösterildi. Bunun yanı sıra Tα  dönüşümü ( )T T Iα α= −  

şeklinde tanımlandı. 

 

Tanım 2.2.1. { }X θ≠  ve ( )T B X∈  olsun. Eğer ( )
1

T Iα
−

−  mevcut, sınırlı ve X  de 

yoğun bir küme üzerinde tanımlı ise α∈ℂ  sayısına T  nin bir regüler değeri denir. 

T  nin bütün regüler değerlerinin oluşturduğu kümeye T  nin resolventi denir ve bu 

küme ( )Tρ  ile gösterilir. Buna göre  

 

( ) ( ) ( ){ }1
, :   ,    T X R T I X T I mevcut ve sürekli

−
= ∈ − = −ℂρ α α α  

         

olur. Ayrıca burada ( )Tσ =ℂ \ ( )Tρ  kümesine de  T  nin spektrumu adı verilir. O 

halde eğer ( )Tα σ∈  ise 

 

 i)     ( )
1

T Iα
−

−   mevcut, 

 

 ii)   ( )
1

T Iα
−

−  sınırlı, 

 

 iii)  ( )
1

T Iα
−

−  X  de yoğun bir küme üzerinde tanımlı  

 
özelliklerinden en az biri gerçeklenmez. 
 

 Eğer bir T  sınırlı lineer dönüşümü birden fazla normlu lineer uzay üzerinde 

göz önüne alınıyorsa, göz önüne alındığı X  normlu lineer uzayını belirtmek için 

( )Tρ  yerine ( ),T Xρ   ve ( )Tσ  yerine ( ),T Xσ  yazılır [19]. 

 
Tanım 2.2.2. :T X X→  bir lineer dönüşüm olsun. Eğer Tx xα=  olacak biçimde X   
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de bir x θ≠  elemanı varsa α  kompleks sayısına T  nin bir özdeğeri ve x X∈  

elemanına da T  nin bir özvektörü denir [19]. 

 

Tanım 2.2.3. X  in { }:x X Tx θ∈ =  alt kümesine T  nin çekirdeği denir ve ( )Çek T  

ya da ( )N T  ile gösterilir [19]. 

 
Tanım 2.2.2 gereğince “α  kompleks sayısının T  nin bir özdeğeri olması için 

gerek ve yeter şart T Iα−  dönüşümünün bire-bir olmamasıdır” önermesi doğrudur. 

Gerçektende α∈ℂ , T  için bir özdeğer ise Tx xα=  olacak biçimde X  de bir x θ≠  

elemanı vardır. Buna göre Tx xα=  ise ( )T I xα θ− =  olur. ( )x Çek T I∈ −α  ve 

x θ≠  olduğundan ( )T I−α  dönüşümü bire-bir olmaz. Aynı yöntemlerle tersini 

göstermek zor değildir. Ayrıca buradan şu sonuç elde edilir. 

 
Sonuç 2.2.4. X θ≠  ve ( )T B X∈  olsun. O halde α∈ℂ  kompleks sayısı T  nin bir 

özdeğeri ise ( )Tα σ∈  olur [19]. 

 
Ayrıca spektrum kavramı kendi içerisinde nokta spektrumu, süreklilik 

spektrumu ve rezidü (kalıntı) spektrumu olmak üzere 3 kısma ayrılır. 

 
Tanım 2.2.5. 1Tα

−  dönüşümünün mevcut olmadığı durumlardaki α∈ℂ  kompleks 

sayılarının oluşturduğu kümeye nokta spektrum kümesi denir ve ( ),p T Xσ  ile 

gösterilir. Ayrıca buradaki ( ),p T Xα σ∈  elemanı T  dönüşümünün özdeğeridir [19]. 

 
Tanım 2.2.6. 1Tα

−  dönüşümünün mevcut, sınırsız ve görüntü kümesinin yoğun 

olduğu α∈ℂ  kompleks sayılarının oluşturduğu kümeye süreklilik spektrumu denir 

ve bu küme ( ),c T Xσ  ile gösterilir [19].   

 
Tanım 2.2.7. 1Tα

−  mevcut (sınırlı veya sınırsız) olduğu fakat 1Tα
−  dönüşümünün X  

de yoğun olmadığı α∈ℂ  kompleks sayılarının oluşturduğu kümeye rezidü 

spektrumu denir. 

Rezidü spektrum kümesi ( ),r T Xσ  ile gösterilir [19]. 

Yukarıdaki tanımlar göz önüne alındığında  
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                                              =ℂ ( ) ( )T Tρ σ∪  

              

              = ( ) ( ) ( ) ( )p c rT T T Tρ σ σ σ∪ ∪ ∪  

       
ayrık kümelerin birleşiminin çalışılan uzayı verdiği de açıkça görülür. 

 

 X  sonlu boyutlu bir normlu uzay ve :T X X→  lineer dönüşümü sınırlı bir 

dönüşüm olmak üzere ve 1T−  ters dönüşümünün mevcut olması için gerek ve yeter 

şart T  nin bire-bir olmasıdır. O halde şu önemli sonuç elde edilir. 

 
Sonuç 2.2.8. { }X θ≠  sonlu boyutlu normlu bir uzay ve :T X X→  lineer bir 

dönüşüm olsun. Bu durumda ( ) ( )p T Tσ σ=  dir [25]. 

Elde edilen bu sonuç aşağıdaki örnekle de kolayca görülmektedir 

 
Örnek 2.2.9.  2 2:T →ℓ ℓ       

 

                             ( ) ( )0 1 0 1  : , ,... 0, , ,...x Tx x x x x→ =  

 
biçiminde tanımlanan T  dönüşümü göz önüne alınsın. Tanım gereğince T  lineer ve  

 
1

2
2

k

k

Tx x x
 = =   
∑  

            

olduğundan sınırlı yani ( )2T B∈ ℓ  dir. Ayrıca T  dönüşümünün bire-bir olduğu da 

açıktır. Dolayısıyla ( )0 p T= ∉α σ  dir. Ancak 0 0x =  olacak biçimdeki bütün 

( ) 2kx x= ∈ ℓ  elemanları T  nin görüntü uzayının elemanı olmadığından 1T−  in 

tanım kümesi 2ℓ  de yoğun değildir. O halde 0α=  değeri T  nin bir regüler değeri  

değildir yani ( )0 p T= ∈α σ  dir [25]. 

 

Tanım 2.2.10. { }X θ≠   ve ( )T B X∈  olsun. 

 

( ) ( ){ }sup :  r T T= ∈σ α α σ  

 

sayısına T  nin spektral yarıçapı denir. Eğer X  bir Banach uzayı ise  
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( )
1

lim n n

n
r T T=σ  

 

şeklinde ifade edilir. Buna göre ( )T∈α σ  ise ( )r T T≤ ≤α  yazılır [23]. 

 

Teorem 2.2.11. { }X θ≠  ve ( )T B X∈  olsun. Bu durumda ( ) ( )*T Tσ σ⊂  olur. Eğer 

X  bir Banach uzayı ise ( ) ( )*T Tσ σ=  olur [23]. 

 

Ancak ( ) ( )*  ile  p pT Tσ σ  arasında her zaman Teorem 2.2.11 deki gibi bir 

karşılaştırma yapılamamaktadır. 

 
 
2.3. Fine (Đnce) Spektrum 

 

X  bir Banach uzayı ve ( )T B X∈  olsun. T  nin görüntü kümesi ( )R T  ve 

( )R T  nin X  içindeki kapanışı ( )R T   ile gösterilsin. Bu durumda ( )R T   için 

 
I.  ( )R T X=  

 

II.  ( )R T X≠  ancak ( )R T X=  

                 

III.  ( )R T X≠  

 

ve ( )R T  üzerinde göz önüne alınan 1T−  için 

 
1.  1T−  mevcut ve sınırlı 
  
2. 1T−  mevcut ancak sınırlı değil 
 
3.  1T−  mevcut değil 

 
durumları vardır. 

 

Ayrıca burada ( )T T Iα α= −  dönüşümündeki α ∈ℂ  elemanının Tα  ve 1Tα
−   

ifadeleri için; 

 
I. Tα  örten 
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II. ( ) ( )R T R T Xα α≠ =   

 

III. ( )R T Xα ≠  

 

ve 

 
1. Tα  dönüşümü bire-bir ve 1Tα

−  ters dönüşümü sürekli 

 

2. Tα  dönüşümü bire-bir ve 1Tα
−  ters dönüşümü süreksiz 

 
3. Tα  dönüşümü bire-bir değildir 

 

durumları da mevcuttur. 
    

Yukarıdaki incelemeler birlikte göz önüne alınırsa; 1 2 3 I ,  I ,  I ,  

1II , 2 3II ,  II , 1 2 3III ,  III ,  III  olmak üzere dokuz farklı durum ortaya çıkar. Eğer burada 

α  sayısı 1ITα ∈  veya 1IITα ∈  olacak biçimde bir kompleks sayı ise ( )Tα ρ∈  ve 

diğer durumlarda ise  ( )Tα σ∈  olur. Örneğin, 1IT ∈  ise ( ) 1  ve  R T X T−=  mevcut 

ve sınırlıdır,  2IIIT ∈  ise  ( )R T X≠  ve 1T− , ( )R T  üzerinde mevcut ancak sınırlı 

değildir. Bunun yanı sıra dönüşüm 2II  durumunda ise ( ) ( )R T R T X≠ =  ve 1T −   

mevcut fakat sürekli olmadığı anlamı da ortaya çıkar. Buradan da kısaca 

( )2II Tα σ∈ yazılır. Bu incelemelere fine spektrum denir [24]. 
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BÖLÜM 3 
 

( ),B r s   DÖNÜŞÜMÜNÜN oc  VE c  DĐZĐ UZAYLARI ÜZERĐNDEKĐ 

SPEKTRUMU 
 
 

Bu bölümde ( ),B r s  dönüşümünün spektrumu, fine spektrumu, rezidü 

spektrumu, süreklilik spektrumu ve nokta spektrumu kavramları oc  ve c  dizi 

uzaylarında incelendi. Son olarakta Mercerian Teoremi verildi. Ayrıca bu tezde 

kullanılan ( ),B r s  dönüşümü ,  r s∈ℝ  ve 0s ≠  olmak üzere 

 

                                   ( )

0 0

0
,

0

r

s r
B r s

s r

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

 
şeklindedir. 

 
 
3.1. oc  ve c  Dizi Uzaylarında Spektrum 

 
Lemma 3.1.1. ( ), :B r s c c→  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün normu 

  

                                                      ( ) ( ):
,

c c
B r s r s= +  

 
dir [15]. 

 

Lemma 3.1.2. ( ) 0 0, :B r s c c→  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün 

normu 

 

                                            ( ) ( ) ( ) ( )0 0: :
, ,

c c c c
B r s B r s r s= = +  

 
 
şeklindedir [15].
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Teorem  3.1.3. ( )( ) { }0, , :  B r s c r sσ α α= ∈ − ≤ℂ  [15]. 

 

Đspat: Bu teoremin ispatında ilk önce r sα− >  için ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  

dönüşümünün mevcut ve ( )0 0:c c  sınıfına ait olduğu ve sonrada ( ),B r s  

dönüşümünün r sα− ≤  için ( )0 0:c c  sınıfına ait olmadığını göstermek yeterlidir. 

 

O halde ( )( )0 , ,B r s cα σ∉  olsun. ( )( ),B r s Iα−  üçgensel matris olduğundan 

( )( )
1

,B r s Iα
−

−  mevcut ve bu ters dönüşüm ( )( ),B r s I x yα− =  denkleminin 

çözümünden elde edilir. Bu ters dönüşümün k n≤  için .n  satır .k  sütunda genel 

terimi 

                                                                 
( )

( )
1

n k

n k

s

r α

−

− +

−

−
                                            (3.1) 

 
şeklinde olur. Aksi takdirde yani k n>  için ters dönüşümün genel terimi sıfır olur. 

Buradan 

                   

                        ( )( )
( )

( )

( )0 0

1

1
: 0

, sup

n k
n

n k
c c n k

s
B r s I

r
α

α

−
−

− +
∈ =

−
− =

−
∑

ℕ

 

 
 

                                                           
0

1
sup

kn

n k

s

r rα α∈ =

= <∞
− −

∑
ℕ

                      (3.2) 

 

elde edilir. Bu ise  ( )( ) ( )
1

0 0, :B r s I c cα
−

− ∈  olduğunu gösterir.  

 

 Şimdi ( )( )0 , ,B r s cα σ∈  olsun. Bu durumda rα≠  ve rα=  durumları 

ortaya çıkar. 

 

1) ( )( )0 , ,B r s cα σ∈  ve rα≠  olsun. Burada ( ),B r s Iα−  üçgensel matris olduğu  

için ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  mevcuttur. (3.2) den                        

                                                           ( )( )
( )0 0

1

:
,

c c

B r s Iα
−

− =∞                           (3.3) 
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olduğu görülür. O halde ( )( )0 , ,B r s cα σ∈  olması durumunda ( )( )
1

,B r s Iα
−

−   ters 

dönüşümünün ( )0B c  de olmadığı görülür. 

 

2) ( )( )0 , ,B r s cα σ∈  ve rα=  olsun. Bu durumda ( )( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  matrisi  

         

                                                    ( )

0 0 0

0 0
0,

0 0

s
B s

s

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

                                      (3.4) 

 

şekildeki gibi bir gösterime sahip olur. ( )( ) 00,R B s c≠  olduğundan ( )0,B s   

ifadesinin tersi mevcut olmaz ve dolayısıyla da ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1.4. ( )( )0, ,p B r s cσ =∅  [15]. 

 
Đspat: 0c  uzayında ( )0,0,0,x θ≠ = …  dizisi için ( ),B r s x xα=  olsun. Bu lineer 

denklemden                       

 
                                                                 0 0 ,rx xα=  

 0 1 1,sx rx xα+ =  

                                                        1 2 2 ,sx rx xα+ =                                                (3.5) 

       ⋮  
                                                     1 1k k ksx rx ax+ ++ =  

       ⋮  
 

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünden ( )nx x=  dizisinin 
0nx  ilk 

teriminin sıfırdan farklı olması durumunda rα=  olur ve k∀ ∈ℕ  için                       

 
                                                         

0
0n kx + =                                                         (3.6) 

 

olacağından bu 
0

0nx ≠  kabulu ile çelişir. O halde x θ≠  için ( ),B r s x xα=  lineer 

denklemini sağlayan α  değeri mevcut olmadığından ( )( )0, ,p B r s cσ =∅  olur. 

 
 0 0:T c c→  dönüşümü A  matrisiyle sınırlı bir lineer dönüşüm teşkil ediyorsa,  

*T  da A  matrisinin tA  transpozesi yardımıyla tanımlanan adjoint dönüşümü teşkil 
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eder ve * * *
0 0:T c c→  şeklinde tanımlanır. Ayrıca 0c  ın  *

0c  dual uzayı 
0

k

k

x x
∞

=

=∑  ile 

1ℓ  Banach uzayına izometrik olarak izomorf olur. 

 

Teorem 3.1.5. ( )( ) { }
* *

0, , :p B r s c r sσ α α= ∈ − <ℂ  [15]. 

 

Đspat: *
0 1c ≅ ℓ  uzayında x θ≠  için ( )

*
,B r s x xα=  denklemi göz önüne alındığında 

 

                                                              

0 1 0

1 2 1

2 3 2

,

,

,

               

rx sx x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ =

+ =

+ =

⋮

                                        (3.7) 

                                                           1 ,k k krx sx xα++ =  

                                                                              ⋮  
 
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin çözümünden x  dizisinin genel 

terimi  

 

                                                        0

n

n

r
x x

s

α − =   
                                               (3.8) 

 

şeklinde olur. O halde 1x∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart r sα− <  olmasıdır. 

Bu da istenen olduğundan ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.1.6. ( )( ) { }0, , :r B r s c r sσ α α= ∈ − <ℂ  [15]. 

 
Đspat: ( ),B r s Iα−  dönüşümünün bir tersinin mevcut ve r sα− <  için 

( )( ) 0,R B r s I cα− ≠  olduğu gösterildiği takdirde istenilenler elde edilir.  

 

 rα≠  için ( ),B r s Iα−  üçgensel olduğundan tersi mevcuttur. rα=  olması 

durumunda ( ),B r s Iα−  bire-bir olduğundan ( ),B r s Iα−  dönüşümünün bir tersi  

vardır. Ancak ( )
*

,B r s Iα−  dönüşümü Teorem 3.1.5 ten dolayı bire-bir değildir. 

Böylece Teorem 2.2.6 dikkate alındığında ( )( ) 0,R B r s I cα− ≠  olduğu görülür. 
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Teorem 3.1.7.  ( )( ) { }0, , :c B r s c r sσ α α= ∈ − =ℂ  [15]. 

 

Đspat: Süreklilik spektrumu tanımından dolayı ( )( )0 , ,c B r s cα σ∈  olması 

durumunda ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersinin mevcut ve  

                   

                                                   ( )( ) 0,R B r s I cα− = ,                                           (3.9) 

 
olduğu gösterilirse istenilenlere ulaşılır.  

 

 Eğer rα≠  ise ( ),B r s Iα−  üçgensel ve tersi mevcut olur. Böylece Teorem 

3.1.5 ten ( )
*

,B r s Iα−  bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan  (3.9) olduğu elde edilir.  

 

 Aşağıdaki iki teoremin ispatı Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4 e benzer 

olduğundan ispatları verilmedi. 

 

Teorem 3.1.8. ( )( ) { }, , :B r s c r sσ α α= ∈ − ≤ℂ  [15]. 

 

Teorem 3.1.9. ( )( ), ,p B r s cσ =∅  [15]. 

 
Eğer :T c c→  dönüşümü A  matrisiyle sınırlı bir matris dönüşümü temsil 

ediyorsa, * * *:T c c→  dönüşümü  1⊕ℂ ℓ  üzerinde 

 

                                                          
0

tb A

χ 
 
  

                                                        (3.10) 

 
şeklinde bir matris temsiline sahip olur. Bu matris gösterimindeki χ  ve b  elemanları 

 

0 0

lim limnk nk
n n

k k

a aχ
∞ ∞

= =

= −∑ ∑  ve  lim nk
n

b a=  

 

şeklindedir. O halde ( ), :B r s c c→  için ( ) ( )
*

1,B r s B∈ ℓ  matrisi 

 

                                           ( )
( )

*
0

,
0 ,

t

r s
B r s

B r s

 +
 =  
  

                                       (3.11)  
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olur. 
 

Teorem 3.1.10. ( )( ) { } { }
* *, , :p B r s c r s r sσ α α= ∈ − < ∪ +ℂ  [15]. 

 

Đspat: 1ℓ  de x θ≠  için  ( )
*

,B r s x xα=   olsun. O halde lineer denklemden 

 

                                                              

( ) 0 0

1 2 1

2 3 2

,

,

,

               

r s x x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ =

+ =

+ =

⋮

                                      (3.12) 

                                                           1 ,k k krx sx xα++ =  

                                                                              ⋮  
 
denklem sistemi elde edilir. Sistemin çözümünden  

 

                                            ( )
1

1         2 .
n

n

r
x x n

s

α
−

 − = ≥  
                                (3.13) 

 
olur. 

  

 Eğer  0 0x ≠  ise r sα= +  olur. Böylece r sα= +  ifadesi  ( )0 ,0,0,x x= …  

özvektörünün bir özdeğeri olduğu görülür. Eğer r sα≠ +  ise 0 0x =  olur ve (3.13) 

de 1x∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart r sα− <  olmasıdır. Bu da istenedir. 

 

Teorem 3.1.11.  ( )( ) ( )( )* *, , , ,r pB r s c B r s cσ σ=  [15]. 

 
Đspat: Teorem 3.1.6 nın ispatındaki benzer ifadelerden elde edilir. 

 

Teorem 3.1.12. ( )( ) { }, , :c B r s c r sσ α α= ∈ − =ℂ { }r s+ [15]. 

 
Đspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.1.7 nin ispatına benzer olarak r sα≠ +  olması 

durumunda r sα− =  olacağından istenilenler bulunur. 

 

Teorem 3.1.13. ( )( ) { }, , :B r s r sσ α α∞ = ∈ − ≤ℓ ℂ  [15]. 
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Đspat: Cartlidge [22] de A , c  üzerinde sınırlı bir matris dönüşümü ise 

( ) ( ), ,A c Aσ σ ∞= ℓ  dir. Böylece ( ),A B r s=  alınması durumunda Teorem 3.1.8 den 

ispat kolayca görülür. 

 
 
3.2. 0c  ve c  Dizi Uzaylarında Fine Spektrum 

   
 Bu kısımda ise bu uzaylar üzerindeki fine spektrum kavramları ve bunlarla 

ilgili teoremler verildi. 

 

Teorem 3.2.1. r sα− <  eşitsizliğinde eğer rα=  alınırsa ( )( ),B r s Iα− ∈  

( )( )1 0III , ,B r s cσ  olur [15]. 

 
Đspat: rα=  için ( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  olduğundan Teorem 3.1.7 den ( ) 10, IIIB s ∈  

veya ( ) 2B 0, IIIs ∈  olur. Şimdi ( )0,B s  dönüşümünün sınırlı bir terse sahip olduğunu 

göstermek için ( )0,B s  nin alttan sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir. O halde 

0x c∈  için  

 

                                                 ( )0, ,
2

s
B s x x≥                                               (3.14) 

 

olduğu kolayca görülür. ( )0,B s  alttan sınırlı olduğundan ( )( ) 1, IIIB r s Iα− ∈  dir. 

 

Teorem 3.2.2. r sα− <  eşitsizliğinde eğer rα≠   ve  ( )( )0, ,r B r s cα σ∈  alınırsa 

( )( ) ( )( )2 0, III , ,B r s I B r s c− ∈α σ  olur [15]. 

 
Đspat: Teorem 3.1.6 dan ( ) 1,  IIIB r s Iα− ∈  veya 2III∈  dir. Böylece (3.2) den  

( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi süreksiz ve ( ),B r s Iα−  sınırsız bir terse sahip olur. 

Bu da istenendir. 

 

Teorem 3.2.3. r sα− <  eşitsizliğinde α∈ ( )( )0, ,c B r s cσ  alınması durumunda 

( )( ),B r s Iα− ∈ ( )( )2 0II , ,B r s cσ  olur [15]. 
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Đspat: (3.2) dikkate alındığında ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi süreksiz ve sınırsız 

olur. Teorem 3.1.5 ten ( )
*

,B r s Iα−  bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan ( ),B r s Iα−  

dönüşümü yoğun bir değer kümesine sahip olur. ( ),B r s Iα−  dönüşümünün örten 

olmadığını göstermek için ( )( ),B r s I x yα− =  denkleminde 0y c∈  olmak üzere  

0nx c∉  olduğunu göstermek yeterlidir. Böylece ( ) 01,0,0,0,y c= ∈…  için 

1
.

n

n

s
x

r rα α
 =  − − 

 olur. 0x c∉  olduğundan ( ),B r s Iα−  dönüşümü örten değildir. 

 

 Ayrıca ( ),B r s  dönüşümünün c  uzayı üzerindeki fine spektrumu 0c  

uzayındaki fine spektruma benzer olduğundan aşağıdaki teoremler ispatsız olarak 

verildi. 

 

Teorem 3.2.4. r sα− >  eşitsizliğinde ( )( ) , ,B r s cα σ∉  ise ( )( ) 1, IB r s Iα− ∈  

olur [15]. 

 

Teorem 3.2.5. r sα− <  eşitsizliğinde rα=  olması durumunda ( )( ),B r s Iα− ∈  

1III ( )( ), ,B r s cσ  olur [15]. 

                               

Teorem 3.2.6. r sα− <  eşitsizliğinde ( )( ), ,c B r s cα σ∈  alınırsa ( )( ),B r s Iα− ∈  

( )( )2II , ,B r s cσ  olur [15]. 

 

Teorem 3.2.7. r sα− <  eşitsizliğinde ( )( ), ,r B r s cα σ∈ \{ }r  kabul edilirse 

( )( ) ( )( )2, III , ,B r s I B r s cα σ− ∈  olur [15]. 

 

Mercerian teoremi olarakta bilinen aşağıdaki teorem ( ),B r s  dönüşümü ile 

spektrum arasındaki ilişkiyi göstermektedir. 

 

Teorem 3.2.8. ( ) ( )1 1r r sα α− + > −  eşitsizliğini sağlayan α  kompleks değeri 

için ( ) ( )1 ,A I B r sα α= + −  matrisinin yakınsaklık alanı c  uzayı olur [15]. 
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Đspat:  Eğer 1α=  ise A=I olacağından ispat için bir şey gerekmez. O halde 1α≠  

olması durumunda Teorem 3.1.8 den ve α  nın seçiminden dolayı ( ),B r s −  

( )/ 1 Iα α −   dönüşümü ( )B c  de bir terse sahip olur. Böylece A matrisinin tersi  

 

                                           ( ) ( )
1

1 1
,

1 1
A B r s I B c

α

α α

−

−  = − ∈  − −
                    (3.15)   

 
dir. 

Buradan A  matrisi üçgensel ve ( )B c  de olduğundan 1A−  konservatif matris yani 

Ac c=  olmasıdır. 
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BÖLÜM 4 
 

( ),B r s  DÖNÜŞÜMÜNÜN  1ℓ  VE bv  DĐZĐ UZAYLARI ÜZERĐNDEKĐ 

SPEKTRUMU 
 
 

Bu bölümde Furkan, Bilgiç ve Kayaduman [16] çalışmalarından faydalanarak 

( ),B r s  dönüşümünün spektrumu, fine spektrumu, nokta spektrumu, süreklilik 

spektrumu ve rezidü spektrumu kavramları 1ℓ  ve bv  dizi uzayları üzerinde incelenip 

bunlarla ilgili teoremler verildi. 

 

4.1. 1ℓ  ve bv  Dizi Uzaylarında Spektrum 

 

 Aşağıda lemmalar spektrumla ilgili teoremlerin ispatında kulanıldığından 

ispatsız olarak verildi. 

  

Lemma 4.1.1. ( ) 1 1, :B r s →ℓ ℓ  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün 

normu  

 

( ) ( )1 1,
,B r s r s= +

ℓ ℓ
 

 
dir [16]. 

 
Lemma 4.1.2. ( ), :B r s bv bv→  ifadesi sınırlı bir dönüşüm olup bu dönüşümün 

normu  

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,
, ,

bv bv
B r s B r s=

ℓ ℓ
 

 
dir [16]. 

 

Teorem 4.1.3. ( )( ) { }1, , :B r s r sσ α α= ∈ − ≤ℓ ℂ  [16]. 
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Đspat: Bu teoremin ispatında ilk önce  { }: r sα α α∉ ∈ − ≤ℂ  için ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  

dönüşümünün mevcut ve ( )1 1:ℓ ℓ  sınıfına ait olduğu yani resolvent kümesi 

gösterildikten sonra ( )( ),B r s Iα−  dönüşümünün { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  için 

( )1 1:ℓ ℓ  sınıfına ait olmadığı yani spektrum kümesinin gösterilmesi ispat için 

yeterlidir.  

 

O halde { }: r sα α α∉ ∈ − ≤ℂ  olsun. 0s≠  için r α≠  olacağından 

( ),B r s Iα−  üçgensel ve tersi mevcut olur. ( )( ),B r s I x yα− =  denkleminin 

çözümünden ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümüne ulaşılır. Bu ters dönüşümün k n≤  için n. 

satır .k sutunda genel terimi 

 

( )

( )
1

n k

n k

s

r α

−

− +

−

−
 

 
şeklinde olur. Aksi takdirde yani k n>  için bu dönüşüm sıfır olur. Buradan 

dönüşümün tersi 

 

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21

2

3 2

1
0 0

1
0

,

1

r

s

rrB r s I

s s

rr r

α

ααα

αα α

−

 
 
 −
 
 − 
 −−− =  
 
 −
 
 −− −
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

 
olur. Böylece 

 

( )( )
( )1 1

1

, 0

1 1
, sup

n k n

k n k n

s s
B r s I

r r r r
α

α α α α

−∞ ∞
−

= =

− = = <∞
− − − −

∑ ∑
ℓ ℓ

          (4.1) 

 

sonucuna ulaşılır. Buradan da ( )( ) ( )
1

1 1, ,B r s Iα
−

− ∈ ℓ ℓ  ve ( )( )1, ,B r sσ ℓ  

{ }: r sα α⊆ ∈ − ≤ℂ  olduğu ortaya çıkar.   
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Eğer { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ise rα≠  ve rα=  durumları ortaya çıkar. 

 

1) { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα≠  olsun. Bu durumda ( ),B r s Iα−  üçgensel 

olduğu için ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  mevcut ve (4.1) den   

 

( )( )
( )1 1

1

,
,B r s Iα

−
− =∞

ℓ ℓ

 

 

olur ki bu ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümünün ( )1B ℓ  de olmadığını gösterir. 

 

2) { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα=  olsun. Bu durumda ( )( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  

olur ve bu matris  

( )

0 0 0

0 0
0,

0 0

s
B s

s

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

 

şelinde gösterilir. ( )0,B s x θ=  denkeleminin çözümünden x θ=  olacağından 

( ) 1 10, :B s →ℓ ℓ  dönüşümü bire-bir olur fakat örten olmaz. Böylece ( )0,B s  

matrisinin tersi mevcut olmadığından { } ( )( )1: , ,r s B r sα α σ∈ − ≤ ⊆ℂ ℓ  elde 

edilir. Bu da ( )( ) { }1, , :B r s r sσ α α= ∈ − ≤ℓ ℂ  olduğunu gösterir. 

 

Teorem 4.1.4. ( )( )1, ,p B r sσ φ=ℓ  [16]. 

 

Đspat: 1ℓ  uzayında ( )0,0,0,...x θ≠ =  için ( ),B r s x xα=  denklemi göz önüne 

alındığında 

0 0

0 1 1

1 2 2

         

               

rx x

sx rx x

sx rx x

α

α

α

= + = 
+ = ⋮

 

 

denklem sistemine ulaşılır. ( )nx x=  dizisinin sıfırdan farklı ilk terimi tx  alındığında 

rα=  olur. Buradan da sistemin çözümünden   
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1 1t t tsx rx xα+ ++ =  

 

bulunur. ( ),B r s  dönüşümünden 0s≠  olduğu dikkate alınırsa yukarıdaki eşitlikten 

0tsx =  ve 0tx =  bulunur. Bu durum yukarıdaki 0tx ≠  kabulü ile çeliştiği için 

( ),B r s x xα=  denklemini sağlayan α  değeri mevcut olmaz ve ( )( )1, ,B r sσ φ=ℓ  

olur. 
 

1 1:T →ℓ ℓ  dönüşümü A matrisiyle sınırlı bir lineer dönüşüm teşkil ediyorsa, 

1 1:T ∗ ∗ ∗→ℓ ℓ  dönüşümü de A matrisinin tA  transpozesi yardımıyla tanımlanan 

adjoint dönüşümünü teşkil eder. Burada 1ℓ  uzayının duali ∞ℓ  uzayına  

 

sup k
k

x x=  

 
normu ile izomorf olur.  

 

Teorem 4.1.5. ( )( ) { }1, , :p B r s r sσ α α
∗ ∗ = ∈ − ≤ℓ ℂ  [16]. 

 

Đspat: 1
∗

∞≅ℓ ℓ  uzayında x θ≠  için ( ),B r s x xα
∗
=  denklemi göz önüne 

alındığında bu lineer denklemden 

 

0 1 0

1 2 1

2 3 2

               

rx sx x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ = + = 
+ = ⋮

 

 
denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sistemi çözümünden x  dizisinin genel  

terimi 

 

0

n

n

r
x x

s

α − =   
 

 

şeklindedir. Burada ( ) 1nx x ∗= ∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart r sα− ≤  

olmasıdır ki bu da istenendir. 

 

Teorem 4.1.6. ( )( ) { }1, , :r B r s r sσ α α= ∈ − ≤ℓ ℂ  [16]. 
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Đspat: { }: r sα α∈ − ≤ℂ  için ilk önce ( ),B r s Iα−  dönüşümünün bir tersinin 

mevcut olduğu gösterildikten sonra ( )( ),R B r s Iα− 1≠ ℓ  olduğunun gösterilmesi 

ispat için yeterlidir.  

 

 rα≠  için ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olduğundan tersi mevcuttur ve 

rα=  için ( ),B r s Iα−  dönüşümü bire-bir olduğundan bir tersi vardır. 

( ),B r s Iα
∗
−  dönüşümü Teorem 4.1.5 ten dolayı bire-bir değildir. Teorem 2.2.6 göz 

önüne alındığında ( )( ) 1,R B r s Iα− ≠ ℓ  ifadesi açıkça görülür. 

 

Teorem 4.1.7. ( )( )1, ,c B r sσ φ=ℓ  [16]. 

 

Đspat: Teorem 4.1.4 ten ( )( )1, ,p B r sσ φ=ℓ  dir. Ayrıca ( )( )1, ,B r sσ ℓ  kümesi de 

( )( )1, ,p B r sσ ℓ , ( )( )1, ,r B r sσ ℓ  ve ( )( )1, ,c B r sσ ℓ  kümelerinin ayrık birleşimi 

olduğundan ( )( )1, ,c B r sσ φ=ℓ  olduğu kolayca görülür. 

 

Teorem 4.1.8. ( )( ) { }, , :B r s bv r sσ α α= ∈ − ≤ℂ  [16]. 

 

Đspat: Teorem 4.1.3 teki gibi ilk önce { }: r sα α α∉ ∈ − ≤ℂ  olsun. 0s≠  

olduğundan r α≠  elde edilir. O halde ( ),B r s Iα−  üçgensel olup bir tersi de 

mevcuttur.   

                                     ( )( ),B r s I x yα− =                                                            (4.2) 

 
denkleminin çözümünden 

 

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21

2

3 2

1
0 0

1
0

,

1

r

s

rrB r s I

s s

rr r

α

ααα

αα α

−

 
 
 −
 
 − 
 −−− =  
 
 −
 
 −− −
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
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şeklinde bir ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  ters dönüşümüne ulaşılır. Buradan s r α< −  

eşitsizliği için 

 

                                      ( )( )
( )

1

,

1
,

n

bv bv n

s
B r s I

r r
α

α α

−
− = <∞

− −
∑               (4.3) 

  

elde edilir. Bu da ( )( ) ( )
1

, ,B r s I bv bvα
−

− ∈  ve ( )( ) { }, , :B r s bv r sσ α α⊆ ∈ − ≤ℂ  

olduğu sonucunu verir.  

  

 Şimdi de { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  olsun. O halde burada rα≠  olması 

durumunda ( ),B r s Iα−  üçgensel ve dolayısıyla bir terse sahip olur. (4.3) ten   

 

( )( )
( )

1

,
,

bv bv

B r s Iα
−

− =∞  

 

olur ki bu da ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümünün ( )B bv  de olmadığını gösterir.  

 
 Eğer burada rα=  alınırsa Teorem 4.1.3 ün ispatındaki benzer düşünceyle 

( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  dönüşümünün tersinin olmadığı görülür. Böylece 

 { } ( )( ): , ,r s B r s bvα α σ∈ − ≤ ⊆ℂ  olduğu elde edilir ve ispat biter. 

 

Teorem 4.1.9. ( )( ), ,p B r s bvσ φ=  [16]. 

 
Đspat: bv  uzayında ( )0,0,0,...x θ≠ =  için ( ),B r s x xα=  olsun. O halde  

( ),B r s x xα=  denkleminden  

0 0

0 1 1

1 2 2

         

               

rx x

sx rx x

sx rx x

α

α

α

= + = 
+ = ⋮

 

 

denklem sistemi bulunur. ( )nx x=  dizisinin sıfırdan farklı ilk terimi tx  olarak 

alınırsa rα=  ve denklem sisteminden  

 

1 1t t tsx rx xα+ ++ =  
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elde edilir. Burada 0tsx =  olduğu açıktır. 0s≠  olduğundan 0tx =  olmalıdır. Bu da 

0tx ≠  olması ile çelişir. O halde ( )( )1, ,B r sσ φ=ℓ  olur.  

 

 Eğer :T bv bv→  dönüşümü ( )nkA a=  matrisi ile sınırlı bir matris dönüşümü 

teşkil ediyorsa bs⊕ℂ  üzerindeki :T bv bv∗ ∗ ∗→  ifadesi 

 

0 1 2

0 00 0 10 0 20 0

1 01 1 11 1 21 1

v v v

a a a a a a a

a a a a a a a

χ χ χ χ − − −
 
 − − −
 
 − − − 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

 
şeklinde bir matris formuna sahip olur ve bu matrisin elemanları 

 

0

lim nv
n

v

aχ
∞

→∞
=

= ∑ ,       limn kn
k

a a
→∞

=  ,     ( )( )k kv P T δ= , 

 

şeklinde ifade elde edilir. Burada ( )1,1,1,...δ=  ve kP   her bir k ∈ℕ  için k. dereceden  

koordinat fonksiyonudur. ( ), :B r s bv bv→   için ( ) ( ),B r s B bs
∗
∈ ⊕ℂ  matrisi  

 

( )
*

0 0 0

0 0 0

, 0 0 0

0 0 0

r s s

r s

B r s r s

r s

 + −
 
 
 
 =  
 
 
 
  

⋯

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

formunu alır. 

 

Teorem 4.1.10. ( )( ) { }, , :p B r s bv r sσ α α
∗ ∗ = ∈ − ≤ℂ  [16]. 

 

Đspat: x bv bsθ ∗≠ ∈ = ⊕ℂ  için ( ),B r s x xα
∗
=  olsun. ( ),B r s x xα

∗
=  lineer 

denkleminden  

      

                                                  

( ) 0 1 0

1 2 1

2 3 2

         

         

                        

r s x sx x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ − = + = 
+ = ⋮

                                          (4.4) 
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 denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sistemi çözümü yardımıyla 
  

                   
1

01
n

n

r r
x x

s s

α α
−

   − −  = +       
;            ( )1n≥                                        (4.5) 

 
x  dizisi bulunur.  

 

 Eğer 
( )

1
r

s

α−
=  yani r sα= +  olursa 0s≠  olacağından 1 0,x =  2 0x =  

,...,  0,...nx =  olur. Böylece ( )0 ,0,0,...x x=  vektörü r sα= +  ifadesinin bir 

özvektörü olur. 

  

  Eğer 
( )

1
r

s

α−
≠  ise x bs∈ ⊕ℂ  olması için gerek ve yeter şart  

 

1

1 sup

1

n

n

r

r s

rs

s

α

α

α

 − −  −  
+ <∞

 − −   

 

sağlanmasıdır ki bu da r sα− ≤  olmasıyla mümkündür. Bu da isteneni 

verdiğinden ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.1.11. ( )( ) { }, , :r B r s bv r sσ α α= ∈ − ≤ℂ  [16]. 

 
Đspat: Rezidü spektrumunun tanımı gereğince ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersinin 

mevcut ve görüntü kümesinin yoğun olmadığı gösterildiğinde istenilenler elde edilir. 

 

 rα≠  için ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olduğundan tersi mevcuttur ve 

rα=  için  ( ),B r s Iα−  dönüşümü bire-bir olduğundan bir tersi mevcuttur. 

( ),B r s Iα
∗
−  dönüşümü Teorem 4.1.5 ten dolayı bire-bir değildir. Teorem 2.2.6 göz 

önüne alındığında ( )( ),R B r s I bvα− ≠  olur. 

 

Teorem 4.1.12. ( )( ), ,c B r s bvσ φ=  [16]. 
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Đspat: Teorem 4.1.7 deki benzer düşünceyle ispat kolayca görülür. 

  
 
4.2. 1ℓ  ve bv  Dizi Uzaylarında Fine Spektrum 

 

 Bu bölümde ( ),B r s  dönüşümü yardımıyla 1ℓ  ve bv  dizi uzaylarında fine 

spektrumu kavramları ve ( ),B r s  dönüşümünün resolvent kümesinin sınıfının 

hesaplanması ile ilgili teoremler verildi. 

 

Teorem 4.2.1. r sα − <  eşitsizliğinde eğer rα=  alındığında ( )( ),B r s Iα− ∈ 1III   

( )( )1, ,B r sσ ℓ  olur [16]. 

 
Đspat: rα=  ve Teorem 4.1.5 ile Teorem 2.2.6 dikkate alındığında 

( ), IIIB r s Iα− ∈  olur. Diğer taraftan rα=  ve Teorem 4.1.4 de göz önüne 

alındığında ( ),B r s Iα−  dönüşümü ( )( )1, ,p B r sσ ℓ  kümesinde mevcut olmaz ve 

buradan da ( ),B r s rI−  dönüşümünün bir terse sahip olduğu görülür. Böylece 

( )( ) 1 2, IIIB r s rI ∪− ∈  elde edilir. 

 

 ( )( ),B r s rI−  dönüşümünün 1 şartını sağladığını göstermek için Teorem 

2.2.5 yardımıyla ( ),B r s rI
∗
− = ( )0,B s

∗
 dönüşümünün örten olduğunu göstermek 

yeterlidir. ( )ny y ∞= ∈ ℓ  için ( )0,B s x y
∗
=  denkleminde ( )nx x ∞= ∈ ℓ  olacak 

şekilde bir dizi elde edilirse ( )0,B s
∗
 örten olur. O halde ( )0,B s x y

∗
=  

denkleminden 

    

1

1
n nx y

s
−=  

 

ifadesi elde edilir ki bu da ( )0,B s
∗
   dönüşümünün örten olduğunu gösterir.                        

 

Teorem 4.2.2. r sα − <  eşitsizliğinde eğer rα≠  ve ( )( )1, ,r B r sα σ∈ ℓ  alınırsa 

( )( ),B r s Iα− ∈  ( )( )2 1III , ,B r sσ ℓ  olur [16]. 
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Đspat: rα≠  olduğundan ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olup bir terse sahiptir. (4. 

1) den ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi süreksiz olduğundan ( )( ),B r s Iα−  

dönüşümü fine spektrumun 2 şartını sağlar. Teorem 4.1.5 ten ( ),B r s Iα
∗
−  

dönüşümü bire-bir değildir. Böylece Teorem 2.2.6 dan ( ),B r s Iα−  dönüşümü 

yoğun bir değer kümesine sahip olmadığından ( )( ),B r s Iα− ∈ ΙΙΙ  olur. 

 

Teorem 4.2.3. r sα− >  eşitsizliğini sağlayan α  lar için ( )( ) 1,B r s Iα− ∈ Ι  olur 

[16]. 

 
Đspat: ( ),B r s Iα−  dönüşümünün bire-bir örten olduğu ve bu dönüşümün 

r sα− >  eşitsizliğini sağlayan α  lar için tersinin sürekli olduğu gösterilecektir. 

0 s≠ için rα≠  elde edilir ve ( ),B r s Iα−  üçgensel olur. Bu durumda 

( ),B r s Iα−  dönüşümünün bir tersinin mevcut olduğu görülür. (4.1) den 

( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi mevcut ve süreklidir. 1y∈ ℓ  ve ( )nx x=  dizisi her 

n∈ℕ  için 

( )( )( )1

0

1
,

n kn

n k
nk

s
x y B r s I y

r r
α

α α

−
−

=

 − = = −  − −
∑  

 

şeklinde tanımlansın. ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümü ( )1 1,ℓ ℓ  de olduğundan (4.1) ile 

1x∈ ℓ  sonucuna ulaşılır. Böylece ( ),B r s Iα−  dönüşümünün örten olduğu bulunur. 

  

Teorem 4.2.4. r sα − <  eşitsizliğinde eğer rα=  ise ( )( ),B r s Iα− ∈  

( )( )1 , ,B r s bvσΙΙΙ  olur [16]. 

 
Đspat: Teorem 4.1.10 ve Teorem 2.2.6 dikkate alındığında rα=  için 

( )( ),B r s Iα− ∈ ΙΙΙ  olur. Ayrıca Teorem 4.1.9 yardımıyla rα=  için ( ),B r s Iα−  

dönüşümü ( )( ), ,p B r s bvσ  kümesinde değildir. Böylece ( ),B r s Iα−  dönüşümü bir 

terse sahip ve ( )( ),B r s rI− 1 2III ∪∈  olur. 
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 ( )( ),B r s rI−  dönüşümünün fine spektruma ait 1 şartını sağladığını 

göstermek için Teorem 2.2.5 ten ( ),B r s rI
∗
−  ( )0,B s

∗
=  dönüşümünün örten 

olduğunu göstermek yeterlidir. ( )ny y bs= ∈ ⊕ℂ  için ( )*
0,B s x y=  denkleminde 

( )nx x bs= ∈ ⊕ℂ  elde edildiği takdirde ( )0,B s
∗
 örten olduğu gösterilmiş olur. 

Bunun için ( )*
0,B s x y=  denkleminin çözümünden 0 0

1
x y

s
=  ve  

 

                                                1

1
n nx y

s
−=             ( )2n≥  

 

olur. Buradan da 1 0x =  olacağından ( )0,B s
∗
 dönüşümü örten olur. 

 

Teorem 4.2.5. r sα − <  eşitsizliğinde rα≠  ve ( )( ), ,r B r s bvα σ∈  alınırsa 

( )( ) ( )( )2, , ,B r s I B r s bvα σ− ∈ ΙΙΙ  olur [16]. 

 
Đspat: rα≠  olduğundan ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel ve bir terse sahip olur.  

(4.3) ten ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi süreksiz ve ( )( ),B r s I−α  dönüşümü fine 

spektrumun 2 şartını sağlayan bir dönüşüm olur. Teorem 4.1.10 dan ( )
*

,B r s Iα−  

dönüşümü bire-bir değil ve Teorem 2.2.6 dan ( ),B r s Iα−  dönüşümü yoğun bir 

değer kümesine sahip olmaz. Böylece ( ),B r s Iα− ∈ ΙΙΙ  elde edilir. 

 
 
 

 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 37 

BÖLÜM 5 
 

( ),B r s  DÖNÜŞÜMÜNÜN pℓ  VE pbv  DĐZĐ UZAYLARI ÜZERĐNDEKĐ 

SPEKTRUMU 
 

 
 Bu bölüm Bilgiç ve Furkan [17] çalışmaları olan ( ),B r s  dönüşümünün 

spektrumu, fine spektrumu, nokta spektrumu, süreklilik spektrumu ve rezidü 

spektrumu kavramlarının  

 

                      ( )( ) : ,                  1
p

p k k

k

x x s x p
   = = ∈ <∞ < <∞ 
   

∑ℓ  

 
ve 
 

                      ( ) ( )1: ,       1
p

p k k k

k

bv x x s x x p−

   = = ∈ − <∞ < <∞ 
   

∑  

 

uzayları üzerinde incelenmesi ile ilgilidir.  

 

 
5.1. pℓ  ve pbv  Dizi Uzaylarında Spektrum 

 

 Aşağıdaki lemmalar spektrum kavramını anlamada ve incelemede kolaylık 

sağladığı için ispatsız olarak verildi. 

  

Lemma 5.1.1. ( )ka a=  dizilerini içeren 1d  ve qd  uzaylarının normu  

 

1 ,

sup
n

jd
n k j k

a a
∈ =

= < ∞∑
ℕ

 

 
ve 

                                                ( )

1

sup                   1
q

q q
n

jd
n k j k

a a q
∈ =

 
 = < ∞ < < ∞
 
 

∑∑
ℕ
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şeklinde tanımlanır. Burada  { }*

1bv  ve { }*

qbv  dual uzayları sırasıyla 1d  ve qd  

uzaylarına izometrik olarak izomorftur [13]. 

 

Lemma 5.1.2. { }pbv  uzayında her k ∈ℕ  için  

  

( ) 0,            
;     ,

1,            
k

n

n k
b k n

n k

<
= ∈

≥
ℕ  

 

şeklinde tanımlanan ( ) ( ){ }k k

n
n

b b
∈

=
ℕ

 şeklindeki dizisi pbv  uzayının bir tabanıdır. 

Ayrıca px bv∈  dizisi her  k ∈ℕ  için  

 
( )

1,               k

k k k k

k

x b x xλ λ −= = −∑  

 
şeklinde tanımlanmaktadır [14]. 

 

Teorem 5.1.3. ( ), : p pB r s →ℓ ℓ  sınırlı lineer dönüşümü 

 

                                    ( ) ( )
1

,
p

p p pr s B r s r s+ ≤ ≤ +
ℓ

 

 
eşitsizliğini sağlar [17]. 

 
Đspat: ( ),B r s  dönüşümünün lineerliği açıktır. pℓ  uzayında ( )(0) 1,0,0,...e =  dizisini 

alınırsa 

    

( ) ( )(0), , ,0,0,...B r s e r s=  

 
olur. pℓ  uzayında bu dönüşümün normu göz önüne alındığında  

 

( )
( )

(0)
1

(0)

,
p

p

p p p

B r s e
r s

e
= +

ℓ

ℓ

 

 
eşitliği elde edilir ki her p>1 için 

                                  ( ) ( )
1

,
p p pr s B r s+ ≤                                                          (5.1) 
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eşitsizliği bulunur. Şimdi ( )k px x= ∈ ℓ  olsun. Minkowski’s eşitsizliği ve 1 0x− =  

ifadeleri dikkate alındığında 

 

                      ( )

1

1
0

,
p

pp

k k

k

B r s x sx rx
∞

−
=

 = +    
∑

ℓ
 

 

                                          

1 1

1
0 0

p pp p

k k

k k

sx rx
∞ ∞

−
= =

     ≤ +        
∑ ∑  

 

                                          

1 1

1
0 0

p pp p p p

k k

k k

s x r x
∞ ∞

−
= =

     = +        
∑ ∑  

 

                                          ( )
p

s r x= +
ℓ

 

 
elde edilir. Buadan da   

 

                                              ( ),
p

B r s r s≤ +
ℓ

                                                   (5.2) 

 
eşitsizliğine ulaşılır. (5.1) ve (5.2) eşitsizlikleri birleştirilirse istenilen sonuç elde 

edilir ve ispat biter. 

  

Lemma 5.1.4. 1 p< <∞  ve ( ) ( )1 1, ,A ∞ ∞∈ ∩ℓ ℓ ℓ ℓ  olsun. O halde ( ),p pA∈ ℓ ℓ  

olur [26]. 

 
Đspat: Hölder eşitsizliği ile 

 

                                               
1 1

p q
nk k nk nk k

k

a x a a x≤∑ ∑  

 

                                                               

1
1p

p
q

nk k nk

k k

a x a
   

≤    
   
∑ ∑  

 

olur. Burada 
1 1

1
p q

+ =  dir. Ayrıca  

                                               

p
p

q
p

nk k nk k nk

k k k

a x a x a
  

≤   
  

∑ ∑ ∑  
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dir. O halde  

                                                     
p

p

nk k

n k

Ax a x=∑∑
p

p
q

nk k

n k

a x A
∞

≤∑∑  

 

                                                              
p p

q
k nk

k n

A x a
∞

≤ ∑ ∑  

 

                                                              
1

p
p

qA x A
∞

≤  

 

olur ki bu durumda ( ) ( )1 1, ,A ∞ ∞∈ ∩ℓ ℓ ℓ ℓ  dir. Buradan da ( ),p pA∈ ℓ ℓ  olur. 

 

Teorem 5.1.5. ( )( ) { }, , :pB r s r sσ α α= ∈ − ≤ℓ ℂ  [17]. 

 
Đspat: Bu teoremin ispatında resolvent kümesi ve bu kümeye ait özellikler ile 

spektrum kümesi gösterildiği takdirde istenilenler elde edilir. 

 

        Şimdi { }: r sα α α∉ ∈ − ≤ℂ  olsun. 0s≠  olduğundan rα≠  ve 

( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olur. Dolayısıyla ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümü de 

mevcut olur. ( )k py y= ∈ ℓ  için ( )( ),B r s I x yα− =  denkleminin çözümünden 

( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümünün k n≤  için n. satır k. sütundaki genel terimi  

 

( )

( )
1

n k

n k

s

r α

−

− +

−

−
 

 
bulunur. Ayrıca burada k>n için üst üçgensel matris olacağından dönüşümün genel 

terimi sıfır olur. O halde ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  ters dönüşümü  

 

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21

2

3 2

1
0 0

1
0

,

1

r

s

rrB r s I

s s

rr r

α

ααα

αα α

−

 
 
 −
 
 − 
 −−− =  
 
 −
 
 −− −
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
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şeklindedir. Böylece  

            

                  ( )( )
( )1 1

1

,

1
, sup

n k

k n k

s
B r s I

r r
α

α α

−∞
−

=

− =
− −

∑
ℓ ℓ

 

                                                         

                                                      
0

1
n

n

s

r rα α

∞

=

= <∞
− −
∑                                  (5.3) 

 

olur. Buradan da  ( )( ) ( )
1

1 1, ,B r s Iα
−

− ∈ ℓ ℓ  ifadesi elde edilir ki buradan da 

 

( )( )
( )

1

,
,B r s Iα

∞ ∞

−
− <∞

ℓ ℓ

 

 

olur. Buradan da ( )( ) ( ) ( )
1

1 1, , ,B r s Iα
−

∞ ∞− ∈ ∩ℓ ℓ ℓ ℓ  olduğu görülür. Lemma 5.1.4 

ten ( )( ) ( )
1

, ,p pB r s Iα
−

− ∈ ℓ ℓ  olur. Bu da ( )( ), , pB r sσ ℓ ⊆ { }: r sα α∈ − ≤ℂ  

olması demektir.  

 

 Şimdi de { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ile rα≠  ve rα=  durumları ele alınırsa 

iki durum çıkar. 

 

1) { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα≠  olsun. Bu durumda ( ),B r s Iα−  üçgensel 

olduğundan ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  mevcut olur. ( )1,0,0,... py= ∈ ℓ  dizisi için 

( )( )
1

,B r s Iα
−

−  ters dönüşümünün genel terimi olan 
( )

( )
1

k

k k

s
x

r α
+

−
=

−
 dizisi 

s rα≥ −  için pℓ  de olmadığından ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümü de pℓ  de değildir. 

 

2) { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα=  olsun. Bu durumda ( )( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  

dönüşümü 

 

                                 ( )

0 0 0

0 0
0,

0 0

s
B s

s

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
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şeklinde olur. ( )0,B s x θ=  denkleminden x θ=  olduğundan ( )0, : p pB s →ℓ ℓ  

dönüşümü bire-birdir fakat örten değildir. Böylece tersinin olması da mümkün 

değildir. O halde  { } ( )( ): , , pr s B r sα α σ∈ − ≤ ⊆ℂ ℓ  olur.  

 

 ,  p p

∗
ℓ ℓ  uzaylarında ( )( ), ,p pB r sσ ℓ  ve ( )( ), ,p pB r sσ

∗ ∗
ℓ  nokta 

spektrumlarının farklı anlamlara geldiği aşağıdaki iki teoremde gösterildi. 

 

Teorem 5.1.6. ( )( ), ,p pB r sσ φ=ℓ  [17]. 

 
Đspat: pℓ  uzayında ( )0,0,0,...x θ≠ =  için ( ),B r s x xα=  denklemini göz önüne 

alalım. Bu denklemden  

                                           

0 0

0 1 1

1 2 2

                  

         

          + 

                        

rx x

sx rx x

sx rx x

α

α

α

= + = 
= ⋮

 

 

denklem sistemi elde edilir. Lineer denklem sisteminin çözümünden ( )kx x=  

dizisinin tx  ilk terimi sıfırdan farklı alınırsa rα=  ve denklem sisteminden  

               

1 1t t tsx rx xα+ ++ =  

 

 ve 0tsx =  olur. ( ),B r s  dönüşümünün tanımından 0s≠  olduğundan 0tx =  dır. 

Bu da 0tx ≠  oluşuyla çeliştiğinden ( )( ), ,p pB r sσ φ=ℓ  olur. 

 

Teorem 5.1.7. ( )( ) { }, , :p pB r s r sσ α α
∗ ∗ = ∈ − <ℓ ℂ  [17]. 

 

Đspat: 1 1 1p q− −+ =  olmak üzere p qx θ ∗≠ ∈ ≅ℓ ℓ  için ( ),B r s x xα
∗
=  olsun. O 

halde ( ),B r s x xα
∗
=  lineer denkleminden  

                               

0 1 0

1 2 1

2 3 2

               

rx sx x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ = + = 
+ = ⋮
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denklem sistemi elde edilir. Buradan da x dizisinin genel terimi 

 

0

n

n

r
x x

s

α − =   
 

 
dir. 

( )k px x ∗= ∈ ℓ  olması için gerek ve yeter şart r sα− <  olmasıdır. Buradan da 

( )( ) { }, , :p pB r s r sσ α α
∗ ∗ = ∈ − <ℓ ℂ  olur. 

 

Teorem 5.1.8. ( )( ) { }, , :r pB r s r sσ α α= ∈ − <ℓ ℂ  [17]. 

 
Đspat: Bu teoremin ispatı için ( ),B r s Iα−  dönüşümünün bir terse sahip olduğu 

gösterildikten sonra r sα− <  eşitsizliğindeki α  için ( )( ), pR B r s Iα− ≠ ℓ  olduğu 

gösterilecektir. rα≠  için ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olup bir terse sahiptir. 

rα=  için  ( ),B r s Iα−  dönüşümü bire-bir olduğundan tersi mevcuttur. Fakat 

( ),B r s Iα
∗
−  dönüşümü Teorem 5.1.7 den dolayı bire-bir değildir. Ayrıca Teorem 

2.2.6 dan ( ),B r s Iα−  dönüşümünün değer kümesi pℓ  de yoğun olmadığından ispat 

tamamlanır. 

 

Teorem 5.1.9. ( )( ) { }, , :c pB r s r sσ α α= ∈ − =ℓ ℂ  [17]. 

 

Đspat: ( )( ), ,p pB r sσ φ=ℓ  olduğundan ve ( )( ), , pB r sσ ℓ  kümesi de 

( )( ), ,p pB r sσ ℓ , ( )( ), ,r pB r sσ ℓ  ve ( )( ), ,c pB r sσ ℓ  kümelerinin ayrık birleşimi ile 

elde edildiğinden ( )( ) { }, , :c pB r s r sσ α α= ∈ − =ℓ ℂ  olur. 

 

Teorem 5.1.10. ( ) ( ), pB r s B bv∈  [17]. 

 
Đspat: ( ),B r s  dönüşümünün lineerliği açıktır. Şimdi her ( )k px x bv= ∈  olsun. 

Minkowski’s eşitsizliği ve negatif indisli dizi teriminin 0kx− =  olduğu göz önüne 

alınırsa 



 44 

               ( ) ( )

1

1 1 2
0

,
p

pp

k k k kbv
k

B r s x rx sx rx sx
∞

− − −
=

 = − − −    
∑  

 

                                   ( ) ( )

1

1 1 2
0

pp

k k k k

k

r x x s x x
∞

− − −
=

 = − − −    
∑  

                                  ( ) ( )

1 1

1 1 2
0 0

p pp pp p

k k k k

k k

r x x s x x
∞ ∞

− − −
= =

     ≤ − + −        
∑ ∑  

                      

                                 ( )
pbv

s r x= +  

 
bulunur. Buradan da  

 

                              ( )
( ),

,
p pbv bv

B r s s r≤ +                                                             (5.4) 

 

sonucuna ulaşılır. Böylece ( ) ( ), pB r s B bv∈   olur. 

 

Teorem 5.1.11. ( )( ) { }, , :pB r s bv r sσ α α= ∈ − ≤ℂ  [17]. 

 
Đspat: Teorem 5.1.5 teki benzer düşünceyle { }: r sα α α∉ ∈ − ≤ℂ  olsun. 0s≠  

olduğundan 0r ≠  ve  ( )( ),B r s Iα−  üçgensel olup ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  şeklinde bir 

tersi vardır. ( )k py y bv= ∈  olduğundan ( )1k k py y bv−− ∈  olur. ( )( ),B r s I x yα− =   

lineer denkleminin çözümünden 

( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21

2

3 2

1
0 0

1
0

,

1

r

s

rrB r s I

s s

rr r

α

ααα

αα α

−

 
 
 −
 
 − 
 −−− =  
 
 −
 
 −− −
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

 

 

  ters dönüşümü elde edilir. Buradan da 

                       

                                   
( )

( )
( )1 11

0

;           (k )

k j
k

k k j jk j
j

s
x x y y

r

−

− −− +
=

−
− = − ∈

−
∑ ℕ

α
        (5.5) 
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ve 

 

                                   ( )( )( )1 1,k k j jx x B r s I y yα− −− = − −   

 

elde edilir. Teorem 5.1.5 ten ( )( )
1

,B r s Iα
−

− ∈ ( ),p pℓ ℓ  ve  ( )1k k px x −− ∈ ℓ  olur. 

Böylece k px bv∈  ve ( )( ) { }, , :pB r s bv r sσ α α⊆ ∈ − ≤ℂ  dir.  

 

 Şimdi de { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  için rα≠  ve rα=  durumları ele 

alınsın. 

 

 { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα≠  olsun. Bu durumda ( ),B r s Iα−  üçgensel 

olduğundan ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümü mevcut olur. Ancak ( )1,0,0,... py bv= ∈  

dizisi için ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  ters dönüşümünün genel terimi 
( )

( )
1

k

k k

s
x

r α
+

−
=

−
  olan dizi 

s rα≥ −  için pbv  de olmadığından ( )( )
1

,B r s Iα
−

−  dönüşümü de ( )pB bv  bir 

dönüşüm olamaz.  

 

 { }: r sα α α∈ ∈ − ≤ℂ  ve rα=  olsun. Teorem 5.1.5 in ispatındaki benzer  

düşünceyle ( )( ) ( ), 0,B r s I B sα− =  dönüşümünün bir terse sahip olmayacağı 

görülür. Buradan { } ( )( ): , , pr s B r s bvα α σ∈ − ≤ ⊆ℂ  olur ki bu da istenendir.                  

 

Teorem 5.1.12. ( )
( ),

,
bv bvp p

B r s r s= +  [17]. 

 

Đspat: ( )( ),r B r s r sσ = +   olduğundan ve Teorem 5.1.11 den  

 

( )
( ),

,
p pbv bv

s r B r s+ ≤  

 

eşitsizliği elde edilir. Bu ifade (5.4) ile birleştirilirse  
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( )
( ),

,
bv bvp p

B r s r s= +  

 
eşitliği elde edilir.  

 

 ( ),B r s  matris dönüşümünün pbv  dizi uzayındaki spektrumu pℓ  dizi 

uzayındaki spektruma benzer olarak yapılabileceğinden aşağıdaki teoremler ispatsız 

olarak verildi.  

 

Teorem 5.1.13. [17] 

 

i)  ( )( ), ,p pB r s bvσ φ= . 

 

ii)  ( )( ) { }, , :p pB r s bv r sσ α α
∗ ∗ = ∈ − <ℂ . 

 

iii)  ( )( ) { }, , :r pB r s bv r sσ α α= ∈ − <ℂ . 

 

iv)  ( )( ) { }, , :c pB r s bv r sσ α α= ∈ − =ℂ . 

 
 
5.2. pℓ  ve pbv  Uzaylarının Fine Spektrumu 

 
 Bu kısımda ( ),B r s  dönşümünün pℓ  ve pbv  dizi uzayları üzerindeki fine  

spektrum kavramları incelendi. 

 

Teorem 5.2.1. Eğer rα=  ise ( )( ) ( )( )1, , , pB r s I B r sα σ− ∈ ΙΙΙ ℓ  olur [17]. 

 

Đspat: Teorem 5.1.7 ve Teorem 2.2.6 dan ( )( ),B r s rI− ∈ ΙΙΙ  olduğunda rα=  olur. 

Diğer taraftan Teorem 5.1.6 dan rα=  ifadesi ( )( ), ,p pB r sσ ℓ  de değildir. Böylece 

( ),B r s Iα−  dönüşümü bir terse sahip ve ( )( ),B r s rI−  dönüşümü fine spektrumun 1 

veya 2 şartını sağladığı kolayca görülür. 

( )( ),B r s rI−  dönüşümünün 1 şartını sağladığını göstermek için Teorem 2.2.5 ten 

( ),B r s rI
∗
−  ( )0,B s

∗
=  ifadesinin örten olduğunu göstermek yeterli olacaktır.  
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( )n qy y= ∈ ℓ  için ( )0,B s x y
∗
=  denkleminde ( )n qx x= ∈ ℓ  olacak şekilde bir x  

dizisi mevcut ise ( )0,B s
∗
 örten olur. ( )0,B s x y

∗
=  lineer denkleminden x dizisinin 

genel terimi 

                        

1

1
n nx y

s
−=  

 

olur. Böylece ( )0,B s
∗
 dönüşümünün örten olduğunu gösterir ve ispat biter. 

 

Teorem 5.2.2. Eğer rα≠  ve ( )( ), ,r pB r sα σ∈ ℓ  ise ( )( ),B r s Iα− ∈ 2ΙΙΙ  

( )( ), , pB r s ℓσ  olur [17]. 

 
Đspat: rα≠  olduğundan ( ),B r s Iα−  dönüşümü üçgensel olup bir tersi vardır. (5.3) 

ten ( ),B r s Iα−  dönüşümünün tersi süreksiz olduğundan ( )( ),B r s Iα−  fine 

spektruma ait 2 şartını sağlayan bir dönüşüm olur. 

  

 Teorem 5.1.7 den ( ),B r s Iα
∗
−  bire-bir değildir. Teorem 2.2.6 dan 

( ),B r s Iα−  dönüşümü yoğun bir değer kümesine sahip değildir. Dolayısıyla da  

( )( ),B r s Iα− ∈ ΙΙΙ  olur. 

Teorem 5.2.3 Eğer ( )( ), ,c pB r sα σ∈ ℓ  ise 2α∈ ΙΙ  olur [17]. 

 

Đspat: ( )( ), ,c pB r sα σ∈ ℓ  olsun. 0s≠  olduğundan r α≠  olur. 2α∈ ΙΙ  olduğunu 

göstermek için ( ),B r s Iα−  dönüşümünün örten olmadığını göstermek yeterlidir. 

( )1,0,0,0...y=  için ( ),B r s Iα−  dönüşümü altında elde edilen ters dönüşümün 

genel terimi 
( )

( )
1

k

k k

s
x

r α
+

−
=

−
 olur. Burada s rα= −  olduğunda 

( )

( )
1

k

k k

s
x

r α
+

−
=

−
 

dizisi pℓ  de olmaz. Böylece ( ),B r s Iα−  dönüşümünün örten olmadığı görülür. 

 Aşağıda verilen ince spektrum kavramları pℓ  uzayındakine benzer olarak 

elde edilebileceği için ispatsız olarak verildi. 
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Teorem 5.2.4. [17] 
 

i) Eğer rα=  ise ( )( ) ( )( )1, , , pB r s I B r s bvα σ− ∈ ΙΙΙ  olur. 

 

ii) Eğer rα≠  ve ( )( ), ,r pB r s bvα σ∈  ise ( )( ),B r s Iα−  ( )( )2 , , pB r s bvσ∈ ΙΙΙ  olur. 

 

iii) Eğer ( )( ), ,c pB r s bvα σ∈  ise 2α∈ ΙΙ  olur. 
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BÖLÜM 6 
 

( ),B r s
+

 DÖNÜŞÜMÜNÜN 0c  DĐZĐ UZAYI ÜZERĐNDEKĐ SPEKTRUMU 

 
 

 Bu bölümde ( ),B r s
+

 matrisi yardımıyla 0c  dizi uzayı üzerinde spektrum, 

nokta spektrumu, süreklilik spektrumu, rezidü spektrumu ve fine spektrumu 

kavramları incelendi.  

 

6.1. 0c  Dizi Uzayında Spektrum 

 

Teorem 6.1.1. ( )( ) { }0, , :  B r s c r sσ α α
+

= ∈ − ≤ℂ . 

 

Đspat: Bu teoremin ispatında ilk önce ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∉  için ( )( )
1

,B r s Iα
−+

−  

dönüşümünün mevcut ve ( )0 0:c c  sınıfına ait olduğunu gösterdikten sonrada 

( ),B r s
+

 dönüşümünün ( )( )0 , ,B r s cα σ∈  için ( )0 0:c c  sınıfına ait olmadığı yani 

spektrum kümesi gösterilecektir.  

 

O halde ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∉  olsun. ( )( ),B r s Iα
+
−  üst üçgensel matris 

olduğundan ( )( )
1

,B r s Iα
−+

−  mevcuttur ve bu ters dönüşüm ( )( ),B r s I x yα
+
− =  

denkleminin çözümünden elde edilir. Bu durumda 

                                                      

( )( )
0 0

1 1

2 2

0

0
,

0 0

r s x y

r s x y
B r s I x

r x y

α

α
α

α

+

     −
     
     −
     − = =
     −     
     
     

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮

 

 
denklem sisteminden 
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( )
( ) 1

0

n k
n

n kn k
k

s
x y

r α

−

− +
=

−
=

−
∑  

 
dizisi bulunur. O halde buradan  
 
 

( )( )
( )

( )
1

1
  

,                   

        0          

n k

n k

s
k n

B r s I r

k n

α α

−

−+ − +

 − ≥− = −
 <

 

 
elde edilir. Buradan da 
  

                        ( )( )
( )

( )

( )0 0

1

1
: 0

, sup

k n
n

k n
nc c k

s
B r s I

r
α

α

−
−+

− +
∈ =

−
− =

−
∑

ℕ

 

 
 

                                                           
0

1
sup

kn

n k

s

r rα α∈ =

= <∞
− −

∑
ℕ

                      (6.1) 

 

olur. Bu ise  ( )( ) ( )
1

0 0, :B r s I c cα
−+

− ∈  dir.  

 

 Şimdi de ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∈  olsun. Bu durumda karşımıza spektrum 

kümesine ait iki tane durum çıkacaktır. 

 

1. Durum: ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∈  ve rα≠  olsun. Bu durumda ( ),B r s Iα
+
−  

üçgensel matris olduğu için ( )( )
1

,B r s Iα
−+

−  mevcuttur. (6.1) den 

                        

                                                           ( )( )
( )0 0

1

:

,
c c

B r s Iα
−+

− =∞                            

 

olduğu görülür. O halde ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∈  olduğu zaman, ( )( )
1

,B r s Iα
−+

−   

dönüşümü ( )0B c  da olmadığı görülür. 

 

2. Durum: ( )( )0 , ,B r s cα σ
+

∈  ve rα=  olsun. Bu durumda  
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( )( ) ( ), 0,B r s I B sα
+ +
− =  matrisi  

 

                                                    ( )

0 0

0 0
0,

0 0 0

s

s
B s

+

 
 
 
 =
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

                                       

 

şekildeki gibi bir gösterime sahip olur. ( )( ) 00,R B s c
+
≠  olduğundan ( )0,B s

+
  

ifadesinin tersi mevcut değildir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 6.1.2. ( )( ) { }0, , :p B r s c r sσ α α
+

= ∈ − <ℂ . 

 

Đspat: 0c  uzayında x θ≠  için ( ),B r s x xα
+
=  denklemini göz önüne alalım. Bu 

denklemden  

 

                                                              

0 1 0

1 2 1

2 3 2

,

,

,

               

rx sx x

rx sx x

rx sx x

α

α

α

+ =

+ =

+ =

⋮

                                         

                                                           1 ,k k krx sx xα++ =  

                                                                              ⋮  
 
denklem sistemi elde edilir. Buradan x dizisinin sıfırdan farklı ilk terimi 0x  için 

 

                                                        0

n

n

r
x x

s

α − =   
                                                

 

genel terimi elde edilir. O halde 0x c∈  olması için gerek ve yeter şart r sα− <  

olmasıdır. 

 

 0c  uzayı üzerindeki matris dönüşümünün, adjoint dönüşümü matrisin 

tranpozu olduğundan aşağıdaki teoremin ispatı kolayca görülür.  

 

Teorem 6.1.3. ( )( )*

0, ,p B r s cσ φ+
= . 
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Teorem 6.1.4. ( )( ) { }0, , :c B r s c r sσ α α
+

= ∈ − =ℂ . 

 

Đspat:  Đspat için ( ),B r s Iα
+
−  dönüşümünün tersinin mevcut ve  

                   

                                                   ( )( ) 0,R B r s I cα
+
− = ,                                            

 
olduğunu göstermek yeterlidir.  

 

 O halde ( )( )0, ,c B r s cα σ +
∈  olduğunda rα≠  olacağından ( ),B r s Iα

+
−  

üçgensel ve dolayısıyla da bu dönüşüm bir terse sahiptir. Teorem 6.1.3 gereğince 

( ),B r s Iα
+
−  dönüşümü bire-bir ve Teorem 2.2.6 dan da ( )( ) 0,R B r s I cα

+
− =  

olur. Bu durumlar birleştirilirse teorem ispatlanmış olur. 

 

Teorem 6.1.5. ( )( )0, ,r B r s cσ φ+
= . 

 
Đspat: Spektrum kümesi, ayrık nokta spektrumu, sürelilik spektrumu ve rezidü 

spektrumu kümlerinin birleşimi olduğundan ( )( )0, ,r B r s cσ φ+
=  olur. 

 
 
6.2. 0c  Dizi Uzayının Fine Spektrumu 

 

 Bu kısımda da 0c  dizi uzayı üzerinde ( ),B r s
+

 dönüşümü yardımıyla fine 

spektrum kavramlarını inceledik. 

 

Teorem 6.2.1. r sα − =  eşitsizliğini sağlayan rα ≠  skaleri için ( )( ),B r s Iα+
−  

( )( )2 0II , ,B r s cσ +
∈  olur. 

 

Đspat: Teorem 6.1.4 ten ( )( ) 1, IIB r s Iα+
− ∈  ya da 2II  olduğu açıktır. Şimdi bizden  

istenen bir diğer ifadeyi yani ( )( ), 2B r s Iα+
− ∈  olduğunu gösterelim.  
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Teorem 6.1.1 den ( )( )0, ,B r s cα σ +
∈  ve rα ≠  olması durumunda ( ),B r s Iα+

−  

dönüşümü bire-bir fakat  

 

( )( )
( )0 0

1

:

,
c c

B r s Iα
−+

− =∞  

 

olduğundan ( )( ), 2B r s Iα+
− ∈  elde edilir. 

 
 

Teorem 6.2.2. r sα − <  eşitsizliğini sağlayan rα =  skaleri için 

( )( ) ( )( )1 0, III , ,B r s I B r s cα σ+ +
− ∈  olur. 

 

Đspat: Teorem 6.1.1 den dolayı ( )( ) 1, IIIB r s Iα+
− ∈  ya da 2III  olduğu açıktır. Şimdi 

rα =  için ( )( ) ( ), 0,B r s I B sα+ +
− =  olur. Buradan bu dönüşümün normu göz önüne 

alınırsa  
 

( )0,
2

s
B s x

+
≥  

 

olur. Dolayısıyla da ( )( ) 1, IIIB r s Iα+
− ∈  olur. 
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