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OZET

HESAPLAMALI CEB IRSEL GEOMETRIDE
ALGORITMALAR

AYTEKIN, Faruk
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolima
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2011, 54 Sayfa

Bu tezde, hesaplamali cebirsel geometrideki bakirgel yapilar tzerindeki
algoritmalar incelenmgive bu algoritmalar kullanilarak bazi temel cebolgemleri
cozulmigtar. Ornggin bu algoritmalarin bir uygulamasi olan Macaulgy®grami
Uzerinde asal ideallerin asil aymi, Hilbert fonksiyonu, Hilbert serisi, Hilbert
polinomu ve serbest ¢ozunurlik ile ilgili uygulamayapiimgtir.

Tezin girg boluminde Macaulay2 programinin tarihi geti ve Onemi
verilmistir. Ikinci ve Gglncl bolimde halkalar ve modullerin tanidzellikleri ve

temel teoremleri verilerek Macaulay2 programinifideumi anlatiimgtir.

Son olarak asil idealler, asal ideallerin asiliggm, Hilbert fonksiyonu,
Hilbert serisi, Hilbert polinomu ve Serbest ¢cozdakrile ilgili temel tanim ve
teoremler verilerek Macaulay2 programinda uygulamgapiimstir.

Anahtar Kelimeler: Noetherian halka, katmanli halka, katmanli modgl]

ideal, asil aygim, Hilbert fonksiyonu, Hilbert Polinomu



ABSTRACT

ALGORITHMS ON COMPUTATIONAL
ALGEBRAIC GEOMETRY

AYTEKIN, Faruk
M. Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2011, 54 pages

In this thesis, the algorithms on some algebraiectires are studied in
computational algebraic geometry and some basebedgproblems are solved using
these algorithms. For example, a Macaulay2 progsarm application of these
algorithms. Some problems related to primary deawsiijon of the prime ideals,
Hilbert function, Hilbert series, Hilbert polynontsaand free resolution are solved
using the Macaulay2 program.

The historical development and significance of BMday2 program is given
in the introduction of the thesis. In the second #e third section, the definition of
ring and modules, features and fundamental theor@mmsgiven and the use of
Macaulay2 program is explained.

Finally, the basic definitions of primary ideatgimary ideal decomposition
of prime ideals and the Hilbert function, Hilbeeres, Hilbert polynomial and the
free resolution and some theorems are given ane& smplications are being on the

Macaulay2 program.

Key words: Noetherian ring, graded ring, graded module, prymdeal,
primary decomposition, Hilbert function, Hilbertlpoomial
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BOLUM 1

GIRIS

Macaulay2, Cebirsel Geometri ve Cebirdeki hesaplamigin hazirlanmy bir
Matematik programidir. Ozellikle Cebirsel Geomatriedefleyen Macaulay, ilk
olarak 1983-1993 vyillar1 arasinda David Bayer vecidel Stillman tarafindan
yazilmstir. Macaulay?2 ise Macaulay programinin devamiligiede olup Daniel R.
Grayson ve Michael E. Stillman tarafindan 1993 gelgtirilmi stir.[3]

Macaulay? ile kullanicilarin Macaulay?2 i¢in yengatitmalarin gekmesine
katkida bulunacaklari umulrgwr. Bu ylzden Macaulay2 programini yazan
matematikciler sisteme kolay gliabilmesi ve sistemin kolay anldébilmesi icin
matematiksel notasyonlari yalin ekilde kullanmglardir. Sistemi gegtiren birgok
Onemli algoritmalar David Eisenbud ve Bernd Stulmfarafindan yazilngtir.

Daha sonraki yillarda bu program matrisler, halkamoduller ve Groebner
tabanlari gibi bircok konudaki problemlerin ¢dzurmatkatkida bulunmgiur. Bu
programla ilgili Daniel R. Grayson ve Michael E.ill8tan’nin [5] 1993 yilinda
yazdgl bir kitabi ve David Eisenbud’'un [3] 2001 yilindgaptgl calsmalar
bulunmaktadir.

Tezin ikinci béliminde halkalar ve modullerin tam) 6zellikleri ve temel
tanim ve teoremlerine yer verilghir. Uciincti bolimde Macaulay2 programinin
kullanimi verilmgtir. Dordinct bolimde ise, asal ideallerin asiliggm, Hilbert
fonksiyonu, Hilbert serisi ve serbest ¢Oozunurlig ilgili temel tanim ve teoremler
verilerek Macaulay2 programinda uygulamalar yatimi



BOLUM 2
TEMEL B ILGILER

Bu bolimde tez ¢aimasinda ihtiya¢ duyulan halkalar ve moduller itglil
bazi temel tanim ve teoremler Uzerinde sgiatistir. Bu bolimdeki ¢cagmalar [6,
7,10, 11, 13] kaynaklarindan derlegtmi

2.1. Halkalar

Tanim 2.1.1. Rbos kiimeden farkli, Gizerinde toplama ve ¢arpma oladikndirilan

iki islem bulunan bir kiime olsun.
i) (R+) desismeli grup
i) R carpmaglemi altinda kapali
iii) Va, b, ce Ricin (ab) c= & bg (Birlesme ozellgi)
iv) Va,b,ce Ricin a(b+ c)= ab+ ac
(a+b) c= act be

ozelliklerini sglayan (R, +,.) cebirsel yapisina bir halka denir.

R halkasinin toplamsal birim elemafdir. R ¢arpma glemi altinda birim
elemana sahipgR ye birimli halka denir véR nin birimi 1, ile gdsterilir. R garpma

islemi altinda dgisme 6zellgine sahipsé& ye d&ismeli halka denir.

Ornek 2.1.1. Z, Q, R, C kumeleri (sirasiyla tamsayilar, rasyonel sayilee) sayilar,
karmaglk sayilar kimesi) toplama ve carpmgéemleri altinda birimli ve d@smeli
halkalardir.



Tanim 2.1.2. R bir halka ve0 = a< R olsun.ab= 0 olacak sekilde 0#be R varsa

a elemanind halkasinin sifir béleni denir.

Tanim 2.1.3.R birim elemanli ve d&smeli halka olsunR sifir bolensiz ise bu

halkaya tamlik bolgesi denir.

Tanim 2.1.4.R birim elemanl ve d&smeli halka olsun.v 0= ae RelemaniR de
birim(tersinir) iseR halkasina bir cisim denir. O haléebir cisim ise(R—{O},.) bir

desismeli gruptur.
Onerme 2.1.1Her cisim bir tamlik bolgesidir.

Ispat F bir cisim ve x ye F olsun. xy=0 ve x=0 isex tersinir olacgindan

x te F vardir. Oyle ki 0= x"(xy) :( xxl) y=yolur.

Bu F nin sifir boleni olmadiini gésterir.F cisim old@gundan dgismeli ve

birim elemanlidir. Bdylece her cisim bir tamlik gékidir.
Onerme 2.1.2 Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.

Ispat: R bir tamlik bdlgesi veac R, a= 0 olsun. Tamlik bélgesinde sifir bdlen
olmadgindan kisaltma 0zefli vardir. Kisaltma 06zelinden dolayr x — ax
dongima birebir fonksiyondurR sonlu oldgundan bu dongilm ayni zamanda
Ortendir. Bu durumdaab=1 olacak sekilde bir be R bulunacgindan a, Rde

tersinirdir. ac R, a# 0 keyfi bir eleman oldgundanR cisimdir.

Tanim 2.1.5.R bir halka veR nin bir S alt kiimesiR deki toplama ve carpma
islemlerine gore bir halka yapisi gturuyorsa S ye R halkasinin bir alt halkasi

denir.

Teorem 2.1.1.(R,+,.) bir halka veS R nin bas kiimeden farkli bir alt kimesi olsun.

Snin bir alt halka olmasi igin gerek ve yeteglb



i) Va,be Sicin a-be S
i) Va,be Sigin abe S

sartlarini sglamasidir.

Ispat: S R halkasinin alt halkasi is¢S,+)<( R+) oldusundan (i) saslanir.
Ayrica S carpmaglemine gére kapali oldundan(ii ) de sglanir.

Tersine, (i) den (S,+)<(R+) dir. (R+) degismeli grup oldgundan
(S,+) da deismeli gruptur. (ii)den S, ¢arpma glemine gore kapalidir. Ayrica

Sc R oldusundan Rde gecerli olan carpmasleminin birlsme ve d&ilma

Ozellikleri Sde gecerlidir. O hald§ R halkasinin bir alt halkasidir.

Tanim 2.1.6.R bir halka ve, R nin bir alt halkasi olsuir eR ve xe | i¢in rx e |
ise I'ya sol idealVr eR ve xe | igin xrel isel'ya sg ideal denir. Sa ve sol

ideal olanl’ya R'nin bir ideali denir vel <R ile gosterilir.

Teorem 2.1.2.R bir halka ve J =1 < R olsun.I’'nin R'nin bir ideali olmasi igin
gerek ve yeter kail

i) Va,bel igin a-be |

i) VreRveacl igin raclvearel

sartlarini sglamasidir.

Tanim 2.1.7.R bir halka ve X < R olsun.{A |Vie ligin X c A} kimesiX'i iceren

R'nin idealler ailesi olsun. O zamaﬂA idealineX kiimesi tarafindan Uretilen ideal

iel

denir ve( X) ile gosterilir. Xin elemanlarina(X) idealinin tiretegleri denir.

X={X %,....%} ise (X)=(X,%,...x)ile gosteriir ve Xe sonlu

dretilmigtir denir.



Tanim 2.1.8.Tek bir eleman tarafindan Uretilé)‘i) idealine temel ideal, her ideali

temel ideal olan halkaya temel ideal halkasi, tantldlgesi olan temel ideal
halkasina ise temel ideal bdlgesi denir.

Tanim 2.1.9. R desismeli bir halka I ve J, Rnin iki ideali olsun.

(1:3)={reR|r < I} kuimesine bélum ideali denir.

Tanim 2.1.10.R birimli ve desismeli halka , P # Rolacak sekilde P < R olsun.
Va,be R icin abe P iken ac P veya be P oluyorsaP’ye Rnin bir asal ideali

denir.

Tanim 2.1.11.R birimli ve desismeli halka olsun.R nin bitin asal ideallerinin
kiimesineR nin spectrumu denir ve Sp&j(ile gosterilir.

SpecR) ={ P|P ,Rde asal ideal}

Tanim 2.1.12.
R bir halka veM = R olacaksekilde M < Rolsun.M < N < R olacaksekilde her
N < R ideali icin M =N veya N = R oluyorsaM’ye Rnin bir maksimal ideali

denir.

Tanim 2.1.13. 1, R nin bir ideali olsun. {reR:Hne IN oyleki e | }

kiimesinel 'nin radikali denir veJ| yada ra(ﬂl )ile gOsterilir.

Tanim 2.1.14. S desismeli birimli bir halka olsun. S’nin butin maksimal
ideallerinin arakesiti olan ideales’'nin Jacobson radikali denir ve J&(ile

gosterilir.

Tanim 2.1.15.R ve S iki halka olsun. Aagidaki sartlari sglayan f :R— S

doéndtimine bir halka homomorfizmasi denir.



i) Va,be Ricin f(a+b)= f(a)+ f(b

i) Va,be Rigin f(ab)= f(a).f(b

Bir homomorfizmaya birebir ise monomorfizma, 6riee epimorfizma, hem

birebir hem 6rten ise izomorfizma denir.

Tanim 2.1.16. f :R— S bir halka homomorfizmasi oIsun{reRl f(r):O}

kimesinef 'nin ¢ekirdesi denir ve Cekf ile gosterilir.

Teorem 2.1.3. f :R— S bir halka homomorfizmasi olsunCekf, Rnin bir

idealidir.

Teorem 2.1.4.R bir halka ve | «R olmak lzere z:R—)B{ =

dontsumi Orten bir halka homomorfizmasidir gekz = Idir. Bu donguime dgal

homomorfizma denir.

Ispat 7:R— IRy

m(r+r)=(r+r,)+H = H 4

=z(r)+7(r,)

7Z'(I’1I’2)=r[2+| =€, H )X 4 )
=m(r) m(r,)

7 halka homomorfizmasidir.

Y+l e B{ icin z(r)=r +I olup r eR vardir. O halder &rtendir.

Viel igin z(i)=i+I =I iseieCekf dir. BuradanCekf=I olur.

Teorem 2.1.5. f : R— S bir halka homomorfizmasi olsufi. birebirdir ancak ve

ancakCekf={0} dir.



Ispat —: f birebir olsun.r eCekfalalim. f (r)=0g olur. r eCekf oldusundan

f(r)=f(0g)=0s olur.
f birebir old@undanr =04 olup Cekf={0.}dir.

< Cekf={0.}olsun. vr,r,eR igin f(r,)="f(r,) alaim.
f(r)—f(r,)=0s=>f (r,—r,)=0s=r,+ ,ecekf ={0 =r,—-r,=0;,=r,=r,

dir. Buradarf birebirdir.

Tanim 2.1.17. R desismeli bir halka olsun. 4agidaki denk kgullar s&landgindaR

halkasina Noetherian halka denir.

(i) ly,cl,c..cl,cl,,;c... Rnin ideallerinin artan zinciri iseVi € N igin

I, =1,,; olacaksekildek € N vardir.

(i) Bos olmayanR'nin ideallerinin her kiimesi artan zincir §duna gére maksimal

bir elemana sahiptir.

(i) Rnin her ideali sonlu dretilngtir.
Teorem 2.1.7.k[ X, %,,...% ] polinomlar halkasindasagidakiler birbirine denktir.

i) Egerl, K[X, %,...x ] polinomlar halkasinin bir ideali isé =(f,, f,,....f,) olacak

sekilde f,, f,,..f, € kK[X, %,...] vardir

i)l,cl,c..cl,cl ... dizisi k[, %,...x] nin ideallerinin artan bir zinciri

ise Oyle bim € N vardir kil , =1, =...dir.



Ispat:(i)= (i) l,cl,c..cl cl < .. dizisi K[%, %,...%] polinomlar

halkasinin ideallerinin artan bir zinciri olsun.l :Uli, k[xl,xz,..gg]’nin bir
i=1

idealidir.(i) kabulindenl =(f,f,,...f,) olacaksekilde f,f,,...f;e K[X, %,...x]
vardir.vf, el oldusundan f el olacak sekilde N, indisleri secilebilir.

n=maxN, alinrsaVie{l,2,...s} icin f el olur. Boylecel I, olur. Buradan

I<i<s

| =1, olur kibudal =1, =... demektir.

(i)=0@) I, K[%, %,...] nin bir ideali olsun vé sonlu tiretegli olmasif.= f, e
olsun.| sonlu tiretegli olmagindan ( f.)= | olur. O zamanf, ¢(f,) olan f, |
elemani  segilebilir. Boylece(f,f,)c1 olur. Bu sekide devam edilirse
(f,)c(f, f,)=(f, f, f)c..artan zinciri elde edilir. Bu is€ii ) kabulii ile cefir.

O haldel sonlu dretecli olmak zorundadir

On Teorem 2.1.1.R halkasinin Noetherian halka olmasi icin gerek gty kaul

her idealinin sonlu olarak Uretilmesidir.

Ispat

Ilk olarak R halkasinin her idealinin sonlu Uretjghi, fakat ideallerin
I, <, c... seklinde sonsuz artan bir zinciri olgunu varsayalim.
J=J .1 bir idealdir. Kabulimiizdery, {f,,...f,} tarafindan sonlu tretilrgtir
ve bazil, icin f el dir. Bu yizden ger m=max{l} ise I, cl =l ,=...

olur. Bu ise bir cefikidir.

Simdi | nin sonlu olarak Uretiimegini varsayalim. f, e(fl, f2,...,fifl> ile
| icin {f, f,,..} tarafindan uretilen dizilerini alarak ( f,) =(f,, f,) = ..., ideallerin

sonsuz artan bir zinciri elde edilir. Bu &ahalkasinin Noetherian halka olmasi ile

celigir.



On Teorem 2.1.2 R desismeli bir halka olsunl veJ, R[X] polinom halkasinin

| = J kosulunu sglayan idealleri olsunlai € N igin

Li(l):{a. eR: 3a,,a,,.,8a€ R iginZI: a Xe }verilsin.
i=0

Bu durumda;

i) Vi € Nigin L (I) kimesirR nin bir ideali ve L, (1) <L, (J) dir.

i) L()cL()c..cL,0)ck,,0)c....
i) vne Nigin L (I)=L,(J) isel =J dir.

Teorem 2.1.8(Hilbert baz teoren)i R, desismeli Noetherian halka olsun.

R X] polinom halkasi Noetheriandir.

Ispat:
l,cl,c..cl;cl,;,,;c.. RX] inideallerinin artan bir zinciri olsun.

On Teorem 2.1.2 deNi € N
LpcL()c..cLl;)cL ;e

ve Vj € N igin
L(,)cL(,)c..cL(,)ck ,(,)c ... dr.

R, Noetherian halka oldgundan L,(1,), {L;(I):i,j € N} kiimesinin maksimal
elemani olacalgekilde p,q € N vardir. Dolayisiylai>p ve j>q yapanVi € N
icin L(1,)=L(,)(=L,(,)) Ote yandan Oyle birg" vadir ki her j>q" ve her

i1=0,1,2,..p— ligin L,(1,)=L(l,)olur.

t=maks ¢ ¢ olsun. Bu durumda hei € N iginL, (I,)=L(l,) dir (j=t)
dolayisiyla On Teorem 2.1.2. den hget sayisi icinl, =1, olur. Yani REX] in

9



yukarida verilen ideallerinin artan zinciri sonlu olur. lalde R[ X] Noetherian

halkadir.

Tanim 2.1.18.R desismeli halka vel <Rolsun.Sayet | ideali 6z ve kendisinden
farkl iki idealin arakesiti olarak ifade edilemiyorda idealine indirgenemereal

denir.

Bu tanima gord <R idealinin indirgenemez olmasi igin gerek ve yetmat

| cR vel,,l, <R icin I =1, I, oluyorsal =1, yadal =1,olmasidir.

On Teorem 2.1.3. R, desismeli Noetherian halka olsun. Bu durum@&anin her 6z
ideali R nin sonlu sayida indirgenemez ideallerinin bir arakesléirak ifade
edilebilir.

Ispat: X, R nin sonlu sayida indirgenemeyen ideallerinin arakesitiaé ifade
edilemeyen tim 0z ideallerin kiimesi olsun. Bu durulda? oldusunu gostermek

yeterlidir.

¥ # & oldugunu kabul edelimR Noetherian olux kiimesi kapsama

basintisi altinda birl maksimal elemanina sahiptir. Dolayisijlac 1, indirgenemez
degildir. Aksi takdirde | =1, ~l, yazabilirdik ki | ¢ X olurdu. | ideali 6z ideal
olup I cl,,I cl, sglayan bazil, ve l,idealleriigin | =1, ~l, s&lar. I,ve |, 6z
idealler olup I nin secilisinden dolayl,¢ X, I, X olur. Bu durumdal,ve 1,

sonlu sayida indirgenemez idealin arakesiti olarak ifade lelilileAyni sekilde
| =1,~l, olup | da ayni 6zelie sahiptir. Yanil ¢ X . Bu bir gelgki olup X =&
dir.

On Teorem 2.1.4.R Noetherian halkasinda, indirgenemez idealler asil ietetl

Ispat:| — R indirgenemez ideal olsurf. ge Ricin fge | fakat f ¢ | oldugunu

kabul edelim.

10



A=R/ 1 bolim halkasina gecerek bazn € N icin g"=0 oldyunu

gOstermemiz gerekir.

ann(h={e= A ek 0} olmak tizereOc ann( g) c am( j)g ... A nn bir
idealler zinciridir. BOyleceA, Noetherian olup hene IN igin ann( g“): am( d*l)

dir. f#0 ve A daki sifir ideal indirgenemez olgundan, ger <g”>m<f>:0

oldugunu gostermemiz gerekir.

ae<f>m<g”> kabulimizden ae(f) , ag=0 anlamina gelir. Fakat
ae<g”>:> a=bgd' = bd"'=0= bd=0= &0

Buradan da<g”>m< f)=0 olur. Bu dal idealinin asil ideal oldgunu gosterir.

Tanim 2.1.19.R bir halka olsun¥d,e € Z igin R= d(JBZRd ve R,Rc R, olacak

sekilde R'nin toplamsal alt gruplari varsa ye Z- katmanli Z-graded halka denir.
Burada {R,}, , ailesine deRnin bir Z-katmani denir. AyricaR, altgrubuR nin d

ninci katman bilgeni olarak adlandirilir.

R:d@ZRd bir katmanli halka olsun. Bu durumdd,’ nin elemanlarinad

ninci dereceden homojendir denitae R ve a, € R,i¢in sonlu sayida bikenler

haric tim a,ler sifir ise a=> a, formunda tek sekilde yazilir. Buradaa,

dez

elemanlarina’nin homojen bilgenleri denir.

Teorem 2.1.6.R, Z-katmanli bir halka olsun. Bu durumdRnin 1 birimi sifirinci

dereceden homojen elemandir.

Ispat: 1, = .+ birimin homojen elemanlarinin toplagaklinde temsili olsun. Ote
R g
iez

yandanb elemanij-inci dereceden homojen bir eleman olarak verilBin.durumda

b=ba, olur.

11



bl, = ba,+ bg+...+ bg+... olup, i=0, i>0icin, by terimi j+i inci
derecedir amabl,, | inci dereceden olupbg terimi sifir olur. Yani

bl, = bg + 0+ O+ ..+ O= ba dur.

R'nin her birr elemani homojen elemanlarin bir toplami olup, herR igin

r=ra, vel, =14, = a, dr.

Tanim 2.1.20. R, bir Z-katmanli halka vd < R bir ideal olsun. Birr 1 igin r’nin
buatin homojen bilgenleri yinel’ ya ait oluyorsd idealine,R'nin bir homojen (veya

katmanl) ideali denir.l, R nin bir homojen ideali olsun. Bu durumda
(%)d = % de) esitli gi bize Z-katmanh B{ halkasini verir.
2.2. Modller

Tanim 2.2.1.R birim elemanli ve d&asmeli bir halka,M desismeli bir grup olsun.

Rx M — M donumu gagidakisartlari sgliyorsaM ye R-modil denir.

i) Herr e Rve m,nme M igcin r(m+ ') = rm+ rm
i) Herr r’'eR ve me M igin (r+r’)m=rm+r'm
i) Herr r'eR ve me M icin (rr')m=r(rm)

iv) Her me M igin 1;m=m

Ornek 2.2.1.Her d&ismeli halka, tamsayilar halkasi tizerinde birmodiil olarak
duUstndlebilir. G degismeli halka olsun.

u:ZxG—->G

(ng>u(ng=ng=g-g..+ 9 & G B |

modul yapisi vardir.
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Tanim 2.2.2. M R-modil ve G < M olsun.G, R -modul iseG'ye M’nin alt moduli

denir.

Tanim.2.2.3.M, R desismeli halkasi Gzerinde biR-modul olsun.G, M’nin bir alt

moduli velJ = 0 olacaksekildeJ — M olsun.
(G:J)=(Gik J)={re RV je Jigin ric G
ifadesiR'nin ideali olarak tanimlanir

EgerN, J tarafindan dretileM nin alt moduli ise@ :J) = (G : N) dir.

me Migin (G:{m}) nin yerine G : m) yazilr.

EgerG=0ise(0:J)={reR:Vje J icin rj = G kuimesineJ nin sifirlayani
denir ve Anry ( J)ya daAnn(J) ile gosterilir. Ayni zamanden € M icin m nin

sifirlayani (Om) ile gosterilir.

Tanim 2.2.4.Rdesismeli halka,M R-modil,G M nin alt modulil <R olsun.

O zaman (G:, 1), {meM:VrelicinrmeG} M nin alt moduli ve

Gc(Gyy 1) dir.
EserG=0=(0:, 1) ={m€eM: Vr €liginrm =0} dr

Tanim 2.2.5.Rdesismeli halka,M R-moduil veG, Mnin bir alt modilu olsun.
(G, Mtoplamsal dgismeli grubunun bir alt grubudur.)

M/G={m+ G: me M} boliim grubunu olgturabiliriz.

m+G=nm+ G& m e C

Her m,x €G icin(m+G)+(m+x)=(m+x)+G
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Boylece;

R<xM/G—> M/ G
(r,m+G)—> m+G

M /G desismeli grubu birR-moduldidr. BuM, R-moduleM’nin bdlim modduli denir
ve M /G ile gosterilir.

Tanim 2.2.6.M ve N, Rdesismeli halkasi tzerinde iki moduil olsufi: M — N

doéndstimd,

Herm,m'e Micin f(m+nf)= f(m+ f( M)

Her me M ve re Ricin f(rm)=rf(m)

sartlarini sgliyorsa bu dongiimeR -modul homomorfizmasi deniz: M — N
donsimi herm € Migin - z(m) = 0, tanimlanarak biR -modul

homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma deeiO ile gosterilir.

Tanim 2.2.7.f: M — N birebir ve 6rten bir modil homomorfizmasi ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir % =N ile gosterilir.

Tanim 2.2.8.M R degismeli halkasi Gzerinde bir modul v M nin alt modulu
olsun. f:M > M /G donkumi VYmeM icin f(m)=m+G ise bu dongiime

dogal homomorfizma denir.
Tanim 2.2.9. Rdesismeli halka,M R-modul olsun.

i) N R-modul vef : M — N R-modul homomorfizmasi isenin ¢ekirdei
Cekf={me M: f( m=0}ile gosterilir. Cekf, Mnin bir alt modulidur.
Cekf=0«< f monomorfizmadir.f nin géruntusu Irh ile gosterilir ve

f(M)={f(m): me M}kimesiN’'nin alt kiimesidir. Inf, N'nin alt modulidur.
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i) G M nin alt modulu olsun.f :M — M /G donumiu dgal epimorfizm

ise Cekf=G ve M /0=M dir.

Tanim 2.2.10.Rdegismeli halka,G, M ve N R-modiiller veg: G - M ve

f:M — N R-modiil homomorfizmalari olsurG —%sM —" 3 N

dizisinde Img = Cekf ise bu diziyeR -moddllerin tam dizisi denir

Onerme 2.2.1.
i) 0——>M ——N tamdir & f,1-1dir.
i) M——>N——0 tamdir f 6rtendir.

i) Nc M alt modiil ise0 N——>M—-5sM/N——>0 dizisi her zaman

tamdir.

Genel olarako K—>L—25M 0 dizisi icinf 1-1, g 6rten ve

Imf = Cekg ise bu diziye kisa tam dizi denir.

Tanim 2.2.11.Rdegismeli halka(M ). R- modllerinin bg olmayan bir ailesi

olsun.[ [M, kartezyen carpim kiimesi hég,).  .(9;),, €[ [ M, re Ricin

AeA AN

(gﬂ)ze/\ +(g; )zeA - ( 9+ gﬂ)ze/\
r (gl)ze/\ - (rgl)ze/\

ile bir R - moduldir. BuR - modUIe(Mﬂ)m ailesinin direkt ¢carpimi denir.

[IM, nin alt kiimesi (heri e Aigin g, € M, ile) (g,),.

AeA

. ailesini icerir ve

g,elemanlarinin sonlu sayidaki séleri sifirdan farkli olma 6zediyle H M,
AeA

nin bir R -alt moduiludtir ve® M, ile gosterilir. Buna(M,),_ ailesinin direkt
toplami denir.

A'=0ise ® M, ve [[M, her ikisi de sifiR -moduldur.
A'eN’

A'eN'
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A sonluise® M, =g M, elde edilir.
Tanim 2.2.12.M, Rdesismeli halkasi tizerinde bir modiil olsufG,), , M’ nin

alt modiillerinin bg olmayan bir ailesi olsun.ger M = > G, ise her bim e M
A€

elemant m:Zgﬂi formunda ifade edilebilir ki burada{i,4,,...4,}, her
i=1

i=1,2,..nicin g, € G, ve A ninsonlu bir alt kimesidir.

M, (G,),, alt modullerinin ailesinin direkt toplamidir ve hbir m e M

elemani icing, nin sonlu sayida elemani sifirdan farkli ve ket A icin g, € G, ,
m= Z g, formunda tek turli yazilabilir ve biv = iLC_DAGﬂ" ile gosterilir.

AN

Tanim 2.2.13.Rdegismeli halka veL, M, N R-moddil,

0 L—"sM 93N 0 R modil homomorfizmalarinin kisa tam dizisi

olsun. Imf = Cekg, Mnin bir direkt toplami oluyorsa bu diziye split derYani;

Dizi splittir < M =Cekg® C olacaksekildeM nin bir G alt modulu vardir.

Onerme 2.2.2 Rdesismeli halka ve0 L—>M—25N 0 kisa tam
dizi olsun. Bu dizi splittr& h: N— M ve e: M — L R modul homomorfizmalari
vardir. Yani;

eof=Id, goh=Id,, eoh=0, foe+hog=1d,, dir.

Ispat: Dizi split olsun. O zaman bal ' =M icin M = Cekg® M dir. Verilen
herhangi bin e N icin 3me M g(m)=nileh: N — M tanimlandgindanM ;

Cekgve M ' niin direkt toplamidiryme Migin me Cekc, me M m=m+ m

m=m+ m

tek turli olarak yazilir. Dahasvl hCekg= {0},
r=r,+r, r,eCekg,r,eM’
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g(m) = g(r) = n tek turlidiir. O zaman g(m-r)=0= m- re cekf=( m j=
€Cekg

(m-r)+(m—r)= m—r,e CekgnM={0} = m= J dir. h(n=m tanimi h

eCekg

donlgUmanad iyi tanimli yapar.

Verilen herhangi birme M i¢in k: M — L tanimlansin.m=m+ m tek
cCekg=lm f

tirld isel e L icin m = f(I) dir.

Tanim 2.2.14.Rdegismeli bir halka veM, {e, : 1 € A} tarafindan retilen bR -

modiil olsun. Heri € A icin r, € R ve e, € M olmak Uzerevm e M, m=>"r,m,
AN

olacaksekilde tek turlu yazilabiliyorsge,),_, , M icin bir tabandir veM, bir tabana

sahip oldgundan serbe$& -moduldur.

R nin kendisil; elemani tarafindan bir tabana sahip githdan bir serbest

R-moduldir. 0 R-modult bg bir taban ile serbe&®-moduldur.

Onerme 2.2.3F, R degimeli halkas! izerindde, }_ tabani ile bir serbe®t -modiil

olsun.M, R -modil ve {m,} M nin elemanlarinin bir ailesi olsun. O zaman

AeA’

VaeA igin f(e)=mtanmiile f :F - M bir R-modul homomorfizmasi vardir.

Ispat: M, {m,}  tabanina sahip serbeRt-modil olsun.A = Jise agiktir. A = &

ise YieA Rm=F, V(rﬂ)ﬂeAef—eDARﬂigin f((rz)leA):kZA:rlmﬂtanlml ve

f:® R, — M doniiimaylef bir R-modil homomorfizmasidiM , {m,: e A}

kiimesi tarafindan dretilginde f ortendir. {m,} _, M nin tabani oldgundanf

1-1 dir.

Tanim 2.2.15. X, R-modul olmak tzere herhangi lir A - B R -modul

epimorfizmasi ve herhangi dirX — B R-modul homomorfizmasi igin
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h:X — A R-—modul homomorfizmasi varsa moduliineorojektiftir denir.

Teorem 2.2.1Birimli R halkasi tizerindeki her serb&smodulu projektiftir.

Teorem 2.2.2.R bir halka veP , Rmodul olsun. Buna goresasidakiler birbirine

denktir.
i) P projektiftir.

i) o A—>B—95P 0 kisa tam dizisi splittir

iii) F serbest modul v R-modul olmak Uzeré = K @ P dir.

Ispat: (i) = (i) Asagidaki diyagrami dgiinelim.
P
1

B—5>P— 0

P projektif oldusundan gh=1, olacaksekilde h: P— B R-modul homomorfizmasi

vardir. Bu nedenle A—5B—95P 0 kisa tam dizisi splittir.

(il) = (il ) F sebeskR-modil veg: F — P epimorfizm alindginda

Eger K=Cekg ise 0 K F—>P 0 tamdir. Hipotezden dolayi

F=K®P di.

(ii)= () F= K®P olacak sekilde bir F serbest modiulil:F = K®P - P

donkgimi ve L:P->F = K®P donkumia alahm. Aagidaki diyagrami
distindizumuizde
F

¢4l
l

A——>B——0
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F projektif oldygundan gh = fr olacak sekilde h:F—> A R- modul
homomorfizmasi vardirh=hl:P— A olun. gh=ghl=(fz)l= f(zl)= fl, = f
dir. BuradarP projektiftir.

Tanim 2.2.16.R = d(JBZRd bir katmanli halka vé bir R-modul olsund,e € Z igin
M, ler toplamsal alt grup v&};M_,c M, , olacaksekilde M :deaZMd sgzliyorsa

M'ye Z-katmanl Z-graded) modil ya da katmanhh modil denir. Bu dutam

{M,},_, ailesineM’nin Z-katmani veM ye deM nind ninci katman bilgeni denir.

R:d@ZRd bir katmanh halka veM :deaZMd katmanli R-moddl olsun.

N = d(JBZ(N ~M,) iseN ye katmanli alt modil denir.

N, M'nin bir katmanh alt modult iseM /N bir katmanl R-modildir ve
(M/N), =M,/ (N~ M,) katmani sglanir.
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BOLUM 3

MACAULAY2 PROGRAMI
Bu bdlimde Macaulay2 programinin kurulumu ve kuli@n anlatiimgtir. Bu

bolimdeki caymalar [4] kayngindan derlenmgtir.

3.1. Macaulay2 Programinin Kurulumu ve Yardimci Elemanlari

Bu sistemin kurulumunda kullanilan birgok komutadsar Asagidaki komutlar
programi bglatir.

M2 programi bglatir.

Program bgladiginda init.m2 yuklenir.

M2 filel,file2,... Dosyalari acar ve okur.

Komut satirinda kullanilan bazi segenekler;

-- veriyi yukledikten sonra 6nceki verileri Gneemez
-ex _ xifadesinin dgrini bulur

-h _ kullanilan mesaji goruntuler
-mpwprompt-MPW _ girdi imlecini diizenler

-n _ higbir veri imleci yazmaz

-q _ “init m2” init dosyasinin yuklenmesini dunair
-s _ Hata meydana gelirse gorianttyt durdurur

-X _ Tekrarlanan ornekler i¢in 6zel yontemdir.
M2 dosyasi aslinda Macaulay2 programininggadisi igin derlenen kiguk bir

programdir. Macaulay2 programi M2 dosyasindardagnda 6nce sistem yuklenir

sonra ¢calmaya balanilabilir.
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3.2. Macaulay2 Programinin Kullaniimasi

Ik girdi “i1:" seklindedir. ifadenin dgerini bulmak icin hichir noktalama
isaretine gereksinim duyulmaz.

Ornezin;
il: 2+2
ol=4

Cevap ol=...seklinde ¢iktinin satarafinda goruntulenir.

i2: 3/5+7/11
02 = 68/55

02: QQ
Burada 02: simgesi ile ek bir satir daha gladgorialmektedir. Bu ek simge

ciktinin tard hakkinda bilgi verir. Bu durumda Q@&nsboll bitiin rasyonel sayilarin
sinifini ve dnceki satirin cevabinin rasyonel sdgugunu gosterir.

Carpmaglemi * ile gosterilir

i3: 1*2*3*4
03=24

Kuvvet alma " ile gosterilir.

i4: 27200
04 = 16069380442589902755419620923411626025222089992835301376

Faktoriyel !ile elde edilir

i5: 40!
05 = 8159152832478977343456112695961158942720000000

Bazi cevaplar ¢ok uzun olabilir. Bu durumda cilkins yatay olarak istenilen
kadar kullantlr.
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i6: 100!

06=
933262154439441526816992388562667004907159682628868592963895217
592991560894146397615651828625369792082722375825108168640000000
000000000000

Coklu ifadeler noktal virgulle ayrilabilir.

i7:1;2:3*4
09=12

Satirin sonundaki noktal virgul yazilanggei durdurur.

i10: 4*5;

Onceki satirdaki ciktlyr noktal virgil engellese @o simgesiyle tekrar

kullanabiliriz

i11: oo
011 =20

Daha onceki satirlardaki ¢iktlyr ooo ve 0000 selfeboile tekrar elde
edebiliriz Alternatif olarak gagidaki 6rnekte oldgu gibi daha 6nce bulgumuz

ifadelerin simgelerini tekrar kullanabiliriz.

i12: 05+1
012 =815915283247897734345611269596115894272000Q00

Bir ifade girmek icin tirnaksareti kullanihr
i13 : "hi three"

013 = hi three
013: String
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Bir deger = ile bir dgiskenle tanimlanabilir

i14: s = "hi three"
014 = hi three
014: String

Ifadeler | ile yatay olarak, || ile gy olarak siralanabilir.

i15: s|"-"|s
015 = hi three-hi three
015: String
i16: s||"-"||s
016 = hi three
hi three
016: Net

Ifadeler {..} parantezi ile liste olgturur.

i17 : {1, 2, s}
017 = {1, 2, hi three}
017: List

Listeler vektor olarak kullanilabilir

i18: 10*{1, 2, 3}+{1, 1, 1}
018 = {11, 21, 31}
018: List

Bir fonksiyon -> ok operat6ri kullanarak gturulabilir

i19:f=i->i"3
019=f
019: Function
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Fonksiyonun bir noktadaki g@erini bulmak igin fonksiyonun gana istenilen

nokta yazilir

i20: f5

020 =125
i21:g=(xy) -> x*y
021 =g

021: Function

i22: g(6,9)

022 =54

Listedeki her bir elemanin fonksiyon @ini bulmak icin apply ifadesi

kullantlir.

i23: apply({1, 2, 3, 4},i->i"2)
023={1, 4,9, 16}

023: List

i24: apply({1, 2, 3, 4}, )

024 ={1, 8, 27, 64}

024: List

applyifadesi ardyik sayilari dizisini kullanmak icin de kullanilr.

i25 : apply(1..4, )
025 =(1, 8, 27, 64)
025: Sequence

Eger ilk sayin tamsayisi is@pply ifadesi fonksiyonu {1, 2, 3, ..n-1} icin

uygular.

i26: apply(5, 1)
026 ={0, 1, 8, 27, 64}
026: List
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scan ifadesi apply ifadesine tekrar donmesjidda benzerdir. Programdaki

doéngi uygulamalarinda kullantlir.

i27: scan(5, i -> print (i, i"3))
(0, 0)

(1, 1)

(2, 8)

(3, 27)

(4, 64)

i28: j=1; scan(10, i ->j=2%) ;]
030 = 1024

i31: R=ZZ/5 [x, Y, Z];

Halkalardaki dgiskenler icin Z gibi tek harfler kullanilir. BuradazbZZ vyi
tamsay! halkalari icin kullanmaliyiz. Z yerine Z4 tercih edersek Zz = ZZ

yazmaliyiz.

i32 : (x+y)"5

5 5
032=x +y
032: R

Halkalar ve dier turleri global dgiskenlerle tanimlanngtir.
i33: R
033=R
033: PolynomialRing

R Halkasinin orijinal tanimini gérmek icaescribe Rcullanilir.
i34: describe R

034 =ZZI5 [x, Y, Z]
034: String
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Serbest modulsagidaki gibi olusturulabilir.

i35: F=R"3
3
035=R

035: R - module, free

F nini-ninci taban elemark_i olarak elde edilebilir. Bu 6rnekigcin gecerli
degerler O, 1, 2 dir.

i36: F_1

036 = <1>
3

036 : R

Gosterilen  vektori  tabanlarinas eindisleri  kullanarak homomorfizm

olusturulabilir.

i37: F_{1,2}
037={0}|00|
{0}[10]
{0}[01]
3 2
037: Matrix R <---R
i38: F_{2,1,2}
038={0}|000 |
{0}[010]
{0}[101]
3 3

038: Matrix R <--- R

Her bir elemani halkalarin elemanlari olan magrial satir listesini

kullanarak matrisler ile serbest moduller arasibiddaomomorfizm olgturulabilir.
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i39: f = matrix{{x,y,z}}
039={0}|xyz|

1 3
039: Matrix R <---R

f fonksiyonunun goruntisini bulmak i¢gmageifadesi kullanilir.
i40: image f
040 =image {0} [ x y z|

1

040: R - module, submodule of R

Es ideal olyturmak iginideal ifadesi kullantlir.
i41: ideal (x, Y, 2)
041 =ideal (x, y, 2)

041: Ideal of R

f nin ¢ekirdgini hesaplamak icikernel f ifadesi kullantlir.

i42: kernel f

042 =image {1} |0 -y-z|
{1}]-z x 0 |
{1}y 0 x|

3
042 : R - module, submodule of R

Cevap matrisi gorintilenen homomorfizma ile ifedi@en bir modul olarak
ortaya ¢ikar. Bu durumda matrisin kendisi isteriebdu generators odkullanilarak
bulunur.
i43: generators 00
043={1}|0 -y -z|

{1}1-z x 0|

{1}y 0 x|
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3 3
043: Matrix R <--- R

Poincare polinomunu hesaplamak ipmincareifadesi kullanihr

i44: poincare kernel f

3 2
044 = - $T + 3$T
044: 7Z[2ZM]

Rank hesaplamak i¢nank ifadesi kullantlir.

i45: rank kernel f
045=2

f'nin ¢ekirdezini gostermek igirpresentation kernel ffadesi kullanilr.

i46: presentation kernel f

046 = {2} | x |
{2}z |
{2} -yl
3 1
046: Matrix R <---R

Hicbir hesaplama yapmadaokernelf ifadesi kullanilara’nin es ¢ekirdesi

uretilebilir.

i47: cokernel f
047 = cokernel {0} | xy z |
1

047: R - module, quotient of R

Iki modl arasinda direk toplam elde etmek icin emboli kullanihr
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i48: N = kernel f ++ cokernel f

048 = subquotient ({1}|0 -y-z0|,{1}|]00QP
{1}1-zx 0 O{L}|000]|
{1}y 0 x O{L}[000]|
{0}/0 0 0 X0} [xyz|
4
048: R - module, subquotient of R

Cevap fonksiyonun terimlerinden oacaktir ki bu terimler alt bolim
modaullerini olwturur. Her bir alt bolim modulli matrisin Uretecléei temsil edilir.

Uretecler icingeneratorifadesi kullanilir.

i49: generators N

049={1} |0-y-z O|
{1} |-z x 0 O
{1} ly 0 x O}
{0} |00 0 1]

4 4
049: Matrix R <--- R
i50: relations N
050={1}|0 0 O|
{1310 0 O
{1310 0 O
{0} xy z]

4 3
050: Matrix R <--- R

Alt b6lim modultnd bolim moduline gevirmek igruneifadesi kullantlir

i51: prune N
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051 = cokernel {2} |00 0 -y |
{2}10002z |
{2}]000x |
{0}lzyxO0 |

4
051 : R - module, quotient of R

f’nin es ¢ekirdeginin projektif cozumunu hesaplamak igiesolution cokernel

ifadesi kullanilir.

i52 : C = resolution cokernel f
1 3 3 1
052=R<-R<-R<-R
0 1 2 3
052: ChainComplex

Diferansiyel hesabi i¢i@.ddkullanilir.

i53: C.dd
1
053 =-1: 0 <---- R: 0
0
1 3
OR< _________________ Rl
{0 Ixy z|
3 3
1:R< R:2
{1}1-y-z 0|
{1}|x 0 -z|
{1}10 x y|
3 1
A = R:3
{2} z |
{2} -y |
{2} | x |
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053: ChainComplexMap

Diferansiyel fonksiyonunun karakrilmesiyle C’ nin kompleks

kanitlanabilir.

i54: C.dd"2 ==
054 = true

C’ nin bilesenlerinin derecesini bulmak i¢lretti Cifadesi kullanilir.

i55: betti C

055 = total: 1331
0:1331

055: Net

i56 : R =ZZ/101[a .. r];

R halkasinin dg&skenleri kullanilarak genericmatrix aiturulabilir.

i57: g = genericMatrix(R,a,3,6)
057= {0}|adgjmp]|
{0}|behknqg]
{O}|cf i lor]
3 6
057: Matrix R <---R

Simdi g'nin es ¢ekirdegi olusturulursa,
i58: M = cokernel g
058 = cokernel {0} |a d g j m p|

{0}|b e hkn q
{O}]cf il o r|

31

oldgu



058: R - module, quotient of R

Projektif ¢c6zim daha 6nce gturulmustu. Bu hesap i¢in ne kadar zaman
gerektgine timeifadesi kullanilarak bakilabilir.

i59: time C = resolution M
-- used 0.02 seconds

3 6 15 18 6
059=R<-R<-R<-R<-R
0 1 2 3 4

059 : ChainComplex

i60: betti C
060 =total: 3 6 15 18 6
0:3 6
1.
2:. .15 18 6
060: Net

18 indeksli bir polinomlar halkasi glwrulursa;

i61:S=2Z/101]t 1 ..t 9, u 1. u 9]
i62: m = genericMatrix(S, t 1, 3, 3)
062={0}|t 1t 4t 7|
{0}t 2t 51t 8|
{0}|t.3t6t9]

3 3
062: Matrix S <--- S

i63: n = genericMatrix(S, u_1, 3, 3)
063={0}|u_1u 4u 7|
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{0} lu_2u_5u_8|
{0}|u 3u 6u 9]
3 3
063: Matrix S <--- S

Matrislerde carpmalemi * sembold kullanilarak yapilir.

i64: m*n
064 = {0} |t_1u_1+t 4u_2+t 7u_3t_lu_ 4+t 4u 5+t Gu lu_7+t_4u_8+t_7u_ 9|
{0} |t 2u_1+t 5u_2+t 8u_3t 2u_4+t 5ut3Bu 6t 2u_7+t 5u_8+t 8u 9|
{0} |t 3u_1+t 6u_2+t 9u_3t 3u_4+t 6utPu 6t 3u_7+t_6u_8+t 9u 9 |
3 3
013 : Matrix S <--- S
i65 : j = flatten(m*n - n*m)
065 ={0} |t_4u_2+t 7u_3-t 2u_4-t 3u_7t 2u_1-t 2#t 5u_2 ...
1 9
065: Matrix S <--- S
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BOLUM 4
MACAULAY2 PROGRAMININ UYGULAMALARI

Bu boélimde Macaulay2 programinin kullanim alankarigsitli drnekler
verilmistir. Tlk olarak asil idealler ve ideallerin asil giymi ile ilgili daha sonra
Hilbert fonksiyonu, Hilbert serisi, Hilbert polinamve serbest ¢cozunurlik ile ilgili
uygulamalar yapilngtir. Bu bolumdeki cadmalar [4, 11-15] kaynaklarindan

derlenmitir.
4.1. Asilidealler veideallerin Asil Ayrisimi

Tanim 4.1.1. Q, R’ nin bir ideali olsun. Aagidakisartlari sglayan sglayanQ yaR

nin bir asil ideali denir.
i) QcR
i) a,be R ,abe Q ise yaac Q ya da birm €N i¢cinb" € Q

On Teorem 4.1.1.
Q. R desismeli halkasinin bir asil ideali olsun. Bu durumd@=./Q radikali R
'nin bir asal ideali olupQ ya P-asildenir. P, Q’yu barindiran en kicik asal ideal

olup Q' nun tek minimal asal idealidir.

ispat: Q, asil ideal olup & Q oldusundan 1¢ /Q =P dir. Bu yiizdenP bir 6z

idealdir.abe \/Q fakat ag \/Q olacaksekildea,be Roldusunu kabul edelim.

Bu durumda;

(ab)" = d'0' e Q olacaksekilde 3 n EN vardir. Fakat a JQ olup 3 n eN

icin a" ¢ Q dur.Q asll ideal oldgundan3 n €N icin b” € Q yani be./Q. O halde
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P=/Q bir asal idealdir.

Diger yandanT , R’nin butun asal ideallerinin kiimesinin bir elemam

QcTiseT =T ;\/6: P dir. Buradan d&P, Q'nun tek minimal asal idealdir.

Tanim 4.1.2.R desismeli bir halka vel ideali R'nin bir 6z ideali olsunl idealinin
Rnin sonlu sayidaki asil ideallerinin arakesiti ralla ifadesinel’nin asil ayrgimi

denir. Buna gore;
Vie{l,2,....n} icin Q ideali P —asl(,/Q = P) olmak tizere;

1) B ler Rnin n tane farkh asal ideal

i)j=1,2,....nicin (Q = Q,
&
sartlari sglaniyorsal =Q, nQ, n...n Q, asil ayrsiminal’nin minimal asil aygimi

denir. Asil ayrgima sahip olan bir ideale ayabilir bir ideal denir.

Tanim 4.1.3.R desismeli bir halka , | <R ayrsabilir bir ideal vei =1,...,n ve
\/a: P icin 1 =Q,nQ,n..nQ, | idealinin minimal asil aysimi olsun. Bu
durumda idealinin minimal asil aygsiminin sec¢iminden Eamsiz olannelemanli

{P,B,...R} kimesine I idealinin iliskilendiriimis asal idealleri Associated

primeg denir veassl veyaass, | ile gosterilir.

On Teorem 4.1.2 R dezismeli bir halka,P < R asal ideal ven>1 igin Q,...,.Q, R

nin P asl idealleri olsun. Bu durumdf)’, Q ideali de P - asl idealdir.

Ispat:

JQr..nQ =JQn.nJQ=Pc R Bu (] ,Q arakesitinin bir 6z

ideal oldgunu verir.abe (],Q fakatbg(),Q olacaksekilde a,be Roldugunu
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kabul edelim. Bu durumda<lj <n ve b¢ Q, yapan birj tamsayisi vardiabe Q
ve Q, P-asl oldusundanae P=,/Qn..n Q olur.
Boylece,;

N, Q ideali deP - as! idealdir.

On Teorem 4.1.3.Q, Rdesismeli halkasinirP-asilideali ve f € R olsun.
i) feQ=>(Q: f)=R

i) feQ=(Q: f) P-asildir.

i) feP=(Q: f)=Q

Ispat:i) ispati aciktir.

i) Eger fge Q ise f ¢Q veQ, P-asiloldgundan g"<Q vege P dir.
Qc(Q: f)c P, bu ifadenin radikalini algimizda P=/Qc(Q: f)cVP= P

Boylece/(Q: f) =P olur. BudaQ: f ninP-asil oldgunu gosterir.

iii) Bu asll idealin tanimindan gaudan gelir. Ber fge Q ise f"¢ Q bu yuzden

geQveQ:fcQ

Sonu¢ 4.1.1R, birimli ve desismeli bir halka,] < R bir 6z ideal olsun.i=1,...n

icin \/a: P olacaksekilde | =Q, n...nQ,, | idealinin asil aysimi olsun.

jzk icin P,=R (1<j,k<n) oluyorsa On Teorem 4.1.2 kullanilarag

ve Q. bir araya getirilerekl idealini n—1 idealin arakekesiti olarak yeniden ifade

edebiliriz ki bu | idealinin bgka bir asil aygimi olur. Bu sekilde | idealinin
minimal asil aygimi elde edilinceye kadar devam edilebilir. BoyleRain her
ayrigabilir idealinin bir minimal asil aygiminin old@gunu sdyleyebiliriz.Sayet |

idealinin t terimli minimal olmayan bir asil agirmi varsa, bu aygimdan,t den

daha az sayida terimden gdim bir minimal asil aygim elde edilebilir.
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Teorem 4.1.1.R desismeli bir halka,| <R ayrsabilir bir ideal ve i=1,...,n icgin
| =Q,n...nQ, (\/a:ﬁ’) I nin asil aygimi olsunP e SpecR) alalim. Bu

durumda gagidakiler birbirine denktir.

1) 1<i<n olmak Gzere baziler icin P =P dir.

i) (I:a) P-asl olacaksekilde ac R vardir.

ii) \/(1:a) = P olacaksekilde ae R vardir
Ispat:
(i)=(ii):1<i <n olmak tizere baiiler igin P =P olsun.

I :ﬂin:lQi asil ayrsimi minimal olup a < ﬂQJ / Q olacaksekilde a elemani
j=1
i#]

vardir.

(Q:g) P-asl dir. P=P oldugundan(l :a;) P - aglidealdir.

(ii)=(ii ): (1:a) P-asl olacaksekilde ac Rolsun. Asil ideallerin radikali asal

ideal oldgundan(l :a) P-agl ise,/(I :a) = P olacaksekilde ae R vardir

(iii)=(): 4/(1 :a) = P olacaksekilde ac R olsun.

(1 :a):(ﬂin:lQ, :a):ﬂiil(Q: 3.

acQ ise(Q:a)=Rve agQ ise(Q:a), P—asldr.

Buradan,
P=y(1:a) =NJQ:a=1P
I:;le |:1Q
elde edilir.

P, R’nin bir 6z ideali oldgundani<i<n aralginda en az bir tamsayisi
icin P=PR dir.
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Ornek 4.1.1.1 =(x?,xy) R=Kx } de bir ideal olsun.
(x) ve <x2,y> I’'nin asil idealleridir.I'nin asil ayrgimi I’'nin sonlu

sayidaki asil ideallerinin arakesiti ofgluicin | :<x2,y>m<x> dir.

| , tek minimal ilgkilendirilmis asal ideale(x}, ve tek gomulebilir

ili skilendirilmis asal ideale(x, y> sahiptir.

() (%, xy ¥)= 1=( X, yn( ¥ seklinde yazilabilecsi igin (x*,xy, ¥’)

ifadesi de asil idealdir.
Bu calsma Macaulay2 programindaagidaki gibi gosterilir.

i1: R=QQI[x,y]

0l=R

0l : PolynomialRing

i2 : intersect(ideal(x),ideal(x"2,x*y,y"2))

2

02 =ideal (x*y, x)

02 :Ideal of R

i3 : intersect(ideal(x),ideal(x"2,y))
2

03 = ideal (x*y, X)

03: Ideal of R

i4:02 ==03

04 =true

i5 = radical 02
05 = ideal x
05 : ldeal of R

Ornek 4.1.2. | :<x2—x, xy> R= K x y} de bir ideal olsunl idealinin Macaulay2

programi kullanilarak asil agrmi bulunursa;
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i1: R=QQI[x,y]

0l=R

0l : PolynomialRing

i2 : primaryDecomposition ideal (x*2-x, x*y)

06 = {ideal (y,x-1) , ideal x}

06 : List

i7 : (radical ideal (x"2 — x , x*y)) = = ideal{&-x , x*y)
o7 =true

Omek 4.1.3. 1=(xy,x2 R=Kx y 2 de bir ideal olsun.I idealinin asil

ayrgiminin | = (x) n(y, 2 oldugu Macaulay2 programininda gosterilirse;

i1: R=QQI[x,y,z]

0l=R

0l : PolynomialRing

i2 : ideal(x*y,x*z)

02 = ideal (x*y, x*z)

02 : Ideal of R

i3 : primaryDecomposition ideal (x*y, x*z)
04 ={ideal (y,z) , ideal x }

04 : List

i5: intersect (ideal(x),ideal(y,z))

05 =ideal (x*z, x*y)

05 : ldeal of R

i6 : (radical ideal (x*y , x*z))==ideal (X*y , X*z)
06 = true

Ornek 4.1.4. J :<x3y> R=K x Yy de bir ideal olsunJ idealinin asil aysiminin

J =(x*) ~(y) olduzu Macaulay2 programininda gosterilirse;

i1: R=QQI[x,y]
0l1=R
0l: PolynomialRing
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i2: ideal(x "3* y)

3
02 =ideal (x y)
02 : Ildeal of R
i3 : primaryDecomposition ideal (x"3*y)
3
04 ={ideal (x), ideal y}
04 : List
i5: intersect (ideal(x"3),ideal(y))
3
o5 =ideal (x y)
05 : lIdeal of R
i6 : (radical ideal (x"3*y))= =ideal (x"3*y)
06 = false

Bu t‘)rnekte(XS)asn idealdir fakat asal ideal giélir.

Omek 4.1.5. J=(xy) R=Kx Yy de bir ideal olsunJ idealinin asil aysiminin

J=(X)n(y) oldusu Macaulay2 programi kullanilarakagidaki gibi elde edilir.

i1 R=QQ[X,Y]

0l=R

0l : PolynomialRing

i2 : intersect (ideal(x),ideal(y))
02 = ideal(x*y)

02 : Ideal of R

i3 : radical 02

03 = ideal(x*y)

03 : ldeal of R

Bu ornekte(x) ve (y) minimal asal ideallerdir.
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4.2. Hilbert Fonksiyonu ve Hilbert Serisi
Nn-+i
Tanim 4.2.1.dimk(k[x0,...,xn]i):[ i ] dir.

Tanim 4.2.2. M, sonlu Uretilm§ katmanli modul olmak Uzere Hilbert fonksiyonu
asagidaki bicimde tanimlanir.

HF (M, i) = dim, M, 4.2.1)

Tanim 4.2.3.M, sonlu uretilmg katmanl modul olmak tzere Hilbert se@sagidaki

bicimde tanimlanir.

HS(M,t) = > HF (M, i)t (4.2.2)

iez

M, K[X.,...,x,] tizerinde sonlu tretilen katmanli modul B&) € Z[t,t~!] iken

HS( M, 1) __PO_ seklindedir.
(1-t)

Omek 4.2.1.R=Kx y % ve :<x3+y3+ z3> olsun. Burada.derecederR/ | nin

boyutu;i. derecedeiR’nin boyutundan. derecedem’nin boyutunun ¢ikarilmasi ile
elde edilir. I ideali 3. dereceden dretilgnitemel idealdir. Bu ylzden'nin
i.dereceden boyuti'nin (i-3). dereceden bouyutungitér.

dim(R/ 1), :[i ﬂ—(i _21]: 3

i 0 1 2 3 4
HE(R/1i)) 1 3 6 9 12

ve buradan,

seklindedir.
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Simdi Hilbert serisi olgturulursa;

HS(R/ |, §=1.0+ 3t + 68+ 9+ ..

=1+3(1+ 2+ 3%+ ..

3t

=1+
-ty

_ 1+t+t2
(1-t)°

Bu 0rnek Macaulay2 programinda hesaplanirsa;

i1:R=ZZ/101][x, Yy, z];
i2 : [=matrix{{x"3+y"3+z"3}}
02 = {0} | x3+y3+z3 |

1 1
02: Matrix R <--- R
i3: hilbertFunction(3, coker I)
03=9
i4: poincare R
o4=1
04: 7Z[ZZM]
i5: poincare coker |

3

05=-98T +1
05: ZZ[ZZM]
i6: Q=R/ideal |
06=Q
06: QuotientRing
i7: hilbertSeries Q

(- $T +1)
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Sonug olarak;

1+t+t2
2

HS(R/1,t) =

elde edilir.

Omek 4.22. R=Kx y 1 ve | :<x3+y3+ z3> olsun| idealine bir lineer form

ekleyerekJ = | +(x) idealini olusturalim
R/IJ=K y z]/< VA %> oldusundan Hilbert fonksiyonusagidaki gibidir.
HF(R/ J,i)=dim k[y,Z —dim K v % ,
i+1) (i-2
i I—3

i o 1 2 3 4
HF(R/JD 1 2 3 3

Buradan,

seklinde olur.

Simdi de Hilbert serisi olgturulursa;

HS(R/ J )=1.0+2t+ 3t+ 3+ ..
=1+ 22X+ 3% (Lt +t7+ L)

2
:1+2t+3t—

Clit+t?
1-t

Bu 0rnek Macaulay2 programinda hesaplanirsa;

i1: R=ZZ/101][x, Y, z];
i2: J=matrix{{x, x"3+y"3+z"3}}
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02 = {0} | x x3+y3+z3 |
1 2

02: Matrix R <--- R
i3: poincare coker J

4 3
03=%T -$T -$T+1
03: 2Z[Z2ZM]
i4: L=R/ideal J
o4=1L
04 : QuotientRing
i5: hilbertSeries L

(-$T +1)
05: Divide
Sonug olarak;

1-t—t3+t*  1+t+t?
HS(RI) ==~ 1

elde edilir.

Omek 4.2.3. R= k[x)]/< X, }?> olsun. Rnin Hilbert serisinin toplaminin

1+ 2t +t* oldusu Macaulay2 programinda gosterilirse;

il: R=27/31991[x, v];
i2: poincare coker matrix {{x"2,y"2}}

4 2
02=9%T -23T +1
02 : ZZ[ZZ"]
i3 : factor 02
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2 2
03=($T-1) ($T +1) (1)
03 : Product
i4: Q=R/ideal(x"2,y"2)
04=Q
04: QuotientRing
i5: poincare Q

4 2
05=3$T -2%T +1
05: ZZ[ZZM]
i6: hilbertSeries Q

2
$T +28T+1

06: Divide
sonug olarak;

1- 2%+t

HS(R/ |, §)= 1 =1+ 2t+ £

elde edilir.

Tanim 4.2.4.M, sonlu Uretilen katmanli modul olsuh(x) e Q[ X ve i >0 igin
HF(M,i)=f () ise f(i)'ye M’ nin Hilbert polinomu denir veHP(M, i) seklinde

yazilir.

Omek 4.2.4. R=[x Yy 4 ve I :<x3+y3+ z3> olsun. R/I nin Hilbert polinomu

Macaulay2 programi kullanilarakagidaki gibi hesap edilir.
i1 : R=2Z/101[x,y,z];
i2 : m=matrix {{x"3+y"3+z"3}}
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02 = {0} | x3+y3+z3 |
1 1
02 : Matrix R <---R
i3 : hilbertPolynomial coker m

03=-3*P +3*P
0o 1

03 : ProjectiveHilbertPolynomial

i4 : 1= ideal m;
04 : Ideal of R
i5: codim |
o5=1

i6 : degree |
06 =3

n+i .
Pn:£ | )oldugu icin;

HP(R/ 1,i)= f(i)=—-3P, +3P,= 3

seklindedir.

Ornek4.2.5. R=k[x, y,z,w| olsun.
I :<W2—yw, XW-3zZW X ¥ ¥29Zw Zy %3 °xz xyB 2)/ ise R/l nin

Hilbert polinomu Macaulay2 programi kullanilaragagdaki gibi hesap edilir.

il: R=2Z/101[x,y,z,w];

i2: m=matrix{{w"2-y*w,x*w-3*z*w, X" 2*y-y"2*7-9*z"2*w +z*W"2,x"3-3*x"\2*Z-
xX*y*z+3*y*z"\2}}

02 = {0} | -yw+w2 xw-3zw x2y-y2z-9z2w+zw2 X3-3x22¢x+3yz2 |

1 4
02 : Matrix R <---R
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i3 : hilbertPolynomial coker m

03=-P +3*P
0 1
03 : ProjectiveHilbertPolynomial
i4 : 1= ideal m;
05 : lIdeal of R
i6 : codim |
06 =2
i7 : degree |
07=3

sonug olarak;

HP(R/ 1,i)= f (i) =P, +3R = 3i + 2

seklindedir.

Omek 4.2.7. R=k[x ¥ 3 ve I:<x2—xz, Y+ y£> olsun. R/l nin Hilbert

polinomu Macaulay2 programi kullanilarageguidaki gibi hesap edilir.

i1 : R=2Z/101[x,y,z];
i2 : m=matrix{{x"2-x*z,y"3-y*z"\2}}
02 = {0} | x2-xz y3-yz2 |

1 2
02 : Matrix R <---R
i3 : hilbertPolynomial coker m

03 = 6*P
0
03 : ProjectiveHilbertPolynomial
i4 : I=ideal m;
04 : Ideal of R
i5: codim |
05=2
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i6 : degree |
06=6

Buradan,
HP(R/ I,i): f(i)=6P,=6

seklinde olur.

4.3. Serbest Cozunurluk

Teorem 4.3.1 Hilbert syzygy teorejnM, R=K[ X,..., ] polinom halkasi tizerinde

sonlu dretilen katmanl modul V& sonlu Uretilen serbest modul olmak tizere
O->F->F,>.->F->F—>0
olacaksekilde katmanh tam dizisi vardir.

Ornek 4.2.1 de R=k[ % ¥ 3 polinomsal halka vel :<x3+y3+ z3> temel

ideal olmak GzereR/ | katmanl modult Gzerinde calmisti. Bagka bir ifade ile

0> RE3)—E)

R— R/< X+ Y+ i>—>0
olacaksekilde katmanh tam dizisi vardir.
I'ya <x> ekleyerekx desiskenini yok ettgimizde iki desiskenli bir halka igin

katmanh tam dizisi hesaplanabilir. Fakat katmaain dizisini baka bir sekilde
asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

0—>R(-4)—> RE1)® RE3)-22, Ry R x % Y 2 C
Simdi de bu 6rnek Macaulay2 programinda hesaplanirsa
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il: R=27/101[x,y,Zz]
0l1=R
0l : PolynomialRing

M moduli verildginde res komutu serbest c¢ozunugua hesaplar ve

¢6zunarluk icindeki modulleri gorunttler.

i2 : Mr = res coker matrix {{x,x"3+y"3+z"3}}

1 2 1
02=R <--R <-R
0 1 2

02 : ChainComplex

COozunirluk elde edildinde, ¢Ozundrlgin isminin sonuna.dd son eki

eklenerek tum ayrintilar goralebilir.

i3 : Mr.dd
1
03=-1:0<----- R :0
0
1 2
0: R <emmmmmmmmmmmeees R ‘1
{0} | x y3+z3 |
2 1
i Rl > G SR — R :2
{1} | -y3-z3 |
{3} | x I
03 : ChainComplexMap
i4 : betti Mr
o4 =total: 121
0:11.
1. ..
2:..11
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04 : Net

Orek 4.3.2.  Kk[x y]/<x2,y?> moduliiniin serbest ¢ozuniglii Macaulay?2

programinda gagidaki gibi hesap edilir.

il : R=2ZZ/101[x,y]

0l=R

0l : PolynomialRing

i2 : N = res coker matrix {{x"2,y"2}}

1 2 1
02=R <-R <-R
0 1 2
02 : ChainComplex
i3 : N.dd
1
03=-1:0<----- R :0
0
1 2
0:R <--mmmmmmmmeeeee- R -1
{0} [x2y2 |
2 1
1:R <-mmmmemeeeeeee- R :2

{2} [-y2|

{2} [x2 |
03 : ChainComplexMap
i4 : betti N
o4=total: 121

0:1..

1:.2 .

2:..1
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Omek 4.3.3. R=K[x y ] ve | :<x2—xz, Y+ y£> olsun. R/l nin Macaulay?2

programi kullanilarak serbest ¢ozun@giive bu c¢ozinurluk igindeki moddlleri

asagidaki gibi hesap edilir.

i1 : R=27/101[x,y,z]
0l1=R
0l : PolynomialRing

i2 : M = res coker matrix {{x"2-x*z,y"3+y*z"2}

1 2 1
02=R <--R <--R

o 1 2
02 : ChainComplex
i3 : M.dd

1
03=-1:0<----- R:0
0
1 2
0:R <o R :1

{2} | -y3-yz2 |
{3} | x2-xz |
03 : ChainComplexMap
i4 : betti M
od=total: 121
0:1..
1. 1.
2:. 1.
3:..1
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BOLUM 5

SONUCLAR

Bu calgma boyunca goruldiil gibi Cebirsel Geometride gdi uygulamalar
yapilmstir. Cebirsel Geometrideki bazi problemleri sadezeide birakmayip gorsel
hale getirerek daha da agila hale gelmesine yardimci olungtur.

Macaulay2 programinin 6zellikle Cebirsel Geometrkullaniimasinin bir
sebebi desekil bilgisinin olduk¢a anlghr olmasidir. Son yillarda Hesaplama ve
Algoritmadaki ilerlemeler Cebir ve Cebirsel Geonagki problemlerin
hesaplanabilir oldgunu go6stermektedir. Macaulay2 programinda algotdama

yazilarak ve bu programda uygulamalar yapilarakséwir katki sglanabilir.
Sonu¢ olarak Macaulay2 programi, kagrka ve soyut olan cebirsel

problemleri daha basit hale getirerek ve igimii ortaya cikararak daha da apla

hale gelmesine yardimci olgtur.
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