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OZET

FiTTING IiDEALLER

KOMEKCI, Siimeyra
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi : Yrd. Dog. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2011, 37 sayfa

Bu tezin amaci modiillerin fitting ideallerinin bulunmasi ve bunlarla ilgili
sonuclarin elde edilmesidir. Bu yiizden 6ncelikle halka, ideal, modiil tanimlar1 ve bazi
onemli teoremleri verilmistir. Daha sonra fitting idealler ve 6zellikleri incelenmistir.

Tezde ilk olarak fitting ideallerin tarihi gelisimi ve dnemi verilmistir.

Ikinci olarak halka, ideal ve modiil ile ilgili temel tanim ve teoremler iizerinde
durulmustur.

Daha sonra, fitting idealler ve 6zellikleri hakkinda genel bilgiler verilip, fitting
idealler ile ilgili yapilan caligmalar incelenmistir.

Son olarak da evrensel modiillerin fitting idealleri bulunmus ve birtakim sonuglar

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Halka, Lokal Halka, Noetherian Halka, Ideal, Modiil, Serbest
Modiil, R-modiil, Projektif Modiil, Fitting ideal.



ABSTRACT

FITTING IDEALS

KOMEKCI, Siimeyra
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst. Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2011, 37 pages

The aim of this thesis, fitting ideals of modules are found and some results are
obtained. For that reason first rings, ideals and modules definitions and some
important theorems are given. After that fitting ideals and features are studied.

First of all in thesis, the importance and historical development of fitting ideals
are given.

Secondly rings, ideals and modules focuses on the basic definitions and
theorems.

Then fitting ideals and general information about its features are given and
studies about fitting ideals are studied.

Finally, fitting ideals of universal modules are found and some results are

obtained.

Key Words: Ring, Local Ring, Noetherian Ring, Ideals, Module, R-module,
Free Module, Projective Module,Fitting Ideals.
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BOLUM 1

GIRIS

R birim elemanli degismeli halka ve M sonlu iiretilmis R-modil olsun. Her M
modiil  bir  serbest modiillin = homomorfik  goriintiisii  oldugundan
0> K—>R"—*>M — 0 kisatam dizisi elde edilir. Hans Fitting bu dizide M ‘nin
birtakim 6zelliklerini incelemistir. Bdylece bir modiiliin fitting ideali ilk olarak Hans

Fitting tarafindan tanimlanmistir.

Hans Fitting bu ¢alismasinda M ’nin fitting ideallerini bularak, bu ideallerin
artan dizisini sonlu abelyen gruplar i¢in genellestirmistir. M ‘nin fitting ideallerini
Fitt(M) ile gosterelim. Fitting ideallerin en onemli Ozellikleri asagidaki gibi

Ozetlenebilir;

S R ‘de carpimsal kapali bir kiime ise o zaman, R, =S'R  bolimli
halkasinda  Fitt(M)g = Fitt(Mg) ‘dir. M sonlu dretilmis R-modiil ve

0—> A4 —> B—> M — 0 kisa tam dizisi ise M asagidaki kosullar1 saglar;
1) M ‘nin sifirlayani sifir bolensiz bir eleman igerir.
i) M  ’nin  homolojik boyutu en fazla 1 “‘dir. O zaman

Fitt(A).Fitt(M) = Fitt(B) “dir.

Sonu¢ olarak R noetherian halka, M R-modiil ve M yukaridaki sartlar

sagliyorsa o zaman Fitt(M) R ‘nin tersinir idealidir.

Fitting ideallerle ilgili c¢aligmalari, Macrae ‘nin On an Application of the
Fitting Invariants (1964), E. Kunz ‘in Algebraic Disserential Calculus (2002), A. E.
Nuccio Filipo ‘nun Fitting Ideals (1990), Necati Olgun ‘un Sonlu Uretilmis



Cebirlerin Evrensel Diferansiyel Modiilleri (2005), Hans Fitting ‘in Die
Determantanideale Eines Moduls (1936) yapmis olduklari ¢aligmalarda gérmekteyiz.

Tezde ilk olarak fitting ideallerin tarihi gelisimi ve Onemi anlatilarak giris

yapilmuistir.

Ikinci béliimde halka, ideal ve modiillerle ilgili temel tanim ve teoremler
verilmig, belli bash Ozellikleri ve modiillerle ilgili bilinen sonuglar incelenmis,

bazilar1 ispatlartyla birlikte verilmistir.

Uciincii béliimde ise fitting idealin tanimi ve ozellikleri verilerek, énemli
teorem ve sonuglari ispatiyla birlikte verilmistir. Son olarak da evrensel modiillerin

fitting  idealleri  bulunmus ve  birtakim  sonuclar  elde  edilmistir.



BOLUM 2
HALKALAR VE MODULLER

Bu béliimde fitting ideallere temel olusturacak sekilde halka, ideal ve modiil

tanimlari ile bazi teoremler verilmistir.
2.1 Halkalar

Tammm 2.1.1 R+ flzerinde tanimli ikili islem olsun. Genellikle bu islemler
toplama ve carpma sembolii ile gosterilir. Asagidaki sartlar1 saglayan ( R,+,-) ’ya bir
halka denir.

1) (R,+) bir degismeli gruptur.

2) V a,b icin ab e R “dir.

3) V a,b,ceR igin albc)=(ab)c “dir.

4) YV a,b,ceR icin (a+b)c=ac+bc

alb+c)=ab+ ac “dir.

Eger V a,be R igin ab=ba oluyorsa R ’ye degismeli halka denir. V a € R igin

1, -a= a-1,= a oluyorsa R ’ye birim elemanli halka denir. [9]

2.2 idealler

Tanim 2.2.1 R bir halka ve & # I < R olsun.
1) Vx,yel igin x- yel
2) VreR ve xel i¢in xrel ve rxel sartlarin1 saglayan / kiimesine
R ’nin bir ideali denir ve [ <R ile gosterilir. Sadece xr € I oluyorsa

[ ’ya sag ideal, rx € I oluyorsa / ’ya sol ideal denir. [9]

Tanim 2.2.2 R bir halka ve X < R igin;



{[.:Viel,I, <R ve XcI,}

idealler ailesi olsun. O zaman ﬂl ; ‘ye X kiimesi tarafindan iiretilen ideal denir ve
iel

(X) ile gosterilir. X *in elemanlarina (X) idealinin iiretecleri denir.

X ={x,.x,} ise (X)=(x,,..,x,) ile gosterilir ve (X) idealine sonlu iiretilmistir

n

denir.
Tek bir eleman tarafindan tiretilen ideale temel ideal denir. [10]

Tamim 2.2.3 R bir halka ve P # R olacak sekilde P < R olsun. Va,b € R i¢in;
a.beP=aecP veya be P oluyorsa P ’ye bir asal ideal denir. [9]

Tanmm 2.2.4 R bir halka ve M # R olacak sekilde M <R olsun. M c NcR
olacak sekilde her N < R ideali icin M =N veya N =R oluyorsa M ’ye R ’nin bir

maksimal ideali denir. [9]
2.3 Modiiller

Tanim 2.3.1 R birim elemanli ve degismeli bir halka, M degismeli bir grup olsun.

Asagidaki sartlar1 saglayan M <ye R-modiil denir.
“iRxM —> M
(r,m) —> r.m
i) VrieR ,mm'eM icin r(m+m")=rm+rm'
i) Vrr'eR,meM igin (r+rYm=rm+r'm
iii) Vr,r'eR , meM igin (r.rYm=r(r'm)

ivy) VmeM iginl,m=m [10]
Ornek 2.3.2 Bir K cismi iizerinde modiil, K iizerinde bir vektor uzayidir. [10]
Ornek 2.3.3

1- Her degismeli grup, tamsayilar halkasi {izerinde bir Z-modiil olarak diisiiniilebilir.

G degismeli grup olsun.



w:ZxG—>G

(n,g) > u(n,g)=ng=g+g+......... +g,2e€G, ne’Z
modiil yapis1 vardir.
2- R degismeli halka, I < R olsun;
i) R’ nin kendisi R-modiildiir.
ii) /7, R-modiildiir.
iii) R/I bolim halkast bir R-modiildiir.
reRveR/Iigindes,s'e R s+1=s"+1
>s—-s'el=rs—rs'=r(s—s)Yel=>rs+I=rs"+1

RxR/I—R/I

R-modiil yapis1 vardir.
(r,s+1)—>rs+1
3- R degismeli halka ve f:R— S halka homomorfizma yapisi ile S bir R cebir

olsun. O zaman S bir R-modiildir ve
RxS—> S
(r,s)— f(r)s
yapisi kurulur.

4- R, S degismeli halka ve f:R— S halka homomorfizmas1 olsun. Eger G, §-

modiil ise G ayni1 zamanda R-modiildiir.

RxG—>G
(r,g) > f(r)g

2.4 Alt Modiiller

Tanmmm 2.4.1 M R-modil ve G M olsun. G R-modil ise G’ye M ’nin alt

modiilii denir. [10]

Onerme 2.4.2 R degismeli halka ve G, M R-modiiliiniin bir altkiimesi olsun. O

zaman G, M ‘nin alt modiilidir < Vg,,g,€G ve VreR igin g +g,€G ve

rg € G ‘dir. [10]



Onerme 2.4.3 M ’nin alt modiillerinin bos olmayan herhangi bir ailesinin kesisimi

yine bir alt modiildiir.

R degismeli halka, M R-modil, (G,),., M ’nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. UG/1 tarafindan iretilen M °nin alt modiillerinin toplamini ZG& ile
AeA AeA

gosterecegiz. A= ise Z G, =0 ‘dir.

AeA

i) Zn:Gi:{Zn:gi:gieGi icin  i=1L....... n}
i=1

i=1

1) iy Jysereneen ,J, €M olsun. j,j,,........ ,J, tarafindan iiretilen M °nin alt modiilii

Tanim 2.4.4 R degismeli halka, M R-modiil, /, J <R ve IM , M ’nin alt modiilii
olsun.

IM , {rg crel, geM } kiimesi tarafindan tretilir. Asagidaki 6zelliklere sahiptir;

i) 1M={Zrl.gi rel,g, eM,neIN}

i=l
i) 1(JM)=(1))M
i) a € R i¢in (Ra)M ‘nin yerine aM yazilir.

(Ra)M ={am : meM} [10]

Tanim 2.4.5 R degismeli halka, M R-modill, G M °nin bir alt modiilii ve
J < M olacak sekilde J # < olsun.
(G:J)=(G:x J)={ reR :VjeJ icinrjeG|

ideal olarak tanimlanir.

Eger N, J tarafindan {iiretilen M ‘nin alt modiili ise (G:J)=(G:N) ‘dir.

meM igin (G:{m}) ‘nin yerine (G :m) yazilir.



Eger G=0 ise (O:J):{reR:VjeJ iginrij} kiimesine J ’nin
sifirlayan: denir ve Ann,(J) ya da Ann(J) ile gosterilir. Ayn1 zamanda m e M igin

m ‘nin sifirlayani (0 : m) ile gosterilir. [10]
Onerme 2.4.6 I <R degismeli haka olsun. I = Ann,(R/I)=(0:,1+1) [10]

Onerme 2.4.7 R degismeli halka, M R-modiill ve N, N',G M °nin alt modiilii ve

(G;);cr Ve (N,),cn M ’nin alt modiillerinin iki ailesi olsun.

) (G, :N) =[G, :N)

AeA AeA
i) (G:).N,)=[(G:N,) (veya Ann(N +N') = Ann(N) " Ann(N")) ~ [10]
AeA AeA

Tanim 2.4.8 R degismeli halka , M R-modil ve [, I < Ann(M) olacak

sekilde R ‘nin ideali olsun. M iizerinde R/I modiil yapisi kuralim.

r,r'eR r+l=r'+I ve meM olsun. O zaman r-r'elc Ann(M) ve

boylece (r—r"Ym=0 ve rm =r'm olur.

) RIIxM M . . o
Boylece bir donilisiim tanimlanabilir.
(r+1,m)—>rm

M iizerinde R-modiil ve R/ modiil yapilar1 agsagidaki yolla yapilir.
Her reR, meM i¢in (r+1)m=rm

G M ’nin bir alt R-modiiliidiir < G M ’nin bir alt R/ modiiliidiir. [10]

Tanim 2.4.9 R degismeli halka, M R -modiil, G M °nin alt modiilii ve / < R olsun.
O zaman (G:, I)Z{meM :Vrel igin rmeG} M ’nin  alt modili ve

Gc(G:, 1) ‘dir.

Eger G=0=(0:, I)={ meM :Vrel i¢in rm=0} dur. [10]



Onerme 2.4.10 R degismeli halka, M R-modiil, G M ’nin alt modiilii, (G,),_,
M ‘nin alt modiillerinin bir ailesi, K,/,J <R, (I,),., R ’nin ideallerinin bir ailesi
olsun.

) (G, J), K)=(G:, JK)=(G:, K):, J)

i) (G D =G, D)

AeA AeA

i) (G:, Y. 1,)=((G:, I,) dir.[10]

AeA AeA

Tanim 2.4.11 R degismeli halka, M R-modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun.

(G, M toplamsal deZismeli grubunun bir alt grubudur) M/G={m+G:meM|

boliim grubunu olusturabiliriz.
m+G=m'+Gom-m'eG

V mxeG igin (m+G)+(x+G)=(m+x)+G

RxM|/G—>M|G
Boylece M/ / M/G degismeli grubu bir R-modiildiir. Bu M
(r,m+G)—>rm+G

R-modiile, M 'nin bdliim modiilii denir ve M/G ile gosterilir. [10]

Onerme 2.4.12 R degismeli halka, M R-modill ve / < R olsun. O zaman
I < Ann,(M/IM) ve MJ/IM, her reR ve meM  igin

(r+1)(m+IM)=rm+ IM ile R/I yapisina sahiptir. [10]

Onerme 2.4.13 R degismeli halka, M R-modiil ve G, M ’nin bir alt modiilii olsun.
i) G', M ‘nin alt modiilii yani G'> G ise G'/G , M/G ‘nin bir alt modiiliidiir.

ii) M/G ‘nin herhangi bir alt modiili G"> G gibi M ‘nin G" bir alt modiilii i¢in
G"/G seklindedir.

iii) G,,G, G ‘yiigeren M ‘nin alt modiilleri

G cG <G/GcG,/G dir.[10]



Onerme 2.4.14 R degismeli halka, M R-modiil, G,,G, M ‘nin alt modiilleri olsun.

O zaman Ann((G, +G,)/G,)=(G,:G,) “dr. [10]

Tanim 2.4.15 R degismeli halka, M R-modiil, m e M i¢in rm =0 olacak sekilde
0#reR varsa m’ye M ’nin torsion eleman denir.

T(M)z{meM:O;treRig:inrm:O} [10]

Onerme 2.4.16 Eger R tamlik bolgesi ise 7(M), M ’nin bir R-alt modiiliidiir ve
(M) ‘ye M R-modiiliiniin torsion modiilii denir.

Rxt(M)—> (M)
(r,m) — rm (r'(rm)=r(r'm)=0 r'eR)

Not 2.4.17 Eger R tamlik bolgesi degil ise 7(M ) nin alt modiil olmas1 gerekmez.
Cilinkii

X,Xx, et(M)

X, +x,et(M)

rx #nx, =0 (nr)(x, +x,)=0

Ornek 2.4.18 23=0 R=2Z, M(2)={0,2,4] z(M)={0,2,4}

b
R=Z, = X=M,(R) :{" d] :a,b,c,deR}
C

(20 B—3O X) fak A+B—50 X 10
—OO,—OOET()aat —OOeET()[]

Tanim 2.4.19
i) 7(M)=M ise M ye torsion modiil denir.

ii) 7(M) =0 ise M >ye torsion serbest modiil denir. [10]

Onerme 2.4.20 R tamlik bolgesi olsun.
1) z(R)=0 ‘dir.

2) R-modiil ve 7(X)=X ve M c X altmodiil ise 7(M)=M ‘dir.



3) 7(X)=0 ve M c X altmodiil ise 7(M)=0 ‘dur.
4 r(z(X))=7(X) [10]

2.5 R-Modiil Homomorfizmalari

Tanim 2.5.1 M,N R degismeli halkasi iizerinde modiller olsun. f:M — N
dontlistimi
VYV mm'e M i¢in f(m+m")y= f(m)+ f(m")
V meM vereR igin f(rm)=rf(m)
sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime R-modiil homomorfizmasi denir. Z: M — N

dontisiimii her m e M i¢in Z(m) =0,, tanimlanarak bir R-modiil homomorfizmasidir

ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir. [10]

Tammm 2.5.2 f:M — N birebir ve orten bir modiil homomorfizmasi ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve M = N ile gosterilir. [10]

Onerme 2.5.3 R degismeli halka M,N R-modiil ve f:M — N bir izomorfizma
olsun. O zaman f~':N — M de aym zamanda bir izomorfizmadir ve M = N ile

gosterilir.

M =M ise M ’nin kendi tizerine i, 6zdes doniisimdiir. [10]

Onerme 2.54 f:M —> N, g:N — G R-modill homomorfizmalar1 ve gof de R-

modiil homomorfizmasidir.

f:M—>N, g:N—>G R-modil izomorfizmas1 ise gof de R-modiil

izomorfizmasidir. [10]

Tamm 2.5.5 M R degismeli halkasi iizerinde modiil ve G, M ’nin alt modiilii
olsun. Her meM igin m—> f(m)=m+G olarak tammlanan f:M — M/G

dontigiimii dogal (kanonik) homomorfizma diye adlandirilir ve f 6rtendir. [10]

Tanim 2.5.6 R degismeli halka, M R-modiil olsun.

10



i) N R-modil ve f:M — N R-modill homomorfizmasi ise f ’nin ¢ekirdegi
Cekf :{meM o f (m)=0N} ile gosterilir. Cekf', M °nin bir alt modiiliidiir.
Cekf =0 < f monomorfizmadir. f’nin goriintiisi Im f ile gosterilir ve
f(M)={f(m) : me M} kiimesi N ‘nin alt kiimesidir. Im / N ’nin alt modiiliidiir.
ii) /:M >M/G, Cekf =G ve M/0= M ‘dir.

iii) H < M alt kiimesi M °nin bir alt modiilidiir. < Cekf'=H olacak sekilde
f:M — M' homomorfizmasi vardir .

(< 3f: M — M' homomorfizma Cekf = H dir.) [10]

Teorem 2.5.7 R degismeli halka M,N R-modil ve f:M — N R-modiil

homomorfizmast olsun. O zaman V meM i¢in 7(m+Cel§f )= f(m) olacak

sekilde f :M/Cekf — Im f izomorfizmasi vardir. (M /Cekf = Im f ) [10]

Teorem 2.5.8 R degismeli halka, M R-modil, G,G'M ’nin G'>G olacak
sekilde alt modiilleri olsun. G'/G, M/G R -modiiliiniin bir alt modiiliidiir. O zaman
burada V meM igin n((m+G)+G'/G)=m+G' tanimiyla

n:(M/G)/(G'/G) > (M]G")

izomorfizmasi vardir. [10]

Teorem 2.5.9 R degismeli halka, M R-modiil, G, H M ’nin alt modiilleri olsun. O
zaman burada V ge G igin £(g+ G H) =g+ H tanimiyla
E:G/(GNH)—>(G+H)/H

izomorfizmasi vardir. [10]

Tanmm 2.5.10 R degismeli halka, G,M,N R-modilller ve g:G—>M ve

f:M — N R-modiil homomorfizmalar1 olsun.

G—E4,>M—L 3N

dizisinde Im g = Cekf ise bu diziye M R-modiillerin tam dizisi denir.

Genel olarak

M — s sy 4 sy

n—1 n n+l




dizisi her M, de tam ise bu diziye R-modiillerin tam dizisi denir. Ornegin

Imd, =Cekd ,, iken

n+1

dizisi tamdir. [10]

Onerme 2.5.111) 0—— M — > N tamdir. < f, 1-1 dir.

2) M —L 5 N——0 tamdir. < f Ortendir.

3) Nc M alt modiil ise 0 >sN—>M—=>M/N 0 dizisi her zaman
tamdr.

Genel olarak 0——> K —L—» L —£>M ——0 dizisi igin f birebir, g drten

ve Im f = Cekg ise bu diziye kisa tam dizi denir. [10]

Tanmm 2.5.12 R degismeli halka (M), , R-modiillerinin bos olmayan bir ailesi

olsun. I_IM/1 kartezyen c¢arpim kiimesi her (g,),.,,(g5) 1 € HMA,r € Rigin

AeA AeA
(€)1en +(g;1)/15A =(g, +g;1)/15A

r(gﬂ)leA = (rgﬂ)ﬂeA

ile bir R-modiildiir. Bu R-modiile (M ,),_, ailesinin ¢arpimi denir.

HM , ‘nin alt kiimesi (her A€ A i¢in g, e M, ile) (g,),., ailesini icerir ve

AeA
g, clemanlarinin sonlu sayidaki bilesenleri sifirdan farkli olma o6zelligiyle
HM , ‘nin bir R-alt modiiliidiir ve ﬂ@A M, ile gosterilir. Buna (M), , ailesinin
Jeh <

direkt toplamidir denir.

A =0 ise © M, ve [T M, herikisi de sifir R-modiildiir.

A'eA’

A sonlu ise g\ M, = HM , elde ederiz. [10]

AeA
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Tanmm 2.5.13 M, R degismeli halkasi lizerinde bir modiil olsun. (G,),., M ’nin

alt modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. M :Z:G/1 ise her bir meM
AeA

elemani m:Zgii formunda ifade edilebilir ki burada {11, ...... A }, her
i=1

M, (G,),., alt modillerinin ailesinin direkt toplamidir ve her bir meM

elemant i¢in g, ‘nin sonlu sayida elemani sifirdan farkli ve her A€ A i¢in g, €G,

m= z g, formunda tek tiirlii yazilabilir ve bu M = E—BA G, ile gosterilir. [10]

AeA

Onerme 2.5.14 M, (G)),, alt modil ailesinin direkt toplamidur.

& i) .G, =M i) herbir veAicinG,(>.G,=0 elde edilir. [10]

AeA AeA
A#v

Onerme 2.5.15 R degismeli halka (M,),_, R-modiillerinin bos olmayan bir ailesi
olsun.Herbir ¢ € A igin M# :{ (2,),0 € /1®AM/I :g,=0her AeAile A# u igin }

ile verilen ﬂ@ M, ‘nin alt kiimesi ile gosterilir. M ﬂ , AC—D M, ‘nn bir alt modiiltidiir.
eA eA

[10]

Tanmm 2.5.16 (M,),., R degismeli halkas: iizerinde modiillerin bos olmayan bir

ailesi ve € A olsun.

M = l®A M, kimesinden M, lzerine P,:M —>M, doniistimii  her

(8:),e0 €M i¢in P,((g,),.,) = g, tanimiyla kanonik izdigiim déniisimudir.

M, ‘den M=l®AMﬂ i¢ine ¢, : M, — M donisgiimii her A€ A i¢in g, =0 ile
A#zu ve VzeM, q,=z i¢in q,(2)=(g;),., tammiyla kanonik orten

doniisimdiir.

13



Her iki P, ve g, R-modiil homomorfizmasidir. P, bir epimorfizma ve g, bir
monomorfizmadir.
i) P99, zldm
i) Her ve A ile v # u i¢in p,oq, =0

iii) A sonluiken )  p,ogq, =1d, ‘dir.[10]

AeA

Onerme 2.5.17 M,M,,...,M, (ki burada neN ile n>=2 ) Rdegismeli halkasi

uzerinde modiller olsun.

0—>M,—2>OM — L >dM,—>0

i=1 i=

P ((my,.....m,))) = (m,,....,m,)ile P kanonik izdiisiimdiir. [10]

Tanim 2.5.18 R degismeli halka ve L,M,N R-modiil,

0—>L—L SM—235N—0

R modiill homomorfizmalarinin kisa tam dizisi olsun. Bu diziye Im f =(ekg,
M °nin bir direkt toplami oluyorsa bu diziye split denir. Yani; Dizi splittir

< M = Cekg ® G olacak sekilde M ’nin bir G alt modiilii vardir. [10]

Onerme 2.5.19
i) 0—>H > M >»M/H ——0 kisa tam dizidir.

i)l — M, — M O®M,—— M,——>0 split kisa tam dizidir. [10]

Onerme 2.5.20 R degismeli halka ve 0——>L—L>M —£ >N ——0 kisa tam

dizi olsun. Bu dizi splittir <> h: N > M ve e: M — L R-modiill homomorfizmalari
vardir, yani

eof =1d,, goh=1d,, eoh=0, foe+hog =1d,, ‘dir.

Ispat: Dizi split olsun. O zaman bazi M'c M igin M = Cekg ® M 'dir. Verilen

herhangi bir neN i¢cin ImeM g(m)=n ile h: N — M tamimlandigindan M ;
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Cekg,M 'nin direkt toplamudir. Vme M i¢in m, € Cekg, m,e M' m=m +m,

- m=m, +m,
tek tiirlii olarak yazilir. Dahast M 'nCekg = {0} , Cek e
r=rn+r, reCekg, r, e

g(m)=g(r)=n tek tirlidiir. O zaman g(m—r)=0=>m—r e Cekf = (m—r)=
| ——

eCekg

(m, —1r)+(m,—1r,) = m, —r, € CekgnM '={0} = m, =r, dir. h(n)=m, tanim h iyi
%,—/

eCekg

tanimli yapar.

Verilen herhangi bir me M i¢in k: M — L tamimlansin. m =m, +m, tek tiirli

eCekg=Im f

= lel icin m = f(I)’dir. [10]
2.6 Serbest R-Modiiller

Tamm 2.6.1 R degismeli halka, M {m, : 1€ A} tarafindan iiretilen bir R-modiil

olsun. Her meM ve m=2rﬂml olarak r,eR, m,eM ile tek tirli
AeA

yazilabiliyorsa (m,),_,, M igin bir tabandir ve M , bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R-moduldiir.

R ’nin kendisi 1, elemani tarafindan bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R-modiildiir. Sifir R-modiilii tabani bos kiime olan bir serbest R-modiildiir.

[10]

Onerme 2.6.2 R degismeli halka, M R-modill {M, : A€A} M ’nin bir ailesi

olsun. O zaman {M, : AeA}, Z:Rm/1 icin bir tabandr & V AeA

AeA

icin> rm, =0=r, =0 ‘. [10]
A

Onerme 2.6.3 R degismeli halka olsun.

15



D)(R,),.., her A€ A igin R, =R ile R-modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman

/1@/\ R,, (e;),., tabani ile serbest R-modiildiir ki her x e A igin e, € Z@A R, elemamn

R, iginde kendisi 1 ‘e esit ve diger biitiin elemanlari sifirdir.

{(1,0,0,....)(0,1,0,0,.....)(0,0,1,0,....)cerrrrcc. gibi}
ii) M R-modill, M serbest R-modiildiir <> M, (i) deki tiirden bir R-modiile
izomorftur. M (m,), , tabanina sahip ise M = @ R, ki R, =R ‘dir. Burada

AeA
Rm, = R dir.Boylece Rm, =R/(0:m,)= R ‘dir.

f:R— Rm,

olmak iizere R/(0:m, )= Rm, = Rm, =R
l>m,

Boylece M = ﬂC_DA R, ‘dir. [10]

Onerme 2.6.4 F, {¢,} ., tabant ile bir serbest R-modiil olsun. M , serbest R-modiil

ve {m 4} en M ’nin elemanlarinin bir ailesi olsun. O zaman VA € A i¢in f(e,) =m,

tanimiyla f: F — M bir R-modiil homomorfizmasi vardir.

Ispat : M, {mﬂ} ., tabanina sahip serbest R-modiil olsun. A=9 ise agiktir.

Boylece A% ise VA€A Rm, =R, V(1,),., € ® R, igin f((r);00)= > rm,
€ AeA

tanimiyla f :/1®A R, > M doniisiimiiyle f bir R-modiil homomorfizmasidir. M ,

{mﬂ : ieA} kiimesi tarafindan iretildiginde f ortendir. {mi} sen M °nin tabani

oldugundan £, 1-1 ‘dir. [10]

Onerme 2.6.5 M, R degismeli halkas: iizerinde bir modiil olsun. O zaman F

serbest R-modiil olmak iizere f:F — M R-modiil epimorfizmasi vardir.

Ayrica M, n sonlu olarak iiretilirse F', n sonlu tabana sahip bir serbest R-

modildiir. [10]

Sonu¢ 2.6.6 M = F/Cekf “dir. [10]
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Onerme 2.6.7 0# R degismeli halka, F sonlu taban ile serbest R-modiil olsun. O
zaman F i¢in her taban sonludur ve F i¢in iki tabanin elemanlari ayni sayiya
sahiptir. F i¢in bir taban icinde ki elemanlarin sayisina F ’nin ranki denir ve

rank(F) ile gosterilir. [10]

Onerme 2.6.8 R #0 degismeli halka, F' serbest R -modiil ve F sonlu iiretilmis

olsun. O zaman F i¢in her taban sonludur. [10]

2.7 Projektif R-Modiiller

Tanmm 2.7.1 X R-modill ve g:4—> B oOrten R-modiill homomorfizmasi olsun.
V f:X — B R-modiil homomorfizmasi i¢in 4#: X — A R-modiil homomorfizmasi

varsa X R-modiiliine projektif R-modiil denir. [10]

Teorem 2.7.2 Her serbest R-modiil projektiftir. [10]

Onerme 2.7.3 X projektif R-modiil ve X =M @ N ise M projektif R-modiildiir.
[10]

Onerme 2.7.4 Projektif modiillerin direkt toplami projektiftir. [10]
Teorem 2.7.5 X R-modiil, i: X — X icin asagidaki durumlar denktir.

i) X projektiftir.

ii) Her 0——> U — >V —£ 5 X —0 kisa tam dizisi splittir.

iii) X serbest R-modiillerinin direkt toplamina izomorftur.

iv) Her g:4— B epimorfizma i¢in g = Hom(i,g): Hom(X,A) - Hom(X,B)
ayn1 zamanda bir epimorfizmadir.

V) Her 0—A—L5b—25C—0 kisa tam dizisi i¢in
0—— Hom(X,A)—— Hom(X,B)—— Hom(X,C)——>0 dizisi ayn1 zamanda

kisa tam dizidir. [10]

Onerme 2.7.6 M R-modiil olsun. X projektif R-modiil olmak iizere
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0—>L—X—E>M—0

kisa tam dizisi elde edilir. [10]

Tamm 2.7.7 M € M, ‘nin projektif boyutu
pd(M) = pd,(M)=min(n: P'[M]=0)
olarak tanimlanir. Eger boyle bir n yoksa pd,(M) oo dur. M bir projektif R-

modiil ise pd,(M)=0 ‘dir.[10]

Onerme 2.7.8 M € M » ve n>0 i¢in asagidaki durumlar denktir.
1) pd,(M)<n
2) Herhangi projektif ¢oziintirliigii
P, —21 3P ,—......... ——>Bb——PF—>M—0

Ceka, | ‘in projektiftir.
(n=0 durumunda M ° nin projektif oldugu kolaylikla gosterilebilir.)
3) Bir sonlu projektif ¢oziintirliigii vardir.

0——> P —2>P ——. ... ——>Bb——PF—>M—0

pd,(M)=n ‘dir ancak ve ancak ¢, split degildir. [10]

Tanim 2.7.9 R halkasinin global boyutu
gl.dimR =sup{pd,(M):M e M} <o

olarak tanimlanir. [10]

Teorem 2.7.10 0——> 4A——> B——> C——>0 R modiillerin tam dizi olsun. Eger

pd(A), pd(B), pd(C) ‘nin ikisi sonlu ise li¢iinciide sonludur. Her bir durumda
(1) pd(A)< pd(B) ise pd(C)= pd(B) ‘dir.

(2) pd(A)> pd(B) ise pd(C)= pd(A)+1 “dir.

) pd(A)= pd(B) ise pd(C)< pd(A)+1 “dir. [10]

Sonu¢ 2.7.11 0——>A——>B——>C——>0 R-modiillerin tam dizisi olsun.

pd(B) < max {pd(A), pd(C)} iken pd(C)= pd(A)+1 esitligi vardir. [10]
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Sonu¢ 2.7.12 0=B,c B, c....c B, =B B, modiiliiniin bir sonlu ayrisimi1 olsun.

O zaman pd(B) <max{pd(B,,/B)} ‘dir. [10]

Onerme 2.7.13 M =@M, olsun. O zaman pd(M)=sup{pd(M,)} ‘dir. [10]
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BOLUM 3
FiTTING IDEALLER

Fitting idealler, temel ideal bdlgesi tiizerindeki modiillerin elementer

boliimlerinin genellestirilmis seklidir. Modiiliin birgok yapisal 6zelliklerini saglar.

Bu béliimde fitting idealin tanim1 yapilmis. Ozellikleri ile ilgili baz1 teoremler
ispatiyla birlikte verilmistir. Ayrica konu ile ilgili 6rnekler {izerinde uygulama

yapilmuistir.
3.1 Fitting Idealler ve Ozellikleri

Tanmm 3.1.1 R bir halka, M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve {m1 R ,mn} kiimesi M’

nin liretecleri olsun.

R", baz1 {el, ..... ,en} kiimesi olmak lizere a:R" > M a(e)=m, i=1,....n
orten R-modiil homomorfizmasi vardir. K = Ceka alinirsa

0>oK—>R'—>5M >0

R-modil homomorfizmasinin tam dizisine, M modiiliiniin {ml, ..... ,mn} kiimesine

gore sonlu gosterimi denir.

B . 1 n n .
{vl}ﬂEA,K y1 lireten elemanlar ve v, = (x,,...,x}),., € R" olmak lizere
A=(x}) AeA, i=l..,n

matrisine M R-modiiliiniin {m,.,.....,m, } kiimesine gére bagint1 matrisi denir.

Bu matriste (n-i) minorleri tarafindan iiretilen R’nin idealine M R-modiiliiniin

fitting ideali denir ve Fitt,(A) ile gosterilir.
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Eger i > n ise Fitt,(A) = R olarak alinacaktir. [8]

Lemma 3.1.2 (i € N) icin Fitt,(4A), M’ nin {m1 ,...mn} kiimesine gore bir 4 baginti

matrisinin 6zel se¢cimine bagl degildir.

Ispat: ve N igin v, =(y!,...,y")eR" K'nin {vv }veN seklindeki baska bir iireteci
olsun. ve {vl,...,vnﬂ.}, ke {kl,...,knﬂ.} ile y* elemanlan tarafindan olusturulan
B =(y¥) baginti matrisinin minérleri A(v,,...,v, ;,k,,...k, ) seklindedir.

s Vin—is

Her j ve rf # 0 icin

v, :er’lvﬂ (j:l,...,n—z',rfeR)

AeA

bagintisim1 elde ederiz. A(v,,...,v, ;,k,...k, ;) A’nin (n-i) mindrlerinin bir lineer

> " n—i?d

birlesimidir, bu ylizden Fitt,(A4) ’y1 kapsar.

Fitt,(B), B’nin (n-i) mindrleri tarafindan tiretilen bir ideal olsun. O zaman

Fitt,(B) < Fitt,(A) ‘dir ve simetriden her i € N igin Fitt,(B)= Fitt,(A) ‘dir. [1]

Lemma 3.1.3 (ieN) i¢in Fitt,(A), M’nin {ml,...mn} tiretegleri kiimesinin

secimine bagli degildir.

Ispat: Fitt,(4)’nin degismedigini gostermek yeterlidir. Keyfi bir me M alalim.
{m,,...m, } kiimesinin yerine {m,,...m,,m} kiimesini alalim.

1 n

m=r'm +..+r'm, ('€R) yazahm ve, 0—>K —>R"™ - M —0 dizisi

n

{m1 N/ m} tarafindan tanimlanan M ’ nin gosterimi olsun. K ‘niin {ireteclerini
1 n
v=_(-r,...,—r"])

Z = (X; yeresX;50) (A €A) elemanlar verir.

B bu satirlarla bir matris olsun. Fitt, (B) = (1) = Fitt,(A)oldugu aciktir.

i=0,...,n—1 igin B’nin (n+1-i) mindrleri ya A= (x}) orjinal baginti matrisinin
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(n+1-i) mindrleridir ve bu yiizden Fitt,(A)’ nmin elemanlaridir ya da v elemanindan
gelen satir1 igerir. Ikinci durumda ise bunlar  Fitt,(4) nin elemanlarmin lineer

birlesiminin tekraridir ve 4 nin her (n-i) mindrleri yeni matrisin (n+/-i) mindriidiir.

Yeni bagint1 matrisi ayni idealleri tanimlar. [4]

Tamim 3.1.4 A4 matrisi M’ nin bagint1 matrisi olmak iizere Vie N icin Fitt, (M) =
Fitt,(A) yazilir. Fitt,(M') ‘ ye M’ nin i’nci fitting ideali denir. Bu yapiya gore M’
nin fitting idealleri arasindaki iligki;

Fitt,(M) c Fitt (M) ... c Fitt,(M)c... ve i>nigin Fitt,(M)=R seklinde
olur. [4]

Onerme 3.1.5 Fitting idealler asagidaki 6zelliklere sahiptir.

a) M, sonlu gosterime sahipse, o zaman i € N icin Fitt,(M') sonlu iiretilmis idealdir.
b) #7n:M—>M' orten bir R-modil homomorfizmas1 ise ieN ig¢in
Fitt, (M) c Fitt,(M") “dir.

c¢) Her S/ Rcebiri ve i € N i¢in, Fitt,(S®, M) = S.Fitt,(M) ‘dir.

d) NcR carpimsal kapali alt kime ve ieN  olmak iizere
Fitt,(M ) = Fitt,(M),,dr.

e) I, R’nin ideali olmak iizere Fitt,(M /IM) = Ftti(M ) ‘dir. Buradaki Ftti(M )

, Fitt,(M) "nin R/I altindaki goriintiistidiir. [4]

Ispat: a) *y1 gostermek kolaydir.

b) {ml,...mn} M’ nin ireteglerinin kiimesi olsun. O zaman, 7(M)=M'=
{ﬂ(m)l,...ﬂ(m)n} M '"’niin iireteglerinin kiimesi olur. Eger {r],...,rn} {ml,...mn}
kiimesi i¢in bir bagmnt1 ise 7 (M) i¢inde bir bagintidir. Bu yiizden {ml,...mn} ‘nin
her bagintt matrisi ayni zamanda #z(M)’in de bagmnti matrisidir. Bdylece
Fitt,(M) < Fitt,(M ") oldugu goriiliir.

¢) 0> K > R"—%> M — 0dizisinden olusturdugumuz

S®, K—>85"—>S®, M -0 tam dizisini ele alalim.
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S®, M S-modiliiniin bagnti matrisinde tamimh  x ’nin  gdriintiilerini
{1®m1,...,1®mn} yapistyla gostermek kolaydir. d) ve e) ise ¢) ‘nin 6zel birer

durumudur. [1]

Ornek 3.1.6 R temel ideal bolgesi ise i =1,...,s—1 i¢in e, /e, Ve ¢, € R/{O} olmak

lizere, M = R/(e,)D,...,D(e,)® R" “dir.

Buradan;
(0) i=0,..,r—1 icin
Fitt, (M) = (el,...,ej) i=r+s—j (j=1...,8) igin
R iz2r+s=u(M) icin

‘dir. Bu ylizden M sonlu uzunlukta ise, o zaman
UM)={(R] Fitt,(M)) olur.

Gergekten de yukaridaki notasyonla, r=0°¢ dir, ve
(M) = ZE(R /(e;))=L(R/(e,,...,e,))=L(R] Fitt,(M)) ‘dir.  Lokal  global
i=1

ozelliginden ve onerme 3.1.5. d) formiiliinden /(M) = ((R/ Fitt,(M))dogrudur. O

halde R Dedekind bdlgesi ise, M sonlu uzunlukta bir R-modiildiir. [4]

Ornek 3.1.7 Baz1 n>1 igin M = R"olsun. M’nin iireteglerinin kiimesini {e, ,...e, }

ile gosterelim. Buradaki e;, (e¢;); =0, olacak sekilde bir vektdr olsun. Her

(n,...,r,) € R" bagintis1 i¢in

n
Zriei =0 =7 =0"dm.

i=1

Bu yiizden bunlar asikar olmayan bagmtilar degildir. Ozellikle {el yeooO, } icin baginti

matrisi “0” matrisidir. Buna gore, Fitt,(R") =0 ‘dir. [1]

Ornek 3.1.8 p asal sayt R=Z ve M =Z/pZ x Z/ p’Z olsun. O zaman  Ann ,

(M)=p°Z oldugu agiktir. Biz Fitt,(M)’yi bulmak istiyoruz. Bunun i¢in, M nin
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tireteglerinin kiimesi {(a,0), (0,b)} ‘dir. Burada p ab ‘yi bdlemez. O zaman

(a,b)’nin baginti matrisini v, (a;) 21 ve v, (f;) = 2 igin

al ﬁl
a, p,
X=|:
aq ﬁq
formunu yazalim. Bu ylizden x’in 2x2 mindrii
ai ﬂi
det(X ;) = formundadir.
i P

Ve v (det(X,))=v, (a8, —«a,p,)23"tiur. Fitt,(M)= p’Z oldugu goriiliir.
(p,p?) p°Z idealinden fiiretilmis bir matristir. Bu anlamda, bu degisken genel

stfirlayandan daha “finer” “dir. [1]

Lemma 3.1.9 / c Rbir ideal olsun. O zaman Fitt ,(R/[) =1 ‘dir.

Ispat : R/I'nin iiretecleri / ve genel baginti matrisi 4, &,1=0¢e R/ olacak sekilde

al
“dir.

a,

Ornegin, her i i¢in «, € I gibi. [1]

Tanim 3.1.10 Q(R)®, M serbest Q(R) -modiil ise, M ’'nin bir rank1 vardir. [4]

Onerme 3.1.11 M ’nin rank1 rise, i =0,.....,r —1 igin Fitt,(M) = (0) ve i > r igin
Fitt,(M) = (0) “dur.

Ispat: Onerme 3.1.5. d) ‘den, ie N igin Q(R).Fitt,(M)=Fitt,(Q(R)®, M) ‘dur.
OR)®, M serbest oldugundan i=0,.....,r—1 igin Fitt, (Q(R)®, M) =0ve
i>r icin Fitt, (Q(R)®, M)=Q(R) ‘dir. R— Q(R) birebir oldugundan iddia

tamamlanir. [4]
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Tanim 3.1.12 Bir tane maksimal ideali olan halkaya lokal halka denir.

Onerme 3.1.13 (R,m) bir lokal halka olsun. O zaman,
wu(M) = Min{n/ Fitt, (M) = R} “dir.
Ayrica asagidaki durumlar birbirine denktir:

a) M modiilii rank1 7 olan serbest modiildiir.

b)i=0,...,»—1 i¢in Fitt,(M)=(0) ve i > ri¢in Fitt,(M)=R ‘dir.

Ispat: {ml,...mn} M ’nin minimal {retecleri ve 0 > K > R"——>M — 0 bu
sistemle tanimlanan bir gosterim olsun. 4= (x;) baginti matrisinin katsayilari
m’nin elemanlaridir, ¢linkil tireteg sistemi minimaldir. Bu ylizden Fitt, (M) c m ve

Fitt, (M) = R olur. u(M)formiilii igin ispat biter.

Simdi  b)—a) oldugunu  gosterelim. Fakat b) n=r ve

Fitt, (M) =0kosullarin1 saglar. O zaman A= (x,) baginti matrisi sifir matrisi

olmak zorundadir ve M = R’ ‘dir. [4]

Sonu¢ 3.1.14 Keyfi R halkasi ve p e Spec(R) icin asagidaki kosullar birbirine
denktir;
a) u,(M)=n ‘dir.

b) Fitt, (M) c p ve Fitt, (M) ¢ p ‘dir. [4]

Sonu¢ 3.1.15 (x ‘niin yan siirekliginden) ne N igin Vp € Spec(R) kiimesi
u, (M) <n ile agiktir.
Gergekten de her p ile Fitt,(M)z p dir. u,(M)=m<n ise , 0 zaman

Fitt, (M) ¢ polur, buradan Fitt, (M) & p, iyl tanimhdir. [4]

Sonug 3.1.16 Supp(M) =V (Fitt,(M)) = {p € Spec(R)/ Fitt,(M) c p} "dir. [4]
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Sonug 3.1.17 M sonlu gosterime sahipse, 0 zaman Vp € Spec(R) kimesi igin M,
bir serbest R, -modiildiir ve Spec (R) ‘de agiktir.
Ispat: Onerme 3.1.13. * den, M , R,-modil r rank ile serbesttir. <

i=0,..,r—1 i¢in p e Supp(Fitt,(M)) ve Fitt,(M)z p ‘dir. Fitt,(M) donerme
3.1.5. a) © dan sonlu iretildiginden, Supp(Fitt,(M)) Spec (R) ‘de kapalidir ve

boylece V (Fitt,(M)) ‘dir. Agik kiimelerin birlesimi yine agik oldugundan sonug

ispatlanir. [4]

Sonuc 3.1.18 R halka ve M sonlu R-modiil olmak iizere asagidaki durumlar birbirine
denktir :
a) M moduli ranki 7 olan lokal serbest modiildiir.

b) i=0,...,r—1 i¢in Fitt,(M)=(0) ve i > r i¢in Fitt,(M)=R “dir.

Onerme 3.1.19 (M) =n ise, 0 zaman

(AnnM )" < Fitt,(M) < AnnM “dir.

ispat: {m,,..m,} M ‘nin minimal iiretecleri ve a,,...,a, € AnnM olsun.
i=0,...,n i¢gin a,.m;, =0 bagmtisindan a,,...,a, € Fitt,(M) olur ve bu ylizden
(AnnM)" c Fitt (M) “dir.

(x;)l.’ el A=(x}) bagmti matrisinin n-satirli bir alt matrisi ve

A= det(xj.)olsun. x; ‘e x; ‘nin minorlerini ekleyerek Aij kiimesini olusturalim.
Cramer kuralindan,

A 0
Ay (x) =
0 A

olur. i =0,...,n i¢in Zx;mj =0 oldugundan (j=0,...,n) i¢in Am; =0 dir. O

j=1
halde Fitt,(M)c AnnM ‘dir.

Eger Ann(M) =0 ise M ’ye faithfull R-modiil denir. [1]
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Sonug¢ 3.1.20 Eger M faithfull R-modiil ise, o zaman Fitt, (M) =0 ‘dir.

Simdi de Fitting ideallerin ¢arpimsal 6zelliklerini inceleyelim. [1]

Onerme 3.1.21 M, ve M, sonlu R-modiil olsun. i € N igin,

Fitt,(M, ® M,)= > Fitt ,(M,) Fitt,(M,) ieN ‘dir.

pro=i
Ve 6zel olarak

Fitty (M, ® M,) = Fitty(M,) .Fitt,(M,) “dir.

ispat: M &M, ‘nin bagint1 matrisini;

4 0
0 B
formunda yazalim. Buradaki 4 M, ’in bagmnti matrisi ve B de M,’ nin baginti

matrisidir. iddia hemen gosterilir. [4]
Lemma 3.1.22 M =M, xM, ise, Fitt,(M) = Fitt,(M,) .Fitt,(M,) ‘dir.

Ispat: Bir taraftan, X M,” in ve Y M)’ nin olmak {izere iki bagmti matrisini
alalim. Bu bagint1 matrisleri bize M, x M, igin
X 0
(o 7

matrisini  verir.  Diger taraftan, M, xM,’nin {retegleri  kiimesinden
{xl,...,xn,yl,...,ym}, formunu secgelim. Buradaki {xl,...xn} M, ‘in {ylj,_,,ym}
M, ’nin iretecleri kiimesidir. {x1 ,...xn} ve {yl e ym} i¢in olusturdugumuz baginti
matrisini {xl,...,xn, Viseros ym} seklinde M, x M, i¢inde olusturabiliriz. Bu matrisler
ise;

Det 1d(X)-Det 1d(Y)= Det 1d(XY) yi kolayca saglar. [1]
Sonu¢ 3.1.23 M =R/a, x...xR/a, ise Fitt,(M)=a,...a, ‘dir. [1]

Sonu¢ 3.1.24 M sonlu iiretilmis R-modiil ve m € N olsun,
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O zaman,

(0) i=0,..,m-1
Fitt, (M) izm igin

—m

Fitt, (R" ® M) = {

‘dir. [4]

Lemma 3.1.25 / < R ideal ise ,
Fitty,, (M / IM) = Fitt,(M)+1 c R/I ‘dir.

Ispat: M iireteglerinin kiimesi {ml,...mn} ise, bunun kanonik izdiisiim altindaki

goriintiisii M /I ‘ni iirete¢ kiimesini verir ve birinci kiimenin her bagintisi, ikinci

kiimeninde bagntis1 oldugundan, Fitt,(M)+1 c Fitt,,(M /IM) olur.

Simdi [X]= ([fz/b [)_c] icin Ureteglerinin baginti matrisi ise, her 1<i<n i¢in

a; €1 elemanlari bulunur ve,

PRIEIEDICIES
j=l j=1
olur. Ciinkii /M ‘nin her eleman1 / ‘daki katsayilar ile M ’nin {iirete¢lerinin sonlu
toplami seklinde yazilabilir. i. satirli X matrisi,
(Gn = ipresGin = i)
M’nin  baginti  matrisidir  ve X=X (modl) ‘dir.  Bu  yiizden,

Det Id([)?]) = Det Id([)?]) +1 e Fitt,(M)+1 ‘dir. Boylece ispat biter. [1]

Onerme 3.1.26 Sonlu R-modiiliin,
O->M ->M,>M,—>0
tam dizisi i¢in
Fitt,(M,) . Fitt,(M ) < Fitt,(M,) ‘dir.
M, n iireteglerinden olusuyorsa, bu gosterimin g¢ekirdegi n elemanlar tarafindan
tretilir, o zaman Fitt, (M) bir temel idealdir ve

Fitt,(M,) . Fitt,(M,) _ Fitt,(M,) “dir.
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Ispat: M, (i=1 veya 3) igin,
0>K, >R">M, >0

gosterimini alalim. Tam satir ve silitun islemleri ile degismeli bir diyagram

olusturalim.
0 0 0
l l 1
0 - K — K - K5 — 0

0 - R " R"+" —- R"™ — 0

0O - M —- M - M; - 0
! ! !
0 0 0

Bu sistemi asagidaki formda yazalim

alatn
nn,

A 0
* B
Buradaki 4 M, ‘ in bagmti matrisi ve B de M, ‘lin bagint1 matrisidir. Simdi;

Fitt,(M)) . Fitt,(M;) < Fitt,(M,) oldugunu goriiriiz. Eger B kare matris ise,

esitligin saglandig1 kolayca goriiliir. [4]

Lemma 3.1.27 [ sonlu iiretilmis ideal ise,

Fitt (M) < Fitt,(M/IM) c (Fitty(M),])c R “dir.

Ispat: ilk kapsama 6nerme 3.1.5. b ) den gosterilebilir. ikinci kisim igin,
R*—5SR" 5 M —0 M ‘nin bir gosterimi ve [ = <a1,...,an ) ise, 0 zaman
M /IM ‘nin gosterimi

Re™ M5 RY s M /IM — 0
seklindedir. Buradaki,

h*
(Wisee s W Vi e s Vi s Ve s V)
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n
= h(W1 . .,Wa) + Z(ajij >e "’ajvj,b)
j=1

‘dir. A matrisinin %" ile birlegimi,

H 0 .. .. 0

0 A ... ... 0
H =

0 0 4

seklindedir.Ve buradaki H # ile birlesim matrisi ve A kosegen matrisidir.

a, 0
0 a,
A= f
0 O o

H'‘m bxb mindrleri ya H ’nin bxb mindriidiir ya da bazi a ‘lerin uygun

carpimlarinin lineer birlesimidir. Bdylece ikinci durumda gosterilmis olur. [1]

Sonu¢ 3.1.28 /< R sonlu iretilmis ideal ve M bir faithful R-modiil ise,
Fitt,(M/IM)c I ‘dir.[1]

Teorem 3.1.29 R lokal halka ve » € N i¢in asagidaki durumlar birbirine denktir:
a) i=0,...r—1 icin Fitt,(M)=0 ‘dir ve Fitt (M)sifir bolensiz R tarafindan

uretilen bir temel idealdir.

b) M /t(M)=R" veranki sonluolan P, , F, , serbest R-modiilleri i¢in

0O>PFP—>PF—>M->0 tam dizisi vardir.
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Ispat: b) - a): M =R ®7(M) oldugundan, i=0,....,r—1 igin Fitt,(M)=0"
dir ve sonug 3.1.24.” den Fitt,(M)=Fitt,(t(M))’ dir. Ayrica ranki sonlu P, serbest
R-modiil ise;

0>P —>PF —>1t(M)—>0
tam dizisi vardir. Gergekten de 7(M) torsion modiil oldugundan,

rankP, = rankP, ‘dir.

Fitt,(z(M)) temel idealdir ve O(R).Fitt (z(M)) =
Fitt,(O(R)®, t(M)) = OQ(R) oldugundan Fitt,(z(M)) ‘nin her {ireteci sifir
bdlensizdir.

a) —b): {m1 ,...,mn} M ‘nin lretecleri ve 4, M ’nin bagint1 matrisi olsun. Nakayama
Lemmasindan, Fitt,(M)temel ideali her zaman 4’nin (n-r) mindrii A tarafindan

tiretilir. O zaman;

Z x'm, =0 (izl,...,n—r,xj.eR) ‘dir.

Vebiz A =det(x’) oldugunu biliyoruz.

i,j=l,...,n—r

Cramer kuralindan;

Am,= D Nm, (h=1,...,n—r) ‘dir.

J=n—r+l

r/ eR ile A, =r]A ve A(m,— D r/m, =0)

Jj=n—-r+l

oldugundan m, — Zrhj m;’nin elemanlar1 7(M)’ dedir. Dolaysiyla M /z(M)

J=n—r+l

.,m, tarafindan Uretilir.

mm, .,....,m, ‘nin goriintileri m, _,,...
OR)®, M =0(R)®, (M /7t(M))’den, @=0,...,r=1 icin
Fitt,(Q(R)®, M) =Q(R).Fitt, (M) =0 olmaktadir aynt zamanda

Fitt, (Q(R)®, M)=Q(R).Fitt (M)=0Q(R) oldugundan 6nerme  3.13.°den
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OR)®, M r rank ile serbesttir. M/ (M) r elemanlarn tarafindan

tiretildiginden M /(M) = R" olmas gerekir.

Simdi {m,,...m, } kiimesine ait
0>K—>R">M—>0
o R 1 n n . ¢
gosterimini ele alalim. v, = (x;,...,x7) e R" (j=1,...,n—r)elemanlar1 K ‘dadir ve

A= det(x;.) sifir bolensiz oldugundan R iizerinde lineer bagimsizdir ve K ‘y1

i,j=l,...,n—r

gerdigini gosterirsek bu bize b) ‘nin son durumunu verecektir.

Her (b,,...,b,)e K ve h=1,...,n igin,

xl xn—r xh
det n-r r;—r n-r = O
xl xnfr xh
bl . bnﬂ h

dir, ¢iinkii Fitt, (M)=0 dir. h’den bagimsiz A, € Fitt,(M) ile son satirin

determinanti;

Ab, = nz_r‘,A'l. a,

i=1

3

nin v,,...,v,_,° nin

*2 " n-r

3

ifadesine esittir. A tim A, leri béldiigiinden , (b,,...,b,)

lineer birlesimi oldugunu goriiriiz. [1]

Tanim 3.1.30 R tamlik bolgesi, R’ nin bir ideali ve Q’ da R’ nin kesir cismi

olsun.0 # x € Q icin x/ < R ise [ idealine fractional ideal denir.

I = {q €eQ:ql c R} olarak tanimlanir. Eger /™' = R ise I idealine tersinir

ideal denir. [§8]
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Teorem 3.1.31 R tamlik bolgesi ve I’ da R’ nin sonlu iiretilmis bir ideali olsun. O

zaman / tersinir idealdir ancak ve ancak R’ de her m maksimal ideali i¢in /,, temel

idealdir. [8]

Tanimm 3.1.32 R degismeli halka olsun. R ‘ nin her ideali sonlu iiretilmis ise R © ye

noetherian halka denir.

Sonu¢ 3.1.33 Ass(R) = Min(R) ile R noetherian halka ve M sonlu R-modiil olmak
tizere asagidaki durumlar birbirine denktir.
a) i=0,...,r—11¢in Fitt,(M) =0 ve Fitt, (M) tersinir idealdir.

b) M /t(M) projektif R-modiildiir ve pdg (M) <1 “dir.

AssM = MinM oldugundan, V p € Spec (R) igin (M) ,= z(M,) “dir.

Noetherian halkadaki bir ideal tersinirdir<> Lokal-global 6zelligi, teorem 3.1.28’

den sonug 3.1.31 sifir bolensizdir.

Ozellikle, Fitt,(M)tersinir idealdir < M pdg (M) < I ile torsion modiildiir.
[4]

Ornek 3.1.34 R=k [x,y]/(x2 +y? —=1) olsun. 2xdx +2ydy =0 “dir.
Fitt,(Q,(R)) = (0) ve Fitt,(€2,(R)) =(x,y) =R “dir. O halde €,(R), rank: / olan
projektif R-modiildiir. [8]

Ornek 3.1.35 R=k[x,y]/(y> —x*)olsun. Q,(R),Q,(R) ve Q,(R) ‘nin fitting
ideallerini bulalim.

F, {dx,dy} tarafindan iiretilen serbest R-modiil ve N> de 2ydy —3xdx elemam
tarafindan tiretilen F ’in bir alt modiilii olsun. Q,(R) = F'/ N oldugundan

0 >N—25F25Q(R)=F/N — 0
- .. —3x?
tam R-modiil dizisi elde edilir. Bu dizide ¢ homomorfizmasi matrisidir. Bu
y

matris Q,(R) ‘nin bagint1 matrisidir.
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Q, (R) ’nin fitting idealleri su sekildedir:
Fitt,(Q,(R)) = (0) c Fitt,(Q,(R)) = (y,x°) C Fitt,(Q,(R)) = R
Q,(R)’nin fitting  ideallerini  bulalm: F, {5, (x),5, ()., (x1).5, (x5, (»*)}
tarafindan {iretilen serbest R-modiill ve f =(y’>—x’)olmak iizere N' ‘de

{52 (),0,(x),0,(f )} kiimesi tarafindan iretilen F'’niin bir alt modili
olsun.Q,(R) = F'/ N' oldugundan

0 — N L5 F 25 QR=F/N—0
tam R-modiil dizisi elde edilir. Bu dizide f homomorfizmasi

-3x 1 0  3x° 0

-6x> x 2y Tx®  —2xy

-3xy 9y -3x> 6x’y -’
matrisidir. Bu matris Q,(R) ‘nin bagint1 matrisidir. 2,(R) ‘nin fitting idealleri su
sekildedir: Fitt,(Q,(R)) = Fitt,(Q,(R)) = (0)  Fitt,(Q,(R)) = (x*,x’y)
Fitt,(Q,(R)) = Fitt ,(Q,(R)) =R
Q. (R) ‘nin fitting ideallerini bulalim:

F8,(0,8,(2), 8, (1), 8, (%), 8, (5°), 8, (22 ), 8, (00°), 6, (), 8, ()}

tarafindan iiretilen serbest R-modiill ve f =(y>—-x’) olmak iizere N" ‘de
{53 (f),05(xf), 8, (1), 05 (x* ), 5, (yzf)} kiimesi tarafindan iiretilen F" ‘nin bir alt

modiilii olsun. Q,(R) = F"/N" oldugundan

0 > N2> F" =5 Q. (R)=F"/N"-> 0

tam R-modiil dizisi elde edilir. Bu dizide y homomorfizmasi
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-1 0 0 0 0 0 1 0 0

—4x> 0 0 1 0 6x° 0 —4x’ 0

-10x> 0 2y 2x  —4dxy 19x°  —x*  13x°  =2xy
-y I —-3x 0 3x° 3xy 0 -3x’y =X

-x° 4y —6xy —3x? 12x2y 6x* —4x* —9x° —2x3y

—4xy x —6x> 3y 5 12x*y  =3xy —1lx’y 0
Q,(R) ‘nin bagint1 matrisi olup

Fitt,(Q,(R)) = Fitt, (Q,(R)) = Fitt,(Q,(R)) = (0) < Fitt,(Q,(R)) # 0 “dir. [8]
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BOLUM 4

SONUCLAR

Bu calismada halka, ideal, modiil ve fitting ideallerin 6zellikleri ile ilgili

yapilan ¢alismalar incelenmistir.

Fitting ideallere temel olusturacak sekilde Onemli tanim ve teoremler
verilmistir. Fitting idealler kapsamli bir sekilde incelendikten sonra evrensel

modiillerin fitting idealleri bulunmustur.
Fitting ideallerle ilgili ¢aligmalara glinimiizde de devam edilmektedir. Bu

calismalarda modiillerin projektif boyutlarinin sonlu olmasi ile fitting idealleri

arasinda bazi 6nemli iliskiler bulunmustur.
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