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OZET

BULANIK OLCUM TEORISi UZERINDE

TANIMLI OLCULEBILIiR FONKSIYONLAR

DONERTAS, Nilgiin
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik BoLimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Mehmet Sahin

Ocak 2011, 51 Sayfa

Bu tezde bulanik 6l¢iim teorisi lizerinde tanimli olan Glgiilebilir fonksiyonlar

incelenmistir.

IIk olarak kiime siiflarmin cebirsel yapilar1 ile bulanik kiimeler ve bu
kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar lizerinde durulmustur. Sonra klasik 6l¢ciim ve
bulanik ol¢iimler ile ilgili temel tanim ve teoremler incelenmistir. Daha sonra

fonksiyon ve bulanik fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Son olarak 6l¢iim ve fonksiyon konusundan baglayarak Ol¢lim lizerinde
tanimli Olgtilebilir fonksiyonlarla ilgili tanim ve teoremler verilip Olciilebilir

fonksiyonlarm 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Ol¢iim, bulanik l¢iim, fonksiyon, bulanik fonksiyon, dl¢iim ve

fonksiyon, ol¢iilebilir fonksiyonlar.



ABSTRACT

DEFINED MEASURE FUNCTOINS ON

FUZZY MEASURE THEORY

DONERTAS, Nilgiin
M.Sc.Thesis,Math Department
Adviser:Assistant Professor Doctor Mehmet SAHIN

January 2011, 51 pages

In this thesis,the measurable functions defined on the theory of fuzzy

solution are investigated.

Firstly algebric structures of set classes with fuzzy sets and algebric
structures on these sets are emphasized. After that the basic definitions and theorems
about classical measurement and fuzzy measurements are examined. Then the basic

definitions and theorems about function and fuzzy functions are existed.

Finally,starting from measurement and function topics, the basic definiton and
theorems about measurement on defined measurable funtions are given and

measurable properties areinvestigated.

Key words: measurement, fuzzy measurement, function, fuzzy function,

measurement and function, measurable function.



TESEKKURLER

Bu ¢aligma siiresince gosterdigi yol ve yontemlerle destegini esirgemeyen
Saymn hocam Yrd. Dog. Dr. Mehmet SAHIN ‘e ve sabriyla destek olan esim Mehmet
Akif DONERTAS a tesekkiir ederim...



ICINDEKILER page

OZET .o i
ABSTRACT .. ii
TESEKKURLER. ... ..ottt e e iii
ICINDEKILER. ... ..ottt v
SEMBOLLER DIZINI..........ooo vi
L.BOLUM: GIRIS. ..., 1
2. BOLUM: KUME BILGILERI........cccouiiiiiiiiiiiiicc 3
2.1 Kiime Stuflart.. ..o 3
2.2 Bulanik Kilimeler............coooi i 10
2.3 Bulanik Kiime Kavrami............c..oooiiiii 11
3.1 KIasik OIGUM. ... 16
3.2 Bulanik Olglim Metotlars.............o.vuiuiin i 18
3.3 Bulantk OIGUm. .....uive e, 18
4. BOLUM:FONKSIYON KAVRAMI VE OZELLIKLERI.................... 21
4.1 Fonksiyon ve Iliskili Kavramlar.........................ccooeeinn.. 21
4. 2 Fonksiyonlarm OzelliKIeri. .. ................cocoeiiiiiiiiiiiiiiee e, 22
4.3 Fonksiyon Islemleri.............ccooooiiiiiiiiiiiiiiiiiiee i, 23
5. BOLUM: BULANIK FONKSIYONLAR............ccooviiiiiiiiieeenn . 25
5.1 Bulanik Smirlamali Fonksiyon...............ccooooiviiiiiiin.. yeren2d
5.2 Kesin Fonksiyonla Bulanmigin Yayilimi....................coooiin, 27
5.3 Kesin Degiskenli Bulandirma Fonksiyonu.............................. 28
6. BOLUM: FUZZY OLCUM UZAYLARINDA OLCULEBILIR
FONKSIYONLAR . ... ..ottt e, 31
6.1 Olgiilebilir Fonksiyonlar..................oooviiiiiiiiiiiiiieinn, 31
6.2 Hemen hemen ve Pseudo Hemen ... 35

6.30Iciilebilir Fonksiyon Dizisinin Yakmsamalar1 Arasindaki Iliski.39

iv



7. BOLUM: SONUGLAR .......ouuiiiiiniiiiieiiii e e e

KAYNAKLAR



SEMBOLLER DiZiNi

fog f ve g fonksiyonlarinin bileskesi

EAF E ve F kiimelerinin simetrik farki

u kiime fonksiyonu

Z Borel cebiri

E Bulanik kiime

hhh hemen hemen her yerde

phhh pseudo-hemen hemen her yerde
Pty

i f picinde f,, , f’e pseudo yakinsar
u

i f p icinde f, , f’e yakinsar

f hh.d f

" ‘: fn ./ e hemen hemen diizgiin yakinsar
f phh.d 3 f

fn,f e pseudo hemen hemen diizgiin yakinsar

vi



1. BOLUM
GIRIS

Olgiim kavrami matematigin temel konularindan biridir. Onceleri siiriideki
koyunlarin sayisi, ipin uzunlugu, tarlanin alani, kiipiin hacmi gibi basit sonlu
kiimelerle ifade edilebilen kavramlar i¢cin 6l¢iim kurallar1 bulunmus ancak sonralar1
bilimin, 6zellikle matematigin gelismesiyle karsilasilan, sonsuz kiimelerle ifade
edilebilen daha karmasik yapilarin veya olaylarin dl¢iimii i¢in ¢alistimustir. Ornegin
reel dogru tizerinde “0” ile “1” arasindaki reel sayilarmn kiimesinin [0,1] kapali aralig1

(61” 3

Olciimiiniin ne olacagi, bu kiimeden “0” ve in ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin
(0,1) acik aralig1 veya reel dogru iizerindeki herhangi bir agik aralik dl¢limiiniin ne
olacagi veya bu kiimeden biitiin rasyonel sayilarin ¢ikarilmasiyla olusan kiimenin
Olciimiiniin ne olacagi gibi sorular iizerinde durulmustur. Ayrica basit yapilar i¢in
belirlenmis olan 6l¢iim kurallarmin bunlar1 kapsayan daha karmasik yapilara nasil
genisletecegi 6nemli bir sorun olmustur.

Bu konularla 6zellikle Fransiz matematik¢iler Emile Borel (1871-2956) ve
Henri Lebesgue (1875-1941)’in yapmis oldugu calismalar bugiinkii klasik 6l¢tim
teorisinin temelini olusturmustur. Klasik 6l¢iim teorisindeki 6lglimiin toplamsallik
ozelliginden dolay1 bu 6lgtimlere toplamsal 6l¢iim denilmistir. Toplamsallik 6zelligi
etkili ve uygun olabilir ancak ¢ok keskindir ve esnek degildir. iste bu noktada
Olciimiin toplamsallik 6zelligi daha zayif bir sart olan monotonlukla yer
degistirmistir. Toplamsallik 6zelligi gostermemesi bulanik  Glgiimlerin  ana
karakteristigidir ve bu ylizden bazi kaynaklarda toplamsal olmayan 6lciim diye de
isimlendirilir.

Fonksiyon terimini Gottfried Wilhelm Leibniz’e (1646-1716) y. borgluyuz.
Leonhard Evler (1707-1783) genel fonksiyonlar incelemesiyle yapitlar yayimlar
(1748) ve orada fonksiyonlarla ilgili bir¢ok 6zelligi ortaya koyar. 18 yy’dan beri
matematige girmis olan fonksiyon kavrami, yalnizca ilkel cebir islemleriyle ifade
edilen bagintilara uygulanmaktan ¢ok Gteye gegerek diferansiyel ve integral hesap

yoluyla genis bir alana kaymustir. [9]



Ayni zamanda Wang’un [1982.1984 a.b] {lic yaymi bulanik 6l¢tim
uzaylar1 lizerinde Olgiilebilir fonksiyon dizilerinin yakinsakliklar1 konusundaki ilk
goriisleri icermektedir.” Pseudo-hemen hemen” genel kavrami tanitildiktan sonra,
Wang [1985 a, 1986 a] Pseudo otosiireklilik ve karsit otostirekliligin genel
kavramlarmin  esaslar1  lizerinde Olgiilebilir  fonksiyon dizilerinin  ¢esitli
yakinsamalarina iligkin bir¢ok sonug elde etti.

1930’larin baglarinda Polonyali Mantik¢1 Jon Lukasiewicz ilk ii¢ degerli
mantik sistemini gelistirdi. 1930’larda kuantum filozofu Max Black, siirekli
degerlere sahip mantigi, eleman diizeyinde kiimelere uyguladi. Black, bulanik-kiime
iiyelik fonksiyonlarindan bahsetmistir.

Bulanik kiime kavrami ilk olarak L.A. Zadeh tarafindan 1965 yilinda
“Fuzzy Sets” adli calismasiyla ortaya atilmistir ve bu ¢aligmayla birlikte “bulanik™
kelimesini teknik terimlere dahil etti. Ayrica bu c¢alisma ile bilinen kiime teorisi de
genisletilmistir.[23]

Bulanik mantigm uygulama alanlar1 ¢ok genistir. Sagladigi en biiyiik fayda
ise “insana 0zgii tecriibe ile 6grenme” olaymnin kolayca modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilebilmesine olanak tanimasidir. Yani
zor ve karmasik yapilar yerine bulanik mantik ile ¢cok basit sekilde ¢oziilebilir.[5]

Bulaniklik, rastgelelikle ayni degildir. Bulaniklik olaydaki belirsizligi ifade
eder, bir olaym olup olmadigini degil hangi dereceye kadar oldugunu dlger.
Rastgelelik, olaymn olusundaki kesin olmayishig: ifade eder. Bir olaym olmadigi

rastgeledir, hangi dereceye kadar oldugu ise bulanikliktir.[14]



2.BOLUM
KUME BIiLGILERi

Olgiim kavrami bir kiime fonksiyonu oldugundan dolay1 kiimelerin cebirsel
yapilart onemlidir. Bu boliimde iizerinde 6l¢iim kuraminin tanimlanacagi kiime
smiflar1 ve bu kiime smiflarinin tirettikleri halkalar, cebirler ile bulanik kiimeler ve
bulanik kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilerek, incelenmistir. Bu boliimde kiime simiflari ile ilgili kisim [7-12-29] bulanik

kiimelerle ilgili kisim Zadeh’in [23] calismasindan derlenmistir.

2.1. Kiime Smiflan

Tanim 2.1.1. X kiimesinin tim alt kiimeleri smifina X’in kuvvet kiimesi denir ve

P(X ) ile gosterilir. P(X ) in alt kiimelerine smif denir.

Tanmm 2.1.2. Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R sinifina halka

denir.

VE,FeR ; EOUFeR ve E-FeR

Onerme 2.1.1. Bos kiime her halkanin elemanidr.

Teorem 2.1.1. Her halka birlesim, kesisim ve simetrik fark islemleri altinda kapalidir
ve tersine arakesit ve simetrik fark islemleri altinda kapali olan bos olmayan bir

kiime sinifi bir halkadir.

Ispat:

EAF =(E-F)U(F-E) ve ENF=(EUF)—(EAF)



bu sekilde birinci sonug bulunur. Simdi tersine
EUF =(EAF)A(ENF) ve E-F=(EAF)NE

olup ispat tamamlanmis olur. |

Teorem 2.1.2. Kesisim, simetrik fark ve ayrik kiimelerin birlesimleri altinda kapali

olan bos olmayan her kiime smifi bir halkadir.

Ispat: Teorem 2.1.1.’den ve asagidaki esitlikten ispat tamamlanur.
EAF =[E—(EnF)|U[F-(EnF)]

Ornek 2.1.1. X kiimesinin sonlu biitiin alt kiimelerinin sinifi bir halkadir.

Tanmm 2.1.3. Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R smifina cebir

denir.

i. VELFeR ; EUFeR
ii. VE€R ; EeR

Teorem 2.1.3. Cebir, X kiimesini igeren bir halkadir ve tersine X kiimesini iceren

bir halka, cebirdir.

Ispat: R bir cebir olsun.

E-F=EnF=(EUF)
ve E eRise

X=EUEeR

o halde teoremin birinci kismi tamamlanmis olur. Tersine R, X kiimesini igeren bir

halka ise VE € R i¢in
E=X-EeR

oldugundan teoremin ikinci kismi da gosterilmis olup ispat tamamlanir. m



Ornek 2.1.2. Biitiin sonlu kiimeler ve onlarin tiimleyenlerinin sinifi bir cebirdir.

Tanim 2.1.4. ¢ bos olmayan bir smif asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢ kiime sinifina

yari halka denir.

i. VE,Fep ; ENnFeg

ii. VECcFee ; i=123,..,n igin
E=Cyjc(CcCc..cC,=F
D, =C-C_e9

olacak bi¢gimde ¢ nin iginde sonlu bir {C,,C,,C,,....C,} kiime smifi vardir. Her
halka yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkanin bir elemanidir.

Ornek 2.1.3. X kiimesinin tek elemanh tiim alt kiimelerini ve bos kiimeyi iceren

kiime simifi bir yar1 halkadir.

Tamm 2.1.5. ./ bos olmayan bir kiime sinifi asagidaki sartlar1 sagliyorsa ./~ kiime

sinifina o - halka denir.

i. VE,Fe 7 ;E-F € &+
ii. VE, e 731,23, | JE € 7
i=1

Bir o - halka sayilabilir birlesim altinda kapali olan bir halkadir.

Onerme 2.1.2. Bir ¢ - halka sayilabilir arakesit altinda kapalidir. Bundan dolay1 .~

bir o - halka ve {E,} € .~ bir kiime dizisi ise;

limsupE, € v ve liminfE, € 7
n n

olur
Ornek 2.1.4. Tiim sayilabilir kiimelerin sinifi bir o - halkadr.

Tanmmm 2.1.6. X kiimesini igeren bir o - halkaya o - cebiri denir.



Ornek 2.1.5. Tiim sayilabilir kiimeler ve onlarm tiimleyenlerinin smifi bir
o - cebirdir.

Onerme 2.1.3. .7 bir o - halka ise ./‘U{E:Ee./‘} bir o - cebirdir.

Tamm 2.1.7. Bos olmayan ve her {En}cM monoton kiime dizisi i¢in eger

limE, e M ise M kiime sinifina monoton sinif denir.
n

Onerme 2.1.4. Bir o - halka bir monoton smiftir.
Onerme 2.1.5. Bir halka ayn1 zamanda bir monoton simif ise bu bir o -halkadur.

Tamm 2.1.8. 7, bos olmayan bir smif ve T keyfi indeks kiimesi olmak tizere

V{E,:teT}c./} icin

UE[e./; ve ﬂE[e./;
t
ise ./, smifina diizenli sinifi denir.

Onerme 2.1.6. Diizenli sinif bir monoton siniftir.

Ornek 2.1.6. X:[O,l]kapah birim aralik olsun. ae[O,l] olmak {izere

[O,a) ya da [O,a] bigimindeki tiim kiimelerin sinifi diizenli bir siniftir.

Onerme 2.1.7. E sabit bir kiime olsun. ¢ bir ¢ - halka ise (swrastyla halka, yar1

halka, monoton smif, diizenli sinif1) ¢ N E de o - halkadur.

Teorem 2.1.4. ¢ bir kiime smifi olsun. ¢  smifin1 kapsayan en kiiciik bir R,

halkas1 vardir.

VR ve Ry>¢@ icin ROp=RDR,

Ry, ¢ smifinm iirettigi halka olarak adlandirilir ve R (go) ile gosterilir.



Ispat: P(X ) , @ smifin1 igeren bir halkadir. ¢ yi iceren halkalarin kesigimi de yine

@ yiigeren bir halkadir. Bu R, halkasi ile gosterilir. R, i tekligi asikardir. m

Benzer sekilde ¢ nin lrettigi o - halka, monoton smif ve diizenli sinif ic¢in

tanimlanip sirastyla ./ (qo)\/i , M(9), 7 (@) ile gosterilebilir,

Ornek 2.1.8. X sonsuz bir kiime olsun. ¢ biitiin tek elemanl kiimelerin smifi ise

R( ¢ ) biitiin sonlu kiimelerin ve ./~ (go) biitiin sayilabilir kiimelerin sinifidir.

Ornek2.1.9. X reel dogru olsun. ¢ tiim agik araliklarm smifi ise M (¢) tiim agik

araliklarmn sinifi ve ) (go) = P(X ) dir.

Onerme 2.1.8. ¢, c o, ise 7 (¢)c 7 (p,) dir. Burada » yerine R, M, 7,

veya ./ den herhangi biri alinabilir.

Teorem 2.1.5. ¢ bir yar1 halka olsun. R(¢), ¢ deki biitiin kiimelerin sonlu, ayrik

birlesimlerinin sinifidir.

Teorem 2.1.6. ./ (¢) = 7~ (R(p)).

Ispat: ilk olarak ¢ = R(¢) oldugundan Onerme 2. 1. 8. e gdre;

Ikinci olarak ./~ (go) Dp ve s (go) bir halka oldugundan

./‘(go) ) R(go)
olur.

Ayrica .7 (@) bir o - halka oldugundan,

olur. Boylece



bulunur. -

Ornek 2.1.10. X reel dogru ve ¢ de Ornek 2.1.3. deki yar1 halka olsun. Bu
durumda .7 (@) ye Borel cebiri denir ve "7 " ile gosterilir. . deki kiimeler Borel

kiimesi olarak adlandirilir. # ayni zamanda sirasiyla tiim acik araliklarin smifi, tim
kapali araliklarin sinifi, tiim soldan ag¢ik sagdan kapali araliklarm smifi, biitiin soldan
kapali sagdan agik araliklarin sinifi veya tiim araliklarin sinifi tarafindan tiretilen bir

o - halkadir.

Teorem 2.1.7. ¢ bir kiime sinifi ise,

7 (@):{U ﬂES:ESegD S, ve T keyfi indeks kijmeleri}

€T ses,
olur.
Ispat: Esitligin sag tarafin1 V ile gosterelim.
i. S, ve T tek elemanli olabileceklerinden V o ¢
ii. Bileske isleminin birlesme 6zelliginden, V bileske islemine gore kapalidir.

iii. ¢ deki kesisim ve birlesim isleminin yer degistirebilmesinden ve kesisimin

birlesme 6zelliginden V, kesisim iglemine gore kapalidir.

Bu yiizden V, ¢ yi iceren bir diizenli smiftir ve V' o 7 (go) .

Tersine ¢ yiigeren her diizenli smif V yi de kapsar buradan ., (go) o,

Sonug olarak

bulunur. -



Teorem 2.1.8. ¢ herhangi bir snif ve A herhangi bir kiime ise,
./‘(go)mA:./‘(qomA)
dir.
Benzer sekilde halka, monoton sinif ve diizenli sinif icinde ayni1 ifade gecgerlidir.
Ispat: i. /(@) A4 bir o -halkadir ve ¢ N A y1kapsar, bu yiizden
./‘(go)mA ) ./‘(gomA)

olur.

ii. V={E:EnAde 7 (pnA), Ec 7 ()} olsun. ¥ bir o -halkave ¥ > ¢ olur.
V > 7 (¢) oldugundan VE € ~ (@) igin

Ende s (pnA)
olur. Buradan,

F(p)nAdc 7 (pnA)

bulunur. Sonug olarak

elde edilir. L]

Ornek 2.1.11. ~ reel dogru iizerinde bir borel cebiri olsun. 7 m[O,l] birim aralik

iizerindeki borel cebiri olarak adlandirilir. Bu, [0,1] deki tiim araliklarin sinifi

tarafindan tretilen o -halkadir.
Teorem 2.1.9. Eger R bir halka ise M (R)=.7(R) olur.

Sonugc 2.1.1. Bir halkay1 kapsayan monoton sinif, bu halkanin tirettigi o -halkay1 da

kapsar.



2.2. Bulanik Kiimeler

1965 yilma kadar matematikte, incelenen konularin (olaylarm) daha once
saptanmis olan kurallara kesin olarak uyup uymadig: incelenmistir. Bu incelemeler
de her zaman kendimize gore bir kesinlik aranmistir. Arac¢ olarak, diisiince
sistemimizde, iki degerli mantik kullanilmistir. Ornegin bir dnerme i¢in, daha nce
saptanan kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa yanlis denilmistir. Buna karsin
yasadigimiz evrende bir¢ok olay vardir ki, bunlarla ilgili 6nermelerin dogru ya da
yanlis oldugunu ayrt etmek cogu kez bizi giic durumda birakabilir. Bagka bir deyisle
bizi yanilgiya diisiirebilir. Ornegin elinizdeki elmanmn bir parcasmi 1sirin ve su
soruyu sorun;"elimdeki nedir?" yanit "elma" olacaktir. Bir parca daha alin ve yine
ayn1 soruyu sorun. Yanitmiz belki yine "elma" olacaktir ama i¢inizden bu yanit1 biraz
daha agmak gegecektir. Ornegin, "biraz yenmis bir elma" gibi. Isirmaya ve soruyu
sormaya devam edin. Oyle bir an gelecektir ki, elinizde tuttufunuz, her neye
benziyor ise, artik sadece "elma" sozclgii ile aciklanamayacaktir. Yemeye devam
edin. Sonunda elma yok olacak ve sorunun yanit1 da "higbir sey" olacaktir. Simdi
sorunuzu degistirin, "elma ne zaman elma olmaktan ¢ikti? ". Bu soruya bir yanit
bulamayacaksmiz. Burada verilen 6rnek, bulanik mantigim mantigmi anlatan ¢ok

giizel bir 6rnektir.

Soruda, "ne zaman" sozciigii, igerisinde bir kesinlik tasimaktadir. Yani
yanitin "5.1siriktan sonra”, ya da "elma yemeye basladiktan 5 dk. sonra" gibi, kesin

bir sekilde ifade beklenmektedir.

Bulanik mantik, " elmadan, elma degile gegisi" bir derece meselesi olarak

algilar, klasik mantik(Aristo mantig1) ise, kesin bir an ister [30].

Bu gozlemler ve gesitli arastirmacilar, iki degerli mantiga dayanan bugiinkti
matematigin kesinlik gdstermeyen bircok olaylar1 tam olarak aciklayamayacagi
diistincesini dogurmustur. Bu durumu ilk kez 1965 yilinda Zadeh yayinladig1 "Fuzzy
Sets" [23] , adli makalesiyle ortaya koydu ve bulanik kiime (Fuzzy set) kavramini

tanitt1. Zadeh daha sonra bulanik kiimelerle ilgili birgok ¢alisma yapti [22-24-25].

10



2.3. Bulanik Kiime Kavram

Simdiye kadar, bir kiimenin belirtilmesini bu kiimenin 1yi tanimlanmis olmasi
kosuluna bagladik. Bagka bir deyisle, A kiimesinin tanimli olmasi i¢in evrensel
kiimeden sectigimiz bir x elemani A kiimesinin elemani midir? Sorusuna kesinlikle
evet ya da hayrr dememiz gerekirdi. Bunu X # O bir kiime olmak lizere, A

kiimesinin

1 xe4

VxeX icgin /,tA(x):{O ved

ile tanimh p, : X — {0,1} iiyelik fonksiyonu ile ifade ediyorduk [11]. Zadeh'in [23]

de ortaya koydugu asagidaki tanima gore 0<r <1 olmak ilizere x € X elemani, A

kiimesinin liyelik derecesi r olan bir eleman1 olmaktadir [13-16].

Tamm 2.3.1. X:{x:xeX} kiimesi verilmis olsun. Vxe X i¢in u, (x)e[O,l]

olmak tlizere
p, X —[0,1]

kiimesine X in A bulamik kiimesi denir. p, fonksiyonuna A bulanik kiimesinin
iiyelik fonksiyonu, g, (x) degerine x n iiyelik derecesi (ya da degeri) ve

U, (x) kiimesine de A bulanik kiimesine ait elemanlarim iiyelik derecelerinin kiimesi

denir[23].

0 ve 1 sayilar1 [0,1] araliginin elemanlar1 oldugundan her kiimeyi bir bulanik kiime

olarak diisiinebiliriz.
Eger;

sup u, (x) =1

xeX

ise bulanik kiimeye normal denir [31-32-33].

Tamim 2.3.2. Eger herx € X i¢in p, (x) < Uy (x) ise Ac B denir.
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Tamm 2.3.3. Bulanik kiimelerde birlesme islemi AU B, "v" verilen bulanik

kiimelerin en bliyiik islemi olmak iizere asagidaki bicimde tanimlanir;
Hyop (x)::uA (x)V:uB (x) VxelX

Tamm 2.3.4. Bulanik kiimelerde kesisim islemi, AN B,”A” verilen bulanik

kiimelerin en kii¢iik islemi olmak iizere asagidaki bigimde tanimlanir;
Hynp (x)::uA (x)/\:uB (x) VxeX

Benzer bicimde eger {Al itel } bulanik  kiimelerinin bir smifi ise

U, 4, ve M, A bulanik kiimeleri de ayni iyelik fonksiyonlari kullanilarak;

sup 41, (x) ve 1tr617f 1, (%)

teT

ile bulunur [26].

Tanmm 2.3.5. A bir bulanik kiime olsun. 4 nin tiimleyeni A, asagidaki gibi

tanimlanir;
ug(x)zl—u/,(x) Vxe X

Teorem 2.3.1. Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri asagidaki

ozelliklere sahiptir [3-34] ;

Tek kuvvet Au A=A
ANA=A4
Degisme AUuB=BUA
ANB=BnNnA
Tiimleme A= 4

12



Yutma Au(AnB)=4
An(AUB)=4
Evrensel ve bos kiimede yutma AuvX =X
AND=J
Ozdeslik AnX =4
Aud=A4
Birlesme AU(BUC):(AUB)UC
AN(BNC)=(AnB)nC
Dagilma Bm[U A,j:U(A,mB)
teT teT
Bu[ﬂAIJ:ﬂ(AtuB)
teT teT
De Morgan kurali (U A’J = ﬂ 4
teT teT
04)-u7
teT teT
Klasik kiimelerden farkli olarak;
Mo (X) # 1y (%)
M (%) # 15 (x)

olabilir.

Ornek 2.3.1. X={a,b} ve A, B bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlar: i¢in bulanik

kiime islemleri asagidaki gibi olur;

13



0,8 =b
0,7 =a
“A(x):{o,z = b
0,1 x=a
#B(x)_{O x=5b

iﬂ@(x)

Tamm 2.3.6. 4V (x) olsun. {x:uA (x)> 0} klasik kiimesi A min destegi olarak

isimlendirilir ve sup 4 ile gosterilir.
Tamm 2.3.7. A€V (x) olsun. YV €[0,1] igin
(xip,(x)za} ve {x:p,(x)>al
klasik kiimelerine o - kesim ve gii¢lii a - kesim kiimeleri denir ve sirasiyla 4 , AM

ile gosterilir [4].
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Tanim 2.3.8. X = (—oo,oo) olsun. Eger Va e (0,1] icin A, bir sonlu kapali aralik ise

AeV(x) bulanik kiimesine bulanik say: denir. Eger 4 bulanik kiimesinin iiyelik

fonksiyonu a,b € R ve b > 0olmak iizere;

0 ,x<a—-b veya x>a+b
(x—a+b)/b ,a—b<x<a
(a+b—x)/b ,a<x<a+b

Hy (x) =

1 ,X=a

ise A ya tiggensel bulanik say1 denir [6].

Her ti¢gensel bulanik say1 bir bulanik sayi, her reel say1 6zel bir ticgensel bulanik

say1 ve buradan her reel say1 ayn1 zamanda bulanik sayidir.

Tamm 2.3.9. X =(—o0,) olsun. Eger Vx,,x,,x; € X i¢in x, <x, <x,

p ()= () A, ()
ise A eV (x)bulanik kiimesine konveks denir [3].

Teorem 2.3.2. Her bulanik sayr (—o0,0) un konveks bulanik alt kiimesidir ve

bunlarn liyelik fonksiyonlart tistten yar1 siireklidir.

Tanmm 2.3.10. A4, B bulanik sayilar olsun. Bu durumda A+ B, A-B, A.B, A/ B

asagidaki gibi tanimlanir;

tap(2)= sup 11, () A pi (9)]

x+y=z

tas(2)=sup [, (x) A pp(2)]

x—y=z

tap(z)=sup [ (x)Apz(y)]

X.y=z

ty, (2)= sup [s(x)Aps (7))

==z,y20
Yy
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3.BOLUM
OLCUM

Bu boliimde klasik anlamdaki 6l¢lim kavrami ve bulanik Olctimlerle ilgili

genel tanim ve teoremler verilmistir.

3.1.Klasik Ol¢iim

Klasik anlamdaki ol¢iimler toplamsal Olglimler olarak da adlandirilirlar.
Klasik dl¢iimlerle ilgili olarak genel tanim ve teoremler [2], [8], [12] kaynaklarindan

derlenmistir.

Tanim 3.1.1. ~, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve u, ~ cebirinde
genisletilmis reel degerli fonksiyon olsun. Asagidaki sartlari sagliyorsa u ye olgiim

denir.
i.u(@) =0

iivAde v u(4)=0

iii. VA, € v ikiser ikiser ayrik kiime dizisi ve UAn € 7 i¢in

n=l1

7 (U An] => 1(4,) (sayilabilir toplamsallik 5zelligi)

n=1 n=l1

eger

u(LkJAnlzni‘,u(An)

n=1 =

almirsa sonlu toplamsallik 6zelligi denir.
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Onerme 3.1.1. 1, ~ cebiri iizerinde bir 6l¢iim olsun.

i.Ae v ,Be 7 ,Ac B icin u(A)Sy(B)

ii. Eger A, € v ,1<n<w ve UAn icin

n=1

U (U An] <" (4, ) (sayilabilir toplamsallik 6zelligi).
n=1

n=l1
Ispat:

i.B:Au(B—A);buradan A=4,A4,=B—A ven>2 i¢in 4, =0 ise yu nin

sayilabilir toplamsalligindan;
u(B)=p(4)+u(B-4) ve u(B)>u(4)
olur.

n—1
ii.n>1 ve A =B B, =A4, —UAI. olsun. Vn i¢in;

n=l1
B e v ,B c A, ve B, ler ikiser ikiser ayrik kiimeler ise

0 o0

Us,. =4, e ~
Pt
buradan
Onerme3.1.2. y, ~ cebiri iizerinde bir 6l¢iim olsun.

d,e ', 1sn<wo |Jd,e v ise

n=1

i. Eger A, c 4

n+l 2

17



u(@/ln]ﬂimu(/ln)

n—o

ii. Eger 4, D A,,, A€ v, ise; 1<n<oo p(4)<w, ﬂAne v ise

n=l1

ﬂm/&]:},@;u(/&)

n=1

Ayrica, i.) den sonlu toplamsal u i¢in sayilabilir toplamsallik bulunur.

3.2. Bulamk Ol¢iim Metotlan

Bulanik 6lgtimlerde {tiyelik fonksiyonlarindan ziyade giiven, olasilik ve
benzerlik dereceleri onem taswr. Bu derece bir evrensel kiimedeki aitligi belli
olmayan bir elemanmn, evrensel kiimesinin bir alt kiimesine olan aitliginin
derecesidir. Bu boliimde klasik kiimeler iizerindeki bulanik 6l¢timler yiizeysel olarak
incelenmistir ve bulanik Ol¢iimlerle ilgili ¢esitli tanim ve teoremler verilmistir.

Bulanik 6l¢iim diisiincesi ilk olarak Sugeno [19-20] tarafindan tasarlanmustir.

3.3. Bulamk Ol¢iim

X #© bir kiime, ~ , X 'in alt kiimelerinin bostan farkli bir smifi ve

m: —>[0,oo] negatif olmayan, ~~ lizerinde tanimli genisletilmis reel degerli bir

kiime fonksiyonu olsun. Bu durumda;

sup{x:x S [0,00]} =0

xed

inf{x:xe[O,oo]} =1

xed

D" 4,=0 (burada {4} bir reel say1 dizisidir.)

i€
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olarak alalim. [21-29].

Tanim 3.3.1. m: © — [O,OO]bir fonksiyon olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan bu m

fonksiyonuna bulanik 6l¢iim denir. [17]
i.m(@)zO ,Je v i¢in
ii. Ae © Be v AcCB igin m(A) < m(B) (monotonluk sart1)

iii. vneN {4} c «

A cdc.., A e v i¢in

limm(A4,)=m (0 A, ] (tistten siirekli)

iv. Vne N {An}c a

A>4,>.., m(4)<eo ve ﬁAne v igin

n=1

limm(A4,)=m (ﬁ A, ] (alttan siirekli)
" n=l1

Tanmm 3.2.2. Eger (X, ) lzerinde Tanim 3.3.1.°deki (1), (i1) ve (ii1) kosullar1
saglaniyorsa m' ye iistten yari siirekli bulamik ol¢iim; (1), (i) ve (iv) kosullar1
saglaniyorsa m'ye alttan yari siirekli bulanik 6l¢iim; kisaca her ikisine birden yari

stirekli bulanik ol¢iim denir.

Bundan baska X e , m(x)=1 ise mbulanik 8l¢iim normaldir veya yari

siirekli bulanik 6l¢tim normaldir denir.

Genellikle m nin taniml oldugu “~ smifi olarak monoton sinifi yar1 halka,

halka, cebir, o -cebir, o -halka, diizenli sinif veya kuvvet kiimesi géz Oniine
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almabilir. Egerm (X " ) de bir bulanik 6l¢iim (veya yari siirekli bulanik 6l¢tim)
ise (X,7,m)ye bir bulamik Slgiim uzayi( veya yari siirekli bulanik 8lgiim uzayr)

denir.

Bir yar1 halka iizerindeki bulanik 6l¢iimde, klasik 6l¢iimdeki toplamsallik

yerine monotonluk, siireklilik ve bos kiimede sifir olma anlamia gelir.

Bunun yaninda bulanik 6l¢giime toplamsal olmayan 6l¢iim de denir [28].

Ornek 3.3.1. U, (X N ) tizerinde tanimli ve her £ € » i¢in x,, X kiimesinde sabit

bir nokta olmak tizere

, x,ek

u(e)-,

x, & E
bi¢iminde tanimlanan Dirac Ol¢iimii bir normal bulanik dl¢iimdiir.

R, X kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir cebir ve u , (R,X ) lizerinde

taniml1 diizenli bir bulanik 6l¢iim (diizenli artan yari siirekli bulanik 6l¢iim veya

diizenli azalan yar:1 siirekli bulanik 6l¢tim) olsun. Eger v, (R,X ) de bir kiime

fonksiyonu ve

v(E)=1-u(E)

ise v diizgiin bulanik 6l¢iime sirasiyla, diizenli artan yar1 siirekli veya diizenli azalan
yar1 siirekli bulanik Olctimdiir. v ye g niin iki yonlii( dual) bulanik Ol¢ctimii

denir[10-15-18].
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4.BOLUM
FONKSiYON KAVRAMI VE OZLELIKLERI

Ik defa 1694 ‘de Leibnitz tarafindan ortaya atilan fonksiyon kavrami
matematikteki temel kavramlardan biridir. Esleme, doniisiim gibi kelimelerin genel
ad1 olarak fonksiyon kullanilir. Fonksiyon; verilen her girdiye karsilik bir cikti

atayan bir kuraldir.

Ornegin; herkesin sevdigi bir renk vardir. Renk kisilerin fonksiyonudur. Ali
maviyi severken, Ayse kirmizidan hoslanir buradaki kisiler girdiyi olustururken

sevdigi renkler ¢iktiy1 verir. Buna daha pek ¢ok 6rnek verilebilir.

Goriildigi gibi fonksiyonlar giinliik yasantimizin en basit yonlerinde bile
goriilebilmektedir. Peki, fonksiyon bulanik ise nasil bir sonug elde edilir. Ona 6rnek

2

verelim. Hava sicakligin1 derece degil de “ sicak,soguk 1lik, serin....” gibi

degerlendirdigimizde net simirlar1 olmayan bir kiime olusur. Iste bu durumda olusan
kiime bulanik mantigin fonksiyon kavramimiza uygulanmasidir. Bu bodliimde

oncelikle klasik fonksiyon kavrami ve 6zellikleri hakkinda bilgi verecegiz.[3]

4.1 Fonksiyon ve Fonksiyonla iliskili Kavramlar

Tanmm 4.1.1 A, B bos olmayan iki kiime ve A\ Bc R olsun. Vxe 4
girdisine yalniz bir y € B ¢iktis1 getiren y= f (x) kuralina fonksiyon denir.

Fonksiyonu saglayan y= f (x) kuralinda x degistikce, y’de degisecektir. Bu

nedenle x’e bagimsiz degisken, y’e bagimli degisken denir.

Fonksiyon 6zel bir tip bagmtidir. Bir f bagmtisinin fonksiyon olabilmesi i¢in;
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1) Vx € 4 i¢in (x,y) € f olacak bicimde en az bir ye B vardur.
1) Vx € Aicin (x,y) € f ve (x,z) € f iken y=z dir.

Tanim 4.1.2. y=f (x) denklemine uyan tiim x girdileri kiimesine f

fonksiyonun tanim kiimesi ya da alan (D. p ), B kiimesine de deger kiimesi denir.

Tiim y lerin olusturdugu kiimeye de f fonksiyonun goriintii kiimesi ya da

aralik (R. p ) denir.

4.2. Fonksiyonlarin Ozellikleri

Tanim 4.2.1. A, Bc R olmak lizere f:4—> B Ff(x) fonksiyonu

tanimlansin.

Tanim kiimesindeki her farkli elemanimn goriintiisii de farkli ise bu tip

fonksiyona bire- bir fonksiyon denir. Yani V x;,X2e 4 i¢in;

x 2 x, = f(x)# f(x,) veya x, =x, = f(x,) = f(x,) dir.

Tanim 4.2.2. Deger kiimesi ile goriintii kiimesi esit olan fonksiyonlara orten
fonksiyon denir. Yani,Vye B i¢in y= f (x) olacak sekilde en az bir xe 4 varsa f'ye

orten fonksiyon denir.
Bu durumda;
fd)={f(aka e 4j=B
olur.

Tanmim 4.2.3. Gorlintii kiimesi deger kiimesinin 6z alt kiimesi ise buna i¢ine

fonksiyon denir. Yani:
S(4)c B
dir.
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Tanim 4.2.4. V X;,x; € 4 i¢in

x, <x, i¢in f(x )< f(x,) (Artan fonksiyon)

x, <x, icin f(x)< f(x,) ( Azalmayan fonksiyon)
x, <x, idcin f(x)> f(x,) (Azalan fonksiyon)

x, <x, icin f(x)> f(x,) (Artmayan fonksiyon)

Bu kosullardan birini saglayan fonksiyona monotonik fonksiyon denir.
Tanim 4.2.5. T>0 ve Vx e 4 igcin x+T € 4 ve
fx+T)=f(x)

oluyorsa f ’ye periyodik fonksiyon denir. T ye de periyot denir.

4.3. Fonksiyon islemleri

Tanmmm 4.3.1. f ve g fonksiyonlarinin her ikisinin de tanim kiimesi

igerisinde olan x degerleri igin:
Dt &)= (fx)+ek)
i) (-8 (x) = (f(x)-gx)
i) (f.8) &) = (f(x).g(x)
v (/) () = ((x)/&(x) (gx)=0)
seklinde tanimlanan islemlere fonksiyonlarda aritmetik islemler denir.

Tanim 4.3.2. f(x) , g’nin tanim kiimesi i¢inde f ve g herhangi iki fonksiyon

olmak tizere;

(gof )(x) = g(f (%))
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olarak tanimlanan gof fonksiyonuna g ile /* nin bileske fonksiyonu denir.

Tanim 4.3.3. Bir f fonksiyonu bire bir ise f ters fonksiyon vardir. £ (x)

degeri f’nin tanim kiimesi i¢inde, f(y)=x esitligini saglayan bir tek y sayisidir. Yani;

x=fy) < y="(x)

olur.
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5.BOLUM
BULANIK FONKSIiYONLAR

Klasik fonksiyon tanimina bulanik kavrami ii¢ diizeyde uygulanabilir ve
dolaysiyla ii¢ tip bulanik fonksiyon elde edilmis olur. Bulaniklik kavrammin tanim
ve goriintli kiimesine uygulanmasiyla bulanik sinirlamali fonksiyon elde edilir. Bir
baska secenekte fonksiyonun bagimsiz degiskenin bulanikligini bagimli degiskene
yaymast durumu olabilir. Bu bolimde bulanik fonksiyonlar ile ilgili bolim [3]

Baykal N. Ve Timur B. ¢aligmalarindan derlenmistir.

5.1. Bulanik Sinirlamal Fonksiyon

Tanmm 5.1.1. A ve B klasik kiimeler olmak ftizere, f klasik ve kesin bir

fonksiyon ( f:A—B) olsun. A ve B smrasiyla E ve F evrensel kiimelerinde
U, (x) < pp(f(x)) seklinde tanimlanir. Bulanik kiimelerde ise, bu fonksiyon A

bulanik tanim kiimesi ya da bulanik alanda ve B goriintii kiimesi ya da bulanik aralik

da bulunan bir fonksiyon olacaktir.

Ornek 5.1.1. y = f{x) olsun. f fonksiyonun asagidaki gibi bulanik

siirlamalar1 olsun;

“Eger x, A’nin bir iiyesi ise, y, B’nin bir iiyesidir.” “A kiimesi i¢in x’in

tiyelik derecesi u,(x), B kiimesi igin y’nin iiyelik derecesi u,(y)’den daha az dir.”

1, (x) <y (v)

onciil bulanik sinrrlamalar y’nin B kiimesinin elemani olmas: i¢in yeter bulanik

kosulu belirtir.
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Eger, A kiimesi i¢in x’in iiyelik derecesi & ise , B kiimesi i¢in y’in liyelik

derecesi & *dan daha kiigiik olmayacaktir.
iki bulanik kiime diisiinelim.
A={(1,0.5),(2,0.8)}
B={(2,0.7),(4,0.9)}
ve xeA, ye B igin y=f(x)=2x olsun.

£, fonksiyonu

Hy ()< (v)
kosulunu saglar.

Ornek 5.1.2. “Deneyimli satic1 yiiksek gelir saglar” ifadesiyle bir fonksiyon

arastiralim.

E ve F swrayla satict ve [O,oo] aylik gelir kiimeleri olsun. A ve B’ de

deneyimli satic1 ve yliksek gelir bulanik kiimelerini ifade etsin. Bu durum da,
f: A—B fonksiyonu,
Vx e A ve y=f(x)eB i¢in /,tA(x)S /,tB(y)
kosulunu saglamaktadir.

A.B ve C; E, F ve G’ de tanimlanmis bulanik kiimeler olmak iizere bulanik

sinir1 olan f: A—B, g: B—C fonksiyonlar1 kabul edelim. Bu fonksiyonlarin birlesimi;
(gof): A—C
seklinde bulanik fonksiyon ve bulanik sinirlamalar tretirler.

bileske fonksiyon gof,
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(M < e (g(»))
Ve

y=f(x), z=g(¥)

kosullarina baghdir. Buradan,

1, (x) < pe(g(f(x))

elde edilir.

5.2 Kesin Fonksiyonla Bulamkhgin Yayilim

Bulanik genisleme fonksiyonu, bagimli degiskenlere bagimsiz degiskenlerin

belirsizligini yayan fonksiyonlardir. f: E—F kesin bir fonksiyon ise, bulanik

genisleme fonksiyonu f, bulamik kiime E ’nin f(E) goriintiisiinii tanimlar. Bu

genisleme ilkesinin uygulanmasidir.

()¢ ise EBu,(x)

Mo (V) = xef”

/), y’nin ters goriintisiidiir. Bu boliimde bulanik degiskeni temsil etmek

icin “~” isareti kullanilacaktir.

Ornek 5.2.1. A= {0, 0.9} (1, 0.8) (2, 0.7) (3, 0.6) (4, 0.5)f tanm
kiimesinde ve B=[0,20] araliginda f{x)=3% +1 seklinde bir kesin fonksiyon olsun.

Bagimsiz degiskenler belirsizdir ve bulaniklik B kiimesine yayilarak B‘ bulanik

kiimesi elde edilecektir.
B'={1, 0.9) (4, 0.8) (7, 0.7) (10, 0.6) (13, 0.5)f

bulanik genisleme fonksiyonu ile ilgili;
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~ ~ ~2 ~ ~
y =ax +bx ve y=a.cosXx+b

gibi orneklerde vardir.
5.3 Kesin Degiskeni Bulandirma Fonksiyonu

Tammm 5.3.1. Bu fonksiyon bulanik kiimede kesin tanim kiimesinin
goriintiisiinli  olusturur. Tekil bulandirma fonksiyonu, E’nin bulamk giic

kiimesindeki p(Y) eslesmesini veren E’den F’ye bulandirma fonksiyonu olup

fop (Y)
seklinde gosterilir.

Bulandirma fonksiyonu tanim kiimesinden; bulanik goriintii kiimesine bir
esleme saglar. Bulandirma fonksiyonu ve bulanik baginti, matematikte birbirinin
yerine kullanilmaktadir. Bundan dolay: bulandirma fonksiyonu V (x,y)€ExF i¢in

asagidaki gibi tanimlanan bulanik bagmti olarak yorumlanabilir.

tuf(fc)(y) = Hp(x, )

Ornek 5.3.1 iki kesin kiime olan A={2,3,4} ve B={2,3,4,6,8,9,12} yi ele
alalim. f bulandirma fonksiyonu A’daki elemanlari f)(B) gii¢ kiimesinde asagidaki

sekilde eslessin.

olup,
Bi={(2,0.5), (4,1),(6,0.5)}
B,= {(3, 0.5), (6,1), (9, 0.5)}

Bi= {(4, 0.5), (8,1), (12, 0.5)}
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F'
f 2> B] 1.04
0.5 | H H B,
2 4 B "
_ 1.0
f 3> Bz B2
05 H
3 & 9 >
JL
f:4—> B, B,
1.04
LT
4 8 12 >
7 fonksiyonu 2 € 4°’y1 2 € B, e 0,5 derecesi ile

4 € B,'e 0,1 derecesi

6 € B, e 0,5 derecesi

ile esler. Bulandirma fonksiyonuna o — kesme islemi uygularsak;

o= 0,5 igin f:2 — {2,4,6}

o= 1,0 igin f:2 — {4}

ayni yolla,
o= 0,5 icin f:3 — {3,6,9}
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o= 1,0 igin f:3 — {6}
yine; w= 0,5 icin f:4—+ {4812}

1,0 igcin f:4 — {8] elde edilir.

R
I

Tanim 5.3.2

E’den F’ ye kesin fonksiyonlarm bulanik gruplar’i kesin ﬁ(i =1,2,...,n)

fonksiyonu bulanik kiimesi ile tanimlanir ve Vx € Ei¢in f;= f{x) olmak iizere su

sekilde gosterilir.
J;={(fi,u_;(fi) )‘fi:E—>F, ieX}
bu fonksiyon ¢ikt1 olarak bulanik kiime iiretir.
Ornek 5.3.2.
7= {(f1, 0.4), (B, 0.7), (£, 0.5)}

fik)=x  frx)=x, fi(x)=-x+I

bulanik kiimelerinin varhiginda E={1, 2, 3} olmak iizere bulanik grup su sekilde

hesaplanacaktir;
frile £={(1.0,4), (2,0.4), (3, 0.4)}
frile f,={(1,0.7), (4,0.7), (9, 0.7)}

frile f,=1(0,0.5), (-1,0.5), (-2, 0.5)}

boylece ciktilar su sekilde yazilabilir,
f(l)Z {(1,0.4), (1,0.7), (0, 0.5)} = {(0, 0.5), {1, 0.7)}
f(2)={(2, 0.4), (4,0.7), (-1,0.5)}={(-1, 0.5), (2,0.4), (4,0.7)}

7(3) ={(3, 04), (9, 0.7), (-2,0.5)}={(-2,0.5), (3, 0.4), (9,0.7)}
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6. BOLUM
BULANIK OLCUM UZAYLARINDA OLCULEBILIRLiK FONKSIYONLAR

Bu boliimde bulanik 6l¢lim uzaylarinda Olgiilebilir fonksiyonlarla ilgili
tanimlar, teoremler, sonuglar verilmis “hemen hemen” ve “pseudo hemen hemen *
kavramlari, ol¢iilebilir fonksiyon yakinsamalar1 arasindaki iliski incelenmistir. Bu

boliim [27]’den derlenmistir.

6.1. Olgiilebilir Fonksiyonlar

Bu boliimde, (X, .7 ) olciilebilir uzay, p: .7 — [0, o] bulanik 6l¢iimii

(veya yari siirekli bulanik 6l¢limii) ve B (-o0,0) iizerinde Borel cisim olsun.
Tanmim 6.1.1. Herhangi bir B ¢ 28 Borel kiimesi i¢in;
B ={x| f(x)eByer
Olacak sekilde X fizerinde gergel degerli f: X— (—z,20) fonksiyonu varsa .7~
Olctilebilirdir.

Teorem 6.1.1. Eger f: X — (—o,0) fonksiyonu gercel degerli bir fonksiyon
ise asagidaki ifadeler denktir.

(1) £ blciilebilirdir

(2) Herhangi bir a € (-o0,) i¢in {x|f(x) >a }e T dir.
(3) Herhangi bir o € (— oo,oo) icin {x|f(x)>a }e T dir.
(4) Herhangi bira e (— o0,0) igin {x|f(x) <a }e T dir.
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(5) Herhangi bir & e (~,) igin {x|/(x)<a }e 7 dir.
Ispat.
(1) =>@): 4/ 2a }=£"( [a.0) ) ve [a,) bir Borel kiimesidir.
(2)=>(1) : Herhangi bir a € (~0,0) i¢in {x|/(x)>a Je 7 ise herhangi
bir
Be{o,0)a e(-0,0) } icin f7(B)e 7dir.
={B|f " (B)e 7 |} ve @={[a,)|a e(-w,) } ile belirtirsek . 7> &

oldugunu goériirliz. B € .7 verilsin.

f(B)=f"(B)e 7oldugunda B €. d, yani .~ tiimleyen islemi

altinda kapalidir. Benzer sekilde, baz1 { B, } .7 verilsin.

f (U ©.B ):U ~ f(B,)e 7 oldugundan | J7, Be.7olur yani .7

n=1"n
sayilabilir birlesim olusumu altinda kapalidir. Bu yiizden, .~ bir o —cebiridir ve
dolayisiyla .7 > 7 (L ) =23 dir. Bu da bize, f fonksiyonunun olgiilebilir bir

fonksiyon oldugunu gostertir.

Sonu¢ 6.1.1. 1 Olgiilebilir bir fonksiyon ise herhangi bir o € (— oo,oo)ig:in
{x|f(x):a }e T

dir.

Tamm 6.1.2. R=(-o,0)ve R" = RxRxRx.......... XR n-boyutlu carpim

uzay1 olsun. Simdi

oc(n):{li[[ai,bl%—oo< a;, < bl.<oo,i =1,2,.cccc..... .1 }

=1
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oldugunu belirtmeliyiz. B = (& (”)) o —cebirine R" tzerinde Borel cisim

(n) ;

denir ve B'i¢indeki kiimeler ( n -boyutlu) Borel kiimeleri olarak adlandirilirlar.

f:R" >R fonksiyonu (R”", ")) 5lciilebilir uzaymnda dlgiilebilir bir fonksiyonsa

bu fonksiyona Borel fonksiyonu denir.

Teorem 6.1.2.  f, e ,f, fonksiyonlar1 Ol¢iilebilir fonksiyonlar

olsunlar. Eger g:R" — R bir Borel fonksiyon ise g:( Siseeeereene , fn) olgiilebilir bir

fonksiyondur.

Ispat: Herhangi bir B (— oo,oo)Borel kiimesi i¢in,

dir. Herhangi bir F e 73 icin Teorem 6.1.1.’1nin ispatinda oldugu gibi herhangi bir

E= H al,b e icin,

oldugundan

elde ederiz.

g bir Borel fonksiyonu oldugundan, herhangi bir Bc (— oo,oo) Borel kiimesi

icin g~ (B) e ™ olur. Bdylece herhangi bir B — (— oo,oo) Borel kiimesi i¢in,

elde ederiz ve bu g( Sioeereenene , fn) nin 6l¢iilebilir oldugunu gosterir.
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Teorem 6.1.2.°inin 6zel bir durumu olarak, eger f, ve  f,  Olgiilebilir
vea e (—o0,00) bir sabit ise, o, af,, f;+fo. [, = Lol fil fifor VA 1Y 1014

S

ve o sabiti Olciilebilirdir. Ayrica
WA= £6) 1= bAG)- £()=0 fe 7
olur.

Teorem 6.1.3. Herhangi bir x € X i¢in, { f, } 6lciilebilir fonksiyonlarin bir

dizisi ve

h(x)=sup {f,(x) }

n

glx)=inf{f, (x) }

n

ise h ve g Olciilebilirdir.
Ispat:

Herhangi bir o € (—0,0) igin, Teorem 6.1.1.’den

n

x|h{x) > a} {xsup {fn(x) }>a}

\(
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dir. Boylece & ve g dlgiilebilirdir.

Sonug 6.1.2. { f, } 6lgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve

S()=Tim f,(x),
f (x)=lim £, ()

ise, 7 ve f Olgtlebilirdir. Ayrica lim f, varsa o da 6l¢iilebilirdir.

Ispat:
/ (x)=inf, sup,.., {f,(x)} ve
f (x)=sup,inf,., {f. (x)} olup Teorem6.1.3.’den ispat tamamlanmis olur.

6.2. "Hemen Hemen" ve Pseudo-Hemen Hemen"

(X, .7 u) bulanik 6l¢iim (veya yari siirekli bulanik 6l¢iim) uzayi iizerinde
Olgiilebilir fonksiyon tanimi, klasik 6lglim teorisiyle 6zdestir, sonu¢ olarak bu u

kiime fonksiyonuyla baglantili degildir, fakat Olgtilebilir fonksiyonlarm o6zellikleri

s6z konusu oldugunda kiime fonksiyonu goriisleri incelenmelidir. Ornegin, eger f
fonksiyonu sonlu bulanik 6l¢iim uzayinda 6lciilebilir bir fonksiyon ise, " f hemen

hemen her yerde sifira esittir' ifadesinin anlami1 nedir?

Olasilik teoreminde "rastgele bir degisken & ,1 olasilik ile 0'a esittir" ifadesi
"rastgele bir degisken & , O olasilikla O'a esit degildir" ifadesine denktir, ¢linkii
olasilik dl¢limleri toplanabilirlik 6zelligine sahiptir. SOyle ki, eger p olasilik dlgtimii

ise herhangi bir £ olay1 i¢in,

p(E)+ p(E) = p(EuE)zl dir. Bulanik olclimlerinde genellikle

toplanabilirlik 6zelligi kayboldugu i¢in, asagidaki tanimda belirtildigi gibi "hemen
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hemen her yerde" ifadesi "hemen hemen her yerde" ve "pseudo hemen hemen her

yerde" diye ikiye ayrilmaktadir.

Tanim 6.2.1. A€ 7 olsun ve P, A 'nin i¢indeki noktalara gére bir 6nerme
olsun. P, A-E iizerinde dogru olacak sekilde £ e .7 ve u(E)=0 varsa,"P  hemen
hemen her yerde Aiizerinde dogrudur” denir. P, A - F lizerinde dogru olacak
sekilde F € .7 ve u(A-F)= /,t(A)Varsa, " P pseudo hemen hemen her yerde A

tizerinde dogrudur"” denir.

"Hemen hemen her yerde" ve "pseudo-hemen hemen her yerde" ifadelerini

sirasiyla "h.h.h." ve “p.h.h.h.” ile gosterecegiz ve { £, }h.h.h. f’e yakinsar (veya
“{f.}phhh. f'e Yakmsar”) ifadelerini de swasiyla “f, —22 5 £ (veya

J, s [ ) ile gosterecegiz.

Ornek 6.2.1. Herhangi bir £ € .7 igin, X = {0,1}, F = P (x)

LE
u(E)={O Eiq;

olsun. Eger asagidaki gibi (X, .7 u ) lizerinde,

1—1/n, x=1 ise n=1,2,

fe={toa e ¥ol e e

Olciilebilir fonksiyon dizisini tanimlarsak,

f, —phhh () ye f, phhh_q
olur, fakat asla

f,—"*>1 veya f, —0

olamaz.

Ornek 6.2.2. Herhangi bir Ec .7 i¢in, X= {0,1}, 7= & {X) ve
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()= LE=X .
BPE V0 E-x °°

olsun. Ornek 6.2.1. “de verilen 8lgiilebilir fonksiyon dizisi i¢in
f,, h.h.h s 0 ve f,, h.h.h. s 1

olur, fakat asla

fn p.hhh. s 0 Veya fn p.h.h.h. s 1

olamaz.

Orneklerden anlasilacag1 gibi, bu durumun klasik dl¢iim teorisinden ¢ok

farkli oldugunu goriiyoruz. Bger f, —2% f ve f —2% 5 £ her ikisi de

gerceklesiyorsa, h.h.h. f= f' diir. Fakat simdi Ornek 6.2.1. ve Ornek 6.2.2.’de limit

fonksiyonlar1 her yerde 0'a ve I’e esit degil, tabi ki bunlar ne h.h.h. ne de p.h.h.h. dir.

Sunu da belirtmeliyiz, “h.h.h.” ve “p.h.h.h.” durumlar1 tamamen birbirine
simetrik durumlar degildir. Gergekte, eger P Onermesi 4 € .7 tizerinde h.h.h. dogru
ise 0 zaman bu dnerme 4 nin .7 ’ye bagl herhangi bir alt kiimesi i¢inde dogrudur;
fakat burada ""h.h.h." yerine "p.h.h.h." olsaydi bu ifademiz dogru olmayacakti. Bu

durum asagidaki 6rnekte agiklanmistir.

Ornek 6.2.3. Herhangi bir £ € .7 i¢in, X ={a,b,}, 7 =¢ (X) olsun,

u 1se asagidaki gibi tanimlansin.

IElr E# {a;h} ise

h(E) = { 3, E={ab} ise

f(x) = {D, x € {a,b} Iise

1, x=c ise

ve u niin bulanik 6l¢tim oldugu ayrica

wlf ) =0, € X)) = (fa.b}) = 3= ()

oldugu kolayca ispatlanabilir.
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Boylece, X iizerinde p.h.h.h. f =0 dir. Fakat

ulbd ()= 0.x e faclf) = ullal) = 1% plla.cl)=2

dir. Sonug olarak " {a, ¢/} lizerinde p.h.h.h. f = 0" ifadesi dogru degildir.

Bu konuyla ilgili "'hemen hemen diizgiin yakinsama" ve "Ol¢iimde
yakinsama" kavramlar1 6lgtilebilir fonksiyon dizileri i¢indir ve bulanik 6l¢iim uzay1

(ya da yari-siirekli bulanik 6l¢iim uzayi) iizerine dagilirlar.

Tanim 6.2.2. AeF , feF, {fn}c F olsun. Herhangi bir sabit £=1,2,...
i¢in, { f, } A-E Uzerinde f ’e diizglin yakinsayacak sekilde u(E,)=0 ile {E . } cF
varsa, {f,} A iizerinde / 'ye hemen hemen diizgiin yakinsar denir ve f, —< £ ile
gosterilir.

Herhangi bir sabit £ = 1,2,... i¢in, {f,} A-Fj Tlzerinde f ’e diizgiin
yakmsayacak sekilde lim 1 (A-F,)ile {F}c 7 varsal{f,] A iizerinde f e

pseudo-hemen hemen diizgiin yakinsar denir.

Tanmm 6.2.3.4€ 7 feF ve {fn}CF olsun. Verilen herhangi bir

&£>0 icin,

lim,u({x fn(x)—f(x)|<g}mA)=,u(A) ise {f,} wiginde, A iizerinde

f ye yakinsar (veya élciim iginde yakinsar) denir ve A {lizerinde f, —*— file

gosterilir. Verilen her hangi bir £>0 i¢in,

tim g ({x].£, (x) - / (x)|2 £} " 4) =0

ise { fn} u iginde, A tlizerinde f 'ye pseudo-yakinsar ( veya olgiim iginde pseudo-

yakinsar) denir ve A lizerinde f, —2*— f ile gosterilir
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Ornek 6.2.4. X = [O,oo), 7 =23 ve u Lebesgue dl¢limii olsun, dyle ki,
72 [0,00) icindeki biitiin Borel kiimelerinden olusan sinifi temsil etsin. Herhangi bir

xe X i¢inf,(x) = x/n ,n=12,...ve f(x) = 0 alrsak,
f p.h.hd f

elde ederiz. Fakat {f,,} X lzerinde f'ye hemen hemen diizgiin yakinsamaz. Hatta,

fo ==

n

olur. Fakat {f,! u icinde X lizerinde f'ye yakinsamaz.

63. Ol¢iilebilir Fonksiyon Dizisinin Yakinsamalar1 Arasindaki iliski

6.2'de anlatilan kavramlar, bulanik 6l¢iim uzayinda veya yari siirekli bulanik
Olglim uzaymda Olgiilebilir fonksiyon dizisinin yakinsamalar:1 arasindaki iliskiyi
karmagsiklastirmaktadirlar. Klasik 06l¢iim teorisinde sadece iic kavram (h.h.h.
yakinsama, h.h.d. yakinsama ve 6l¢iimde yakinsama) ele alinmisti, simdi ise bunlar
arasindaki alt1 ifadeyi tartisacagiz. Bu kisimda, kiime fonksiyonlarinin 6zellikleri

kullanilarak, baslica bagintilar verilecektir.

Teorem 6.3.1. Herhangi bir Ae .77 ve 4 igindeki noktalara gore herhangi bir
P Onermesi i¢in, P, A iizerinde hemen hemen dogruysa, P A4 {izerinde p.h.h.h.

dogrudur ancak ve ancak u sifir-toplamsaldir.
Ispat:

Yeterlilik: u  sifir-toplamsal olsun. Eger P A {izerinde h.h.h. dogruysa,
herhangi birx e 4-E i¢in P (x) dogru olacak sekilde £ € 7 ile u (E) =0 vardur.
Sifir toplamsalligi kullanarak y (4-E) = u(A) elde ederiz. Bdylece P A

iizerinde p.h.h.h. dogrudur.

Gereklilik: Herhangibir 4 € 7 ,Ee 7 e u(E) =0 1i¢in, P(x)

onermesini "x € A4 — E 7 olarak alalim. Agikca goriilmektedir ki, P 4 iizerinde
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h.h.h. dogrudur. Eger bu P 'min 4 {iizerinde p.h.h.h. dogru oldugunu gosteriyorsa,
herhangibirx € 4 - F i¢in P(x) dogru olacak sekilde

Fe 7 ie u(d-F) =u (4)
vardr. Yanixe 4 - F ikenx € 4- E 'dir. Bu yilizden

A-E> A-F

dir.  'nlin monotonlugunu kullanarak

W(A-E) = p (4)
elde ederiz.

Sonu¢ 6.3.1. Ae .7 , f e Fsifir toplamsal olsun. Eger A iizerinde

f,—2Ls £ Adizerinde f, —£%"% £ olur.

Teorem 6.3.2. Ae 7 feFve {f,}cF ve u alttan oto siirekli olsun.

Eger A lizerinde f, —"%— f ise, A {izerinde f, —2"%— f olur.

Ispat.

Eger A iizerinde fn%fise, herhangi bir £k = 1,2,... icin A-Ey
izerinde { fn} f e yakinsak olacak sekilde {E} < F ile li,fn u(E,)) =0 vardr,
u alttan  otostirekli  oldugundan, li,fn Uu(A-E)=u(A) olur ve bu yiizden 4
lizerinde f, —2"% £ dir,

Teorem 6.3.3. Herhangi bir 4 € .7~ ve herhangibirfeFF ve {f,} < F

i¢cin, 4  lizerinde f, —*— foldugunda 4 iizerinde f, —2*— f ancak ve ancak

u alttan otostireklidir.
Ispat:

Yeterlilik : g alttan otosiirekli olsun. 4 iizerinde f, —— f* ise, verilen
herhangi bir € >0 i¢in
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f(x)-rf (xlz g}m A) =0 olur. u alttan otostirekli oldugundan,

lign u({x

£, (x)—f(x)|<8}mA) = li}{n,u(A —{x

lim g1 ({x £,(x)-f(x)ze}nd)=p(4)

elde ederiz. Boylece 4 lizerinde f, —24— f olur.

Gereklilik : Herhangi bir A€ .7 ig¢in ve lim, ,u(Bn)= 0 olan herhangi bir

{B,} < 7 igin, dlgiilebilir fonksiyon dizisi {f,}’i n = 1,2,..igin

0, x€ B, ise

1, xe B, ise

seklinde tanimlariz. Buradan, A iizerinde f, ——0 oldugunu gostermek kolaydir.

Eger bu, 4 lizerinde f, —24—0  oldugunu gosterirse £ =1>0 igin,

lim /J({xufn (x) <t }n4 )=p(A)
elde ederiz.

(7.} <1 }n4)=B, na=a-8,
iken

lim p(A4 - B,)= p(4)
olur. Bu 4 'niin alttan otosiirekli oldugunu gosterir.

Teorem 6.3.1. ve Teorem 6.3.3.”inin dogruluklar1 x niin siirekliligine bagh

degildir.

Asagidaki Egoroff un teoremine gore klasik 6l¢iim uzayindan bulanik 6l¢tim

uzayina yapilan genellemedir.

Teorem 6.3.4. 1 bulanik 6l¢iim, 4 € 7 ve u(A)< o olsun. Eger A’nin

her yerinde f,—> fise 4 iizerinde f, —24> f ve f, —2224 5 £ dir,
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Ispat:
A= X ve u sonlu olsun demekle herhangi bir kaybimiz olmayacaktir. Eger
herhangi bir m = 1,2,... i¢in

E” :i@{xufi (x)—f(x)|<1/m}

seklinde tanmimlarsak, E" Cc E)' c..... olur. {f,(x)}'in f(x) yakmsadigi biitin

noktalarin kiimesi,

dir. Eger her yerde f,, —> f ise, herhangi bir m=1,2,... i¢in UE;" = X dir. Yani

n=l1

n— o iken E X X ve bu nedenle herhangi bir sabit m = 1,2,... i¢in n—>0o0 iken

E" A ¢ dir. Keyfi verilen herhangi bir £>0 igin, lstten siireklilik ve u 'niin

n

sonlulugu kullanilarak, plE, ) <&/2  olacak sekilde n;  bulunur; bu

n; igin,

y(ﬁ uE_fz)< e/2+e/2* = %e olacak sekilde n, bulunur;....

ko
Genel olarak, y(U E, ] < Z; e/2' = (1 -1/2* ) g<e  olacak sekilde
i=1

npny, .....,n; vardir. Buradan {nl} say1 dizisini ve { E! } kiime dizisini elde ederiz, u

'niin alttan stirekliligini kullanarak,

u 0 E; <¢
i=1
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buluruz. Simdi UE; iizerinde { fn} 'nin f ye diizglin yakinsadigini gdstermeliyiz.

i=1
Verilen herhangi bir 6 >0 i¢in, i, >1/6 alalim. Eger x e ﬂzl E; ise xe EP

oldugundan, i > n, oldugunda

fi(x)=fx)<1/io< &

olur. Buradan f,—*% f  oldugunu ispatlamis oluruz. Benzer yolla, A

lizerinde f, —£""* 5 f oldugunu da ispatlayabiliriz.

Asagidaki ornek, eger u(A4)= oo ise Teorem 6.3.4.'deki sonucun

dogru olmayabilecegini gosterir.
Ornek 6.3.1.

X, .7, u) bulanik 8l¢iim uzay1 ve f, f,, f,,... fonksiyonlar1 Ornek 6.2.4.

*deki fonksiyonlar olsun. u(X)=co ve X iizerinde her yerde f, — f elde ederiz.

Fakat Ornek 6.2.4.'de belirtildigi gibi X iizerinde { fn} /f’e hemen hemen diizgiin

yakinsamaz.

Sonug¢ 6.3.2. y bulanik 6lgiim olsun, Ae 7 u(4)< o ve p  sifir
toplamsal olsun. Eger 4 lizerinde f, —""*— f ise buradan A {izerinde

hem f, —2 > f hemde f, —2"{ f dir.
Asagida verilen teorem, Sonug 6.3.2'nin tersine bir sonug verecektir

Teorem 6.3.5. Ac .7 olsun. Eger A4 iizerinde f,—2{ >

(veya an)f) ise, A tizerinde f, A)f (veya f, phhh. r

sirasiyla) dir.
Ispat:

Eger A lizerinde f,—% > f ise, A-E; , lizerinde herhangi bir

k=12,. igin {f,} f’eyakmsak (hatta diizgiin yakinsak) olacak sekilde {E, = F
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ile lign ,u(Ek) =0 vardwr. Her £ i¢in £ — E; oldugundan, u niin monotonluguyla

birlikte, p (E)=0 oldugunu goriiriiz. Bu ylizden herhangi birx A-FE icinx A-E;

olacak sekilde baz1 £, 'lar vardir ve bu sebepten { _}‘;?(x)}'e yakinsar. Bu da
bize A iizerinde + _ & oldugunu gosterir. A4 iizerinde f, —£Ms f

oldugunun ispat1 da buna benzerdir.
Teorem 6.3.5."Inin dogrulugu u 'niin siirekliligine bagli degildir.

Teorem 6.3.6. A € F olsun. Eger 4 lizerinde f, hib_y £ istten siirekli
ve /,t(A)< o ise, A tzerinde f, —— folur; eger A lizerinde f, phih_y £ e

u alttan stirekli ise, 4 tizerinde f, —*— f olur.
Ispat:

Eger A4 lzerinde f, —pkhh_y £ ise, herhangi bir xeB icin
lim £, (x)=f,(x) olacak sekilde, Be 7 ile BcA ve u(B)=u(4) vardr. Bu

ylizden verilen herhangi bir €¢>0vexeB i¢cin, n> N (x) iken

£, (X)-f(x)|<e

olacak sekilde N(x) vardir. Eger

4, = {N(x)<kjn B
yazarsak

A ,Q]A" =B
olur.

b, ()= rel< efna= 4,
oldugundan
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BoWf,(x)-f(x)<e)N4NB>4,NB=4, =B

olur ve bu ylizden

£,(0)- f(x)<e}N AN B)= u(B)

lim u({x
dir. Dolayisiyla,

u(4)> tim {7, ()= £ (x)< 2N 4)

dir. Budabize 4 lizerinde f, —2*— f oldugunu gosterir.

Teorem 6.3.7. Teorem 6.3.6.’inin tersi sonuglar vermektedir.

Teorem 6.3.7. A € .7 olsun. u tstten otosiirekli olan zayif yari-siirekli
bulanik 6l¢lim olsun. Eger A {izerinde f,—*— fise , A lzerinde hem
f, —2% s £ hem de f, —2%" £ olacak sekilde {f, |'in baz1 {f, | alt dizileri

vardir.
Ispat:

Genelligi bozmadan A = X oldugunu varsayabiliriz. Eger f, —— f ise

herhangi bir £ = 1,2,... i¢in
tim g, (x) - £ ()2 1/ f) = 0
olur. Boylece;

ulls

£,() = f 1/ k)< 1k
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olacak sekilde ny vardir. Herhangi bir £ = 1,2,... i¢in. ny+; > nj oldugunu

varsayabiliriz. Eger

Ek:{x

£,() = £ ()2 1/ k)

yazarsak

lim (£, )=0

olur. p istten otosiirekli oldugundan.

ﬂ(li’?}ﬂ(Ek,. )): 0

olacak sekilde (E) 'nin bazi (E, ) alt dizileri vardir. Simdi X —limE, iizerinde
ifnk_} f’e yakmsadigmi ispatlamaliyiz. er; ﬂiJE oldugundan herhangi

xe X —lim E, i¢in, xe ﬂij(x)E_k[ olacak sekilde j(x) vardir, agikcasi her i> j(x)

i¢in

fnki (x)_f(xj < l/ki

dir. Bu yilizden verilen herhangi bir £> 0 i¢in, 1/k, <& olacak sekilde

i segelim.i > j(x)v i, oldugundan

elde ederiz. Bu

h.h.h

oldugunu gostertir.

u sifir toplamsal oldugu i¢in, Teorem 6.3.1."1 kullanarak

f p.hhh. f

3
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oldugunu soyleyebiliriz.

Teorem 6.3.8. A< .7 olsun. Eger A iizerinde f,—2ds f

(veya f, —2%1% 5 £ ) ise A lizerinde f, —£— f (veya f,—2“ f )olur.

Ispat: 4 iizerinde f, —22% > fise, baz1 £€>0  ve >0 icin

xe A-E ve n2n, oldugunda,

f,x)-flx)<e

olacak sekilde u(E)< o ile E € F ve ny vardir. Boylece herhangi bir n>n, igin;

ulls

£,()= £ ()2 &N 4)< u(EN 4)

< p(i

elde ederiz. Bu A lizerinde f, —*— f oldugunu gosterir.
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7. BOLUM

SONUCLAR

Bu ¢aligma boyunca goriildiigii gibi bulanik 6l¢lim teorisi tizerinde

Olgtilebilir fonksiyonlarin farkli tanimlar1 yapilmistir.

Olgiilebilir fonksiyonlarda hemen hemen ve pseudo hemen hemen
kavramlar1 ve Olciilebilir fonksiyon dizisinin yakisamalar1 arasindaki iliski
incelenmistir. Ayrica bulanik 6l¢iim uzaymda veya yari stirekli bulanik 6l¢iim

uzayinda Ol¢iilebilir fonksiyon dizisinin yakinsamalar1 arasindaki iliski incelenmistir.

Sonug olarak dl¢iilebilir fonksiyonlar bulanik 6l¢tim {izerinde tanimlanmus,

ortak ve farkl 6zellikler yardimiyla agiklanmistir.
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