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OZET

BULANIK GRUPLAR VE HALKALAR

YETKIN Ece
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Ana Bilim Dali
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Necati OLGUN
Haziran 2011, 46 sayfa

Bu calismada, bulanik mantik kavraminin temel tasi kabul edilen bulanik
kiime kavrami tanitilarak, bulanik fonksiyon ve bulanik ikili islem kavramlari
yardimiyla inga edilen bulanik grup yapisi tim ozellikleriyle incelenmistir. Bulanik
grup teorisi adi altinda bulanik alt grup, bulanik normal alt grup, bulanik bolim
grubu gibi alt kavramlara ve bulanik grup homomorfizmasi tizerine kurulan bulanik

gruplar i¢in temel homomorfizma teoremine yer verilmistir.

Iki bulanik islemli bulanik halka, bulanik alt halka, bulanik ideal, bulanik
boliim halkasi, bulanik tamlik bdolgesi, bulanik cisim ve bulanik halka
homomorfizmasi gibi cebirsel yapilar tanitilarak, temel teorem ve ozellikleri ile

detayli olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik kiime, Bulanik ikili islem, Bulanik grup, Bulanik
boliim grubu, Bulanik grup homomorfizmasi, Bulanik halka, Bulanik ideal, Bulanik

halka homomorfizmasi, Bulanik b6éliim halkasi.



ABSTRACT

FUZZY GROUPS AND RINGS

YETKIN Ece
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Necati OLGUN
June 2011, 46 pages

In this study, by introducing the concept of fuzzy sets being considered the
cornerstone of the concept of fuzzy logic, the structure of fuzzy group, which was
built on the concepts of fuzzy function and fuzzy binary operation, together with all
its properties were investigated. Under the fuzzy group theory, the concepts of fuzzy
subgroup, fuzzy normal subgroup, fuzzy factor group and the fundamental

homomorphism theorem for groups based on fuzzy group homomorphism are given.

Introducing fuzzy algebraic structures such as fuzzy ring with two fuzzy
binary operations, fuzzy subring, fuzzy ideal, fuzzy factor ring, fuzzy integral
domain fuzzy field and fuzzy ring homomorphism, the basic theorems and properties

of these were investigated in detail.

Key Words: Fuzzy sets, Fuzzy binary operation, Fuzzy group, Fuzzy factor group,
fuzzy group homomorphism, Fuzzy ring, Fuzzy ideal, Fuzzy ring homomorphism,

fuzzy factor ring.



TESEKKUR
Bu caligma siiresince ilgi ve yardimlarini esirgemeyen saygideger hocam
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BOLUM 1

GIRIS

Insan dis ortamdaki verileri duyu organlar1 yardimiyla algilar, modeller ve
derler. Siiphesiz, her insan icin duyu organlarinin derledigi veriler farklidir. Ustelik
duyu organlarinin bir algilama esigi de s6z konusudur. Boylece ayni olgularin
degerlendirilmesi insandan insana farklilik gdésterir. Dolayisiyla dis gergekligin
zihinsel modellemesi kisiye 6zgii bir kavramdir. Bu nedenle hi¢bir model, ne dil, ne
diisiince ne de bunlarin modellemeleri i¢in kullanilan matematiksel mantik tiirleri,
tamamen kapsayici, yeterli ve yegane degildir [3]. Aristoteles’ten gilinlimiize

kullanilan mantik sistemleri ¢esitlilik gostermektedir.

Geleneksel mantik sistemleri, kesin dogru ve kesin yanlis degerlerine sahip
(iki degerli) 6nermelerle ¢alisirlar. Onermelerin deger kiimesi {Yanlis, Dogru} veya
sayisal olarak {0,1} olarak kabul edilir. Bu mantik sistemi halen bilgisayarlarimizda
kullanilan Boolean mantiginin temellerini olusturur. Aristo mantig1 olarak bilinen bu
klasik mantik sistemi tglincii bir ihtimali reddeder ve bize diinyayr siyah ve
beyazdan ibaret sunar. Oysa ger¢ek diinyada sonsuz renk tonu oldugu gibi, bir o
kadar goreceli dogrular ve yanliglar vardir. Belirsizligi tanimlama ve modellemenin
Oonemini tnli fizikgi Einstein su sekilde ifade etmistir: “Matematigin kavramlari
kesin olduklar1 siirece gercegi yansitmazlar, gercegi yansittiklar slirece de kesin
degillerdir.” Bulanik mantik yoluyla, belirsizligi istenilmeyen bir durum olarak géren
ve miimkiin biitiin durumlarda kaginilmasi gerektiginde inanan geleneksel anlayistan,
belirsizlikle ugrasan ve bilimde bundan kaginilmasimin miimkiin olmadigini iddia
eden alternatif bakis acisina dogru dereceli bir gecis ortaya konulmaktadir. Klasik
mantigin tanimlayamadigir belirsiz kavramlarin matematiksel olarak ifade
edilebilmesinin ihtiyacindan dolayr bulanik mantik gibi mantik sistemleri dnem
kazanmustir. Ornegin “yemek biraz ac1” gibi bir ifade kesin hiikiim vermediginden
klasik mantikta bir 6nerme olarak kabul gérmez ancak belirsizlik iceren bu tiir
bulanik 6nermelerle ugrasan mantik sistemine bulanik mantik adi verilir [5]. Bulanik
mantia giris yapmadan Once mantik sistemlerinin tarihsel gelisim siirecine goz

atalim.



Aristoteles (M.O 322-M.0O 294) ile baslayan ikili mantik, Boole (1815-1864)
tarafindan uygulamada yer bulmus ve evrensel kiimenin elemanlarini, kiimeye ait
olanlar ve olmayanlar olarak kesin ¢izgilerle ikiye bolen dairesel kapali sekillerle

ifade etme yontemi, Venn (1834-1923) tarafindan kullanmistir.

1900’lerin ilk yillarinda Lukasiewicz ve Knuth, Aristo manti§inda yanlis ve
dogru arasinda iiglincii bir deger olan “belki” kavramini eklemeyi ileri stirmiistiir.
Cok degerli mantig1 gelistiren ve sezgisel mantigin kurucusu kabul edilen Heyting’
in ardindan, Godel ve Black de ¢ok degerli mantik {izerine c¢aligmalarini
sirdiirmiigler ancak kendilerine bir uygulama alant bulamamiglardir. 1965°te
yayinlanan “bulanik kiimeler” adli makale ile Lotfi A. Zadeh [15] modern anlamda
bulanik mantik sistemini kurmustur. Lotfi A. Zadeh’ e gore, bulanik mantik her
seyin, dogrunun da, bir derece meselesi oldugu insani akil yliriitme i¢in bir modeldir.
Temelde, sozciikle hesap yapmak anlamimi barindirmaktadir. Bulanik mantik,
nesneleri ve degerleri gerceklige daha uygun olarak betimlemeyi amaglayan ve bunu

matematigin elverdigi oranda basaran bir mantiktir.

Onermelerin deger aralig1 [0,1] aralifia genisleterek, Zadeh’in bulanik kiime
kavramint matematige kazandirmasinin ardindan 1971°de Rosenfeld’ in [11,12],
bulanik mantig1 grup teorisine uygulamasiyla bulanik cebire ilk adimlar atilmis oldu.
Bununla birlikte Aktas[2], Bhutani[11], Cagman|[2,4,5], Demirci[6,7], Kumar[9],
Lee[14], Malik[10], Mordeson[10,11], Yuan[14] gibi pek ¢ok matematik¢i bulanik

grup ve bulanik halka teorisinin gelismesine katkida bulundu.

Bu ¢alismada, milattan 6nce 3. yiizyila dayanan klasik mantik ile 20. ylizyilin
yeni mantik sistemi olan bulanik mantik arasindaki farkliliklar, genellestirmeler ve
bulanik mantik sistemi {izerine kurulan bulanik cebirsel yapilar tiim detaylariyla ele
alinmistir. Tamamlayic1 ve karsilagtirmali olmasi gayesiyle, ikinci ve Tgiincl
boliimde klasik cebirsel yapilara ve bunu takiben dordiincii ve besinci bolimde

bulanik cebirsel yapilara yer verilmistir.



Bolim 2 ve Bolim 3’te, klasik mantikta yer alan grup ve halka teorisinde

temel tanimlar, teoremler ve 6zellikler ispatsiz verilmistir.

Boliim 4, bulanik kiime kavrami ile baslayarak bulanik fonksiyon ve bulanik
ikili iglem gibi bulanik cebirde yer alan temel unsurlar tanimlanarak temel
Ozelliklerine yer verilmistir. Bulanik grup, bulanik alt grup, bulanik normal alt grup,
bulanik grup homomorfizmasi ve bulanik boliim grubu gibi bulanik cebirsel yapilar

tanimlanmis ve detayli olarak incelenmistir.

Boliim 5’te bulanik halka, bulanik alt halka, bulanik ideal, bulanik halka
homomorfizmasi ve bulanik boliim halkalar1 kavramlari verilmis, temel teoremleri,

ozellikleri ve detaylariyla incelenmistir.



BOLUM 2

GRUPLAR

2.1 ikili Islem, Yar1 Grup ve Gruplar

Tanim 2.1.1 A ve B bos kiimeden farkli iki kiime olsun.f, A X B nin bir alt kiimesi
olsun. Sayet A kiimesinden alinan hera elemanmna B kiimesinde b = f(a) ile
gosterilen bir ve yalniz bir b elemani karsilik geliyorsa, f ye , A dan B ye bir
fonksiyon denir.

A, Bve C bos kiimeden farkli kiimeler olmak tlizere, a:A - B, b:B - C
birer fonksiyon ise bu fonksiyonlarin bileskesi olan a o b su sekilde tanimlanir:

(aob)(x) =a(b(x)) ;x€A
A kiimesinde her elemani kendisine gotiiren id, fonksiyonuna birim fonksiyon adi

verilir.

Tamim 2.1.2 A bos olmayan bir kiime olmak tizere,

:AXA-A,
(x,y) = xey,

ile taniml1 o fonksiyonuna A tizerinde bir ikili islem denir. Boylece A i¢inde bir ikili
islem A X A nin her sirali ikilisi (x,y) ye A nin bir ve yalniz bir x o y elemanini
karsilik getirir. Yukarida yazildig: gibi (x,y) sirali ikilisinin o ikili iglemi altindaki

goriintiisii o (x,y) yi, x oy ile géstermek alisilagelmistir.

Tamim 2.1.3 G, bos kiimeden farkli ve lizerinde ikili islem taniml1 bir kiime olsun.
(G1) G deki herhangi ti¢ a, b, ¢ elemanlar i¢in (ab)c = a(bc) = abc saglaniyorsa
G lizerinde taniml ikili iglem birlesme 6zelligine sahiptir.

(G2) Her a € G i¢in ae = ea = a olacak sekilde bir e € G varsa e ye G nin birim
elemant denir.

(G3) Her a € G i¢in aa ! =a'a =e olacak sekilde bir a™! € G varsa, a™?!

elemanina a nin ters elemani denir.



(G4) Her a, b € G igin ab = ba saglaniyorsa G ye degismeli (Abelyen) denir.

(G,") cebirsel yapisi, yukaridaki kosullardan (G1) i sagliyorsa yar: grup, (G1) ve
(G2) i sagliyorsa monoid, (G1),(G2) ve (G3) i sagliyorsa grup, tamamini sagliyorsa
degismeli (Abelyen) grup adin1 alir.

Teorem 2.1.4 G bir grup olsun.

(i) G nin birim eleman tektir;

(ilceGvecc=c>c=ce¢;

(il)Va,b,c e Giginab =ac=>b =c veba =ca=b = c;

(iv) Va € G igin a™! tersi tektir;

(V) Va € G i¢in (a 1)1 =gq;

(Vi)Va, b € G igin (ab)™! = b~1a™1;

(vii) a,b € G icin ax =b ve ya = b denklemlerinin ¢dziimleri x = a™1bh ve

y = ba™1 ile tek tiirlii belirlidir.

Teorem 2.1.5 G bir yar1 grup olsun. G nin bir grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
asagidaki iki durumun saglanmasidir.
(G2)* Va € G i¢in ea = a olacak sekilde e € G sol birim elemani olmalidir ;

(G3)* Va € G icin a~la = e olacak sekilde a~! € G sol ters eleman1 olmalidir. [8]

Teorem 2.1.6 G bir yar1 grup olsun. G nin bir grup olmasi igin gerek ve yeter kosul,

her a,b € G i¢in ax = b ve ya = b denklemlerinin G de ¢dziimlerinin olmasidir.

2.2 Alt Gruplar

Tamm 2.2.1 G bir grup ve H, G de tanimlanan ikili isleme gore kapali bir alt kiime
olsun. H, G deki ikili isleme gore bir grup yapisina sahip ise H ya G nin alt grubu

denirve H < G ile gosterilir. G ve {e}, G nin asikar (trivial) alt gruplardir.

Teorem 2.2.2 H, G nin bir alt grubu olsun. Bu takdirde
Dey=e;
(2) a min H daki tersi G deki a™! ters elemanidir.



Teorem 2.2.3 G bir grup ve H, G nin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun. H nin

alt grup olmast i¢in gerek ve yeter kosul her u, v € H igin uv~! € H olmasidur.

Onerme 2.2.4 G bir grup ve {H;:i € I}, G nin alt gruplarmin bos olmayan bir ailesi
ise niEI Hi < G dir.

Onerme 2.2.5 G bir grup olsun. Bir a € G i¢in G nin a ile degismeli elemanlarinin
olusturdugu C(a) kiimesine, a elemaninin G igindeki merkezleyicisi denir ve

Cla) ={t€G:ta=at}
ile gosterilir. C(a) < G dir.

2.3. Normal Alt Gruplar ve Kalan Siniflari

Tamm 2.3.1 G bir grup, N, G nin bir alt grubu ve aNa™! = {ana™':n € N} olsun.

Her a € G igin aNa™! c N saglamyorsa N ye G nin bir normal alt grubu denir.

Tammm 2.3.2 Gbir grup, H, Gnin bir alt grubu olsun. aH = {ah:h € H} (Ha =
{ha: h € H}) ile tanimli olan aH (Ha) ya, H nin G dekKi sol (sag) kalan sinifi denir.

Teorem 2.3.3 G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. H nin bir normal alt grup

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a € G i¢in aH = Ha nin saglanmasidir.

2.4 Boliim Gruplar

Tamm 2.4.1 H, bir G grubunun alt grubu ve a,b € G olsun. ab™! € H ise a, b ye

sagdan denktir denir ve aH = bH (yania =, b(mod H)) ile gosterilir.

Benzer sekilde a™tb € H ise a, b ye soldan denktir (kongriidiir) denir ve Ha = Hb
(yania =; b(mod H)) ile gosterilir.G degismeli ise mod H ya gore sag ve sol

kongriians ¢akisir.

Teorem 2.4.2 G bir grup ve H < G olsun.
(i) mod H ye gore sagdan/ soldan kongriians, G de bir denklik bagintisidir.



(i) a € Gnin mod H ya gore sagdan/soldan kongriiansinin denklik sinifi Ha =
{ha : h € H} ve aH = {ah: h € H} kalan smiflaridir.

Teorem 2.4.3 G bir grup ve N,G nin normal alt grubu ise G/N, N nin G deki tiim

(sol) kalan simiflarinin kiimesi olmak tizere

(aN)(bN) = (ab)N
islemi, G /N tzerinde bir ikili islem tanimlar.

Teorem 2.4.4 G/N, Teorem 2.4.3 te tanimlanan ikili islem ile birlikte bir gruptur ve

bu gruba béliim grubu adi verilir.

2.5 Grup Homomorfizmalari

Tamim 2.5.1 G ve H iki grup olsun. f: G — H fonksiyonuna, her a, b € G igin
f(ab) = f(a)f (b)

yi sagladigir takdirde bir homomorfizma denir.f, 1-1 bir homomorfizma ise
monomorfizma, orten bir homomorfizma ise epimorfizma, hem 1-1 hem orten bir
homomorfizma ise izomorfizma adini alir. f nin izomorfizma oldugu durumda G, H
grubuna izomorftur denir ve G = H ile gosterilir.f:G — G homomorfizmasina
endomorfizma, f: G — G izomorfizmasina otomorfizma adi verilir.

f:G — H bir grup homomorfizmasi olmak iizere f nin ¢ekirdegi,

Cek f={a€G:f(a)=en}=f""(en)
ile tanimlanir. A € G ise f(A) ={b € H : b = f(a),a € A} olur ve burada,

f(G) = Im f ile gosterilir. B < H ise f~*(B) = {a € G : f(a) € B} dir.

Teorem 2.5.2 G bir grup ve N, G nin normal alt grubu ise m: G - G/N; n(a) = aN
doniistimii ¢ekirdegi N olan bir epimorfizmadir. w ye dogal (kanonik) epimorfizma

ad1 verilir.

Onerme 2.5.3 f: G, — G, bir grup homomorfizmasi olsun. Bu durumda, asagidaki
0zdeslikler gerceklenir:

(i) fle) =ey;

(i) fl@H=f@"



Teorem 254 f:G—-H bir grup homomorfizmasi olmak iizere, f nin

monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cek f = {e} olmasidir.

Teorem 2.5.6 (Temel Homomorfizma Teoremi)
f:G —> Hbir grup epimorfizmast ise N = Cek f olmak {izere G/N =H

izomorfizmasi vardir.



BOLUM 3
HALKALAR
3.1 Halka, Tamlhik Bolgesi ve Cisim

Tamm 3.1.1 Bir R bos olmayan kiimesi iizerinde tanimli toplama ve ¢arpma olarak
isimlendirilen iki ikili islem tanimlansin.

(H1) (R, +) degismeli bir grup;

(H2) Va, b, ¢ € R i¢in (ab)c = a(bc);

(H3) Va,b,c € Rigina(b +c) = ab + ac ve (b + c)a = ba + ca,

Yukaridaki {i¢ kosulu sagladig: takdirde (R, +,) ye bir halka denir.

(R, +,) ye bir halka olsun. Sayet

(H4) Va,b € R, ab = ba saglamyor ise R Yye degismeli halka denir.

(H5) Ya € R, ali = 1za = a olacak sekilde bir 1; € R varsa R ye birim elemanli
halka ad1 verilir. Bir halkanin toplama islemine gore birim elemanina ise sifir eleman

denir ve 0 ile gosterilir.

Teorem 3.1.2 [13] (R, +,") bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:
()Va € R, 0a = a0 = 0;

(i)Va,b € R,(—a)b = a(—b) = —(ab);

(iii)Va, b € R,(—a)(—b) = ab;

(iv)vn € N, Va,b € R,(na)b = a(nb) = n(ab);

(V) Va, by € R, (Xf; a;)(X7-1 bj) = Xiy X7y aib;.

Tamm 3.1.3 Bir (R, +,.) halkasinda sifirdan farkli bir a elemani i¢in ab = 0 (ya
da ba = 0) olacak sekilde 3b € R — {0} ise a ya sol (ya da sag ) sifir bolen adi

verilir. R nin hem sag hem sol sifir bolen olan elemanina sifir bolen denir.



Onerme 3.1.4 R nin sifir bolensiz bir halka olmasi igin gerek ve yeter kosul R de sag
ve sol kisaltma kurallarinin gegerli olmasidir. Yani her a,b,c € R, a # 0 igin

(ab = ac veya ba = ca) = b = c saglanmasidir.

Tamim 3.1.5 Birim elemanli bir R halkasinda bir a elemani i¢in ca = 1z ( ya da
ab = 1z) olacak sekilde bir ¢ € R (b € R) eleman1 bulunuyorsa a ya soldan
(sagdan) tersinir eleman denir, c elemanina (b elemanina) ise a nin sol (sag) tersi
ad1 verilir. Bir a € R hem sol hem sag tersinir eleman ise tersinir ya da birim adini

alir.

Not 3.1.6 (i) Birim elemanli bir R halkasinda, herhangi bir tersinir elemanin sag ve
sol tersi gakisir.
(if) Birim elemanli bir R halkasinda tersinir elemanlarin olusturdugu kiime ¢arpma

islemi altinda bir grup olusturur.

Tamim 3.1.7 i) Degismeli, birim elemanli 1 # 0 bir R halkas1 sifir bolensiz ise
tamlik bélgesi adin alir.
i) Sifirdan farkli her elemani birim (tersinir) olan degismeli, birim elemanli bir

halkaya cisim denir.

Onerme 3.1.8 Her cisim bir tamlik bolgesidir.

3.2 Alt Halkalar ve idealler

Tamim 3.2.1 R bir halka ve S, R deki toplama ve ¢arpma islemlerine gore kapali bir
alt kiime olsun. S, R deki ikili islemlere gore bir halka ise S ye R nin alt halkas:
denir. Bir R halkasinin I alt halkasi i¢in

reR ve x€l = rxel
saglantyorsa I ya R nin sol ideali,

r€R ve x€l = xrel
saglaniyorsa I ya R nin sag ideali ad1 verilir. I, R nin hem sag hem sol ideali ise ideal

adimi alir.
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Not 3.2.2 R herhangi bir halka olmak tlizere C = {c €ER : Vr € R i¢cin cr = rc}

kiimesine R nin merkezi denir. C, R nin bir alt halkasidir ancak bir ideali olmayabilir.

Not 3.2.3 f : R = S bir halka homomorfizmasi ise Cek f, R nin bir idealidir ve

Im f, S nin bir alt halkasidir ancak Im f, S nin bir ideali olmayabilir.

Teorem 3.2.4 R halkasinin bos kiimeden farkli bir I alt kiimesinin bir sol (sag) ideal
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € I ve r € R i¢in, asagidaki kosullarin
saglanmasidir:

(Ya,bel > a—-bel,

(i) ael, reR = ra€l (ar €l).

Sonug 3.2.5 {4; : i € I}, R halkasindaki sol idealler ailesi ise N;¢; A; arakesiti de S

nin bir sol idealidir.

3.3 Boliim Halkalar:

Halkalar teorisinde idealler, grup teorisinde normal alt gruplarin oynadigi roliin
benzerini iistlenirler. Ornegin R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. R toplamsal
grubu degismeli oldugundan I bir normal alt gruptur. Sonug¢ olarak iyi taniml bir

R /I bolim grubu vardir.

Teorem 3.3.1 R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. Su halde toplamsal boliim
grubu R/I,

(a+D+B+D)=(@+b)+1;
(a+DH(b+1)=ab+1
ile taniml1 olan toplama ve carpma islemleri ile birlikte bir halkadir. R birim elemanh

ve degismeli ise R/I boliim halkasi da birim elemanli ve degismelidir.

3.4 Halka Homomorfizmalari

Tamm 3.4.1 R ve S iki halka olsun. f: R - S doniisiimii i¢in
Va,b € R igin
fla+b) =f(a)+f(b) ve f(ab) = f(a)f(b)
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gercekleniyorsa f ye bir halka homomorfizmas: ad1 verilir.

Gruplardaki benzer terminoloji halkalar i¢cin de kullanilir: Halka
homomorfizmasi birebir ise monomorfizma, orten ise epimorfizma, hem birebir hem
orten ise izomorfizma adint alir. R - S monomorfizmasma R yi S igine gémme
denilir ve R — R izomorfizmasina otomorfizma denir.

f:R — S halka homomorfizmasinin ¢ekirdegi ve goriintii kiimesi toplamsal

gruplardaki gibi sirasiyla,
Cek f ={reR:f(r)=0}

ve

Imf={s€eS:s=f(r),r €ER}
ile tanimlanir.

Teorem 3.4.2 f : R = S bir halka homomorfizmasi ise f nin ¢ekirdegi R nin bir
idealidir. Tersine I, R nin bir ideali ise : R = R/l ; ri—>r + I ile tanimli doniisim
bir halka epimorfizmasidir ve ¢ekirdegi I dir. Buradaki m doniisiimiine dogal

(kanonik) epimorfizma adi verilir.
Teorem 3.4.3 (Halkalarda Temel Homomorfizma Teoremi)

f:R —> Sbir halka epimorfizmas1 ise N = (Cek f olmak {lizere R/N =S

izomorfizmasi vardir.
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BOLUM 4
BULANIK GRUPLAR

4.1. Bulanik Kiime, Bulanik Fonksiyon ve Bulanik ikili fslem

Tamim 4.1.1 A bos olmayan bir kiime olmak tizere, A dan I = [0,1] kapal araligina

tanimli bir fonksiyona bulanik kiime ya da A nin bir bulanik alt kiimesi ad1 verilir.

Bir baska deyisle, bir bulanik kiime, kiimenin her bir elemanina matematiksel
olarak kiimeye olan iiyelik derecesini temsil eden bir deger atayarak tanimlanir. Bu
deger, elemanin bulanik kiime tarafindan ifade edilen kavrama uygunluk derecesini
ifade eder. Bundan dolay1 elemanlarin kiimeye ait olmasi farklilagir. Uyelik
dereceleri O ile 1 arasindaki reel sayilarla temsil edilirler. Tam i{iye olma ve iye
olmama durumu bulanik kiimesinde sirasiyla 1 ve 0 degerleriyle karsilanir. Bundan
dolay1 da klasik kiime kavrami bulanik kiime kavraminin bu iki degere kisitlanmis
Ozel bir sekli olarak goriilebilir [1].

Bu durumda klasik kiimelerde

I()—{l' a€A ise}
A\ =10, a€E\A ise

ile tanimlanan I,: E — {0,1} karakteristik fonksiyonu, bulanik kiimeye 6zel bir

ornektir.

Sekil 4.1: Klasik Kiime
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Bulanik kiimelerde ise bu karakteristik fonksiyonun deger araligr [ = [0,1]

kapali araligina genisletilerek

,UA:E_> I

0, a€ed ise

”A(“)z{o, a € E\A ise} 0l

ile tanimlanan tiyelik fonksiyonu halini alir.

A A

Sekil 4.2: Bulanik Kiime
ua(a) € [0,1], her bir a € E nin A daki iiyelik derecesini gostermek iizere A

bulanik kiimesi

A={(ap(a): a€E)}

ile tanimlanir. Ozel olarak E = {a,, a,, ..., a,} ise A bulanik kiimesi

A= {(%»#A(%)), (az, 1aaz)), ..., (an, .UA(an)) }

bi¢ciminde E nin elemanlari ile bu elemanlara karsilik gelen A daki tiyelik degerlerini

ikililer halinde kabul eden kiimedir.

Tanmim 4.1.2 R ve S bos olmayan kiimeler, f, R X S kartezyen carpiminin bulanik bir

alt kiimesi ve 6 € [0,1) olsun. Bu takdirde

(1) Vx € R igin f(x,y) > 6 olacak sekilde en az bir y € S vardir;

(2) VX ER,Vy,,y, € Sigin f(x,y1) >0 Ve f(x,y,) >0 isey, =y,;
(3) Vy € S i¢in f(x,y) > 6 olacak sekilde en az bir x € R vardir;

(4)Vxy,x, ER, Vy €S igin f(xq,y) >0 Ve f(x,,y) >0 isex; =x,
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f yukaridaki kosullardan (1) ve (2) yi sagliyor ise R den S ye bir bulanik fonksiyon,
(1), (2) ve (3) 1 saghyorsa bulanik orten fonksiyon, (1), (3) ve (4) i saglhyorsa

bulanik birebir fonksiyon adi verilir.

Tamm 4.1.3 G bos olmayan bir kiime ve R, G X G X G nin bulanik bir alt kiimesi
olsun. R asagidaki kosullar1 sagladig:1 takdirde G tizerinde bir bulanik ikili islem

adim alir:
(1) Va,b € G igin R(a, b, c) > 0 olacak sekilde en az bir ¢ € G vardir;
(2) Va,b,cq,c, € G icin R(a,b,c;) > 6 ve R(a,b,c,) > 6 ise c; = c,.

R, G de bir bulanik ikili islem ise, F(G) = {A | A:G — [0,1] bir fonksiyon}
olmak lizere

R:F(G) X F(G) - F(G)
(A,B) » R(A, B)
R(A,B)(c) = Vaeapes(A(a) AB(b) AR(a,b,c)) (4.1)

ile tanimlanan bir fonksiyon vardir. A = {a} ve B = {b} alinir ve R(A,B) =acb

ile gosterilirse asagidaki islemler tanimlanir:

(aob)(c) =R(a,b,c); VceEG (4.2)
((@aob)oc)(z) =Vaec(R(a, b,d) AR(d, c,2)) (4.3)
(ao(boc))(2) =Vaec(R(b,c,d) AR(a,d, 2)) (4.4)

4.2 Bulanik Gruplar

Tamim 4.2.1 G bos olmayan bir kiime ve R, G iizerinde bir ikili iglem olsun.

(BGl)Va,b,c,z;,2, € Gigin ((aob) o c)(z) >80 ve (aeo(boc))(z) > 6 iken

Z1 = Z, saglaniyorsa G lizerinde tanimli ikili islem birlesme 6zelligine sahiptir.

(BG2) Va € G igin (e e a)(a) > 0 ve (ace)(a) > 6 olacak sekilde bir e € G varsa

e ye G nin birim elemani denir.
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(BG3)Va € G igin (aob)(e) >80 ve (boa)(e)> 6 olacak sekilde bir b € G

varsa b ye G nin ters elemani denir.

(BG4) Va,b € G igin (a° b)(z) > 0 & (boa)(z) > 0 saglaniyorsa G ye degismeli
(Abelyen) denir.

(G,R) cebirsel yapisi, yukaridaki sartlardan (BG1) i sagliyorsa bulanik yari grup,
(BG1) ve (BG2) i saghyorsa bulanitk monoid, (BG1),(BG2) ve (BG3) i sagliyorsa
bulanik grup, tamamin sagliyorsa degismeli (Abelyen) bulanik grup adinm alir.

Teorem 4.2.2 (G, R) bir bulanik grup olsun.

(1) G nin birim eleman tektir.

(i) Vaea, (aca)(a) >0isea = e;

(iii) Va,b,c,d € G, (aob)(d) >0 ve(aoc)(d) >0iseb =c;
(iv)Va,b,c,d € G,(beoa)(d) >0ve(ceca)(d) >0iseb =c;
(V) Va € G i¢in a nin tersi tektir;

(Vi)Va € G, (a 1) =a;

(viilVa,b,c,d € G, (bt oa 1) (c) >0 ve (aob)(d) >0isec=d.

Ispat:

(i) e; ve e,, G nin iki birim elemani1 olsun. Bu takdirde R(e;, e,, e,) > 0 ve

R(e;, e;,€1) > 6 oldugundan e; = e, dir.
(if) b, a nin ters elemani olsun. Bu durumda
((b oq)o a)(a) > R(b,a,e) AR(e,a,a) > 6 ,

(b o(ao a))(e) > R(a,a,a) AR(b,a,e) > 6,

oldugundan (G1) uyarinca a = e elde edilir.

(iii) R(a™%,d, h) > 6 olacak sekilde h € G alalim. Bu takdirde
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(a=*o(aob))(h) = R(a,b,d) AR(a"t,d,h) >0 ,
((a@toa)ob)(b) =R(at,a,e) AR(e,b,b) > 8,

oldugundan (G1) uyarinca h = b ve sonug olarak R(a™%,d, b) > 6 dir. Burada

(a™*o(aoc))(b) =R(a,c,d) AR(a%,d,b) >0 ,
((@toa)oc)(c)=R(a % ae)AR(ec,c) >80,
oldugundan (G1) uyarinca b = c elde edilir.

(iv) Benzer sekilde ispat edilir.

(V) b ve ¢, a nin iki ters elemani olsun. Bu takdirde (a o b)(e) >0, (acc)(e) > 6

saglanir. (iii) uyarinca b = c elde edilir.
Ayni ispat farkl bir yaklasim ile yapilabilir:

((b oa)o c)(c) > R(b,a,e) AR(e,c,c) >0,
(bo(acc))(b) =R(ac,e)AR(beb) >0,

oldugundan b = c oldugu goriiliir.

(vi) (aca™)(e) > 0 ve (a0 a)(e) > 0 oldugundan (a~ 1)~ = a elde edilir.

(vii) R(b, ¢, h) > 6 olacak sekilde h € G alalim. Bu takdirde

(bo(b™rea™))(h) =R(b ™ a,c)AR(b,c,h) >0,
(beb™oa)(a ) =R(b,b Y e)AR(e,at,a™) >0,
oldugundan h = a™! ve R(b,c,a™t) > @ dir. Burada R(d, ¢, k) > 8 olacak sekilde

k € G alinirsa
((a ob)o c)(k) > R(a,b,d) AR(d,c,k) >0,
(ae(beoc))(e) =R(b,c,a*) AR(a,a™te) >0 .

Boylece k = e ve R(d, c,e) > 6 dan ¢ = d~! elde edilir.

Teorem 4.2.3 R, G iizerinde taniml bir bulanik ikili islem olsun ve (G, R), (BG1) i
saglayan bir cebirsel yap1 olsun. Bu takdirde (G, R) nin bir bulanik grup olmasi igin

gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasidir:
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(BG2)* Va € G igin (e o a)(a) > 6 olacak sekilde bir e € G vardir. (e elemanmna G

nin sol birim elemani denir.)

(BG3)* Va € G igin (b o a)(e) > 6 olacak sekilde bir b € G vardir. (b elemanina a

nin sol ters elemani denir.)

Ispat: (G, R) bir bulanik grup ise (BG2)* ve (BG3)* 1 gercekledigi agiktir.

Tersine (G,R); (BG1), (BG2)* ve (BG3)* 1 saglayan cebirsel bir yap1 olsun.
Oncelikle b, a nin tersi olmak iizere (a o b) (e) > 6 oldugunu ispat edelim: ¢,d,h €
G oyle ki R(a,b,c) > 6, R(a,e,d) > 0 ve R(c,a, h) > 6 olsun. Bu takdirde

(a o(bo a))(d) > R(b,a,e) AR(a,e,d) > 6 ,
((@ob)oa)(h) = R(a,b,c) AR(c,a,h) >0,

oldugundan d = h ve R(c, a,d) > 0 elde edilir.
k € G dyleki R(d, b, k) > 6 olsun. Bu durumda

(a o(eo b))(c) > R(e,b,b) AR(a,b,c) > 6 ,
((ace)ob)(k) =R(a,e,d) AR(d, b,k) > 6,

oldugundan ¢ = k ve R(d, b,c) > 6 elde edilir.
u € G Oyle ki R(c, c,u) > 6 olsun. Bu durumda

(c o(ao b))(u) > R(a,b,c) AR(c,c,u) >0,

((c oq)o b)(c) > R(c,a,d) AR(d,b,c) > 6,
oldugundan u = ¢ ve R(c,c,c) > 0 elde edilir. Béylece Teorem 4.2.2 (ii) den c = e
ve (a o b)(e) > 6 sonucuna varilir. Simdi (a o e)(a) > 0 oldugunu ispat edelim:

(a o(bo a))(d) > R(b,a,e) AR(a,e,d) >0 ,

((a ob)o a)(a) > R(a,b,e) AR(e,a,a) <6 .

oldugundan d = a ve (a°e)(a) > 6 elde edilir. Boylece (G,R), (BG1)-(BG3) i
sagladigindan bulanik gruptur.

18



Onerme 4.2.4 R, G iizerinde taniml1 bir bulanik ikili islem olsun ve (G, R), (BG1) i
saglayan bir cebirsel yap1 olsun. Bu takdirde (G, R) nin bir bulanik grup olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul asagidaki sartlarin saglanmasidir:

(BG2)* Her a € G i¢in (a o e)(a) > 6 olacak sekilde bir e € G vardir. (e elemanina

G nin sag birim eleman1 denir.)

(BG3)* Her a € G igin (a o b)(e) > 6 olacak sekilde bir b € G vardir. (b elemanina

a nin sag ters elemani denir.)

Teorem 4.2.5 R, G lizerinde tanimli bir bulanik ikili islem olsun ve (G, R), (BG1) i
saglayan bir cebirsel yap1 olsun. Bu takdirde (G, R) nin bir bulanik grup olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her a, b € G icin

(aex)(b) >0 ve (yoa)(b)>¥0 (4.5)

olacak sekilde x, y € G elemanlarinin olmasidir.

Ispat: (G, R) bir bulanik grup ve x,u € G dyle ki R(a™%,b,x) > 6 ve R(a,x,u) >
6 olsun. Bu takdirde

(ao(@atob))(w) =R(a L bx) AR(a,x,u) >6 ,

((aca™) ob)(b) = R(a,a',e) AR(e,b,b) >0 .

oldugundan u =b ve R(a,x,b) > 0 elde edilir. Benzer sekilde R(y,a,b) > 6
olacak sekilde bir y € G vardir. Sonug olarak (aox)(b) > 6 ve (yea)(b) > 6

elde edilir.

Tersine, (G,R); (BG1) ile (4.5) sartlarim1 saglasin ve ¢ € G olsun. Bu durumda
R(e',c,c) > 0,R(c,x,a) > 6 ve R(e,a,d) > 0 olacak sekilde e’ x,d € G vardur.

Burada

(e'o (co x)) (d) > R(c,x,a) AR(e,a,d) > 6,

((e'o c) ox) (a) > R(e,c,c) AR(c,x,a) >0 .
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oldugundan d =a ve R(e,a,a) >0 vyani (e oa)(a)>06 elde edilir. (4.5)
geregince(y o a)(e’) > 0 olacak sekilde bir y € G eleman1 vardir, Teorem 4.2.3
uyarinca (G, R) bir bulanik gruptur.

Onerme 4.2.6 G bir bulanik grup olmak iizere R(a,b,c) > 6 ise R(c,b~%,a) > 6
ve R(a™%,c,b) > 6 dir.

Ispat: R(a,b,c) >0 ved € G igin R(c,b™%,d) > 6 olsun. Bu takdirde

((@eb)ob™)(d) = R(a,b,c) AR(c,b™%,d) >0,
(ao(bob™))(a) =R(b,b™ ) AR(a,e,a) >0,

oldugundan d = a ve R(c,b™1,a) > 0 dir. Benzer sekilde R(a™%,¢,b) > 0 dir.

Onerme 4.2.7 (G, R) bir bulanik grup olsun. Her a, b, ¢, d € G i¢in
((a ob)o c)(d) >0 (a o(bo c))(d) >0 (4.6)

gerceklenir.

Ispat: ((a o b) o c)(d) > 0 olsun. R(b,c,u) > 6 ve R(a,u,v) > 6 olacak sekilde
u, v € G alalim. Buradan (a o (beoc)(v) = R(b,c,u) AR(a,u,v) >0ve d=v

elde edilir. Dolayisiyla (a o(bo c))(d) > 6 bulunur.

4.3 Bulanik Alt Gruplar

(G, R) bir bulank grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Her
a,b,c € G igin Ry(a,b,c) = R(a,b,c)ise her a,b,c,z € G igin asagidaki islemler

tanimlanabilir:
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(aeb)(c) =Ry(a,b,c) =R(a,b,c), 4.7
((aeb)*c)(z) = Vyec(R(a b,x) AR(x,c,2)), (4.8)

(ae(bec))(@) = ViR, c,x) AR(a,x,2)). (4.9)

Tanim 4.3.1 (G, R) bir bulanik grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Asagidaki kosullart saglayan H ya G nin bir bulanik alt grubu denir.

(BG1) Va,b € H, Vc € G igin (a*b)(c) >0 isec €EH ;

(BG2) Va,b,c,z,,z, € H igin ((aeb)ec)(z) >0 ve (as(bec))(zy) >0 ise

Zy =2y,

(BG3) Va € H igin (a s ey)(a) > 6 ve (ey »a)(a) > 0 olacak sekilde birey € H

vardir;

(BG4) Va € H i¢in (a*b)(ey) >0 ve (bea)(ey) > 6 olacak sekilde bir b € H

vardir.

Teorem 4.3.2 H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Bu takdirde
LDey=e;

(2) a nin H daki tersi G deki a™! ters elemanidur.

Ispat: (BG3) geregince (eyoey)(ey) >0 dir.(eyoe)(ey) >0 oldugundan
Teorem 4.2.2 (iii) ten ey = e elde edilir. (bea)(ey) >0 den (boa)(e) > 6 ve
(a™1 o a)(e) > 6 oldugundan Teorem 4.2.2 (iv) geregince b = a~ ! dir.

Onerme 4.3.3 G bir bulanik grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. H
nin G nin bir bulanik alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a,b € H, c € G

i¢cin asagidaki kosulun saglanmasidir:

(aobh™)(c) >0 =>c€EH (4.10)
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Ispat H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Va, b € H igin (BG3) geregince b~! € H
ve (BG1) geregince R(a,b™1,c) > @ ise ¢ € H saglanur.

Tersine, her a,b € H i¢in (4.9) kosulunun ger¢eklendigi varsayalim. Bu
takdirde a = b i¢in R(a,a™%,e) > 0 = e € H olur. Benzer sekilde her b € H icin
R(e,b71,b™1) > 0 = b~ € H bulunur. Teorem 4.2.2 (vi) dan, R(a,(b™1)71,¢c) =
R(a,b,c) > 0 = c¢ € H saglanir. Boylece H, G nin bulanik alt grubudur.

Onerme 4.3.4 G bir bulanik grup ve {H;:i € I}, G nin bulanik alt gruplarmin bos

olmayan bir ailesi ise N;¢; H; de G nin bir bulanik alt grubudur.

Ispat: Herhangi x,y € N;¢; H; olsun. Bu durumda her i € I igin a,b € H; ve H;
lerin her biri G nin bulanik alt grubu oldugundan her i € [ icin (x oy 1)(z) > 0 =
z € H; dir. Sonug olarak (x oy 1)(z) >0 = z € N H; saglandigindan N;¢; H;

nin G nin bulanik alt grubu oldugu goriiliir.

Onerme 4.3.5 (G, R) bir bulanik grup olsun. Asagidaki gibi tanimlanan ve G bulanik

grubunun merkezi olarak adlandirilan €, G nin bulanik alt grubudur.

C={x€G:VaceG (xca)c)>0 & (a°ox)(c)> 6}

Ispat: e € C oldugu agiktir. Dolayisiyla C # @ dir.
(1) x1,x5 € C Ve (xq °x3)(x) > 6 = x € C dir. Gosterelim:

a,c,dqy,dy, b, €G Oyle ki R(x,a,c) >0, R(a,x,d;) >0, R(a,x,,b,) >0 ve
R(b,,x4,d5) > 0 olsun. R(xq,x,,x) > 6 ve R(xq,x,x) > 6 oldugundan

(a o(x,o0 xl))(dl) > R(x,,%x;,x) AR(a,x,dy) >0 ,
((a 0X,) o0 xl)(dz) > R(a,x,,b,) AR(b,, xq,d;) > 6.

Oldugundan d1 = dz ve R(bz,xl, dl) >0 dll’
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X1, %3 € C oldugundan R(x,,a,b,) > 0, R(xq1,by,d;) >0 dir. Boylece

((x1 °x,) o0 a)(c) > R(x1,x5,x) AR(x,a,¢c) > 6 ,
(1 0 (x3 0 @))(dy) = R(x2, @, by) AR(xy, by, dy) > 6 .
oldugundan c¢=d; ve R(a,x,c)>6 dir. Benzer sekildle R(x,a,c)> 6

olacagindan x € C elde edilir.

(2) xeC = x 1€ dir. Gosterelim: c,b,d € G dyle ki R(a,x71,¢) > 6,
R(c,x,b) ve R(x"1,a,d) > 6 olsun. Bu takdirde
((@oex ) ox)(b) = R(a,x"1,c) AR(c,x,b) >0,
(ae(xtox))(a@) =R(x % x,e) AR(a,e,a) >0 ,

oldugundan b = a ve R(c,x,a) > 6, R(x,c,a) > 6 dir.

(x to(xoc))(d) =R(x,c,a) AR(x 1, a,d) > 6 ,
((xtex)oc)(c) =R(x"tx,e) AR(e,c,c) >0 ,

oldugundan ¢ = d ve R(x™1,a,c) > 0 elde edilir. Benzer sekilde R(a,x"1,¢) > 0
olacagindan x~! € C sonucuna varilir. Dolayisiyla Teorem 4.3.3 geregince C, G nin

bir bulanik alt grubudur.

4.4 Normal Bulanik Alt Gruplar ve Kalan Simiflar:

Tanim 4.4.1 G bir bulanik grup ve H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Va, b € G,
Vh € H igin asagidaki kosulu saglayan H ye G nin bir normal bulanik alt grubu

denir.

(ao(hoa™))(B)>60 = bEH (4.11)

Not 4.4.2 Her a,b,c,d € Gigin Onerme 4.2.7 uyarinca (4.10) kosulu asagidaki
kosula dektir:

((@eb)oa)(b)>0=>beEH (4.12)
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Tanmim 4.4.3 G bir bulanik grup ve H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. Bu takdirde

(aH)(2) = Vxen R(a,x,2); (Ha)(z) = VxenR(x,a,2) (4.13)

ile tanimli olan aH (Ha) ya H nin sol (sag) kalan sinifi denir.

Teorem 4.4.4 G bir bulanik grup ve H, G nin bir bulanik alt grubu olsun. H nin bir
normal bulanik alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va,z € G i¢in
(aH)(z) >0 < (Ha)(2z) > 0 (4.14)

gerceklenmesidir.

Ispat: (aH)(2) >0 ise R(a,h,z) >0 olacak sekildle h € H elemani vardr.
R(z,a™%,c) > 0 olacak sekilde bir ¢ € G alalim. Bu takdirde
((@oh)eat)(c) = R(a h,z) AR(z,a %, c) >0

oldugundan ¢ € H ve R(z,a™1,¢) > 6 elde edilir. w € G i¢in R(c, a,w) > 6 olmak
uzere

((zeaoa)w) =R(z,aL,c) AR(c,a,w) >0,

(ze(atoa))(z) =R(a Y ae)AR(z,e,2) > 6 .
oldugundan w = z ve R(c,a,z) > 0 dir. Boylece

(Ha)(2) = \/R(x, a,z) > R(h,a™1,z) >0

XEH

elde edilir. Benzer sekilde (Ha)(z) > 6 oldugunda (aH)(z) > 6 elde edilir.

Tersine, a,c € G, h € H dyle ki (ao (hoa™1))(c) > 0 ise R(h,a™',z) > 0 olacak

sekilde bir ¢ € G vardir. R(a, z,c) > 6 ise

(HaV)(2) = \/R(x, a7 =R(halz) >0

X€EH

ve buradan
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(a*H)(2) = \/R(a‘l,x,z) >0

XEH

elde edilir. Dolayisiyla R(a™%, hy, z) olacak sekilde bir hy € H vardir ve

(ao(a tohy))(c)=R(athy,z)AR(a,z,c) >0
((@aeaohy)(hy) = R(a,at,e) AR(e,hy, hy) > 6

oldugundan sonug olarak ¢ = h; € H elde edilir.
4.5 Bulanik Bo6liim Gruplar

Tamim 4.5.1 H, bir G bulanik grubunun bir normal bulanik alt grubu ve X' = {aH :

a € G} olsun. X tizerinde bir baginti

a;H~a,H © R(a;™ %, a,, h) > 6 olacak sekilde 3h € H. (4.15)

ile tanimlanir. Bu durumda a4, a, ye mod H ya gore soldan denktir denir.
Benzer sekilde

Ha, ~ Ha, © R(a;,a,” 1, h) > 0 olacak sekilde 3h € H. (4.16)

ise a;,a, ye mod H ya gore sagdan denktir denir.
Teorem 4.5.2 ~ bagintist X' ilizerinde bir denklik bagintisidir.

Ispat:
(1) R(a™%,a,e) > 0 oldugundan e € H dir. Buradan Va € G, aH~aH elde edilir.

(2) a;H~a,H ise R(a,; 1,a,,h) > 0 olacak sekilde bir h € H vardir. Bdylece
Onerme 4.2.6 dan R(a,, h™',a;) > 0 elde edilir.c € G ve R(a,™ %, a4, c) > 0 ise

((az_l ° aZ) ° h_l)(h—l) 2 R(az_l; aZ' e) A R(el h—ll h_l) > 91

(az_l o (az o h_l)(C) = R(az,h_l, al) A R(az_l,al,c) >0
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esitliklerinden c¢=h"1' ve R(ay,"',a;,h ) >6 sonucuna variir. h € H

oldugundan h™' € H ve a,H~a,H di.

(3) a1H~a2H, a2H~a3H ISE R(al_l, az, hl) > 0 ve R(az_l, a3, hz) > 9 Olacak
sekilde hqy, h, € H dir. ¢ € G igin R(hy,h,,c) > 6 ise c € H dir. z;,z, € G igin

R(hy,a;"',21) > 6 ve R(zy,a5 ,wy) > 6 olsun. Bu takdirde

(hl o(a;~te a3))(c) > R(a;™", az, hy) AR(hy, hy, ) > 6,

((hlo az_l)o a3)( Wl)Z R(hl, az_l,Zl) N R(Zl, as ,Wl) >0
oldugundan w; = ¢ dir. R(a;"%,a,, h;) > 6 oldugundan Onerme 4.2.6 uyarinca
R(hy,a;7,a;71) > 6, dolayisiyla z; = a; ™' ve R(a; ™%, az,¢) > 6 elde edilir.

Buradan a;H~asH oldugu goriiliir.
Onerme 4.5.3 a;H~a,H © [(a;H)(2) > 6 © (a,H)(z) > 0] dur.

Ispat: (=) a;H~a,H olsun. Bu takdirde a,H~a,;H ve buradan R(a,™*, a,, h)>0
olacak sekilde h € H vardir. (a1H)(z) = Vyey R(a,x,z) > 6 olsun. Bu durumda
R(aq, hy,z) > 0 olacak sekilde hy € H vardir. Bir h, € G igin R(h, hy,h;) > 6
saglansin. Burada h, € H dir. Bir w € G igin R(a, hy,,w) > 6 saglansin.
R(ay™,a;,h)>0 oldugundan ve Onerme 4.2.6 uyarinca R(a, h,a;) >6 elde

edilir. Buradan

(az o(ho h1))(W) > R(h, hy, hy) AR(az, hy,w) >0,
((aZ ° h) ° hl)(z) 2 R(a21 hl al) A R(all hllz) > 6
dir. Dolayisiyla w = z ve R(a,, h,,z) > 6 bulunur. Buradan

(a,H)(2) = \/R(az,x, 2) = R(ay hy2) > 0

X€H

elde edilir. Benzer sekilde (a,H)(z) > 6 iken (a,H)(z) > 6 dir.

(¢) e€eH ve (a;H)(ay) =VyeygR(ay,x,a;) = R(aq,e,a;) > 6 oldugundan
(ay,H)(ay) = VyeygR(ay,x,a,) > 6 dir. Bu durumda R(a, h,a,) > 6 olacak
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sekilde bir h € H vardir. Onerme 4.2.6 uyarinca R(a;~1,a,,h™1) > 6 elde edilir.
h~! € H oldugundan a, H~a,H bulunur.

Teorem4.5.4 [aH]={a'H: aH~aH},a={a': a € G vea'H~aH} ve
G/H = {[aH]: a € G} olarak tanimlanmak tizere
R:G/HXG/HXG/H- [0,1] (4.17)

([aH], [bH], [cH]) - R([aH], [bH], [cH]) = \/ R(d,bc)

(a'b'c)eaxbxe
ile tanimlanan bir doniisiim goz Oniine alalim. R, G /H fizerinde bir bulanik ikili

islemdir.

Teorem 4.5.5 (G/H,R) bir bulanik gruptur.

Tamm 4.5.6 (G/H,R) grubuna G nin mod H ya gdre bulanik béliim grubu adi

verilir.
4.6 Bulanik Grup Homomorfizmalari

Tamim 4.6.1 (G{,R,) ve (G, R,) iki bulanik grup ve f: G, ~ G, bir fonksiyon

olsun. Y a,b,c € G, igin

Ri(a,b,c) >0 & R,(f(a),f(b),f(c) >0 (4.18)
saglandig1 takdirde f ye bulanik homomorfizma denir. f, 1-1 ise bulanik

monomorfizma, orten ise bulanik epimorfizma, hem 1-1 hem Orten ise bulanik

izomorfizma adini alir.
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Teorem 4.6.2 (G, R) bir bulanik grup ve N, G nin bir normal bulanik alt grubu olmak
tizere (G /H, R) bulanik boliim grubu ise

¢0:G—->G/H ; aw [aH] (4.19)

doniistimii bir bulanik epimorfizmadir.

Ispat: R(a, b, c) > 0 olacak sekilde a, b, ¢ € G olsun. Bu takdirde
R(p(a), 9(b),9(c)) = R([aH], [bH], [cH])

= \/ R(a,b',c) = R(a,b,c) >0

(a'b'c)eaxbxé

oldugundan R(¢(a),p(b),(c)) > 6 bulunur. Dolayisiyla ¢ bir bulanik grup
homomorfizmasidir. Her [aH] € G/H icin ¢(a) = [aH] olacak sekilde bir a € G
bulundugu agiktir.

Onerme 4.6.3 f : (Gy,R;) = (G, R,) bir bulanik grup homomorfizmasi olsun. e,
Ve e, sirasiyla G; ve G, bulanik gruplarmin birim elemanlari olmak tiizere

asagidaki 6zdeslikler gergeklenir:
D (e1) = ez;
@) f(@™) = f(a)™

Ispat: (i) e;, G; in birim elemani oldugundan, her a € G,icin R(a,e;,a) > 6 ve
R(e;,a,a) > 6 saglanir. fbir bulanik grup homomorfizmasi oldugundan

R(f(a),f(e1), f(a)) >0 ve R(f(e)) f(a),f(a)) >6 gergeklenir. Boylelikle

f(e1) = e, oldugu goriiliir.

(ii)) a'€G, icin R(a,at,e;) >0 ve R(a™,a,e;) >0 saglanir. f bulanik

homomorfizma oldugundan

R(f(a),f(a™),f(er)) >0 ve R(f(a™"),f(a) f(e1)) > 6
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bulunur. Boylece (i) uyarinca,

R(f(a),f(a™),e2) > 6 veR(f(a™) f(a),er) > 6

sonucuna varilir. O zaman f(a™1) = f(a)™! elde edilir.

Teorem 4.6.4 f : (G;,R;) = (G, Ry) bir bulanik grup homomorfizmasi ise f nin

bir monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cek f = {e;} olmasidir.

Ispat: f : (G{,R;) = (Gy,R,) bir bulanik grup monomorfizmasi ve a € Cek f
olsun. Su halde f(a) = e, ve Onerme 4.6.3 (i) uyarinca f(a) = e, = f(e;) olur. f

birebir oldugundan a = e; olup f nin ¢ekirdeginin e; den ibaret oldugu goriiliir.

Tersine, a,b € G; icin f(a) = f(b) olsun. Buradan R,(f(a),f(b) 1, e,) >0
bulunur. Simdi c¢ € Gyig¢in R;(a,b™1,¢) > 6 oldugunu varsayalm. f bulanik
homomorfizma oldugundan Rz(f (@), f(b7Y), f (c)) > 6 ve Onerme 4.6.3 geregince
Rz(f(a),f(b)‘l,f(c)) > 0 saglanir. Buradan f(c) =e, = c € Cekf = {e;} =

¢ = e, bulunur. Sonug olarak R;(a,b™1,e;) > 6, dolayisiyla a = b elde edilir.

Teorem 4.6.5 f : (G1,R;) = (G5, R,) bir bulanik grup homomorfizmasi ise
(i) H;, G, in bir bulanik alt grubu ise f(H;), G, nin bir bulanik alt grubudur;
(ii) H,, G, in bir bulanik alt grubu ise f ~*(H,), G; in bir bulanik alt grubudur;

(i) Ny, G, nin bir normal bulanik alt grubu ise f ~*(N,), G, in bir normal bulanik alt

grubudur;

(iv) Cek f ={x € G, : f(x) = ey}, Gy InDbir normal bulanik alt grubudur.

Ispat: (i) c,d € f(H,) olsun. Buradan f(a) =c ve f(b) =d olacak sekilde
a,b € H; vardir. H;, G; in bir bulanik alt grubu oldugundan Onerme 4.3.3

geregince R(a,b™Y,u) >0 >u€H, saglanir. f bulamk homomorfizma
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oldugundan R(f(a), f(b)~1, f(w)) > 8 = f(w) € f(H,) elde edilir. Boylece f(H,),

G, nin bir bulanik alt grubudur.

(i) a,b € f~1(H,) olsun. Boylece f(a),f(b) € H, saglanir. R(a,b™1,¢c) > 6
olacak sekilde ¢ € G alalim. f bulanik homomorfizma ve H,, G, in bir bulanik alt
grubu oldugundan R(f(a),f(b)‘l,f(c)) >0 = f(c) € H, bulunur. Buradan
¢ € f~1(H,) oldugu goriiliir.

(iii) f~1(N,), G, in bir bulanik alt grubu oldugunu (i) de gdstermistik. Herhangi
91 € Gyve a € fH(N,) igin ((grea)eg,7r)(c) >0 , c € Gy olsun. Ispat igin
c € f71(N,) oldugunu gostermek yeter. Burada g, = f(g,) € G, , b = f(a) € N,
ved = f(c) € G, olsun. f bulanik homomorfizma ve N,, G, nin bir normal bulanik
alt grubu oldugundan ((g,°b)o g, 1)(d) > 6 = d € N, saglanir. Dolayisiyla
c € f71(N,) elde edilir.

(iv) {e,} kiimesi agik¢a G, nin asikar normal bulanik alt grubudur. Bu takdirde (iii)
geregince Cek f = {x € G : f(x) = e} = f1(ey) = f1({e;}) kiimesi G; in bir

normal bulanik alt grubudur.

Teorem 4.6.6 (Bulamik Gruplar icin Temel Homomorfizma Teoremi)

f: (G1,R1) = (Gy, Ry) bir bulanik grup epimorfizmasi ise H = Cek f olmak iizere

(G1/H) = G, izomorfizmasi vardir.

Ispat: g: % - G, ;[aH] » f(a) donlisiimiini g6z 6niine alalim.

(1) aH~bH olmak tizere R,(a,h,b) > 6 olacak sekilde h € H olsun. Su halde
Ry(f(a),f(R),f(b)) > 6 olur. he€Cekf oldugundan f(h) = e,,dolayisiyla

f(a) = f(b) bulunur. Buradan g nin iyi tanimli oldugu goriiliir.

(2) f: (G,R) » (G, R,) bir bulanik grup epimorfizmasi oldugundan Vy € G,
icin y = f(x) olacak sekilde bir x € G; vardir. Boylece g([xH]) =y olup
g ortendir.
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(3) g([aH]) = g([bH]) olsun. Buradan f(a) = f(b) dir. R;(a™%,b,c) > 6 olacak
sekilde ¢ € G; alabm. Su halde R,(f(a™1),f(b),f(c)) >0 ve f(a)= f(b)
oldugundan bu durum f(c) = e, olmasim gerektirir. Boylece ¢ € H ve aH~bH olup

[aH] = [bH] sonucuna varilir.
(4) Ry ([aH], [bH], [cH]) > 6 olsun. Bu takdirde

Ri(a,hi,a1) > 6, Ri(b,hy,by) >0, Ry(ci,h3,c) >0, Ri(ay,by,cy) >0
olacak sekilde a4, b;,c; € G Ve hy, hy, hs € H vardir. Simdi R, (a, b,w) > 6 olacak
sekilde w € G alalim. Bu durumda R;(w,h’,c) > 6 olacak sekilde bir h' € H
eleman1 vardir. Boylece wH~cH olup f(c) = f(w) elde edilir. R;(a,b,w) > 6
oldugundan f bulanik homomorfizma oldugundan R,(f(a), f(b), f(w)) > 6,
dolayisiyla ~ R,(f(a),f(b),f(c)) > 6  saglanir. Buradang bir  bulanik

homomorfizmadir. Sonug olarak g bir bulanik grup izomorfizmasidir.
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BOLUM 5

BULANIK HALKALAR

5.1 Bulanik Halka, Bulamik Tamhk Bolgesi ve Bulanik Cisimler

Tanmim 5.1.1 R bos olmayan bir kiime, G ve H, R iizerinde taniml iki ikili islem

olsun. Bu islemler,
G(a,b) =aob
H(a,b) =ax*b
(a°b)(c) = G(a,b,c)
(a*b)(c) = H(a,b,c)
((aeb)oc)(2) =Vaer(Gla b, d) AG(d,c, 2))
(ao(boc))(@) =Vaer(Gb,c,d) AG(a,d,z))

(ax(bec))(2) =Vaer(G(b,c,d) NH(a,d, 2))

(5.1)
(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.9)
(5.6)

(5.7)

((a x b) o (a=* c))(z) = Vaeer(H(a,b,d) NH(a,c,e) ANG(d, e, z)) (5.8)

ile tanimlanmak tizere (R, G, H) asagidaki li¢ kosulu sagladig takdirde bulanik halka

adimi alir:

(BH1) (R, G) bir degismeli bulanik grup;

(BH2) Va,b,c,z,,2, € Ri¢in ((a x b) * c)(zl) >0 ve (a x (b * c))(zz) > 6 ise

Zy = Zy,

(BH3) Va,b,c, 2,2z, €R igin ((a ob) * c)(zl) >0 ve ((a xc)o (b c))(zz) > 60

ise z; = zy; (a * (b o c))(zl) > 6 ve ((a xb) o (a=* c))(zz) >0ise z; =z, .
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Bir (R, G, H) halkasinda,

(BH4) Va,b € R i¢in (a*b)(u) >0 < (b*a)(u) > 6 saglamyorsa(R,G,H) ya
degismeli bulanik halka denir.

(BH5) Va € R i¢in (a *e)(u) > 6 ve (e *a)(v) > 0 ise u = v olacak sekilde bir
e € R birim eleman1 varsa, (R, G, H) ya birim elemanli bulanik halka denir. G deki

isleme gore birim eleman e, a ise bulanik halkanin sifir eleman: denir.

Teorem 5.1.2 (R, G,H), sifir elemani e, olan bulanik halkasi asagidaki gibi bir
takim ozelliklere sahiptir: Va, b € R i¢in,

(i) (axb)(b) >0 ve(axb)(ey) >0 iseb =e¢y;
(b*a)(b) >0 ve(bx*a)(ey) >0 iseb = ey;
(ii) Herhangi bir b elemanmin (R, G) deki tersi b~ olmak iizere
(ax*b )W) >0 ve(axb)(w) isev=w1;
(atxb)(s) >0 ve(axb)(t) >0 ises =t~ 1;

(iii) (@ *b™H(u) >0 ve(a*b)(v) >0 iseu = .

Ispat: (i) ey, R bulanik halkasmin sifir elemani oldugundan
((a*b)oey)(b) = H(a b,b) AG(b,egb) > 6;
((a oeg) *(boey))ey) = G(a, e, a) AG(b,eq,b) NH(a,b,ey) > 6;
((b %) o eo)(b) > H(b,a,b) A G(b,ey, b) > 6;
((b oey) *(ao eo))(eo) > G(b,ey,b) NG(a,ey,a) NH(b,a,ey) > 6.
Sonug olarak (BH3) ten b = e, elde edilir.

(ii) G(v,w, c) > 6 olacak sekilde ¢ € R olsun. Buradan

((@xb o (axb))(c) = H(a b~ ,v) AH(a,b,w) AG(v,w,c) > 6;

(a x (b~ 1o b))(eo) > G(b71,b,ey) AH(a, ey ey) > 0;

33



ve sonug olarak (BH3) ten ¢ = ¢, ve G(v,w,ey) >0 ve dolayisiyla (BG3) ten

v = w1 elde edilir. Benzer sekilde s = t~1 oldugu goriiliir.

(i) (@ tob™V)(w)>0 olsun. (ii) den (alob)(w)>6 ve (i) den
H(eg, b,ey) > 6 dir. k € R dyleki G(v,u™1, k) > 6 ise

((@xb)e(a**b))(k) = H(a,bv) AH(@ L, b,u") AG(wv,u"1 k) > 0;
((@ea™) xb)(eg) = G(a,a™',ey) AH(a, ey e0) > 6;

ve sonug olarak (BH3) ten k = e, ve G(v,u1,e,) > 0 elde edilir. Benzer sekilde

G(ut,v,ep) > 6 oldugu goriiliir. Dolayisiyla (BG3) geregince v = u dir.

Tanmm 5.1.3 Bir (R,G,H) halkasinda sifirdan farkli bir a elemani i¢in (a *
b)(ey) > 0 (yada (b *a)(ey) > 0) olacak sekilde sifirdan farkli bir b € R varsa a
ya sol (ya da sag) sifir bélen adi verilir. R nin hem sag hem sol sifir bolen olan

elemanina sifir bolen denir.

Onerme 5.1.4 (R, G,H) bulanik halkasmin sifir blensiz olmast igin gerek ve yeter
kosul Va,b,c € R, a # e, igin

(axb)(u)>6ve(axc)(u)>0iseb=c; (5.9)
veya

(bxa)(u)>0ve(cxa)(u)>0iseb=c; (5.10)

sol/ sag kisaltma kuralarinin gecerli olmasidir.

Ispat: R sifir bolensiz bir bulanik halka olsun. (a * ¢)(u) > 6 ise Teorem 5.1.2
uyarinca (a * ¢c™)(u™1) > 6 dir. Va,b,c € R igin
((@xb)e(axc™V))(ep) = H(a,b,u) AH(a,c™ L, u™ ) AGw,ute0) > 6 ;
(((a*(ec™))(ep) = G(b,c™ k) AH(a,k,ey) > 6 ;

dir. Burada H(a, k,ey) > 6, a # e, ve R sifir bolen igermediginden k = e, bulunur.

Dolayisiyla G(b,c™1,ey) > 6 olup (R,G) bir grup oldugundan b = ¢ sonucuna
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varilir. Benzer seklide (b * a)(u) > 0 ve (¢ *a)(u) > 6 ise b = ¢ oldugu goriiliir.
Tersine, bir (R,G,H) halkasinda (5.9) ve (5.10) ozellikleri saglansin ve a # e,
olsun. Bu takdirde (a * b)(e,) > 0 ise (5.9) geregince b = e, bulunur. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Tanmim 5.1.5 (R, G, H) bir birimli bulanik halka olsun. Va € R igin (c * a)(e) > 6
(yada (a=*b)(e) >6) olacak sekilde bir b ER (c € R) varsa b elemanmna (c
elemanina) a nin sol (sag) tersi denir. Bir a € R, hem sol hem sag terse sahip ise

birim ya da tersinir eleman adm alir. Bu durumda a € R nin tersi a™ ! ile gosterilir.

Tanmm 5.1.6 (R,G,H) degismeli, birim elemanli bir bulanik halka olsun. Sayet R

nin sifir elemani disinda her elemani tersinir ise (R, G, H) Yya bir bulanik cisim denir.

Teorem 5.1.7 (R, G, H) bir birim elemanli bir bulanik halka olsun. Bu takdirde
() R nin birim elemani tek tiirli belirlidir;

(if) a € R nin tersi varsa, tek tiirli belirlidir.

Ispat:

(i) e’ ve e”, (R,G,H) nmn iki birim eleman1 olsun. Su halde (e xe")(e) > 6 ve
(e'xe")(e) >0 yani H(e,e',e) >0 ve H(e,e',e") >0 oldugundan e' = e"

elde edilir.

(if) a, ve a, , a € R elemaninin iki ters elemani olsun. Su halde H(a, a,,e) > 6 ve

H(aq,a,e) > 6 oldugundan

(a, * (a*ay))(ay) = H(a,ay €) NH(ay, e,a;) > 6 ;
((ay *a) * az)(az) = H(ay,a,e) AH(e,az,az) >0

buradan a; = a, elde edilir.
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Teorem 5.1.8 Birimli elemanhi bir bulanik halkada, tersinir elemanlarmin kiimesi

bulanik halkanin ikinci islemine gore bir bulanik gruptur.

ispat: (R, G, H) birim elemant e olan bir bulanik halka ve R deki tersinir elemanlarin
kiimesi A olsun. A # @ dir. Ciinkii acikca (e)™! =e € R dir. Herhangi a € A
alalim. a bir tersinir eleman oldugundan H(a™?!,a,e) > @ olacak sekilde a ! € G
vardir. Diger taraftan (a”1)™! = a oldugundan a~! € A bulunur. Sonug olarak

Teorem 4.2.3 uyarinca (4, H) bir bulanik grup yapisina sahiptir.

Sonuc¢ 5.1.9 R bulanik halkasinin bir bulanik cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

R = A olmasidir.

Tanim 5.1.10 Degismeli, birim elemanli bir bulanik halka, sifir bolensiz ise bulanik

tamlik bolgesi adin alir.

Teorem 5.1.11 Her bulanik cisim bir bulanik tamlik bolgesidir.

Ispat: (R, G, H) bir bulanik cisim olsun. O zaman degismeli ve birim elemanli bir
bulanik halkadir. a,b € R i¢in H(a, b, e,) > 6 olsun. Bu takdirde H(a %, a,e) > 6

olacak sekilde a=! € R vardir. Buradan
((aY*a)*b))(b) > H(at,a,e) AH(e,b,b) > 0;

(a™* = (a*b))(ey) > H(a,b,eg) NH(a™1, €9, e0) > 6;

dolayisiyla b = e, olup R sifir bolensizdir.
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5.2 Bulamik Alt Halka ve Bulanik idealler

(R, G,H) bir bulanik halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Va,b,c €S igin Gg(a,b,c) = G(a,b,c) ve Hg(a,b,c) = H(a,b,c) ise
Ya,b,c,z €S,

(aAb)(c) = Gs(a,b,c) = G(a,b,c) (5.11)
(a ¢ b)(c) =Hg(a,b,c) =H(a,b,c) (5.12)
(a o (bAC))(2) = Vyes(G(b,c,x) NH(a, x,2)) (5.13)

((aob)A(a e c)(2) = Vyyes(H(a,b,x) AH(a,c,y) AG(x,y,z)) (5.14)

islemleri tanimlanir.

Tamm 5.2.1 (R, G, H) bir bulanik halka ve S © R olsun. Su halde
(i) Va,b €S, Vc €Rigin (aob)(c) >0 isec e Sve(a*b)(c)>0 isec €S
(ii) (S, Gs, Hy) bir bulanik halkadir;

kosullarini saglayan (S, Gg, Hg) Yye (R, G, H) nin bir bulanik alt halkas: ad1 verilir.

Onerme 5.2.2 (R, G, H) bir bulanik halka ve S,R nin bos olmayan bir alt kiimesi
olsun. (S,G,H) nin R nin bir bulanik alt halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

asagidaki sartlarin gerceklenmesidir.
()Va,b€S, (aeb)(c) >0 iseceS ve(axb)(c)>0 iseceC;

(ii)Va €S, aeS iseat €s;

ispat (R,G,H) bir bulanik halka ve (S,G,H), (R,G,H) nin bir bulanik alt halkas1
olsun. Bulanik alt halka tanimi geregince (i) ve (ii) nin saglanacagi agiktir. Tersine,

4. bolimde incelendigi tizere (S,G), (R,G) nin bulanik alt grubudur. Boylece
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(BH1) saglanir. (BH2) ve (BH3) ise R nin her elemani tarafindan saglandigi igin S

nin her elemani i¢in de gerceklenir. Dolayisiyla S, R nin bir bulanik alt halkasidir.

Onerme 5.2.3 (R, G, H) bir bulanik halka ve

C={x€R : Va,ceER, (x+xa)(c)>0 & (ax*xx)(c)> 06}

ise C, R nin bir bulanik alt halkasidir.

Tanmm 5.2.4 R bulanik halkasinin bos olmayan bir [ alt kiimesine asagidaki

kosullar1 sagladigi takdirde R nin bir bulanik ideali ad1 verilir.
(Bil) Vx,y €1, VZER, (xoy)(z) >80 = z€];
(Bi2) vx €1, x;7t €l ;

(Bi3) Vs €I, Vx,y,r€R, (r*s)(x) >0 =2x€l ve (s*xr)(y)>0 = ye€l

Bir bulanik idealin ayn1 zamanda bir bulanik halka olacagi agiktir.

Teorem 5.2.5 {I; : i € I} kiimesi, (R, G, H) bulanik halkasinin bulanik ideallerinin
ailesi ise N;¢; I; , (R, G, H) nin bir bulanik idealidir.

Ispat {I;: i €I}, R bulamk halkasmin bulanik ideallerinin ailesi ayn1 zamanda
(R, G) bulanik grubunun bulanik alt gruplarmin ailesi oldugundan Onerme 4.3.4
geregince N;e; I; , (R,G) nin bir bulamk alt grubudur. O halde (Bil) ve (Bi2)
gerceklenir. Herhangi r € R ve s € N;¢; I; alalm. Buradan her i € I igin s € I; olup
I; lerin bulanik ideal olmasi geregi her i € [ i¢in R(r,s,x) > 6 iken x € I; saglanir.

Dolayisiyla x € N;¢; I; elde edilir.
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5.3 Bulanik Boliim Halkalar:

I, bir R bulanik halkasinin bir bulanik ideali ve 2 ={ao1I:a € R} olsun.
a,ol~a,°ol © 3Juel 3 G(a;7Y a,u) >0 (5.15)

ile 2 iizerinde bir bagint1 tanimlayalim.

Teorem 5.3.1 ~ bagnitisy, 2 iizerinde bir denklik bagintisidir.

Ispat Teorem 4.5.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Bulanik idealler, bulanik halkalar teorisinde; bulanik normal alt gruplarin
bulanik grup teorisindeki yerini tutar. Ornegin (R, G, H) bir bulanik halka ve I, R
nin bir bulanik ideali olsun. Su halde (I,G), (R,G) nin bir bulanik alt grubudur.
(R,G) degismeli oldugundan (I,G), (R,G) nin bir bulanik normal alt grubudur.
Sonug olarak, iyi tanimli bir R/I boliim grubu elde edilir ki asagidaki islemler, bu

yapiy1 bulanik halkaya tasir:

(aoN@bomeoI) =G(aNbenlcom = \/ G@b.e)
(a'b'c)eaxbxe

(aoN@beMcol)=AacNboleo=\/  H@be)
(a'b'ceaxbxe

G ve H, R/I iizerinde iki bulamk ikili islemdir, buradan asagidaki islemler

tanimlanir:

([aenl@beoI) @ [co)([doI]) = Vyer(G([ao ], [bo1], [xoI])
AG([x oI [co1],[de1]))

(laol1 @ ([boI] @ [coID)([weol]) = Vier(G([bol], [coI], [xo1])
ANG([aoI],[xoI],[wel])) (5.16)

([ae 1@ ([bol]l @ [coI))([zo1]) = Vaer(G([bo1],[coI],[do1])
ANH([aoI),[de 1], [z 1]))
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(lacN@(boll1®[coID))(zoID) = Vaer(G([aoI],[bo1],[d o I])
AG([ae ], [coI],[wel])
ANH([doI],[wel],[zo1D)

Teorem 5.3.2 (R,G,H) bir bulanik halka ve I, R nin bir bulanik ideali olsun. Bu
takdirde asagidaki islem ile birlikte (R/I,G) béliim grubu, bir bulanik halkadur.

(laell@[boID(col) =H([aol][beol][coI]) = \/ H(a,b,c)

(a'b'c)eaxbxe

Tamm 5.3.3 (R/I,G,H) bulanik halkasina, mod I ya gore bulanik bdliim halkasi

ad1 verilir.

Tanim 5.3.4 [ ve J, (R, G, H) bulanik halkasinin iki bulanik ideali olmak tizere
(I:]))={a€R:ax] I} (5.17)
ile tanimlanan (I: J) kiimesine bulanik béliim ideali denir. Ozel olarak I = {e,} ise
(eg:J)) ={a€R: Vbe] (axb)(ey) > 6} (5.18)

boliim idealine J bulanik idealinin sifirlayani ad1 verilir. Ann J ile gosterilir.

Onerme 5.3.5 I ve J, (R, G, H) bulanik halkasinin iki bulanik ideali olsun.

1) (I:]), R bulanik halkasinin bir bulanik idealidir;

i) I € (I:)).
Ispat :
1) (I:]) # @ dir. Ciinkii ey * ] = {eg} S I.

Herhangi a, b € (I:]) i¢in (a o b)(c) > 6 olacak sekilde ¢ € R olsun. Bu durumda
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(CEHIICEIDICENE \/ G(a,b,c)>G(ab,c)>0

(a'b'ceaxbxée
ve a * J, b ] kiimeleri I bulanik idealinin alt kiimesi oldugundan c*J € [ = c €

(I:]) elde edilir.

Herhangi a € (I:]) icin G(a,a™!,ey) > 6 olacak sekilde a~! € R vardir.
Buradan

(axD@® @**D)(eo*]) =Ga,a ™, e) >0

oldugundan (a™! *J) € I1ve a~! € (I:]) saglanur.
Herhangi a € (I:]), r € R igin H(r,a, x) > 0 olacak sekilde x € R vardir.

Boylece
(r*(a*x])Nkx=]) = H(r,a,x)=H(r,a,x) >0
(a'x")eaxx
saglandigindan (a *J) € I ve I nin bir bulanik ideal olmas1 dolayisiyla (x *J) S 1

den x € (I:]) gergeklenir. Benzer sekilde ((a*]) *x7)(y*]) >0 ise (y*]) €1

olacag1 aciktir.

ii) Herhangi a € I alahm. Her b € ] igin I bir bulanik ideal oldugundan (a * b)(c) >
0 = c € I saglanir. Dolayisiyla (¢ * J) € I = ¢ € (I:]) elde edilir.

5.4 Bulanik Halka Homomorfizmalari

Tamm 5.4.1 (R{,G,,H;) ve (R,,G,, H,) iki bulanik halka ve f:R; - R, bir
dontisiimii asagidaki kosullari sagladig: takdirde bulanik halka homomorfizmast adim

alir;

(1) Gi(a,b,0) > 6 = Gy(f(a), f(b),f(c)) > 6 ;
(2) Hi(a,b,c) > 6 = Hy(f(a),f(b),f(c))>6.

Sayet f  birebir ise bulamik halka monomorfizmasi, Orten ise bulamk halka

epimorfizmasi, hem birebir hem Orten ise bulanik halka izomorfizmasi adini alir.
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Onerme 5.4.2 f:(Ry, Gy, Hy) » (Ry, G, Hy) bir bulanik halka homomorfizmasi

olsun. Bu takdirde,

(i) fler) = ez ;
(i) fa) = f(@" dr.

Ispat (i)f bir bulanik halka homomorfizmasi oldugundan, Va € R; igin

Gi(a,e1,a) >0 = G,(f(a), f(e1). f(a)) > 6
ve f(a) € R, i¢in G,(f(a), ey f(a)) > 6 dur.

((f(a)_l ° f(a)) °f(91)) (e2) = Gz(f(a)_l'f(a)' e;) A GZ(BZ:f(e1)'f(e1)) >0
(F@* o (f@ o f(e0)) (F(e) = Gx(f (@), f(er), f (@)

AGy(f(@)7h f(a), fe)) > 6
oldugundan f(e;) = e, elde edilir.

(i) f bir bulanik halka homomorfizmasi oldugundan Va € R; ig¢in

Gl(a' a_l: 61) >0 = GZ(f(a)'f(a)_lif(el)) >0
yazilir. (i) de f(e;) = e, bulundugundan G,(f(a),f(a)™1,e,) > 6, dolayisiyla
f(a)™t = f(a™1) elde edilir.

Teorem 5.4.3 f:(Ry,G1,H,) = (R;, Gy, Hy) bir bulanik halka homomorfizmasi

olsun. Bu takdirde,
(i) Im f, R, nin bir bulanik alt halkasidur;

(i) Cek f, Ry in bir bulanik idealidir.

Ispat. (i) f(e;)) =e, €Imf oldugundan Imf # @ dir. x,x;,x, € Ryigin
G1(xq1,x5,x) >0 ise G,(f(x1),f(x2),f(x)) > 6 dir. Bu nedenle f(x)€Imf
bulunur.R; bir bulanik halka oldugundan G, (x,x™1,e;) > 6 olacak sekilde x~ € R,
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vardir. Su halde G, (£(x), f(x™1), fe))) = Go(F(x), F(x~1), e5) > 0 elde edilir ki

f(x)™! € Im f sonucuna varilir.

(ii) Acik¢a e, € Cek f oldugundan Cek f # @ dir. Herhangi x,y € Cek f i¢in
G1(x,y,2z) >0 ise G,(f(x),f(y),f(2))>6 dir. f bir bulamik homomorfizma
oldugundan G,(e,, e,, f(z)) > 6 olur ki buradan f(z) = e, bulunur. Dolayisiyla
z € Cek f elde edilir. Herhangi x € Cek f icinG,(x,x™1,e;) > 0 olacak sekilde
x~1 € R, oldugundan G,(f(x),f(x)71, f(e1)) = G,(f(x), f(x)"1,e,) >0 dir. Bu
nedenle f(x™1') =e, ve buradan x~! € Cek f sonucuna varilir. Son olarak,
herhangi x € Cek f ve r € Ry i¢in H{(x,r,u) > 0 ise H;(f(x),f(r), f(w)) > 6
dir.f(x) = e, oldugundan H,(ey, f(r), f(uw)) > 6 ve buradan f(u) = e, bulunur.
Benzer sekilde Hy(r,x,v) >0 ise H,(f(r), f(x),f(v)) >adir. f(x)=e,
oldugundan H,(f (1), e, f(v)) > 6 ve buradan f(v) = e, sonucuna varilir. Boylece
Cek f, Ry in bir bulanik idealidir.

Teorem 5.4.4 (Bulanik Halkalar icin Temel Homomorfizma Teoremi)

f:(R4,Gq, Hy) = (Ry, Gy, Hy) bir bulanik halka epimomorfizmasi olsun. Bu takdirde
N = Cek f olacak sekilde R;/N = R, bulanik halka izomorfizmasi vardir.

Ispat :% — R, ; @([reN]) = f(r) ile bir doniisiim tamimlayalim. Teorem 4.6.6

geregince ¢ iyi tammli birebir bir bulanik grup homomorfizmasidir. O halde
gosterilmesi gereken Hy([a o N],[bo N],[coN]) >80 ise H,(¢([aeN]),@([bo
N]),@([c o N])) > 0 nin saglandigidir. H;([a o N],[b o N],[c e N]) > 6 olsun. Bu
takdirde H,(a,n,,a’) > 6, H;(b,n,,b") >0, Hi(c,n3,c’) >6 olacak sekilde
ny,n,,n3 EN ve a’, b',c¢' € Ry elemanlar1 vardir. Simdi H,(a,b,u) > 6 olacak
sekilde bir u € R, alalim. Buradan H,(u,n’,c) > 6 olacak sekilde bir n’ € N vardur.
Su halde uoN~coN ve f(c)=f(u) elde edilir. f nin bulanik halka
homomorfizmasi olmasi, H,(a, b,u) > 6 iken H,(f(a), f(b), f(w)) > 6 olmasini
gerektirir.  Dolayisiyla  H,(f(a), f(b),f(c)) > 6 den H,(¢([a°N]),@([beo
ND,o([coN])) > 6 nin saglandign goriiliir. Bdylece ¢ bir bulanik halka

izomorfizmasidir.
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BOLUM 6

SONUCLAR

Bulanik kiime kavrami yardimiyla tanimlanan bulanik fonksiyon, bulanik ikili
islem gibi bulanik yapilar, klasik cebir teorisinde yer alan grup, halka, tamlik bolgesi,
cisim gibi cebirsel yapilar1 bulanik bir yapiya tasir. Boylece klasik grup teorisinde
bilinen temel kavramlar bulanik mantikta; bulanik grup, bulanik alt grup, bulanik
normal alt grup, bulanik boliim grubu, bulanik grup homomorfizmalari; klasik halka
teorisinde ise bulanik halka, bulanik alt halka, bulanik ideal, bulanik boliim halkasi,
bulanik halka homomorfizmalar1 vb. bulanik yapilar, bulanik grup ve halka teorisi

kapsaminda tanimlanir.

Bu calismada, bulanik mantik kavrami tanitilarak, cebir teorisinde bulanik
cebirsel yapilar detaylariyla incelenmistir. Bulanik cebir teorisindeki bulanik cebirsel
yapilar ile klasik cebirde yer alan klasik cebirsel yapilarin benzer 6zellikler tagidig
gozlemlenmistir. Bir bakima, klasik cebir teorisi genellestirilerek, bulanik mantik adi
verilen farkli bir mantik sistemi lizerine insa edilen yeni cebirsel yapilarda da ayni

cebirsel 6zelliklerin korundugu séylenebilmektedir.

Bu calisma, bulanik cebir teorisinin yapi taglar1 olan bulanik gruplar ve
bulanik halkalar iizerine olmas1 sebebiyle, bulanik mantik sistemi iizerine kurulan
diger bulanik cebirsel yapilarla calismak i¢in baslangi¢ niteligi tagimaktadir. Bu

yoniiyle yeni bir bilimsel ¢aligma sahas1 olugturmaktadir.
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