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OZET

BULANIK SONLU URETECLIi MODULLER

OZLU, Serif
Yiksek Lisans Tezi, Matematik Bolimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog¢.Dr. Necati OLGUN
Haziran 2011,43 sayfa
Bu tezde klasik cebirdeki modiil kavrami bulanik cebir cercevesinde

incelenmeye calisilmistir.

Oncelikle bulanik ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verilmistir. Daha sonra
bulanik modiiliin tanim1 verilerek bulanik modiil ile klasik cebirdeki modiil
arasmdaki baglant1 gdsterilmistir. Orneklerle beraber bir bulanik modiil yapismin

nasil olusmasi gerektigi ifade edilmistir.

Son bélimde ise bulanik sonlu iirete¢li modiillerden ve noetherian modiil

yapisindan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik, Modiil, Bulanik modiil, Noetherian modiil, Bulanik
Sonlu Uretegli Modiil



ABSTRACT
BULANIK FINETELY GENERATED MODULES

OZLU, Serif
M. Sc. Thesis, Math Department
Adviser: Assist. Prof. Dr. Necati OLGUN

June 2011, 43 pages

In this thesis the concept of module of classical algebra is analyzed within the

context of the fuzzy algebra.

Initially, the basic properties and theorems are given about the subject. Then
fuzzy module is gave and the relation between the fuzzy module and the module in
classical algebra is demonstrated. It has been noted that how a fuzzy module
structure should be formed with examples.

Finally in this thesis has been discussed fuzzy finitely generated modules and
noetherian modules

Key Words: Fuzzy, Modules, Fuzzy Modules, Noetherian Modules, Fuzzy Finetely
Generated Modules
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BOLUM 1

GENEL BIiLGILER

1. GIRIS

Bulanik kiime teorisi 1965 tarihinde L.A. Zadeh tarafindan ortaya atilmustir.
“Fuzzy” sozcigli dilimizde “bulanik” veya “belirsiz” soOzciigii olarak

kullanilmaktadir.

1965 yilina kadar matematikte incelenen konularin 6nceden belirlenen
kurallara kesin olarak uyup uymadigi arastirilmis, bu incelemelerde her zaman bir
kesinlik aranmistir. Bir 6nerme igin belirlenen kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa
yanlis denilmistir. Yasadigimiz diinyada bir ¢ok olay vardir ki bunlarla ilgili
onermelerin dogru yada yanlis oldugunu ifade etmek bizi zor durumda birakabilir.
Karar veren kisinin ne hakkinda karar verecegini bilmesi ¢ogu zaman dogru karar
i¢in yeterli degildir. Karar verecegi ortamda kendisine dogru karar vermede yardimei
olacak ne gibi verilerin oldugunu bilmesi de gerekir. Bulanik kiimesi bu karmasiklig1
azaltmak icin eleman olanlar1 eleman olmayanlardan ayiran kesinligi ortadan

kaldirir.

Zadeh ’in bu ¢alismasinda deger kiimesi [0,1] olarak alinmistir. O ile 1 arasina
da sinirdaki elemanlarin ait olma derecelerini yerlestirebiliriz. Olas1 bir elemanin

tiyelik derecesinin 1’e daha yakin olmasi kiimeye daha fazla ait olmasi anlamina

gelir.[26]

Teori 1971 de Rosenfeld tarafindan bulanik cebirsel yapilara tasinarak bir
grubun bulanik alt grubu tanimlanmistir. Das, sonlu devirli bir grubun tiim bulanik

alt gruplarin bir karakterizasyonunu seviye alt gruplarinin yardimi ile vermistir.[26]



Daha sonra bir¢gok bilim adami tarafindan bulanik kavrami gelistirilmistir.
Sidky ve Mishref bulanik normal alt gruplar ve bulanik kosetleri tanimlamiglardir.
Gang ve Yun bulanik halkalar1 ¢calismistir ve Malik and Mordeson’un halkalar ve

gruplar tizerindeki bulanik bagmntilar1 anlatmistir.[26]

Bu teori son ¢eyrek yiizyilda biiylik ilgi gormiistiir. Halen bir¢ok bilim adami
bu konuda c¢alismalar yapmaktadir. Matematik bulanik mantigi ile yeniden

yazilmaktadir. Eksik tanim ve teoremler zaman i¢inde yapilmaya devam etmektedir.

Bulanik mantigin uygulama alanlar1 ¢ok genistir. Sagladigi en biiyiik fayda
ise “insana 0zgi tecriibe ile 6grenme” olayinin kolayca modellenebilmesi ve belirsiz
kavramlarin bile matematiksel olarak ifade edilmesine olanak tanimasidir.[25] Bu
sekilde zor ve karigik Aristo mantigl yerine son 40 - 45 yildir gelistirilen bulanik

mantik ile cok karmasik sorunlarin ¢ok basit sekilde ¢oziilebilecegini gosterdi [4].

L.A.Zadeh’in 6grencisi C.L.Chang 1968 de “Bulanik Topolojik Uzaylar”adli
makalesinden sonra bir cebirci olan Azriel Rosenfeld, “Eger Chang bunu topolojik
uzaylar i¢in yapabiliyorsa, bende bunu cebirsel yapilar i¢in yapabilirim”, diyerek
bliyiik bir ugras sergiledi ve 1971 yilinda “Bulanik Gruplar” adli makalesini
yayinladi. Bu bulanik cebir alaninda yayinlanan ilk eser oldu. Bu eser daha sonra
bircok bilim adamina Ornek teskil etmistir. Bilim adamlar1 bu makaleyi hemen

hemen biitiin yapilarda kullanarak gelistirmistir.

Olgiim kavrami matematigin temel konularmdan bir tanesidir. Onceleri
siiriideki koyunlarin sayisi, ipin uzunlugu, tarlanin alani, kiipiin hacmi basit sonlu
kiimelerle ifade edilebilen kavramlar i¢in 6l¢iim kurali bulunmus ancak sonralari
bilimin, o6zellikle matematigin gelismesiyle karsilasilan, sonsuz kiimelerle ifade
edilebilen daha karmasik yapilarm veya olaylarm 6l¢iimii i¢in calisilmistir. Ornegin
reel dogru iizerinde “0” ile “1” arasindaki reel sayilarinin kiimesinin [0,1] kapali
aralig1 Ol¢limiiniin ne olacagi, bu kiimeden “0” ile “1” arasindaki reel sayilarin
kiimesinin [0,1] kapali aralig1 6l¢limiiniin ne olacagi, bu kiimeden “0” ve “1” in
cikarilmasiyla olusan kiimenin (0,1) agik aralif1 veya reel dogru tizerinde ki herhangi
bir acik aralik 6l¢limiiniin ne olacagi veya bu kiimeden biitiin rasyonel sayilarin

cikarilmasiyla olusan kiimenin Ol¢limiiniin ne olacagi gibi sorular iizerinde



durulmustur. Ayrica basit yapilar i¢in belirlenmis olan Sl¢iim kurallarinin bunlar

kapsayan daha karmasik yapilara nasil genisletilecegi 6nemli bir sorun olmustur

Bulanik mantigin ilk kez 1965 yilinda L.A. Zadeh tarafindan konulmasina
ragmen, bu mantiga olan gereksinim, ona karsi olan ilginin hizla biliylimesiyle
kanitlanmustir. Ozellikle 1980°1i yillarin ortalarindan itibaren gerek bilimde gerek
teknolojide gerekse sanayi alanlarinda kullanilmasiyla bu alanlarda inanilmaz
basarilara imza atilmistir.  Ornegin  akilli  asansérlerin  yapisinda  bulanik

kullanilmustir.



BOLUM 2

2.1. KUME BILGILERI

Olgiim kavrami bir kiime fonksiyonu oldugundan dolayr kiimelerin cebirsel
yapilart onemlidir. Bu boliimde {izerinde Ol¢lim kuraminin tanimlanacagi kiime
siniflar1 ve bu kiime smiflarinin Urettikleri halkalar, cebirler ile bulanik kiimeler ve
bulanik kiimeler iizerindeki cebirsel yapilar ile ilgili temel tanim ve teoremler
verilerek, incelenmistir. Bu bolimde kiime simiflart ile ilgili kisim [6,7,11,14]

bulanik kiimelerle ilgili kisim Zadeh’in [15] calismasindan derlenmistir.

2.1.1 Kiime Smmiflari:

Tanmm 2.1.1.1: X kiimesinin tiim alt kiimeleri sinifina kuvvet kiimesi denir ve P ( X )

ile gosterilir. P ( X ) in alt kiimelerine sinif denir.

Tamim 2.1.1.2: Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R sinifina halka

denir.

VE,FeR ; EUFeR v E-FeR

Onerme 2.1.1.3: Bos kiime her halkanin elemanidir.

Teorem 2.1.1.4: Her halka birlesim, kesisim ve simetrik fark iglemleri altinda
kapalidir ve tersine arakesit ve simetrik fark islemleri altinda kapali olan bos

olmayan bir kiime sinifi bir halkadir.
Ispat:

EAF =(E- F)U(F -E) ve EnF=(Eu F)—(EAF)
bu sekilde birinci sonug¢ bulunur. Simdi tersine

EUF =(EAF)A(ENF) ve E—F=(EAF)NE



olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.1.1.5: Kesisim, fark ve ayrik kiimelerin birlesimleri altinda kapali olan bos

olmayan her kiime sinifi bir halkadir.

Ispat: Teorem 2. 1. 1.4 ve asagidaki esitlikten sonug bulunur.
EAF =[E—(EnF)]U[F—(ENF)]

Ornek 2.1.1.6: X kiimesinin sonlu biitiin alt kiimelerinin sinifi bir halkadir.

Tanmim 2.1.1.7 Asagidaki sartlar1 saglayan bos kiimeden farkli bir R simifina cebir

denir.

i. VELFeR ; EUFeR
ii. VE€cR : EeR

Teorem 2.1.1.8: Cebir, X kiimesini igeren bir halkadir ve tersine X kiimesini

iceren bir halka, cebirdir.

Ispat: R bir cebir olsun.

ve EeRise

o halde teoremin birinci kism1 tamamlanmis olur. Tersine R, X kiimesini i¢eren bir

halka ise VE € R igin

E=X-EeR
oldugundan teoremin ikinci kismi da gosterilmis olup ispat tamamlanir.
Ornek 2.1.1.9: Biitiin sonlu kiimeler ve onlarm tiimleyenlerinin sinifi bir cebirdir.

Tammm 2.1.1.10: ¢ bos olmayan bir simf asagidaki sartlar1 sagliyorsa ¢ kiime

smifina yart halka denir.



i. VELEFep ; EnFegp

ii. VEcFegp ; 1=123,..,n i¢in
E=C,cC,cC,c..cC,=F
D,=C-Ci_,eo

olacak bi¢cimde ¢ nin iginde sonlu bir {Co,Cl,CZ,...,Cn} kiime sinifi vardir. Her

halka yar1 halkadir ve bos kiime her yar1 halkanin bir elemanidir.

Ornek 2.1.1.11: X kiimesinin tek elemanli tiim alt kiimelerini ve bos kiimeyi iceren

kiime sinifi bir yar1 halkadir.

Tanmm 2.1.1.12: F bos olmayan bir kiime sinifi asagidaki sartlar1 sagliyorsa F kiime

sinifina o - halka denir.

i. VELFeF ; E-FeF

ii. VE;eF ; i=123., |JEeF
i=1

Bir o - halka sayilabilir birlesim altinda kapali olan bir halkadir.

Onerme 2.1.1.13: Bir o - halka sayilabilir arakesit altinda kapalidir. Bundan dolay1

F bir o - halkave {E,} € F bir kiime dizisi ise;
limsupE, eF ve liminf E, eF olur.
n n

Ornek 2.1.1.14: Tiim sayilabilir kiimelerin smifi bir o - halkadur.
Tamim 2.1.1.15: X kiimesini i¢eren bir o - halkaya o - cebiri denir.

Ornek 2.1.1.16: Tiim sayilabilir kiimeler ve onlarin tiimleyenlerinin smifi bir & -

cebirdir

Onerme 2.1.1.17: F bir o - halka ise Fu{E:Ee F} bir & - cebirdir.



..... -

Tanim 2.1.1.18: Bos olmayan ve her {En}c M monoton kiime dizisi i¢in eger

limE, e M ise M kiime sinifina monoton sinif denir.
n

Onerme 2.1.1.19: Bir o - halka bir monoton siniftir.
Onerme 2.1.1.20: Bir halka ayn1 zamanda bir monoton simif ise bu bir o -halkadur.

Tamm 2.1.1.21: F; bos olmayan bir simf ve T keyfi indeks kiimesi olmak tizere

V{Et:teT}ch i¢in

JE eF, ve E eF,
t
ise F, sinifina diizenli sinifi denir.

Onerme 2.1.1.22: Diizenli sinif bir monoton siniftir.

Ornek 2.1.1.23: X =[0,1] kapali birim aralik olsun. ae[O,l] olmak tzere

[O, a) ya da [O, a] bigimindeki tiim kiimelerin sinifi diizenli bir siniftir.

Onerme 2.1.1.24: E sabit bir kiime olsun. ¢ bir o - halka ise (sirasiyla halka, yart

halka, monoton sinif, diizenli sinifi) p "E de o - halkadir.

Teorem 2.1.1.25: ¢ bir kiime sinifi olsun. ¢ smifin1 kapsayan en kiigiik bir R,

halkasi1 vardir.

VR ve RyD¢ i¢tin Rop=R>R,
Ry, @ smufinin iirettigi halka olarak adlandirilir ve R ((p) ile gosterilir.

Ispat: P(X ) , @ smifini iceren bir halkadir. ¢ yi igeren halkalarin kesisimi de yine

@ yi igeren bir halkadir. Bu R, halkasi ile gosterilir. R, 1n tekligi asikardir.



Benzer sekilde ¢ nin iirettigi o - halka, monoton smif ve diizenli smif i¢in

tanimlanip sirasiyla F((o), M (go), Fo (go) ile gosterilebilir.

Ornek 2.1.1.26: X sonsuz bir kiime olsun. ¢ biitiin tek elemanli kiimelerin smifi

ise R(¢) biitiin sonlu kiimelerin ve F(¢) biitiin sayilabilir kiimelerin sinifidir.

Ornek 2.1.1.27: X reel dogru olsun. ¢ tiim acik araliklarm smifi ise M (go) tim

agik araliklarm sinifi ve F (@)= P(X) dir.

Onerme 2.1.1.28: ¢, c o, ise K(¢)cK(p,) dir. Burada K yerine R, M, F

veya F den herhangi biri alinabilir.

Teorem 2.1.1.29: ¢ bir yar1 halka olsun. R((p), @ deki biitiin kiimelerin sonlu,

ayrik birlesimlerinin sinifidir.

Teorem 2.1.1.30: F(¢) = F (R(9)).
Ispat: Ik olarak ¢ = R(¢) oldugundan Onerme 2. 1. 8 e gore;

F(¢)=F(R(9))

Ikinci olarak F (go) >p veF (go) bir halka oldugundan

F((p):) R(go) olur.

Ayrica F(g) bir o - halka oldugundan,

F(p)oF(R(¢))  olur.

Boylece

F(p) =F (R(¢))  bulunur.

Ornek 2.1.1.31: X reel dogru ve ¢ de Omek 2.1.3 deki yar1 halka olsun. Bu
durumda F((o) ye Borel cebiri denir ve "B " ile gosterilir. B deki kiimeler Borel

kiimesi olarak adlandirilir. B ayn1 zamanda sirasiyla tiim agik araliklarin sinifi, tim



kapali araliklarin sinifi, tim soldan agik sagdan kapali araliklarin sinifi, biitiin soldan
kapali sagdan acik araliklarin sinifi veya tiim araliklarin sinifi tarafindan {iretilen bir

o - halkadir.

Teorem 2.1.1.32: ¢ bir kiime sinifi ise,

Fp(go):{U [(VE,:E;ep S, ve T keyfi indeks k[]meleri}

teT  seSy
olur.
Ispat: Esitligin sag tarafin1 V ile gosterelim.
I. S, ve T tek elemanl olabileceklerinden V > ¢
ii. Bileske isleminin birlesme 6zelliginden V, bileske islemine gore kapalidir.

iii. ¢ deki kesisim ve birlesim isleminin yer degistirebilmesinden ve kesigimin

birlesme 6zelliginden V, kesisim islemine gore kapalidir.
Bu ylizden V, ¢ yi igeren bir diizenli siniftir ve V o F ((p) .
Tersine ¢ yi igeren her diizenli siif V i de kapsar buradan F ((0) oV.

Sonug olarak

F,(¢)=V bulunur.
Teorem 2.1.1.33: ¢ herhangi bir sinif ve A herhangi bir kiime ise,
F((p)mAz F(gpm A) dir.
Benzer sekilde halka, monoton sinif ve diizenli sinif icinde ayni ifade gecerlidir.

Ispat: i. F(¢) A bir o -halkadir ve ¢ " A y1 kapsar, bu yiizden
F(o)nASF(enA)  olur.

i. V ={E:EmAe F(pnA), EeF(go)} olsun. V bir o -halkave V > ¢ olur.



VoF ((p) oldugundan VE e F(gp) icin
EnAeF(pnA) olur.

Buradan,

F(p)nAcF(enA) bulunur.

Sonug olarak

F(p)nA=F(pnA) elde edilir.

Ornek 2.1.1.34: B reel dogru iizerinde bir borel cebiri olsun. Bm[O,l] birim aralik

tizerindeki borel cebiri olarak adlandirilir. Bu, [0,1] deki tiim araliklarin simifi

tarafindan Uretilen o -halkadir.

Teorem 2.1.1.35: Eger R bir halkaise M (R)=F(R) olur.

Sonuc¢ 2.1.1.36: Bir halkay1 kapsayan monoton sinif, bu halkanin iirettigi o -halkay1

da kapsar.

2.1.2 Bulanik Kiimeler

1965 yilma kadar matematikte, incelenen konularin (olaylarin) daha once
saptanmis olan kurallara kesin olarak uyup uymadigi incelenmistir. Bu incelemeler
de her zaman kendimize goére bir kesinlik aranmistir. Ara¢ olarak, diisiince
sistemimizde, iki degerli mantik kullanilmigtir. Ornegin bir énerme igin, daha énce
saptanan kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa yanlis denilmistir. Buna karsin
yasadigimiz evrende birgok olay vardir ki, bunlarla ilgili 6nermelerin dogru ya da
yanlis oldugunu ayirt etmek ¢ogu kez bizi gii¢ durumda birakabilir. Bagka bir deyisle
bizi yanilgiya diisiirebilir. Ornegin elinizdeki armutun bir parcasmi isirm ve su
soruyu sorun;"elimdeki nedir?" yanit "armut" olacaktir. Bir par¢a daha alin ve yine
ayni soruyu sorun. Yanmitiniz belki yine "armut" olacaktir ama i¢inizden bu yaniti
biraz daha agmak gececektir. Ornegin, "biraz yenmis bir armut" gibi. Isirmaya ve

soruyu sormaya devam edin. Oyle bir an gelecektir ki, elinizde tuttugunuz, her neye

10



benziyor ise, artik sadece "armut" sézciigii ile agiklanamayacaktir. Yemeye devam
edin. Sonunda armut yok olacak ve sorunun yaniti da "hi¢bir sey" olacaktir. Simdi
sorunuzu degistirin, "armut ne zaman armut olmaktan ¢ikt1? ". Bu soruya bir yanit
bulamayacaksiniz. Burada verilen 6rnek, bulanik mantigin mantigini anlatan ¢ok
giizel bir 6rnektir.

Soruda, "ne zaman" sdzciigli, igerisinde bir kesinlik tagimaktadir. Yani
yanitin "5.1siriktan sonra", ya da "armut yemeye basladiktan 5 dk. sonra" gibi, kesin

bir sekilde ifade beklenmektedir.

Bulanik mantik, " armutun, armut degile gecisi" bir derece meselesi olarak

algilar, klasik mantik (Aristo mantig1) ise, kesin bir an ister [1].

Bu gozlemler ve cesitli arastirmacilar, iki degerli mantiga dayanan bugiinkii
matematigin kesinlik gostermeyen bircok olaylari tam olarak agiklayamayacagi
diistincesini dogurmustur. Bu durumu ilk kez 1965 yilinda Zadeh yayinladig
"Bulanik Sets" [15] , adli makalesiyle ortaya koydu ve bulanik kiime (Bulanik set)
kavramini tanitti. Zadeh daha sonra bulanik kiimelerle ilgili birgok ¢alisma yapti

[16-18].

2.1.3 Bulanik Kiime Kavram

Simdiye kadar, bir kiimenin belirtilmesini bu kiimenin 1yi tanimlanmis olmasi
kosuluna bagladik. Bagska bir deyisle, A kiimesinin tanimli olmasi i¢in evrensel
kiimeden sectigimiz bir X eleman1 A kiimesinin elemani midir? Sorusuna kesinlikle
evet ya da hayrr dememiz gerekirdi. Bunu X #& bir kiime olmak {izere, A

kiimesinin

.. 1 xeA
vxe X icin p,(x)= 0 xeA

ile tanimli 2, : X —){0,1} iiyelik fonksiyonu ile ifade ediyorduk [8]. Zadeh'in [15]

de ortaya koydugu asagidaki tanima gore 0 <r <1 olmak tlizere X € X elemani, A

kiimesinin iiyelik derecesi r olan bir eleman1 olmaktadir [12,13].

Tamm 2.1.3.1: X ={x:xe X} kiimesi verilmis olsun. Vxe X icin z,(x)e[0,1]

olmak tlizere
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Myt X —>[0,l]

kiimesine X in A bulanik kiimesi denir. u, fonksiyonuna A bulanik kiimesinin

iiyelik fonksiyonu, s, (X) degerine X n iiyelik derecesi (ya da degeri) ve 1, (X)

kiimesine de A bulanik kiimesine ait elemanlarin iiyelik derecelerinin kiimesi denir

[15].

0 ve 1 sayilar1 [0,1] araliginin elemanlar1 oldugundan her kiimeyi bir bulanik kiime

olarak diisiinebiliriz.
Eger;

sup 4, (x) =1

xeX

ise bulanik kiimeye normal denir [9,10,17].

Tamm 2.1.3.2: Eger herx € X igin 1, (X) < 145 (X) ise Ac B denir.

"

Tanim 2.1.3.3: Bulanik kiimelerde birlesme islemi AUB, " v " verilen bulanik

kiimelerin en biiylik islemi olmak iizere asagidaki bi¢imde tanimlanir;

,uAuB(X)z,uA(X)\/,uB(X) vxe X

2

Tanim 2.1.3.4: Bulanik kiimelerde kesisim islemi, ANB ,” A > verilen bulanik

kiimelerin en kiigiik islemi olmak tizere asagidaki bicimde tanimlanir;
luAmB(X):luA(X)/\:uB(X) Vxe X

Benzer bi¢imde eger {A :teT} bulanik  kiimelerinin  bir smfit ise

Uit A V& M1 A bulanik kiimeleri de ayni tiyelik fonksiyonlar: kullanilarak;

sup s, (X) ve itg #y (X)

teT

ile bulunur [19].

Tamm 2.1.3.5: A bir bulamk kiime olsun. A nin tiimleyeni A, asagidaki gibi

tanimlanuir;
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,uﬁ(x)zl—,uA(X) vxe X

Teorem 2.1.3.6: Bulanik kiimelerde birlesim, kesisim ve tiimleyen islemleri

asagidaki 6zelliklere sahiptir [2,20] ;

Tek kuvvet AUA=A
ANA=A
Degisme AUB=BUA
ANnB=BnNnA
Tlimleme A=A
Yutma AU(ANB)=A
AN(AUB)=A
Evrensel ve bos kiimede yutma AuX =X
AN =0
Ozdeslik ANX =A
Augd=A
Birlesme AU(BUC)z(AuB)uC

AN(BNC)=(AnB)nC
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Dagilma Bm(UAJ:U(AmB)

De Morgan kurali ( AJ = A

Klasik kiimelerde farkli olarak;
Han (X) # ()
Ha i (X) # 115 (X)

olabilir.

Ornek 2.1.3.7: X={a,b} ve A, B bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlari i¢in bulanik

kiime islemleri agsagidaki gibi olur;
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01 x=a
w()={0

0,7 x=a

”AuA(X)z{ 1 x=b

# Lty (X)

0,3 x=a

ﬂAmA(X)={O b

# iy (X)

Tamm 2.1.3.8: A€V (x) olsun. {X:,UA(X) >0} klasik kiimesi A nin destegi olarak

isimlendirilir ve suppA ile gosterilir.

Tanim 2.1.3.9: AeV(X) olsun. Vae[O,l] igin

(X (X)za}l ve {x:u,(x)>al

klasik kiimelerine o - kesim ve giiclii o - kesim kiimeleri denir ve sirasiyla A , AM

ile gosterilir [3].

Tanm 2.1.3.10: X =(—oo,oo) olsun. Eger Va e (O,l] icin A bir sonlu kapal1 aralik

ise AeV(X) bulanik kiimesine bulanik sayir denir. Eger A bulanik kiimesinin

tiyelik fonksiyonu a,b e R ve b>0olmak iizere;

0 ,X<a—-b veya x>a+b
(x—a+b)/b ,a-b<x<a
(a+b-x)/b ,a<x<a+b

1 ,X=a

Ha(X)=

ise A ya iicgensel bulanik sayt denir [5].

Her iiggensel bulanik say1 bir bulanik sayi, her reel say1 6zel bir liggensel bulanik

say1 ve buradan her reel say1 ayn1 zamanda bulanik sayidir.
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Tamm 2.1.3.11: X =(—o0,) olsun. Eger VX, X,,X, € X i¢in X <X, <X,

Ha (%) = 15 (%) A 115 (%)

ise AeV (x)bulanik kiimesine konveks denir [2].

Teorem 2.1.3.12: Her bulanik say1 (—oo,oo) un konveks bulanik alt kiimesidir ve

bunlarin iiyelik fonksiyonlar1 listten yar1 siireklidir.

Tanim 2.1.3.13: A, B bulanik sayilar olsun. Bu durumda A+B, A—B, AB, A/B

asagidaki gibi tanimlanir;

Has(2)= nglgz I:/UA (X) A ptg (Y):I
Fas(2)= sup [ a(X) At (Y)]

X—y=2

Hap (Z) = fl;:pz [/UA (X) N Hp (Y)]

ty (2)= 0P [t ()t (3)
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BOLUM 3

3.1. HALKALAR VE MODULLER

Tammm 3.1.1: R =# O ilizerinde tanimli ikili islem olsun. Genellikle bu islemler

toplama ve carpma sembolii ile gosterilir. Asagidaki sartlar1 saglayan ( R,+,-) ’ya bir

halka denir.

1) (R,+) bir degismeli gruptur.

2) V a,b € R i¢in abe R “dir.

3) V ab,ceR igin abc)=(ab)c “dir.
4)  VYahceR igin (a+b)=ac+hc

a(b+c)=ab+ac “dir.

Eger V abeR i¢in ab=ba oluyorsa R ’ye degismeli halka denir.

VvV aeRigin I;-a= a-l;= a oluyorsa R ’ye birim elemanli halka denir.

Tammm 3.1.2;: R bir halkave &= | < R olsun.

1)
2)

vx,yel icin X- yel
VreRve Xel icin Xrel ve rxel sartlarin1 saglayan | kiimesine
R ’nin bir ideali denir ve | <R ile gosterilir. Sadece xr € | oluyorsa

| *ya sag ideal, rx e | oluyorsa | ya sol ideal denir.

Tamm 3.1.3; R bir halkave X < R olsun.

{I,: Vi €1, I, <RveX C I}

idealler ailesi olsun. O zaman ﬂ I, ‘ye X kiimesi tarafindan {iretilen ideal denir ve

iel
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(X) ile gosterilir. X *in elemanlarina (X ) idealinin iiretecleri denir.

X = {X,0 X, } is€ (X)= (X0, X, ) ile gosterilir ve (X ) idealine sonlu iiretilmistir

denir.
Tek bir eleman tarafindan iiretilen ideale temel ideal denir.

Tammm 3.1.4: R bir halka ve P#R olacak sekilde P< R olsun. Va,b e R

idealleri igin;
a,b eP = aeP veya beP oluyorsa P ’ye bir asal ideal denir.

Tanmm 3.1.5: R bir halka ve M =R olacak sekilde M <R olsun. M cNcR
olacak sekilde her N <R ideali igcin M =N veya N =R oluyorsa M ’ye R ’nin bir

maksimal ideali denir.

Tanim 3.1.6: R degismeli bir halka, M degismeli bir grup olsun. Asagidaki sartlari
saglayan M <ye R -modiil denir.

< RxM —>M

) VreR,mm'eM igin r(m+m")=rm+rm’

i) vrreR,meM igin (r+r)ym=rm+r'm

) vr,rreR, meM i¢in (r.rYm=r(r'm)

Iv) VmeM igin Im=m

Ornek 3.1.7: Bir K cismi iizerinde modiil, K iizerinde bir vektor uzayidir.

Ornek 3.1.8:

1- Her degismeli halka, tamsayilar halkas1 iizerinde bir Z -modiil olarak

diistiniilebilir. G degismeli halka olsun.

1:7ZxG—->G

(n,g) > u(n,g)=Ng=g+g+...... +0,0eG, neZ

modiil yapis1 vardir.
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2- R degismeli halka, | <R

1) R ninkendisi R -modiildiir.

i) 1,R modiildiir.

iii) R/l boliim halkasi bir R -modiildiir. (R/I bir dogal degismeli grup yapisina
sahiptir. re RveR/l igindes,s'eR S+ =s'+|
—=s-s'el =rs—rs'=r(s—-s)el =rs+1=rs'l

RxR/l >R/

R -modiil yapis1 vardir.
(r,s+1)—>rs+l1

3- R degismeli halka ve f:R — S halka homomorfizmasi yapisi ile S bir R cebir

olsun. O zaman S bir R -modiildiir ve

RxS —>S
(r,s) > f(r)s

yapisi kurulur.

4- R, S degismeli halka ve f:R-—>S halka homomorfizmasi olsun. Eger G ,

S -modiil ise G ayni1 zamanda R -modiildiir.

RxG—>G
(r,g9)— f(r)g

Tanmm 3.1.9:0 M R -modiil ve G M olsun. G R -modiil ise G ’ye M ’nin alt

moduli denir.

Onerme 3.1.10: R degismeli halka ve G, M R -modiiliiniin bir altkiimesi olsun. O

zaman G, M ‘nin alt modiiliidiir. << VQ,,9,€G VreR i¢in g,+9,€G ve rgeG

“dir.

Onerme 3.1.11: M ’nin alt modiillerinin bos olmayan herhangi bir ailesinin kesisimi

yine bir alt modiildiir.

R degismeli halka, M R -modiil, (G,),., M ’nin alt modiillerinin bir ailesi

olsun.
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U G, tarafindan iiretilen M °nin alt modiillerinin toplamini ZG , 1le gosterecegiz.
AeA AeA

A= ise D G, =0 ‘du.

AeA

Tammm 3.1.12: R degismeli halka, M R -modil, I , J <R ve IM, M -nin alt

modiilu olsun.

IM, {I’g crel, ge M} kiimesi tarafindan tretilir. Asagidaki 6zelliklere sahiptir;

1) IM :{Zn:rigi rel,g, eM,nelN}

i=1
i) 1(IM)=(1J)M
iii) aeR i¢in (Ra)M ‘nin yerine aM yazilir.
(RaA)M ={am : meM}

Tamim 3.1.13: R degismeli halka, M R -modiil, G M °nin alt modiilii | < R olsun.

O zaman (G:, 1) , {meM :vrelicinrmeG} M ’nin alt modili ve

Gc (G, I)dir.
Eger G=0=(0:, I):{ meM:Vrel igin rm:O}’dlr.

Onerme 3.1.14: R degismeli halka, M R -modiil, G M ’nin alt modiilii (G,),_,
M ‘nin alt modiillerinin bir ailesi, K,1,J <R, (I1,),., R ’nin ideallerinin bir ailesi

olsun.

) (G 3):n K)=(G:, IK)=((G, K)3y 9)
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i) (G, :n =[Gy :ul)

= =

i) (G:, D 1)=()G:n 1)

AeA AeA

Tamm 3.1.15: R degismeli halka, M R -modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun.
(G, M toplamsal degismeli grubunun bir alt grubudur) M/G={m+G:meM}

boliim grubunu olusturabiliriz.
m+G=m+G<<m-m'eG
v mxeG icin (M+G)+(X+G)=(Mm+x)+G

RxM/G >M/G

Boylece
(rrm+G)—>rm+G

M/G degismeli grubu bir R -modiildiir. Bu M, R -modiile M "nin boliim modiilii
denir ve M/G ile gosterilir.

Onerme 3.1.16: R degismeli halka, M R -modiil ve G, M >nin bir alt modiilii

i) G', M ‘nin alt modiilii yani G'©>G ise G'/G , M/G ‘nin bir alt modiiliidiir.

ii) M/G ‘nin herhangi bir alt modiilii G" > G gibi M ‘nin G" bir alt modiilii igin
G"/G seklindedir.

i) G,,G, G ‘yiigeren M ‘nin alt modiilleri
G, cG,=G/GcG,/G

Tammm 3.1.17: M,N R degismeli halkasi {izerinde modiiller olsun. f:M — N

doniisiimii
vVmm'eM igin f(m+m')=f(m)+ f(m")

vV meM vereR igin f(rm)=rf(m)
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sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime R -modiil homomorfizmasi denir. Z:M — N

doniisimii  her meM icin Z(m)=0, tamimlanarak bir R -modiil

homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir.

Tanim 3.1.18: f:M — N birebir ve Orten bir modil homomorfizmas: ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve M = N ile gosterilir.

Onerme 3.1.19: R degismeli halka M,N R -modil ve f:M —N bir
izomorfizma olsun. O zaman f*:N — M de ayn1 zamanda bir izomorfizmadir ve

M = N ile gosterilir.

Onerme 3.1.20: f:M — N, g:N -G R -modiil homomorfizmalar1 ve gof de R

-modiill homomorfizmasidir.

f:M—>N, g:N—>G R -modill izomorfizmas1 ise gof de R -modiil

izomorfizmasidir.

Tammm 3.1.21: M R degismeli halkasi iizerinde modiil ve G, M ’nin alt modiilii
olsun. Her meM igin m— f(m)=m+G olarak tammlanan f:M — M/G

dontigiimii dogal (kanonik) homomorfizma diye adlandirilir ve f ortendir.
Tamm 3.1.22: R degismeli halka, M R -modiil olsun.

i) N R -modil ve f:M—>N R -modiil homomorfizmas: ise f ’nin ¢ekirdegi
Cekf ={meM : f(m)=0,} ile gosterilir. Cekf , M °nin bir alt modiiliidir.
Cekf =0« f monomorfizmadir. f ’nin goriintisiic Imf ile gosterilir ve

f(M)={f(m) : meM} kiimesi N ‘nin alt kiimesidir. Im f N ’nin alt modiiliidiir.
i) f:M —>M/G, Cekf =G ve M/0=M ‘dir.
iii) H € M alt kiimesi M °nin bir alt modiilidiir. < Cekf =H olacak sekilde

f :M — M' homomorfizmas1 vardir .

(<=3f:M — M' homomorfizma Cekf =H dir.)
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Teorem 3.1.23: R degismeli halka M,N R -modiil ve f:M — N R -modiil

homomorfizmasi olsun. O zaman f ¥V meM igin f(m+Cekf)= f(m) olacak

sekilde f:M /Gekf — Im f izomorfizmasi vardir. (M/Gekf = Im f)
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BOLUM 4
4.1. BULANIK SONLU URETECLI MODULLER
4.1.1. Bulanik Modiil Kategorisi

R bir halka ve M bir sol (veya sag) R-modiil olsun. Burada Negoita ve

Ralescu [21] tarafindan iiretilen bulanik modiil yapisini inceleyecegiz.

X:M — [0,1] tanimli ve asagidaki sartlar1 saglarsa (M, X) cebirsel yapisina bulanik

sol R-modiil denir.

1-Va,b € M i¢cin X' (a + b) =min{ X (a), X (b)}
2-Va€eMigin X (-a) =X (a)

3-X (0)=1

4-vaeM,reRi¢in X (ra)>X (a)

Kisaca bu yap1 X, ile gosterilir.

Bulanik kiime kategorisi 1967 de Goguen [21] tarafindan tanimlanmasina

ragmen bulanik modiil kategorisini tanimlamak hala giincelligini korumaktadir.

Tanim 4.1.1.1: X, Ny bulanik bir sol R- modiiller olsunlar. Asagidaki sartlar

saglayan f: X, — ny doniisiimiine bulanik R-modiil homomorfizmamasi denir.
1-f:M—N bir R-modiil homomorfizmasidir.
2-n(fa))>X (@ VvaeM

Yardima Teorem 4.1.1.2: Hom(Xy ,ny), Xy den ny ye giden biitiin bulanik R-

modiil homomorfizmasinin bir kiimesi olsun. O zaman Hom(X), ny) toplamsal bir
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gruptur. Ayrica R-degismeli ise Hom( X}, ,ny )lizerinde bir bulanik sol R-modiil

yapisi kurulabilir.
Ispat: Tlk olarak
VaEe M icin

17(0(2)) =17 (0) =1= X (a)
oldugundan

0: Xy —

bulanik R-modiil homomorfizmasi vardir.
/.8 € Hom(Xy, ny) i¢in

n((f+8))=n (f(a) + g(a)) zmin{7(f(a)). 7(g(@))} = {X(a), X (a)}= X (a)
(Va €M) igin

oldugundan f+§ =f + g € Hom( Xy, 7n,) olarak tanimlayabiliriz. Toplama islemi
degisme ve birlesme 6zelligini saglar. Ayrica V f € Hom(Xy,, ny) icin -f=—f olarak

tanimlanir. Tanima uygun olarak
v aeM igin

n(CH@)=nf@)=n(f@)= X (@)
bulunur.

f+0=0+f ve f+=f =—f + f = 0 olup Hom(X,, ny) nin birim eleman1 0 ve her

elemaninin tersi vardir. O halde Hom( X, ny ) bir toplamsal gruptur.

Simdi de Hom( X}, ny ) lizerinde bir bulanik sol R-modiil yapis1 kuralim.

p: RxHom( Xy, ny )—Hom( Xy, ny)

D f)@=f(ra)(vaeM)
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olarak tanimlansin. a— f(r @) M den N ye tanimlanan bir R- modiil homomorfizmasi

oldugu ve
n((rH@)=nFra)= X (ra)= X (a
oldugu i¢in rf € Hom(X,,,ny) elde edilir.
R nin degismeli oldugunu varsayalim. O zaman
(r (F+8))(a) =(r f + g)(@) =f + g (ra) =(f+8)(ra) =f (ra)+§ (ra)
= (rH@+(r B)@) = (r f+r g)(a)

((ry+12) D@) =F (1 +72)(@) =f (rya+722) =f (r12) +f (1)

= (nf)@)+(rf )(@)

= (nf+r2N (@),
((r1m2) D(@) =F ((r1r2))(@) =f (r2(112)) = (r2 H(r12) = (r1.(r2 )) @),
11 (a) =f (1a) =f (a)

Boylece r (f+8) = rf+rg, (r+n) f=nf+rnf(nr)f=nr(r]) 1]{:?
Hom(X, ny) bulanik bir sol R-modiil olur.

Simdi de

verilsin .
Va € M i¢in
p((gf)@)=p(g(f@))=n(f(a))= X (a)

oldugundan § o f = gf bileske islemi tanimlanabilir. Ayrica bulamk modiiller

homomorfizmalariin i¢inde
(h®) =R €D

dir.
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i¢in
F1u=7  (F € Hom(Xy nw)),
1v8=8 (&€ Hom(ps, Xy))
olacak sekilde
Ty Xy—Xy
bulanik birim R-doniisiimii vardir.

Tamm 4.1.1.3: 7 eHom(X,,,np) olsun. f g =1, olacak sekilde § € Hom(np,Xy)

varsa f bulanik R-modiil homomorfizmasima bulanik split homomorfizmas: denir.

Teorem 4.1.1.4 : f € Hom(X,,np) olsun. O zaman f bulanik splittir ancak ve ancak

V Y€ P i¢in

n(y) = max{(X(x)|x € f*(y) }

Ispat:
=) f bulanik split olsun. O zaman fg=1, olacak sekilde & € Hom(np, Xu)
vardir.
Vy € Picgin
ny)=n(fg¥))=X(ay))=n(y)

elde edilir. f (g (y) ) = y oldugundan g(y)€ f~1(y) dir.

Boylece
x=g(y) €f )
i¢cin
7(y) =X (x)
esitligi bulunur.

Baska bir deyisle Vx' € f~1(y) i¢in f(x) =y dir.
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Boylece
n(y)=n(f(x))z X (x)
bulunur ve buradan
7 (y) = max {X()|x € {7 ()}
elde edilir.
&)V y€eP igin
7 (y) = max{X (0)|x € ()}
olsun.
vx' € f1(y) i¢in x €f1(y) ve
X (X)= X (x')
olacak sekilde
g: P—M
R-modiil homomorfizmasi tanimlansin.
Vx€EP i¢in
f ) =fx)=y
boylece fg =1 olur.
Ayrica
X (g(y)) = X (x) = max{X (x")|x" € f ()} = n(y)
oldugundan boylece tanim 1.1 in 2. sart1 saglanir.
Sonug olarak
fg=1,

olacak sekilde bir § EHom(np,X},) bulanik R-modiil homomorfizmasi elde edilir.

Yani f bulanik splittir.
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Not: P projective R-modiil olsun. O zaman 1, ye bulanik projective R-modiil denir.

f eHom(X,,,mp) olsun. Eger f bir bulanik split homomorfizma ise o zaman
fg=1r

olacak sekilde bir g € Hom(np,X},) bulanik homomorfizmasi vardir.

Bu durumda
fg=1p

dir.
Yani P projective R-modiildiir. np bulanik projective modiil ise f bulanik projective

modiil ise f bulanik split homomorfizma olmak zorunda degildir. Boyle bir durumda
fg=1,

olacak sekilde bir g bulanik homorfizma bulunmayabilir.

4.1.2. Bulanik Sonlu Uretecli Modiiller:

Bulanik R-modiiller i¢in
1) Singuler bulanik R-modiiller :VaeM igin X (a) =1
2) Tam bulanik R-modiiller :Va€EM i¢in (a#0) X (a) = 0 olarak tanimlanir.

Onerme 4.1.2.1: M sonlu iiretecli bir R-modiil olsun.O zaman X, singiilerdir ancak

ve ancak

X (m;)=1(i=1...n)
olacak sekilde {m; € M|i = 1...n} tiretegler kiimesi vardir.
Ispat:
=) Agiktir.
&)V aeMolsun. O zaman a=Y", r;m; (r; € R) olsun.

X@) =XCL,rnm) =min{X(rm)|i=1..n} = min{X(m)]|i=1..n}=1
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oldugundan
X @-=1
dir.
Boylece X, singtiler olur.
Teorem 4.1.2.2: M R-modiil ve X, sonlu tiretecli bulanik R-modiil olsun. O zaman
X (my) =X (my)=...=X (m,) =min{X (a)|a € M}
olacak sekilde M nin
{my,...,m,}
tirete¢lerinin kiimesi vardir.

Ispat: M nin {b;|i = 1...n} seklinde keyfi bir grup elemam alalim. Herhangi bir
aeEM lQll’l a= Z?=1 T bi (TiER: i= 1n)

X @=X (X b) = min{X(r;b)]i =1..n}
>min{X(b)]i =1..n}
olur.
Kabul edelim ki
min{XC(b;)|i = 1...n} =X (by)
olsun.
Boylece
X (by) =min{X (a)|a € M}
buradanda m,= b, olur.
X (by) = X (by)
ise buda gosterir ki

b,=m,
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dir.
X (by)> X (by)
ise
a=Yy., 1 b;€ M igin (1;€R , i=1...n)
a=(ry = 1)b141o(by + by) + 13b3 + - + 1,by,
buradan M nin elemanlarinin grubu
by, by + by, bs, ..., by, dir.
X (by) =X[(by + by) + (=by)] = min{X (b; + b,), X(—b,)}
> min{X (b, + b,), X (b,)}
X (b1)< X (by)
oldugundan
X (b)) =X (b, + by)
dir.
Oyle bir m, eleman1 vardir ki m,=b, + b, dir.
X (my) =X (my) =min{X (a)|a € M}
oldugunu gosterir.

Bu metotla {m,,m,, ..., m,} elemanlarimin kiimesini elde edebiliriz ve bunlarin

arasinda ki iliski
X (my) =X (my) =...=X (m,) =min{X (a)|a € M} dir.
Bu iirete¢ kiimesine M nin bulanik minimal homojen iireteclerinin kiimesi denir.
Xilie 1}

M nin bir bazi olsun.Ry, = R olmak tizere M R- modiilii serbest modiildiir ancak ve

ancak M @ Ry, dir.
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Teorem 2.1 ve serbest R-modiil tanimina gore asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.1.2.3: X, sonlu iiretilmis serbest R-modiil olsun. O zaman X, modiiliiniin
X () =X (%) =X (x3) = ... =X (x,) =min{X (a)|a € M}

olacak sekilde bulanik minimal homojen baz kiimesi {X;|i = 1 ...n} kiimesi vardir.

4.1.3. Noetherian Modiildeki Bulanik Modiiller:
Bu bolimde bulanik modiillerden bulanik noetherian olan modulleri

arastiracagiz.

Eger M sonlu boyutta vektor uzayi veya sonlu grup ise o zaman X, nin sonlu
oldugu biliniyor. Bu sonuglar sirasiyla Laven [22] ve Das [23] tarafindan ispat
edilmisti.Sonlu tiretilmis bulanik X, modiilii i¢in sonlu olacak sekilde M modiillerini
karakterize edecegiz. Once serbest modiillerden baslayalim. R degismeli halka olsun.
Bir modiiliin rank1 sadece serbest R-modiiller i¢in tanimlandigi bilinmelidir. Ayrica

bir temel ideal bolgesi ise f serbest R- Modiil ve A onun alt modiilii ise
rank A< rank f
oldugunu biliyoruz.[24]

Yardime1 Teorem 4.1.3.1: R bir temel ideal bolgesi olsun ve X, bir bulanik sonlu

tiretilmis serbest R-modiil olsun. O zaman Xy, -formunda bulanik alt modiillerinin

sonlu bir zinciri vardir ve bu zincirler arasindaki maksimal zincir tektir.
Not: Herhangi bir A€[0,1] i¢in
Xu,={a € M|X(a) = 2}
dir.
X, burada X, nin bir bulanik alt modiiliidiir.

Buradan

XMOZXM ve XM1: {a € MlX(a) == 1}
dir.
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Ispat: ilk olarak
A > A,
ise
XMM 2 XMAZ
dir.

A€(0,1) olsun.

M,=M,
veya

My =M,
ise 0 zaman A yerine A, kullanilir.
vA € (0,1) i¢in

M, =M,
oldugunda

M, =M, =M,

oldugu goriiliir. Kabul edelim ki baz1 aeEM igin

X@=1<1
olsun.
Ay, = % € (0,1) segersek boylece

0<A; <4, <1
olur.

M/11: M)Lz

oldugu igin aEM,, ve a€M,, olur.
Buda
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X@=1 <41,
gercegine geliski olacak sekilde X'(a)= A, oldugunu gosterir.
Boylece

My =My = M,
dir.

X, seklinde bulanik alt modiilerinin her bir zinciri sadece 1 terim igerir.
VA €(0,1) icin M; = M, oldugundan

M, =M,;U{aeM| X (a)= 0}
dir.
Bu durum
{faeM|X(a)=0}=0

ise
yukarida ki duruma benzer.

Aksi halde

X, € Xy, =Xy
gibi tek bir maksimal zinciri vardir.

Genel olarak
Xu, "qXMz & Xty =Xu

olacak sekilde baz1 A€ (0,1) elemanlar1 vardir. (0, A)ve (A,1) araliklarin da benzer

sekilde isleme devam edebiliriz.
Sonug olarak

Xor, & Xog, S € Koy,

S Xy, & Xpgooe (1)
ve
O<A<hp<..<)<1

olacak sekilde A; (i=1...p) say1 sistemi elde edebiliriz.

Simdi de
n=rank M
ise p< n-1 oldugunu ispatlayacagiz. p=n veya p = oo oldugunu kabul edelim. R bir

temel ideal bolgesi oldugundan
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XMA" = XM";’-J

olup
rankM; < rankM; )
i

buluruz. n sonlu oldugu igin

0< rankM,< rankMAp< ... <rankM, <rankM, < rankM, =n

ifadesi kesinlikle yanlistir.

Sonugta (1) ile gosterdigimiz bazi maksimal zincirlerin goriindiigii agiktir. Bu
maksimal zincir asagidaki 6nemli 6zellige sahiptir. Herhangi bir A€ (0,1) i¢in ve

i (i=1...n) igin X, bu zincirin bazi terimlerine esittir.
Simdide Xj, nin maksimal zincirleri arasinda keyfi bir baska zinciri alalim.

Xu, € X, S Xg, o € X,
q q 2

& X, € Xuty--o(2)

n=12 ise V Xy, modiilii igin

dir.

zinciri maksimal zincir olmasindan dolay1 7,€ (A;, Aj+;) ise

Xy =Xy veya Xy, =Xy,
n; nj i

Ai+1

dir.
Benzer sekilde

7’]1.6(0,}\.1) ise XM”I‘:XMM
ve

n,€ (Ap,1) ise XMq[:XMAP
dir.

(2) zinciri (1) zincirinin alt zinciridir. Ayni sekilde (1) zinciri (2) zincirinin alt

zinciridir. Boylece tek bir zincir vardir.
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Buradan su goriilebilir ki maksimal zincirin t uzunlugu p+2 ye esittir.

Yani

t<rank M +1
dir.

Teorem 4.1.3.2: X), bulanik sonlu iiretegli serbest R-modiil olsun.

O zaman
0< A< A< ...<A<1

olacak sekilde asagidaki ozellikleri saglayan 1 ve {XJ |j=0,l...p} seklinde sadece bir
say1 sistemi vardir.

X, $ X, G X, EX,

. C
M. My s X

M M/l}):XM() (3)
zinciri zincir (1) ile ¢akasir.

X, =laeM|x(@)=1, X@)=),}

X, ={aeMx@=1, X @1, X @, ]

12

X, ={aeM| X@)=1, X@=,, X @)=, ;... X (@) =41, X (@)=}

Ispat : M serbest oldugundan zincir (1) in her bulanik alt modiilii Xy, bir bulanik

serbest modiildiir. Sonug 2.1 den
m= rank;,

ise Xy, nin bir bulanik minimal homojen bazi
1

{x|i=1..m}

olsun.
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%=X (X;,) =X (X,)=...= X (X,,) = min{X(a)|a€M, }

olsun.

oldugu agiktir.
Kabul edelim ki
%> igy

olsun.
O zaman

Xor, & Xor, S X,
dir.
Diger yonden

a= {‘:llrjX,-I, €M, (ri€R, j=1...m) igin

X (@) =X (ZP 1, ) = min{X(rX,)

7

j=1...m}
> min{X(Xl-j)|j=1...m}:/1’1 dir.

Boylece a €M, ve X, dir. Bu ise bir 6nceki sonug ile ¢eligir.
by M,

A

Boylece A< Ay1Ve
XMM QXMA« QXMim
olup
XMA,’ :XMAi
dir.

Boylece her A;( i=1,2...p) icin A; nin yerine Xi secebiliriz. Benzer sekilde sifirin

yerine

AE[O,L) segeriz.
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Buradan

A= Min{ X (a)|a€M}
oldugu gortiliir.
Elde edilen zincir (3) zincir (1) ile gakisir.

O halde 1 ve

{%]i=0.1,.....p}

kadar olan bir say1 sistemi vardir. Zincir (3) iin her terimi Teoremin (b) sikkinda ki

kismi gibi agiklanir.

Teorem 4.1.3.3: M bir herhangi halka iistiinde bir Noetherian modiil olsun. Keyfi

bir bulanik modiil X;, i¢in sonludur.
Ispat: 7> 0 ve

1>T>.. >T>...
olacak sekilde keyfi bir sonsuz dizi olan 7; alalim.
Boylece

M, € My, € My, ... My,

in

olur.
Genelligi bozmaksizin

MMy, GM7.G.. .S My

in

verilsin.

Bu M nin alt modiillerinin artan zinciridir. M noetherian oldugu i¢in bu zincir

sonlanir ve boylece
MTn:MTn+1 .

olacak sekilde n tamsayis1 vardir.
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Bdylece sonlu bir zincir
M GMp GMr,S...SM7 | & My,
elde ettik.
My #M,
ise bu zinciri M, kadar uzatiriz. Daha sonrada Xj,, formunda

X, & Xy, GG My, & Xy oo (1)

bulanik modiillerinin sonlu bir zincirini elde ederiz.

Lemma 3.1 deki benzer bir metot kullanilarak zincir (1') den maksimal zincir elde
edilir.

Teorem 4.1.3.4: R bir noetherian halka olsun ve M sonlu iirete¢li R-modiil olsun.

Keyfi bir bulanik modiil X;, i¢in X’ (M) sonludur.

Ispat : [7] (Sonug¢ 4. 7) M artan zincir sartim saglar. Her temel ideal bolgesi
Noetherian halkadir. Bu nedenle Teorem 3.1, Teorem 3.3 iin 6zel bir 6rnegidir . M
sonlu tretegli ise temel ideal bolgesi tizerinde bulanik bir Xj, modiili igin X (M)

sonludur.
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BOLUM 5

SONUC
Bulanik kiime kavrami, kesin olarak tanimlanmis 6l¢iilerin olmadig fiziksel
olaylara karsilik geldigi Zadeh tarafindan gelistirilmistir. Giiniimiizde istatistik, dil
bilimi, bilgi islem konularinda faydali uygulamalart bulunmaktadir. Birgok bilim

adamu tarafindan halen ¢alisilmaktadir.

Bu tezde bos olmayan bir X kiimesindeki iki bulanik kiimenin birlesiminin ve

kesigiminin de X kiimesinde bir bulanik kiime oldugu anlasilmaktadir.

Bir X kiimesindeki bulanik kiimelerde birlesim ve kesisim islemlerinin her
birinin digeri iizerine dagilma ozelliklerinin gerceklendigi anlasilmaktadir. Bulanik
kiimelerde birlesim ve kesisiminin, De Morgan o6zelliklerini gergeklendigi

goriilmektedir.
Bulanik baginti ve bulanik kartezyen carpim tanimlari goriilmektedir. Bir
fonksiyon altinda bulanik kiimelerin goriintlisii ve ters goriintiisii baz1 teoremler

tespit edilmis olup bunlar ispatlanmistir ve gerekli 6rnekler verilmistir.

Son boliimlerde ise klasik cebirde 6nemli bir yere sahip modiil teorisinin

bulanik degismeli cebirdeki karsiliginin ne oldugunu gosterdik.
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