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Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliimii giris niteligindedir ve
onemli On bilgileri ayrintilariyla anlatmaktadir. Diger boliimler ise ¢alismanin temel
boliimlerini igermektedir.

Birinci boliim, bes ana baglik altinda incelenmektedir. Bu boliimde her ana
baslikta analiz i¢in ¢ok dnemli olan bilgiler verilmektedir. Ozelikle ¢alismanin temel
yap1 taslarindan olan p -adik analiz; son zamanlarda pek ¢ok alanda hizli gelismeye
sahip olan Quantum calculus; bir¢cok sayiy1r ve polinomu insa etmeye yarayan ¢ -

Volkenborn integrali; Euler say1 ve polinomlari ile iliskileri kurulacak olan Bernoulli
sayl ve polinomlari, Zeta fonksiyonu gibi birtakim sayi, fonksiyon ve polinomlar
verilerek 6nemli teorem ve sonuglar incelenmektedir.

Ikinci boliimde Euler say1 ve polinomlari tamimlanarak genellestirilmektedir.
Ayrica diger polinom, say1 ve fonksiyonlarla aralarinda iligkiler kurulmaktadir.

Ucgiincii boliimde ¢ -Euler sayr ve polinomlari insa edilip énemli sonuglar
verilmektedir.

Doérdiincii ve son boliimde agirlikli genellestirilmis ¢ -Euler sayr ve

polinomlar1 tanitilarak, O©nemli teorem, sonu¢ ve ispatlar verilmektedir. Benzer
sekilde o agirlikli twisted g -Euler polinomlarinin ¢ -agilim Zeta tipi fonksiyonlarina

yaklagimlar1 incelenmektedir. Ayrica caligma boyunca elde edilen sonug¢ ve bulgular
verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Bernoulli sayilari, Bernoulli Polinomlari, g-Bernoulli sayilari,
g-Bernoulli polinomlari, Dirichlet karekteri, p-adik g-integral, Ikinci Stirling sayilari,

Mellin doniisiimii, Riemann Zeta fonksiyonu, ¢ -Euler sayilari, ¢ -Euler polinomlari.



ABSTRACT

EULER AND ¢-EULER POLYNOMIALS

AND
THEIR APPROXIMATION PROPERTIES

ASLAN, Nurgiil
M.Sc. in Maths Department
Supervisor: Assist. Dog. Dr. Mehmet ACIKGOZ
July 2011, 54 pages

This study consists of four parts. The first section is introduction and detailed
description of important advance information. The other sections include the basic
parts of the study.

The first chapter is examined under five main headings. Very important
information is given in this chapter to analysis each main topic. Especially, important
theorems and results are examined by giving the p -adic analysis of the basic
building blocks of work; Quantum calculus with the rapid development in many
areas recently; ¢-Volkenborn integral is used to build many numbers and
polynomials; Bernoulli numbers and polynomials, some functions such as the Zeta
function, some numbers and polyonomials, which has got relations with Euler
numbers and polynomials,

The second part is defined and the generalizations of Euler numbers and
polynomials. In addition, other polynomials, the numbers and functions are related to
each other.

In the third section ¢ -Euler numbers and polynomials are constructed and

their important results are given.
In the fourth and final section, the weighted generalized ¢-Euler numbers

and polynomials are introduced and also important theorems, proofs and result are
given. Similarly, approaches to ¢ -extension Zeta type functions of « -weighted

twisted ¢ -Euler polynomials are examined. In addition, the results and findings
gained in the work are given.

Key words: Bernoulli numbers, Bernoulli polynomials, g-Bernoulli numbers,
g-Bernoulli polynomials, Dirichlet character, p-adic g-integral, Second kind Stirling
numbers, Mellin transform, Riemann Zeta  function, Euler numbers, Euler
polynomials, g -Euler numbers, g -Euler polynomials.

1



TESEKKUR

Bu caligsma siiresince, her tiirlii yardimi ve katkilarinmi esirgemeyen kiymetli
hocam saym Yrd. Dog¢. Dr. Mehmet Acikgdz’e, ders asamasinda bilgilerinden
yararlandigim boliim hocalarima, tez jiiri tiyelerine, maddi ve manevi desteklerini
her zaman arkamda hissettigim canim aileme ve 6zellikle desteklerini esirgemeyen
diger arkadaslarima ¢ok tesekkiir ederim.

111



ICINDEKILER

OZET . e i
ABSTRACT ... e ii
TESEKKUR ...ttt e, iii
ICINDEKILER ... ..ottt e iv
SIMGELER VE KISALTMALAR........cciiiiiiiiiiiie e v
LBOLUM: . ... 1
GRS . e, 1
1.1. TEMEL TANIMLAR .......oouiiiiii e 1
1.2. p-ADIK ANALIZ ... e, 8
1.3, @ -CALCULUS. ...ttt e, 16
1.4. ¢-VOLKENBORN INTEGRALI VE OZELLIKLERI.........cc...c.ooounin 18

1.5. BAZI OZEL POLINOMLAR VE FONKSIYONLAR UZERINE................. 21
2BOLUM: ... 26
2.1. EULER SAYILARI VE POLINOMLARI.......ccocccviiiiiiiiiiiiiieiiiee e 26
2.2. EULER SAYILARI VE POLINOMLARININ GENELLESTIRILMESI........ 30

2.3. EULER POLINOMLARININ DiGER POLINOMLARLA ILiSKIiSi............33

B BOLUM: . ... 35
3.1. ¢-EULER SAYILARI VE POLINOMLARI.............oiiiiiiiieeeeinn 35
ABOLUM: . 43
4.1. AGIRLIKLI GENELLESTIRILMIS ¢-EULER SAYILARI VE

POLINOMLARLL ..ottt 43
42. E, (x,a,w|q) POLINOMUNUN INTERPOLASYON FONKSIYONU........ 49
4.3. BULGULAR VE SONUCLAR........cccouiiiiiiiii it 51
KAYNAKLAR ..o, 52

v



SIMGELER VE KISALTMALAR

N
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oy

:Dogal sayilar kiimesi
:Tamsayilar kiimesi

:Pozitif tamsayilar kiimesi
:Karmasgik sayilar kiimesi
:Rasyonel sayilar kiimesi

:Devirli grup

:Yerel sabit uzay
:Olgiim uzayi
:Ol¢iim

:x1in p -adik degeri
:x1in p -adik normu

: p -adik rasyonel sayilar

: Q, nin cebirsel kapanist

:Q, cisminin p -adik norma gére tamlamasi
: ¢ -integer noktasi

: q -faktoriyel

:Dirichlet karakteri

:Ureteg fonksiyonu

:n-inci Bernoulli sayisi

: n-inci Bernoulli polinomu
:Riemann zeta fonksiyonu
:Hurwitz zeta fonksiyonu
:Gama fonksiyonu
:Genocchi sayisi

:Ikinci Stirling sayis1

:n-inci Euler sayisi

:n-inci Euler polinomu

:n-inci g -Euler sayis1

:n-inci ¢ -Euler polinomu

: ¥ ya bagl genellestirilmis ¢ -Euler sayilar

:a agirlikl twisted g -Euler sayilar



BOLUM 1
GIRIS
1.1. TEMEL TANIMLAR

Tanim 1.1.1: Dogal sayilar kiimesinde taniml1 bir fonksiyona dizi denir. f* bir dizi

ise her bir n dogal sayisina bir a, sayis1 karsilik geleceginden [ dizisi {a,}

seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.2: {an}j:l dizisi verildiginde a € R olmak iizere V& >0 sayisi i¢in her

n>N iken |a, —a|<¢ olacak sekilde bir N = N(g,a)eN bulunabilirse {a,}"

n=1

dizisi a ya yakmsar denir ve lima, = a ile gosterilir. {a,} dizisinin bir limiti varsa

n—®0

bu diziye yakinsak dizi, yakinsak olmayan diziye de raksak dizi denir.

Tanimm 1.1.3: 4 c R kiimesi iizerinde tanimli { fn}il fonksiyonlar dizisi verilsin.

Ve>0 sayisy, Vxed ve her n> N icin

£, (x) —f(x)| <& olacak sekilde bir

N =N(&,x)eN bulunabilirse {fn}j

_, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir

denir.

Tamm 1.1.4: VneN i¢in a,=b, ise (a,) ve (b,) dizileri esittir denir ve

(a,)=(b,) ile ifade edilir.

Tanmmm 1.1.5: a,r € R olmak tizere (an):(ar"_]):(a,ar,arz,...,ar"_],...) dizisine

o e g e . 1-r"
geometrik dizi denir. Geometrik dizinin ilk » terim toplami1 S, =a

—-r

dir.



Tanim 1.1.6: c € R olmak iizere, Vn e N i¢in a, =c ise (an) dizisine bir sabit dizi

denir ve (a,)=(c,c,....c)=(c) ile gdsterilir.
Tanmm 1.1.7: a,» € R olmak lizere
(an) = (a +(n —l)r) = (a,a +r,a+2r,..,a+(n —1)r,...)
dizisine aritmetik dizi denir. Aritmetik dizinin ilk #z terim toplami
S, = g[2al +(n-1r]
dir.
Tanm 1.1.8: (an) dizisinin Cauchy dizisi olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her

& e R" sayist igin

n,m>N(g)=

a,—a,|<¢
sartin1 saglayan & a bagli bir N(&) dogal sayismin var olmasidir.

Tamm 1.1.9: (a,)=(a,,4,,...a,,..) gibi bir dizi verilmis olsun. Bu diziden

hareketle olusturulan,
S, =a,+a,+..+ta,+..= Zan
n=l1

toplamina sonsuz seri veya kisaca seri denir.

S =a+a,+..+a,



olmak tizere {Sn} dizisine Zan serisinin kismi toplamlar dizisi denir. {Sn} kismi

n=l1

0
toplamlar dizisi yakinsak ve limS, =s ise Zan serisine yakimsak seri denir. s

n—o
n=l1

sayisina serinin toplami veya limiti denir. Yakinsak olmayan serilere wraksak seri

denir.

Tamm 1.1.10: ch (x—a) = ¢, te(x—a)+e, (x—a)’ +..+¢ (x—a) +..
k=0

seklindeki bir seriye kuvvet serisi denir.

a =0 alimirsa

0

L 2 k
D oxt =cytextox’ oo xt o
k=0

elde edilir.

Tamm 1.1.11: 1, [a,b] kapah araliginda tamml bir fonksiyon ve x, € (a,b) olsun.
Eger
limf(x)—f(xo)

X‘)XO x —_ xo

limiti varsa f* fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilir denir.

Tanmm 1.1.12: f fonksiyonu, a noktasm ihtiva eden bir aralikta her mertebeden

tirevlenebilir olsun.

o (k)
z f kfa) (X—Cl)k

serisine a noktasinda f fonksiyonu tarafindan iiretilen Taylor serisi adi verilir.

Taylor agiliminda 6zel olarak a =0 alinirsa,

o f(k>(0) .
; o

serisi elde edilir ki bu seriye Maclaurin serisi ad1 verilir.



Tamm 1.1.13: a #1 bir pozitif reel say1 olmak iizere f:R —>R", f(x)=a" ile

taniml1 fonksiyona iistel fonksiyon denir.

Tanmm 1.1.14: Katsayilar1 tamsayilar olan bir polinomun kokii olarak ifade

edilebilen sayilara cebirsel say1 denir.

Tamm 1.1.15: X bos olmayan bir kiime olsun ve bir d: X x X —R"U{0}
fonksiyonu i¢in Vx,y,z € X olmak lizere
M)) d(x,y)ZO,

M,) d(x,y)=0x=y,

(%)=
M,) d(xy)=d(y.x),
(xy)sd(xz)+d(z)

M, d(x,y

sartlar1 saglaniyorsa d ye X de bir metrik denir. (.X,d) ikilisine ise metrik uzay

denir.

Tamm 1.1.16: X bos olmayan bir kiime ve F', reel veya kompleks say1 cismi olsun.

Eger X, F iizerinde asagidaki 6zellikleri sagliyorsa X e vektor uzay denir.
i) X, +islemine gore degismeli gruptur.

G,) Vx,y,ze X i¢in x+y e X ( kapalilik )

G,) Vx,y,ze X igin x+(y+z)=(x+y)+z(birlesme)

G,) Vxe X i¢in x+60 =60+ x =x olacak sekilde 8 € X vardur.

G,) Vxe X i¢in x+(—x)=(—-x)+x=0 olacak sekilde (—x)e X vardur.
G,) Vx,ye X i¢cin x+y=y+x dir.

ii) x,ye X ve a,f € F olmak lizere

L) axe X,



L) a(x+y)=ax+ay,
L) (o) x=a(px).
L) (a+p)x=ax+px,

L) 1lx=x.

Tamm 1.1.17: X bir vektor uzay olsun. |[: X — R* {0} fonksiyonunun x deki

degeri ||x|| ile gosterilsin. Bu fonksiyon i¢in

N)) ||x||=0<:>x=9,
V) o] =lells] (@< F).

Ny [x+ v <l + ]

sartlar1 saglantyorsa |||| fonksiyonuna X iizerinde norm denir. (X ol ) ikilisine ise

normlu uzay denir.

Tamm 1.1.18: X bir metrik uzay ve 4 < X olsun. Her xe 4 i¢in D(x,r)c 4

olacak sekilde bir » pozitif sayisi varsa 4 ya X in acik alt kiimesi veya 4, X de
acgiktir denir.

Tanim 1.1.19: X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.
1) X.Dert,

T,) 7 ya ait keyfi sayidaki kiimenin birlesimi 7 ya aittir,

1)) 7 ya ait iki kiimenin kesisimiz ya aittir,

sartlarmi saglayan 7 ya X igin bir topoloji ve (X,7) ikilisine de topolojik uzay

denir.



Tamm 1.1.20: X bir metrik uzay olsun. X deki her bir dizi yakinsak bir alt diziye
sahip ise X e kompakt denir.

Tamm 1.1.21: (4,0,,0,,...a,) ve (B, B,,B,,.... 5,) ayn tiirden iki matematiksel
yapt, f:A— B bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu {1,2,3,...,n} kiimesinin
her i eleman1 i¢in @, bagntisin1 B, bagintisina doniistiirliyorsa, f fonksiyonuna

homomorfizm denir.

Tanim 1.1.22: Zan ve an gibi mutlak yakinsak iki serinin Cauchy ¢arpimi
n=0

= n=0

n 0 0

z akbn—k = Z an zbn

n=0 k=0 n=0 n=0

olarak ifade edilir.

Tamm 1.1.23: C , = {w| w?' = 1} , p" in devirli grubu olsun. O halde

T,=lmC,=C_ =[JC

n—oowo P

olarak tanimli 7', ye yerel sabit uzay denir.

Tamm 1.1.24: X bir kiime olsun. X in bir ¥ smifi i¢in asagidaki 6zellikler
saglaniyorsa

) XeX

ii) VA€ i¢in E‘=X\EeX

iii) k=1,2,..,ni¢cin £, eX = UEk eX

k=1

bu X smifina X {lzerinde bir cebir denir. iii) yerine Vne Nigin E, e~ = UEn eX

n=1

sart1 alinirsa ¥ ya o -cebiri denir. (X,Y) ikilisine de 6l¢iim uzay1 denir.



Tanim 1.1.25: (X,X) bir 6l¢lim uzay1 olsun. X {izerinde taniml genisletilmis reel

degerli bir u fonksiyonu

i) p(d)=0,
ii) VAe X i¢in u(A)>0,

iii) Her ayrik (4,) dizisi igin

u(@/&]ziu(/&)

n=1
kosullarin1 sagliyorsa u ye bir 6l¢iim denir.

Tanmim 1.1.26: ( Rezidii Teoremi) C basit kapali bir egri ve z,z,,...,z, de bu
¢evrenin i¢cinde n tane nokta olsun. f* fonksiyonunun bu noktalar hari¢ C nin

icinde ve lizerinde analitik ve tek degerli oldugu kabul edilsin. O zaman

[ 1)z =2y Res(f,2)
dir.

Tanim 1.1.27: (Fourier Integral Teoremi) f bir fonksiyon ve f”, f nin tiirevi

olmak tizere

i) /" ve f' fonksiyonlar1 x in her kapali araliginda pargali stireklidir,

ii) f fonksiyonunun her x noktasinda f(x") sag limiti ve f(x ) sol limiti vardr,

iii) j | f (x)|dx <owise f, x noktasinda siireklidir ve

—00

f(x) =lT T £(t)cos[s(t — x))dtds (1.1)
4 —0

0

dir. x, f nin bir siireksizlik noktas1 ise (1.1) integrali



ECatyts)

degerine yakinsar.

Tamim 1.1.28: (Mellin Doniisiimii) f* ve f” fonksiyonlar1 her kapali aralikta parcali

siirekli ve j |/ (x)|<w ise f, x noktasinda siireklidir ve

VAT ) =F(3)=] ey

integraline, f (x) fonksiyonunun Mellin déniisiimii denir.

Tamm 1.1.29: K €R i¢in |f| < K bdlgesinde

F(t,2)= Y £

seklinde ifade edilebiliyorsa F(¢,z) fonksiyonuna f,(z) fonksiyonunun iireteg

fonksiyonu denir.

1.2. p -ADIK ANALIZ

Bu boliimde p -adik analiz ile ilgili temel bilgiler verilerek 6nemli 6nermeler

ve teoremler incelendi.

Tamim 1.2.1: p herhangi bir asal say1 olmak iizere, 0 # x € Z olsun. O halde x in

p -adik degeri,
ord ,x =max{r:p" [x}=0
olarak tanimlanir. Bu tanimdan ord ,x ile ilgili drneklerden bazilari

ord,5=1, ord,25=2, ord,45=1, ord,21=1

seklinde bulunur.



Rasyonel olarak verilen % €Q i¢cin p -adik deger

ordp (%j = ordpa —ordpb

olarak tanimhidir. Ayrica ord 0 =co alnir, (Baker 2007).

Onerme 1.2.1: Eger x,y € Q ise ord,, asagida verilen 6zellikleri saglar;
a) ord x=0<x=0,
b) ord ,(xy)=ord ,x+ord )y,

¢) ord ,(x+y) 2min{ord ,x,ord ,y} ve ord x #ord y, (Baker 2007).

Tanim 1.2.2: x e Qi¢in x in p -adik degeri verildiginde p -adik normu;

p—urdpx Cx# 0
M, =y T
p ;x=0

olarak tanimlidir, (Baker 2007).

Onerme 1.2.2: |.|p :Q— R" fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar;

a) |x|px:0<:>x:0,

b) x| x=[x| |»

P 2

c) |x+y|p = max {|x

o bve [ [y, (Baker 2007).

P 2

p -adik norm ile ilgili baz1 6rnekler

3
97, =1, 7

=4

1 1
|9|3 25’ 12|3 :g’

2

seklinde verilir.

p -asal sayist igin p-adik norm, N = |.|p normu ile asagidaki gibi donatilir.



Tamim 1.2.3: p bir asal say1 ve a, € {0,1,..., p—1} olmak tizere Zaipi seklinde

i20
ifade edilen sayilara p -adik tamsay1 denir. Tiim p -adik tamsayilarin olusturdugu

halka Z , ile gosterilir, (Koblitz 1948, Ozden 2009).

p -adik tamsayilar kiimesi
Z, :{a €Q, :|a|p Sl}

olarak tanimlidir, (Baker 2007).
pL,={py:y€,} olsun. pZ , Z , nin bir maksimal idealidir. Z \p Z , cisminin
p tane elemani vardir. Bu elemanlar pZ ,1+ pZ ,,..., p—1+ pZ , kosetleridir.
j€1{0,1,2,..., p—1} olmak lizere
J+pL,={x€Z, :|x—j|p <l}={xez, :|x—j|p <p™}
dir. O halde
p'L,={p"y:yeZ, neN}
seklinde tanimlidir. Buradan
j+p"Zp :{erp :|x—j|p <p"}
dir. Bu nedenle

ZprZpD...DkapDﬂkapzo

k>0

olur, (Schikhof 1984, Ozden 2009 ). p -adik birimlerin kiimesi ise

10



Z,=Z,-pL,={xel,:|x| =1
olarak tanimlidir. Buna denk olarak

Z,={x=ay+ap+..:0<a < p-la,#0}

={xeZ,:x#0(mod p)}
1
:{erp:;eZp}

olur, (Koblitz 1948, Schikhof 1984, Ozden 2009).

Tamim 1.2.4: p -adik rasyonel sayilar Q , ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanur:

Q, :{x: Zanp" :OSaKp_]}.
n=—k

Burada yeterince biiytik n degerleriigin a_, =0 olur. Yani xeQ, ise

_ 2 a a_,
x=..ta,p +ap+t—+..+—
p
dir. Ozel olarak a,=a,=..=0 ise erp dir. @p bir cisimdir. @p nin cebirsel

kapanist Q, olmak tizere C,, Q, cisminin |.|p norma gore tamlamasidir, (Koblitz

1948, Schikhof 1984, Ozden 2009).

Tamm 1.2.5: Bir (a,) dizisi igin p -adik norma gore
lim"“ a, =0

ise (a,) dizisine sifir dizisi denir, (Baker 2007).

Onerme 1.2.3: (@, ), Q, i¢inde bir Cauchy dizisidir < (e,,, —a, ) bir sifir

dizisidir, (Baker 2007).

11



Q, tizerinde bir serinin yakimsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul genel

teriminin limitinin sifir olmasidir. Bu ise asagidaki 6nerme ile verilir.

Onerme 1.2.4: Q, i¢inde Zan serisi yakinsaktir < (a,) sifir dizisidir.

Ispat : Zan yakimsak ise o zaman Onerme 1.2.3. geregince (Sn) kismi toplamlar

dizisi Cauchy dizisidir. Buradan

bir sifir dizisidir. Aksine, eger (a,) sifir dizisi ise 0 zaman Onerme 1.2.3 den (s, )

dizisi Cauchy dizisi olur ve bu nedenle de yakinsaktir, (Baker 2007).

Tamm 1.2.6: Q,, p -adik tamsayilar halkasinin |.|p p -adik norma gore metrik

uzayinin tiim agik kiimeleri a @p ve N €7 olmak iizere

1
a+pNZp :{xe(@p :|x—a|p SF}

seklindeki agik kiimelerin birlesimidir. @, nin agik bir altkiimesinin kompakt

olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul acik alt kiimelerin sonlu bilesimi olarak
yazilabilmesidir. Bu kiimelere kompakt-agik kiime denir, (Koblitz 1948, Ozden
2009).

Tamm 1.2.7: ae X < C, ve f:X — C seklinde bir fonksiyon olsun. Ve >0 igin
356 >0 vardrr dyle ki eger y € D, (a,6)= f(y)eD, (f(oc),5) oluyor ise f,
o € X izerinde siireklidir denir. Eger f', X icinde siirekli ise o zaman [, X

iizerinde siireklidir denir. Burada D, (a,8) X iginde o merkezli y yarigaph agik

bir yuvardir, (Baker 2007).
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Tanim 1.2.8: X ve Y iki topolojik uzay ve f, X den Y ye bir doniisiim olsun. Her
xe€ X inbir U komsulugu, f(U), Y nin bir tek eleman1 olacak sekilde bulunabilirse
f ye yerel olarak sabit fonksiyon denir, (Koblitz 1948, Ozden 2009).

Tamm 1.2.9: X', Q, nin bir kompakt-agik altkiimesi olsun. X iizerinde yerel olarak
sabit fonksiyonlarm Q ,-vektor uzaymndan Q, ye tanimli bir Q ,-lineer vektdr uzayi
homomorfizmine bir p -adik dagilim denir. Eger f: X — Q, yerel olarak sabit ise

p -adik p-dagilimmin f deki degeri icin p( f) yerine J. f 1 yazilacaktir, (Koblitz

1948, Ozden 2009).

Teorem 1.2.1: X', Q, nin kompakt-agik altkiimesi olsun. X in agik alt
araliklarindan Q , ye tanimli her 4 doniistimi a+ p Z,c X olmak tizere

p—1

pa+p"Z,) = ula+bp" +p"*'Z,)
b=0

sartin1 sagliyorsa X {izerinde tek bir sekilde p -adik dagilima genisletilebilir,
(Koblitz 1948, Ozden 2009).

p -adik Volkenborn integralinde ¢ok dnemli rolii olan p -adik Haar dagilimi

asagidaki gibi tanimlanur.

Tamim 1.2.10: Haar dagilim1 4, olmak tizere

1
uHaar(a_'_pNZp):F

olarak tanimlidir.
Uy, I bir p-adik dagilim oldugu asagidaki gibi gosterilir. Bir 6nceki

teoremden,

13



‘G

= N+1 i~ 1 1
My (@ +bp" + p"'Z ) = WZPW

0 b=0

S
I

:_N = lLtHaar(a +pNZp)

elde edilir. O halde u,,, , Z, tzerinde bir p -adik dagilimdur, (Ozden 2009).

Her N pozitif tamsayisi ve g € C, ile |l—q|p < p"" icin

. D¢ _ (-q)
dp"7 )=( =
p o la+dp"Z ) =( +q)1+qdp,v [dPNL

dir ve bu X {izerinde bir dagilima genisletilir, (Kim 2007b).

Teorem 1.2.2: Moy X tizerinde bir dagilimdir.

ispat : p_, nun dagilim oldugunu gostermek i¢in

p-1

> w(a+idp” +dp""'Z )= u_(a+dp 7))

i=0
oldugu gosterilmelidir. Burada

a+ide

Zu (a+idp” +dp""'7 ) = (1+qy)zL

101qp+]

a+1dp ( )a+1dp

~e 8

dp +1

p-1

_(1+q)z 1( ):p i] z idp" (—l)i

i=0

1 1+ a®" o= .
_(1+ ) ( ) ) +q _ z idp" ( 1)1
dp +1 1+qdp +1 4

i=0

_(D'q"(A+q)
1+qd”N

14



=p_ (a+dp" +7,)
elde edilir. Buda x4, nun dagilim oldugunu gésterir, (Kim 2007b).
Tanim 1.2.11: u, X lizerinde bir p -adik dagilim olsun. Her U < X kompakt-agik
altklimesi i¢in
)|, <8

olacak sekilde B e R varsa uye p -adik 6lgiim denir, (Koblitz 1948, Ozden 2009).

Tamm 1.2.14: X', C, nin ayrik olmayan bir altkiimesi olsun. f: X - C,

fonksiyonu ve

VACIRPA®)

q)]f(x’y): xayEXax;ty

olarak tanimlanan iki degiskenli @, f(x,y) fonksiyonu i¢in

lim @, (x,y)

(x,y)—>(a,a)

mevcut ise  f  fonksiyonuna ae€ X  noktasinda siirekli  (diizgiin)
diferensiyellenebilirdir denir. X in her noktasinda siirekli diferensiyellenebilen bir f

fonksiyonuna da siirekli diferensiyellenebilir fonksiyon denir. Biitiin stirekli

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

CX >C)={f1f:X—>C,, f strekli diferensiyellebilir}

ile gosterilir, (Schikhof 1984, Ozden 2009).
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Tamm 1.2.15: f e C(Z,,C )={f|f:Z,—C,, f strekli} olsun. f nin belirsiz
toplam1 Sf ile gosterilir ve
Sf(m) =3 f(j), neN
=0

olarak tammmlanir. /e C'(Z, —C)) ise Sf e C'(Z, — C ) dir, (Schikhof 1984,

Ozden 2009).

1.3. ¢-CALCULUS

Bu boliimde Quantum Calculusun iki tiirlinden biri olan ¢ -calculus (digeri

h -calculus) tizerinde durulacaktir. Son zamanlarda hizli gelismesiyle dikkat ¢eken
bu konu bircok bilim adammm c¢alisma alanma girmistir. Ozellikle Sayilar

Teorisinde ¢ -Bernoulli, g-Euler, g-Genocchi gibi birtakim say1r ve polinomun
insasinda onemli rol oynamaktadir. Bu nedenle ¢ -calculusun diferensiyel, tiirev

tanim1 verilerek calisma boyunca kullanilacak olan birtakim ozellikleri iizerinde

durulacaktur.

Tamim 1.3.1: f(x) keyfi bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun ¢ -diferensiyeli
d,f(x)= f(gx) = f(x)
seklinde tanimlidir. Burada d x = (¢ —D)x ile gosterilmektedir, (Kac-Cheung 2000).

Tamim 1.3.2: f(x) keyfi bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun ¢ -tiirevi

d, /() _ f(g)~f(x)
d x (g—Dx

q

D, f(x)=

olarak tanimlidir, (Kac-Cheung 2000).

Ozel olarak eger f diferensiyellenebilir ise
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lim D, f(x) = @
q—1 X

olur.
Ornek 1.3.1: f(x) =x" fonksiyonunun ¢ -tiirevini hesaplayalim. Burada n pozitif

bir tamsayidir. Tanimdan,

qun:(qx) —* an_lx"_'
(g-Dx  g-1

n

q" -1
q-1

olarak bulunur. Bundan sonraki boliimlerde ifadesi ¢ok sik kullanilacagindan

her n pozitif tamsayisi i¢cin

n

[n], =

. =q" +q" 7 +.+1
q—

seklinde gosterilecektir, (Kac-Cheung 2000).
Uyan 1.3.1: lqig]l[n]q =n dir.

Simdi [n]q nin bazi dzellikleri

D) [n+m], =[n], +q"[m],

2) [n],. =q""[n],

3) [-n], = q "[n],

4) [-n] . =—qln],

5) =n], =1-[n] .

6) [n], +q'[n—r], =[n],

17



olarak verilir.

Ozel olarak g yerine —g almirsa
1_ _ n
[n]_q :&:l_q_i_qZ _q3 +.”+(_1)n—]qn—l
I+¢q

olur.

Tanim 1.3.2: ¢ -binom katsayilar1 7,7 >0 tamsayilar1 i¢in

n| [n],[n—=1],..[n—r+1],
- rl,!

r

olarak tanimhidir. Eger n>r >0 ise

n| [n],!
r, _[n—r]q![r]q!

seklinde gosterilir. Ayrica,

\(

dir, (Kac-Cheung 2000).

1.4. ¢-VOLKENBORN INTEGRALI VE OZELLIKLERI

Bu béliimde 1971 yilinda K6ln Universitesi’'nde Arnt Volkenborn’un tezinde
gelistirdigi  p -adik integrale entegre olan Volkenborn integrali ve ozellikleri

incelendi.

Tanim 1.4.1: feC'(Z, — C)) olsun. fnin Volkenborn integrali
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[ £ = lgnpiz e

seklinde tanimlanir. Burada
Cz,->C,)= { S fZ,—>C,, f sirekli diferensiyellenebilir}

dir.

1
Teorem 1.4.1: d, (x) =—- olsun.
p

=(8/) (0)

Sf(p")—=5/(0)
Iz

n—®0

) [ f(x)d,x=lim
dir. Burada
, d
(S)'(x) = d—Sf (x)
X

olarak tanimlidir.

3 [ £l QL4 S D),
: 7 - P

3) j fx+Dd,x= j f(x)d,x+1(0).

H [ fermdx=3 F @+ f()d,x

drr, (Schikhof 1984, Ozden 2009).
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S a€Z, noktasinda diizgiin diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Bu

ozelligi ise
feUD(Z,)
ile gosterilsin. Eger f farklarin boliimii ise

F () = L= 1)

olur ve (x,y) — (a,a) iken [/ = f'(a) limiti vardir.
Tamm 1.4.2: f € UD(Z ) olmak tizere f fonksiyonunun

S O, G+ Z)=—— 3 1))

N
0<j<p” [ ]q 0<j<p”

seklindeki ifadesi Riemann toplamlarinin g -benzerlerini temsil eder. Z , tizerinde f

fonksiyonunun integrali, sagdaki toplamin # — coi¢in limit degeridir., (Kim 2005a).

Tamm 1.4.3: f € UD(Z ) fonksiyonunun

1

>, e’

N
]q 0Sj<pN

[ f(0)d,x = lim
Z N—wo [p

integraline g -Volkenborn integrali denir.

Eger f, — f alnwrsa UD(Z ) de

[ 1,04, 0> r)d, ()

olarak bulunur, (Kim 2005a).
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1.5. BAZI OZEL POLINOMLAR VE FONKSiYONLAR UZERINE

Bu boliimde Euler sayilar1 ve polinomlari ile iliskisi kurulacak olan 6zel
sayilar, polinomlar, fonksiyonlar ve Dirichlet karakteri gibi ifadeler tanimlanarak

birtakim 6zellikleri hakkinda bilgiler verilecektir.

Tanim 1.5.1: ke N, n=1(mod k) ve y:N — C olmak iizere eger
(Z/kZ)* grubunda

p(k),  (k,n)=1

k)=
7% {0 . (ko)1
@ gibi bir karakter bulunabiliyorsa, y ye k& modiil Dirichlet karakteri denir.

x Dirichlet karakteri asagidaki 6zellikleri saglar;

) x(k+n)=yx(k), keN,
i) )((k.n)zx(k).)((n),
iii) y(k)=0< (k,n)=1.

Sayilar teorisinde ilk N dogal saymin toplami

N(N+1)

N
Z”:1+2+3+"'+N: >

n=l1

ilk N dogal sayinin karelerinin toplam1

o2 N N(N+D@2N +1)
. ,

M=

=
I

ve ilk N dogal saymin kiiplerinin toplami

N2 (N +1)

N
Zn3:13+23+33+...+N3: 7

n=1
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olarak bilinen formiillerle verilmistir. Jacob Bernoulli ise bu denklemlerin daha
yiiksek mertebeleri iizerine calismistir. Yaklasik 300 yil 6nce “Ars Conjectandi” adli

eserinde ise Bernoulli sayilarini asagidaki gibi tanimlamastir.

Tanim 1.5.3: n € N olmak tizere

t &,
e’—lZ;B”ﬁ’ | <2n

seklinde tamimlanan B, katsayilarina Bernoulli sayilar1 denir. Burada

-1 1 -1

=—,B, =0,... olarak bulunur. n>1 ve
2 6 30

=0 oldugu kolayca gortiliir.

2n+l

n=1(mod 2)olmak iizere B

Tanim 1.5.4: n € N olmak tizere

etx 0 tn
t =>» B (x)—, t|<2x
e —1 ;‘ i )n! | |
olarak tamimlanan B, (x) katsayilarina ise Bernoulli polinomlar: denir.

Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 arasinda asagidaki iliski vardir:

B,(x) = Z(Z]ﬂx

Bu iliski Bernoulli polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu yardimiyla

x

0 tn 0 tn o0 nt
ZOBn(X)ﬁ:l‘ te zan—.ZX —'

olarak gosterilir. Buradan yukaridaki esitlikte Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

n=0 k=0 n!

0 tn 0 n n e tn
;Bn(xm:ZZ(k]ka =

22



n

q e 4 . .
olarak bulunur. Her iki ifade de - katsayilar1 esitlenirse;
n!

B.(x)= Z(Z] B

goriiliir. Ilk birkag Bernoulli polinomunun ise

B,(x)=1,

1
B](X)ZX—E,

2 1
B,(x)=x"—-x+—,
6
By(x)=x’ —Ex2 +lx

2

oldugu goriiliir. Burada B, (0) = B, dir.
Tamm 1.5.5: ze C, neZ", Re(z)>1olmak iizere

(D=3

fonksiyonuna Riemann Zeta fonksiyonu denir.

Tanim 1.5.6: Im(s) >0 olmak iizere

S(s.a)=y—

n=0 (n+a)s

fonksiyonuna Hurwitz zeta fonksiyonu denir.

a =1 ise; Hurwitz zeta fonksiyonu, Riemann zeta fonksiyonuna indirgenir.
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Tanim 1.5.7: 0 <x <o ve Res x>0 i¢in Euler integrali olarak adlandirilan Gama

fonksiyonu

T(x)=[¢edt
0

seklinde tanimlanir.
Gama fonksiyonun birkag 6zelligi asagidaki gibi verilir;

i) (1)=1,
i) '(x+1)=xI'(x) (x>0),
iii) [(x+)=x! (x=0),

iv) r&j:\/}

) I(x)=o0 (er" U{O}).

Daha 6nceki boliimlerde bahsedilen p -adik analiz, g -calculus ve ¢ -
Volkenborn integrali yardimiyla g -Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 asagidaki gibi

tanimlanir.

Tanim 1.5.8: |q| <1 ve q € C olmak tlizere B, , n-incidereceden g -Bernoulli

n,q°>

sayilar1

B,, = [Ixld, ()

olarak tanimlanir. Benzer sekilde B,  (x), n-inci dereceden g -Bernoulli polinomlari

B, (x)=[[x+y1d, ()

z,

ile tamimlanir. Her iki ifade de ¢ — 1i¢in limit almirsa
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B, = [ "du(x)

z,

klasik Bernoulli sayilarmni;

B,(x)= [ (x+y)'du)

Z,

klasik Bernoulli polinomlarmi temsil eder.

Tanim 1.5.9: n e N olmak uzere

2 o0 n
F)=—==36,~ (il <x)

e+l =

seklinde tamimli G, sayilar1 Genocchi sayilari olarak adlandirilir. n= O(mod 2)

olmak iizere G, =2(1—-2°")B, dir. Burada B, n-inci Bernoulli sayisidir. Ayrica
n 2n n

G =1, G, =G,=G,=...=0 oldugu kolayca goriilebilir, (Kim 2005b).

Tanim 1.5.10: n € N olmak lzere
2t L, & t"
F(t,X):me :;Gn(X)E, (|t|<7T)

seklinde tanimli G, (x) polinomlar1 Genocchi polinomlar: olarak adlandirilir, (Kim

2005b).

Tamim 1.5.11: Ikinci Stirling sayilar1 (n,k) parametresi ile S(n,k)bigiminde

gosterilir. Ikinci Stirling sayilarmnin iireteg fonksiyonu;

F(t,k):%(l—e’)k =S sk

n=0

seklinde verilir.

25



BOLUM 2
2.1 EULER SAYILARI VE POLINOMLARI

Bu boliimde Euler sayilar1 ve polinomlar1 tanimlanarak, bazi o6zellikleri
verilecektir. Daha sonra diger sayilarla, polinomlarla ve fonksiyonlarla iliskileri

incelenecektir.

Tanim 2.1.1: n e N olmak iizere Taylor seri agilim1 yardimiyla £, n -inci Euler

sayilar1

2 :iE% f|<x (2.1)

e+l =

F(t) =

olarak tanimlanir, (Kim 2008).

Tanmm 2.1.2: ne Nve x € R olmak ilizere £ (x) n-inci Euler polinomlar:
F(x,t)=F(t)e" = _2 v iE (x)i t|<n (2.2)
’ e +1 1

olarak tanimlanir, (Kim 2008).

(2.1) denklemindeki ifadesinin seri a¢ilimini incelenirse,

e +1
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olmak lizere sag taraftaki ifade de polinom bdlmesi yapilirsa Euler sayilarmin ilk

. . 1 .
birkag terimi £, =1, E, = 5 E, =0, E = +i, E, =0... seklinde bulunur. Buradan

anlasilacag iizere ¢ift dereceden Euler sayilar1 0 (sifir) dir. Ilk birka¢ Euler polinomu

1se

Eo(x): >
E,(x):x——,
E,(x)=x"-x,

3 ) 1
E.(x)=x"——=x s

olarak bulunur. Ayrica Euler polinomlari, Euler sayilar1 cinsinden

E,(x)= stx 2.3)

olarak ifade edilir. Burada

dir. (2.1) denkleminden, Euler sayilar1 i¢cin asagidaki yineleme bagintis1 verilir;

E,=1ve ZUJEI +E, =25, . 2.4)
1=0

Burada §,, sembolii Kronecker semboliidiir.

Lemma 2.1.1: ne N i¢in

E,(x)=nE,_(x)
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dir.

Ispat: (2.3) ifadesinden kolayca

dE (x) d &(n). .«
__n~ 7 —__ kx
dx  de&i\k (2.5)
“(n
= (n—k)x"*"
kO(k]Ek
S nl(n— k) e
~ (n—k)!k! K

“(n—k-Dk!"

n—l —
n IJE n—k—1
= kx
k
k=0

=nk, (x)

=n

oldugu goriiliir, (Kim 2008). Benzer sekilde asagidaki lemma verilir;

Lemma 2.1.1: > 0 icin
j E,()dt =——E, (%)

olur.

. fn) . )
Ispat: £ ()= z i t"" olmak tizere
k=0

X p n n n X
"t = " dt
[8iJr a3
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n

n' n—k+1

“n-k)k\(n—k+1) "

; (n+Dn! "
~ (n—k+)ki(n+1) "

— 1 - n+1 xn+]—k
n+liz\k g

1
=—E, (%)
n+l

=

olarak bulunur, (Kim 2008).

Euler polinomlarmin bazi 6zellikler1

) E(x+D)+E (x)=2x",
i) x=01ginE (0)=E ,

E,

b

n—1
iii) E, +2"" Z
k=0

) E,(x+1)= 2@5 )

olarak verilir. Sayilar teorisi ve analizde olduk¢a 6nemli olan Euler sayilari,
trigonometrik fonksiyonlarm seri agilimi gésterimi olarak asagidaki teoremde

incelenmistir.

Teorem 2.1.1: E,, Euler sayilar1 hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla

olarak tanimlidir.

Ispat: secht fonksiyonun Taylor agilimmdan
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t

sec ht = z E (20 Z

e +1 prd

olmak tizere yukaridaki esitlikte Cauchy ¢arpimi uygulanirsa

tn—k

E, (1
secht =33 5{!) (n—k)!

n=0 k=0

=& E 2!t
=Z

o im0 kl(n—k)!n!

0 n n tn
n=0 k=0 n.

olarak bulunur, (Luo vd. 2002).

Ayrica Euler fonksiyonlar1 da asagidaki gibi tanimlanur.

Tanmim 2.1.3: 0<x <1 ve xR i¢in, Euler polinomlar1 Euler fonksiyonlar1 olarak

adlandirilir.

2.2 EULER SAYILARI VE POLINOMLARININ GENELLESTIiRILMESI

Bu boliimde Euler say1 ve polinomlarinin genellestirilmesi tizerine iki tanim

verilecektir. Daha sonra bu genellestirmelerin bazi 6zellikleri tizerinde durulacaktir.

Tamm 2.2.1: a,b,c € Z" olmak lizere Euler sayilarinin genellestirilmesi £, (a,b,c¢)

olarak tanimlidir, (Luo vd. 2002).

Tamm?2.2.2: a,b,ce Z" ve x € R olmak tizere Euler polinomlarinin

genellestirilmesi E, (x;a,b,c)
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Xt

iE(xabc)k @7
k=0
olarak tanimhidir, (Luo vd. 2002).

(2.6) taniminda a =1 ve b =c=e alinirsa

t

zE(lee)k iﬂtk

e +1 k=0 k=0 k'

olur. Benzer sekilde (2.7) taniminda a=1 ve b=c =¢ alinirsa

" iE(xleeu $E0),
e+l = k!

k=0
bulunur.
Genellestirilmis Euler sayilarinin bazi temel 6zellikleri asagidaki teorem ile
verilmistir.
Teorem 2.2.1: a,b,c € Z* ve olmak lizere

i) E,(a,b,c)=1,

ii) E,(l,e,e)= E,

1

iii) E (,e?,e") = E,(x),

Inc-2lna
iv) E (a,b,c)=2"(Inb-Ina)'E, | ————— |,
) Ei(a,b,0)=2( %) k(2(lnb—lna)]

v) E,(a,b,c)= z( ](lnb—lna)’(lnc Ina—Inb)’E,
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Bu o6zelliklerden i), ii), iii) tanim (2.6) da degerler yerlestirilerek kolayca bulunur. iv)

ozelligi asagidaki gibi incelenerek

2¢
! b2t 2t
2 exp((ln c—2Ina)/2(Inb-Ina)2t(Inb—-1na))
exp(2t(Inb—-Ina))+1

Inc-2lna ]tk

z lnb lna E —_— |—
= 2(Inb—-1Ina) ) k!

ZEmb@

8

1se

Ek(“’bac)=2k(lnb—lna)kEk{ Inc-2Ina ]

2(Inb—1Ina)
olarak bulunur, (Luo vd. 2002).

Genellestirilmis Euler polinomlar1 i¢in bazi 6zellikler asagidaki gibi verilir.

Teorem 2.2.1: a,b,cc€Z" ve x € R olmak lizere

i) E,(x;a,b,c)= Z( ](m;l(x_%] ; E (a,b,c),

1YY (ne-21
i) E,(x;a,b,c) = Z(]](lnc)k ’ln(zj (x—§] E, (ﬁ]

1
iii) E,(x;a,b,c)=2"E, (E;a,b,cj,

v) E(x)=E,(x;1,ee),

sacasa- S ) 3]
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(2.6) ve (2.7) tanimlarmdan

202)“ _ 2Ct (2x-1)r
b2 4+ g - b2 4 g ¢ (2.8)
S E(a,b,0) )| < (2x—l)k(lnc)k .
M ACLONY by ,
i k! pary k!

k

i(i( ] Inc)'™ @x—1)"" E,(a,b c)]

k=0\_j=0

k
oldugu goriiliir. (2.8) ifadesinde % 1n katsayilar1 esitlenirse

2"E, (x;a,b,c) = Z( ](lnc)k ’(x—%j h E (a,b,c)

Jj=0

bulunur ki bu teoremin i) maddesini dogrular. Teoremdeki diger maddeler ise (2.6)

ve (2.7) tamimlarinda x :% almarak bulunur, (Luo vd. 2002).

2.3 EULER POLINOMLARININ DiGER POLINOMLARLA ILiSKISi

Bu boliimde E, (x) Euler polinomlarinin Sayilar teorisinde 6nemli yeri olan

Bernoulli polinomlari, Genocchi polinomlar1 ve Stirling sayilari ile olan iliskisi

verilecektir.

Teorem 2.3.1: B (x), n -inci Bernoulli polinomu ve B, , » -inci Bernoulli sayis1

olmak tizere

B,(x)= Z( ]BkEn—k(x)

k+#1
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olarak ifade edilir. Bu iligkiden

1
B,(x)=x’ —%xz +—x

2
3, 1 1 1
=x =X +—+—x——
27 4 27 4
1
=50+ E ()

olarak bulunur, (Cheon 2003).

Teorem 2.3.2: B, , »n -inci Bernoulli sayis1 ve E (x), n -inci Euler polinomu olmak

uzere

E,(x) ——Z]:( — 2 )(ZH]ka"”'k

n+143
olarak tanimlanir. Burada B, = B, (0) dir, (Cheon 2003).

Teorem 2.3.3: E (x), n -inci Euler polinomu ve G, , Genocchi sayisi olmak tizere

E (x)= Z( ]kiﬂl "

seklinde bir iligki vardir, (Kim 2005b).

Teorem 2.3.4: S,(m,n) ikinci ¢esit Stirling sayisi ve £ n-inci Euler sayis1 olmak

uzere

E,=2> (-1)"n!S,(m,n)
n=0

seklinde bir iligki vardir, (Kim 2008).
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BOLUM 3
3.1. ¢-EULER SAYILARI VE POLINOMLARI

Ikinci bdliimde klasik Euler polinomlari

2
e
e +1

F(x,t)=F(t)e" = = iEn(x)i t|<n
n=0 n

"

olarak tanimlanmist1 ve eger £ (0) = E, alinirsa »n-inci Euler sayisinin elde
edilecegi belirtilmisti.
Bu bolimde ¢-Volkenborn integrali ve ozellikleri kullanilarak ¢ -Euler

sayilar1 ve polinomlar1 tanimlanacaktir. Bu sayr ve polinomlarin bazi 6zellikleri

incelenerek 6nemli teoremler ve sonuclar verilecektir.

psabit tek asal say1 olsun ve C,, Q, nin cebirsel kapanigmin p -adik

tamlanigini gostersin. d sabit tamsayisi i¢in ( p,d ) =1 olmak tizere

X=X,=limZ/d Z,

N
X, :Zp,
X' = U (a+dep)’
o

v 2, =re 1=l 4, )

olarak tanimlansin. C iizerindeki p -adik mutlak deger

2], =~
rop

olarak tanimlansin.
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g, C nin veya C, nin elemant olmasina gore farkli degerler alir. Eger g € C

ise |g|<1; geC ise |‘]_1|p < pﬁ olur. Ayrica |x|p <1 i¢in exp(xlogq)=gq" dir.

Bu bolimde

-1
[x]q _4 :q"_] +q"—2 +...+1
q-—1

alinacaktir. f, a € Z , noktasinda diizgiin diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

tizere bu ozellik f e UD(Z p) ile gosterilsin. Eger

ise (x,y) > (a,a) giderken
f(a)=1

olarak kullanilacaktir.

f€UD(Z,) isin asagidaki ifade yazilabilir;

T 00 G ier's,).

Z, de bu toplam N — oo i¢in f* nin integrali ile tamimlidir. Bu ifade de

J
'uq(j_'_pNZp):[qu}
q

oldugu goriiliir. f € UD(Z p) fonksiyonunun ¢ -Volkenborn integrali
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1,(0)= [ £ (x)u, (x) = yg;ﬁ > () (1)

z, q OSx<pN

olarak tanimlhidir, (Kim 2006).

[x]q nin tanimindan

1_ - ) 1 ¥ xX— _
[x], = 1_((_qq)) _ 14 :1—q+q2—q3+...+(—1) ]q"]

[x]le

oldugu biliniyor. (3.1) tammda f(x)=¢ * alnirsa

0

[ ap, (x )=2B,

Z, 0

n-inci g -Bernoulli sayisinin iirete¢ fonksiyonu, benzer sekilde f ( ) e[Hy]

alinirsa

[ Y, (y)=3 B,

z, n=0

n-inci g -Bernoulli polinomunun iirete¢ fonksiyonu bulunur, (Kim 2006).

(3.1) taniminda ¢ yerine —q alinirsa

L ()= [ K ()= e ] AL 62)

_ O<x<p

oldugu goriiliir. Benzer sekilde f(x)= ' alinirsa

J. "du J.i x] —du_

Zp Z[) n=0
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bulunur. Burada
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q -Euler polinomlar1 bulunur. Buradan da » >0 igin

[[x+y]du, ()=E,,(x)

Z,

ifadesi ile n -inci g -Euler polinomu bulunur. Eger ¢ — 1 i¢in limit alinirsa

hmE LX) = E :J. x+y a’ (y)

P

oldugu goriiliir, (Kim 2006).
q -calculus ve ¢ -Volkenborn integralinin birkag¢ 6zelligi incelenerek ¢ -Euler

sayilarmin birtakim 6zellikleri elde edilecektir.

1-¢"" _1- 1-q 1-
) [x+], =4 q+q-q" q,1-4"

l-¢ l-¢ g l—q

:1+q[x]q

i) f,(x)=f(x+n) olmak iizere

gl (f)+1,(f)=a] f(x+1)d, (x)+ [ (x)d, (x) (3.22)
A 1 ;
ST L Z; Sl +£1330[ PR S (%)(=q)

pNj'_q x=0 - x=0
1 1
= = f(O)
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I+¢q

=lim f(0 -
Naoof( )1+q17

q €C igin |g| <1 oldugundan

lim £(0) Itg = £(0)(1+49)

N—w 1+q17

=[2],7(0)

q

olarak bulunur. Burada f(x)= ' alinirsa

g Ma, (x)+[Va, (x)=[2],

Z, Z,

olur. Buradan da

oldugu goriiliir. ¢ -Euler sayilarinin yineleme formiilii bu denklem sayesinde

[2]q : n=0

q(qEq+1)n+En,q:{0 e

olarak bulunur, ( Kim 2006 ). (3.2a) esitligi n -inci dereceden
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olarak ifade edilir. Burada n =1 alinirsa

gL, (f)+1,(f)=[2],/(0)

(3.3)

(3.4)

bulunur. ne N igin f,(x)= f(x+n)dir. Eger (3.3) de n pozitif tek tamsay1 olursa

Zp
1

q" I [x+n]Zl d

z,

olarak bulunur, (Kim 2006).

E, , nun iireteg fonksiyonu F, (z)
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olarak gosterilir, (Cangiil vd. 2007).

Teorem 3.1: F, (t) , E,, q-Euler sayisinmn treteg fonksiyonu olmak tizere

F, ()= —qe'F, (qt)+1
esitligi saglanir.
Ispat: E, . q-Euler sayismn irete¢ fonksiyonu F, (t) olmak iizere

1

. x[x]t
F(t)=lmz=— - !
q() lejo[pw}_q XZ:(;( q)e

. 1 ! x+l [x+] ¢
= lim - e " +1
Ne>oo [plvlq ~ ( )
. 1 pN_] X [x] t
= lim -q)e " +1
N—so [plvlq o ( )
. 1 r] x+l [x] gt
= lim - T+
N—soo [plvlq pr ( )
ph-l
= —ge' lim ——=— 3 (—q) '™ " +1
q o [pN}_q x:O( Q)
=—qe'F (qt)+1

olarak bulunur ve ispat tamamlanir.
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BOLUM 4

4.1. AGIRLIKLI GENELLESTIRILMIS ¢-EULER SAYILARI VE
POLINOMLARI

x , Dirichlet karakteri olmak tlizere d (: tek) € Z" kiimesi ile tanimli olsun. O

zaman E, genellestirilmis g -Euler sayilari asagidaki gibi tanimlanur.

Tamm 4.1.1: y ye bagh E, genellestirilmis g -Euler sayilari

olarak tanimlanir. Ayrica

lim £ =F

gl X nx

oldugu kolayca gérilebilir. Benzer sekilde F, | (t), x yebagh E,

genellestirilmis ¢ -Euler sayilarinin iirete¢ fonksiyonu i¢in
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n

4
yazilir. Burada - katsayilari
n!

seklinde kiyaslaninca y ye bagh E, , =~ genellestirilmis g -Euler sayilari bulunur,

(Park vd. 2009).

Tanim 4.1.2: a,ne N" ve we T, olsun. O zaman « -agirhkh twisted ¢ -Euler

sayilar1

0

[2], 2. (=1)"w"g" [m].. (4.1

m=0

seklinde bulunur, (Ryoo vd. 2011). (4.1) den

E, (a,w|q)

Fleola)= (1_(]1 i g(—l)’”wm "(1-g™)
I A N A D
_(l_qa)ano( 1)"w"q ZZ;‘(I]( 1) (g )}

olarak bulunur, (Ryoo vd. 2011). Buna bagl olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.1: a,neN" ve we Tp olsun. O zaman

2], "0 m(_l)z% (4.2)
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oldugu gdriiliir. (3.2) de, f(x)=w" [x]:a alinirsa,

1 (n
z, (l—q“)n = \U

j w* [x]:adu_q (x) = ](—1)1 I w"qmldu_q (x) (4.3)

—
=

1 al+1 pN
i e
“ 0

1+anl+] N 1+qp

n
_ " =\ 1+an1+1

(oc wlq)

=

hjz

olur. (4.3) den «a -agirlikh twisted ¢ -Euler sayilar1 asagidaki teorem ile ifade
edilebilir.

Teorem 4.1.2: a,ne N" ve we Tp olsun. O zaman

l:l'n (a,w|q) = J. w' [X]Zadﬂ_q (x) (4.4)

Z,

bulunur, (Ryoo vd. 2011). (4.1) den kolayca

J' ert[)c]qa d/,l_q (x) _ [2]q z(_l)mwmqm [m]za (4.5)

Zp m=0
oldugu goriilebilir. (4.5) den ise

n 00

Z;E (ccowlq)—=[2], X (-1)"w" e

45



olur. Bu nedenle asagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 4.1.1: a,ne N" ve weT, olmak iizere o -agirhikli twisted g -Euler

sayilarmin iirete¢ fonksiyonu

n

o,w =\~ t
F* )(f|q)=ZEn(“aW|q);
n=0 .

olsun. O zaman

0

F(a,w) (t | q) — [2]q Z(_l)mwmqmet[m]qa

m=0

seklinde yazilir, (Ryoo vd. 2011). O halde a,n e N ve we T, olmak iizere « -

agirlikli twisted ¢ -Euler polinomlar:

En(x,a,w|q)= J.Wy [x+y]zad/l_q (»)

P

N

olarak yazilir. (4.6) dan

(l—qa)n 1=0 1+ wgq
= [2]q Z:;)(—l)mwmq'” [m + x]Z“

(4.6)

(4.7)



n

> l‘
:z xocw|q o

yazilir, (Ryoo vd. 2011). (4.7) den

Fe ()= g1 )

fonksiyon esitligi yazilabilir. S (x,t | q) iirete¢ fonksiyonunun tanimi kullanilarak

0 o0

;E anIq . (Z ](gq"”E (a,wlq)— )

n=0

oldugu goriiliir. Bu esitlige Cauchy ¢carpimi uygulanirsa

ifadesi bulunur. Her iki yandaki - katsayilar1 kiyaslanirsa asagidaki teorem elde
n!

edilir.

Teorem 4.1.3: a,ne N" ve we T olsun. O zaman
P

=0

£ (sl o) =3 ) i (anla) 5] ()

bulunur, (Ryoo vd. 2011). (4.8) den

En (x,oc,w|q):(q“’dEl(oc,w|q)+[x]qa)n 4.9)
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olur. Burada E" (at,w|q), E, (a,w|q) yerine kullamlmstir. O halde (3.4) e benzer

sekilde asagidaki teorem yazilir.

Teorem 4.1.4: a,neN" ve we T, olmak iizere

n—1

w'q"E, (n,a,w] q)+(—1)n_] E, (a,w|q)= [Z]q Z(—I)H_] w'q' (1]

=0

olur, (Ryoo vd. 2011). Yine (3.4) den
al, (f)+1,(f)=[2],7(0)

(]

oldugu bilindigine gore bu esitlikte (x ) =w'e"¥ alinirsa o zaman

bulunur, (Ryoo vd. 2011). Bu nedenle asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.5: a,neN" ve we T, olmak iizere

veE
qw(émw,wm)ﬂ)"+Em<a,w|q>={

olarak bulunur. (4.6) dan kolayca
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v il = v " @.11)
], &« -
:[d]q ) aE"(x—’a’Wmd]
_q =

oldugu goriiliir. Bu nedenle (4.11) den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.6:d =1(mod2) i¢in a,ne N* ve weT, olsun. O halde

B d "o . 5
£t =EE Sy (13
—q a=

oldugu goriiliir.

4.2. E, (x,a,w|q) POLINOMUNUN INTERPOLASYON FONKSIYONU

Bu boliimde « -agirlikli twisted g -Euler polinomlarinin iireteg

fonksiyonlarinin interpolasyon fonksiyonlar: incelenecektir. s e C ve we T, igin

(4.7) ye Mellin doniistimii uygulanirsa

|
S (x’“’W|S)=mV ) (et q) dt
0

~[2], X (1) v

= L(s)

I e e gy
0

oldugu goriiliir. Buradan ¢ -Zeta tipi fonksiyon asagidaki gibi tanimlanar.

Tamm 4.2.1: seC, weTl,,a e N* olmak tlizere

¢, (xawls)=[2], i—(_l) v (4.12)

m=0 [m + X];a
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olur. Burada ¢ (x,c,w|s) ifadesi ¢ -Zeta tipi fonksiyondur.
Teorem 4.2.1: (4.12) de s ile —n yer degistirirse

¢, (x,a,w|—n)=En (x,a,w|q) (4.13)
oldugu goriiliir, (Ryoo vd. 2011).

¢, (0,a,w|s)=¢, (a,w|q) twisted ¢ -Euler zeta tipi fonksiyon bulunur.

Ozel olarak zeta fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanabilir:

3, (e Fowlsa)=[2], 3 ) whg” (4.14)

m=a(mod F) [m];a

(4.14) de F tek say1ise o zaman

- (_1)”” qum
\sq(a,F,w|s,a):[2]q z T

m=a(mod F) [m];a

g, 3

m=0 [mF + a];aF

e, (ijajWF |s]

[Fl. *\F

olarak bulunur. (4.13) ve (4.15) den ise asagidaki teorem verilir.

)mF+a mF+a mF+a

(4.15)

Teorem 4.2.2: F =1(mod?2), weT,, q,5€C,

q|<1 ve a,ne N olmak lizere
3, (oc,F,w| s,oc) :(—l)a wq” [F]"a En (%,Q,WF |qF]

ozel tammli 3 (a,F,w|s,a) Zeta tipi fonksiyon denir.
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4.3. BULGULAR VE SONUCLAR

i) p -adic analiz ve g - Volkenborn integrali yardimiyla Euler say1 ve polinomlari,

q -Euler say1 ve polinomlar1 tantmlanmistir ve bunlarin 6zellikleri verilmistir.

ii) Euler say1 ve polinomlari, ¢ -Euler say1 ve polinomlariin iirete¢ fonksiyonlari

tanimlanmaistir.

iii) Euler polinomlarmin Bernoulli ve Genocchi poinomlari ile iliskisi ve Euler

sayilarmin Stirling sayilari ile iliskisi incelenmistir.

W) E, ,, genellestirilmis g -Euler sayilar tanimlanmustir.

v)a agirlikli g -Euler sayilar1 ve polinomlar1 tanimlanmaistir.
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